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Introduccion

A book should have either intelligibility or correctness;
to combine the two is impossible.
Bertrand Russell

Con el proposito de dar una base para el estudio de temas en el area
de Algebra de la Légica, fue propuesto y dictado por Marta Sagastume el
curso “Algebra del Calculo Proposicional” en la Facultad de Ciencias Exactas
de la Universidad Nacional de La Plata, Argentina, durante cinco anos a
partir del ano 2002. Estaba destinado a licenciados y a alumnos avanzados
en matematica e informatica, y era un curso de postgrado u optativo de
grado, segin el caso. El Dr. Hernan San Martin fue uno de esos sufridos
alumnos. Como prerrequisito se pedian los cursos con contenidos de Algebra,
Légica y Teoria de Conjuntos que se dictaban en ambas carreras.

Los apuntes escritos en esos anos fueron el germen de este libro. Estos
versaban sobre los calculos proposicionales Clasico, Intuicionista e Infinito-
valente de Lukasiewicz y sus correspondientes contrapartes algebraicas: las
algebras de Boole, las algebras de Heyting y las MV-algebras.

Al empezar a escribir el texto, creimos conveniente agregar temas que nos
parecieron utiles para la formacion en el drea, como dualidades en la teoria
de reticulos, reticulos residuados, /-grupos y sus logicas.

Pretendemos reunir, en castellano y en un nivel accesible, varios temas
que usualmente se encuentran dispersos en la literatura. Tratamos de que el
texto sea autocontenido y de que se desarrollen los topicos mas abstractos
a partir de ejemplos concretos, permitiendo asi que la intuicion ayude a la
comprension cabal de los conceptos y de su interrelaciéon. Se muestran figu-
ras, diagramas, ejemplos motivadores. Sacrificamos a veces la elegancia de la
exposicion en aras de hacerla mas accesible al estudiante medio. Por ejemplo,
se dan elementos de Algebra Universal en tres etapas de dificultad creciente,
en los capitulos 1, 7 y 10, a medida que se van necesitando los contenidos.
Asimismo, se suprimen demostraciones muy técnicas y poco conceptuales.

VII



VIII INTRODUCCION

Como el libro apunta mas al aspecto algebraico de los temas tratados,
daremos en cada caso las herramientas y resultados algebraicos antes que los
l6gicos, obteniendo estos, en algunos casos, como consecuencia de aquellos.
Esto sucede, por ejemplo, con el Teorema de Glivenko.

El nicleo inicial del texto contiene resultados “repetidos” —como las dis-
tintas versiones del Teorema de la Deduccion— que hacen sospechar al lector
la existencia de un marco general del cual podrian derivarse esos resultados
como casos particulares. Esa intuicion se ve confirmada en el Capitulo 10 con
la introduccion de la teoria de algebrizacion de la légica de Blok y Pigozzi, la
llamada “Logica Algebraica Abstracta”. Este tema ha sido desarrollado por
el Prof. Renato Lewin, de la Universidad Catdélica de Chile, especialista en
el tema, gran colega y amigo, a quien mucho agradecemos su colaboracion.

Hemos incluido una breve exposicion de algunos temas a modo de “punta
del iceberg”, con la intencién de que el lector los conozca y (esperamos) desee
profundizarlos. Por ejemplo, el tema de los conectivos en el Capitulo 5, de
la teoria de categorias y las dualidades en el Capitulo 6, de los reticulos
residuados en el Capitulo 12, etc.

Al final de cada capitulo se da una bibliografia para quien quiera ampliar
sus contenidos. Las referencias del texto corresponden a la bibliografia general
que aparece al final del libro. Los ejercicios presentados son, en su mayoria,
extraidos de textos de la bibliografia.

En el Capitulo 1 introduciremos las herramientas indispensables para
desarrollar los contenidos de los capitulos hasta el 5 inclusive.

En el Capitulo 2 desarrollaremos la teoria bésica de los reticulos y las
algebras de Boole. En el Capitulo 3 veremos el Calculo Proposicional Clasico
y su correspondiente relacion logica-algebra con las dlgebras de Boole via la
construccién del dlgebra de Lindenbaum. Generalizaremos estos resultados
en dos sentidos: las dlgebras de Heyting y el Calculo Intuicionista por una
parte, en los capitulos 4 y 5, y las MV-algebras y el Calculo Infinitovalente
de Lukasiewicz por otra, en los capitulos 8 y 9. En el primer sentido, la
generalizacion consiste en admitir un pseudocomplemento que cumple una
sola de las propiedades del complemento: x AT = 0. Esto lleva a que en
la légica intuicionista por una parte siga valiendo el principio clasico de no
contradiccion y por otra a la no validez del principio del tercero excluido.
En el segundo sentido, el de la logica de Lukasiewicz y sus MV-algebras
asociadas, el supremo se transforma en una suma, el infimo en un producto
y se acepta cierto grado de contradiccion, admitiendo infinitos valores de
verdad.

El objetivo del Capitulo 6 es mostrar una conexiéon —que es una equiva-
lencia categorial— entre los reticulos distributivos acotados y ciertos espacios
topoldgicos ordenados. Se dan también casos particulares de esta conexion
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restringiendo los reticulos a las algebras de Heyting y de Boole. Se expre-
sa asi una relacion algebra-topologia que completa la relacion algebra-logica
vista en capitulos anteriores. Se usa una notacién que no es en todos los
casos la que se usaba hasta aqui, pero que es mas adecuada para describir
los resultados de este capitulo.

Otros resultados y definiciones de Algebra Universal son incorporados en
el Capitulo 7. Estos son basicos para desarrollar el Capitulo 8 de MV-élgebras
y el Capitulo 9 sobre el Célculo Infinitovalente de Lukasiewicz.

En el Capitulo 10, como dijimos, se expone lo esencial de la Logica Alge-
braica Abstracta. Hemos conservado la nomenclatura original del texto del
Prof. Lewin, aunque la notacion tiene algunas diferencias con la usada en el
resto del libro.

Los (-grupos, las BCK-4algebras cénicas y sus légicas asociadas se tratan
en el Capitulo 11, a modo de aplicacion de lo visto en el Capitulo 10.

Por ultimo, una nueva generalizacion de lo visto en los primeros capitu-
los se da en el Capitulo 12, en el que se muestran resultados referentes al
vasto campo de los reticulos residuados y las logicas subestructurales. Se tra-
tan también brevemente las BL-algebras y la Logica Bésica de Hajek y se
menciona su relacién con las MV-dlgebras, dada por un resultado analogo al
Teorema de Glivenko visto en los capitulos 4 y 5.

Cada teorema, lema, definicién, etc. lleva tres numeros separados por
puntos: el primero indica el capitulo, el segundo la seccién y el tercero el
nimero de orden dentro de la seccién. Por ejemplo, Teorema 3.4.6 indica que
el teorema lleva el nimero 6 y estd en la Seccion 4 del Capitulo 3.

Agradecemos especialmente la colaboracién del Prof. Lewin, quien no solo
proporciond el texto para el Capitulo 10 sino que aporté importantes obser-
vaciones de forma y de fondo que fueron tenidas en cuenta en la redaccion
del libro. También agradecemos al Prof. Rodolfo Ertola por algunas observa-
ciones sobre légica.
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Capitulo 1

Nociones preliminares

En este capitulo veremos en primer lugar una sintesis de definiciones y re-
sultados de teoria de conjuntos. Luego trataremos los conjuntos ordenados y
sus propiedades. En la Seccién 3 expondremos ciertos contenidos de Algebra
Universal, que seran reforzados en los capitulos 7 y 10. Por ultimo, expon-
dremos algunas nociones de Logica en las que se basaran principalmente los
capitulos 3, 5 y 9. En este punto haremos de cuenta que es la primera vez
que el alumno oye hablar formalmente de Légica, en particular del Célculo
Proposicional.

1.1. Definiciones basicas

El contenido de esta seccién serd, posiblemente, conocido para muchos
lectores. Sin embargo, hemos querido incluirla para fijar ideas sobre defini-
ciones y notacién. Daremos por conocida la teoria de conjuntos elemental.

Una relacion de equivalencia R en un conjunto A es una relacién binaria
que cumple las siguientes condiciones:

- Para todo a € A, aRa (reflexividad).
- Si aRd’ entonces o’ Ra (simetria).

- Si aRd' y @’ Ra” entonces aRa” (transitividad).

Dada una relacién de equivalencia R, el conjunto |a|gr = {z € A: aRz}
es la clase de equivalencia de a. Suele suprimirse el subindice R.

Denotaremos A/R al conjunto cociente, que es el conjunto de las clases
de equivalencia de A por R. La aplicacion candnica pr : A — A/R, que es
suryectiva, se define por pgr(a) = |a|g.
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Sea h : A — B una aplicacién. La relacion Ry, asociada a h definida por
xRpy si h(z) = h(y) es una relacién de equivalencia.

La aplicacién h : A/R, — B definida por: h(|z|) = h(z) se llama el
pasaje al cociente o aplicacion cociente de h.

Indicaremos con o la composicién de funciones. Observemos que la ex-
presion h(|x|) es en realidad el resultado de aplicar a = la composicién de las
funciones pg, y E, y esto es igual a h(x). Es decir, la composicién h O PR, €S
igual a h. Lo anterior se expresa por medio del siguiente diagrama (donde

hemos llamado p a pg, ) diciendo que “el diagrama conmuta”:

A——B
v A
A/Ry,

Esto significa que las dos formas de llegar de A hasta B coinciden.

Dado un conjunto I (los indices), una familia de conjuntos indicada por
I y denotada por (4;);cr es una funcién que a cada indice ¢ € I hace corres-
ponder el conjunto A;. Si I es finito, la familia se denotara (A4;)! ;.

Supongamos que existe un conjunto X tal que para cada i € I, A; C X.
La unién de la familia de conjuntos (A;);es, se define por:

UAi:{an:existeiGI,CLEAZ»}.
iel

Analogamente, la interseccién de la familia queda definida por:

ﬂAi ={a € X :paratodoi €l ac A}.
iel

El producto directo (o simplemente producto) [];_, A; de una familia finita
(A;)f, es el conjunto de las n-uplas de elementos (a,as,...,a,), donde
a; € A;. En general, el producto [[,.; A; de una familia (A;);cs es el conjunto
de las funciones f : I — (J,c; A tales que f(i) € A;.

También podemos considerar a las funciones como familias de elementos
(a;)ier, siendo a; = f(7).

Las funciones proyecciones o simplemente proyecciones p; son funcio-
nes py : [[,c; A — Ay definidas por py(f) = f(k). Cuando I es finito,
pr((a1,as, ..., a,)) = a.

Cuando existe un conjunto A tal que A; = A para todo i se denota por A’
al producto [],.; A;. Para I finito, [ ; A; se denota A"; se tiene entonces
que A' = A, A=A x A, ...y se conviene en definir A° = {0}.
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Observemos que A’ es el conjunto de funciones de I en A. Se usard en
general la notacién XY para indicar el conjunto de funciones de un conjunto
Y en otro X.

Observacién 1.1.1. Supongamos que A = {0,1}, I = {iy,...,i,}. ;Cudntos
elementos tiene A’? Como para cada i; tenemos dos posibilidades, habrd 2 x
2 % --- x 2= 2" funciones.

Ademas, cada funcién f se identifica con un subconjunto J de I: es el
conjunto de indices ¢; para los cuales f(i;) = 1. Se dice que dicha f es la
funcion caracteristica de J. Tenemos asi una correspondencia biyectiva entre
las f: I — {0,1} y los subconjuntos de I. Trataremos esta biyeccién en el
Ejercicio[14] del Capitulo 2 y con més detalle en el Lema[4.5.6] del Capitulo 4.

En particular, tenemos entonces que hay 2™ subconjuntos de un conjunto
de n elementos.

1.2. Conjuntos ordenados

En esta seccion nos referiremos a aquellos conjuntos en los que esta de-
finida una relacion que establece, de alguna manera, un orden entre sus ele-
mentos.

Definicién 1.2.1. Un conjunto ordenado es un par (P, <), donde < es una
relacién binaria en el conjunto P, llamada relacion de orden (o simplemente
orden), que cumple las siguientes condiciones:

Para todo = € P, x < x (reflexividad).
- Siz <yey<uzxentonces x =y (antisimetria).

- Siz <yey< zentonces x < z (transitividad).

Si < cumple ademas la siguiente condicion:
- Para todo x,y € P: 2 <y obien y <z,

entonces se dice que el orden es total o que (P, <) es un conjunto totalmente
ordenado o que es una cadena.
Dado un conjunto ordenado (P, <) podemos considerar en él la relacién
<? definida por:
x <°ysiysolosiy<ux.

Se prueba que <° es un orden, llamado orden opuesto u orden dual del dado.
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Dado un conjunto ordenado (P, <) puede definirse en el producto P x P
el siguiente orden, llamado orden producto:

(z,y) = (u,v) siysolosiz <wu, y<o.

También podemos definir en el producto el siguiente orden, llamado orden
lexicogradfico:

= < v, o bie
(,y) = (u,v) siy solo si rT=1u, Y=, ien
$7éu7$§u

Ejemplos 1.2.2.

1. El orden usual entre los nimeros reales (respectivamente racionales,
naturales, etc.) es una relacién de orden. En ese caso, el orden es total.

2. En los niimeros naturales se tiene también el orden usual. Pero podemos
considerar otra relacién de orden que es la dada por la divisibilidad:
un numero m precede a otro n si m es divisor de n, lo indicaremos:
m =< n. Tenemos entonces dos conjuntos ordenados: (N, <) y (N, <).
Este segundo orden no es total. Por ejemplo, 24 no divide a 14 ni
viceversa.

3. Otro ejemplo importante de orden es la relacion de inclusion C entre
conjuntos. Dado un conjunto cualquiera X, llamemos P(X) a la clase de
los subconjuntos de X. Entonces, (P(X), C) es un conjunto ordenado.

Los diagramas de Hasse son un instrumento 1til para representar grafi-
camente los conjuntos ordenados finitos y hasta para visualizar algunos infi-
nitos. No daremos formalmente la definicién sino que describiremos la cons-
truccion.

Sea (P, <) el conjunto en cuestién. Se dibuja un grafico donde los puntos
representan los elementos de P. Decimos que x precede inmediatamente a y
si z < y y no hay otros elementos entre x e y. En ese caso x estd debajo de
y v se traza un segmento de = hacia y.

Analicemos el siguiente ejemplo.

oY

oy ' ¥ ol

N7

o
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El conjunto P = {z,y,z2,t,u} estd ordenado por la relacién dada por
los pares que aparecen en el gréafico: (x,y), (z,2), (z,t) v (y,u) a los que se
agregan todos los pares de la forma (r,r) y los pares que se obtienen por
transitividad (en este caso solamente el par (z,u)).

Veamos el correspondiente diagrama de Hasse del orden dual del ejemplo

1N

oy ' Y4 of

o

or

Definicién 1.2.3. Sean (P, <), (@, <) conjuntos ordenados y f : P — Q
una funcién. Diremos que f preserva el orden o que es un morfismo de orden
si para cada z,y € P, si x < y entonces f(z) < f(y).

Definicién 1.2.4. Dos conjuntos ordenados (P, <1) y (P, <2) se dicen iso-
morfos si existe entre ellos una funcién biyectiva f : P, — Py tal que v < y
en P siy solosi f(x) <y f(y) en P,. Dicha funcién se llama isomorfismo
de orden. En este caso es facil ver que P, y P; tienen el mismo diagrama de
Hasse.

Definicién 1.2.5. Sean Py () dos conjuntos tales que () C P. Diremos que
un elemento x de P es cota superior de () si para todo y perteneciente a () se
cumple: y < x. Si una cota superior de () pertenece a (), entonces se prueba
que es la Unica y se llama mdzimo de ). En particular, el maximo de P, si
existe, se llama wltimo elemento y se denota con 1. En forma dual se definen
los conceptos de cota inferior de (), minimo de Q) y primer elemento de P,
denotado 0.

Si en un conjunto ordenado (P, <) todo subconjunto no vacio @ tiene
primer elemento entonces se dice que P esta bien ordenado o que < es un
buen orden.

Los niimeros naturales con el orden usual son un conjunto bien ordenado.

Consideremos el conjunto ordenado (R, <) (orden usual). Tomando como
subconjunto un intervalo semiabierto [a,b) vemos que a y todos los reales
menores que a son cotas inferiores y que a es el maximo. Ademas, b y todos
los mayores que b son cotas superiores, pero no existe minimo. Sin embargo,
hay una cota superior “distinguida”, que es b, que es la menor de todas. Esto
motiva la siguiente definicién.
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Definicién 1.2.6. Dado un conjunto ordenado P y un subconjunto () de P
llamaremos supremo de () a la menor cota superior (si existe), es decir, al
minimo del conjunto de las cotas superiores de (). En forma dual se define el
infimo como el maximo del conjunto de las cotas inferiores.

Interesa en particular, como veremos en la siguiente seccion, el caso en el
que el conjunto @ tiene dos elementos: Q = {x,y}. Si existen el supremo y
el infimo de ) se denotan, respectivamente, xtVy v x Ay.

Observacién 1.2.7. Una relaciéon binaria R sobre un conjunto X que es
reflexiva y transitiva (pero no necesariamente antisimétrica) se denomina
preorden. Veremos que a partir de R se pueden definir dos cosas: una relacion
de equivalencia R en X, y una relacion de orden < en el conjunto cociente
X/R.

Definamos a R por: xﬁy si y solo si xRy e yRx. Se puede probar que R
es una relacién de equivalencia (se deja como ejercicio).

Definamos ahora en X/ R la siguiente relacién binaria: |z| < |y si y solo si
xRy. La primer pregunta que surge naturalmente es si la relacion < esta bien
definida. Es decir, si elegimos otros representantes, digamos ', y' tales que
xRz y yRy', jse cumplird también que 2’ Ry’? A continuacién probaremos
que si. R R

Sea xRy y sean ' € |z| e ¢y € |y, i.e, 2'Rx e y'Ry. De esta manera
tenemos que &' Rx, xRx’, y' Ry, yRy'. Luego, por transitividad de R se obtiene
que =’ Ry’. Lo que nos falta probar es que < es una relacién de orden. Se puede
probar que esta relaciéon “hereda” la reflexividad y la transitividad de R. Para
probar la antisimetria, sean |z| < |y| e |y| < |z|. Por lo tanto xRy e yRz, de
donde |z| = |y|.

1.3. Nociones de Algebra Universal

Daremos aqui algunos conceptos basicos de la llamada Algebra Univer-
sal: definiremos algebras en general, en abstracto. Este grado de abstraccion
permite encontrar propiedades comunes a casos conocidos como los reticulos,
grupos, anillos, algebras de Boole, etc., demostrarlas con la mayor generali-
dad y, ademas, aplicar los resultados a situaciones nuevas e interesantes.

El Algebra Universal es, segiun lo expresara A. N. Whitehead en 1898,
el estudio de las estructuras (algebraicas) en general. La célebre algebrista
Emmy Noether sintié asimismo la necesidad de crear un marco general dentro
del cual se encuadraran resultados conocidos. Fue Garrett Birkhoff quien

14.e.” es la abreviatura de la expresién latina id est, que en espaiiol significa “es decir”.
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contribuy6 principalmente a su fundacién en 1933. Aunque originalmente
Birkhoff permitia operaciones infinitarias, sus principales resultados fueron
relativos a operaciones finitarias, y esas son las que se consideran en general
en la definicién de algebra actualmente.

Algebras

Una operacion n-aria en un conjunto A es una funcién f : A" — A. Si
n = 0 la funcién asigna al elemento () un elemento de A; podemos considerar
entonces que lo que hace es elegir un elemento de A, o sea, dar una funciéon
0-aria es equivalente a distinguir un elemento de A.

Esencialmente, un algebra estd compuesta de un conjunto y algunas ope-
raciones de aridad finita (0-arias, unarias, binarias, ..., n-arias, ...). Si con-
sideramos la operacién de tomar limite (de una sucesién de nimeros reales,
por ejemplo) ella no es de aridad finita. Operaciones como tomar limite no
entran en el dominio del algebra sino del andlisis. Observemos que un con-
junto ordenado tampoco es un algebra, ya que el orden no es una operacién
sino una relacion.

Definicién 1.3.1. Llamaremos tipo de algebras a un conjunto F de simbolos
de funcion, donde cada simbolo f de F tiene asociado un nimero natural n,
la aridad de f.

Definicién 1.3.2. Dado un tipo F de &lgebras, un dlgebra de tipo F es
un par A = (A, F), donde A es un conjunto no vacio y F = (f);c; una
familia de operaciones sobre A, de manera que a cada simbolo de F de
aridad n corresponde una operacién n-aria f{*. El conjunto A es el universo
del &lgebra. Frecuentemente (por abuso de notacién) se habla del algebra
A mencionando solo su universo A, cuando las operaciones sobre él estan
sobreentendidas. También frecuentemente se denota f/ por f; cuando no
hay lugar a confusién.

Diremos que un algebra es finita si A es finita y trivial si A tiene un tinico
elemento.

Si F' es finito (como en los casos que trataremos aqui), se escribe A =
(A, f1, fo, .-, [x), siendo F = {f1, fa, ..., fx}. Normalmente se ordenan las
aridades en forma decreciente: aridad de f; > aridad de fs,. ..

Es frecuente referirse al tipo de un algebra indicando solo las aridades de
las operaciones. Por ejemplo, un élgebra de tipo (2,2,1,0) tiene dos opera-
ciones binarias, una unaria y una ceroaria.

Se dice que un algebra B = (B, G) es reducto de otra A = (A, F) si es
B=AyGCF.
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Observacién 1.3.3 (Notacién). Como hemos dicho, un élgebra se denota
A = (A F). A veces nos referiremos a un algebra solo con la letra negrita
(por ejemplo A) o bien como par en el que se ponen como datos el conjunto
subyacente y las operaciones (por ejemplo (A, F')). Ademas, a lo largo del
libro, al trabajar con las distintas clases de algebras, cometeremos a menudo
el abuso de lenguaje de denotar un dlgebra por su conjunto subyacente (por
ejemplo, A).

Ejemplos 1.3.4.

1. Monoides
Un monoide es un éalgebra (M, *, T) de tipo (2,0) tal que * es asocia-
tiva:
para toda terna x,y,z, x* (y*xz) = (rx*xy)*z

y ademas T es el elemento neutro o wunidad, es decir, se cumple la
siguiente propiedad,

paratodox, xx T =T xx = .
Si se cumple también la conmutatividad:
para todo x,y, xxy=1yx*xux,

entonces decimos que es un monotide conmutativo.

Consideremos el conjunto N de los ntimeros naturales. Podemos dar
dos estructuras de monoide tomando a N como universo: (N, +,0) y
(N, 1), siendo +,-,0,1 las operaciones usuales. Anéloga situacién se
presenta para los enteros Z, los racionales QQ y los reales R. Todos son
monoides conmutativos.

Dado un conjunto A, sea A4 el conjunto de todas las funciones de A en
A. Indicaremos con id, a la funcién identidad. Entonces (A%, 0, id) es
un monoide no conmutativo, donde por o se entiende la composicion
de funciones.

2. Grupos
Un grupo es un algebra (G, *,~! T) de tipo (2,1,0) tal que

- El reducto (G, %, T) es un monoide.

- Se cumple: paratodo z € G, z*xav t=a2"txx =T,
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Si ademds tenemos que * es conmutativa, entonces el grupo se llama
conmutativo o abeliano.

Son grupos conmutativos (Z, +, —, 0), (Q*, -, 71 /1), (R* -~ 1), siendo
Q* (respectivamente R*) el conjunto de los racionales no nulos (res-
pectivamente el conjunto de los reales no nulos), —x la operacién de
tomar el opuesto de un nimero 2 y 7! la operacién de tomar inverso
multiplicativo de un nimero x.

Dado un conjunto A, sea Perm(A) el conjunto de todas las funciones
biyectivas o permutaciones de A en A. Entonces (Perm(A), 0,7t id)
es un grupo no conmutativo, siendo ~! la operacién de tomar la funcién
inversa de una funcién dada.

Esencialmente, todo grupo es un grupo de permutaciones.

3. Anillos
Un anillo es un dlgebra (A, +,*, —,0) de tipo (2,2, 1,0) tal que

- El reducto (A4, +, —,0) es un grupo abeliano.
- La operacion * es asociativa.

- Se cumple la siguiente propiedad distributiva:
rx(y+2) = (r*xy) + (z*2).

Si la operacion x es conmutativa entonces el anillo se llama conmutativo.
Si el anillo tiene un elemento neutro para la operacién %, entonces el
mismo se llama con unidad.

El ejemplo bésico de anillo es (Z,+, -, —,0) con la suma y el producto
usuales. Este es un ejemplo de anillo conmutativo. Si agregamos el 1,
entonces (Z, +, -, —,0,1) es también un anillo con unidad.

4. En los siguientes capitulos desarrollaremos otros ejemplos de algebras:
reticulos, algebras de Boole y de Heyting, MV-algebras, ¢-grupos, etc.

Homomorfismos

Trataremos ahora aquellas funciones entre algebras del mismo tipo que
conservan sus operaciones, es decir, que “pasan bien” de un algebra a otra. En
particular, nos interesaran las que son biyectivas, que se llaman isomorfismos.

Notemos que “isomorfismo” significa “igual forma”. Podemos pensar dos
algebras isomorfas como dos maneras de ver una misma realidad, diferen-
ciandose solo en la naturaleza de sus elementos.
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Definicién 1.3.5. Sean A = (A, F) y B = (B, () algebras del mismo tipo,
sea h : A — B una funcién. Diremos que h es un homomorfismo de A
en B si, para cada f4 € F de aridad n se tiene que, para toda n-upla
(ay,as,...,a,) de elementos de A,

h(fA(al, ag, ... an)) = fB(h(ay), hay), ..., h(a,)),

siendo f? la operacién en B correspondiente a la operacién f# en A.

Si h es inyectiva diremos que es una inmersion (“embedding”) o mono-
morfismo. Si h es suryectiva entonces se dice que B es una tmagen homo-
morfa de A,y h es llamada un epimorfismo. Si h es biyectiva sera llamada
isomorfismaf]

Notemos que, si n = 0, el elemento designado en A por la operacién
ceroaria debe pasar por h al correspondiente en B.

Observacién 1.3.6. Si h es un isomorfismo y h~! es su funcién inversa, h=!
también es un isomorfismo. Para probar esto basta ver que h~! preserva las
operaciones.

Sea (b, ...,b,) una n-upla de elementos de B. Tenemos que ver que

R (fB(by, ... by)) = fARTY(BY), ..., A7 (by)).

Por ser h inyectiva, basta probar que la imagen por h del primer miembro es
igual a la imagen por h del segundo. En efecto,

(W= (fP by, ... b0)) = (b1, ..., by).
Ademas,
h(fATH 00, 7 (0))) = FE(R(RT (b)), - (R (b))
- fB(bl, ey bn)
Por lo tanto, A= (fE(by,...,bn)) = fARHby),...,h " (by)).
Ejemplo 1.3.7. Sea R* el conjunto de los nimeros reales positivos. Sean
(RT—{0},-,1) y (R, +,0) los monoides obtenidos considerando las operacio-

nes usuales en RT — {0} y R respectivamente.
Consideremos la funcién logaritmo natural,

In: (R —{0}) — R.

2En el Capitulo 6 se introducen los conceptos de monomorfismo, epimorfismo e iso-
morfismo en el contexto de la teoria de categorias. En dicho capitulo mencionaremos las
diferencias y similitudes con la Definicién m
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Las propiedades de In nos dicen que es un homomorfismo de monoides:
In(1) =0, In(a-b) = In(a)+1In(b). Més ain, In es un isomorfismo, ya que tiene
por inversa la funcién exponencial. Los monoides (Rt — {0},-,1) y (R, +,0)
son reductos, respectivamente, de los grupos (R*—{0},-,7,1) y (R, +, —, 0).
Podemos probar que In es también un isomorfismo entre ambos grupos.

Dados dos grupos (G,-,7', 1) y (H,-,71 1), si se tiene un homomorfismo
h del monoide reducto (G, -, 1) en el monoide reducto (H, -, 1), eso basta para
que sea un homomorfismo de grupos. En efecto, h(z™!) - h(z) = h(z™' - 2) =
h(1) =1y h(z) -h(z7') = h(z-27') = (1) = 1. Luego, h(z™!) es el inverso
de h(z), es decir, h(z™') = (h(x))™".

Subalgebras y algebras libres

Comenzaremos con la siguiente definicion.

Definicién 1.3.8. Sea (A, F') un algebra y sea B C A. Si para todas las
aridades n, para cada n-upla (by,bs,...,b,) de elementos de B y para cada
operacién n-aria f4 de A se cumple que f4(by,bs,...,b,) € B entonces se
dice que B es un subuniverso de A.

En otras palabras, B es subuniverso de A si es cerrado con respecto a
las operaciones de A, en el sentido de que B contiene los resultados de todas
ellas.

Ejemplo 1.3.9. Dado el anillo de los enteros (Z,+, -, —,0), un subuniverso
de Z es, por ejemplo, el conjunto de los nimeros pares. En general puede
probarse que todo subuniverso de Z es el conjunto de multiplos de k, para
algun k natural.

Definicién 1.3.10. Sean (A, F) un algebra de tipo F y B un subuniverso
no vacio de A. Sea f un simbolo de operacién n-aria de F. Si llamamos
fB a la restriccién de la operacién n-aria f4 al conjunto B" entonces el
algebra (B, G) se llama una subdlgebra de (A, F'), siendo G la familia de las
operaciones f?.

Sea X C A. Se puede probar que la interseccion de subuniversos es un
subuniverso. El minimo subuniverso que contiene a X es la interseccion de
todos los subuniversos que contienen a X y se llama el subuniverso generado
por X; lo denotaremos Sg(X). Si A mismo es el subuniverso generado por
X, oseasi A= Sg(X), se dice simplemente que A es generado por X o que
X genera A. En particular, si X es finito, A se dice finitamente generado.
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Ejemplos 1.3.11.

1. Dado el monoide (Q, +,0), si tomamos X = {1} entonces Sg(X) es el
conjunto de todas las fracciones de la forma %', con m € N.

2. Sea el grupo Zs = ({0,1,2},+,—,0) (grupo de enteros mddulo 3),
donde las operaciones + y — son dadas por las siguientes tablas:

o = O+
N = OO
SN ==
= O NN
N = O M
Y V)

Si X = {1}, entonces Sg(X) = {0,1,2}, ya que sumando unos se
obtienen 0, 1 y 2.

3. Asimismo, el grupo de los enteros (Z, 4+, —, 0) también es generado por

X = {1}.

Definicién 1.3.12. Sea K una clase de algebras del mismo tipo, (A, F') un
algebra de I, X C A un conjunto de generadores de A. Diremos que A es
libremente generada por X en IC, o que X es un conjunto de generadores
libres de A en K si se cumple la siguiente condicién (Propiedad universal de
extension de homomorfismos):

Dadas un algebra B de la clase K y una funcién f: X — B, existe un
homomorfismo g : A — B tal que g(x) = f(z), para todo x € X.

Segin vimos en la Seccion 1, esto se expresa diciendo que el siguiente
diagrama conmuta, donde inc indica la inclusién de X en A.

X——2B

Nz

A

Observacién 1.3.13. Supongamos que son X e Y dos conjuntos que se
corresponden biyectivamente. Si A y B verifican la propiedad de extension
de homomorfismos con respecto a X e Y respectivamente puede probarse
intercambiando los roles de A y de B que hay un isomorfismo entre ellas. Por
eso podemos hablar de “el” &lgebra libre con un conjunto de generadores,
porque es unica salvo isomorfismo.

Veamos en los ejemplos anteriores que si consideramos la clase I de los
grupos entonces X = {1} es libre en Z pero no en Zs.
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Comenzaremos mostrando que X = {1} no es libre en Zs. Tomemos
la aplicacién f : {1} — Z definida por f(1) = 1 y veamos que no se
puede extender a Zs. Si g : Zz — 7 fuera un homomorfismo, debe ser
¢(0) = 0. También debe ser g(1) = f(1) = 1y por lo tanto g(2) = g(1+1) =
g(1) +g(1) =141 = 2. Luego g(1+2) = g(1) + g(2) = 14+ 2 = 3. Pero
g(1+42) = ¢g(0) = 0. Luego, no puede existir tal g.

Ahora veremos que X = {1} genera libremente Z en la clase de los grupos.
En efecto, sea B un grupo, f : {1} — B. En B definiremos z.b para z entero
y b€ B, por:

_Jb+b+--+b(z veces) siz >0,
| (=b) 4+ (=b) 4 -+ + (=) (z veces) siz < 0.

Se prueba que, por ser B un grupo, 0.b = 0, (u +v).b = ub+v.by
(—w).b = —(w.b) (hacerlo como ejercicio).

Definimos g : Z — B por: g(z) = z.f(1), y veamos que g cumple la
propiedad universal de extensién de homomorfismos.

En primer lugar, g(1) = 1.f(1) = f(1).
Veamos ahora que g es un homomorfismo de grupos. Debe cumplirse que

9(0) =0, g(u +v) = g(u) + g(v) y g(~w) = —g(w), para u,v,w € Z.
Se tiene g(0) = 0.f(1) = 0; ademas,
g(u+v) = (u+v).f(1)
=u.f(1)+v.f(1)
= g(u) +g(v)

y también
g(—w) = (—w)
= —(w.

= —g(w).

Por lo tanto, Z es libremente generado por X = {1} en la clase de los
grupos.

S(1)
(1))

Productos

Definimos al principio el producto [],.; A; de una familia de conjuntos
(A;)ier- Supongamos que tenemos ahora una familia de dlgebras de tipo G
(el mismo para todas las dlgebras de la familia) ((A;, G;))icr. Vamos a definir
una estructura de algebra en el conjunto ], ., A;.
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Las operaciones en el producto se hacen “componente a componente”.
Por ejemplo, si I ={1,2,3} y g € G es un simbolo de funcién binaria, en el
producto A = A; x Ay x A3 definimos la operacién binaria g4 correspondiente
del siguiente modo.

Para cada par (a,b) de A, donde a = (a1, as,as), b = (b1, bs, bs), es

(¢ (a, b)) = g™ (a1,b1),
(¢*(a,b))2 = g*(as,b5) 'y
(gA(a’ b))3 = 9A3 (a?n b3>7

es decir:
QA(C% b) = (gAl(ahb1)7gA2(a2;b2)agA3<a3a b3))-

Definicién 1.3.14. Dada la familia de algebras (A;);c; de tipo G, sien-
do A; = (A;, Gy), el dlgebra producto A = ([],c; Ai, G) es el dlgebra cuyo
universo es [[,.; A; v tal que cada operacién n-aria g* € G se define, en
cada n-upla (a',a?,...,a") de elementos de A (siendo o/ = (al)ic; para
j=1,...,n) por:

(gA(al, a’, ... ,a)); = gAi(a}, af, cal).

Por ejemplo, sean (R, 1) y (Z,+,0) con las operaciones usuales, que
determinan estructuras de monoide en los niimeros reales y en los niimeros
enteros, respectivamente. Entonces, en el dlgebra producto (R x Z, f,u) las
operaciones estan definidas por: f((a,b), (r,s)) = (a-r,b+s), u = (1,0).

Definicién 1.3.15. Acabamos de definir tres “operaciones” entre dlgebras,
que consisten en: tomar subélgebras, imagenes homomorfas y productos. Una
clase de algebras que es cerrada bajo esas tres operaciones se llama variedad.
Dicho de otra manera: una variedad es una clase K de algebras del mismo
tipo tal que si A € K entonces toda subalgebra de A esta en K, toda imagen
de A por un homomorfismo estd en K y para toda familia de dlgebras de K
su producto esta en .

Ejemplos de variedades son la clase de los monoides, la clase de los gru-
pos, la clase de los anillos y la mayoria de las clases de algebras de las que
hablaremos en este libro.

Una propiedad importante de las variedades es la siguiente: si K es una
variedad, entonces para todo conjunto X existe un algebra de K que es
libremente generada por X.

Posteriormente trataremos mas a fondo las variedades.
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Congruencias y algebras cociente

Dada un algebra (A, F') nos interesa conocer cuales son aquellas relaciones
de equivalencia R definidas en A tales que la aplicacién candnica

pRA—>A/R

es un homomorfismo. En particular, A/R deberd tener una estructura de
algebra del mismo tipo. Veamos cémo se define entonces el dlgebra cociente,
lo que es posible solo en el caso en que la relaciéon R cumple cierta condicion
de compatibilidad con las operaciones.

Por ejemplo, consideremos (Z,+, —,0), el grupo aditivo de los enteros
con las operaciones habituales. Consideremos ademads la siguiente relacion,
llamada de congruencia modulo p, para un nimero natural p:

x =, y sl y solo si la diferencia x — y es multiplo de p.

Es sencillo ver que dos niimeros enteros positivos son equivalentes si al
dividir cada uno de ellos por p obtenemos el mismo resto. Sus clases de
equivalencia estdan entonces en correspondencia con los restos: {0,1,2,...,p—
1}, donde también los nimeros negativos se ubican adecuadamente.

Ya hemos visto el grupo Zs, que es justamente el cociente de Z por la
congruencia médulo 3 (jprobarlo!).

El cociente Z/ =, puede ser dotado de una estructura de grupo. Para
sumar dos clases |z| y |t| se toma un representante de cada una: z € |z,
t € |t|, se suman y se calcula la clase de esa suma: |z + t|. La relacién =,
permite hacer eso. En efecto, si tomaramos 2’ € |z|, ¢ € [t| y sumaramos,
2" + 1’ estaria en la misma clase que z + ¢, pues puede probarse que z =, 2/
y t =, t' implican (z +t) =, (' +t'). Algo andlogo sucede con la operacién
de opuesto.

Definicién 1.3.16. Sea R una relacién de equivalencia definida en el univer-
so A de un algebra (A, F'). Diremos que R es una congruencia si para cada
operacién n-aria f4 € F' y para cada par de n-uplas (z1,...,2,), (Y1, ..., Yn)
de elementos de A tales que x;Ry;, i = 1,...,n se verifica que

fA(xla s an)RfA(yh cee Jyn)
Ejemplos 1.3.17.

1. Sea (A, +,*,—,0) un anillo. Para que una relacién de equivalencia R
sea una congruencia debe cumplir:

- Si sRt entonces (—s)R(—t).
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- Si xRy, uRwv, entonces (x + u)R(y +v) y también (z * u)R(y * v).

Ambas condiciones se cumplen para la congruencia médulo p definida
ahora en el anillo (Z,+, -, —,0), pues, como puede probarse, xRy, uRv
implica (z - u)R(y - v).

2. Sea (A, F) un &lgebra, a,b € A. Llamaremos congruencia principal
generada por (a,b), denotada R, a la interseccién de todas las con-
gruencias R tales que aRb:

. Es esta relacién realmente una congruencia? jEl par (a,b) estd en Ryy?

Aplicando la definiciéon de congruencia se ve que podemos responder
afirmativamente a las dos preguntas.

Ademas, se puede probar que R, se caracteriza por ser la minima
congruencia que contiene al par (a,b), es decir, que cumple:

1 CLRabb.

2 Si S es una congruencia y aSbh, entonces Ry, C S.

Sea R una congruencia en un algebra (A, F') de tipo F. Para cada f € F
(n-aria) definimos

fA/R(|x1|,...,|xn|): |fA(x1,...,xn)|. (1.1)

Veamos que tenemos una “buena’” definicion, en el sentido de que si elegimos
otro elemento z de la clase |z;|, para cada i = 1,...,n, el resultado de
|fA(x), ..., 2")| es el mismo que antes. Es decir, debemos probar que si |7} =
|lz;| entonces | fA(xy,...,2,)| = |fA(2), ..., 7))

En efecto, por ser R congruencia tenemos que

1R, .., x,Rx! implica (fA(zy,...,2,))R(fA(), ..., 20)),

n
es decir, |fA(21,...,2,)] = |fA(2, ..., 2)].

Definicién 1.3.18. Sea (A, F') un algebra, R una congruencia. El dlgebra
cociente (A/R,|F|) es aquella cuyo universo es el conjunto cociente A/R
y tal que |F| es la familia de las operaciones f4/% con f € F, definidas
anteriormente.

Teorema 1.3.19. La aplicacion candénica pr : A — A/R es un homomor-
fismo suryectivo de (A, F) sobre (A/R,|F|).
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Demostracion. La aplicacién pg, que es suryectiva, estd definida por:
pr(z) = [z].

Sea f4 una operacién n-aria de A y f4/% la correspondiente operacién en
A/R. Para que pr sea un homomorfismo debe cumplirse, para cada n-upla
(z1,...,7,) de elementos de A, la siguiente condicién:

pr(fH (@, @) = Y pr(21), . pr(en)).

El primer miembro es igual a | f(x1, ..., 7,)| y el segundo es fAE(|z1|,. .., |x,]),
que son iguales por definicién de f4/# (ver (I.1)) antes de la Definicién [1.3.18)).
[

Sea h : A — B un homomorfismo entre las dlgebras (A, F) y (B,G).
Hemos definido en A la relacién de equivalencia Ry, (ver [L.1]en la Seccién 1)
por xRpy si h(z) = h(y). Veamos que es una congruencia.

Sean (71,...,7,) ¥ (¥1,...,yn) n-uplas de A, f4 una operacién n-aria
de Ay fP la correspondiente operacién en B. Supongamos que para cada,
i=1,...,n se verifica que x;Rpy; (es decir que h(z;) = h(y;)). Veamos que

A, ) )R f A (s -5 yn))-

En efecto, por ser h homomorfismo tenemos que

W (2o @) =

Teorema 1.3.20. Sea h : A — B un homomorfismo suryectivo. Sea
(A/Ry, |F|) el dlgebra cociente, h el pasaje al cociente de h, p la aplica-
cion canonica al cociente. Entonces, h es un isomorfismo de A/Ry, en B y
se verifica: h = ho p. Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

A———=B
P A
A/R,,

Demostracién. Por la definicién de h, para todo z € A, h(z) = h(|z|) =
h(p(z)). Veamos que h es inyectiva. Sea h(|z|) = h(|y|), es decir, h(z) = h(y).
Luego obtenemos que zRyy, de donde |z| = |y|.

Por ser h suryectiva resulta h suryectiva.
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Solo resta probar que h es un homomorfismo, o sea, que

APl l2al))) = % (RJ2a]), - (|l

Aplicando las definiciones se tiene

Bl eal))) = RO, - 2))])
= h(f (21, ..., 22)))
= ¢B(h(x1),. .., h(zy,))
= g (h(|z1l), - BlJn])- O

1.4. Légica

Comenzaremos tratando de responder la siguiente pregunta, desde un
punto de vista informal e intuitivo:

LQué es la légica?

La légica trata de dilucidar cuales de los razonamientos que hacemos son
validos, ya sea en la vida diaria o en un estudio sistematico, cientifico. Saber
qué se deduce de qué, o qué es consecuencia de qué, validamente. Queremos
progresar en nuestro pensamiento por carriles seguros. Para eso el comienzo es
analizar aquellas afirmaciones que usualmente tomamos como indiscutibles.
Por ejemplo: “si me llamo Juan entonces me llamo Juan”. Podemos poner
(las dos veces) en lugar de me llamo Juan otra asercién cualquiera, digamos
el 3 es un numero primo; en este caso obtendriamos: “si el & es un numero
primo entonces el 3 es un numero primo”. Vemos que lo verdadero de la
frase “Si ...entonces ...” depende de su estructura, que es de la forma “Si
x entonces x”, vy no de cudl sea la asercion por la que reemplacemos los
puntos o la x. Esas estructuras seguras, indiscutibles, son las que estudia
la l6gica. Podemos observar, curiosamente, que las verdades logicas son las
que, a diferencia de los resultados de una investigacion cientifica, no aportan
nada nuevo. Son “verdades de perogrullo”, pero sin explicitarlas no podemos
avanzar por vias confiables en el conocimiento.

El poner claramente de manifiesto los puntos de partida y las reglas para
avanzar en los razonamientos es lo que proporciona verosimilitud a las deduc-
ciones, en particular las que se usan para obtener resultados en las llamadas
ciencias deductivas, especialmente en la matematica. Se debera usar un len-
guaje libre de ambigiiedades y explicitar claramente cuales son los axiomas
o datos iniciales y cuales las reglas de inferencia usadas para obtener conclu-
siones. Hay que “traducir” proposiciones del lenguaje natural a un lenguaje
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formal. En este tendremos variables proposicionales y conectivos, a partir de
los cuales (y con reglas precisas) construiremos proposiciones compuestas;
es el mismo proceso de abstraccién de cuando operamos con variables z, vy,
... y signos operacionales +, —, /,..., para construir expresiones algebraicas

como z/(y —x), (y+x)+ (y —x), ....

Este punto de vista operacional o algebraico (que es el que nos interesa
estudiar aqui) es el que G. Boole adopté a fines del siglo XIX en sus traba-
jos, cambiando asi el enfoque clasico de la logica, mas ligado a la filosofia.
También casi por la misma época aporta sus ideas y su simbolizacién original
de enunciados 1égicos G. Frege, cuyas investigaciones fueron poco conocidas
en su época, pero bien valoradas por Bertrand Russell en sus trabajos. Fue
Frege uno de los que iniciaron la légica formal o “dlgebra de la 16gica”. Asi-
mismo, J. Lukasiewicz y A. Tarski estudiaron, alrededor de 1920, al cédlculo
proposicional con ese mismo enfoque pero considerando un calculo propo-
sicional abstracto, méas general. El primero en analizar sistematicamente la
légica como una ciencia que estudia las formas validas de razonamiento fue
sin duda Aristételes. Son Boole, Frege, Lukasiewicz, Tarski y sus seguidores
los primeros en profundizar la 1égica en un sentido diferente del dado por los
griegos. A partir de estos trabajos comenzo a crecer la llamada Ldgica Ma-
temdatica. Estos desarrollos respondieron también a otras motivaciones que
surgieron en esa época.

En efecto, a principios del siglo XX aparecieron indicios de que los ci-
mientos de la légica (y, por extensién, los de las ciencias deductivas) no eran
tan solidos como se crefa. Esos indicios fueron, entre otros, las paradojas y el
descubrimiento de propiedades no esperadas en sistemas légico-matematicos
clésicos.

Las paradojas eran conocidas desde la antigiiedad. El filésofo Epiménides
de Creta afirmaba “Todos los cretenses son mentirosos”. Si esta afirmacion
era verdadera, entonces el mismo Epiménides era un mentiroso, con lo cual su
afirmacién era falsa. En tiempos méds modernos se hizo famosa la paradoja
que descubrié Bertrand Russell, que podia derivarse de la naciente teoria
de conjuntos de Georg Cantor y ponia en duda sus fundamentos. También
era un tropiezo para la construccién formal de la logica debida a Frege.
Esta paradoja consiste en lo siguiente: llamemos A al conjunto de todos los
conjuntos que no pertenecen a si mismos. Por ejemplo, si es S el conjunto
de simbolos escritos en esta pagina, tenemos que S € S. En cambio, si es
P el conjunto de palabras de dos letras, entonces P ¢ P. Luego: S ¢ Ay
P € A. Nos preguntamos ;Qué ocurre con A? Si A € A, entonces, debido a
la definicién de A, A ¢ A. Pero si suponemos que A ¢ A entonces resultaria

que A € A.
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Uno de los primeros “sistemas formales” fue el dado por Euclides en
sus Flementos, donde de un pequeno grupo de axiomas deduce todas las
propiedades geométricas mas conocidas. Fue preocupaciéon de algunos légicos
y matematicos durante mucho tiempo el demostrar, a partir de los otros
axiomas, el postulado V de Euclides: “por un punto exterior a una recta pasa
una y solo una paralela a dicha recta”. Se demostrd, sin embargo, que si se
reemplazaba dicho postulado por otro entonces este otro podia “convivir” con
los demas postulados sin producir ninguna contradiccion. Esto dio origen a las
llamadas geometrias no euclidianas. Por ejemplo, Lobachevsky, a principios
del siglo XIX, reemplaza el postulado V de Euclides por el siguiente: “por
un punto exterior a una recta pasan infinitas paralelas a dicha recta”. En
la geometria de Riemann, en cambio, se reemplaza por el postulado: “por
un punto exterior a una recta no pasa ninguna paralela a dicha recta”. La
interpretacién de “recta” es, en este caso, la de circulo maximo sobre una
esfera.

A partir de las cuestiones que hemos expuesto surgieron no solo nuevas
geometrias sino nuevos sistemas logicos, relativizando la geometria y la logica
clasicas como “una” geometria y “una” légica, no las tnicas. La diferencia
esencial es que los postulados ya no se toman como “verdades basicas” sino
como puntos de partida.

Para profundizar en el aspecto histérico de la Légica, ver, por ejemplo,
[68].

Vamos a definir, en su lineamiento basico y general, lo que se entiende
formalmente por una logica proposicional.

Lenguaje

En un sentido general, dado un alfabeto o conjunto de simbolos bésicos
W, tenemos asociado a €l el conjunto W* de todas las cadenas finitas o
“palabras” que pueden formarse con los simbolos de W. El conjunto W*
puede ser dotado de una estructura algebraica. En efecto, (WW* x,e) es un
monoide, siendo x la operacion de concatenacion de palabras y e la palabra
vacia.

Definicién 1.4.1. Un lenguaje sobre W es cualquier subconjunto L de W*.

Por ejemplo, si W = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, un lenguaje sobre W es
aquel cuyas palabras son todas las cadenas finitas de elementos de W salvo
las que empiezan por 0. Es decir, los nimeros naturales en notaciéon decimal.
Otro ejemplo podria ser W = {a, b}, siendo L el conjunto de cadenas sobre
W formadas de la siguiente manera: aa y bb estan en L y, si una cadena
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x estd en L, entonces xx estd en L. Con estas reglas obtenemos todas las
cadenas de la forma a?" y las de la forma b?" (y solo ellas).

Para especificar un lenguaje, que en general serd infinito, necesitamos
dar un alfabeto y un conjunto finito de reglas de formacién, que se definiran
usando ciertos simbolos auxiliares llamados variables. Una de ellas, el azio-
ma, es distinguida: indica el punto de partida de la generaciéon del lenguaje.
Estos datos determinaran lo que generalmente se llama gramdtica de dicho
lenguaje.

Por ejemplo, para el alfabeto W = {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9}, los nimeros
naturales en notacion decimal se generan por la gramética que tiene dos
variables S y T, siendo S el axioma, y las reglas siguientes:

1) S se reemplaza por n o bien por nT, siendo n =1,2,3,...,9,

2) T se reemplaza por n o bien por nT, siendon =0,1,2,...,09.

Lenguaje proposicional

Consideremos ahora que puede haber otros conectivos diferentes de la
concatenacion que liguen los simbolos béasicos para formar expresiones com-
puestas.

En nuestro contexto, el lenguaje estara dado por el conjunto de las formu-
las, que definiremos de manera recursiva. Las formulas representaran las pro-
posiciones, y se formardn a partir de las variables proposicionales (nuestros
simbolos bésicos), combinando estas con conectivos de la manera que deter-
minen las reglas de formacién.

Como veremos, el conjunto de las formulas estara determinado por los
conectivos, por lo que se suele llamar también lenguaje al conjunto de estos.

Definicién 1.4.2. Se define el conjunto £ de las formulas bien formadas
dando

1. Los simbolos:

(a) Simbolos de variables proposicionales: py, pa,. . ., Pn,. . . (considera-
mos, en general, que hay tantas variables como nimeros naturales,
es decir, que el conjunto de variables en numerable).

(b) Simbolos de conectivos: (C;);er, donde a cada ¢; le corresponde un
n natural, que es su aridad: O-arios o constantes, unarios, binarios,

(c) Simbolos de puntuacién: (, ).

2. Las reglas de formacion:
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(i) Cada p; es una férmula, para i = 1,2, ...

(i) Si A, Ag, ..., A, son férmulasy C es un conectivo n-ario, entonces
C(Aq1,Ag,...,A,) es una férmula. Si C es binario, escribiremos

A1CAs en lugar de ¢(Aq, Ay).

(iii) Una cadena de simbolos es una férmula si y solo si se obtiene de
(i) y de (ii) en un nimero finito de pasos.

La definicion anterior nos da la sintazis del lenguaje del calculo proposi-
cional.

Observaciéon 1.4.3. Como dijimos, el conjunto de féormulas queda definido,
en realidad, por el conjunto de los conectivos, ya que se considera siempre
un conjunto numerable de variables y los mismos simbolos de puntuacién. A
cada lenguaje corresponde entonces un tipo, de la misma manera que sucede
con las algebras.

Como ejemplo, consideremos el calculo proposicional llamado implicativo
positivo. En este calculo el inico conectivo, que es binario, es —. Por lo tanto,
toda féormula que no sea una variable es de la forma A — B.

Mas adelante trataremos con detalle el Calculo Proposicional Clasico,
en cuyo lenguaje podemos considerar los conectivos: — (unario), A, V, —
(binarios).

A los dos ejemplos anteriores se les asocia, respectivamente, el tipo (2) y
(1,2,2,2).

Aqui empezamos a vislumbrar el vinculo Légica-Algebra.

Sistema formal

En lo que sigue definiremos de manera formal un sistema que resulte
confiable en el sentido de que no dara lugar a paradojas y describird las que
entendemos como “verdades”, desde la éptica de cierta logica.

Pero antes necesitamos una definicién.

Definicién 1.4.4. Sea L el conjunto de las formulas de un lenguaje propo-
sicional, P el conjunto de sus variables proposicionales. Una sustitucion es
una funcién s : P — L. Puede extenderse s a £ (llamaremos también s a
la extensién) definiendo: s(C(Aq,...,A,)) = ¢(s(Ay),...,s(A,)), para cada
conectivo n-ario C, para cada n.

Denotaremos s(I'), para un conjunto de férmulas T'; al conjunto de las
féormulas s(B), con B € I.

Por ejemplo, si el lenguaje tiene -, — y V, sea s tal que s(p1) = —ps,
s(p2) = p1 V psa. Sea A = py — p;. Entonces: s(A) = (p1 V ps) — —p3.
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Definicién 1.4.5. Un sistema formal o sistema deductivo S se define a partir
de tres datos:

1. Un lenguaje proposicional.

2. Un conjunto de férmulas distinguidas, los axiomas; como el conjunto
puede ser infinito, ellos se especifican mediante un conjunto finito de
“esquemas de axiomas”, que muestran la forma general de los axio-
mas. Los axiomas propiamente dichos se obtienen sustituyendo en los
respectivos esquemas sus variables por férmulas cualesquiera.

3. Un conjunto de reglas de deduccién, que son de la forma

r

A Y
donde I' es un conjunto finito de férmulas y A es una férmula. Anélo-
gamente, las reglas estan dadas por esquemas.

En general, se comete el abuso de hablar de axiomas y no de esquemas.
Una instancia de un axioma (de un esquema, en realidad) se obtiene susti-
tuyendo sus variables por férmulas cualesquiera.

Por ejemplo, un sistema formal para el Calculo Proposicional Implicativo
esta dado por los siguientes esquemas de axiomas:

(A1) A—- (B—A)
(A2) A= (B—=C)— ((A—=B)—=>(A—=0Q))
y por la regla de deduccion Modus Ponens:

A, A— B

() 2

Una instancia de (Al) es, por ejemplo: (p; — pa) — (p1 — (p1 — p2)),
donde hemos reemplazado A por p; — ps y B por p;.

Relacion de consecuencia

Definicién 1.4.6. Una prueba o deduccion de B en S es una sucesion finita
de féormulas Aq,...,A,_1, A, = B tal que cada A; es una instancia de un
axioma o se deduce de las anteriores por las reglas de deduccién.

Diremos que B es un teorema si existe una prueba de B. En tal caso
escribiremos g B o simplemente - B, si no hay lugar a confusién.

En particular, toda instancia de un axioma es un teorema.
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Mas en general, una deduccion de B en S a partir de un conjunto de
féormulas T' (las “hipdtesis”) es una sucesién finita de formulas Ay, ... A, 1,
A,, = B tal que cada A; es una instancia de un axioma o una férmula de I" o se
deduce de las anteriores por las reglas. Diremos que B es una consecuencia
de I' si existe una deduccion de B a partir de I'. En tal caso escribiremos
I' g B.

Por ejemplo, en el Calculo Proposicional Implicativo se puede deducir la
férmula B — C de las hipdtesis Ay B — (A — C).

En efecto, (empezando “por el final”) podriamos obtener por Modus Po-
nens B — Cde (B — A) — (B — C) si tuviéramos (B — A). Pero jtenemos
(B — A)! porque tenemos la hipétesis A y el axioma (Al): A — (B — A).
Nos faltaria (B — A) — (B — C). Pero también lo tenemos, ya que pue-
de deducirse por (MP) de la hipdtesis B — (A — C) y el axioma (A2):
(B—(A—=C)) = ((B—A)— (B— C)). Luego, la prueba buscada es la
siguiente:

1. A (hipétesis),

2. B— (A — C) (hipdtesis),

3. A— (B— A), por (Al),

4. B— A, de 1.y 3. por (MP),

5. B—=(A—=C)) = ((B—A)— (B— C)), por (A2),
6. (B—A)— (B— C), de2 yb5. por (MP),

7. B— C, de 4. y 6. por (MP).

Denotaremos

Im={BeL:T'FB}

al conjunto de consecuencias de T'.
En relacién con el ejemplo de prueba que dimos, podemos decir que B —
Cel", siendo'={A,B— (A — C)}.

Definicién 1.4.7. Dados dos sistemas formales S y S’ se dice que S’ extiende
o es extension de S si todo teorema de S es teorema de S’.

Los sistemas L y Ly que veremos en el Capitulo 3 son extensiones del
sistema que vimos para el Calculo Proposicional Implicativo.

Definicién 1.4.8. Una teoria de S es un conjunto de férmulas ¥ que cumple
las siguientes condiciones:
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1. ¥ contiene todas las instancias de axiomas.

2. ¥ es cerrado por las reglas de S. Es decir, si L es una regla y ' € 2

A
entonces A pertenece a X.
Veamos algunas propiedades de las teorias.
Lema 1.4.9. Sea S un sistema deductivo y sea I' C L.

(a) El conjunto I' es una teoria si y solo si existe un conjunto de formulas
Y tal que X7 =T.

(b) El conjunto T de los teoremas es la menor teoria de S y T = (.
Demostracion.

(a) Sea I' un conjunto de férmulas, ¥ tal que X" = I'. Las instancias
de axiomas son consecuencias del conjunto vacio de férmulas (no se
necesitan hipétesis), luego, también son consecuencia de 3, por lo tanto
estan en I'.

Veamos que I' es cerrado por las reglas.

Sea % una regla, A C I'. Se tiene entonces que para cada C € A,

Y+ C, o sea que hay una deduccion de C a partir de 3. Uniendo todas
esas deducciones (que son finitas) y agregando como tltimo paso la
aplicacion de la regla %, se obtiene una deduccién de A a partir de X.
O sea, X F A, conlocual A eT.

Reciprocamente, sea I' una teorfa y veamos que I'" = I'. Una inclusién
es obvia. Probemos I'"™ C T". Sea A tal que I' = A. Luego, A se obtiene
a partir de formulas de I' aplicando las reglas. Pero I' es cerrado por
las reglas, luego A € T'.

(b) Se deja como ejercicio. O
La relacion de consecuencia b tiene las siguientes propiedades.
Lema 1.4.10. Sean A y I' conjuntos de formulas, A, B formulas. Entonces:
(1) Para toda A € A, AFA.
(2) SiAFA yACT, entonces ' F A.
(3) SiT'F A para toda A € A y A+ B, entonces I' - B.
(4)

4) Si AF A, entonces existe I' finito tal que I' C A y ' = A. Diremos que

S es finitario.
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(5) Si A A, entonces para toda sustitucion s, s(A) F s(A). Diremos que
S es estructural.

Demostracion. Los items (1) y (2) salen aplicando la definicién de deduccién.

Probemos (3). Supongamos que Aj,..., A, son férmulas de A que se
usan en la deduccién de B. Entonces, habrd una deduccién B, ... ,Bf” de
A; a partir de I', para cada ¢+ = 1,...,r. Por lo tanto, reuniendo estas r
deducciones con la deduccién de B a partir de A, obtenemos una deduccién
de B a partir de I

El item (4) se prueba teniendo en cuenta que solo se usa un nimero
finito de férmulas en una deduccion. El item (5) sale considerando que las
sustituciones son instancias (de axiomas o de las hipdtesis). O

Observaciéon 1.4.11. Algunas de estas propiedades no se cumplen en las
logicas llamadas subestructurales, segin veremos en el Capitulo 12, Seccion 4.

Valuaciones

Hemos definido, si £ es un lenguaje proposicional, la sintaxis de ese len-
guaje. Para esto se especificaron formalmente las reglas de construccion de L.

Pero interesa también analizar la semdntica, es decir el significado de las
férmulas, que estara dado por su “valor de verdad”.

Ya hemos observado que un lenguaje proposicional tiene cierto tipo, de
la misma manera que las dlgebras. Podemos “evaluar” las féormulas de £ en
algebras del mismo tipo por medio de funciones (valuaciones) de manera que
cada conectivo n-ario se transforme en su correspondiente operacién n-aria.
En el célculo proposicional clésico (que veremos con detalle en el Capitulo 3)
esas funciones son las conocidas “tablas de verdad”:

P|ad|PAQ pla|pVq pP|ld|pP—¢q
VIV Vv VIV Vv VIV A%
V|IF| F VIF| V VI|F F
F|V F F|V Vv F|V A%
F|F| F F|F| F F|F \Y%

Las valuaciones asignan a cada férmula un elemento de un algebra, que
podemos pensar como su valor de verdad. En el caso clésico, esa algebra
tendra solo los elementos 0 y 1, identificando F con 0 y V con 1.
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Definiciéon 1.4.12. Sea un lenguaje proposicional £ cuyo conjunto de co-
nectivos es (C;)ier y sea (A, G) un élgebra donde G = (g;)icr. Una valuacion
es una funcién v : £L — A tal que para cada conectivo n-ario C y férmulas
By, ..., B, verifica

U(C(Bla s >Bn)) = g(U(B1)> B 7U(Bn))7
siendo ¢ la operacién n-aria en A correspondiente a C.

Podemos dar, por ejemplo, valuaciones del célculo implicativo positivo en
ciertas algebras, que definiremos a continuacion.
Sea A = (A, —, 1) un édlgebra donde se verifican la siguientes condiciones:

D z—(y—x) =1,
M @=y—=2)=2 =y = @=22)=1
(ITIT) Sizx -y =1,y — = =1 entonces = = y.

El algebra A es conocida como dlgebra de Hilbert.
Las valuaciones solo deben cumplir aqui la condicién

v(A — B) =v(A) — v(B).

Observemos que el mismo simbolo — designa en el primer miembro un co-
nectivo y en el segundo una operacion.

Observemos también que las condiciones (I) y (II) tienen la misma for-
ma que los axiomas del sistema axiomatico. Eso no es casual; en efecto, las
propiedades de una légica se corresponden con las de las dlgebras asociadas
a ella de acuerdo a un cierto proceso de “algebrizacion” que veremos mas
adelante.
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1.5.

CAPITULO 1. NOCIONES PRELIMINARES

Ejercicios

Conjuntos ordenados

1.

10.

Sea R una relacién reflexiva sobre un conjunto. Probar que R es una
relacion de equivalencia si y solo si Ro R = Ry R = R° siendo
R° ={(z,y) : (y,z) € R}.

. Probar que el orden dual es un orden.

Probar que el orden producto es un orden.
Probar que el orden lexicogréafico es un orden.

Sea R una relacién en un conjunto Py sea A = {(z,2) € P x P} la
diagonal de P x P. Probar que R es de orden si y solosi RoR=RYy
RN R =A.

Sean A = {0,1}, B = {3,4,5}. Hacer los diagramas de Hasse de A y
B con el orden usual, P(B) con el orden inclusién, A x A con el orden
producto y lexicografico.

Sean (P, <), (Q, =) conjuntos ordenados, f : P — () una biyeccién
que es un morfismo de orden (ver Definicién |1.2.3)).

a) (Es f un isomorfismo de orden (ver Definicién |1.2.4))?

b) Si (P,<) y (Q,=) son conjuntos totalmente ordenados. ;Es f un
isomorfismo de orden?

Sea (P, <) un conjunto ordenado, R C P. Se dice que R es decreciente
P si se cumple que x € R e y < x implica y € R.

Sean f: P — @ funcién y (@), <) un conjunto ordenado. Probar que si
f es un morfismo de orden entonces la imagen inversa de un conjunto
decreciente de () es un conjunto decreciente de P.

Sean X,Y conjuntos no vacios. Sean f : X — Y una funcién y f; :
P(X) — P(Y) la funcién que asocia a cada subconjunto de X su
imagen por f. Probar que f; preserva el orden inclusion y que es un
isomorfismo de orden si y solo si f es una biyeccion.

Sean Ry y R relaciones de orden en A; y en As respectivamente.

a) Probar que la relaciéon Ry X Ry es un orden en A; x As.

b) Sean Ry y Ry 6rdenes totales. Es Ry x Ry un orden total? jEs el
orden lexicografico un orden total?



1.5. EJERCICIOS 29

11.

12.

13.

Sean A un conjunto y F = {f : A — {0,1}}. Definimos en F la
siguiente relacion:

f=gsiysolosi f71({1}) C g *({1}).
a) Probar que < es un orden en F.
b) ;Qué relacién hay entre los conjuntos ordenados (F, <)y (P(A), C)?

Sea W = {X : X subconjunto finito de N}. Indicaremos con |X]| al
numero de elementos de X. Sea o la relacion definida por: X oc Y siy
solo si | X| < |Y|. Probar que o es un preorden y que no es simétrica ni

antisimétrica. ; Qué propiedades tiene la relacion R definida por X RY
siXaxYeVY o X?

Sea R; el orden usual en R y R, la relacién “divide a” en N. Sea Ry X Ry
el orden producto en R x N, es decir,

(x,y) Ry X Ry (u,v) six <wenReydivide a v en N.
Sea R; Q) Ry el orden lexicogréfico en R x N, es decir,
(z,y) R1 Q) Ro (u,v) siz <uenR, obien x =u ey divide a v en N.

a) {Es Ry X Ry un orden total?
b) (Es Ry @ R> un orden total?

Algebra Universal

1.

Sean (G, 4+, —, 0) un grupo, H un subuniverso de G y R una congruencia
en G. Definimos el conjunto K = {z € G: xRy ,y € H}. Probar que
K es un subuniverso de G.

Sea =, la relacion de congruencia médulo p definida en el grupo Z de
los enteros. Probar que si p es miltiplo de ¢ entonces la relacién =, es
mas fina que la relacién =;, o sea, que para todo z,y, * =, y implica
x =4 y. En ese caso escribiremos =,C=,.

. Sean (Z,+,—,0) el grupo de los enteros, =,, la congruencia médulo n,

H el subuniverso de los multiplos de 6, K ={z € Z, z =, y, y € H}.
a) Probar que K es un subuniverso de Z.

b) Calcular K para n = 3y para n = 12. jSon subuniversos?
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Sea f : Z — Z la funcion que a cada z asigna el resto de dividir z por
7. (Es cierto que x =91 y implica f(x) = f(y)? ;(Existe una funcién
g :Zo1 — 7 tal que g(|z|) = f(x)? {Es verdad que =5 C =77

Sea S la siguiente relacion de equivalencia definida en el conjunto R de
los ntimeros reales: Sy si y solo si x — y € Z. Analizar si S es una
congruencia en los siguientes casos: a) en el grupo (R, +, —,0); b) en el
anillo (R, +,.,—,0).

. Sean A y B algebras de una clase K libremente generadas en K por X

e Y respectivamente. Probar que si existe una biyeccién b : X — Y
entonces A y B son isomorfas.

Sea W un conjunto, (WW*, %, e) el monoide de las palabras sobre el voca-
bulario W (ver 1.4). Probar que dicho monoide es libremente generado
por W en la clase de los monoides.

Sea W = {a}. Probar que los monoides W* y (N, +, 0) son isomorfos.

Sea W finito, f : W — N la funcién constante igual a 1. a) Definir
la extension f': W* — N. b) Si es R la congruencia asociada a f,
probar que W*/R es isomorfo a N. ¢) Si W tiene k elementos ;cudntos
elementos tiene la clase correspondiente al niimero 17 ; cuantos la clase
del ntimero n?

Sean A = (A, F) y B = (B,G) &algebras del mismo tipo. Sean p; :
AxB — Aypy: Ax B — B la primera y segunda proyeccion
respectivamente. Probar que ambas son homomorfismos.

Légica

1.

Consideremos el siguiente sistema formal (ver [G1]).

El lenguaje esta constituido por las variables x, vy, ..., las constantes
(conectivos 0-arios) M, I,U y el tnico conectivo binario la concatena-
ci6n (a la que no damos ningin simbolo). El tinico axioma es la cadena
M1 y las reglas son las siguientes:

1 M 117 UU
1) a:xIU’ 2) Mafa:’ 3) szyy ’ 4) zxyy ’

Encontrar la derivacion de los teoremas: MU, MIU, MUIUI, MUIU,
MIUIU, MUIIU. jSon MIIIIII, MUIIIU, MUUIIII teoremas?

Sea el sistema formal que tiene MP como tinica regla y los siguientes
esquemas de axiomas:
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(A1) A— (B—A),
(A2) ( A—-B) = ((B—=C)— (A—CQ)).
Probar que (A — C) — (B — C) es consecuencia de A y que A — C

es consecuencia de A -+ B y B — C. Llamando A V B a la férmula
(A — B) — B, probar que A V B es consecuencia de B.

3. Demostrar la parte (b) del Lema [1.4.9]

4. Sea un lenguaje proposicional £ que tiene los conectivos —, V, A, —.
Sea el algebra ({0,1},2, L, M, ~) con las operaciones definidas por:

rx=1-—uz,
r Uy =méx{x,y},
x My =min{z,y},
z~y=max{(l —z),y}.

Una valuacién en {0,1} es una funcién v : £ — {0,1} tal que:
v(=A) = w(A), v(AV B) = v(A) LUou(B), v(AAB) = v(A) NuB),
v(A — B) = v(A) ~ v(B).

(a) Construir las tablas de las operaciones !, L, 1, ~» ; Qué relacién tie-
nen con las tablas de verdad?

(b) Dadas las férmulas A, B, C de £, calcular todos los valores posibles
de v((-AV B) = C).

(c) Dadas las férmulas A, B, C de L tales que v(A — B) =1, {Qué se
puede decir del valor de v en las férmulas (AVC)— (BVC),
(ANC)—= (BAC), (FAAB) - (AVB))A((AVB)— (mAAB))?

(d) Encontrar, si existe, una valuacién v para las formulas A, B, C tal

que v(B = =C) = v(=(-BV A)) = v(A v =C).
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Capitulo 2

Reticulos y algebras de Boole

El objetivo de este capitulo es estudiar las algebras de Boole, que son,
histéricamente, el primer intento de tratar la légica desde un punto de vista
algebraico. Posteriormente se aplicaron esos resultados al diseno de circuitos
electronicos que son basicos para la informatica.

Introduciremos previamente los reticulos o reticulados y nos referiremos
especialmente a los distributivos. La gran mayoria de las dlgebras asociadas
a la logica tienen como reducto un reticulo.

La estructura de algebra de Boole estd intrinsecamente ligada a aquellas
algebras cuyo universo es de la forma P(X), para cierto conjunto X. En
efecto, probaremos que toda dlgebra de Boole finita es isomorfa a una de esa
forma y, en general, toda algebra de Boole es isomorfa a una subalgebra de
una de esa forma.

Asimismo, mostraremos que los anillos en los cuales vale la propiedad de
tdempotencia x - x = x pueden ser dotados de una estructura de algebra de
Boole y reciprocamente.

2.1. Reticulos

En esta seccion vamos a considerar una clase particular de conjuntos orde-
nados, los reticulos, que pueden ser considerados también como algebras. Los
reticulos aparecen como base de las estructuras algebraicas que estudiaremos
y que son asociadas naturalmente a la logica.

Definicién 2.1.1. Un conjunto ordenado (P, <) tal que para todo x € P e
y € P existen x Vy y x Ay se denomina reticulo o reticulado.

Si (P, <) es un reticulo entonces (P, <°) es un reticulo (siendo <° el orden
dual de <, ver Capitulo 1, Definicién [1.2.1)). Si denotamos con V° y A° a las

33
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operaciones en el dual entonces x V°y =z Ayy xAN°y =z Vy. Si(P,<)
tiene primer elemento 0 (respectivamente tltimo elemento 1) entonces (P, <°)
tiene ultimo elemento 1 (respectivamente ultimo elemento 0).

Observacion 2.1.2. Sea (P, <) un reticulo y sean z,y,z,w € P. Siz <y
yz<wentonces t Az <yAwyzVz<yVw (laprueba se deja como
ejercicio).

Un reticulo puede ser definido alternativamente como un algebra (P, V, A)
que verifica las siguientes condiciones para cada z,y,z € P (ver Capitulo 1,
Seccién 3):

RO zVz =z, 2 Az =z (idempotencia),
Rl zVy=yVz, xAy=yAz (conmutatividad),
R2 zV(yvz)=(zVy Vz,zAyAz)=(xAy) Az (asociatividad),

R3 (zxVy)Ay=y, (xAy)Vy=1y (absorcién).

Cometeremos a menudo el abuso de notacién de nombrar a un reticulo
dando solo su conjunto subyacente, como se anticipé en [I.3.3]

Demostraremos ahora que, efectivamente, son equivalentes las siguientes
definiciones de reticulo:

(1) Un reticulo es un conjunto ordenado (L, <) en el cual, para cada par de
elementos =,y € L existen el supremo sup{z,y} y el infimo inf{z,y},
denotados V y A respectivamente.

(2) Un reticulo es un algebra (L,A,V) de tipo (2,2), donde A y ¥ son
simbolos de operaciones binarias que verifican las condiciones R0, R1,

R2, R3.

(1) = (2):

Sea (L,<) un conjunto ordenado tal que para cada par de elementos
x,y € L existen inf{z,y} vy sup{z,y}, denotados A y V respectivamente.
Veamos que A y V cumplen las propiedades RO, R1, R2, R3.

En efecto, idempotencia y conmutatividad salen por propiedades de con-
juntos: {z,a} = {z}, {z,y} = {yx}.

Para demostrar absorciéon tengamos en cuenta que, si v < v entonces
uAv=mu,uVuv=uv Luego, al ser x Vy > y, se tiene que (tVy)\y=yy
analogamente (z Ay) Vy =1y.

Demostremos la asociatividad, o sea, veamos que: zV (yVz) = (xVy)Vz
(la propiedad dual se demuestra de manera andloga).
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Mostremos que un elemento u es cota superior del conjunto {x,y V z}
si y solo si es cota superior del conjunto {z,y,z}. Se tiene que y vV z < u
implica y < u, z < u (por transitividad de <) y reciprocamente, y < wu,
z < w implica que y V z < wu, por ser el supremo la minima cota superior.
De la misma manera podemos probar que u es cota superior del conjunto
{zVy, z} siysolo sies cota superior del conjunto {z,y, z}. Entonces, es ficil
ver que ambos miembros de la igualdad coinciden con sup{z,y, z}.

(2) = (1):

Demostremos ahora que, reciprocamente, si se tiene un conjunto L munido
de dos operaciones, digamos A, Y que cumplen las condiciones de idempoten-
cia, conmutatividad, asociatividad y absorcién, entonces podemos definir en
L un orden parael cual t Ay=xz Ay, zVy=xYy.

Definimos la siguiente relacién binaria: =< y si y solo si x Ay = .
Demostremos algunas propiedades:

1. Por idempotencia resulta < reflexiva y por la conmutatividad, anti-
simétrica. Demostremos la transitividad.

Sean x Xy, y X z,0sea, tAy=x, yAz=y. Veamos que r A z = I:

TAz=(TAY) Az
=xA(YyAz
=TAY
= .
Por lo tanto, < es un orden.
2. Veamos que se cumple:
TAY=2x si y solo si rVy=uy.

En efecto, si z Ay =  entonces y ¥ (x Ay) = y Yz, pero, por absorcién,
yY(xAy) =1y, oseaqueyYx=y. Lareciproca es similar.

Luego, la relacién binaria <" definida por < y siy solosiz Yy =y
es un orden.
3. Veamos que A y Y son, efectivamente, las operaciones supremo e infimo

correspondientes al orden <.

Sean x,y € L y probemos que x Ay es cota inferior de {z,y} vy que es
la maxima.
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Se tiene que

A (zAY)

= (zAz) Ay,
=T AY.
de donde: x Ay < x y analogamente x Ay < y. Luego, es cota inferior.

Supongamos que es s tal que s <z y s <X y (cota inferior de {x,y}).
Por definicién, esto significa que: s Ax = s, s Ay = s. Luego:

Luego, s < x Ay, de donde x Ay es el infimo de x e y, que denotamos
T Ny.

4. Analogamente, usando la otra definicién de la relacién < podemos de-
mostrar que x Y y es el supremo de x e y, que denotamos = V y.

Se dice que un reticulo (P, V, A) es distributivo si se cumplen las siguientes
condiciones para cada x,y, z € P:

D1 2A(yVz)=(xAy)V(zAz),
D2 zVvV(yAz)=(xVy A(zV=2).

Observacién 2.1.3. Se puede verificar que las condiciones D1 y D2 son
equivalentes. Por lo tanto basta que se cumpla solo una de ellas, por ejemplo,
D1, que en adelante llamaremos D.

Podemos observar ademés que una de las dos desigualdades en D siempre
vale.

En todo reticulo:

(xAy)V(zAz)<zA(yV=2).

En efecto, t Ay <z, z ANy <y <yVz Luegovaleque t Ay <z A (yV 2).
Ademas se tiene que x Az < x, z ANz < z < y V z. Por esta razén tenemos
que z Az <z A(yVz). Porlotanto, (x Ay)V(zAz) <z A(yV=z).

Una propiedad 1util en reticulos distributivos es la que daremos en el
siguiente lema:
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Lema 2.1.4. Sean x e y elementos de un reticulo distributivo dado L. Si
ezriste z tal que
TNANZ2=YyNz,

rVz=yVz,
entonces xr = .

Demostracion. Usando las ecuaciones y las propiedades distributiva, conmu-
tativa y de absorcién obtenemos que

~—

r=xA(xVz

= . O]

Si un reticulo tiene primer y ultimo elemento entonces el mismo se llama
acotado. Indicaremos al primer elemento con 0 y al tltimo elemento con 1.

Si un reticulo es acotado, podemos agregar a las operaciones binarias V
y A las dos operaciones O-arias 0, 1, que verifican:

Ac zN0=0,2zVvV1=1.
Consideraremos entonces el algebra (P, V, A, 0, 1), que es de tipo (2, 2,0, 0).

Ejemplos 2.1.5.

1. Cualquier conjunto totalmente ordenado es un reticulo. En efecto, sea
(P, <) un conjunto totalmente ordenado, y sean x e y elementos de P.
Luego, < y o bien y < z. Por lo tanto, z Vy =y o bien x Vy = x
(andlogamente para el infimo). Luego, existen el supremo y el infimo del
conjunto {z,y}. Es decir, (P, <) es un reticulo. En particular, (N, <),
(Z,<), (Q,<) v (R, <) (con el orden usual) son reticulos.

2. En la Figura [2.1] se dan algunos reticulos finitos por sus diagramas de
Hasse.

Los reticulos representados en (1) y (3) no son distributivos. En efecto,
dN(bVe)=d#a=(bANd)V(dAc).

También
sA(qVt)=s#t=(sNq)V(sAt).
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Figura 2.1: Reticulos

Sea (N, <) el conjunto parcialmente ordenado cuyo orden =< esta dado
por x = y si y solo si x divide a y. Dado un par de elementos x e
y, el conjunto {x,y} tiene como cotas superiores a todos los multiplos
comunes a = y a y. La menor cota superior (es decir, el supremo) es el
minimo comun miltiplo (m.c.m.) de z e y. Luego 2 Vy = m.c.m. (x,y)
y, andlogamente, xt Ay = M.C.D. (z,y) (donde M.C.D. indica el maximo
comun divisor). Por lo tanto, (N, <) es un reticulo, cuyo diagrama se
indica en la Figura [2.2] Su primer elemento es el 1y, curiosamente, el
ultimo elemento es el 0, pues todo niimero natural es divisor de cero.

Un ejemplo de reticulo finito es (D, <), siendo D,, el conjunto de los
divisores de un numero natural n y < el orden dado en el ejemplo
anterior. En (D, <), 1 es el primer elemento y n el ultimo. Podemos
denotarlo también como (D,,,m.c.om., M.C.D.;1,n). En la Figura
se dan los diagramas de D15 y Dsy.

En la Figura se dan ejemplos de conjuntos ordenados donde pa-
ra algunos pares de elementos no existen el supremo o el infimo. Por
ejemplo, en (1), u y v no tienen cotas superiores comunes (v no tie-
ne ninguna cota superior), luego no pueden tener supremo. En (2), el
conjunto de cotas inferiores de a y b es {0, p, ¢}, que no tiene méaximo.

Sea (P(X), ) el conjunto ordenado de las partes o subconjuntos de un
conjunto X cuyo orden estd dado por la inclusién. Tomemos Z C X
e Y C X. Tenemos que de todos los conjuntos contenidos simultanea-
mente en Z y en Y, la interseccién es el mayor (el que contiene a todos).
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Figura 2.3: Do y Dg3o
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Figura 2.4: No reticulos
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En efecto: en primer lugar notemos que ZNY C Z y que ZNY C Y (es
decir, ZNY es cota inferior de {Z,Y}). Ademas, si U es un conjunto tal
que U C Zy U CY (es decir, U es cota inferior de {Z,Y}) entonces
UCZNY. Luego ZNY es la mayor cota inferior, o sea el infimo. Por
lo tanto ZAY = ZNY,y andlogamente, Z VY = ZUY. Ademé4s, ()
es el minimo subconjunto de X y X es el maximo subconjunto de X.
Luego, (P(X), U, N, B, X ) es un reticulo acotado. Ademds se puede
probar que este reticulo es distributivo.

. Sea (A, <) un conjunto ordenado. Llamaremos conjunto creciente (res-

pectivamente decreciente) a un subconjunto X de A que cumple la
siguiente condicién: si x € X, y € A e y > x entonces y € X (respecti-
vamente si x € X, y € A ey < x entonces y € X).

También podemos definir a los conjuntos crecientes y decrecientes de
la siguiente manera. Sea X C A. Sean
(X]={a€ A: a <z paraalgin z € X},
[X)={a€ A: a >z paraalgin x € X}.
Entonces diremos que X es creciente si X = [X) y que es decreciente
si X = (X].
La clase de los conjuntos crecientes (respectivamente decrecientes) de
(A, <) tiene estructura de reticulo (con respecto a la inclusién). Sean
AT ={X: X C Ay X creciente},
A” ={X: X C Ay X decreciente}.



2.1. RETICULOS 41

Notemos que AT C P(A), A~ C P(A) y podemos considerar enton-
ces en AT y A™ el orden dado por la inclusién entre subconjuntos
de A. Puede probarse que la uniéon X UY de dos conjuntos crecientes
(respectivamente decrecientes) X e Y es un conjunto creciente (respec-
tivamente decreciente). Si consideramos en A% y A~ como relacién de
orden la de la inclusion de conjuntos, se tiene que X UY es el supremo
de X e Y. En forma dual se prueba que la intersecciéon de dos conjun-
tos crecientes (respectivamente decrecientes) es un conjunto creciente
(respectivamente decreciente) y ademads es el infimo de ambos. Se tie-
ne también que () y A son respectivamente el minimo y el maximo. Es
decir, (AT, U, N, 0, A)y (A, U, N, ), A) son reticulos acotados (més
aun, son reticulos distributivos).

8. Dado un conjunto X, una clase 7 de subconjuntos de X se llama una
topologia sobre X si () y X pertenecen a T,y si T es cerrado por inter-
secciones finitas y uniones (arbitrarias). Un espacio topoldgico (X, T)
es un par formado por un conjunto X y una topologia T sobre X.
Los elementos de T se llaman abiertos de la topologia. Dado un es-
pacio topoldgico, sus abiertos forman un reticulo distributivo acotado
(T,U,N, 0, X). El ejemplo anterior es un caso particular de este ejem-
plo, ya que, como veremos mds adelante, AT (también A~) es una
topologia sobre A.

Observaciéon 2.1.6. Hemos visto en la Seccién del Capitulo 1 los con-
ceptos de subdlgebra, homomorfismo e isomorfismo.

De acuerdo a eso, diremos que (M, V,A) es subreticulo de (L,V,A) si
MCL M Q () y M es cerrado con respecto a V y A.

Sean L y M reticulos, f: L — M una funcion.

(a) f esun homomorfismo de reticulos si f(zAy) = f(z)Af(y)y f(xVy) =
f(x) Vv f(y). Si f es biyectiva, entonces f se denomina isomorfismo de
reticulos.

(b) Si L y M son reticulos acotados y f es tal que f(0) =0y f(1) =1,
entonces f es un homomorfismo de reticulos acotados, y se llamara iso-
morfismo si f es biyectiva.

Para una prueba del teorema siguiente puede consultarse la Seccion 5 del
Capitulo II de [2], o bien la Seccién 3 del Capitulo 1 de [13].

Teorema 2.1.7. Un reticulo (L,V,N\) es distributivo si y solo si no existe
subreticulo (L', V, Ny de (L,V,N\) isomorfo a My o a Ls.
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Como consecuencia de este teorema, podemos probar que vale el siguiente
resultado.

Teorema 2.1.8. Un reticulo L es distributivo si y solo si para todo par de
elementos x,y, si existe z tal que

TNz=yNz, zNVNz=yVz,
entonces x = .

Demostracion. Si L es distributivo, entonces vale la propiedad del enunciado
(ver Lema [2.1.4]).

Supongamos ahora que vale dicha propiedad. Veamos que L no puede
contener un subreticulo isomorfo a M5 o a Ls. En efecto, en la Figura [2.1]
para Ms; se tiene:

bAd=cANd, bVd=cVd,
sin embargo,
b +# c.
Para Ls,
gNs=qANt, qVs=qVt,
sin embargo,
s # 1.
Luego, L es distributivo. O]

2.2. Complementos y pseudocomplementos

Entre los ejemplos de reticulos, tenemos el de las partes de un conjun-
to X, (P(X), U, N, 0, X), que es distributivo y acotado. En esta algebra
podriamos agregar una operacion mas, que es el complemento de conjuntos.
Obtendriamos entonces un algebra de Boole.

En general, en un reticulo, el complemento Z de un elemento x se caracte-
riza por dos condiciones: el supremo de ambos es 1 y su infimo es 0. Si solo se
cumple la segunda condicién, entonces hablaremos de pseudocomplemento.

Definiremos en esta seccion las algebras de Boole y daremos algunos ejem-
plos.

Definicién 2.2.1. Sea (L, V, A) un reticulo con 0, y sea x € L. Se denomina
pseudocomplemento de z, si existe, al maximo del conjunto

{z€L:xNz=0}

Se denomina complemento de x, si existe, a un elemento u € L tal que
rVu=1lyzxzAu=0.
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Observacién 2.2.2. Si (L,V,A) es un reticulo con 0 en donde existe el
pseudocomplemento de 0, entonces L tiene necesariamente tltimo elemento 1
porque max{z € L: 0 A z =0} = max L.

En lo que sigue consideraremos algunos ejemplos y propiedades del com-

plemento.

Ejemplos 2.2.3.

1. En el diagrama de Do (ver (2) de Figura se tiene que 2 es com-
plemento de 15, 3 es complemento de 10 y 5 es complemento de 6.

2. En el diagrama del reticulo Ms, hecho en (1) de la Figura2.1] se tiene
que b tiene como complemento a ¢ y también a d.

3. En el reticulo L5 dado en (3) de la misma Figura tenemos que ¢
tiene tanto a s como a t de complemento.

Veremos que la situacion anterior (que un elemento tenga mdas de un
complemento) no puede darse en reticulos distributivos, como se prueba en
el siguiente lema.

Lema 2.2.4. Sea (L,V,A,0,1) un reticulo distributivo acotado. Si un ele-
mento x € L tiene complemento, el mismo es unico y es también el pseudo-
complemento de x.

Demostracion. Sea x € L,y sean u,u’ complementos de z. Usando las pro-
piedades del primer elemento 0, del ultimo elemento 1 y la distributividad
del reticulo tenemos que
u=uANl
=uA (zVu)
=(uAz)V(uAu)
=0V (uAu)
=uAu.
De este modo vemos que u = u A u'. Es decir, u < u'. De manera similar
se prueba que v’ < u, con lo cual u = u’.
Llamemos Z al complemento de x, y sea X = {z € L : z Az = 0}. Es

inmediato que ¥ € X. Veamos que T es mayor o igual que cualquier elemento
de X. Si z € L es tal que 2 A x = 0 entonces

T=TV0=TV(zAx)
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Luego, T =7V z, es decir, T > z. O

Definicién 2.2.5. Un dlgebra de Boole es un reticulo distributivo acotado
en el cual todo elemento tiene complemento.

Podemos adoptar otra definiciéon de élgebra de Boole.

Definicién 2.2.6. Un algebra de Boole es un algebra (B,V,A,—,0,1) de
tipo (2,2, 1,0,0) tal que las operaciones V, A, 0y 1 satisfacen las condiciones
R1, R2, R3, D y Ac dadas en la Seccién junto a la siguiente condicién
adicional para cada x € B:

CaxAz=0yzVvT=1

Dejamos como ejercicio demostrar la equivalencia de las dos definiciones.
Se puede probar que en toda algebra de Boole se cumplen también las
siguientes condiciones:

01 1=00=1,

DC 7 =z,

Observacién 2.2.7. Las dos ultimas condiciones de denominan leyes de De
Morgan. Un reticulo distributivo acotado con un operador que las verifica
junto con la propiedad (DC) se llama dlgebra de De Morgan.

Ejemplos 2.2.8.

1. Exceptuando el algebra de Boole trivial, que es la que posee un tnico
elemento, el dlgebra de Boole minima (con respecto a la inclusién) es la
que solo tiene al 0 y al 1 como elementos, es decir, ({0,1},A,V,—,0,1).
Llamaremos 2 a esta algebra de Boole.

Veremos méas adelante que 2 juega un rol fundamental en la clase de
las algebras de Boole.

Sean p, q elementos de 2. En las siguientes tablas mostramos las ope-
raciones de complemento, infimo y supremo.
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P|d|PAq Plgq|pVq
p|D 11 1 (1] 1
10 1[0 0 110 1
0]1 0|1 0 01| 1
00| O 0/0]| O

2. Como dijimos al principio de esta seccién, en el Ejemplo [6] de la Sec-
cién[2.1] probamos que si X es un conjunto entonces (P(X), U, N, 0, X )
es un reticulo distributivo acotado con las operaciones de unién, inter-
seccién y las constantes dadas por el conjunto vacio () y el total X. Si
agregamos la operacién unaria “¥ de tomar complemento con respecto
a X, tenemos que (P(X), U, N, X (), X ) es un dlgebra de Boole. Mé&s
adelante veremos el teorema de Stone que prueba que cada dlgebra de
Boole finita es isomorfa a un algebra de Boole de esta forma. Sin embar-
go, hay algebras de Boole infinitas que no son isomorfas a un algebra
de Boole de esta forma, como prueba un ejemplo que trataremos a
continuacion.

También veremos mas adelante un teorema de representacion de Stone
que caracteriza a las algebras de Boole como subalgebras de algebras
de partes.

Sea X un conjunto numerable, es decir, tal que existe una biyeccion
del conjunto N de los nimeros naturales en X. Sean F(X) y C(X)
(respectivamente los subconjuntos finitos y cofinitos de X) definidos
como F(X) ={Y C X :Yesfinito) y C(X)={Y CX:X-Y
es finito}. Definimos Z(X) = F(X) U C(X). Como Z(X) C P(X),
para probar que (Z(X), C) es un dlgebra de Boole, basta ver que Z(X)
es cerrado con respecto de las operaciones N, U, complemento y que
contiene al vacio y al total (que son respectivamente el 0 y el 1 del
algebra). Lo dejamos como ejercicio.

Luego, asumimos que (Z(X), C) es un algebra de Boole.

Por la Proposiciéon A7 en el Apéndice de [57] se tiene que si A es
un conjunto numerable, entonces P(A) es un conjunto no numerable.
También es un resultado conocido (ver por ejemplo Proposicion A10 del
Apéndice de [57]) que los subconjuntos finitos de un conjunto numerable
forman un conjunto numerable. Por esta razén F(X) es numerable y
C(X) también, ya que existe una biyeccién entre F'(X) y C(X) dada
por el complemento. Luego, como consecuencia de la Proposicion A5
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Figura 2.5: Intervalos semiabiertos

de [57] tenemos que Z(X) es numerable, por tratarse de una unién
disjunta de conjuntos numerables. Por lo tanto Z(X) # P(A), para
cualquier A. En efecto, si A es finito entonces P(A) es finito; si A es
numerable entonces P(A) es no numerable.

. Consideremos los reticulos D,, considerados en el Ejemplo 4] de la Sec-

cién 2.1} Se puede probar que si n es un producto de nimeros pri-
mos distintos, entonces todo elemento p tiene un complemento, el cual

estd dado por p = n/p. En la Figura de la Seccién el reticulo
D3 es un algebra de Boole.

. Sabemos que los conjuntos abiertos de un espacio topolégico forman

un reticulo distributivo acotado. Sin embargo, este reticulo no es nece-
sariamente un algebra de Boole porque en general el complemento de
un conjunto abierto no es un conjunto abierto. Si consideramos solo los
conjuntos “clopen”, es decir los conjuntos abiertos cuyos complementos
son conjuntos abiertos entonces el reticulo si resulta ser un dlgebra de
Boole, que se llama el dlgebra caracteristica del espacio topoldgico.

. Consideremos el intervalo real semiabierto [0, 1), es decir, el conjunto

de los nimeros reales x tales que 0 < z < 1. Tomemos el conjunto
B de todas las uniones finitas de intervalos semiabiertos contenidos en
[0,1). Es decir, X es un elemento de B si X = I;Ul,U---UI,, donde
I, I, ..., I, son intervalos de la forma [a, b) contenidos en [0,1). En la
Figura[2.5] tenemos que X = [a1, b1)U|az, ba)U[as, bs) = [a1, bi)U[as, bs)
es un elemento de B. Se tiene que uniones e intersecciones finitas de
elementos de B estan en B. El conjunto vacio es el primer elemento
de By [0,1) es el ultimo elemento de B. Asimismo, si tomamos como
complemento ¢ la operacién definida por I¢ = [0,1) — I, tenemos que
B con dichas operaciones forma un algebra de Boole.

. Un anillo conmutativo con unidad (A4,+,-,—,0,1) tal que z -z = =
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para todo = € A se denomina idempotente. Por ejemplo, A puede ser
{0,1} con las operaciones 0 +1 =14+0=1,1+41=0+0 = 0,
0-0=0-1=1-0=0,1-1=1.

Definimos la siguiente relaciéon de orden en un anillo conmutativo con
unidad idempotente dado:

r<y siysolosi - -y=u=x.

En particular, x - y es cota inferior de x y de y. En lo que sigue proba-
remos que existe el infimo entre x e y, siendo t Ay =x -y. Sea z < x
yz<y.Luegoz-(x-y)=(z-2)-y=2-y=z esdecir, z<z-y. De
este modo probamos que x Ay = x - y.

Como el infimo es el producto, notemos que =z A (1 — z) = 0 (por
distributividad del anillo y por ser -z = x). Por esta razén tenemos que
1—z es un “candidato” a ser el complemento de x. Veamos que la tinica
cota superior comin axy a l—x es 1. En efecto,seaxz < zy1—x < z.
Luego z-z=xzy (1 —2)-2z=1— 2. Sumando miembro a miembro y
sacando factor comun z obtenemos que (z + (1 —x)) -z =2+ (1 — x),
de donde resulta z = 1.

Utilizando las leyes de De Morgan (ver [2.2.7]), tenemos ahora un can-
didato a supremo:

eVy=1-(1-2)A(1-y))
=1-(1-2)-(1-y))

=r+y—x-y.

La ultima igualdad se obtiene distribuyendo y efectuando las operacio-
nes de suma y resta correspondientes.

Hasta aqui solo hemos conjeturado cuéles podrian ser las operaciones
A, —y V a definirse sobre A para obtener un dlgebra de Boole. Puede
probarse que esta conjetura es correcta. Es decir, (A, A, V,~,0, 1) resulta
un algebra de Boole definiendo z Ay =z-y, xVy=oc+y—z-yy
T=1—u=z.

Lo interesante de este ejemplo es que toda dlgebra de Boole es de esta
forma. Es decir, que dada un algebra de Boole B puede encontrarse un
anillo idempotente asociado a B, definiendo a +b = (a A b) V (b A @),
(a + b es la llamada “diferencia simétrica” de a y b) y a-b=a Ab. La
operacion de opuesto es la identidad, es decir —a = a.
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Como hemos dicho al principio de la seccion, el pseudocomplemento de
un elemento z, si existe, es el maximo de los z tales que x A z = 0, lo que
es equivalente a decir que z A z < 0. La definicién de pseudocomplemento
puede generalizarse tomando un elemento arbitrario y en lugar de 0.

Definicién 2.2.9. Sea L un reticulo, y sean z,y elementos de L. Se llama
pseudocomplemento relativo de x con respecto a y y se denota x — 1y, si
existe, al maximo del conjunto {z € L : x A z < y}. Vamos a denotar por —
a la operacién binaria definida como x — y =méx{z € L: x Az <y}, ala
cual llamaremos también implicacion.

Lema 2.2.10. Sea L un reticulo y sean x,y € L. Si existe x — y entonces
para cada z € L vale que

xANz<y siysolosi z<x—1y.

Reciprocamente, si existe una operacion binaria —: L x L — L tal que
para todo z € L wale que x N\ z < y si y solo st z < x — y, entonces
r—y=mix{z€ L:xAz<y}

Definicién 2.2.11. Un dlgebra de Heyting L es un reticulo que tiene primer
elemento y tal que para cada par de elementos z,y € L existe la implicacion
T —y.

Observacién 2.2.12. En un algebra de Boole siempre existe x — y para
todo x,y, siendo x -y =7 Vy.

Consideremos el reticulo L; de la Figura de la Seccién Como
p = 0 (primer elemento), tenemos que ¢ — p = ¢ = max{p,t,s} = s.
Otros casos: ¢ — t = max{p,t,s} = s, t —» ¢ = max{p,q} = ¢ =1t — p,
t — s = max{p, q,t,s,r} = r. En cambio no existe s — ¢, pues {z : z A s <
t} = {p,t,q} no tiene maximo.

Dado que Ls es uno de los dos reticulos no distributivos “emblematicos”
(ver tltimo teorema de la Seccién , el ejemplo anterior nos lleva a pre-
guntarnos si la existencia del pseudocomplemento relativo tiene algo que ver
con la distributividad del reticulo. Es interesante ver que, efectivamente, hay
una relacion.

Lema 2.2.13. St L es un reticulo tal que para todo par de elementos x e y
eriste x — y entonces L es distributivo.

Demostracion. Sean x,y,z € L. Por la Observacion basta probar la
desigualdad = A (y V z) < (z Ay) V (z A z). Por propiedades del supremo
tenemos que x Ay < (z Ay) V (z A z), es decir,

y<z— ((zAy)V(zAz2)).
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Anélogamente tenemos que
z<z—= ((xAy)V(zA=z)).
Por lo tanto se tiene que y Vz < x — ((x Ay) V (z A z)), es decir,
zA(yVz)<(zAy)V(zAz). O

Observacién 2.2.14. La existencia de la implicacién en un reticulo se vin-
cula asimismo con el orden. En efecto, puede probarse que

x < y sisolo si existe v — y = 1.

En particular, en un reticulo con implicacién tenemos que x < y si y solo si
rz—y=1

2.3. Congruencias en algebras de Boole

., Cémo son las congruencias en las algebras de Boole?

Hemos visto en el Capitulo 1, Seccion 3, el ejemplo de la congruencia
modulo p definida en el grupo (Z, +, —, 0) y también en el anillo (Z, +, -, —, 0).
El conjunto de los multiplos de p es un ideal. Un ideal en un anillo A es un
subconjunto I de A que cumple las siguientes condiciones: 1) 0 € I; 2) si
i,j€ lentoncesi—jel;y3)sii€lyaéc Aentoncesi-a€lya-ié€l.
La relacién =, considera “iguales” (los identifica en el conjunto cociente) a
dos elementos si su diferencia estd en el ideal de los multiplos de p, que es
justamente la clase del 0.

El hecho anterior es una propiedad general en anillos: toda congruencia es
“dirigida” por un ideal, que es la clase del 0. Es decir, se tiene que dada una
congruencia, su clase del 0 es un ideal y, reciprocamente, todo ideal define
una congruencia a la manera de =,, es decir: x estard relacionado con y si
su diferencia esta en el ideal.

En el Ejemplo [6] de la Seccién vimos la propiedad de que a toda
algebra de Boole se le puede asociar un anillo idempotente y reciprocamente.
Se verifica ademas que las congruencias de una estructura y de la otra son
las mismas. En las algebras de Boole se define también el concepto de ideal
y su dual, el concepto de filtro. Los ideales de un élgebra de Boole resultan
ser exactamente los de su anillo asociado.

En general, en algebras de Boole se consideran los filtros méas que los
ideales al estudiar las congruencias.
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Figura 2.6: Particiones malas

Probaremos que hay una biyeccién entre las congruencias en un algebra
de Boole y sus filtros.

De acuerdo a lo que hemos visto en el Capitulo 1, una congruencia en un
reticulo (L,V,A) es una relaciéon de equivalencia R tal que se cumplen las
siguientes condiciones de compatibilidad con respecto al infimo y al supremo:

(Inf) SizRy y uRv entonces (z A u)R(y A v).

(Sup) SizRy y uRv entonces (z V u)R(y V v).

Andlogamente, una congruencia en un dlgebra de Boole (B, V, A, 0, 1) es
una relacién de equivalencia que cumple (Inf), (Sup) y la condicién adicional
(de compatibilidad respecto del complemento):

(Comp) Si xRy entonces TRY.

Observacién 2.3.1. Mas adelante probaremos que las relaciones de equi-
valencia sobre un algebra Boole que son congruencias del reducto (B, V,A)
necesariamente satisfacen también (Comp), es decir, son congruencias de
algebra de Boole.

En la particién (1) de la Figura |[2.6|tenemos dos clases de equivalencia en
el conjunto cociente, pero el supremo no estard bien definido entre ellas. En
efecto, a V b = 1 implicarfa que |a| V |b| = |1|. Sin embargo, como |a| = |b|
tenemos que |a| V |b] = |a| # |1]. En (2) de la misma Figura tenemos la
siguiente situaciéon. Como c esta en la clase de equivalencia de 1, la clase de
equivalencia de a V ¢ deberia ser la misma que la de a V1 = 1, pero a V ¢
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Figura 2.7: Particiones buenas

1l 1]
al |b]

0] 0]

Figura 2.8: Cocientes

estda en la clase de equivalencia de a y no en la clase de equivalencia del 1.
En cambio, en la Figura se muestran particiones “buenas”, que permiten
definir correctamente los respectivos cocientes de la Figura [2.8

Vamos a definir la nocion de filtro en reticulos y veremos que a todo filtro
F se le asocia una congruencia de manera que la clase del 1 es F'. En algebras
de Boole, ademsds, a cada congruencia R le corresponde un filtro (la clase del
1) de manera que su congruencia asociada es R. De esta manera veremos
que existe una biyeccion entre los filtros y las congruencias de un algebra de
Boole dada, que no es sino la traduccién de la biyeccién que existe entre los
ideales y las congruencias en su correspondiente anillo idempotente.

Definicién 2.3.2. Sea L un reticulo, F' C L e I C L. Diremos que F' es un
filtro si se cumplen las siguientes condiciones:

(a) F #0.
(b) Siz € Fey> xentonces y € F.

(¢c) Siz € Feye€ F,entonces z Ay € F.
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Diremos que I es un ideal si se cumplen las siguientes condiciones:
(a) I #0.
(b) Siz eI,y <z entoncesy € I.
(c) Sizx € Fey € F entonces z Vy € I.

Definicién 2.3.3. Sea B un algebra de Boole. Un subconjunto F' de B es
un filtro implicativo si se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) 1€ F.
(b) Siz € F'y ademéds x — y € F entonces y € F.
Observacion 2.3.4.

(a) Sea L un reticulo. Si L tiene ultimo elemento 1 entonces en la definicién
de filtro podemos cambiar la condicién F # () por la condicién 1 € F.
Si I es un ideal y 1 € I entonces I = L. Analogamente, si L tiene
primer elemento 0 entonces en la definicién de ideal podemos cambiar
la condicién I # ) por la condicién 0 € I. Si F es un filtro y 0 € F
entonces F'= L.

(b) Sea F' un filtro implicativo de un élgebra de Boole. Sean x,y € F tales
quez € F,x <y. Comox —y=1€F, tenemos que y € F. Es decir,
F' es un conjunto creciente.

Lema 2.3.5. Sea B un dlgebra de Boole, y sea F' C B. Entonces, F' es un
filtro implicativo si y solo si F' es un filtro.

Demostracion. Sea F' un filtro implicativo. Sean z,y € F. Dez Ay <z Ay
deducimos z <y — (x Ay), de donde x — (y — (z Ay)) = 1. Usando que
x € F se tiene que y — (x Ay) € F. Ahora podemos usar que y € F' para
afirmar que x Ay € F. De este modo queda probado que F' es cerrado por
infimos finitos. Por la Observacion tenemos que F' es un filtro.
Reciprocamente, supongamos que F' es un filtro. Sean z,x — y € F.
En particular, tenemos que z A (z — y) € FyzA(z — y) <y, con
lo cual llegamos a que y € F. Por lo tanto considerando nuevamente la
Observacion tenemos que I es un filtro implicativo. O
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Definicién 2.3.6.

a)

Sea L un reticulo y sea X un subconjunto no vacio de L. Se puede pro-
bar que la interseccién de filtros es un filtro. El menor filtro que contiene
a X es la interseccion de todos los filtros que contienen a X, lo llama-
remos filtro generado por X y lo denotaremos F'(X). Andlogamente, al
menor ideal que contiene a X lo denominaremos ideal generado por X
y lo notaremos como I(X).

Si L es un reticulo con 1 se puede probar que el menor filtro que contiene
al conjunto vacio, denotado por F (), es {1}. Andlogamente, si L es
un reticulo con 0 se puede probar que el menor ideal que contiene al
conjunto vacfo, denotado por I((), es {0}.

Observaciéon 2.3.7. Si L es un reticulo y x € L entonces

) =f{y e L:y>a}

es el filtro generado por {z}. En general diremos que este es el filtro principal
generado por z. Anédlogamente,

(@] ={yeL:y<a}

es el ideal generado por {z}. En general diremos que este ideal es el ideal
principal generado por x.

Ejemplos 2.3.8.

1.

Sea L un reticulo acotado. Entonces {1} es el menor filtro de L'y L es
el mayor filtro de L. Andlogamente, {0} es el menor ideal de L y L es
el mayor ideal de L.

Sea X un conjunto numerable. Consideremos el reticulo (Z(X),U,N)
(ver ejemplos de Seccién [2.1]). Se puede probar que C'(X) es un filtro,
que no es principal. Ademés F'(X) es un ideal.

Consideremos el reticulo (R, V,A). Sea F' = {x € R: 2 > 0}. Tenemos
que F' es un filtro no principal.

. Dado un filtro F' en un algebra de Boole, probaremos que el conjunto

F ={z: 7 € F} es un ideal. Notemos que 0 € F (pues 1 € F). Si
x € F ey <z entonces y A x = y. Utilizando las leyes de De Morgan
se puede probar que § > 7. Esto implica que § € F, es decir, y € F.
También por las leyes de De Morgan tenemos que F es cerrado por
supremo.
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En el siguiente teorema veremos la relacion asociada a un filtro en un
reticulo.

Teorema 2.3.9. Sea F' un filtro en un reticulo L. Sea =f la siguiente rela-
cion binaria definida en L:

x=py sty solo sieviste f € F tal quex N f=yANf.
Entonces, = es una congruencia. Mds ain, F' = |1].

Demostracion. Dejamos como ejercicio al lector probar que =g es una re-
lacion de equivalencia. Veamos que esta relacién de equivalencia resulta
ser una congruencia. Sea r =r 2’ e y =r 1y'. Luego existen f,f € F
tales que x A f = 2 A fyyNnf =y A f, por lo cual se tiene que
cNfAYNf =2 NfAY N[ Como fA [ €F setiene que xt Ay =g 2’ Ny
De manera similar se puede probar que x V y =r 2’ V 1/ si consideramos al
elemento f A f'.

A continuacién probaremos que F' = |1]. Sea f € F. Como fA f=fA1
tenemos que f =p 1, es decir, que f € |1|. Reciprocamente, sea f =p 1.
Luego existe f" € F tal que f A f'=1A f' = f’, con lo cual tenemos que
f' < f. Como F es un filtro llegamos a que f € F. Por lo tanto, F' = [1|. O

Corolario 2.3.10. Sea a € L y sea F' el filtro principal generado por a. La
relacion =g estd dada por: x =p y si y solo st x Na =y Aa.

Demostracion. Se tiene que F' = [a). De este modo, & =[4) y si y solo si existe
b>a,xAb=yAb.
Veamos que basta tomar b = a. En efecto, si es b > a,

rANa=(xAb)Na
=(yAbAa
=yAa. O

Surge naturalmente la siguiente pregunta: dado un reticulo, jel conjunto
de congruencias esta en biyeccién con el conjunto de filtros? Veremos a través
de un ejemplo que en general la respuesta es no.

Sea R la relacion definida por la Figura [2.9] Tenemos que R es una con-
gruencia y que |1| es un filtro. Sin embargo, no “dirige” la congruencia. En
efecto, aRe peroaNd=a#c=eANdyaANl=a#e=eAl. Esdecir, no
existe f € |1] tal que a A f = e A f. Pregunta (ejercicio): jcudl es la particion
determinada por el filtro |1| = {d, 1}?

Veremos que en las dlgebras de Boole la situacion es diferente.
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Figura 2.9: Congruencia de reticulo

Lema 2.3.11. Sea R una relacion de equivalencia definida en un dlgebra
de Boole. Supongamos que R satisface las condiciones (Inf) y (Sup). Luego

xRy siy solo si (x - y)R1 y(y — z)R1 (ver(2.2.19).

Demostracion: Se deja al lector.

Corolario 2.3.12. Sea R en las condiciones del Lema |2.3.11. Luego R sa-
tisface la condicion (Comp).

Demostracion. Sea xRy. Por el Lema [2.3.11] tenemos que (Z Vy)Rly (y V
x)R1, de donde, por la condicién (Inf) tenemos que (ZVy)A(gVax)R1. Como
vale que TRT, nuevamente aplicando la condicién (Inf) se obtiene que

TRE A (TVY) A GV ).

Como ZTA (TVy)A(gVz)=7TAY obtenemos que TR(T Ay). Andlogamente,
tomando yRy y operando obtenemos también que R(Z A 7). Por lo tanto
concluimos que TRy. O]

Teorema 2.3.13. Sea R una congruencia de un dlgebra de Boole B. Luego
|1| es un filtro y R es la asociada a ese filtro. Es decir, xRy si y solo si existe
felll talquexNf=yANf.

Demostracion. Notemos que 1 € |1|. Sea = € |1]| e y > x. Luego (z A y) Ry,
dado que yRy. Como = A y = z tenemos que xRy, por lo cual y € |1|. Sean
ahora z,y € |1]. Es inmediato que z Ay € |1|. De este modo, |1| es un filtro.
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Sea xRy. Por el Lema [2.3.11]y por ser |1 un filtro tenemos que
(x = y) A (y — ) € |1], es decir, (x — y) A (y — x)R1. Ademés:

sAN(x—=yYANy—z)=xAy=yA(z—y) Ay — ).

Luego, tomando f = (z — y) A (y — x) tenemos que = A f = y A f.
Reciprocamente, sea f € |1] tal que x A f =y A f. Como fRI1 tenemos que
(x A f)Rx (ya que xRz) y también tenemos que (y A f)Ry. Por lo tanto,
rRy. O

Sea B un élgebra de Boole. Sean Fil(B) el conjunto de los filtros de B y
Con(B) el conjunto de las congruencias de B. El Teorema establece un
mecanismo que a cada filtro F' le asigna la congruencia =p. Este mecanismo
permite definir una funcién de Fil(B) en Con(B) dada por F' —=p. Andlo-
gamente, el Teorema permite definir otra funcién de Con(B) en Fil(B)
dada por R+ [1|. El corolario siguiente muestra que estas dos funciones son
una inversa de la otra, estableciéndose entonces una biyeccion entre Fil(B) y

Con(B).

Corolario 2.3.14. Sea B un dlgebra de Boole. Existe una biyeccion entre
Con(B) y Fil(B).

Demostracidn. En el Teoremal[2.3.9]se prob6 que, dado un filtro F', =f es una
congruencia. Ademads, si tomamos la clase del 1 por dicha congruencia, ella
coincide con F'. Reciprocamente, el Teorema [2.3.13] muestra que, dada una
congruencia R, la clase del 1 por R, que llamamos |1], es un filtro. También
se prueba que la congruencia asociada a ese filtro es justamente R. O

Observaciéon 2.3.15. Puede demostrarse (jejercicio!), en base a la demos-
tracién del Teorema [2.3.13|y al Lema [2.3.11] que dado un filtro F' se verifica:

r=py siysolosi (TVy)A(yVz)eEF.
Tomando el ideal F, vemos que
VY A[FVa)eF siysolosi (xA7)V (yAT) € F.

De esta manera, vemos que da lo mismo tomar filtros o ideales para
definir las congruencias. Es decir que hay una biyeccion entre los ideales y las
congruencias de un algebra de Boole, que podemos trasladar a una biyeccién
entre los ideales y las congruencias del correspondiente anillo idempotente.
Como dijimos para el caso de =,, las congruencias en un anillo son de la
forma:

x =5y siysolosi v —y €I,

siendo I un ideal (la clase del 0). Pero porser t —y = x4y = (zAy)V (yAT)

esta ultima condicién es equivalente a la anterior, tomando [ = F'.
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Podriamos preguntarnos si hay alguna manera de asociar filtros con con-
gruencias en reticulos de manera de establecer una biyeccién. El siguiente
ejemplo prueba que no.

Sea L la cadena de tres elementos, digamos {0,a,1}. Hay cinco parti-
ciones posibles de ese conjunto: Py = {{0},{a},{1}}, P = {{0},{a,1}},
Py, = {{a},{0,1}}, Py = {{1},{0,a}}, P, = {{0,a,1}}. De ellas, todas son
congruencias menos P,. Luego, tenemos cuatro congruencias. Sin embargo,
hay solo tres filtros: {1}, {a, 1}, {0,a,1}.

Para finalizar esta seccién vamos a remarcar cudles son los homomorfismos
e isomorfismos de algebras de Boole.

Sea f : B — B’ una funcién, B y B’ dlgebras de Boole. Entonces f es
un homomorfismo (respectivamente isomorfismo) de dlgebras de Boole si f
es un homomorfismo (respectivamente isomorfismo) de reticulos acotados tal
que preserva el complemento, i.e., tal que f(Z) = f(z).

Lema 2.3.16. Sean B, B’ dlgebras de Boole y f : B — B’ un homomorfismo
de reticulos acotados. Entonces, f es un homomorfismo de dlgebras de Boole.

Demostracion. Para probar que f(T) es el complemento de f(z) debemos
ver que f(z) A f(T) =1y que f(z)V f(T) =0, lo que se deduce porque f
preserva A, V, 0y 1. UJ

La congruencia R del lema que sigue fue definida en[I.1] de la Seccién 1.

Lema 2.3.17. Sea f : B — B’ un homomorfismo de dlgebras de Boole. El
filtro asociado a la congruencia Ry es f~*({1}).

Demostracién. En primer lugar, probemos que f~!({1}) es un filtro.

Es obvio que 1 € f~}({1}). Sison z,y € B talesque z <y, z € f~1({1}),
se tiene que f(z) =1= f(zAy) = fx) AN fly) =1Af(y) = f(y), oseay €
F7H{1}). Ademss, si son z,t € f~1({1}) entonces f(2) A f(t) =1 = f(zAt),
por lo que z At € f~1({1}).

El filtro asociado a Ry es la clase del 1, o sea que x estd en el filtro si y
solo si xRs1 si y solo si f(z) = f(1) = 1siysolosiz e f~1({1}). O

Corolario 2.3.18. Si f es suryectivo, las dlgebras de Boole B/f~'({1}) vy
B’ son isomorfas.

Demostracion. Es consecuencia del Teorema [1.3.20] del Capitulo 1. O]
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2.4. Teorema del filtro primo

Veremos aqui este teorema, que es de fundamental importancia dada por
sus vinculaciones con otros teoremas y axiomas que estan en los fundamentos
de las teorias algebraicas que estamos considerando. Tal es el caso del axioma
de eleccién o del Lema de Zorn (ver Seccién 6 de este capitulo). Usaremos el
Lema de Zorn para demostrar el teorema del filtro primo.

|En adelante consideraremos solamente reticulos distributivos. |

Definicién 2.4.1. Sea L un reticulo.

1. Un elemento p € L se llama primo o V-irreducible si p # 0 (en caso de
que L tenga primer elemento) y si p = xVy implicaque p=x 6 p = y.

2. Si L tiene minimo 0, un elemento a # 0 es un dtomo si < a implica
quez=062x=a.

Observacién 2.4.2. Pueden probarse como ejercicio las siguientes propie-
dades.

1. Sea L un reticulo y p € L. Luego p es primo si y solo si p < zVy
implicap <z 6 p<y.

2. Sea L un reticulo con primer elemento, y sea x € L. Si x es un atomo
entonces x es primo.

Consideremos el reticulo dado en Figura de la Seccién En este
caso los atomos son los nimeros primos, y los tnicos elementos que no son
supremo de otros dos elementos son los niimeros primos y sus potencias. Otros
ejemplos de elementos primos en reticulos estédn senalados en ls Figura [2.10]

Sea L un reticulo. Un filtro P de L se denomina propio si P # L.
Definicién 2.4.3. Sea L un reticulo y P un filtro propio de L.

1. Diremos que P es un filtro primo si dado un par de elementos x e y de
L tales que x Vy € P se verificaquex € P 6y € P.

2. Diremos que P es un filtro maximal o un ultrafiltro si los unicos filtros
que lo contienen son Py L.
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Figura 2.10: Atomos y elementos primos

Ejemplos 2.4.4.

1. Consideremos el édlgebra de Boole P(N). Sea C(N) el filtro de los sub-
conjuntos cofinitos de N (ver Seccién . Este filtro no es primo. En
efecto, sean A el conjunto de los ntiimeros pares y B el conjunto de los
numeros impares. Tenemos AU B = N (que es cofinito), y sin embargo
ni A ni B son cofinitos. Obtendriamos el mismo resultado considerando
un conjunto X cualquiera en lugar de N.

2. Sea X un conjunto. Consideremos el algebra de Boole (Z(X), U, N,*x |
0, X) (ver Ejemplo [2| de la Seccién 2.2)), y el filtro C(X). Este filtro es
maximal. En efecto, supongamos que U’ D C(X), por lo cual U’ debe
contener algin conjunto finito Y. Pero X —Y es un conjunto cofinito y
pertenece a C'(X). Por esta razén X —Y estd en U’. Como en U’ estan
Y y X — Y, entonces esta su interseccion, que es el conjunto el vacio.
Por lo tanto U’ = Z(X). Observemos entonces que C'(X) es maximal
en Z(X) pero no en P(X), ya que en P(X) pueden existir conjuntos
que no son finitos ni cofinitos.

3. En todo reticulo finito los filtros primos son exactamente los filtros
principales asociados a los elementos primos. Es decir, un filtro P es
primo si y solo si existe un elemento primo p tal que P = [p).

4. Sean X un conjunto y zy € X. Consideremos el reticulo distributivo
acotado (P(X),U,N, 0, X), y definamos Uy = {Y C X : 29 € Y}.
Tenemos que Uj es el filtro principal generado por {z}. Sea U un filtro
tal que contiene estrictamente a Uy. Luego existe un ¥ C X, Y € U
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tal que zg ¢ Y. Pero entonces Y C {x(}¢, de donde {x¢}° € U, con lo
cual ) € U. Es decir, U = P(X).

Este ejemplo es un caso particular de la siguiente propiedad: si a es un
atomo de un algebra de Boole, entonces [a) es un ultrafiltro (probarlo
como ejercicio).

Para demostrar el teorema del filtro primo necesitaremos algunos resul-
tados que veremos a continuacién.

Lema 2.4.5. Sean L un reticulo y X un subconjunto no vacio de L. Luego
F(X), el filtro generado por X (ver Deﬁm’cz’én tiene la siguiente forma:

F(X)={z€L:z>xNxygA--- ANz, para ciertos x1,zs,...,xr, € X}.
Demostracion. Sea
Fxy={2€L:z>x Axg A+ Ax, para ciertos x1,Zs,...,z, € X}.

Primero notemos que X C Fx porque x > x para todo x € X.

A continuacién veremos que Fx es un filtro. Como X C Fxy y X # ()
tenemos que Fx # (). También tenemos que Fx es un conjunto creciente.
Veamos que si z,t € Fx entonces z At € Fx. Sean z,t € Fx. Luego existen
L1, Xy ooy Ty Y1, Y2y - - 5 Ym, € X tales que 2 > 21 Az A -Ax, vE > y1 Ay A
-+ -A¥Ym. En consecuencia tenemos que 2 At > xi Az A - AT, AY1 AY2 A+ - =AY,
de donde se sigue que z At € Fk.

Por tltimo, probaremos que F'x es el menor filtro que contiene a X . Sea GG
un filtro que contiene a X. Sea z € Fx, por lo cual existen x1,xs,..., 2, € X
tales que z > x1AzaA---Ax,. Como X C G se tiene que x1AxaA\---Ax, € G.
Teniendo ahora en cuenta que G es creciente se tiene que z € G. Por esta
razon tenemos que Fy C G. Por lo tanto hemos probado que Fx = F(X). O

Observacién 2.4.6. Sean L un reticulo y X un subconjunto no vacio de L.
Luego I(X), el ideal generado por X (ver Definicién [2.3.6) tiene la siguiente
forma:

I(X)={z€L:2<x3VayV---Vux, para ciertos xy, xs, ..., T, € X}.
La prueba se deja como ejercicio.

El Lema implica que si X = {x} entonces F({z}) = [z) (el filtro
principal generado por z), como se observé en de la Seccién 3.

Corolario 2.4.7. Sea L un reticulo, x € L y X C L. S1i X # () entonces
F(XU{z})={z€ L:z>x1Am2A - -AxpyAx para ciertos 1, s, ..., o, € X }.
Si X =0 entonces F(X U{z}) = [x).
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Corolario 2.4.8 (Teorema algebraico de la deduccién). Sea L un dlgebra de
Boole. Sean v,y € L y X C L. Luego

ye F(XU{z}) siysolosiz—yecF(X).
Corolario 2.4.9. Sea L un reticulo y G un filtro de L. Luego
F(GU{z})={2z€ L:z>gAz para cierto g € G}.
Lema 2.4.10. Sea L un reticulo.
(a) Si P es un filtro mazimal entonces P es un filtro primo.

(b) Sea L un dlgebra de Boole. Si P un filtro primo entonces P es un filtro
mazximal.

Demostracion. (a) Sean z,y € L tales que z Vy € M. Supongamos que x ¢
M, por lo cual el filtro generado por MU{x} es L. Luego por el Corolario
tenemos que existe m € M tal que 0 = 2 Am. En consecuencia, (xVy)Am =
(x Am)V (y Am) € M porque zVy € M yme M. Como (x Am) =0 e
y > y A m concluimos que y € M.

(b) Sea P un filtro primo. Sea F un filtro tal que P C F,yseax € F'—P.
Como 1€ Py1l=2xVZtenemos que T € P. Luego ¥ € F, de donde se sigue
que 0 € F'. Por lo tanto ' = L. O

Corolario 2.4.11. Sea L un dlgebra de Boole, P un filtro de L, p € L.
(a) P es un filtro primo si y solo si P es un filtro maximal.

(b) p es un elemento primo si y solo si p es un dtomo.

Demostracion. La afirmacion (a) es consecuencia del Lema
Probemos la afirmacién (b). Por la Observacién tenemos que todo
atomo es un elemento primo. Reciprocamente, sea p un elemento primo y
supongamos que x < p. Como p = pA(zVT) tenemos que p = (pAx)V (pAT).
Utilizando que p es primo tenemos que p = p A x o bien p = p AZ. En el
primer caso resulta z > p, de donde x = p. En el segundo resulta que p <7,
por lo cual tomando infimos con x obtenemos que p Ax < T Ax = 0, de
donde se deduce que p A x = 0 (es decir, z = 0). Luego, p es un atomo. [J

Ejemplo 2.4.12. En la Figura [2.11| se muestra un ejemplo de filtro primo
que no es maximal en un reticulo.

Teorema 2.4.13 (Teorema del filtro primo). Sean L un reticulo distributivo,
F un filtro e I un ideal tales que F N1 = (). Entonces existe un filtro primo
PtalquePOF yPNI=0.
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Figura 2.11: [d) primo no maximal

Demostracion. Sea T la familia de filtros de L que contienen a F'y que son
disjuntos con I. Como F € T tenemos que T # (). Si (F}); es una cadena de
filtros de T entonces se puede probar que | J Fj, estd en 7. Luego aplicando el
Lema de Zorn tenemos que 7 tiene un elemento maximal P. En particular,
P D FyPnNnI={. Por esta segunda condicién P es un filtro propio. A
continuaciéon probaremos que P es primo.

Sean x,y tales que = Vy € P. Supongamos que z ¢ Py que y ¢ P.
Sea V = F(P U{z}). La maximalidad de P con respecto a T implica que
V no puede estar en 7. Como F C P C V tenemos que V NI # (. Luego
existe i € INV, por lo cual ¢ > s A x, para algin s € P. Analogamente, sea
W =F(PU{y}) yseaje INW. Tenemos que j >t Ay, para algin t € P.
Por esta razon obtenemos que 7V j € I y ademas

iV (sAz)V(EAY)=(sVE)A(xVE)A(sVy)A(xVy).

Como (s Vt), (xVt), (sVy), (zVy) pertenecen a P, se tiene que iV j € P.
Por lo tanto ¢V j € I N P, lo cual es un absurdo. O]

Sean L un reticulo e I un ideal propio de L (es decir, un ideal tal que
I # L). Diremos que I es un ideal primo de L si para cada =,y € L se cumple
que si x Ay € I entonces x € I o bien y € I.

El Teorema del filtro primo (TFP) es equivalente al Teorema del ideal
primo (TIP) (ver [2]), cuyo enunciado es el siguiente:

Teorema 2.4.14 (Teorema del ideal primo). Sean L un reticulo distributivo,
I un ideal y F un filtro tales que F NI = (). Entonces existe un ideal primo
Jtal que J O T yJNF =0.
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Para demostrar (TIP) basta considerar (TFP) en el reticulo dual del dado.
Reciprocamente, se puede demostrar el (TFP) utilizando el (TIP).

Corolario 2.4.15. Sean L un reticulo distributivo, F' un filtro y © ¢ F.
Entonces existe un filtro primo P tal que F C P yx ¢ P.

Demostracion. Es consecuencia del (TFP) tomando I = (z]. O

Teorema 2.4.16. Sean L un dlgebra de Boole y F' un filtro propio. Entonces
existe un ultrafiltro U tal que F C U.

Demostracion. Sabemos que F' # L, con lo cual 0 ¢ F. De este modo pode-
mos aplicar el Corolario [2.4.15 O]

La prueba del siguiente corolario se deja como ejercicio.

Corolario 2.4.17. Si L es un dlgebra de Boole y x es un elemento no nulo
de L, entonces existe un ultrafiltro U tal que x € U.

El Corolario también vale en el contexto de reticulos con primer
elemento (ver, por ejemplo, [2 ch. III, 6, Th. 1]).

Corolario 2.4.18. Sea L un reticulo distributivo, x,y € A, x % y. Luego
existe un filtro primo P tal que x € P, y ¢ P.

Demostracion. Considerar I = (y] y F' = [z). Luego aplicar (TFP). O

Corolario 2.4.19. Sea L un reticulo distributivo finito, x,y € A, x £ y.
Eziste un elemento primo p tal que p <z, p £ y.

Demostracion. En efecto, P = [p) para algin elemento primo p. ]

Teorema 2.4.20. Sean L un dlgebra de Boole y U un filtro de L. Entonces
U es un ultrafiltro de L si y solo si L/ =y es isomorfo a 2.

Demostracion. Sea U ultrafiltro de L. Luego U = |1| por la congruencia = .
Veremos que si z ¢ U entonces x € |0|. Definimos

U'=FUU{z})={ye A:y >z Auparaalgin u € U}.

Tenemos que U’ es un filtro, que z € U’ y que U C U’ (ya que para u €
U,u >z Awuimplica u € U'). Ademas U # U’, pues x € U' — U. Luego, por
ser U maximal se concluye que U’ = A. Luego, 0 € U’, es decir, existe u € U
tal que 0 =z A u = 0 A u. Por lo tanto, z =¢ 0.

Reciprocamente, supongamos que el cociente L/ = es isomorfo al dlgebra
de Boole 2. Sea U’ un filtro tal que U’ D U. Sea x € U'—U. Luego x =y 0, de
donde resulta que T =y 1. Es decir, T € U. Pero esto implica que x,T € U’,
con lo cual 0 € U'. Por lo tanto U’ = L. ]
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Corolario 2.4.21. Si U es ultrafiltro, y si x ¢ U, entonces T € U.

Observacién 2.4.22. Si L es un algebra de Boole no trivial y U es un
ultrafiltro de L (que sabemos que existe por el Corolario entonces
vamos a considerar la funciéon Xy : L — 2 dada por Xy(z) =1siz e Uy
Xy(x) =0six ¢ U (Xy es la funcién caracteristica de U).

En el siguiente diagrama llamamos f al isomorfismo dado por el Teo-
rema y p a la aplicacion candnica al cociente. Resulta entonces que

Xy = f op es un homomorfismo.
Xu
e
f

L/ =y

Corolario 2.4.23. Sea L un dlgebra de Boole no trivial. La funcion F defi-
nida por F(U) = Xy es una biyeccion entre el conjunto de ultrafiltros de L
y el conjunto de homomorfismos de L en 2.

Demostracion. La inyectividad de F' es consecuencia directa de la definicién.

Para probar que F' es suryectiva, sea h : L — 2 un homomorfismo. Hemos
visto en el Lema de la Seccién 3 que A7 ({1}) es un filtro de L. En lo
que sigue escribiremos U en lugar de h™'({1}). Probaremos a continuacién
que U es un filtro primo. Sea = Vy € U, es decir, h(z V y) = 1. Como
h(xVy) = h(z)V h(y) debe valer que h(x) =10 h(y) =1, conlo cual z € U
oy € U. Como en algebras de Boole todo filtro primo es un ultrafiltro,
tenemos que U es un ultrafiltro. De la definicién de F' se desprende que
F(U) = h, lo cual prueba la suryectividad de F.

Por lo tanto, F' es una funcién biyectiva. O]

2.5. Teoremas de Birkhoff y Stone

El teorema de G. Birkhoff que vamos a mostrar establece una dualidad
entre reticulos distributivos finitos y conjuntos ordenados. La idea central
es que “toda la informacion” del reticulo estd concentrada en el conjunto
ordenado de sus elementos primos. Dado este conjunto, puede construirse el
reticulo y reciprocamente. Veremos mas adelante que este resultado se gene-
raliza, extendiéndose a una dualidad que vincula a un reticulo distributivo
acotado cualquiera con el conjunto ordenado de sus filtros primos munido de
una cierta topologia.

El teorema de Stone que caracteriza a las algebras de Boole finitas co-
mo algebras de partes de un conjunto resulta un corolario del teorema de
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Birkhoff, dado que en las algebras de Boole finitas los elementos primos son
exactamente los dtomos. El teorema de Stone para el caso general dice que
toda algebra de Boole es isomorfa a una subalgebra de un algebra de partes.

Observacién 2.5.1. Sea (L, V, A, 0, 1) un reticulo finito. Llamaremos L*" al
conjunto de sus elementos primos. ;Qué estructura tiene "7 Sabemos que
tiene un orden, el inducido por el < de L. Pero también podemos dotar a LP"
del orden dual, con lo cual tendremos el conjunto ordenado (LF", <°). Este
es el que consideraremos en el siguiente teorema.

Teorema 2.5.2 (Birkhoff). Sean (L,V,A,0,1) un reticulo distributivo finito
y (LP", <°) el conjunto de sus elementos primos con el orden dual del inducido
por el de L. Sea (LP")" el conjunto de los conjuntos crecientes de (LP", <°).
El reticulo ((LP")*,U,N, 0, LP") es isomorfo al reticulo (L,V,A,0,1).

Demostracion. Sea o : L — (L") la funcién definida como
olx)={pe L :p <z}

Si g >° p para p € o(x), se tiene que ¢ < p, de donde resulta ¢ € o(x).
Luego, o(z) es creciente, o sea que o estd bien definida.

Veamos que o(z) es una biyeccién.

Para probar que o es inyectiva, sean x,y € L tales que o(x) = o(y). Por
lo tanto no existe p tal que p < @, p £ y. Luego, por el Corolario ,
x < y. Andlogamente, y < x. Luego, = = y.

Probaremos ahora que o es una funcién suryectiva. Sea C' € (LF")*.
Siendo C' finito, existen py,...,p, € LP" tales que C' = {p1,pa,...,pn}. Con-
sideremos el elemento u = p; Vs V- - - p,. Vamos a mostrar que o(u) = C, es
decir, que C' = {p € L’" : p < u}. La inclusién C' C o(u) resulta inmediata.
Reciprocamente, sea ¢ < u. En particular, tenemos que

gAu=q=qN(PLVp2V---Vp,)=(qAp)V(gAP2) V-V (qAPn).

Como ¢ € LP" entonces existe i € {1,...,n} tal que ¢ = q A p;. Es decir,
q < p; (0sea, ¢ >° p; en LP" ) para algin p; € C. Como C es creciente
obtenemos que q € C.

Finalmente veremos que o preserva las operaciones. Es inmediato que
0(0) =0yqueo(l) = LP". Laigualdad o(xAy) = o(x)No(y) es consecuencia
directa de la definicién de infimo. La igualdad o(x V y) = o(x) U o(y) es
consecuencia directa del hecho de que los elementos de o(x V y) son primos.

O



66 CAPITULO 2. RETICULOS Y ALGEBRAS DE BOOLE

L) (L7,<) (Lmy*
T T 1 L
2 L~ {T}
L
1 L T (1,2}
iR
{1
1]

Figura 2.12: N con T

Observaciéon 2.5.3. Podriamos preguntarnos si para un reticulo distributivo
acotado cualquiera también vale este teorema. El ejemplo de la Figura [2.12
prueba que no es asi. El reticulo L considerado es el definido por el conjunto
ordenado de los naturales (denotamos el minimo con L) al cual agregamos
un elemento maximo T. Todos sus elementos distintos de L son primos.
Consideremos en LP" el orden dual y calculemos los conjuntos crecientes.
Ellos son 0, {1}, {1,2},...,{1,2,...,n},..., LP" —{T}, LP", como se ve en
la figura. La funcién o queda definida por: o(L) = 0, o(1) = {1}, 0(2) =
{1,2},..., 0(n) = {1,2,...,n},..., o(T) = LP" (pues el ultimo elemento
debe ir al ultimo elemento). Observamos que la funcién no es suryectiva, ya
que LP" — {T} no es imagen de ningin elemento.

Si en lugar de tomar el conjunto de elementos primos tomaramos el de los
filtros primos la situacion no cambiaria, ya que todos ellos son principales.

En el Teorema [2.5.2] mostramos que, si partimos de un reticulo finito, en
dos “pasos” podemos obtener un reticulo isomorfo al dado. Los pasos son:
(1°) construir el conjunto ordenado de sus elementos primos y (2°) construir
el reticulo de los conjuntos crecientes de este conjunto ordenado. A continua-
cién veremos que si se tiene un conjunto ordenado finito, entonces haciendo
las mismas construcciones (los mismos dos pasos) pero en orden inverso, ob-
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tenemos un conjunto ordenado isomorfo al dado (ver|1.2.4)). Tenemos asi una
“dualidad” entre reticulos distributivos finitos y conjuntos ordenados.
Pero primero debemos probar el siguiente lema.

Lema 2.5.4. Sea (P, <) un conjunto ordenado finito. Sea (P*,U,N, 0, P) el
reticulo acotado en el cual P es el conjunto de los conjuntos crecientes de
P. Sea (PT)P" el conjunto de los elementos primos de Pt. Entonces tenemos
que C € P* siy solo siC =], .[r). Ademds, C € (PT)P" si y solo si existe
x € P tal que C = [x).

zeC

Demostracion. En primer lugar, como para cada x € C, [x) C C (pues C' es
creciente), se tiene: J,.[z) € C. Por otra parte, si x € C, es x € [z) luego
z € J,ecl), de donde C' C |, [®).

Sea C' € P*, C primo. Por lo anterior: C'= [x1) U [x2)U- -, [z,), siendo
C ={zy,29,...,2,}. Perosi C es el supremo de los [x7), [x2), ..., [x,), por ser
primo, debe ser igual a uno de ellos: existe i tal que C' = [x;). Reciprocamente,
sea C' = [z) y supongamos que existen C; y Cy en P+ tales que C' = C; UCs.
Pero z € C; o x € Cy. Luego, [x) C C; o [x) C Cy. Como (por ser unién
de ambos) C' D Cy y C O Cy , se tiene que C = C} o C' = (Cy. Luego, C es
primo. [

Teorema 2.5.5. Sea (P, <) un conjunto ordenado finito. Sean P y (P*)P"
como en el lema anterior. El conjunto ordenado ((PT)P", C°) es isomorfo a
(P.<).

Demostracion. Sea p : P — (P1)P" definida por p(xz) = [x). Probaremos
que es un isomorfismo de conjuntos ordenados.

Por el lema anterior vemos que p esta bien definida.

Sea p(x) = p(y), o sea [r) = [y). Luego: x € [y), de donde =z < y.
Anélogamente, y < z. Por lo tanto, p es inyectiva.

Sea C' € (PT)P". Por el lema anterior, existe z € P tal que C' = [x); luego,
p es suryectiva.

Ademads preserva el orden: se tiene x < y si y solo si [z) D [y) siy solo si
[z) C° [y).

Por lo tanto p es un isomorfismo de orden. ]

Ejemplo 2.5.6. En la Figura se da un conjunto ordenado P y al la-
do el reticulo P*, en el que hemos indicado abreviadamente los conjuntos
crecientes. Por ejemplo, al conjunto {r, s, t} lo indicamos rst.
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Figura 2.13: Construccion de Birkhoff

Algebras de Boole

Aplicaremos primero el Teorema para caracterizar a las dlgebras de
Boole finitas.

Observacién 2.5.7. Por el Corolario sabemos que todo elemento
primo de un &algebra de Boole B es un atomo. Ademas, de la definicién de
atomo se deduce que si a y b son atomos, ellos no son comparables. Por lo
tanto, si A es el conjunto de dtomos de B, entonces A = BP' y (BP)t =

P(A).

Teorema 2.5.8 (Stone). Si B es un dlgebra de Boole finita, A el conjunto
de sus dtomos, entonces (B,V,A\,~,0,1) es isomorfa a (P(A),U,N,c, 0, A).

Demostracion. Es consecuencia del Teorema y del Corolario[2.3.16, [

Observacién 2.5.9. Para intuir como puede ser la generalizacion del teo-
rema anterior al caso general, pensemos lo siguiente: en un reticulo finito,
todo filtro es principal y los filtros primos estan en biyeccion con los elemen-
tos primos ;Bastara entonces reemplazar en el teorema “elemento primo” o
“atomo” por “filtro primo”? Los filtros principales generados por los atomos
son ultrafiltros, es decir, primos. Observemos que el orden de los filtros prin-
cipales es el dual del de los elementos. En efecto, p < ¢ si y solo si [p) D [q).
Ademas, si p es un elemento primo, > p si y solo si x € [p). Con es-
tas ideas en mente, vayamos a la demostracion del teorema de Stone. Dos
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capitulos mas adelante lo demostraremos de otra manera: como corolario de
un resultado para algebras de Heyting.

Teorema 2.5.10 (Stone). Toda dlgebra de Boole B es isomorfa a una subdlge-
bra del dlgebra de Boole (P(B*),U,N.°,{, B*), siendo B* el conjunto de los
ultrafiltros de B.

Demostracion. Sea o : B — P(B*) la aplicacién definida por:
o(z)={U e B*:xeU}.

Veamos que es un homomorfismo. Basta probar que o preserva el infimo, el

supremo, el 0 y el 1 (ver Lema [2.3.16| en Seccion 4).

Ueco(xVy)siysolosi xVyeU
siysolosi x € U o y € U, pues U es primo
siysolosi U€ao(x) o Ue€oa(y)
siysolosi U e o(x)Ua(y).

Luego, o(x Vy) = o(x) Ua(y).

Ueo(xANy)siysolosi zAyeU
siysolosi z € U e y € U, por ser U filtro
siysolosi Uea(x) y Ue€oa(y)
siysolosi Ue€o(x)No(y).

Luego, o(z ANy) = o(z) Na(y).

Como ningun ultrafiltro contiene al 0 y todos contienen al 1, 0(0) =0 y
o(1) = B*.

Probemos la inyectividad.

Sea o(x) = o(y) y supongamos que es x # y, por ejemplo, z £ y. Por el
(TFP) existe un ultrafiltro U tal que = € U, y ¢ U. Pero entonces U € o(z),
U ¢ o(y), que contradice lo supuesto.

Luego, B es isomorfa a o(B). O

Algebras libres finitas

Aplicando estos resultados, daremos una descripcion de las algebras de
Boole con un nimero finito de generadores libres. Probaremos en primer
lugar que son finitas y veremos cudles son sus atomos.

Dado un elemento = de un algebra de Boole, denotaremos 2° = Ty 2! = x.
Con esta convencién, llamaremos conjunciones elementales en el conjunto de
variables X = {x1, %o, ..., 2,} alas expresiones de la forma mzf /\:10%2 A- Azl
parai; =004, =1,7=1,...,n

0
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Teorema 2.5.11. FEl dlgebra de Boole libre generada por un conjunto de n
elementos tiene 22" elementos. Sus dtomos son las conjunciones elementales.

Demostracion. Sea X = {x1,x9,...,2,} un conjunto, f : X — 2 una
aplicacion. Existe un homomorfismo h : F,, — 2, siendo F,, el algebra de
Boole libre generada por X, tal que h(z;) = f(x;) parai =1,2,...,n. Por
el Corolario de la seccién anterior, h='({1}) es un ultrafiltro de F,.
Entonces para cada f : X — 2 hay un ultrafiltro F,,. Reciprocamente, dado
un ultrafiltro U, podemos tomar la aplicacién f : X — F,,/U, donde f es
la restriccién a X de la aplicacién al cociente, pues, por el Teorema [2.4.20] de
la seccién anterior, es F,, /U = 2. Luego, hay una biyeccién entre ultrafiltros
y aplicaciones.

. Cuantas aplicaciones hay? Como X tiene n elementos y para cada uno
hay dos posibilidades (asignarle 0 o 1) habra 2" aplicaciones. Por lo tanto,
2" ultrafiltros en F,,. El niumero 2" es entonces el niumero de elementos del
conjunto F;, siendo entonces este un conjunto finito. También sera finito
entonces el conjunto P(F%), que como es sabido (ver Capitulo 1,[L.1.1)), tiene
22" elementos. Por el teorema de Stone resulta entonces que F,, = P(F%) y,
por lo tanto, IF,, tiene también 22" elementos.

Para cada aplicacién f, sea f(z;) = i, para j = 1,...,n. Entonces: si
i; =0esh(z;) = f(z;) =0porlo que h(T;) =1,0seaT; € h{1}. Sii; =1
es h(x;) = f(x;) = 1 por lo que h(z;) =1, o sea z; € h~'{1}. Es decir que:
x} € h™'{1}, paraj =1,...,n.

Sea la conjuncién elemental ¢;, ; = x? A :lcé2 Ao A :c%” Entonces, por
ser h=1{1} filtro, ¢;,.;, € h™'{1}. Es facil ver que h {1} = [c;,..4,), O sea
que, por ser h~{1} ultrafiltro, ¢;, ,;, es un dtomo. O

Observacién 2.5.12. Observemos que, por el teorema de Stone para el
caso finito, todo elemento de F,, es supremo de conjunciones elementales. El
diagrama de la Figura muestra el algebra de Boole libre con el conjunto
de generadores X = {x,y} de dos elementos.

Interpolacion “algebraica”

Daremos aqui una version algebraica del Lema de interpolacion de Craig
basada en propiedades de las dlgebra de Boole libres finitas. Mas adelante
daremos también la formulacion usual.

En primer lugar, observemos que si tenemos un conjunto X de n elementos
incluido en otro de m elementos Y se verifica que F,, C FF,,,. En efecto, cada
elemento de X esta en IF,,,, por lo tanto también estan las conjunciones basicas
que son los dtomos de [F,,, por lo tanto cada elemento de FF,,, por ser supremo
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Figura 2.14: [F,

de conjunciones basicas, también estara en F,,. Llamaremos indistintamente,
para un conjunto finito 7' de t elementos, F(T') o IF; al dlgebra de Boole libre
generada por T

Teorema 2.5.13. Sean X, Y conjuntos finitos con interseccion no vacia.
Sean u € F(X), v € F(Y) tales que, considerados como elementos de F(X U
Y), verifican u <v. Eriste w € F(X NY) tal que u < w < v.

F(X NY) -2 - F(X)

F(Y) ——F(XUY)
wmc
Demostracion. Sea X = {xy,xs,...,T,}, sean u,v como en el enunciado. De-
mostraremos la existencia de w por induccién sobre el nimero n de elementos
de X.

En primer lugar, lo demostraremos para el caso en que u sea un atomo,
es decir, una de las conjunciones basicas.

Sin=1,serd X = {z} y F(X) = {0,2,7,1}. Luego u es z o u = T
(los otros casos son triviales), o sea: * < v 0 T < v. Entonces, x debe
ser una variable que figure en v, porque si fueran independientes no serian
comparables. Por lo tanto, x € X NY y tomando w = u se tiene lo pedido.

Supongamos que la propiedad vale para todo conjunto X de k—1 elemen-
tos. Sea u con variables en un conjunto X de k elementos, u = ¢;, ;, atomo,
u < v. Si todas las variables de u estan en v, de nuevo resulta v mismo el w
buscado. Si no, sea x, una variable de u que no es variable de v.

Construimos v’ a partir de u reemplazando x, por 1 sii, = 1y por 0sii, =
0. Es decir, siu = 2% A--- Az A-- -/\x?f entonces v’ = i A---ATA-- /\xZ’c

Luego, como u = u/' Az, o u = v/ AT, resulta u < u' y , como x, no es
variable de v, sigue siendo v’ < v.
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Como ' tiene variables en X’ = X — {z,} que tiene k — 1 elementos,
podemos aplicar la hipdtesis inductiva: existirda w con variables en X' NY tal
que v’ < w < wv. Luego, como X C X' tenemos que existe w con variables en
X NY que verifica lo pedido.

Veamos ahora el caso general.

Sea u € F(X). Luego, por ser F(X) finita, u = \/ a; es supremo finito de
atomos. Si v < v, entonces para cada atomo a; debe ser a; < v. Luego, por la
primera parte existe w; tal que a; < w; < v. Pero entonces w = \/ w; cumple

lo pedido. O

2.6. Sobre el axioma de eleccion

Expondremos brevemente aqui, a modo de apéndice, algunos resultados
referentes al axioma de eleccion. Para profundizar el tema pueden consultarse
los textos mencionados como referencia.

El azioma de eleccion fue enunciado por Zermelo en 1904 y dice lo si-
guiente:

AE Para todo conjunto no vacio de conjuntos 7 cuyos elementos son no
vacios existe un conjunto X que contiene un elemento y solo uno de
cada conjunto de T .

Fue probado que AE es equivalente a cada uno de los siguientes enuncia-
dos (ver [85], [93]).

LZ (Lema de Zorn) Dado un conjunto ordenado (P, <), si todo subconjunto
totalmente ordenado de P tiene una cota superior entonces P tiene un
elemento maximal.

PBO (Postulado de buena ordenacién) Existe un buen orden sobre todo
conjunto (buen orden fue definido en [1.2.5]).

Otro resultado importante es que AE implica el Teorema del filtro primo
(TFP). Sin embargo, estos enunciados no resultan equivalentes ([55], [56]).

En la Seccién 5 se vio que (TFP) es equivalente a (TIP). Los siguientes
enunciados son también equivalentes al (TIP) (y también son equivalentes a
los que usan filtros en lugar de ideales). La demostracién de la equivalencia
entre ellos puede consultarse en [2].

(1) Todo reticulo distributivo L # {0} contiene un ideal primo.
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(2) Sea B un algebra de Boole, I un ideal de B, F' un filtro de B tales que
INF = (. Luego existe un ideal primo J tal que J D I, JNF = (.

(3) Toda algebra de Boole B # {0} contiene un ideal primo.
Un enunciado parecido al dado en (1) es el siguiente:
(1') Todo reticulo distributivo L # {0} contiene un ideal maximal.

Sin embargo, el enunciado (1’) es mds fuerte que el (1). En efecto, es
inmediato que el enunciado (1’) implica el enunciado (1). Pero estos enun-
ciados no resultan equivalentes porque Klimovsky probé que (1’) implica AE
(ver [67]), con lo cual (1') es equivalente a AE.

Hay otros teoremas de “mundos matematicos” distintos, como en teoria
de modelos o en topologia, que resultan también equivalentes al (TFP). Por
ejemplo, el teorema de Tychonoff (topologia), el cual afirma que el producto
de espacios topoldgicos compactos es compacto (ver [51]).
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2.7. Ejercicios

Reticulos

1. a) Construya los diagramas de Hasse de todos los conjuntos ordenados
de tres elementos. ;Cudles son reticulos?

b) Construya los diagramas de Hasse de todos los reticulos de cuatro
elementos. jSon todos distributivos?

2. Sea L un reticulo. Probar las siguientes propiedades:
a) Six; <wy; parai=1,...,n entonces \/;_, x; <\ yiy Nz <
/\?:1 Yi.-
b) Siz; <yjparai =1,...,ny j = 1,...,m entonces \/;_, z; <
AL, y;. Probar que también vale la reciproca.

3. Sean L un reticulo y R una relaciéon de equivalencia. Probar que R es
congruencia si y solo si para todo x,y, z € L, x Ry implica (zVz)R(yV z)
v (z AN2)R(y A z).

4. Sea R una congruencia en un reticulo L. Sean z,y,z € L. Probar las
siguientes afirmaciones:
a) Cada clase de equivalencia es un subreticulo de L.

b) Cada clase de equivalencia es convexa. Es decir, si tRy y x < z <y
entonces rRz.

c) xRy siy solo si (x Vy)R(x Ay).

5. Sean L un reticulo distributivo, a,b € L. Denotaremos como R, a la
menor congruencia que contiene al par (a,b) (ver Capitulo 1, Ejem-

plos [1.3.17)). Probar que (x,y) € Ry siy solosiz AaAb=yAaAb,
xrVaVb=yVaVb.

6. Sea L un reticulo distributivo. Sea B(L) = {x € L : x es complementado}.
Probar que B(L) es un subreticulo de L.

7. Probar que si L y M son reticulos, y f : L — M es inyectiva y conserva
el orden, entonces f(L) no es necesariamente un subreticulo de M.

8. Sea L un reticulo tal que existen infimo y supremo para todo subcon-
junto de L (esto significa que L es completo). Sea f : L — L una
funcion que preserva el orden. Probar que existe un punto fijo, es decir,
que existe x € L tal que f(x) = x.

Sugerencia: considerar el conjunto {z € L:x < f(x)}.
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9. Sean X e Y conjuntos. Sean f : X — Y y g : Y — X funciones
inyectivas. Probar que existe una biyeccion de X en Y.
Sugerencia: definir k£ : P(X) — P(X) por k(S) =X —g(Y — f(5)) ¥
aplicar el Ejercicio

10. Sea L un reticulo distributivo, a € Ly (a] el intervalo decreciente de a.
Probar que (a] es un subreticulo de L y que la aplicacién f : L — (d]
dada por f(z) = x A a es un homomorfismo de reticulos que resulta
suryectivo.

11. Probar que si f : L — M es un homomorfismo de reticulos entonces

F7Y({1}) es un filtro de L.

12. Sean L un reticulo y f: L — {0,1} una funcién. Probar las siguientes
propiedades:

a) f es un homomorfismo de reticulos suryectivo si y solo si f~({1})
es un filtro primo.

b) L/Ry es isomorfo a {0,1}, en donde recordemos que la relacién de
equivalencia Ry asociada a una funcién f estd definida por (z,y) € Ry

si y solo si f(x) = f(y).
c) Dado el filtro F' = f~1({1}) y =F (relacién asociada al filtro F')
. Qué relacion hay entre Ry y Rp?

13. Probar que en una cadena todo elemento no nulo es primo.

Algebras de Boole

1. Demostrar que en toda algebra de Boole el supremo de las conjunciones
elementales de n variables es igual a 1.
a) Paran=2: (zANy)V(zAY)V(TAYy)V(TAY) =1
b) En general: \/ kn)e{()’l}n(xlfl A-eexim) =1

1

2. Sea F' un filtro de un algebra de Boole. a) Probar que x Rpy si y solo
siz—>y€Fey— x€F (recordar: z — y =T V y). b) Probar que
x Rpy siy solosi (zAy) € F, siendo Ay = (z Ag) V (y A T).

3. Sea I el ideal asociado a F' (ver ejemplo 4 de . Sabemos que F es
un ideal en el anillo asociado a B, cuya suma es la diferencia simétrica:
a+b=(aAb)V (bAT)y tal que el opuesto de cada elemento es él
mismo (ver ejemplo 6 de . Probar que =f coincide con la relacién
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10.

11.
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asociada al ideal F en el anillo: © =p y sii « —y € F. Tener en cuenta
que z —y =2 + y.

. Sea B un élgebra de Boole y a un dtomo de B. Probar que el filtro [a)

es maximal.

Probar que una congruencia de reticulos en un algebra de Boole es
congruencia de algebras de Boole.

Sea B un élgebra de Boole. Probar que x Ay < uw V v si y solo si
x AU <y Vu. Deducir de esto que z Ay =0 si y solosix <7.

Sea la siguiente relacién de equivalencia ~ definida en el conjunto P(N)
de las partes de los naturales por:

A~ Bsiysolosi (A— B)U(B— A) es finito.
Sea X = P(N)/ ~ y sea = la relacién en X definida por:
|A| < |B| siy solo si (A — B) es finito.

Probar que < estd bien definida y que (X, <) es un &lgebra de Boole
sin atomos.

Sean B un algebra de Boole,a € By B, ={z € B:0 <z <a}.

a) Probar que B, es un élgebra de Boole.

b) Probar que la funcién f : B — B, definida por f(z) =2 Aa es un

homomorfismo de dlgebras de Boole.

a) Sean B un algebra de Boole y X un subconjunto de B. Describir el
subuniverso generado por X cuando X tiene un elemento y cuando X
tiene dos elementos.

b) Mismo ejercicio que a) reemplazando B por un reticulo acotado.
Sea X un conjunto infinito, F(X) = {Y C X : Y finito} y C(X) =
{Y € X : Y° es finito}. Probar que F(X) U C(X) es un subuniverso
del algebra de Boole (P(X),U,N, ., 0, X).

Probar que en toda algebra de Boole finita vale lo siguiente:

a) Si xz # 0 entonces existe un dtomo a tal que a < z.

b) z <ysiysolosizAy=0.
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12.

13.

14.

15.

16.

Sea B un algebra de Boole finita. Probar que todo elemento no nulo de
B es el supremo de los atomos menores o iguales que él.

Sugerencia: usar que x % y si y solo si x A7 # 0.
Sean 2 el algebra de Boole {0, 1} y F,, el conjunto de todas las funciones

de 2™ en 2. Definimos el infimo, el supremo y el complemento en F),
como:

(N) (fFAG) (21, ymn) = flag, o xn) Ag(a, ..., xn),
(V) (fVg)xr,...,xn) = f(1,.. . x0) Vg(a, ..., 2,),
() (D@, zn) = (f(z, - 20).

a) Probar que F), con las operaciones que acabamos de definir es un
algebra de Boole.

b) Calcular los elementos de F,, para n = 2. ;Cudles son los atomos?

Sea X un conjunto. Sean 2y Fx las dlgebras de Boole ({0,1}, v, A,~,0,1)
y (Fx,V,A,”,0,1), siendo Fx el conjunto de funciones de X en {0, 1},
0 la funcién que tiene ceros en todas las coordenadas y 1 la funcion
que tiene 1 en todas las coordenadas.

a) Probar que Fx es un élgebra de Boole.

b) Sean Y C X y xy la funcion caracteristica asociada a Y (ver Seccién
1 del Capitulo 1). Es decir, xy vale 1 en Y y 0 en X — Y. Probar que
la funcién C': P(X) — Fx definida por C(Y) = xy es un isomorfismo
de algebras de Boole.

c¢) Sean 2" el algebra producto 2x---x2 (nveces) y X = {x1,z9,...,2,}.
Probar que la funcién I : Fxy — 2™ dada por I(f) = (f(z1), f(x2),. ..,
f(x,)) es un isomorfismo de élgebras de Boole.

Sean L un reticulo distributivo y @ € L un elemento complementado.
Probar que L es isomorfo a (a] x (a.

Sugerencia: definir h(z) = (x A a,z A Q).

Sea f homomorfismo de algebras de Boole. Probar que f es inyectiva

siy solo si f71({0}) = {0}.

TFP

. Demostrar el Teorema algebraico de la deduccién (Corolario [2.4.8]).
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2. Sea B un algebra de Boole y sea F' un filtro de B, sea I = {T : x € F'}.
Probar que: a) I es un ideal, b) B’ = F'U [ es una subdlgebra de B y
c) F' es un ultrafiltro de B’

Teorema de Birkhoff

1. Construir el diagrama del conjunto (LP", <°) para los siguientes reticu-
los: 2,2 x 2,2 x (5, (3 x (3,2 x (3 x 2, siendo C3 la cadena de tres
elementos. ;Qué observa?

2. Mismo ejercicio para los reticulos siguientes:

3. Dados los diagramas de los cuatro siguientes conjuntos ordenados cons-
truir los diagramas de los correspondientes reticulos de conjuntos cre-

cientes.
or es ol o oS
.p\.‘q or os or /.r
op o‘q oD oq

4. Sea L un reticulo con 0, S C L, S # (). Probar que F(S), el filtro
generado por S, es propio si y solo si S tiene la siguiente propiedad
(propiedad de interseccion finita o pif): si xq,...,x, € S entonces x1 A
- Az, # 0.
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Capitulo 3

Calculo proposicional clasico

Hemos visto en el Capitulo 1 nociones légicas generales como la de siste-
ma formal, consecuencia sintactica, etc. En este capitulo estudiaremos el caso
particular del Cdlculo Proposicional Cldsico, abreviadamente, CPC. Defini-
remos un sistema formal precisando las férmulas bien formadas, los axiomas o
formulas que tomaremos como punto de partida y las reglas de deduccion que
nos permiten obtener consecuencias de los axiomas o bien de estos y de ciertas
hipdtesis adicionales. Podemos asi trabajar con la forma de las proposiciones
y determinar cuales de ellas pueden derivarse del sistema sintdcticamente.
También abordaremos el aspecto semdntico, es decir, el de las valuaciones y
los valores de verdad.

Mostraremos que el sistema es completo en el sentido de que todo lo
derivable del sistema es verdadero y todo lo verdadero puede derivarse del
sistema. Mas atin, mostraremos que la completud es fuerte, es decir que las
nociones de consecuencia sintdctica y semantica de un conjunto de férmulas
cualquiera coinciden.

Con el propésito de mostrar una importante herramienta que establece un
vinculo entre el dlgebra y la légica, introduciremos el método de Lindenbaum-
Tarski que asocia a un sistema deductivo un algebra. En el caso que nos
ocupa, al CPC se le asocia un algebra de Boole. Daremos posteriormente
otros ejemplos de este método.

3.1. Sistema formal

En esta seccién definiremos tres de los sistemas que pueden darse para
el calculo proposicional clasico, que llamaremos L, C y Ly respectivamente.
Como hemos dicho, un sistema formal es algo “confiable”, en el sentido de
que no dara lugar a paradojas y, en este caso, describira formalmente las que

81
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entendemos clasicamente como “verdades légicas”. Observemos que lo que se
expresa en el sistema refleja el aspecto formal, sintactico, donde no juega para
nada la intuicién. En cambio lo que se refiere a la verdad esta relacionado
con el constatar con la realidad, con asignar un significado o valor de verdad,
es decir, con la parte semantica de la cuestién.

Denotaremos a las variables proposicionales con letras romanas mintuscu-
las p1,..., Pn,. ..y a las férmulas con letras romanas mayusculas A, B,. ...

Sistema L
Lenguaje

Esta dado por las variables py,..., Py, ... y los conectivos =, — sujetos a
las reglas de construccion habituales.

Axiomas

(L1) A— (B—A).

(L2) (A (B—=0C)) = ((A—=B) = (A—Q)).
(L3) (A — —-B) — (B — A).

Reglas

Modus Ponens:

Sistema C
Lenguaje

Se agregan al lenguaje de L los conectivos V, A y las reglas de construccién
de féormulas correspondientes.

Axiomas

(I) A— (AANA).

(IT) (AAB) — (BAA).

(IITI) (A —-B) = ((AAC) = (ANC)).
Iv) (A—-B)A(B—=C)) = (A—C).
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(V) B— (A —B).

(VI) (AAN(A— B)) — B.

(VII) A — (AVB).

(VIII) (AVB)— (BVA).

(IX) (A—-C)AB—=C)—((AvB)—C).
(X) A — (A — B).

(XI) ((A—B)A (A — —-B)) —» —A.

(XII) AV -A.

Reglas

Modus Ponens.

Sistema Ly
Lenguaje y reglas

Son los mismos que los de C.

Axiomas

(Ly1) A— (B—A).

(Ly2) A= (B—-0C) = ((A—=B)—=(A— Q).

(Ls3) (AAB) — A.

(L4s4) (AAB) — B.

(Ls5) A— (B— (AAB)).

(Ls6) A — (AVB).

(Ls7) B— (A VB).

(L8) (A—-C)— (B—C)—=((AVvB)—=Q)).
(Ly9) (A—B)— ((A — —-B) = —A).

(Ly10) ——A — AL

83
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En lo que sigue utilizaremos las definiciones de deduccién, consecuencia,
teoria, etc. dadas en el Capitulo 1, Seccién 4.

Observacién 3.1.1. Como dijimos en el Capitulo 1, el sistema Ly es
una extension del sistema del Célculo Proposicional Implicativo. En efecto,
este tiene solo los dos primeros axiomas de Ly; luego, todo teorema que se
deduce a partir de esos dos axiomas es teorema en Ly.

Los sistemas L, C y L4 son equivalentes en el sentido de que tienen
el mismo “poder deductivo”. Mas especificamente: ellos tienen los mismos
teoremas, siempre que convengamos en traducir las formulas de los sistemas
C y L4 considerando que A V B es una abreviatura para la férmula -A — B
y que A A B es una abreviatura para la férmula =(A — —B). Dicho de otra
manera, cada uno de ellos extiende a los otros y reciprocamente.

En adelante nos referiremos, sin mencionarlo cada vez, solo a férmulas y
propiedades del sistema Ly.

Ejemplos 3.1.2.
1. Vamos a probar que, para cualquier par de férmulas A y B,
(A—-B)—= (A—=A)

es un teorema. Numeraremos las sucesivas férmulas de la deduccion,
que vamos obteniendo a partir de instancias de axiomas y aplicando
MP. En adelante suprimiremos los paréntesis que no sean necesarios.

(i) A— (B— A), por axioma (L41).
(ii)) (A= (B—A)) = ((A— B)) - (A — A)), por axioma (L42).
(iii) (A —- B) = (A — A), por (i), (ii) y (MP).

2. Probemos que para cualquier férmula A tenemos que - (A — A).

(i) A— ((A—A) = A), por axioma (L41).

i) A= ((A—=A)—=A)—> (A= (A= A)) = (A= A)), por axio-
ma (L42).

(iii) (A= (A —= A)) — (A — A), por (i), (ii) y (MP).
(iv) A — (A — A), por axioma (L41).
(v) A — A, por (iii), (iv) y (MP).

3. Sea I' = {A — C,B — C}. Puede probarse, usando (148), que I'
(A v B) — C. Hacerlo como ejercicio.
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4. Probemos que la férmula A — C es consecuencia de I', siendo I' =
{A - B,B— C}.

(i) A — B, por ser férmula de T'.

(ii) B — C, por ser férmula de I'.

(iv) A — (B — C), por (ii), (iii) y (MP).
(v

)
)
(iii) (B—C) = (A — (B — C)), por ser instancia de axioma (L41).
)
)

(A= (B—=0C))— ((A—B)—= (A —C)), por ser instancia de
axioma (L42).

(vi) (A = B) = (A — C), por (iv), (v) y (MP).
(vii) A — C, por (i), (vi) y (MP).

En lo que sigue estudiaremos algunas propiedades del sistema Ly.

Teorema 3.1.3. Sean A y B formulas cualesquiera y sea I' un conjunto de
formulas. Si A — B es consecuencia de I', entonces B es consecuencia del
congunto I' U {A}.

Demostracion. Existe una deduccién de A — B, digamos Ay, As, ..., Ay, don-
de Ax = A — B. Si agregamos a A como paso numero k + 1, entonces por
(MP) tenemos que en un paso k + 2 obtenemos B. Es decir, obtuvimos una
deduccion de B a partir de I' U {A}. O

Podriamos preguntarnos si vale la reciproca del teorema anterior. Es decir,
ies verdad que si 'U{A} - B entonces I' - A — B? La respuesta es positiva,
como veremos a continuacion.

Pero antes hagamos la siguiente observacion.

Observacion 3.1.4. El resultado anterior, asi como otros que veremos,
muestran propiedades del sistema Ljs. Debemos distinguir dos “niveles” de
resultados: por una parte, hemos definido lo que es un teorema del sistema
L4, podriamos llamar a los mismos “teoremas internos”. Por otra parte, hay
resultados acerca de las pruebas, de como obtener deducciones, de como se
vinculan unas pruebas con otras, etc., en general, resultados que muestran
propiedades del sistema. Estos resultados son los metateoremas, es decir,
“teoremas externos”, resultados que obtenemos mirando el sistema desde
afuera.

El siguiente metateorema, llamado Teorema de la deduccion, resulta una
herramienta valiosa para simplificar las pruebas en L4. Es una propiedad que
tienen todos los sistemas que contienen entre sus axiomas al (Ly1) y al (L42).
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Teorema 3.1.5 (Teorema de la deduccién). Sean A y B formulas cua-
lesquiera, y sea T' un conjunto de férmulas. Si B es consecuencia de T U{A}
entonces A — B es consecuencia de T'.

Demostracion. Supongamos que existe una deduccion de B a partir de I' U
{A}. Sean Ay, Ay, ..., A, los pasos de dicha deduccién. Debemos demostrar
que existe una prueba de A — B a partir de I'. Para probar esto utiliza-
remos el principio de induccién sobre el nimero n de pasos de la prueba
anteriormente mencionada.

Caso base: n = 1.
En este caso tenemos que A; = B. Se presentan tres posibilidades:

(a) B es una instancia de axioma. En este caso, tenemos la siguiente de-
duccién de A — B:

B, por ser una instancia de axioma.
B — (A — B), por axioma (L41).
A3 = A — B, por los dos items previos y (MP).

(b) B es una de las férmulas de I'. Se hace la misma deduccién que en (a).

(¢) B = A. En este caso debemos demostrar que A — A. La deduccién es
la dada en el Ejemplo 2]

Supongamos que el teorema de la deduccion vale cuando la de-
duccién de una férmula cualquiera a partir de I' U {A} tiene un
numero de pasos menor o igual que n — 1, y veamos que vale para
la formula B que tiene una deducciéon de n pasos.

Tenemos cuatro casos posibles:

(a) B esuna instancia de axioma, habiendo a lo sumo n—1 pasos anteriores.
La deduccion es como el primer caso del caso base.

(b) B es una de las férmulas de I', habiendo a lo sumo n—1 pasos anteriores.
La deduccion es como el segundo caso del caso base.

(¢) B = A, habiendo a lo sumo n — 1 pasos anteriores. La deduccién es
como el tercer caso del caso base.

(d) B es se obtiene de dos pasos anteriores, digamos A; y A; por (MP), para
ciertos ¢, j < n. Estas férmulas tendrén la forma A, = Cy A; = C — B.
Luego podemos afirmar que T U{A} F Cy TU{A} F C — B, y que
en cada una de las dos deducciones se pueden emplear a lo sumo n — 1
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pasos. Luego por la hipdtesis inductiva tenemos que I' H A — C y
I'- A — (C — B). La siguiente sucesién sera entonces una deduccién
de A — B a partir de I":

oo (k)A—=C,...,
(k+r) A —» (C — B),

(k4r+1) (A —- (C —» B)) —» ((A —- C) — (A — B)), por ser una
instancia del axioma (L,2),

(k+1r4+2) (A — C) —» (A — B), por (k+r), (k+r+1) y (MP),
(k+1r+3) A — B, por (k), (k+r+2) y (MP). O

Veremos a continuacion cémo se simplifican las deducciones usando el
teorema de la deduccién, que abreviaremos TD.

Ejemplos 3.1.6.

1. Vamos a probar lo mismo que en 4] de los Ejemplos pero utilizando
el TD. Es decir, veremos que 'U{A} - C,siendoI' = {A — B,B — C}:

(i) A (hipdtesis adicional).
(i) A — B (hipdtesis).
(iii) B, por (i), (ii) y (MP).
(iv) B — C (hipdétesis).

(v) C, por (iii), (iv) y (MP).

El ejemplo previo es importante porque podemos usarlo como una regla
de deduccién, que se llama silogismo hipotético y que abreviaremos
(SH). Es decir, tenemos la siguiente regla:

A—-B,B—=C
A—C '

2. Para probar que {C — A,C — B} - C — (A A B), por el TD basta
probar que {C — A,C — B,C} - A A B. Hacerlo como ejercicio.

(SH)

Para hacer mas clara la forma de las deducciones vamos a considerar
reglas, con lo que podremos simplificar el niimero de pasos de una deduccién.
Es decir que, si se prueba I' = C, podemos usar como regla:

r

ok
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A continuacién mencionaremos varias reglas. Las diez primeras reglas se de-
rivan directamente de los axiomas, usando (MP).

Reglas derivadas de los axiomas

A
(R1) 35 5
A—(B—C),A—B
(R2) ASC )

AAB
(R3) =%~

AAB
(R4) ==,

A.B
(R5) AAB

A
(R6) Tup 5

B
(R7) B -

A—C, B—=C
R8) “AVB)SC

A—B,A—-B
(R9> —-A )

(Rm)iié.

Observemos que la regla (R8) ya habia sido deducida en el Ejemplo

Probaremos otras reglas, que se deducen de las ya enunciadas y de los
axiomas. Las reglas que son sencillas de demostrar las dejaremos como ejer-
cicios, sin hacer ningin comentario.

Otras Reglas

C—A,C—B
R11) "6 AAB)

A—B
(R12) (ARG S (BAC)

, ASB
(R12) TGRS {CAB)
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A—(B—C)
(R13) TAAB)SC -

A
_|_\A

A continuacién haremos una deduccion de la regla (R14):

(i (hipétesis).
(ii)) =A — A, por (i) y (R1).

) A
)
(iii) A — (A — —A), por ser instancia de axioma (L41).
)
)

(R14)

-A — —A, por (ii), (iii) y (R2).
—=A, por (ii), (iv) y la regla (R9).

(iv

(v
A—B

-B—-A"-

(R16) w

Para probar esta regla, haremos la siguiente deduccion:
(i

)

(i)

(iii)) =B — —A, por regla (R1) aplicada a (i).
)
)

(R15)

—A (hipétesis).
—B — A, (hipétesis).

——B, de (ii), (iii) y (R9).
B, por regla (R10).

(iv

(v

-B—=-A
A—B

-A
A—B-

Terminaremos esta seccién haciendo una deduccién de (R18) utilizando
el TD:

(i) -

(i) A

(iii) =B — —A, por la regla (R1) aplicada a (i).
)
)

(R17)

(R18)

A (hipdtesis).
, (hipétesis).

(iv) A — B, por regla (R17) aplicada a (iii).
(v) B, por (ii), (iv) y por la regla (MP).
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3.2. Algebra de Lindenbaum

En la seccién anterior estudiamos propiedades logicas del CPC expresado
por el sistema L4. Vamos a mostrar ahora el aspecto algebraico del CPC.
Por un pasaje al cociente del conjunto de formulas obtendremos un conjunto
al cual se puede dotar de una estructura algebraica, de tal manera que los
conectivos légicos se transformen en operaciones de tal algebra. Asi se esta-
blece una relacion logica-dlgebra que vincula propiedades, permitiendo pasar
de uno a otro campo. Por ejemplo, segiin veremos después, el concepto de
teoria en la légica se corresponde con el de filtro en el algebra.

Probaremos a continuacion, en primer lugar, que la siguiente es una re-
lacion de equivalencia en el conjunto Lope de las formulas:

A=BsiysolosiFA—ByFB—A.

El conjunto cociente Lope/ = munido de las operaciones adecuadas es la
llamada dlgebra de Lindenbaum del Calculo Proposicional Clasico. Probare-
mos que Lopc/ = es un algebra de Boole.

Veremos a continuacién algunos resultados que facilitaran la demostracion
del resultado central de la seccion.

Lema 3.2.1. Si A, B y C son formulas de Lcope entonces la siguiente formu-
la es un teorema:

(AVB)AC) = (AANC)V (BACQ)).
Demostracion. Por la regla (R13), basta probar que
F(AVB) = (C—= ((AAC)V (BACQ))).

La afirmacién anterior corresponde a la forma = (A vV B) — D, siendo
D=C— ((AANC)V (BAC)). De esta manera, en vista de la regla (R8), es
suficiente probar A — D y B — D.

Para probar que - A — (C — ((AAC)V(BAC))), notemos que aplicando
el TD dos veces obtenemos lo siguiente:

(i) A, hipotesis.

)
(ii) C, hipdtesis.
) AAC, de (i) y (ii), por regla (R5).
)

(iii

(iv) (AAC)V (BAC), de (iii), por regla (R6).
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Anélogamente se prueba que F B — (C — ((AAC) vV (BAC))). O
Lema 3.2.2. Sea A una formula de Lope. Entonces,
(a) F (A A=A) (principio de no contradiccion).
(b) F AV =A (principio del tercero excluido).

Demostracion. En primer lugar, se tiene que, por ser instancia del axioma
(Ly3), F (AA=A) — A. Andlogamente - (A A =A) — —A, por ser instancia
del axioma (I.44). De estos dos teoremas podemos obtener, por aplicacién de
la regla (R9), que F =(A A —A).
En segundo lugar, hagamos la siguiente deduccion de A vV —A:

(i) A — (AV —A), instancia de axioma (L46).

(i) =A — (A Vv —A), instancia de axioma (L47).
(iii) =(AV —=A) — —A, de (i), por regla (R15).
(iv) =(AV =A) — ——=A, de (ii), por regla (R15).
(v) ==(A Vv =A), por regla (R9) aplicada a (iii) y (iv).
(vi) AV —=A, por regla (R10) aplicada a (v). O

Definicién 3.2.3. Sea Lope el conjunto de férmulas del CPC. Sea R la
siguiente relacién en Lope:

ARB siysolosi FA — B.

Lema 3.2.4. La relacion R es un preorden.
Demostracion. Es consecuencia de 2| y 4] de los Ejemplos |3.1.2] ]

Lema 3.2.5. La relacion binaria = en Lope dada por
A=B siysolosiARByBRA

es una relacion de equivalencia.

Sea Acpc = Lope/ =. Sean X, Y € Acpe y sea = la siguiente relacion
en Acpc : X 2Y siy solo si ARB para A € X y B € Y. La relacion <
estd bien definida y es un orden en Acpc.

Demostracion. Es consecuencia de la Observacion del Capitulo 1. [
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Lema 3.2.6. (a) Sea A € Lope. Luego = A siy solo si para toda clase |B|
vale que |B| < |A]. En particular, el conjunto de los teoremas forma
una clase de equivalencia que resulta ser el ultimo elemento de Acpc,
al cual llamaremos 1.

(b) Sea A € Lope. Luego = —A si y solo si para toda clase |B| vale que
|A| =< |B|. En particular, el conjunto de féormulas cuya negacion es
un teorema forma una clase de equivalencia que resulta ser el primer
elemento de Acpc, al cual llamaremos 0.

Demostracion. Para probar el item (a), sea A € Lope. Supongamos primero
que = A. Por la regla (R1) vale que - B — A, para toda férmula B, es decir,
|B| =< |A|. Reciprocamente, sea - B — A para toda férmula B. Consideremos
B = A — A. Utilizando la regla de (MP) obtenemos que F A.

Finalmente probemos el item (b). Sea A € Lope. SiF —A entonces, por
la regla (R18), se tiene F A — B. Es decir, |A|] < |B|. Reciprocamente, si
F A — B para toda férmula B, tomemos B = —A. Luego se tiene que

FA— -A. (3.1)
Ademads, por el Ejemplo [2] de la Seccién [3.1] tenemos que
FA—A. (3.2)

Utilizando la regla (R9) aplicada a (3.1]) y a (3.2)) obtenemos que F —A.
O

Observacién 3.2.7. En el siguiente teorema (y en lo que sigue) designare-
mos con el mismo simbolo al conectivo A (respectivamente V) de la logica
y a la operacién de infimo (respectivamente de supremo) que definiremos en

Acpc.

Teorema 3.2.8. El dlgebra Acpc = (Acpce, N, V,—,0,1) es un dlgebra de
Boole, donde:

|A| A |B| :=|A AB|
|A| vV |B| :=|A V B|
[A]:= |-A|
0:={A:F-A}
1:={A:FA}
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Demostracion. Comenzaremos probando que (Acpc, A, V) es un reticulo.
Sean A y B en Lopce. Veremos que existe |[A| A |B| v |A| Vv |B|, siendo
Al A [B[= [AAB] y [A]V[B] = |A VB

En primer lugar, veamos que |A| A |B| es una operacién bien definida.
Sean A’ € |A| y B’ € |B|. Se tiene que - B — By - A — A’, de donde,
por las reglas (R12) y (R12’), obtenemos que - (AAB) - (AAB)y
F (A AB') — (A" AB'). Utilizando luego (SH), inferimos que

F(AAB) = (A'AB). (3.3)
Anélogamente podemos probar que
F(A"AB) — (AAB). (3.4)

Utilizando y tenemos que |A A B| = |A’ A B’|. De este modo
hemos visto que la definicién de la operacion binaria A en Agcpc no depende
de los representantes elegidos.

Ahora veremos que |A A BJ es cota inferior comin a |A| y a |B|. Por
las instancias de axiomas (L43) y (L44) tenemos que H (AAB) — Ay
F (AAB)— B, es decir, [AAB| < |A|y |AAB| < |B|. Sea |C| cota inferior
comun a |A| y a |B|, es decir, F C — A y = C — B. Por la regla (R11) se
tiene que = C — (A A B), de donde resulta que |C| < |A A B|. Luego, hemos
demostrado que |[A A B| = |A| A |B].

Andlogamente, usando los axiomas (146), (L47) y la regla (R8), se obtiene
que |[AV B| = |A|V|B|.

Veamos que (Acpe, A, V) es un reticulo distributivo, es decir, que (JA| A
IC))V (IB|A|C|) = (|A] v |B]) A |C|. La desigualdad (|A| A|C]|) Vv (|IB|A|C]) =
(JA]V|B|) A|C| vale en todo reticulo, por la Observacién del Capitulo 2.
La otra desigualdad se sigue del Lema |3.2.1

Luego, por el Lema tenemos que (Acpc, A, V,0,1) es un reticulo
distributivo acotado.

Finalmente veremos que cada elemento |A| de Acpe tiene complemento,
y el mismo coincide con |=A|. Por el Lema tenemos que - —A V A, de
donde se sigue que |[7A V A| = 1. Ademas se tiene que - =(=A A A), por lo
cual |[-A A A| = 0. Por lo tanto, |A] = |-A]. O

Definicién 3.2.9. El algebra de Boole (Acpc, A, V,—,0,1) es el dlgebra de
Lindenbaum del Calculo Proposicional Clésico.

Observacién 3.2.10. En la Observacién del Capitulo 2 vimos que
para cada x e y existe x — y, siendo x — y = ¥ V y. Luego, si consideramos
el dlgebra de Boole Acpe, entonces vale que |A| — |B| = |-A] Vv |B|, para
todo par de formulas A, B.
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3.3. Filtros y teorias

En esta seccién estudiaremos la relacién entre las teorias del célculo pro-
posicional clasico y los filtros de la correspondiente dlgebra de Lindenbaum.
Llamaremos Z = ()" al conjunto de los teoremas.

Teorema 3.3.1. Euxiste una biyeccion entre el conjunto de los filtros del
dlgebra de Lindenbaum Acpc del CPC y el conjunto de las teorias del CPC.

Demostracion. Sea F' un filtro de A¢pe. Definimos el siguiente conjunto:
To = {A:[A| € F},

que resulta ser la unién de las clases |A| de F.
Por otra parte, a una teoria T le asociamos el conjunto

T ={I|C|:CeT}

Veremos que, en efecto, Tr es una teoria y que |7 es un filtro.

Por el Lema del Capitulo 2, sabemos que la nocién de filtro es
equivalente a la de filtro implicativo en algebras de Boole. La condicién 1 € F'
implica que Z C T, y el hecho de ser F' cerrado por (MP) implica que Tr
tambi¢n lo es porque |A — B| = |[A] — |B, por la Observacién [3.2.10] Luego
Tr es una teoria. También se puede probar que |7 es un filtro.

Finalmente probaremos que las asignaciones F' — Ty T > |T| son
una inversa de la otra, es decir, determinan una biyeccién. En efecto, si F' es
un filtro entonces

Tel = {IC[: C e Tr} ={[C] - [C| € F} = F.
Andlogamente, si 7 es una teoria entonces

Tr={A:|Al€|T]}={A:AeT}=T. O

Lema 3.3.2. Sea X un conjunto de formulas de Lopc y denotemos como
|| al conjunto {|A| : A € X}. Entonces el filtro generado por |X| en Acpc,
F(|3]), es igual al filtro asociado a la teoria X" . Es decir, F(|X]) = |XF].

Demostracion. Observemos que |X7| es un filtro y contiene a |Y|. Por ser
F(]3]) el minimo tenemos que F(|X]) C |7

Reciprocamente, sea |C| € |X"|. Entonces ¥  C. Veamos, por induccién
sobre el nimero de pasos de la prueba, que |C| € F(|X]). Si la prueba tiene
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un paso, eso significa que C € ¥ o que C es instancia de axioma. Luego
|C| € |X] € F(|X]) o bien |C| =1 € F(|X]).

Supongamos ahora que para pruebas de menos de n pasos de C a partir
de X se tiene que |C| € F(|X]), y sea Cy,Ca,...,C, = C una prueba de C de
n pasos. Entonces, existiran C;, C; = C; — C con ¢, j menores que n. Por la
hipétesis inductiva, |C;| € F(|X]), |C;| € F(|X]). Por ser F cerrado por (MP)
resulta |C| € F(|X]). O

A continuacién veremos una manera alternativa de demostrar el teorema
de la deduccién TD del CPC usando el que llamamos Teorema Algebraico

de la Deduccién (Corolario [2.4.8, Capitulo 2) y el Teorema (3.3.1]

Observacién 3.3.3. A partir del comentario anterior surgen algunas pre-
guntas: jEn el Teorema |3.3.1| no se usa que el dlgebra de Lindenbaum es un
algebra de Boole? Si. Y para demostrar esto ultimo ;no se usé el TD? Si.
. Es correcto entonces lo que vamos a hacer? Si. j Por qué?

Imaginemos haber demostrado que Acpe es un algebra de Boole sin usar
el TD. ; Es eso posible? Si. Utilizamos siempre el TD como una herramienta,
como un “atajo” para acortar las deducciones. Pero todas esas deducciones
pudieron haber sido hechas sin usar el TD. Entonces, imaginemos que asi fue
y sigamos adelante confiadamente.

Teorema 3.3.4 (Teorema de la Deduccién). Sea ¥ un conjunto de formulas
de Lope, y sean A,B € Lope. Si X U{A} - B entonces X+ A — B.

Demostracion. Sea ¥ U {A} F B. Luego, B € (X U {A})", de donde |B| €
(X U {A})")|. Por el Lema [3.3.2 |(Z U {A}")| = F(I=| U {|A[}). Luego,
IB| € F(|X|U{|A[}). Por el Teorema Algebraico de la Deduccién (ver Capitu-
lo 2, 2.4.8) esto ultimo implica que |A| — |B| € F(|X|). Nuevamente por el
Lema se tiene que |[A — B| € [X7|. Luego, A — B € X", es decir,
Y+A—B. O

3.4. Valuaciones

Para demostrar la completud del CPC empezaremos por definir para este
calculo proposicional el concepto semantico de valuacion, concepto que se vio
en general en el Capitulo 1, Seccién 4.

Dar una valuacién significa asignar a las variables proposicionales el va-
lor 1 (verdadero) o 0 (falso) y extender luego esta asignacién a todas las
formulas de la manera especificada en la definicion siguiente.

Una valuacion es una funcién de las férmulas en el dlgebra de Boole 2 que
respeta los conectivos. Més adelante veremos que este concepto de valuacion
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puede extenderse considerando un &lgebra de Boole cualquiera B en lugar
de 2. Sin embargo, también veremos que ambos conceptos de valuacién son
equivalentes para demostrar completud.

Definicién 3.4.1. Una valuacion es una funcién v : Lope — {0, 1} tal que:
(1) v(A) # v(—-A).
(2) v(A—B)=0siysolosiv(A)=1yv(B)=0.
(3) v(AAB)=1siysolosiv(A)=uvB)=1.
(4) v(AV B) =0siy solosiv(A)=uvB)=0.

Si A es tal que v(A) = 1 para toda valuacién v, entonces A se llama
tautologia.

Diremos que dos férmulas A y B son ldgicamente equivalentes si A — B
y B — A son tautologias.

Observacién 3.4.2. Una valuacién quedara definida dando solo sus valores
en las variables proposicionales. En efecto, puede probarse que con ese dato
bésico se puede evaluar inductivamente cualquier férmula, basta respetar las
reglas que acabamos de dar.

. Qué tienen que ver las valuaciones con las tablas de verdad? Estas consi-
deran solo finitas variables proposicionales; la tabla de verdad de una férmula
de n variables muestra todas las posibles valuaciones de esas n variables: cada
fila representa una valuacion, atribuyendo arbitrariamente cualquier valor 0
o 1 a las infinitas variables restantes.

La tabla de verdad de una tautologia tiene como resultado 1 en todas las
filas. Dos formulas 16gicamente equivalentes tienen la misma tabla de verdad.

3.5. Completud

La propiedad de correccion (en inglés, “soundness”) de un sistema formal
es la que asegura que cada teorema deducido de él es verdadero para toda
valuacién. La propiedad de adecuacion (en inglés “adequacy”) nos dice que
una férmula que resulta verdadera para toda valuacién puede ser deducida
como teorema del sistema formal. Un sistema es completo (“complete”, en
inglés) si es correcto y adecuado.

Es frecuente que se llame también completo a un sistema adecuado.

En esta seccién estudiaremos teoremas de completud (correccion y ade-
cuacién) para el CPC. Ellos establecen una equivalencia entre el concepto
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sintactico de formula demostrable con el concepto semantico de formula vdli-
da o tautologia.

Filosoficamente, eso significa que el sistema que hemos elegido para el
CPC es capaz de producir por procedimientos formales, sintacticos, todas
aquellas proposiciones que percibimos como las verdades légicas y solo ellas.
Demostraremos que una férmula es un teorema si y solo si es una tautologia.

Teorema 3.5.1 (Correccién). Sea A una formula de Lope. Sil A entonces
A es una tautologia.

Demostracion. En primer lugar, si A es una instancia de axioma, puede pro-
barse dando valores a las variables que A es una tautologia.

Sea Ay, ..., A, = A una deduccién de A y supongamos que todo teorema
con menos de n pasos de deducciéon es una tautologia. Se tiene que A se
obtiene por MP de dos férmulas que tendrén la forma: By B — A y que se
han deducido antes, o sea con menos de n pasos. Por la hipétesis inductiva, B
y B — A son tautologias. Ademas, si se tiene que B y B — A son tautologias,
entonces es A una tautologia. ]

Lema 3.5.2. Sea v una valuacion. Si A y B son formulas tales que |A| < |B|
entonces v(A) < v(B).

Demostracion. Se tiene = A — B por definicién de <. Luego v(A — B) =1,
por el Teorema Si v(A) =1y v(B) = 0 entonces v(A — B) = 0, lo
cual es un absurdo. O

Corolario 3.5.3. Si A =B entonces v(A) = v(B) para toda valuacion v.

Si v es una valuacion entonces por el Corolario la funcién v : Agpc —
2 dada por 9(|A|) = v(A) es un homomorfismo de Acpc en 2. A continuacién
probaremos el siguiente resultado.

Corolario 3.5.4. La funcion G dada por G(v) = v es una biyeccion entre el
conjunto de valuaciones y el conjunto de homomorfismos de Acpc en 2.

Demostracion. La inyectividad de G es inmediata, por lo cual probaremos
solo la suryectividad de la misma. Sea h : Acpc — 2 un homomorfismo.
La funcién v, : Lope — 2 definida por v,(A) = h(]A]) es una valuacién
(probarlo se deja como ejercicio al lector). Para cada A € Lope tenemos
que Up(|A]) = va(A) = h(|A]), con lo cual G(v,) = ), = h. Luego G es una
funcién suryectiva. Por lo tanto tenemos que GG es una biyeccion. O

Haciendo la composicion de la funcién biyectiva £’ definida en el Corola-
rio del Capitulo 2 (considerando como algebra de Boole Acpc) con la
inversa de la funcién biyectiva G definida en el Corolario obtenemos el
siguiente resultado.
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Teorema 3.5.5. La funciéon G—' o F' es una biyeccion entre el conjunto de
ultrafiltros de Acpc vy el conjunto de valuaciones.

Observacién 3.5.6. Notemos, en particular, que si U es un ultrafiltro de
Acpc vy llamamos v a la valuacién (G™1 o F)(U) : Lope — 2 entonces v
estd definida como v(A) =1si |A|€e U yv(A)=0si|A| ¢ U.

Si consideramos que el isomorfismo Acpc/U = 2 identifica las dos alge-
bras podemos pensar que la valuaciéon v se obtiene componiendo las dos
aplicaciones canodnicas al cociente p y ¢, siendo p : Lope — Acpc v
q: Acpc — Acpc/U, segun lo muestra el siguiente diagrama.

Lcpe

|

Acpc — Acpc/U

Teorema 3.5.7 (Adecuacién). Sea A una formula de Lope. Si A es una
tautologia entonces = A.

Demostracion. Sea A una tautologia, es decir, para toda v vale que v(A) = 1.
Supongamos que A no es un teorema. Luego |A| # 1 en Acpe. Pero entonces:
|=A| # 0 en Acpc. Por el Corolario del Capitulo 2 existe un ultrafiltro
U de Acpe tal que |[-A| € U. Sea v la valuacién asociada a este ultrafiltro
dada en el Teorema [3.5.5] Entonces, v(—A) = 1. Luego v(A) = 0, lo cual
contradice que A es una tautologia. Luego, A es un teorema. m

Valuaciones en general

Consideraremos ahora valuaciones cuyos codominios pueden ser algebras
de Boole cualesquiera. Demostraremos también que, esencialmente, esto no
extiende la nocién de tautologia y, en cambio, desdibuja su sentido. En efec-
to, las formulas evaluadas en 2 son verdaderas o falsas, mostrando el efecto
del principio del tercero excluido. Las férmulas 2-validas o tautologias son
las “verdades logicas evidentes”, aquellas que son la base de cualquier razo-
namiento.

Para demostrar que validez y validez en 2 son equivalentes usamos el TFP.
Mas adelante analizaremos desde el punto de vista del Algebra Universal este
resultado. Intuitivamente, nos dice que en la clase de las algebras de Boole,
que es una variedad (ver Capitulo 1,[1.3.15), hay una sola dlgebra (que es 2)
que funciona como “ladrillo”, en base a la cual se construyen todas las otras
algebras de la clase.
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De acuerdo a lo visto en el Capitulo 1, las valuaciones en general trans-
forman conectivos en operaciones del algebra.

Definicién 3.5.8. Una B-valuacion es una funcion v : Lope — B, donde B
es un algebra de Boole, tal que:

) (A AB) = v(A) A u(B),

2) v(AVB) = v(A) V u(B),

3) v(A — B) =v(A) — v(B),
) v(=A) = (A)).

Si A es tal que v(A) = 1 para toda B-valuacién v, entonces se dice que A
es B-vdlida y se denota Fg A. Diremos que A es vdlida si es B-valida para
toda algebra de Boole B. Se denotara F A.

(1
(
(
(4

Lema 3.5.9. Sea v una A-valuacion, h : A — B un homomorfismo. En-
tonces, v' = howv es una B-valuacion.

Demostracion. Se deja como ejercicio. [
Teorema 3.5.10. Una formula es valida si y solo si es una tautologia.

Demostracion. Si A es valida, entonces es 2-vélida, o sea, es una tautologia.
Reciprocamente, sea A una tautologia y supongamos que existen un alge-
bra de Boole B y una B-valuacién v tales que v(A) # 1. Por el Corola-
rio[2.4.17] por ser v(—=A) # 0, habrd un ultrafiltro U en B tal que v(—A) € U.
Luego tenemos que v(A) ¢ U.
Sea h : B — 2 definida por: h(z) = 1siz € U, h(z) = 0siz ¢ U. Luego,
~1({1}). Por la Observacién del Capitulo 2 se tiene que h = Xy
es un homomorfismo. Luego, por el Lema [3.5.9] resulta que v = hov es una
valuacién. Como v(A) ¢ U tenemos que h((v(A)) = 0, es decir, v'(A) = 0.
Esto contradice el hecho de que A es una tautologia. ]

Observacién 3.5.11. Podemos generalizar lo demostrado en el Lema [3.5.2
para valuaciones en general. Para ello supongamos que |A| < |B|. Por defini-
cién de < se tiene que - A — B. Ahora consideremos un algebra de Boole B
y una B-valuacién v. Por el Teorema tenemos que v(A — B) =1, lo
cual es equivalente a afirmar que v(A) — v(B) = 1. Es decir, v(A) < v(B).

Teorema 3.5.12 (Completud). Para toda formula A:
FA siysolosi FA.
Demostracion. Se sigue del Teorema y del Teorema [3.5.10] O]
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El algebra Acpc es libre

Antes de cerrar esta seccion veamos otra propiedad interesante del algebra
de Lindenbaum: tiene como conjunto de generadores libres al conjunto de las
clases de las variables proposicionales, que son numerables.

Teorema 3.5.13. Sea V el conjunto de las variables proposicionales y sea
V| =A{lpi| : pi € V}. El conjunto |V| genera libremente Acpc en la clase de
las dalgebras de Boole.

Demostracion. En primer lugar, notemos que, si es ¢ # j entonces p; no es
equivalente a p;, ya que p; — p; no es una tautologia. Luego |p;| # |p;|, o sea
que todas las clases son distintas.

Veamos que |V| genera Acpc, es decir, que Agpc mismo es la menor
subdlgebra de Acpc que contiene a |V|. En efecto, cualquier subélgebra que
contenga a || debe contener también todas las combinaciones de elementos
de |V| mediante las operaciones de Acpc. Pero las combinaciones de elemen-
tos de V| son exactamente los elementos de Acpc.

Probemos ahora la propiedad universal de extension de homomorfismos.

Sea f : |V| — B, B un &lgebra de Boole y veamos que f puede exten-
derse a un homomorfismo g: Acpc — B. R R

La aplicacién f induce f : V — B, siendo f definida por: f(p;) = f(|p:])
para todo i = 1,2,.... A su vegz, finguce una valuacion v : Lope — B
de la manera usual, es decir, v(p;) = f(p;) v se extendiende a las férmulas
inductivamente.

Por la Observacién [3.5.11] v da lugar a una funcién g : Acpc — B, ya
que v es constante en cada clase de equivalencia. Es decir que ¢ esta definido
por: g(|A]) = v(A). Pero por ser v valuacion resulta ser g un homomorfismo
y, ademds, vale que g(|p:|) = v(p;) = f(p;) = f(|ps]). Es decir que g extiende
a f, lo que se muestra en el siguiente diagrama conmutativo.

\V|—7f*13

17

Acpe
Il

Observacién 3.5.14. Supongamos que queremos restringirnos a considerar
un numero finito de variables, digamos las n primeras {pi,...,p,}. Cons-
truirfamos entonces un calculo proposicional con n variables y tendriamos
entonces la correspondiente algebra de Lindenbaum, que podriamos llamar

Acpen.
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De la misma manera que hemos visto para Acpc, podemos probar que
Acpon es libremente generada por el conjunto de n elementos {|p1], |p2|, - - -,
|pn|}. El nimero de valuaciones seria también finito, porque para cada va-
riable tenemos dos posibilidades, con lo que habria 2 x 2 x -+ x 2 = 2"
valuaciones. Por ejemplo, para dos variables tendriamos las siguientes, donde
cada fila define una valuacién y las A; representan todas las férmulas posibles
no equivalentes entre si:

Al A2 A3 A4 A5 AG A7 A8 AQ Al() All A12 A13 A14 A15 Alﬁ

oclo|lr|~|T
O | = |||

— | = =] =

== O =

1
0
0
1

el e =]

OO

0
0
1
1

0
0
1
0

0
0
0
1

111 1 1 0 0 0
1|1 0 0 1 1 0
010 1 0 0 0 0
110 0 0 1 0 0

o=~

Por lo visto en el Capitulo 2, Teorema|2.5.11} el algebra de Boole libre con
n generadores tiene 2" dtomos, que corresponden a los ultrafiltros de Acpcn,
que a su vez corresponden a los homomorfismos de Acpc, —> 2, y estos a
las valuaciones de las n variables proposicionales. También vimos que esos
atomos son las conjunciones elementales

Ciroin = [P1" A ADal™ = [(P1) A+ A (pa)™.

El algebra Acpey tiene 22" elementos, que son supremos de atomos.

En el caso de dos variables p; y ps2, que por simplicidad llamaremos x e
y, las conjunciones elementales son c¢;; =z Ay, cio =AY, cot =TAY Yy
coo = T Ay. En la tabla anterior, ellas son equivalentes respectivamente a
Ag, Ais, A1y y Ags. Las demas férmulas A; son supremos de algunas de estas
cuatro. En la Figura del Capitulo 2 se muestran las A;.

3.6. Completud fuerte

En la seccién anterior hemos probado la completud del CPC, es decir,
que una férmula A es una tautologia si y solo si es un teorema. Podemos
pensar que “ser tautologia” es equivalente a “ser consecuencia semantica de
la teorfa ()7 asi como también “ser teorema’” es equivalente a “ser consecuencia
sintactica de (7.

Surge entonces la pregunta: jserd verdad un resultado andlogo para una
teoria cualquiera? Tendriamos que definir primero qué significa ser conse-
cuencia semantica de una teoria. Pero la respuesta es positiva, como demos-
traremos en lo que sigue.
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Definicién 3.6.1. Una valuacién v es un modelo para un conjunto de férmu-
las I si para toda C € I" vale que v(C) = 1.

Una férmula A es consecuencia semdntica de un conjunto de férmulas I’
si para todo modelo v de IT" se verifica v(A) = 1. Se denota: I" F A.

Teorema 3.6.2 (Completud fuerte del CPC). Sean I' una teoria del CPC'y
A una formula. Luego I' = A si y solo si I' E A.

Demostracion. Supongamos que I' = A. Como I' es una teoria entonces A €
I'. Luego concluimos que I' F A.

Reciprocamente, supongamos que I' F A y que no es verdad que I' F A.
Luego A ¢ T" =T, de donde |A| ¢ |T|. Por el TFP existe un ultrafiltro U en
Acpe tal que |A| ¢ U y |T'| € U. Tomemos v la valuacion asociada a U, que
es la dada por el diagrama

Lcpe

|

Acpc —5= Acpc/U

De esta manera, si C € I' entonces |C| € |[['| C U, por lo que v(C) =
q(|C|) = 1. Luego, v es modelo de I' y por lo tanto v(A) = ¢(|A]) = 1. Esto
significa que |A| € U, lo cual resulta una contradiccion. O

El Teorema [3.6.2] vale también considerando conjuntos de férmulas cua-
lesquiera (no necesariamente teorias).

Corolario 3.6.3. Sean I un conjunto de formulas del CPC y A una formula.
Luego I' = A si y solo si I'F A.

Demostracion. Sea A una férmula tal que I' = A. Luego por el Lema [1.4.10
del Capitulo 1 existen Ay, Ag, ..., A, €I tales que

{A1,Aq, .. . A E AL
Usando iteradamente el Teorema de la Deduccion obtenemos que
F(A; = (A = (... (A, = A)).

Utilizando el Teorema |3.5.1] inferimos que para toda valuacién v vale que
v(Ay = (A2 = (...(A, — A)))) = 1. Sea v un modelo de I'. Luego
v(A;) = v(Ay) = ... = v(A,) = 1, de donde deducimos que v(A) = 1.
En consecuencia, I' F A.

Reciprocamente, sea I' = A. Luego, I'" F A pues ' C I'". En virtud del
Teorema se tiene que I'" = A, por lo que A € (I")" = I'", es decir,
I'=A. ]
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3.7. Interpolacion

Un resultado destacado que permite desdoblar deducciones en el CPC es
el llamado Lema de Craig, que puede extenderse a otras logicas. Ya hemos
demostrado una version algebraica de dicho lema en el Capitulo 2, Teore-
ma [2.5.13] por lo que la demostracién de la propiedad logica que daremos
aqui sera entonces consecuencia de aquella.

Podemos considerar, por abuso de lenguaje, que

Acpe(X NY) C Acpe(X) C Acpe(X UY),

Acpc(XNY) C Acpe(Y) € Acpe(X UY),

por lo cual denotaremos |A| a una clase, sin especificar en cudl de los con-
juntos Acpc(X), Acpc(Y), Acpc(X N Y) y Acpc(X U Y) esta.

Teorema 3.7.1 (Lema de Craig). Si A y B son formulas del CPC que tienen
variables proposicionales en comun y tales que = A — B entonces existe una
formula C (“interpolante”), cuyas variables son todas comunes a A y a B,

tal que
FA—-C y FC—B.

Demostracion. Sean X e Y los conjuntos de variables de A y B respec-
tivamente, que por hipdtesis tienen interseccién no vacia. Sean Acpco(X),
Acpce(Y), Acpc(XNY) vy Acpe(X UY) las dlgebras de Lindenbaum corres-
pondientes a X, Y, X NY, X UY respectivamente. Entonces tenemos que
|A| € Acpe(X) v |B| € Acpe(Y), por lo cual [A], B € Acpe(X UY). Como
F A — B obtenemos que |A| < |B].

Por el Teorema del Capitulo 2 se tiene que existe |C| tal que |C| €
Acpc(XNY) y [AZ]CI < [B.

Luego se tiene que H A — C y F C — B, obteniendo asi a C como
interpolante. O

3.8. Loégica modal

Hemos visto algunas de las principales propiedades del sistema formal de
la l6gica proposicional clasica. Podriamos decir que esto es un primer paso
hacia una fundamentacion mas correcta de los métodos de razonamiento,
que son la base del conocimiento y del desarrollo de las ciencias, en especial
de la matematica. Sin embargo, como hemos mencionado en el Capitulo 1
Seccién 4, a principios del siglo XX surgen algunas cuestiones que inducen
a pensar que la légica clasica no basta para expresar algunas sutilezas del
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pensamiento. Se piensa entonces en “estirarla” mediante la introduccién de
conectivos adecuados (junto con sus correspondientes axiomas y reglas) o
bien directamente “romper con el molde” de la légica clasica negando alguno
de sus principios bésicos (ver [99]).

Las logicas modales son ejemplos del primer método, mientras que la
logica intuicionista y las de Lukasiewicz, que trataremos mas adelante, son
ejemplos del segundo método.

L Qué son las légicas modales?

Esencialmente, se trata de sistemas formales en los cuales, ademas de
los conectivos de la légica clasica, hay otros que denotan modalidades. Los
conectivos clasicos son “funcionales-de-verdad” en el sentido de que el va-
lor de verdad de una férmula compuesta es funcién solo de los valores de
verdad de sus componentes. Consideremos, sin embargo, proposiciones como
por ejemplo: Necesariamente el ladron es el vecino. Vemos que su valor de
verdad no depende solo de la verdad o falsedad de la proposicién el ladron
es el vecino sino de otras circunstancias ambientales o temporales en que
ella se expresa. Podemos considerar entonces que “necesariamente” es una
modalidad que, sintacticamente, se traduce en un conectivo unario. Suele
simbolizarse con [J. Lo mismo ocurre con “posiblemente”, cuyo significado
es “no es necesario que no” y se simboliza ¢. Podemos decir que una moda-
lidad aplicada a una proposicién expresa el modo en que ella es verdadera;
por ejemplo, cudndo es verdadera (en qué tiempo) o dénde es verdadera (en
qué lugar, en qué mundo).

Existen dos grandes lineas en Logica Modal que se abrieron a principios
del 1900: la Logica Intensional que estudié Lewis a partir de 1912 y las Logicas
Polivalentes, cuyo estudio fue iniciado por I. Lukasiewicz en 1922 (ver [21]
[23]). Estas dos corrientes de pensamiento tienen como motivacién comin
el tratamiento semantico de operadores modales: se trata de como atribuir
valores de verdad a sentencias con tales operadores.

La forma de Lukasiewicz de abordar el problema, segiin veremos en el
Capitulo 9, es extender el conjunto de valores de verdad incluyendo uno mas
(el 1/2), con lo cual se obtiene una légica trivalente. Lo que se extiende
entonces es el codominio de las funciones de verdad. Luego se generaliza
aquélla a la légica n-valente, obtenida permitiendo un nimero natural n de
valores de verdad: 0,1/(n—1),...,(n—2)/(n—1), 1. Posteriormente se llega
a admitir valores de verdad que sean numeros reales en el intervalo [0, 1]: es
la l6gica L infinitovalente de Lukasiewicz.

El tratamiento que adopta la Légica Intensional, utilizada también por
Montague (ver [95], [94], [L05]) para su modelo de gramaética, es el de extender
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el dominio de las funciones que atribuyen valores de verdad, haciendo que
el valor de verdad de una proposicion compuesta, ademas de depender del
de sus componentes, dependa de otros parametros o indices como tiempo,
circunstancias, mundos posibles.

Como ejemplo, veamos esquematicamente la definicién del sistema K de
Légica Modal.

Los simbolos del lenguaje son: los conectivos = (negacién), V (disyun-
cién) y O (operador necesidad), las variables proposicionales p1, pa,... y los
simbolos auxiliares (, ).

Las férmulas se definen recursivamente como de costumbre (considerando
O como operador unario). Llamaremos F al conjunto de las férmulas.

Se toman como axiomas:

1. Axiomas del sistema Ly,

2. O(A - B) - (A — OB).
Se toman como reglas:

1. Modus Ponens,

2. A/ OA.

En cuanto a su seméantica, para definirla se toman valuaciones que depen-
den no solo de las férmulas sino de un conjunto M de “mundos posibles”, que
representa las circunstancias en las que la férmula ocurre. El modelo incluye
una relacion R de “accesibilidad” entre los elementos de M. Esta puede ser,
por ejemplo, una relacién de orden que indique un orden temporal. Puede
tomarse también como dato un elemento distinguido mg del conjunto M que
serfa el “mundo real”.

Podemos definir un modelo para el sistema K como una cuaterna M =
(M, mg, R, V), donde: M es un conjunto no vacio, mg € M, R es una relacién
binaria en M y V, la valuacién, es una funcién V : F x M — {0,1} que
cumple las siguientes condiciones:

- Si A es una variable, entonces V (A, mg) =06 V(A, mg) =1,

Si A es =B, entonces V(A,;m) =1 si y solo si V(B,m) =0,

Si A es BVC, entonces V(A,m) = 1siysolosi V(B,m) =16V (C,m) =
L

Si A es OB, entonces V(A,m) = 1 si y solo si para todo m’ tal que
mRm’: V(B,m') = 1.
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- Si V(A,m) =1y mRm/, entonces V (A, m') = 1.

Alternativamente, puede reemplazarse en el modelo la funcién V por una
funcion K : F — P(M) tal que V(A,m) = 1 si y solo si m € K(A). Es
decir,

KA)={m: V(A,m)=1}.

Aqui, K(A) es el “conjunto de verdad” de A.

Observemos que si A es =(J-B (“es posible B”) entonces V(A,m) = 1 si
y solo si existe m/ tal que mRm/: V/(B, m’) = 1. Esto significa intuitivamente
que “Necesariamente p” es verdadera si y solo si p es verdadera en todas
las circunstancias en que pueda darse. Analogamente: “Posiblemente p” es
verdadera si existe alguna circunstancia en la que p sea verdadera.

Esta nocién de “mundos posibles” ya aparece por el 1500 en Luis de
Molina, en el Siglo de Oro espanol, y es retomada posteriormente por Leibniz.
En la segunda mitad del siglo XX trabajan sobre esas ideas Hintikka y Kripke.
Este ultimo interpreta la logica modal dando la definicion de modelo que
vimos (particularmente en el caso en que R es una relacién de orden) y la
aplica después al calculo intuicionista. Esto le permite obtener la completud
de este con relacion a los llamados posteriormente modelos de Kripke, segin
veremos en el Capitulo 5.
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3.9. Ejercicios

1. Sea A una férmula de Ly y sea Ly ' la extension que tiene como axiomas
los de Ly més el axioma A. Sean T y T los conjuntos de teoremas de
L, y de Ly respectivamente. Probar que T = T si y solo si A es un
teorema de Ly.

2. Sea C la férmula (-p — q) — (p = —q).

a) Encontrar férmulas A y B tales que (WA — B) — (A — —B) sea
una contradiccién.

b) Probar que L;* (la extensién de Ly que tiene como axiomas los de
L, més el axioma C) es tal que T ; T*. ;Es Lyt consistente?

3. Supongamos que P es un sistema formal en el que valen al menos los
axiomas (L4l),..., (L48). Sea Va ={Be L: A — B}.

a) Probar que Vi = A", donde, por abuso de notacién, escribimos A"
en lugar de {A}".

b) Probar que Vap-a = L.

4. En las mismas condiciones que en el ejercicio anterior:
a) Probar que A"NB" = (AVB)".

b) Deducir de esto que el conjunto Q= = {A" : A € L} es cerrado
por intersecciones finitas, es decir que si se tiene que A, ... A" € O~
entonces AT N---NAL € Q™.

c¢) Probar que el conjunto 2 de uniones de elementos de 2~ maés el
vacio es una topologia sobre L .
5. En las mismas condiciones, sea Wa ={B € L: B — A}

a) Probar que
WaNWg = Wass.

b) Probar que Wy _,a = L.
c¢) Probar que IT~ = {W, : A € L} es cerrado por intersecciones finitas.

d) Probar que el conjunto II de uniones de elementos de I~ maés el
vacio es una topologia sobre L.

Nota: en los ejercicios que siguen el sistema formal de referencia sera Ly.
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10.

11.

12.

13.
14.
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. SeaT' = {A;, Ay, ..., A,} un conjunto finito de férmulas, A y B férmu-

las. Probar que si toda valuacién que satisface 'U{A} satisface también
B entonces la siguiente féormula es una tautologia:

(A;A---NAL) — (A — B).

Sea I' un conjunto de férmulas y A una féormula tales que I' = A. Probar
que existe un subconjunto finito I'y de I" tal que I'g F A.

(Teorema de la deduccién) Sea I' un conjunto de férmulas, A, B férmu-
las tales que T'U {A} F B. Probar usando los dos ejercicios precedentes
y la completud que I' - A — B.

Seal' = {A — C,B — C}. Probar, usando (L48), queI' F (AV B) — C
(ver (3] en Ejemplo |3.1.2)).

Probar que {C — A,C — B} - C — (A A B) usando el Teorema de la
Deduccion (el segundo de Ejemplos [3.1.6)).

a) Deducir las reglas (R11), (R12) y (R13).

b) Usando TD y las reglas (R1) y (R9) deducir (R15).

¢) Deducir (R17) aplicando TD y las reglas (R14) y (R16).

Sea I' una teoria del CPC. Se dice que I' es completa si para toda
férmula A de L se tiene que A € I' 6 =A € I' y se dice que es prima
si para todo par A, B de férmulas de I" tal que A vV B € T se tiene que

A €T 6B el Probar que I' es completa si y solo si es prima. (Ayuda:
usar (R18), (R8) y el principio del tercero excluido).

Mostrar que la aplicacién canoénica p : L — Acpe es una valuacién.

Probar que si es v una A-valuacién y h : A — B un homomorfismo
entonces, v' = h o v es una B-valuacién (Lema [3.5.9).
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Capitulo 4

Algebras de Heyting

Hemos visto en el Capitulo 2 que toda dlgebra de Boole es isomorfa a una
subdlgebra de un algebra de Boole cuyo universo es de la forma P(X) para
cierto conjunto X. De manera que podemos siempre pensar a las algebras de
Boole como “dentro” de un algebra de partes de un conjunto. En la clase de
las dlgebras de Heyting, aquellas cuyo universo es un conjunto de abiertos de
un espacio topolégico juegan un rol analogo a las algebras de partes. Podemos
pensar que un algebra de Heyting siempre esta “dentro” de un algebra de
abiertos de un espacio topoldgico. En particular, estos abiertos pueden ser
los crecientes de cierto conjunto ordenado o los asociados a un algebra de
clausura, como veremos en los teoremas de representacion.

Las algebras de Heyting generalizan a las algebras de Boole: toda algebra
de Boole puede ser dotada de una estructura de dlgebra de Heyting.

Veremos en este capitulo las propiedades algebraicas bésicas de las alge-
bras de Heyting, especialmente aquellas que pueden traducirse en propie-
dades logicas; por ejemplo el teorema de la deduccién o el de teorema de
Glivenko.

Hemos visto que el Célculo Proposicional Clésico (CPC) tiene como alge-
bra de Lindenbaum un algebra de Boole. En el préoximo capitulo trataremos
el Célculo Proposicional Intuicionista (CPI) y demostraremos que lo que lla-
maremos su algebra de Lindenbaum es un algebra de Heyting.

4.1. Ejemplos y propiedades

En el Capitulo 2 definimos las algebras de Heyting como reticulos con
elemento minimo 0 tales que para cada par de elementos z e y existe z — v,
siendo  — y el maximo de los elementos z tales que = A z < y. Alternati-
vamente, también vimos que las algebras de Heyting pueden definirse como

111
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reticulos con primer elemento en donde existe una operacion binaria — que
satisface para cada x,y, z la condicion x Ay < zsiy solosiy <z — z.

En lo que sigue vamos a definir a las algebras de Heyting como algebras,
es decir, desde el punto de vista del Algebra Universal. Posteriormente proba-
remos que esta definicion es equivalente a la definicion de élgebra de Heyting

dada en [2.2.11] del Capitulo 2.

Definicién 4.1.1. Un &lgebra de Heyting es un algebra (H,A,V,—,0,1)
con tres operaciones binarias A, V, — y dos ceroarias 0, 1 tal que se verifican
las condiciones:

H1 El reducto (H,A,V,0,1) es un reticulo distributivo acotado,

H2 z 2z =1,

H3 (x >y ANy=y, (x—=y Ax=xAy,

H4 2 > (yAz)=(x =y Az —2), (xVy = z=(x—=2)A(y— 2).

Observacién 4.1.2. Hay otras condiciones equivalentes a (H1),...,(H4)
que permiten definir la estructura de dlgebra de Heyting. Por ejemplo, en [2],
IX,4 se define como un algebra (H, A, V,—,0) tal que:

El reducto (H, A, V,0) es un reticulo distributivo con 0,
A (x—y)=zANy,

zAy—=z)=xA((xANy) = (zA2),

A ((zANy) =) =z

Los dos lemas siguientes prueban que la definicién de algebra de Heyting
como reticulo con primer elemento en donde para cada x, y existe el maximo
del conjunto de los z tales que x A z < y (ver Definicién dada en el
Capitulo 2) es equivalente a la Definicién [4.1.1]

Lema 4.1.3. Sea (H,A,V,—,0,1) tal que el reducto (H,A,V,0,1) es un
reticulo distributivo acotado en el que se verifican H2, H3, H4. Entonces la
operacion — satisface que x Ny < z si y solo siy < x — z.

Demostracion. Sea x Ay < z. Luego, (x Ay) A z = z A y. Por H4 tenemos
que

r— (zAy)=z— ((xAy)Az)
=(x—=(xAy)) N(z— 2).
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De alli obtenemos que z — (z Ay) <z — z.

Ademas, por H2, H4 y por ser 1 el iltimo elemento vale que x — (zAy) =
xr — y. Por ende, v — y < x — 2. En virtud de H3 tenemos que y < x — v,
por lo cual y < x — z.

Reciprocamente, sea y < x — z. Luego t Ay < z A (z — z) y por H3,
zA(z—=z2)=cANz<z. O

Lema 4.1.4. En toda dlgebra de Heyting valen las siguientes propiedades de
monotonia:

(M1) six <y entonces z — x < z =y,
(M2) six <y entoncesy — z < x — z.

Demostracion. Supongamos que z < y. Para probar (M1) basta ver que
2N\ (z = x) < y. Pero esto es verdad, dado que por H3 se tiene que z A (z —
r) =z Az <z < y. Andlogamente se prueba (M2). O

Lema 4.1.5. Sea (H, A\, V,0) un reticulo en el cual eziste la operacion binaria
— que verifica Ay <z siysolosi y<x— z. Entonces,
(H,\,V,—,0,1) es un dlgebra en la cual valen H2, H3, H4.

Demostracion. Primero recordemos que necesariamente existe ultimo ele-
mento 1, ya que por ejemplo 0 — 0 es el maximo elemento de H. También
recordemos que (H, A, V,0,1) es un reticulo distributivo acotado.

A continuacién probaremos H3 y H4, dejando H2 como ejercicio.

Como z Ay < y, se tiene que y < x — y. Luego, Ay < z A (z — ).
Veamos la otra desigualdad. Como x — y < x — y, implica z A (x — y) < y.
Ademas, x A (z — y) < z. De estas tultimas desigualdades se deduce que
z A (x — y) <z Ay. Por ende hemos probado H3.

A continuacién probaremos H4. De y A z < y e y A z < z inferimos que
r— (YNz) <z —-yyzx — (yAz) <z — z Tomando infimos en las
desigualdades anteriores obtenemos que

r— (yNz) <(x—=y)A(r— 2).
Para probar la otra desigualdad basta probar que
zA((x—=y)N(r—2) <(yA=z),

lo cual se deduce usando dos veces H3.
Para probar que

(xVy) —z=(x—=2)A(y— 2)

se usa (M2) de |4.1.4} O
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Los lemas y justifican la Definicién 4.1.1]

Frecuentemente nos referiremos a un algebra de Heyting mencionando
solo su conjunto subyacente (ver [1.3.3)).

Ejemplos 4.1.6.

1. Todo reticulo distributivo finito puede ser dotado de una estructura de
algebra de Heyting.

En efecto, sea (L,V,A,0,1) un reticulo finito y sean a,b € L. Consi-
deremos el conjunto Iy, = {c € L : aAc < b} = {c1,c,...,cn}
Este conjunto es no vacio porque contiene al 0. Definiendo t = \/ I, se
puede probar que t = a — b. En efecto,

aNt=aN(c;VeaV---Ve,)
=(aNc)V(aNc)V---V(aAcy)
<b.

Sin embargo, existen reticulos distributivos (infinitos) en los que no es
posible definir la operacién —. En efecto, tomemos el reticulo (N, <)
definido en 3. del Ejemplo del Capitulo 2. Este reticulo es distri-
butivo y acotado. Para el elemento 2 y el 1 (1 es el minimo del reticulo)
veamos que no existe 2 — 1. En efecto, se tiene que

{z:2N2=<1}={z: MCD(2,2) =1}

={z: z impar}.
Claramente este conjunto no tiene maximo.

2. Toda algebra de Boole puede ser dotada de una estructura de algebra
de Heyting, siendo x — y =7 V y.

3. Un conjunto totalmente ordenado puede ser dotado de una estructura
de algebra de Heyting.

Sea (P, <) un conjunto totalmente ordenado. En el Capitulo 2 vimos
que existen supremo e infimo para cada par de elementos. Podemos
ademads definir una implicacién de la siguiente manera:

1 sip<gq
p%QZ{ .
q siq<p.

Veamos que se cumple r Ap < ¢gsiysolosir <p—q.
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= SearAp<gq.Sip<gentoncesr <1=p— q.Sip>q, entonces
r Ap =1 < g (caso contrario seria r Ap = p < ¢, lo cual es un
absurdo). Es decir, r < p — g.

<= Sea r < p — q. Debemos probar que r A p < ¢. Supongamos que
p<gq. Sir<pentoncesr < p<qg=p— q. Sir > pentonces
q > p = r/Ap. Supongamos ahora que p > ¢q. Comor <p —q<p
tenemos que r < p. Por lo tanto, pAr =1 <gq.

4. Ya hemos mencionado en el Capitulo 2 que los abiertos de un espacio
topoldgico sobre un conjunto X, con las operaciones U, N forman un
reticulo distributivo acotado, siendo @) el primer elemento y X el ultimo.
También observamos que no constituyen un algebra de Boole, ya que
el complemento de un abierto no tiene por qué ser abierto. Pero los
abiertos de X si forman un algebra de Heyting. Nos falta definir la
implicacién.

Sea (X,7) un espacio topolégicoﬂ Dado un subconjunto Y de X, el
interior de Y, denotado Y, es el mayor abierto contenido en Y. Se
caracteriza por la siguiente condicién:

x € Y?siysolosiY contiene un abierto que contiene a x.

De esta caracterizacion surge que

(1) Y°CY,
(2) siun conjunto Y es abierto entonces Y = Y°,
(3) siY C Z entonces Y° C Z°.

En forma dual, la clausura de un conjunto Y, denotada Y, se define
por:

z €Y siy solo si para todo abierto U que contiene a z, UNY # .

Se puede mostrar que
(4) Ye = (Y°), siendo A° = X — A (el complemento de A en X).
De esta manera, dados dos abiertos A y B de 7 definimos

A— B=(A°UB),

Probaremos que para todo abierto D se cumple que

TLas nociones topolégicas que usaremos pueden consultarse, por ejemplo, en [83].
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DNACB siysolosi DCA—B

— Sea DN A C B. Entonces,
A°U(DNA) C A°U B, de donde
A°UD C A°U B.
Luego: D C A°UD C A°UB.
Por la propiedad (3) del interior: D° C (AU B)°.
Entonces, por (2): D =D° C (A°UB)°=A — B.
< Sea D C A — B.
Luego, como (A°UB)° C A°UB (por la propiedad (1) del interior),
se tiene que
ANDCAN(A°UB)=ANBCB.

Hemos probado entonces que (7,U, N, —, 0, X) es un édlgebra de Hey-
ting.

Sea (P, <) un conjunto ordenado. Hemos visto en el Capitulo 2 que
(P, U, N, 0, P) es un reticulo acotado, siendo

Pt ={Q: Q C P, Q creciente}.

Veamos que este es, en realidad, un caso particular del anterior (ver
Ejemplos del Capitulo 2). Podemos considerar a los conjuntos
crecientes como los abiertos de una topologia sobre P. Esto es correcto:
() y P son crecientes, interseccién finita y unién cualquiera de crecientes
es creciente.

Debemos calcular entonces (R°U S)°.

Para lograr este fin, calculemos primero la clausura de un conjunto
cualquiera D. Queremos probar que D = (D], siendo (D] ={z:2 <t
para cierto ¢t € D} (ver 2.1.5] Ejemplo 7).

En efecto, € D si y solo si todo creciente U que contiene a z tiene
interseccién no vacia con D. Eso equivale a decir que [x) tiene intersec-
cién no vacia con D. Esto significa que existird un y > x tal que y € D,
lo que es equivalente a decir que x € (D], como querfamos probar.

Usando esto y la propiedad (4) del interior tenemos que:
(R°US)° = ((RFUS)) = ((R°US)° = (RN S°°.

Por lo tanto, hemos probado que (P, U, N, —, ), P) es un dlgebra
de Heyting, siendo R — S = (RN S°)°.
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Propiedades

Veremos ahora algunas propiedades de las dlgebras de Heyting que nece-
sitaremos mas adelante. Denotaremos como x* al pseudocomplemento de z,
que es ¢ — 0. Para las demostraciones usaremos indistintamente las definicio-
nes equivalentes que hemos dado para las dlgebras de Heyting. En particular,
recordemos la siguiente propiedad del pseudocomplemento: x Ay = 0 si y solo
six <y

Lema 4.1.7. Sea (H,A\,V,—,0,1) un dlgebra de Heyting. Se verifican las
siguientes propiedades para toda terna x,y, z de elementos de H :

Demostracion.

(a) Six <y entonces: x A1 =1z <y, luego 1 es el méximo de los z tales
que z A z < y, es decir, + — y = 1. Reciprocamente, sea z — y = 1.
Como 1 < x — y tenemos que x < y.

(b) La desigualdad (x Ay) — z <  — (y — z) equivale a probar que
(xAy)A((zAy) — 2) < z, 1o cual es verdadero. La reciproca se prueba
similarmente.

(¢) Es consecuencia de H4.

(d) Lo que se pide es equivalente a y* A (z — y) < x*, que a su vez
es equivalente a x A (y* A (x — y)) = 0. Asociando y conmutando:
Az —=y)) ANy =@ Ay ANy =xzA(yANy")=xAN0=0.

(e) Probemos en primer lugar las siguientes desigualdades:
zAly—z)<(xAy) = (xAz) (4.1)
zA((zAy) = (xNhz2)<y— =z (4.2)

Para probar (4.1)) basta ver que (z Ay) A (z A (y — 2)) < z A z. Esto
se cumple porque el primer miembro es x A y A z. Andlogamente, para
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probar (4.2)) basta probar que y A (z A ((x Ay) = (xA2))) < 2, lo cual
también se cumple.

Tomando infimo con = en ambos miembros de (4.1) y (4.2) entonces
obtenemos las dos desigualdades que prueban la igualdad buscada. [

Lema 4.1.8. Sea (H,A\,V,—,0,1) un dlgebra de Heyling. Se verifican las
siguientes propiedades para todo x ey de H:

Demostracion.

()
(b)
(c)

(d)

(e)

(f)

Se deja como ejercicio.
También se deja como ejercicio.

Como x Ay < z** Ay, 2 ANy =0 implica x A y = 0. Reciprocamente,
sea x Ay = 0. Eso implica y < 2* = 2*™* por (b). Luego, z** Ay = 0.

En primer lugar, por la propiedad de monotonia (M2), como zAy < x,y
se tiene z*, y* < (z A y)*, de donde (z A y)™* < z**,y** y por lo tanto

A continuacién probaremos la otra desigualdad, es decir, que x** Ay** <
(xAy)**. Basta ver que x™* Ay™*A(xAy)* = 0. Por (c), esto es equivalente
ar Ay A(zAy)* =0, que a su vez es equivalente a t Ay A (zAy)* = 0.
Pero esto tltimo es cierto.

Por (c) del Lema[L.1.7 (z Vy)™ = (z* Ay*)* y (2™ Vy™)™ = (2 A
y**)*. Por (b) tenemos que (z**Ay™*)* = (z*Ay*)*. Luego, (zVy)** =

En primer lugar, y < z — y implica que (z — y)* < y*. Por (M1)
del Lema tenemos que z* = x — 0 < x — vy, lo que implica
(x = y)* < a*. Por ende, (z — y)* < y* Ax™.
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Por otra parte, usando dos veces la propiedad (e) del Lema m,

TTANY AN (= y) =AY A AY) = (Y AY))
=z Ay A((xAy") = 0)
=z Ay A (@ Ay") = (0AYY))
=" Ny"A(x —0)

=" ANy"Nx*

=0.

Por lo tanto
Yy AT < (v = y)T,

de donde y* A ™ = (v — y)*. O

Lema 4.1.9. Sea (H,A,V,—,0,1) un dlgebra de Heyting. Las siquientes
aserciones son equivalentes:

(a) (H,A,V,*,0,1) es un dalgebra de Boole,
(b) xVva*=1,
(¢) o™ =z,
(d) 2 —y=y*— 2",
(e) z—>y=z"Vy.
Demostracion.

(a)<=>(b) Por ser * pseudocomplemento vale que = A z* = 0. La condicién
(b) asegura que * es complemento en H.

(b)=(c) Por (a) del Lema|4.1.7, x < z**. Luego obtenemos que

2= Al
=a" N (z V)
= ("™ Nx)V (™ Nz")
=zVJ0

=X.
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Por (d) del Lema tenemos que
o Tt < oy
y usando la hipétesis (¢) tenemos que
Yoot <z oy,
La otra desigualdad sale de (f) del Lema [1.1.§

Probemos primero que (d) implica (b).
Sea z € H. Veamos que z — (2* V) = 1. Por (d) y por [£.1.7}(c):
z—=(x*Vr)=(z"Vr) =2
= (@ Nz") = 2"
=0—=z
= 1.
Luego 2z < z* V x para todo z. Tomando z = 1 obtenemos que
r*Vzx =1

Probemos ahora (e). Para esto debemos ver que z* Vy es el maxi-
mo z tal que z Ax <.

En primer lugar,
(x*Vy)Nex=(z"Nz)V (yAz)
=0V (yAx)
<y
Veamos ahora que es maximo. Se tiene:

zAx <y siysolosi z<z—y
siysolosi z <y* — x*
siysolosi zAy* <",

Usando esa ultima desigualdad y el hecho de que z Ay < y obte-
nemos tomando supremo en ambos miembros y distribuyendo:

2N (y*Vy) <z*Vy,
y como y* Vy = 1, deducimos que
z<z*Vy,

como queriamos demostrar.

e)=(b) Es consecuencia de H2. O
(e)=(b)
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4.2. Congruencias y homomorfismos

En esta secciéon vamos a estudiar las congruencias en algebras de Hey-
ting, es decir, aquellas relaciones de equivalencia que permiten definir una
estructura de algebra de Heyting en el correspondiente cociente.

Algunas de las demostraciones que vimos en el Capitulo 2 para algebras
de Boole seran las mismas en este caso. En particular, probaremos que existe
una biyeccién entre las congruencias y los filtros de un algebra de Heyting
dada.

Ya hemos definido filtro en un reticulo y filtro implicativo en un algebra
de Boole, tomando como implicacion: t -y =2V y =2z2"Vy.

Un filtro implicativo en un algebra de Heyting se define como en el caso
de las algebras de Boole, solo que tomamos como implicacién la regida por
las condiciones H1-H4.

Lema 4.2.1. Sean H un dlgebra de Heyting y ' C H. Entonces F' es un
filtro implicativo si y solo st F' es un filtro.

Demostracion. La demostracion es la misma que la hecha en el Lema [2.3.5]
Capitulo 2, para algebras de Boole. O

Analicemos ahora, dado un filtro, la condicién que, segtin veremos, define
una congruencia de algebras de Heyting.

Lema 4.2.2. Sea H un dlgebra de Heyting, F un filtro de H. Las siquientes
condiciones son equivalentes:

(a) FEziste f € F tal quex N f =y A f,

(b) z >yeF,y—>xeF,

(¢) (x—=y)AN(y—x)€F.
Demostracion.

(a)=(b) Supongamos que x A f = y A f. Luego, x A f < y y por ende
f <z — y, de donde se sigue que x — y € F. Analogamente,
y—z€F.

(b)==-(c) Vale por ser F filtro.
(c)=(a) Sea f = (x — y) A (y — ). Tenemos que
sA((z—=>yYNYy—2)=xAyA(y—x)
= NYy.

Anélogamente y A ((xr — y) A (y — z)) = x Ay. Es decir, x A f =
yAf. ]
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Observacion 4.2.3. Segun lo visto en las nociones de Algebra Universal del
Capitulo 1, una congruencia en un algebra de Heyting es una relacion de
equivalencia R que verifica las siguientes condiciones:

(Inf) SizRy y uRv entonces (z A u)R(y Av),
(Sup) SizRy y uRv entonces (z V u)R(y V v),

(Imp) SizRy y uRv entonces (x — u)R(y — v).

A diferencia de lo que sucede con las algebras de Boole, en un algebra
de Heyting si puede haber congruencias de reticulo que no sean de Heyting
(que no cumplan Imp). El siguiente es un ejemplo sencillo de esa situacién.

Sea (K,V,A,—,0,1) donde K = {0,a, 1}, la cadena de tres elementos
con la implicacién definida como en el tercero de los Ejemplos [4.1.6] Sea
P = {{0,a},{1}} una particién, la cual determina una congruencia R de
reticulo. Sin embargo, no cumple Imp. En efecto, se tiene aRa y 0Ra pero
a — 0 = 0 no esta relacionado con a — a = 1.

Hemos visto en del Capitulo 2 que la condicién (a) del Lema
define una congruencia de reticulos y que F' = |1|. Veamos que dicha con-
gruencia de reticulos es también una congruencia de algebras de Heyting.

Teorema 4.2.4. Sea F' un filtro en un dlgebra de Heyting H. Sea =g la
siguiente relacion binaria definida en H:
x =gy sty solo si eviste f € F tal que x N f =y A f.
La relacion =p es una congruencia. Mds ain, F = |1].
Demostracion. Solo debemos probar Imp. Para ello usaremos H3 de la De-
finicién [4.1.1l Sean z,y,u,v € H tales que xRy, uRv. Entonces, existen
fif € Ftalesquex A f=yAf,uNf =vAf. Observemos que fAf' € F.
Veamos que
(@ = u) A(fAS) == 0) A AS).
Probar que (x — u) A (f A f') <y — v equivale a ver que
(x s u)ANyAfAF <o
Notemos que
(= uWAYANfAf =@—=u)AzANfAS

SuAfAf

SoANfAS

<.
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Por ende, (x — u) A (f A f') <y — v, por lo cual

(@ = u) AN(fAS) <=0 A AL

La otra desigualdad sale automaticamente, por la simetria del razonamiento.
]

Con esto hemos probado que a cada filtro le corresponde una congruencia
con respecto a la cual ese filtro es justamente la clase del 1. Veamos, recipro-
camente, que dada una congruencia, si tomamos la clase del 1 obtenemos un
filtro y la congruencia es justamente la asociada a él.

Teorema 4.2.5. Sea R una congruencia de un dlgebra de Heyting H. Luego
|1| es un filtro y R es la relacion asociada a ese filtro. Es decir, xRy si y solo
si existe f € |1| tal que x A f =y A f, lo que equivale a afirmar que R ==y.

Demostracion. Para demostrar que |1]| es un filtro se procede como en el
Teorema [2.3.13| para el caso de algebras de Boole.

Supongamos ahora que xRy. Como yRy v R es congruencia de Heyting,
(x = y)R(y — y), o sea, (r — y)R1. Andlogamente (y — z)R1, o sea que
z —y € |1], y = x € |1]. Por el Lema [£.2.2 se tiene que existe f € |1] tal
que A f =y A f, osea, x = y. Reciprocamente, si existe f € |1| tal que
x AN f=yANf, porser fRl y xRx tenemos que (f A x)R(1 A z), de donde
(f AN y)Rx. Anédlogamente podemos ver que (f A y)Ry, por lo que zRy. Es
decir, hemos probado que xRy siy solo si x =1| y, es decir que R ==;|. [

Basandonos en estos resultados, podemos generalizar lo demostrado para
las algebras de Boole en del Capitulo 2: dada un algebra de Heyting
existe una biyeccion entre las congruencias y los filtros.

Corolario 4.2.6. Sea H un dlgebra de Heyting. Sean Fil(H) el conjunto de
los filtros de H y Con(H) el conjunto de las congruencias de H. Eziste una
biyeccion entre Con(H) y Fil(H).

Demostracion. Se deja como ejercicio. [

Observacién 4.2.7. El Corolario del Capitulo 2, Seccién 3, muestra
que la congruencia de reticulo =, asociada a un filtro principal [a) se define
por: T =[,) y si y solo si x Aa = y Aa. Con la misma demostracion se prueba
que la congruencia de algebra de Heyting =, es la asociada al filtro principal
la). Abusaremos de notacién y escribiremos =, en lugar de =[,.

La congruencia principal R, generada por un par de elementos (a,b) es
la minima congruencia R tal que aRb (ver Capitulo 1, Ejemplos[1.3.17)).
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Lema 4.2.8. Sean a,b € H, H dlgebra de Heyting. La congruencia Ry, es la
asociada al filtro principal generado por el elemento (a — b) A (b — a), que
abreviaremos a <> b.

Demostracidn. Por la observacién [£.2.7], la congruencia =,.,, se define por:
T =q0p Y siysolosizA(a b)) =yA (a4 b). Veamos que ella coincide
con Ry, para lo cual debemos probar que a =, b y que es la minima
congruencia que contiene al par (a,b).

En primer lugar,

aN(a<>b)=aNb=bA (a<+b).

Por lo tanto, a =, b.

En segundo lugar, sea R una congruencia tal que aRb. Por lo tanto, se
puede probar (ejercicio) que 1R(a <> b). Sean z,y tales que & =, Y, 0 sea,
A (a <> b) =yA(a < b). Como zRx y 1R(a <> b) entonces zR(x A (a > b)),
de donde zR(y A (a <> b)). Andlogamente podemos obtener yR(y A (a <> b)).
Pero entonces, x Ry. Luego, =,.,; esta contenida en R, con lo cual probamos
que =, es la minima congruencia que contiene al par (a,b). O

Veamos ahora que también hay correspondencia entre filtros y homo-
morfismos suryectivos. En efecto, a cada filtro le corresponde la aplicacion
canonica al cociente por ese filtro y a cada homomorfismo A le corresponde

el filtro K=t ({1}).

Observacién 4.2.9. Sean H y K algebras de Heyting, v f : H — K una
funcién. Segtn lo visto en el Capitulo 1, diremos que f es un homomorfismo
de algebras de Heyting si se cumplen las siguientes condiciones para cada
x,y € H:

L flzAy) = f(@) A fy),
2. flaVvy)=flz)V f(y),
3. f(0) =0, f(1) =1,

4 flx—=y) = flz) = fy).
Si f es biyectiva entonces f se llamara isomorfismo de algebras de Heyting.

Teorema 4.2.10. Sea H un dlgebra de Heyting, F' un filtro de H, sea H/F
el conjunto de las clases de equivalencia determinadas por F. El dlgebra
(H/F .V, N\, —,|0],|1]) es un dlgebra de Heyting, siendo las operaciones de-
finidas por: |x| o |y| = |z o y|, donde o simboliza las operaciones V, N\, —
respectivamente.

La aplicacion candnica al cociente pr : H — H/F, definida por pp(z) =
|z|, es un homomorfismo suryectivo de dlgebras de Heyting.
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Demostracion. Se desprende del resultado general [1.3.19| dado en el Capitu-
lo 1. O

Si I es un filtro de un algebra de Heyting H sabemos que =p es su
congruencia asociada. Muchas veces se escribe H/F en lugar del cociente
de H por =p. La congruencia R, del Lema que sigue fue mencionada en el

Capitulo 1, [1.3.20]

Lema 4.2.11. Si h: H — K es un homomorfismo de dlgebras de Heyting
entonces el subconjunto h='({1}) de H es un filtro, y su congruencia asociada
es Ry,.

Demostracion. Se demuestra de la misma manera que el Lema [2.3.17] del
Capitulo 2. O

Teorema 4.2.12. Sea h : H — K un homomorfismo suryectivo de dlgebras
de Heyting. Entonces el cociente H/h='({1}) es isomorfo a K.

Demostracion. Sale del Teorema [1.3.20] del Capitulo 1, teniendo en cuenta
que la clase del 1 por la relacién Ry, es h=1({1}). O

Seap: H — H/h™'({1}) la aplicacién candnica al cociente. El isomorfis-
mo f: H/h™'({1}) — K del Teorema|.2.12|est4 definido por f(|z|) = h(z)

y es el que hace conmutar el siguiente diagrama:

| 7

H/h=({1})

4.3. Teorema algebraico de la deduccion

En el Capitulo 2 vimos el teorema algebraico de la deduccién para édlge-
bras de Boole, a partir de la expresiéon del filtro generado por un conjunto.
Demostraremos ahora que vale de la misma manera para las dlgebras de Hey-
ting. Posteriormente aplicaremos este resultado para demostrar el teorema
logico de la deduccién para el calculo intuicionista.

Sea H un élgebra de Heyting. Hemos visto en el Lema del Capitulo 2
la demostracién de que el filtro generado por un conjunto X # () tiene la
forma

F(X)={2z€ H:z>x ANxa A--- Az, para ciertos x,Zs,...T, € X}.
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Asimismo, para un elemento xr € H:
F(XU{z})={z€ H: z > x1Axs/\- - -Ax,A\x para ciertos xj,xs,...,r, € X}.

Si X = () tenemos que F(0) = {1} y que F(X U {z}) = [z).
Algunas demostraciones que hemos hecho valen también en el contexto
de algebras de Heyting dado que se usaron solo propiedades de reticulos.

Teorema 4.3.1 (Teorema algebraico de la deduccién). Sea H un dlgebra de
Heyting. Sean x,y € H y X C H. Luego

y € F(XU{z}) siysolosiz—ye F(X).

Demostracion. El caso X = () es inmediato, por lo cual supondremos que
X # ). Notemos que y € F(X U{xz}) si y solo si existen 1, za,...,z, € X
tales que y > x1 A xo A --- A x, A x. Esto ultimo es equivalente a que x —
y>x1 ANxog N+ Ax,, por la propiedad que caracteriza la implicacion. Pero
esto significa que x — y € F(X). O

4.4. Teorema algebraico de Glivenko

En esta seccion veremos un resultado que vincula las dlgebras de Heyting
con las de Boole y que tiene su correlato 16gico. Veremos posteriormente, en
efecto, que este teorema es como un “puente” que permite pasar de férmu-
las del céalculo intuicionista a formulas del célculo clasico. En primer lugar,
necesitamos algunas definiciones, motivadas por el ejemplo del algebra de
Heyting de los abiertos de un espacio topoldgico.

Si (X, T) ‘es un espacio topoldgico, un subconjunto abierto Y de X se
dice denso si Y = X y regular si (Y)° =Y. Se tiene

Y=Y 0= (Y Uup’= ()= (),
de donde B B
Y= (((YV)))” = ()"
Luego Y es denso si Y* = e Y es regular si Y** =Y.

Definicién 4.4.1. Sea H un algebra de Heyting, x € H. Diremos que z es
denso si x* = 0y reqular si ™ = x. Denotaremos con De(H) (respecti-
vamente Reg(H)) a los elementos densos (respectivamente regulares) de H.
Observemos que 1 es denso, y que 0 y 1 son regulares.
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Lema 4.4.2. Sea H un dlgebra de Heyting y x € H.

(a) El elemento x V x* es denso,

(b) Un elemento x es reqular si y solo si existe y € H tal que x = y*.
Demostracion. Se deja como ejercicio. ]
Lema 4.4.3. El conjunto De(H) es un filtro de H.

Demostracion. Para todo x vale que 1 — x = x, por lo cual 1* = 0. Es decir,
1 € De(H).

Probaremos ahora que De(H) es creciente. Sea « € De(H) tal que y > x,
por lo cual y* < z*. Por ende, y € De(H).

Sean z,y € De(H) y veamos que = Ay € De(H). Se tiene:

AZ)AN(@AY)" =0=yA(xA(xAy)),

de donde
zA(xzAy) <y =0.

Esto a su vez implica que
(xANy)" <z*=0.
Por lo tanto, (x A y)* =0, es decir, x Ay € De(H). O

Teorema 4.4.4 (Teorema de Glivenko). Sean H un dlgebra de Heyting y
rg : H — Reg(H) la aplicacion definida por ry(x) = x**. Definimos en
Reg(H) las siguientes operaciones:

ko

zV,y:=(zVy)
TN\ Y =T NY

T .=z

Entonces, (Reg(H),V,, Ar,=,0,1) es un dlgebra de Boole. Ademds, ry es un
homomorfismo suryectivo de dlgebras de Heyting y se verifica que H/De(H)
es isomorfo a Reg(H).

Demostracion. Por el Lema tenemos que ry esta bien definida porque
2™ es un elemento regular. Ademas ry es suryectiva porque todo elemento
regular es de la forma x**.

Veremos a continuacion que las operaciones definen una estructura de

algebra de Boole en Reg(H).
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Tenemos que probar que x V, y es el minimo regular mayor o igual que
los elementos z e y. Por (a) del Lema tenemos que

r,y<zVy<(zVy*

Sea w tal que w = w** (es decir, regular) y es cota superior de z e y. Como
w > xVy, se tiene que w = w** > (x Vy)*™. Luego, x V, y es la minima cota
superior.

El hecho de que el infimo de dos elementos regulares es un elemento
regular es una consecuencia de (d) del Lema [4.1.8|

Como 0,1 son regulares, hemos probado que (Reg(H), V., A, 0,1) es un
reticulo acotado. Veamos que ry es homomorfismo con respecto a esa estruc-
tura.

En efecto, ry(0) =0, ry(1) = 1. Ademds, por (e) del Lema [4.1.8}

(zV )

( *)**

= (ru(z )WH(y))**
= ru(x) Ve ra(y).

Con respecto al infimo, por la propiedad (d) del lema citado:

rg(zVy) =

ra(z Ay) = (z Ay)™
=rg(z) Ar e (Y),

probando entonces que rg respeta las operaciones V,, A, 0 y 1.

Como rg es suryectiva, por la distributividad de las operaciones en H
se tiene que las operaciones en Reg(H) también distribuyen (probar como
ejercicio).

Resta probar que el pseudocomplemento actiia como complemento sobre
los regulares, para lo cual solo hay que ver que si x es un elemento regular
entonces x V, x* = 1, es decir, (z V 2*)™ = 1. Esto se deduce de (a) del
Lema [£.4.2]

Hasta aqui hemos probado que (Reg(H), V,, A.,*,0,1) es un algebra de
Boole. Luego, es un algebra de Heyting con la implicacién definida por

rT—=ry=x"V,y=(x*Vy)™

Probaremos ahora que 7y es homomorfismo de dlgebras de Heyting, para
lo cual solo falta ver que

ru(x —y) =ry(x) =, ru(y).
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Primero notemos que por (f) del Lema tenemos que
rg(z —y)=(x —=y)™ = (™ ANy")". (4.3)

Por otro lado, usando la definicién de implicacién en Reg(H ) obtenemos
que

ra(e) = ru(y) = =0y

Luego, por (b) del Lema y por (c) del Lema [4.1.7] tenemos que
(@ V ™)™ = (" V ™) = (@ A ye). (4.4)
En virtud de y (4.4) inferimos que
ra(x = y) =ru(x) = ruy).

Definimos el homomorfismo f : H/De(H) — Reg(H) como f(|z|) =
ry(z). En otras palabras, el homomorfismo f hace conmutar el siguiente
diagrama:

H . Reg(H)

|

H/De(H)

Veremos finalmente que f es un isomorfismo. Por el Teorema [4.2.12| de
la Seccién 2 basta probar que 7' ({1}) = De(H). Esta igualdad es cierta ya
que en efecto tenemos que

rg(r) =1 siysolosi ™ =1
siysolosi 2" =0

siy solo si x es denso. ]
4.5. Teoremas de representacién

., Qué es un teorema de representacion?

En este contexto, lo que resulta de un tal teorema es “representar” un
algebra de Heyting visualizandola a través de algtin ejemplo conocido. Se
trata de ver un algebra de Heyting como algo un poco menos abstracto, en
un marco mas accesible.
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Daremos dos teoremas de representacién. Ambos muestran a un algebra
de Heyting como un &lgebra de abiertos de cierto conjunto.

En el primer teorema, se la muestra como subalgebra de un algebra de
Heyting cuyos elementos son conjuntos crecientes de un conjunto ordenado
(ver Ejemplos al principio del capitulo). Dada un algebra de Heyting
H, el conjunto ordenado en cuestién serd el de los filtros primos de H y el
orden serd el de la inclusion entre ellos.

En el segundo, el resultado de Mc Kinsey y Tarski dice que toda algebra de
Heyting puede verse como un algebra de abiertos de un dlgebra de clausura.
Las élgebras de clausura aparecen como asociadas a la semantica de las ldgicas
modales, de las que hablamos en el Capitulo 3.

En el Capitulo 2 vimos, a partir del teorema de Birkhoff de representacion
de reticulos distributivos finitos, que toda dlgebra de Boole finita es isomorfa
a una de la forma P(X), para cierto conjunto X. También probamos el
teorema de Stone de representacion de algebras de Boole: toda édlgebra de
Boole es isomorfa a una subalgebra de una de esa forma. Este resultado
también puede deducirse del primer teorema de representacion de algebras
de Heyting que daremos a continuacién.

Observaciéon 4.5.1. Todo reticulo distributivo finito admite una implicacién
de Heyting y por lo tanto, una estructura de algebra de Heyting. Recipro-
camente, toda algebra de Heyting finita tiene un reducto que es un reticulo
distributivo finito. El teorema de Birkhoff de representacion de reticulos fi-
nitos que mencionamos recién también vale para algebras de Heyting finitas,
pues se prueba que la aplicacién o definida en el teorema de Birkhoff preserva
—.

El teorema de representacion que veremos ahora puede considerarse una
generalizacion de este. En efecto, un reticulo distributivo finito es “generado
por primos” en el sentido de que cada uno de sus elementos es supremo de
elementos primos (los que son menores o iguales que él).

Definicién 4.5.2. Un reticulo L en el que existen A X y \/ X para cualquier
subconjunto X de L (finito o no) se llama completo.
Sea L un reticulo completo. Un elemento x # 0 es completamente primo o
c-primo si \/,c; v; > (I finito o infinito) implica que existe i tal que z; > .
Un reticulo completo se llama generado por primos o abreviadamente pg
si cada elemento es supremo de c-primos.

Puede probarse (ejercicio) que los elementos de la forma [p) = {q € P :
p < ¢} son c-primos en todo reticulo cuyo universo es de la forma P+,

Luego Pt es pg, yaque,siU € PT, U = U,erlp) (la igualdad se demues-
tra como en [2.5.4)).
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La reciproca también es cierta, es decir, si un reticulo es pg entonces es
isomorfo a uno de la forma P*. En particular, el reticulo tiene estructura de
algebra de Heyting.

Lo que vamos a demostrar es que toda algebra de Heyting puede “mirarse”
dentro de una cuyo reticulo subyacente es pg.

Previamente se enuncia el siguiente lema, cuya demostracion se propone
cOomo ejercicio.

Lema 4.5.3. Un homomorfismo de dlgebras de Heyting f : H — K es
inyectivo si y solo si f~1({1}) = {1}.

Teorema 4.5.4. Dada un dlgebra de Heyting H, sea (H*,C) el conjunto
ordenado en donde H* se define como el conjunto de filtros primos de H.
Sea (H*)t = {C : C C H*, C creciente}, y definimos la aplicacion ey :
H — (H*)™ como

eg(x)={F: FeH" xe€F}.
Entonces, eg es un homomorfismo inyectivo de dlgebras de Heyting.

Demostracion. En primer lugar, como F' C G, x € F implica x € G, se ve
que ep(x) es efectivamente un conjunto creciente de filtros primos.

Veamos que ey preserva las operaciones de algebra de Heyting.

Por la condicién de ser F filtro: F' € ey(x Ay) siy solosiz Ay € F
siiz € F,y € Fsiysolosi F € eg(x), F € ey(y). Luego, eg(x Ny) =
en(x) Nen(y).

Por ser F filtro primo: F € eg(z Vy)sizcVy € Fsiix € Foy € F sii
Feey(x)o F €epy(y). Entonces: eg(x Vy) =eg(z)Uen(y).

Veamos: eg(r — y) = eg(r) = ey(x).

Recordemos que la implicacién en (H*)T es X —= Y = (X NY*]

Sea F € eg(r — y), osea, v —y € F.

Debemos ver que F' € (eg(z) Nen(y)9]¢, es decir: F ¢ (eq(x) Nen(y)°].
Esto significa demostrar que no existe un filtro primo G tal que FF C G y
x € G,y ¢ G. Supongamos que existe un filtro primo G tal que F' C G y
xr € G. Comox -y € F,GDF, tendriamos x € G, x — y € G lo que
implica y € GG, absurdo.

Reciprocamente, sea F' € (ey(z) N eg(y)¢|°. Probemos, por la contra-
reciproca, que F' € eg(x — y), o sea, que x — y € F.

Supongamos que * — y ¢ Fy consideremos el filtro F’ generado por

F U {z}. Por el Corolario del Capitulo 2,

F'={z:2>xzNf, feF}
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Entonces, F’ cumple las tres condiciones siguientes: F O F, x € F', y ¢ F'.
En efecto, veamos esto ultimo por el absurdo; si fuera y € F’, entonces
existiria f € F tal que y > x A f. Luego, seria f < x — y y tendriamos
r — y € F, contra lo supuesto.

El filtro F’ no es necesariamente primo, pero por un corolario del TFP
(teorema del filtro primo), como y ¢ F’, existe un filtro primo G tal que
GO F yy¢G. Luego, x € G (pues z € F'), G O F, y ¢ G. Entonces,
F ¢ (eg(z) Nen(y)]°. Hemos probado entonces que

(em(z) Nen(y)) Cen(r = y).

Como todo filtro primo es propio, 0 ¢ F para todo F primo. Es decir,
en(0) = 0. Ademds 1 € F para todo F primo, luego ey (1) = H*.

Para probar que ey es un homomorfismo inyectivo basta probar, por el
Lema [1.5.3] que ez ({H*}) = {1}.

Sea x tal que ey (z) = {1} = H*, es decir, tal que = € F para todo filtro
primo F. Si x # 1, entonces, por el teorema del filtro primo, existirfa un
filtro G tal que = ¢ G, 1 € G, absurdo. ]

Como dijimos, podemos deducir de este resultado el teorema de represen-
tacion de las dlgebras de Boole que vimos en el Capitulo 2:

Teorema 4.5.5 (Teorema de Stone). Sea B un dlgebra de Boole. Existe un
conjunto X tal que B es isomorfa a una subdlgebra del dlgebra de Boole

PX).

Demostracion. Sea X el conjunto B* de todos los filtros primos de B. Como
cada filtro primo F' es maximal, F' € B* es incomparable con todos los otros
elementos de B*. Luego, los crecientes de B* son todas las partes de B*, es
decir, (B*)* = P(B*). Luego, B es isomorfa a una subdlgebra de P(B*). El
isomorfismo es e, considerado de B en la subélgebra eg(B) de P(B*). O

Veremos en seguida un corolario de este teorema, que es, en realidad, otra
forma de presentar el teorema. Pero antes debemos probar el siguiente lema,
que generaliza lo visto en el Ejercicio [14] del Capitulo 2.

Lema 4.5.6. Dado un conjunto S # (), el dlgebra de Boole cuyo universo es
P(S), con las operaciones habituales, es isomorfa al dlgebra de Boole producto
25,

Demostracion. Sean h : P(S) — 2% y k : 29 — P(S) definidas, para
T CS,ue s, por: h(T) = (h(T)y)ues, siendo

1 si T
= {1 e
0 siu¢T
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k((as)ses) ={s €S :as =1}
Veamos que k es la inversa de h.
Se tiene

E(h(T))={se S:h(T), =1}
={seS:seT}=T.

Por otra parte, h(k((as)ses)) = h({s € S : a; = 1}), por lo que

BO((02)ees))u = {1 siue{seS:a, =1}

0 siu¢{seS:a, =1},
lo que significa que

1 sia,=1

0 sia,=0.

h(k((as)ses))u = {

Luego,
h(k((as)ses))u = (a’s)sES-

Probaremos ahora que h es un homomorfismo.
Es sencillo ver que para todo u h((), = 0 y que h(S), = 1 para todo w.
Veamos, componente a componente, que h(T'UU) = h(T)V h(U). En efecto,
hM(TUU),=1 siysolosi ueTUU
siysolosi uelT o uelU
siysolosi A(T),=1 o h(U),=1
siy solosi h(T), V h(U), = (h(T)V h(U)), =1

Analogamente h(7TNU) = h(T)NR(U). Por dltimo, veamos que h(7°) = h(T).

h(T), =1 siysolosi ueT*
siysolosi u¢T.

Por otra parte:

hT),=1 siysolosi h(T),=0

siysolosi u¢T. O

u

Observacién 4.5.7. La funcién h del Lema 4.5.6|es la que lleva un subcon-
junto T en la funcién caracteristica de T', generalmente denotada yr (ver la
Seccién 1 del Capitulo 1).

Si S =10, P(S) es un conjunto unitario que podemos pensar isomorfo al
algebra de Boole trivial.
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Corolario 4.5.8. Toda algebra de Boole B es isomorfa a una subdlgebra del
producto A', donde A =2, I = B*.

Demostracion. El isomorfismo f se obtiene componiendo eg con h, como

muestra el diagrama.
| ™
en

P(B*) 25

Es decir que f : B — f(B) C 2P estd dada por la asignacién f(x) =
(ap)pep+, siendo ap = 1 si y solo si z € P. O

Hemos visto que los abiertos de un espacio topolégico (X,7) forman,
con operaciones adecuadas, un algebra de Heyting (ver Ejemplos de la
Seccién 2). Los abiertos son partes del conjunto X. Las partes de un conjunto
forman un algebra de Boole a la cual le podemos agregar un operador de
clausura, del cual ya vimos alli algunas propiedades.

Veremos ahora un segundo teorema de representaciéon que muestra que
toda algebra de Heyting es isomorfa al dlgebra de abiertos de un algebra de
clausura.

Definicién 4.5.9. Un dlgebra de clausura (B, cl) es un élgebra de Boole
B = (B,V,A,,0,1) munida de un operador ¢/ : B — B que cumple las
siguientes condiciones:

1) z <cl(z).

2) x <y implica cl(z) < cl(y).

Un elemento = € B es cerrado si cl(x) = x y abierto si su complemento
es cerrado: cl(T) = Z. El interior x° de un elemento x se define como z° =
(cl(T)). Luego, un elemento es abierto si coincide con su interior.

Como dijimos, el ejemplo motivador de un algebra de clausura esta dado
a partir de un espacio topolégico (X, 7), donde el dlgebra de Boole es P(X)
y la clausura es la dada por la topologia. Es decir, si Y C X entonces

t € cl(Y) siy solo si para todo abierto U tal que t € U vale que UNY # 0.
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Ejercicio: probar que cl verifica las condiciones 1), ..., 5).

Teorema 4.5.10. Sea (B, cl) un dlgebra de clausura, B° el conjunto de los
elementos abiertos de B. Entonces, (B°,V,\,—,0,1) es un_dlgebra de Hey-
ting, donde — se define por v — y = (cl(zx Ny)) = (T V y)o

Demostracion. En esta demostracion nos referiremos a las condiciones 1),. . . ,5)
de la clausura.

Veamos en primer lugar que las operaciones V y A estan bien definidas
en B°.

Sean z,y elementos de B, es decir, abiertos. Luego, T = cl(T), § = cl(¥).
Probaremos que

TATY = cl(TAT).
Por la condicién 2) tenemos que cl(Z Ay) < cl(Z) y (T ANY) < cl(y). Por
ende,
(@ Ny) < c(T) A cl(y).

Por otro lado, por la propiedad 1) tenemos que
(T Ay
1(Z) A cl(T)
TAT.

TAY

IA A
o o

Por esta razon hemos probado que
TAT=c(TAT).

Como T A7 es cerrado, resulta su complemento x V y abierto.
Por otra parte, usando la condicién 4) tenemos que

TVYy=cT)Vcly)
=c(T V7).

Luego, (T V) = x Ay es abierto.

Como cl(1) > 1 tenemos que cl(1) = 1. Por 5) tenemos que ¢/(0) = 0.
Por esto 0 y 1 son abiertos (y cerrados).

Finalmente veremos que la implicacién z — y cumple la condicién de ser
el maximo elemento z tal que z A z < y.

Debemos probar que z A (z — y) = x A (cl(z A 7)) < y, lo que es equiva-
lente a TV cl(x ANY) > 7.

2No confundir:  (complemento de z) con cl(z) (clausura de ).
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Por la condicién 1) tenemos que

—1A(ZVT)
=TV
>y

Ahora probaremos que si es z abierto tal que x A z < y, entonces z <
(cl(z Ng)) o, lo que es equivalente,

zZ>cl(z N7Y).

Notemos que z A z < y implica T V (z A z) < TV y. Operando con el
primer miembro y teniendo en cuenta que z < TV z, tenemos que z < TV y.

Por esto, z > (T Vy) = x A7, de donde se deduce que cl(Z) =2z > cl(x A7),
como queriamos demostrar. O

Teorema 4.5.11 (Mc Kinsey—Tarski). Toda dlgebra de Heyting es isomorfa
al dlgebra de abiertos de un dlgebra de clausura.

La demostracién de este teorema puede encontrarse, por ejemplo, en [2]
IX, 9].
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4.6. Ejercicios

1. Sea H un algebra de Heyting. Probar que H es un algebra de Boole si
y solosi {z € H:2* =0} = {1}.

2. Sean H un élgebra de Heyting y f : H — {0, 1} una funcién. Probar
que f71({1}) es un filtro maximal si y solo si f es un homomorfismo
de algebras de Heyting.

3. Sea L un reticulo distributivo acotado. Supongamos que para cada
r € L existe z* = méx{y € L : x Ay = 0}. Probar las siguientes
afirmaciones:

a) 0" =1, 1" =0,

b) < 2** y dar un ejemplo en donde x % z**,
) x <y implica y* < z*,

d) (zVy) =z" Ay,

o

e)x vVt < (m Ay)* y dar un ejemplo en donde z* V y* # (z Ay)*,

) x* =0 = y* implica (z A y)* =0,
h) (z Ay)™ =™ Ay™

i) (zAy) = (27 \/y)

) (@ Vy)™ = (™ Vy™)T

—

4. Bajo las mismas hipétesis que el Ejercicio |3 probar que las siguientes
condiciones son equivalentes:

a) H es un algebra de Boole.
b) x <y siy solosiy* < z*.
c) z™* =1siysolosiz=1.
d)z Ay = (2" Vy") =2 Ay™
5. Sean H un dlgebra de Heyting, 3 = {0,1,2} y f : H — 3 una funcién.
Definimos Fy = {x € H: f(x) > 1}y Fy ={x € H : f(x) = 2}. Probar

que f es un homomorfismo de algebras de Heyting si y solo si valen las
siguientes condiciones:

a) FQ g Fl-

b) F; es un filtro maximal.
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¢) Fy es un filtro primo.

d) Si z ¢ F entonces z* € F,.

e) Six,y € Fy — Fy entonces x — y € Fy.

Sea L un reticulo en el que para todo x € L existe el pseudocomple-
mento x*. Sea F' un filtro de L. Probar que, para xz,y € L, si x =p y

entonces ((z A y*) V (y Ax*))* € F. Mostrar un contraejemplo de que
la reciproca no es cierta.

Sea H un algebra de Heyting, R una congruencia de H. Probar que
x Rysiysolosi (z<4>y) R1,donde z <>y = (x — y) A (y — x).

(Lemal4.4.2)) Sea H un dlgebra de Heyting, x € H. Probar las siguientes
afirmaciones:

a) El elemento z V z* es denso.

b) Un elemento z es regular si y solo si existe y € H tal que = = y*.

(Lema [4.5.3) Probar que un homomorfismo de &lgebras de Heyting
f: H— K es inyectivo si y solo si f~1({1}) = {1}.

Probar que en toda algebra de Heyting H valen las siguientes afirma-
ciones:

a)tANz=yAzsiysolosiz <z y.

b)zA(x < y)=yA(x+y).

c¢) Dada una funcién f : H> — H, si f(z,y) Aa= f(x Aa,y Na) Na
para cada x,y,a,b € H entonces f(z,y) A\aANb= f(x Aa,y Ab) AaAb
para cada a,b,x,y € H. jVale esta propiedad en un reticulo?

d) Sea f : H> — H una funcién tal que f(z,y)Aa = f(xAa,yAa)Aa
para cada x,y,a,b € H. Probar que

fla,b) A (x> a) A(y <> b) = f(x,y) A (x <> a) A (y < b).
Sugerencia: usar (b) y (c).
Sea p, una relacién definida en el algebra de Heyting H por
rp,y siysolosi z <x<ry.

Probar que p, es una congruencia y determinar el filtro asociado a la
misma.

Sugerencia: usar el ejercicio anterior.
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12. Si consideramos “conjuncién elemental” de n variables a una expresién

de la forma z§' A --- A zF donde 29 = (2;)* y 2} = x;, probar que en

toda algebra de Heyting vale que

(v(k1,~..,kn)€{0,1}n (q:’fl A A xi?))** —1

Sugerencia: usar el Ejercicio[l|del Capitulo 2 y el Teorema de Glivenko.
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Capitulo 5

Calculo proposicional
intuicionista

Alrededor del ano 1900, Hilbert pretendia fundamentar la matematica en
un enorme sistema axiomatico de manera que cualquier “verdad matematica”
pudiera demostrarse mecanicamente aplicando reglas a partir de sus axiomas.
Sin embargo, como hemos mencionado en el Capitulo 1, ya Lovachevsky en
1826 habia logrado construir una teoria geométrica consistente (sin contra-
dicciones) y “no euclidiana”. Si algo que se crefa basico e inamovible como la
geometria de Euclides no tenia fundamento sélido, ;seria posible fundamen-
tar toda la matematica? Fue el inicio de una crisis, a la que contribuy6 mas
tarde la para entonces sorprendente teoria de conjuntos de Cantor con su
tratamiento novedoso del concepto de infinito y las paradojas, especialmente
la de Russell. La logica clésica empezaba a tambalear.

Hilbert proponia varias condiciones para su sistema axiomdtico: entre
otras, que fuera consistente y completo desde el punto de vista sintactico.
La consistencia de un sistema axiomatico significa que el mismo esté libre de
contradicciones, es decir, para toda proposicion p no puede ocurrir que p y
—p resulte un teorema. Que un sistema axiomatico resulte sintacticamente
completo significa que para cada proposicién p existe una demostracion de
p o de —=p. También resulta importante la cuestion de la decidibilidad: un
sistema axiomatico es decidible si para cada proposicion puede encontrarse
mecanicamente en un nimero finito de pasos la respuesta a la pregunta sobre
si existe o no una demostracién para ella. Esto puede hacerse en el calculo
proposicional clasico, que hemos visto, mediante las tablas de verdad, ya que
toda tautologia es un teorema. Aparecieron, sin embargo, problemas dentro
de la matematica que no son decidibles de esa manera: el llamado décimo
problema de Hilbert, por ejemplo (ver [57, 7.1]).

Posteriormente, en base a resultados que fueron apareciendo, quedd pro-

141
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bado que las condiciones propuestas por Hilbert eran inalcanzables. El teore-
ma de Godel, en ese sentido, fue uno de los que tuvieron mayor repercusion.
Afirma que cualquier sistema axiomatico que formalice de manera adecua-
da la aritmética es incompleto: existe una proposicion tal que ni ella ni su
negacion son demostrables. Surgieron también algunos sistemas 16gicos, co-
mo el de Lukasiewicz que veremos mas adelante, donde falta la consistencia.
Pero, de todos modos, Hilbert y otros contemporaneos hicieron un aporte
importante: estudiaron sistematicamente los fundamentos de la matemaética
e iniciaron el estudio de lo que después se llamé Ldgica matemdtica.

En realidad, Hilbert se referia a sistemas que axiomatizan féormulas “de
primer orden”, mas complejas que las tratadas en este libro, donde solo habla-
mos de proposiciones simples ligadas por conectivos (calculo proposicional).
Pero nos hemos extendido en este tema porque interesaba describir el con-
texto donde se desarrollaron las ideas de la ldgica intuicionista, objetivo de
este capitulo.

Uno de los axiomas basicos de la légica clasica es el principio del ter-
cero excluido: para toda proposicion p, vale p V —p. La légica intuicionista
se caracteriza por no aceptar el principio del tercero excluido y estar liga-
da al constructivismo. Dentro de la matematica, esto se manifiesta como la
corriente que solo acepta demostraciones de existencia constructivas. Para
los que siguen esta corriente, demostrar que algo existe significa mostrarlo,
exhibirlo, construirlo. ;En qué influye en esto el tercero excluido? Daremos
brevemente una explicacion.

Supongamos que queremos demostrar que existe un cierto z que cumple
una propiedad P. Un matemadtico podria suponer que tal x no existe (para
lo cual estarfa asumiendo que eziste o no existe) y llegar a un absurdo,
con lo cual consideraria demostrada la existencia de x que verifica P. Pero
esto no conformaria a un constructivista. Como en la demostracion se usa
esencialmente el principio del tercero excluido pV —p, debe rechazar entonces
este razonamiento.

Veamos un ejemplo simple de prueba de existencia donde la prueba no
construye el objeto que existe (prueba no constructiva).

Consideremos la siguiente afirmacion:

b

Existen a, b irracionales tales que a’ es racional.
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Primera prueba (no constructiva)]
Consideremos a = b = /2. Si \/?/g es racional, el problema esta resuelto.

. . V2
Caso contrario vamos a considerar a’ = v/2 yb = v/2. Entonces tenemos

que
(a)” = (

=
2.

SRS

Segunda prueba (constructiva):

Tomemos a = v/2 y b = log,9. Ambos ntimeros son irracionales. En
efecto, se conoce el hecho de que v/2 es irracional. Veamos que log, 9 también
lo es. Supongamos que b es de la forma m/n con m y n nimeros enteros.
De esto se deduce que 2™ = 9", esto implica que el primer miembro es par
y el segundo miembro es impar, lo cual es un absurdo. Es inmediato ver que
a’ = 3, que es un ntimero racional.

Son muy comunes las demostraciones matematicas en las que se prue-
ba que si cierto ente no existiera entonces se llegaria a un absurdo. Muchos
matematicos cuestionaron este tipo de demostraciones: Kronecker, Poincaré,
Borel, Lebesgue y especialmente Brouwer, que crea la corriente filosofica lla-
mada intuicionismo. En 1930, Heyting estudia la teoria de Brouwer desde
el punto de vista logico-matematico y da un sistema axiomatico para dicha
logica. En este capitulo estudiaremos al Calculo Proposicional Intuicionista,
abreviadamente, CPI.

5.1. Sistema formal

En el Capitulo 3 hemos mencionado tres sistemas formales para el CPC.
Vamos a mencionar ahora dos para el CPI, que se obtienen respectivamente
a partir de C y de Ly.

En el sistema C, el principio del tercero excluido figura como axioma
(XII). Suprimiendo ese axioma y manteniendo el lenguaje, los demds axio-
mas y la regla (MP) obtenemos un sistema formal para el CPI.

Utilizaremos en este capitulo el sistema, debido al propio Heyting, que
llamaremos LI. La unica diferencia de este sistema con el Ly es el ultimo
axioma: 7A — (A — B), que sustituye al =—A — A del sistema Ly.

'Dov Jarden, “A simple proof that a power of an irrational number to an irrational
exponent may be rational”, Curiosa No. 339 in Scripta Mathematica 19:229 (1953).
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Sistema LI
Lenguaje y reglas

Son los mismos que los del sistema Ly.

Axiomas

(LI1) A—» (B—A).

(LI2) A= B—-C)) > ((A—=-B) = (A—C)).
(LI3) (AAB) — A.

(LI4) (A A B) — B.

(LI5) A —» (B— (AAB)).

(LI6) A — (A vV B).

(LI7) B— (AVB).

(LI8) (A—-C)—= ((B—C)—= ((AVvB)—= Q).
(LI9) (A —B) — ((A — —-B) — -A).

(LI10) -A — (A — B).

Como dijimos, el axioma =—=A — A de L, ha sido sustituido por el axioma
-A — (A — B).

De =—=A — A puede deducirse =A — (A — B). En efecto, fue probado
que en el calculo proposicional clasico vale la regla

-A
A—B’

Luego, por el Teorema de la deduccién,

(R18)

F-A — (A — B).

Sin embargo, de =A — (A — B) no puede deducirse =—A — A en el CPIL.
Veremos esto semanticamente en la Seccién 4, Observacion [5.4.6,

Observacién 5.1.1. En relacién con lo que acabamos de senalar, podemos
ver que el CPC es una extensién del CPI (ver[L.4.7). En efecto, basta agregar
el axioma —=—A — A (o bien el principio del tercero excluido =A Vv A) al CPI
para obtener el CPC. Ademads es una extension propia, porque hay teoremas
del CPC (como =—A — A) que no son teoremas del CPI.
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En adelante nos referiremos, sin mencionarlo cada vez, solo a férmulas y
propiedades del sistema LI.

En lo que sigue utilizaremos las definiciones de deduccion, teorema, con-
secuencia, teoria, etc. dadas en el Capitulo 1.

Observaciéon 5.1.2. Las demostraciones del Capitulo 3 que no dependen del
ultimo axioma valen en este caso. Ya tenemos mucho “trabajo hecho”. Por
ejemplo, vale el teorema de la deduccién, que es tan 1til, puesto que depende
solo de los dos primeros axiomas del sistema formal.

Haremos ahora una lista de algunos resultados demostrados para el CPC
que siguen valiendo para el CPL.

Teorema 5.1.3. Sean A y B formulas cualesquiera, y sea I' un conjunto de
formulas. St A — B es consecuencia de T', entonces B es consecuencia del
conjunto I' U {A}.

Teorema 5.1.4 (Teorema de la deduccién). Sean A y B formulas cua-
lesquiera, y sea I' un conjunto de formulas. Si B es consecuencia de I' U {A}
entonces A — B es consecuencia de I

Las demostraciones de estos dos metateoremas son las mismas que las del
Capitulo 3.

Valen para el CPI las siguientes reglas:

(R1) 7o .

(R2) A—>(B:S)C, A—B |
(R3) 4B

(R1) 257

(R5) T,

(R6) 1o -

(R7) o5 .

(RS) A—C,B—C

(AVB)—=C -
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A—B,A—-B

C—A,C—B
C—(AAB) 7

A—B
(AANC)—(BAC)

A—B
(CAA)—(CAB)

(R11)

(R12)

(R12")

A—(B—C)
(AAB)—=C -

A
—|—|A !

A—B
-B—-A "

oA
A—B -

(R13)
(R14)
(R15)

(R18)

Excepto la regla (R18), las reglas listadas aqui se demuestran de la misma
manera que para el CPC. La regla (R18) se deduce del axioma (LI10).

5.2. Algebra de Lindenbaum

Como hemos mencionado anteriormente, si construimos a partir de las
férmulas del CPI el cociente por la misma relacién de equivalencia que para
el CPC obtendremos en este caso un algebra de Heyting, que sera llamada el
dalgebra de Lindenbaum del CPI. El cambio del dltimo axioma, que implica la
falta del principio del tercero excluido, hace la diferencia. En efecto, al pasar
al cociente obtendremos una operacién ()* (pseudocomplemento) que cumple
la condicién de “complemento” con respecto al infimo pero no al supremo.

Sea Lcopr el conjunto de féormulas del calculo proposicional intuicionista
axiomatizado segun el sistema LI. Los dos lemas siguientes se demuestran

de la misma manera que los andlogos Lema y Lema [3.2.2] parte (a) del
Capitulo 3.

Lema 5.2.1. Si A, B y C son formulas de Lopr entonces la siguiente formula
es un teorema:

(AVB)AC) = ((AANC)V (BACQ)).
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Lema 5.2.2. Sea A una formula de Lopr. Entonces tenemos que
F=(AA—-A)  (principio de no contradiccion).
Lema 5.2.3. Sea P la siguiente relacion en Lopr:
APB siysolosi HFA— B.

La relacion P es un preorden.

Demostracion. En el Ejemplo[2/del Capitulo 3 se prob6 que - A — A usando
solo los dos primeros axiomas. Luego, también deducimos A — A en el CPL.
Anélogamente, en el Ejemplo 4| del Capitulo 3 probamos que la férmula
A — C es consecuencia de T', siendo I' = {A — B,B — C}. De nuevo, la
prueba solo depende de los dos primeros axiomas, por lo que vale en el CPIL.
Luego, P es preorden en Lopy. O]

Lema 5.2.4. La relacion binaria = en Lopr dada por
A=B siysolosiAPB yBPA
es una relacion de equivalencia.

Lema 5.2.5. Sea Acp; = Leopr/ =. Sean X, Y € Acpr y sea <X la siguiente
relacion en Acpr: X Y siy solo si A < B para A € X yB €Y. Entonces,
=< esta bien definida y es un orden en Acpy.

Demostracion. Es consecuencia de la Observacién dada en el Capitu-
lo 1. ]

Lema 5.2.6.

(a) Sea A € Lopr. Entonces, = A si y solo si para toda clase |B| vale
que |B| =2 |A|. En particular, el conjunto de los teoremas forma una
clase de equivalencia que resulta ser el ultimo elemento de Acpr, al
cual llamaremos 1.

(b) Sea A € Lcopr. Entonces, = —A si y solo si para toda clase |B| vale
que |A| =2 |B|. En particular, el conjunto de férmulas cuya negacion es
un teorema forma una clase de equivalencia que resulta ser el primer
elemento de Acpr, al cual llamaremos 0.

Demostracion. La demostraciéon es la misma que la del Lema del Capitu-
lo 3. ]
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Con todos estos resultados, estamos en condiciones de demostrar el si-
guiente teorema.

Teorema 5.2.7. El conjunto ordenado (Acpr, X) es un reticulo acotado.

Demostracion. Se demuestra de la misma manera que se hace en el Teore-
ma del Capitulo 3 para el conjunto ordenado (Acpc, <). O

Vamos a denotar con el mismo simbolo a las operaciones respectivamente
de infimo, supremo e implicacién definidos en Acp; que a los conectivos A,
V y —, simbolos del lenguaje del sistema LI.

Teorema 5.2.8. Sea Acp;r = (Acpr, N\, V,—,1,0) el dlgebra cuyas opera-
ciones estan definidas por:

|Al A B = [AAB,

|Al v [B| = [A VB,

Al = |B| = |A — B,
1=]A =4,
0= ’A/\—|A|

Entonces, Acpr es un dalgebra de Heyting.

Demostracion. En primer lugar, probemos que — esta bien definida en Agp;.
Sean A’ y B’ tales que |A| = |A'| y |B] = |B| osea: F A — A, A" - A,
B — B, F B — B. Veamos, usando el Teorema de la deduccién, que
F (A — B) — (A’ — B'). Para eso basta probar que (A — B), A’ - B’

(i) A’ — A.
(i) B— B

(iii) A — B (hipétesis adicional).

(v) A, de (i), (iv) y MP.

)

)

(iv) A’ (hip6tesis adicional).

)

(vi) B, de (iii), (v) y MP.
)

(vii) B, de (ii), (vi) y MP.

Hemos probado entonces - (A — B) — (A’ — B’). Anédlogamente, se
prueba - (A’ — B’) — (A — B), y por lo tanto: |A — B| = |[A’ — B/|, con
lo que — esta bien definida.

Ahora veamos que la implicacién definida es la correcta. Tenemos que
probar que |A — B| cumple las siguientes dos condiciones:
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(1) [A = Bl AA] = [B],

(2) Si|C| es tal que |C| A JA| < |B] entonces |C| < |[A — Bj.

La condicién (1) se cumple por (MP). Para probar (2) supongamos que
|C|IA|A| < |B], es decir, F (CAA) — B. De alli podemos deducir que A, C + B.
Utilizando luego el Teorema de la deduccién inferimos que - C — (A — B),
es decir, |C| < |A — B|.

Hemos completado entonces la prueba de que Agp; es un algebra de
Heyting. O]

El dlgebra Acpr es el dlgebra de Lindenbaum del CPI.

5.3. Valuaciones

Daremos ahora la siguiente definicion, de acuerdo con la Definicién [1.4.12
del Capitulo 1.

Definicién 5.3.1. Dada un algebra de Heyting H, una H-valuacion v es una
aplicacion v : Lopy — H, que verifica las siguientes condiciones:

(V1) v(A AB) = v(A) A v(B),
(V2) v(AV B) = v(A) Vu(B),
(V3) o(A = B) = v(A) — v(B),
(V4) v(=A) = (v(A))".

En particular, la aplicacion canodnica p : Lopr — Acpr es una Agpr-
valuacién (se deja como ejercicio).

Definicién 5.3.2. Sean A € Lopr vy H un algebra de Heyting. Diremos que
A es valida en H (o H-vdlida) si para toda H-valuacién v vale que v(A) = 1.
Diremos que A es wvdlida si es H-valida para toda algebra de Heyting H, lo
cual se denotard como F A.

Ejemplo 5.3.3. Daremos un ejemplo sencillo de una valuacién a valores
en el dlgebra de Heyting de universo {0,a,1} (conjunto ordenado de tres
elementos con 0 < a < 1). Notar que la implicacién esta dada por
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— 10 a 1
01 1 1
a [0 1 1
110 a 1

Sea v : Lopr — {0,a,1} definida por v(p1) = 1, v(p2) = a y v(ps) = a.
Suponemos definido el valor de v en las demas variables, pero no nos interesa
para evaluar férmulas que solo contengan py, p2 ¥ p4-

Sea A la férmula —(p; — p4) V p2, entonces

v(A) = (v(p1 — P4a))* V v(p2)

(v( 1) = v(p4))* V u(p2)
1—=a)V

= a.

Asimismo, verifiquemos que ni A V —A ni la formula -——A — A son vali-
das en esta algebra. Sea B la férmula ps V —ps. Entonces

v(B) = v(p2) V (v(p2))”
=aVO0

£,

Analogamente, sea C la férmula ——py — ps. Entonces,

v(C) = v(p2)™ — v(p2)
=a" —a
=1—a
=a

# 1.
Por lo tanto, ni A V —A ni la féormula =——A — A son vélidas.

Observacién 5.3.4. Observemos que, como ya se vio en del Capitu-
lo 1, una valuacion queda definida por sus valores en las variables proposi-
cionales. En efecto, si una férmula A se obtiene aplicando ciertos conectivos
sucesivamente a sus variables py, ..., py, el valor de v(A) por una valuacién
v se obtiene aplicando a los valores v(py),...,v(px) las operaciones en el
algebra correspondiente respectivamente a esos conectivos.
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A continuaciéon daremos algunos resultados andlogos a los dados en el
Capitulo 3.

Teorema 5.3.5 (Teorema de correccién). Si - A entonces F A.

Demostracion. Es la misma prueba hecha en el Teorema del Capitulo 3,
cambiando “tautologia” por “férmula valida”. ]

Lema 5.3.6. Sea v una A-valuacion y h : A — B un homomorfismo. Luego
v = howv es una B-valuacion.

Lema 5.3.7. Sean v una H-valuacion y A, B formulas. Si |A| < |B| entonces
v(A) <v(B). Siv: Acpr — H es la aplicacion v(|A|) = v(A) entonces 0 es
un homomorfismo.

Demostracion. La primera afirmacion se prueba como en la Observaciéon|3.5.11
(utilizando el Teorema [5.3.5). Luego, [A| = |B| si y solo si v(A) = v(B), lo
que prueba que v esta bien definida. Se deja como ejercicio ver que v es un
homomorfismo. ]

Lema 5.3.8. Sea h: Acpr — H un homomorfismo y sea v, = hop, siendo
p: Lopr — Acpr la aplicacion canonica. Entonces vy, es una valuacion. La
aplicacion v — v es una biyeccion entre el conjunto de H-valuaciones y el
congunto de homomorfismos de Acpr en H cuya inversa es h — vy,.

Demostracion. El hecho de que v, es una valuacion sale del Lema [5.3.6| por
ser p Acpr-valuacion. Para probar que v + © es una biyecciéon usamos la
misma demostracién que en el Corolario reemplazando 2 por H. O

5.4. Completud fuerte

La completud de un sistema formal puede pensarse como la “fidelidad”
del sistema axiomatico para contener como proposiciones demostrables las
proposiciones validas y solo ellas.

La completud fuerte significa que, para un conjunto de férmulas I' dado,
las nociones de consecuencia sintactica y consecuencia semantica de I' coin-
ciden. En particular, podemos deducir de la completud fuerte la completud,
tomando como I' el conjunto vacio.

Ya hemos demostrado ambas propiedades para el CPC, vamos a genera-
lizarlas ahora para el CPI.

También demostraremos que el adlgebra de Lindenbaum del CPI es libre
con un numero numerable de generadores, que son las clases de las variables
proposicionales.
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En lo que sigue utilizaremos las definiciones de deduccién, consecuencia,
teoria, etc. dadas en el Capitulo 1, Seccién 4. La nocion de teoria del CPI
es analoga a la del CPC: una teoria del CPI es un conjunto de formulas que
contiene todas las instancias de axiomas y es cerrado por la regla (MP).

Observacién 5.4.1. Sea I' un conjunto de féormulas del CPIL. Luego valen
las siguientes condiciones:

(a) Si ' = Zop; es el conjunto de los teoremas del CPI entonces, Zopr =

0.
(b) I CT'" y I'" es una teorfa.

(c) Si T es una teorfa entonces T~ = Y. En particular, (I'")" = T (con lo
cual T+ A si y solo si ' - A).

Puede demostrarse el siguiente resultado, definiendo de la misma manera
que en el CPC la asignacién entre filtros y teorias.

Teorema 5.4.2. Existe una biyeccion entre la clase de los filtros del dlgebra
de Lindenbaum Acpr del CPI y la clase de las teorias del CPI.

La siguiente definicién y el siguiente lema nos seran tutiles para probar la
completud fuerte del CPI.

Definicién 5.4.3. Sean I' C Lopr v A € Lopr.

a) Sea H un algebra de Heyting. Una H-valuacién v es un modelo para I'
si para toda C € T vale que v(C) = 1.

b) Diremos que A es consecuencia semdntica de I' si para toda édlgebra de
Heyting H y para toda H-valuacion v vale que si v es un modelo de I’
entonces v(A) = 1. Notacién: ' E A.

Lema 5.4.4. Si H es un dlgebra de Heyting y v es una H-valuacion entonces
v es un modelo para T si y solo si v es un modelo para T'". En particular,

I'E A siysolosiIm EA.

Demostracion. Sea H un éalgebra de Heyting y v una H-valuacién. Primero
supongamos que v es un modelo de I' y probemos que v es un modelo de I'".
Debemos mostrar que v(C) = 1 para todo C' € I'". Sea C una férmula cuya
deduccion a partir de I tiene una tnica férmula. Luego C' es un axioma o bien
C eI Si C es un axioma entonces v(C') = 1, por el Teorema[5.3.5 SiC' € T
entonces sabemos que v(C') = 1. Supongamos que para toda deducciéon C' de
[' de menos que n pasos vale que v(C) = 1. Sea C' una deduccién a partir



5.4. COMPLETUD FUERTE 153

de I' de n pasos, con lo cual existe una sucesién Cy,...,C,, = C tal que
para cada i vale que C; es axioma, C; € I' o C; se deduce de dos miembros
anteriores de la sucesién por (MP). Si C' es un axioma o C' € T' entonces
v(C) = 1. Supongamos que C' se deduce de dos miembros anteriores de la
sucesion, C; y C; = C; — C por (MP). Por hipétesis inductiva vale que
v(C;) =1y v(C;) = v(C) =1, por lo cual v(C;) < v(C). Pero v(C;) = 1.
Por ende, v(C') = 1. De este modo hemos probado que v es un modelo de
I'". Reciprocamente, supongamos que v es un modelo de I'". Como I' C I'"
tenemos que v es un modelo de I'. De esta propiedad se deduce de manera
inmediata que I' F A si y solo si I'™ F A. ]

El siguiente resultado se denomina Teorema de Completud fuerte del CPI.

Teorema 5.4.5. Sean I' C Lopr y A € Lopr. Luego I' B A si y solo si
I'EA.

Demostracidn. En virtud de la Observacién [5.4.1] (¢) y del Lema [5.4.4] pode-
mos asumir que [' es una teoria.

En primer lugar, supongamos que I' = A. Sea H un algebra de Heyting y
v una H-valuacion tal que es un modelo de I'. Es decir, v(C) = 1 para toda
C € I'. Debemos probar que v(A) = 1. Decir que I F A es equivalente a decir
que A € I'" =T (ya que I es una teorfa). Luego v(A) = 1. Por esta razén,
I'EA.

Sea ahora I' F A y supongamos que no es verdad que I' F A; es decir que
A ¢ T" =T. Luego, |A| no pertenece al filtro |I'| de Acpr. Sea v = gop como
lo muestra el diagrama, siendo p y ¢ las respectivas aplicaciones canénicas al
cociente.

Lcepr

|

Acpr—z Acrr /|1

Como p es una valuacién y ¢ es un homomorfismo, resulta que v es una
valuacién. Sea C € I". Luego |C| € |I'|, de donde v(C) = ¢(|C|) = 1. Entonces,
v es un modelo de I'. Por lo tanto, debe ser v(A) = 1, o sea, ¢(|A|) = 1. Pero
esto ultimo significa que |A| € |I'|, contra lo supuesto.

Por lo tanto concluimos que I' - A. ]

Observacién 5.4.6. Como vimos en [5.3.3] existe una valuacién a valores
en el dlgebra de Heyting de universo {0,a,1} que no satisface la férmula
—=A — A. Como —-A — (A — B) es valida (por ser axioma) se tiene que
—-A — (A = B) ¥ ==A — A. Luego, por el Teoremal[5.4.5] -A — (A — B) ¥
——A — A en el CPL
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Ahora estamos en condiciones de enunciar el siguiente resultado, conocido
como Teorema de completud del CPI.

Corolario 5.4.7. Si A € Lopr entonces = A si y solo si F A.

Demostracion. Se deduce del Teorema tomando I' = (. O

El algebra Acp; es libre

La demostracién del Teorema del Capitulo 3 se basa en que, en pri-
mer lugar, una valuacién es constante en cada clase de equivalencia y ademas,
cada valuacion a valores en cierta algebra de la clase permite definir un ho-
momorfismo del algebra de Lindenbaum en dicha algebra. Estas propiedades
también valen para el CPI, como podemos ver en el Lema [5.3.7

Teorema 5.4.8. Sea V el conjunto de las variables proposicionales del CPI
y sea |V| = {|pi| : pi € V}. El conjunto |V| genera libremente Acpr en la
clase de las dlgebras de Heyting.

Demostracion. El diagrama en este caso es el siguiente:

|V|T>H

7

Acpr

]

Observaciéon 5.4.9. Las dlgebras de Heyting libres con finitos generadores,
que corresponden como antes al algebras de Lindenbaum del CPI con un
nimero finito de variables, no son finitas. Esto muestra una importante
diferencia entre el CPC y el CPI: cada férmula del CPC es equivalente a
una que es disyuncion de conjunciones basicas, propiedad que no se verifica
en el CPI. Esto lleva a considerar la diferencia entre “conectivos booleanos”
(que pueden reducirse por equivalencia a los conectivos béasicos del CPC) y
“conectivos intuicionistas”. Trataremos a estos conectivos més adelante.

Como ejemplo podemos ver cual es el algebra de Heyting libre con un
generador z, cuyo diagrama es el siguiente [2]:



5.4. COMPLETUD FUERTE 155

NN

NSO\

ot >

*

8
.
.
8
<
8

[ ]
s
*

AV AANVERN

NV

Propiedad de modelos finitos

Vimos que en el CPC para demostrar completud basta con tomar un tinico
modelo finito: 2. Veremos que en el CPI debemos tomar todos los modelos
finitos (es decir, todas las algebras de Heyting finitas).

Nuestro siguiente objetivo es probar lo que se conoce con el nombre de
Propiedad de modelos finitos del CPI:

F A si y solo si para toda dlgebra de Heyting finita H y para toda
H-valuacién v vale que v(A) = 1.

Antes de probar la propiedad de modelos finitos del CPI vamos a dar
algunas definiciones y propiedades técnicas necesarias para la demostracion.

Si L es un reticulo distributivo acotado y X C L entonces existe el menor
subreticulo acotado de L que contiene a X (es decir, el menor subreticulo de
L que contiene a X, 0y 1). Denotaremos como (X) a este reticulo distributivo
acotado. Notar que (X) = ({M : M subreticulo acotado de L, X C M}.

Lema 5.4.10. Si L un reticulo distributivo acotado y X es un subconjunto
finito de L entonces (X) es finito.
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Demostracion. La prueba se puede hacer por induccién sobre la cantidad de
elementos de X. Si X = {z} entonces es inmediato que (X) = {0, z, 1}, con
lo cual (X) es finito. Supongamos que: si X es un conjunto con n elementos
entonces (X) es finito. Sea Y un subconjunto de L con n + 1 elementos.
Entonces existen X, x € L tales que Y = XU{z}, donde X tiene n elementos.
Se deja como ejercicio probar que

siendo T'={yV (zAx) : y,z € (X)}. Por hipétesis inductiva resulta que (X)
es finito. Ademas, es inmediato que 7T es finito. Luego (Y) es finito, como
deseabamos probar. O

Lema 5.4.11. Sean H y G dlgebras de Heyting, siendo G un subreticulo
acotado de H. FEscribiremos — gy para la implicacion en H y —¢ para la
implicacion en G. Si x,y,x =y y € G entonces t gy =2 =g Y.

Demostracion. Sean z,y,x —y y € G. Sabemos que x A (z =y y) < y.
Siendo  — 5 y = z un elemento de G que cumple =z A z < y, se tiene que
z=1x =gy < x —¢y. Porotro lado, de la desigualdad x A (z =g y) <y
en H se obtiene x —¢ y < o —py y. Por lo tanto, x -5 y =2 —¢ y. O]

Dada una féormula A del CPI definimos el conjunto de subférmulas de
A como el menor conjunto de férmulas Sub(A) que satisface las siguientes
condiciones:

1. A e Sub(A).
2. Si =B € Sub(A) entonces B € Sub(A).
3. Si BoC € Sub(A) entonces B, C € Sub(A), siendo o € {A,V, —}.

Por ejemplo, si A = (p; — pa) V —ps entonces

Sub(A) = {A, p1 = P2, ~P3, P3, 1, P2}

Teorema 5.4.12. Sea A una formula del CPI. Luego = A si y solo si para
toda dlgebra de Heyting finita H y para toda H-valuacion v vale que v(A) = 1.

Demostracion. Por el Corolario basta probar que si H es un algebra de
Heyting y v es una H-valuacién tal que v(A) # 1 entonces existe un algebra
de Heyting finita Gy una G-valuacién w tal que w(A) # 1.

Sean H un algebra de Heyting y v una H-valuacién tal que v(A) # 1.
Llamaremos Sub(A) al conjunto de subférmulas de A. Como Sub(A) es finito,
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existen férmulas A; para i = 1,...,n tales que Sub(A) = {Aq,...,A))}.
Definamos el conjunto X = {v(A;),...,v(A,)}. Por el Lemal5.4.10]el reticulo
distributivo G = (X) es finito. En particular, G es un algebra de Heyting.
Nuestra meta es definir una G-valuacién w tal que w(A) # 1.

Sea II el conjunto de variables proposicionales del CPI. Definimos una
funcién w : II — G como w(p) = v(p) si p € II N Sub(A) y w(p) = 0
en caso contrario. Esta funcién puede ser extendida de manera tinica a una
G-valuacién a la que también llamaremos w.

Queremos probar que para cada ¢ = 1,...,n vale que w(A;) = v(A;).
La prueba la haremos haciendo un razonamiento inductivo. Sea A; una
subférmula de A en donde no aparecen conectivos. Luego A; = p € II N
Sub(A), con lo cual w(A;) = v(A;). Supongamos que A; = Aj A A, 6 Ay =
A; V Ay; entonces es inmediato a partir de nuestra suposicion que w(A;) =
v(A;). Si A; = A; — Ay entonces se deduce de nuestra suposicién y del Le-
ma que w(A;) = v(A;). Finalmente sea A; = —A;. Como v(A;) € G
y v(A;) = w(A;) entonces por el Lema se tiene que w(A;) = v(A;).
Luego para cada i = 1,...,n vale que w(A;) = v(A;). En particular tenemos
que w(A) =v(A) # 1, es decir, w(A) # 1. O

5.5. Teorema légico de Glivenko

En esta seccion aplicaremos el teorema algebraico de Glivenko visto en
el capitulo anterior para demostrar el correspondiente metateorema logico,
que establece una vinculacion entre el CPC y el CPI: cada teorema del CPC
tiene su “traduccion”, la que resulta un teorema en el CPI.

Teorema 5.5.1. Si A es un teorema del CPC entonces =——A es un teorema
del CPI y reciprocamente.

Demostracion. Sea Fcpc A. Sea h : Lopr — Acpr la aplicacién candnica y
r: Acpr — Reg(Acpr) la aplicacion definida por (] A|) = |A™|. Definimos
v =1 o h como lo muestra el siguiente diagrama:

'CCPI

|

Acpr — Reg(Acpr)

Como h es una valuaciéon y r es un homomorfismo resulta que v es una
valuacion (ver Lema a valores en un algebra de Boole. Luego, debe ser
v(A) = (roh)(A) =1, es decir, (|A])** = 1, que es lo mismo que: |[7—A| = 1.
Pero esto ultimo significa que Fopr 7 —A.



158 CAPITULO 5. CALCULO PROPOSICIONAL INTUICIONISTA

Reciprocamente, supongamos que Fcpy =—A. Como todos los axiomas
del CPI son teoremas del CPC tenemos que existe una deduccién de =—A
en el CPC, y, por el axioma (L410), también una deduccién de A. Es decir,
Fopo A. m

5.6. Modelos de Kripke

En el cdlculo intuicionista no hay un dlgebra “de valores de verdad” como
el algebra de Boole 2 del célculo proposicional clasico. Sin embargo, existen
ciertas dlgebras de Heyting particulares, aquellas de la forma PT, tales que
para probar la validez de una férmula basta verificar la validez en ellas. Este
hecho es una consecuencia del Teorema (de representacion) visto en el
Capitulo 4.

Veremos aqui ese nuevo concepto de validez que se da en los modelos
de Kripke. Veremos que los dos conceptos de validez coinciden. En efecto,
se prueba en el teorema de completud que una férmula es valida en todo
modelo de Kripke si y solo si es un teorema del calculo intuicionista si y solo
si es valida.

A través de los modelos de Kripke podemos probar resultados del CPIL.
Por ejemplo, una propiedad importante del CPI que es la propiedad de la
disyuncion: si una féormula de la forma A V B es un teorema, entonces A es
un teorema o bien B es un teorema. Esta propiedad no vale en el céalculo
clasico, pues basta tomar como A una variable p y considerar la disyuncién
p V —p, que es un teorema, sin serlo ni p ni —p.

Definicién 5.6.1. Sea (P, <) un conjunto ordenado y consideremos una
funcién de valuacion K : Lopr — PT. Luego, para cada férmula A, K(A)
es un subconjunto creciente de P, llamado el conjunto de verdad de A.

Sea M = ((P,<), K) un conjunto ordenado munido de una funcién de
valuacion. Diremos que M fuerza A en p y lo denotamos: M I, A si
p € K(A).

Llamaremos a M = ((P, <), K) modelo de Kripke si se cumplen las si-
guientes condiciones:

(1) M, oA siy solosi ¢ > p implica M ¥, A.
(2) MIF,AVvB siysolosi MI-, A o Ml B.
(3) MIF,AANB siysolosi MI-, A y MIF,B.
(4) MIF,A— B siysolosi g¢> pimplica:

si M I, A entonces M I, B.
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P, Py P, Py
ol 0f0,1} o ob
0 Ly \.0/
o0 {0}

Figura 5.1: P,y P,

Diremos que A es wvdlida en M, lo cual se denotarda como M IF A, si M
fuerza A en p, para todo p, es decir, si K(A) = P.

Diremos que A es wvdlida por modelos de Kripke o wvalida si para todo
modelo M es M IF A.

Es 1til encontrar un contramodelo para una formula C, es decir, un modelo
donde C no es valida. Con esto y usando el teorema de completud, podemos
asegurar que C no es un teorema.

Observacién 5.6.2. No debe confundirse el indice p usado para designar
elementos del conjunto ordenado (P, <) con el p usado para las variables
proposicionales.

Ejemplo 5.6.3. Podemos presentar una 2-valuacién booleana v como un
modelo de Kripke particular M = ((P, <), K), siendo P un conjunto unitario
P = {z}. De esa manera, Pt tendra dos elementos () y {z}), por lo que
resulta isomorfo a 2. Tomamos K = v, con las debidas identificaciones.

Ejemplo 5.6.4. Sea M; = ((P,<), K;), siendo P; el conjunto ordenado
dado en la Figura , cuyos conjuntos crecientes estan dados por P;" . De-
finimos K por K;(p) = {1}, es decir:

M1 ”_1p y MI#OP'

20Observemos que Pl+ es isomorfo a la cadena de tres elementos, donde ya probamos,

en que A V —A no es valida.
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Basta definir K en una variable, ya que las dos formulas que estudiaremos
solo tienen una variable.

Mostraremos que M es un contramodelo para la féormula C = A VvV —A.
Basta ver que p V —p no es valida, siendo p una variable proposicional.

Veamos que M ¥y p V —p.

En efecto, si fuera M; Iy p V —p deberfa ser (por la condicién (2))
M kg p o My IFg =p. Lo primero no se cumple por la definiciéon de Kj.
Para que valiera lo segundo, no deberia haber ningin ¢ > 0 donde valga
M Ik, p, pero esto no se cumple tampoco, pues el tinico nodo ¢ > 0 en P es
q=1,y Myl p. Luego, My ¥y —p, de donde M, ¥y p VvV —p y por lo tanto
M1 ¥ P V —-Pp.

El modelo My = ((P, <), K3) serd definido después de las siguientes
observaciones.

Veamos que las condiciones (1), ..., (4) que definen un modelo de Kripke
equivalen a que K sea una P*-valuacién.
(1) p € K(—A) siy solo si ¢ > p implica ¢ ¢ K(A), o bien:
(1) pe K(—A) siysolosi[p) N K(A) = 0.
Las siguientes condiciones son equivalentes:
[p) N K (A) = 0.
[p) N (K(A)] = 0.
[p) € (K(A).
p € (K(A).
Es decir, tenemos que:
p € K(—A) siysolosipe (K(A)] o sea:

(7) K(=A) = (K(A).

(2) p € K(AV B) equivalente a p € K(A) o p € K(B), o bien:
(V) K(AVB)=K(A)UK(B).

(3) p € K(A A B) equivalente a p € K(A) y p € K(B), o bien:
(A) K(AAB)=K(A)n K(B).
(4) p € K(A — B) si y solo si para todo ¢ > p se tiene que ¢ € K(A)

implica ¢ € K(B).
Las siguientes condiciones son equivalentes:

[p) N K(A) C K(B).
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([p) N K(A)) N (K(B))°
[p) N (K(A) N (K(B))] =
[p) € (K(A) N (K(B))T".
p e (K(A) N (K(B))7

Entonces, se tiene que
p€ K(A — B)siysolosipe (K(A)N(K(B))], es decir:

[p) N (K (A) N (K(B))) = 0.
0 (pues [p) creciente).

(=) K(A = B) = (K(A) N (K(B))]".

Observacién 5.6.5. Observemos que, para elementos X, Y del dlgebra de
Heyting P,

X = (X,
X =Y =(XnY),
XAY =XnY,
XVY =XUY.

) K(-A)=K(A),

V) K(AVB)=K(A)VK(B),

) K(AAB)=K(A)AK(B),
—) K(A—B)=K(A)— K(B).

Estas igualdades, que hemos demostrado que son equivalentes a las condi-
ciones (1), ..., (4), expresan que K es una P*-valuacién. Como consecuencia,
teniendo en cuenta el Corolario tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.6.6. Sea M = ((P, <), K) un modelo de Kripke. Sit- A enton-
ces K(A) = P.

Ejemplo 5.6.7. Sea My = ((P, <), K3), donde P, y P, son definidos como
en la Figura 5.1y Ka(p) = {a}, K2(q) = {b}, para las variables proposi-
cionales p y q. Se tiene entonces que (Ks(p))* = {b}, (Ka(p))™ = {a} ¥y

andlogamente (K3(q))* = {a}, (K2(q))™ = {b}.
Mostremos ahora que Ms es un contramodelo para la formula

—\—\(A vV B) — (—\—\A vV —n—\B).
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Segun las observaciones anteriores y usando la ecuacion (zVy)* = z* Ay*
(ver Lema[1.1.7] Capitulo 4),

K(—(pVaq)) =

Por otra parte:

K(==pV =mq) = K(==p) U K(=—q)
= K(p)™ U K(q)™

= {a} U {0}
# {0, a,b}.

Conectivos intuicionistas
Hemos establecido las igualdades:
(=) K(=A) = (K(A)]“

(V AVB)=K(A)UK(B).

(A

)
)
)
(=)

(

(

(AAB) = K(A)N K(B).

(A = B) = (K(A) N (K(B))".

Mirando el segundo miembro de las igualdades precedentes, vemos que
definir la relacion de forzamiento equivale a dar funciones “semanticas” ®,
para C cada uno de los conectivos: —, V, A, —. La funcién ®. opera sobre
los conjuntos de verdad K(A), K(B) de manera que el conjunto K(CA) se
define como P.(K(A)) 6, si el conectivo es binario, K(A ¢ B)) se define:
O (K(A), K(B)). Esto nos dice que estamos definiendo semdnticamente el
conectivo C, siendo C uno de los conectivos basicos. Parece entonces natural
concebir a un conectivo intuicionista ¢ semanticamente, definiéndolo en cada
modelo M = ((P, <), K),por una funcién ®. : P™ — PT (ver [19]).

Las funciones para los conectivos basicos son, respectivamente:

o (U) = (U],

o, (U V)=UUV,

o, (U, V)=UNV,
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o, (UV)=(UNnV].

Si consideramos los conectivos basicos —,V, A, — como conectivos del
CPC, estos quedan determinados semanticamente por las condiciones que
deben cumplir las valuaciones en 2 = {0, 1}, es decir, por las tablas de ver-
dad. Puede probarse en el caso del cédlculo clasico que los conectivos basicos
(bastaria, en realidad, tomar solo dos: = y uno de los otros) forman un sis-
tema funcionalmente completo. Esto significa que cualquier conectivo que
podamos definir por medio de una funcién de 2" — 2 resulta combinacién
de un numero finito de aplicaciones de los conectivos basicos.

Esta propiedad no vale en el caso intuicionista. Existen conectivos que
no son funcién de los basicos. ;Qué significa entonces ser un conectivo in-
tuicionista? ;Cudl serfa una definicién apropiada? En 1997, X. Caicedo [16]
dio una definicién seméantica de conectivo intuicionista basada en nociones
categoriales. Asimismo, en [45], 1999, se muestra una definicién equivalente.
En seguida veremos estas dos definiciones.

Puede probarse que las funciones . asociadas a los conectivos basicos
(considerados ahora en el calculo intuicionista) verifican una condicién “lo-
cal” (supongamos por ahora que ®. unaria). Parap € P, T € P™:

(C) pe P(T) siysolosi pe Po(TN[p)).

La condicién (C) es equivalente a la siguiente:
Para T,U € P*:

(0) @o(T)NU =0,(T'NU)NU.

Con esta motivacion, para definir nuevos conectivos (intuicionistas) pe-
diremos entonces a las funciones ®. que cumplan la condicién (C) (o su
equivalente, la condicién (0)).

Definicién 5.6.8. Un conectivo intuicionista unario C estd dado en cada
modelo de Kripke por una funcién & : P* — P que cumple (C).

La definicién seméntica del conectivo C estara dada estableciendo en cada
modelo la siguiente igualdad:

K(CA) = Bo(K(A)),
o dicho de otra manera:
I, CA siysolosi pe ®.(K(A)).
En general, si ¢ fuera n-ario, la funciéon cumpliria la condicién
(o) (11, Tn, ..., T,)NU =0(T1hNU,ToNU,---,T,nU)NU.

Aunque lo que diremos vale para conectivos n-arios, nos referiremos en lo
que sigue solo a conectivos unarios por simplicidad de la exposicién.
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*g(a) *g(b) *g(a) *g(b)

NN

o) ') LY o)

Figura 5.2: P,y P

Podemos pensar en esta definicién semantica de conectivo en el CPI como
algo andlogo a la definicién de un conectivo en el CPC mediante su tabla de
verdad. La diferencia estd en que en el CPI puede haber conectivos nuevos,
cosa que no sucede en el CPC, ya que todos son combinaciones de los basicos.

Una vez demostrado que un conectivo es intuicionista, surge una dificil
cuestion: obtener axiomas que caractericen dicho conectivo. No hay método
general para esto. En [I7] se dan, por ejemplo, axiomas para la funcién v que
se define en los modelos como veremos en seguida.

Ejemplos de conectivos que cumplen (C)

Sea (P, <) un conjunto ordenado cualquiera. Para X C P definimos X,
como el conjunto de elementos maximales de X.

Definimos las funciones S : P* — Pt ~: Pt — PT y G : P* — P*
como:

S(U)=UU Uy, U)=UUPy, GU)=(UUUm)N(U)]
Luego, para R = S, v, G tenemos que
1) R(U) € P,
2) RUNV)NV =RU)NV.

Ejemplos de conectivos que no cumplen (C)

Sea (P,<) el conjunto ordenado dado por el diagrama izquierdo de
la Figura con ¢ una involucién allf indicada. Definimos N en P por
N(T) = ¢(T").

La funcién N no satisface la condicién (C).

Tomemos T = {g(a), g(b),b}. Entonces, N(T) = {g(a)}. Sea S = {g(b)}.
Luego: SN N(T) = 0. Por otra parte, N(T'NS) = N(S) = {g(a), g(b),a} vy
SAN(TNS) = {g(b)} #0.

Consideremos ahora (P,, <) dado por el diagrama de la derecha de la
Figura 5.2
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La funcién A definida en P;~ por: A(X) = X N g(X) no cumple (C).
Sean X = o(a) (0o} ¥ = 19(0) ).t} Etonces A1) = fg(a.a)
A(X)NY ={g(a)}. Por otra parte, X NY = {g(a),g(b)}, A(X NY)
por lo tanto, A(X NY)NY =0 # {g(a)}.

Propiedad semantica de la disyuncion

Probaremos aqui la propiedad de la disyuncién desde el punto de vista
de los modelos de Kripke. Posteriormente la veremos desde el punto de vista
sintactico.

Pero antes necesitamos algunas definiciones.

Definicién 5.6.9. Dado un modelo de Kripke M = ((P, <), K) y un ele-
mento p € P, llamaremos modelo localizado en p a M, = (([p), <), K,),
donde K, se define para una férmula A por: K,(A) = K(A) N [p).

Diremos que dos modelos M = ((P,<),K) y M’ = ((P',<),K’) son
isomorfos si existe un isomorfismo de orden f : P — P’ tal que, dada una
férmula A, se cumple que p € K(A) si y solo si f(p) € K'(A).

Teorema 5.6.10. Sean A y B dos formulas tales que - AV B. Entonces
IFA olFB.

Demostracion. Supongamos que ni A ni B son vélidas. Luego, existiran dos
modelos M = ((P,<),K) y N = ((Q,<), L) tales que M¥F Ay N By
por lo tanto existirdn p € P, ¢ € @ tales que M ¥, A y N ¥, B. Tomamos
los modelos localizados M, y N,. Podemos suponer que [p) N [¢) = 0. En
efecto, si no fuera asi, podemos tomar modelos isomorfos a M, y a N, que
cumplan esa condicién; por ejemplo, tomando S, = {(0,u) : u € [p)} en lugar
de [p) vy S, = {(1,v) : v € [¢)} en lugar de [¢) y definiendo adecuadamente
las valuaciones respectivas.

Tenemos entonces que M, ¥ A y N, ¥ B.

Definimos un nuevo modelo O = (({0} U [p) U [¢), <), V') cuyo conjunto
ordenado es tal como se ve en el diagrama siguiente:

.\.p/. .\.q/.
~_
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y cuya funcién V' se define en cada féormula C por:
V(C) = K,(C) U Lg(C).

Esto significa que O I, C si y solo si M, I, C o N, I C. Luego:
OF,AyOF,B.
Ademas,
O Ey Ay O Fy B, pues el forzamiento en 0 implicaria el forzamiento en
p vy en g respectivamente.
Pero entonces

O ¥y AV B, porloque OF AV B. m

Completud por modelos de Kripke

Veamos que una féormula es un teorema del CPI si y solo si es vélida en
todo modelo de Kripke.

Lema 5.6.11. Si M = ((P,<), K) es un modelo de Kripke definimos K :
Acpr — Pt por K(|A|) = K(A). La funcion K estd bien definida y es un
homomorfismo.

Demostracion. Se aplica el Lema [5.3. O

Corolario 5.6.12. Sean h : Locpr — Acpr la aplicacion canonica y e =
eagp; @ Acpr — (ALpp)™ el homomorfismo inyectivo dado en el Teore-
ma del Capitulo 4. Sea v la composicion, como muestra el siquiente
diagrama:

Lcpr

hl \

Acpr — (Atpr)*
Luego v es una valuacion y M. = ((A&ps, ©),v) es un modelo de Kripke,
llamado modelo candnico.

Demostracidn. Como mencionamos luego de la Definicién [5.3.1} la aplicacién
candnica h es una Agpr-valuacion. Como e es un homomorfismo entonces,
por , v =eoh es una (Afp;)T-valuacién, de donde M. es un modelo
de Kripke. O

Observacién 5.6.13. Por abuso de lenguaje suele considerarse también que
M. = ((ALps; ©),e) es un modelo de Kripke. Notemos que e = 0.

Teorema 5.6.14 (Teorema de completud). Dada una formula A,
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F A siy solo si M IFA para todo modelo de Kripke M.

Demostracion. La correccién fue probada en el Corolario [5.6.6]

Veamos que si A es vélida en todo modelo de Kripke entonces A es un
teorema. Sea A valida en todo modelo de Kripke y consideremos el modelo
de Kripke M,. Luego v(A) = e(|A]) = 1. Como e es inyectiva concluimos
que |A| = 1. Por lo tanto, A es un teorema. O

En el siguiente corolario se muestra que la validez y la validez por modelos
de Kripke coinciden.

Corolario 5.6.15. Dada una formula A,
E A siy solo si MIFA para todo modelo de Kripke M.
Demostracion. Es consecuencia del Teorema [5.6.14]y del Corolario[5.4.7. [

Propiedad sintactica de la disyuncion

Una vez demostradas la propiedad semdantica de la disyuncién y la com-
pletud por modelos de Kripke, la propiedad sintactica de la disyuncion sale
como corolario, segin veremos en seguida.

Teorema 5.6.16. Sean A y B dos formulas tales que = AV B. Entonces = A
o B.

Demostracion. Es consecuencia del Teoremal.6.10|y del Teoremal5.6.14, [

Modelos de Kripke “enriquecidos”

Daremos ahora algunos ejemplos de modelos de Kripke a los que se agre-
gan algunas funciones que no cumplen la condicién (C), o sea, que no definen
conectivos intuicionistas.

La necesidad de definir estos modelos provino de la creacién de ciertos
calculos proposicionales que extienden el CPI con conectivos y sus corres-
pondientes axiomas y reglas.

g-modelos

El Célculo Proposicional Modal Simétrico definido por G. Moisil, breve-
mente CPMS, (ver [79, Ch. II, 2]) puede describirse abreviadamente por:

Lenguaje

Esta dado por las variables pq,...,pn, ... v los conectivos =, —, V, A del
CPI més un conectivo ( )’, sujetos a las reglas de construccion habituales.
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Axiomas
Los del CPI més los dos siguientes:

(DM) A — A", A" — A,

Reglas
Regla Modus Ponens més la de contraposiciéon (CR):
A—B
(CR) oA

El dlgebra de Lindenbaum de este calculo es un dlgebra de Heyting simétri-
ca (ver [79]) también llamada dlgebra de De Morgan—Heyting, esto es, un
algebra (A, V,A,—,(),0,1) donde (A,V,A,—,0,1) es un élgebra de Hey-
ting v (A, V, A, (),0,1) es un dlgebra de De Morgan (ver Capitulo 2, .

Se definen valuaciones del CPMS en dlgebras de Heyting simétricas y se
prueba el siguiente teorema de completud:

Teorema 5.6.17. Una formula es un teorema en el CPMS si y solo si es
valida en toda dlgebra de Heyting simétrica.

Definicién 5.6.18. Un g-modelo es un par (M, g) donde M = ((P, <), K)
es un modelo de Kripke y g : P — P es un isomorfismo de orden de (P, <)
sobre (P, <°).

Para el nuevo conectivo, se define:

(M, g) I, A" siysolosi (M,g) Wy A.

En un g-modelo, se prueba (ver [45]) que P* puede ser dotado de una
estructura de algebra de De Morgan, definiendo la negacion N de la siguiente
manera N(X) = ¢g(X°¢), para X € P". Luego, P* puede ser dotado de una
estructura de algebra de Heyting simétrica.

La validez con respecto a un g-modelo se define de manera analoga a la
validez en modelos de Kripke.

Observemos que el operador N es el que consideramos en 5.6

Puede demostrarse entonces la completud del CPMS con respecto a los
g-modelos.

Teorema 5.6.19 ([45]). Una férmula del CPMS es valida en g-modelos si y
solo si es vdlida en toda dlgebra de Heyting simétrica.

Como corolario de [5.6.17] y [5.6.19] se obtiene:

Teorema 5.6.20. Una formula del CPMS es un teorema si y solo si es vdlida
en g-modelos.
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3L-modelos

Las algebras de Lukasiewicz trivalentes son, como se suele decir, la “con-
traparte algebraica” del Calculo Proposicional trivalente de Lukasiewicz,
abreviadamente CP3L, en el sentido de que dichas algebras proveen la seman-
tica con respecto a la cual este calculo es completo. Trataremos brevemente
CP3L en el Capitulo 9.

Definicién 5.6.21 ([78]). Un dlgebra de Lukasiewicz trivalente o 3L-algebra
es un sistema (A, V, A, (), V,1) tal que:

- (A, VA, (), 1,1") es un dlgebra de De Morgan,
-2'VvVr =1,

-x ANz =2 ANV,

- V(xAy)=Vaz AVy.

Las dlgebras de Lukasiewicz n-valentes (ver [12]), para n un nimero na-
tural n > 2, fueron llamadas posteriormente dlgebras de Lukasiewicz—Moisil,
porque fue G. Moisil quien las defini6, en 1940.

Sigamos analizando el caso n = 3. En estas dlgebras, el operador V y
su dual, el operador A dado por Az = (Vz')" tienen las propiedades de un
operador posibilidad y necesidad respectivamente, en el sentido que vimos
en la ultima seccion del Capitulo 3.

Se prueba el siguiente teorema de completud:

Teorema 5.6.22. Una formula es un teorema en el CP3L si y solo si es
valida en toda 3L-dlgebra.

Un algebra de Lukasiewicz trivalente puede ser caracterizada como un
sistema (A, V, A\, —, (), A, V,0,1) tal que

- (A, V, A, —,(),0,1) es un algebra de Heyting simétrica,

Az Vy)=AzV Ay, V(z Vy) =VzV Vy,

- A(Vz) =V (V) = Vz, V(Az) = A(Az) = Az,
- Az’ = (Vz),

- Az Vv (Azx) =1,

- AxVzr=uzx,

- Alr = y) = (Az = Ay) A (Vo — Vy).



170 CAPITULO 5. CALCULO PROPOSICIONAL INTUICIONISTA

Esta caracterizacion (que se generaliza a las dlgebras de Lukasiewicz n-
valentes, ver [64]) nos permite definir el Célculo Proposicional trivalente de
Lukasiewicz extendiendo el CPI de modo andlogo al que usamos para exten-
der el CPMS: se agregan los conectivos ( )', Ay V, los axiomas correspon-
dientes y la regla de deduccion llamada “de Godel”:

A

AA’
Definicién 5.6.23. Un 3L-modelo es un g-modelo (M, g) con M = (P, <)
que cumple la siguiente propiedad:

(G)

- Para todo p € P, ¢ < p o q > p (q comparable con p) implica ¢ = p o
q = g(p)-

Para los nuevos conectivos A y V se define:

(M, g) Ik, AA siysolosi (M,g) Ik, Ay(M, g) kg A,
(M, g) Ik, VA siysolosi (M,g) -, Ao(M,g) IFgq) A.

En un 3E-modelo se prueba que P puede ser dotado de una estructura
de 3L-algebra, definiendo:

A(X) =X nNg(X), como en[5.0
V(X)=XUg(X).

Se define validez en 3L-modelos de la manera usual.

Puede demostrarse entonces la completud del CP3L con respecto a los
3L-modelos:

Teorema 5.6.24 ([44]). Una formula del CP3L es vdlida en 3L-modelos si
y solo si es vidlida en toda 3L-dlgebra.

De donde, en base al teorema de completud del CP3L que veremos més
adelante, se deduce el siguiente resultado.

Teorema 5.6.25. Una formula del CP3L es un teorema si y solo si es vdlida
en 3L-modelos.

Una generalizaciéon de este resultado para n = 4,5 puede verse en [40] y
para un n cualquiera en [39)].
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5.7.

1.

10.

11.

Ejercicios
Probar que todo teorema de LI es teorema de Ls. Encontrar contra-

ejemplo de la reciproca.

. Cuéles de los ejercicios 6, 7, ..., 13 del Capitulo 3 pueden probarse
para LI?

En los siguientes ejercicios nos referiremos al sistema formal LI.

Sea I un conjunto de férmulas de L. Se dice que I' es inconsistente si
existe una férmula A tal que A € I'" y también —A € T y se dice
que es trivial o que trivializa el sistema si I'™ = L. Probar que I es
inconsistente si y solo si es trivial. ; Vale lo mismo en L4?

. Sea I' un conjunto de férmulas de L. Probar que I' es inconsistente si

y solo si |I'|, el conjunto de clases de equivalencia de las férmulas de T,
no tiene la pif (ver Ejercicio 4 del Capitulo 4).

. Es vélido el analogo del Lema del Capitulo 3 para el CPI? ;Puede
demostrarse de la misma manera que alli el TD?

Con referencia a las definiciones dadas en el Ejercicio |12/ del Capitulo 3,
demostrar que si una teoria > del CPI es completa, entonces es prima.

. Probar que la aplicacién canénica Lopr —> Acpr = Lopr/ = es una

Acpr-valuacion.

. Probar que: si son v una A-valuacién, h : A — B un homomorfismo,

entonces, v/ = hov es una B-valuacién (ver Ejercicio[l4]del Capitulo 3).

Sea I un conjunto de férmulas del CPI. Probar que existen modelos de
I" si y solo si existen modelos de I' a valores en 2 (ver Seccién 3 de este

capitulo y Definicién en el Capitulo 3).
Con referencia al modelo M; dado en la Seccién 6, Ejemplo [5.6.4]

probar que también es contramodelo de la formula C = =—A — A.

Probar el Teorema [5.6.11]y el Corolario [5.6.12
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Capitulo 6

Dualidades en la teoria de
reticulos

Vamos a introducir algunas nociones basicas de teoria de categorias y de
topologia con el objeto de hacer autocontenido a este capitulo. Nuestra meta
principal consiste en establecer, entre otras propiedades, una conexion entre
los reticulos distributivos acotados y ciertos espacios topologicos ordenados.
Estudiaremos ademads los casos particulares de algebras de Heyting y de
algebras de Boole.

6.1. Categorias

Los conceptos de categorias que utilizamos en este capitulo se reducen
béasicamente a las definiciones clasicas para definir el concepto de categorias
equivalentes ([73]).

Una categoria C consiste de los siguientes datos:

1. Una coleccion de objetos.
2. Una coleccion de morfismos.

3. Para cada morfismo f, un objeto dominio de f y un objeto codominio de
f. Usaremos la notacion f : A — B para abreviar la informacion: f es
un morfismo que tiene dominio A y codominio B.

4. Para cada objeto A un morfismo distinguido id4 : A — A, al cual llama-
remos la identidad (de A).

5. Para cualquier par de morfismos f : A — By g : B — C un morfismo
go f: A — C que llamaremos la composicién de g con f, sujeta a las
siguientes restricciones:

173
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a) si f: A— Bentoncesidgo f=f= foida,
b)sif:A— B,g: B— Cyh:C — D entonces (hog)of = ho(gof).

En una categoria C, diremos que un morfismo h : B — C' es un monomorfismo
si para todo par f,g: A — B, ho f = ho g implica f = g. Diremos que h
es un epimorfismo si para todo par f,g: B — C, f o h = g o h implica que
f = g. Diremos que h es un isomorfismo si existe un morfismo j : B — A tal
que joh=1idyy hoj=1idg.

Ejemplo 6.1.1. Si V es una clase de dlgebras entonces definimos la categoria
Cy, en donde los objetos son las algebras de V' y los morfismos son homomor-
fismos entre dlgebras de V. La nocién de isomorfismo en Cy es equivalente
a la definicién de isomorfismo en V. Sea f un morfismo en Cy: si f es una
funcién inyectiva entonces f es un monomorfismo en Cy (la reciproca vale si
V' es una variedad). Si f es una funcién suryectiva entonces f es un epimor-
fismo en Cy, aunque la reciproca podria no valer. Por ejemplo consideremos
la categoria de anillos. Tenemos que la funcién i : Z — Q dada por i(z) = 2
es un epimorfismo. Sin embargo i no es una funcion suryectiva.
Para més detalles ver la seccién de Categorias en [2].

Para cualquier categoria C, definimos C? como la categoria cuyos objetos
son los mismos de C pero invierte los morfismos de C, es decir que, si es
f:A— BenC,entonces f: B— AenC?.

Dadas dos categorias C y D, un funtor F de C en D (notacién: F' : C — D)
es una asignacién que envia objetos de C en objetos de D y morfismos de C
en morfismos de D, y que satisface las siguientes condiciones:

1. Si f: A— B es un morfismo de C entonces F(f) : F(A) — F(B) es un
morfismo de D.

2. F(idy) = idp(a), para cada objeto A de C.

3. F(fog) = F(f)o F(g) para todo para par de morfismos en C tal que el
dominio de f coincide con el codominio de g.

Los funtores suelen llamarse funtores covariantes. A un funtor F : C? — D
se lo llama contravariante de C en D.

Dada una categoria C notaremos con 1¢ : C — C al funtor identidad, es
decir al funtor tal que 1¢(A) = A para cada A objeto de C y 1¢(f) = f para
cada morfismo f de C.

Dados dos funtores F, G : C — D, una transformacion natural ¢ de F' en
G (notacién € : F' — () es una asignacién que a cada objeto A de C le asigna
un morfismo &4 : F(A) - G(A) en D, cumpliendo que, para cada morfismo
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f:A—= BenC, o F(f)=G(f)o&a. Es decir que el siguiente diagrama
conmuta:

F(A) - G(A)
F(f) jG(f)
F(B)—G(B)

B
Si cada morfismo &4 : F(A) — G(A) es un isomorfismo entonces diremos
que & es un isomorfismo natural entre F'y G.
Dos categorias C y D son equivalentes si existen funtores F' : C — D,
G : D — C y dos isomorfismos naturales £ : 1p - FoG y o :1¢c — Go F.
Dos categorias C y D son dualmente equivalentes si y solo si C y D son
equivalentes.

6.2. Dualidad de Birkhoff

En esta seccion probaremos que la categoria de reticulos distributivos
finitos y la categoria de conjuntos ordenados finitos son dualmente equiva-
lentes. En adelante, nos referiremos frecuentemente a los conjuntos ordenados
(finitos o no) como posets[l]

Sea FBDL la categoria que tiene como objetos reticulos distributivos fini-
tos y como morfismos los homomorfismos de reticulos acotados. Llamaremos
FPos a la categoria que tiene como objetos posets finitos y como morfismos
funciones entre posets finitos tales que preservan el orden.

Sean L un reticulo distributivo acotado y X(L) el conjunto de sus filtros
primos. La prueba del siguiente lema se deja como ejercicio.

Lema 6.2.1. Si f : L — M es un homomorfismo de reticulos acotados y
P e X(M) entonces f~1(P) € X(L).

Sean L un reticulo distributivo finito y < el orden subyacente a dicho
reticulo. Escribiremos (LP", <°) para indicar el poset en donde LP" es el con-
junto de elementos primos de L y <° es el orden dual de < (ver notacién
usada en el Teoremal[2.5.2] del Capitulo 2). Notemos que (LF", <°) es un poset
finito.

Observacién 6.2.2. Sea L un reticulo distributivo finito y P un filtro de L.
Recordemos que P es un filtro primo si y solo si P = [p) para cierto p € LP".
En particular, la funcién « : LP* — X(L) dada por a(p) = [p) es una
biyeccion.

La palabra ‘poset’ viene del inglés partially ordered set.
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Si L es un reticulo distributivo finito definimos F(L) = (L, <°).
En el siguiente lema utilizaremos la Observacion [6.2.2]

Lema 6.2.3. Sea f : L — M un morfismo en FBDL. Luego la funcion
F(f) : F(M) — F(L) dada por F(f)(q) = N\ f[q)) es un morfismo en
FPos.

Demostracion. Probaremos solo la buena definicion de F'(f). Sea ¢ € MP".
Como [q) € X(M), por el Lema tenemos que f~1([q)) € X(L). Luego
existe p € L tal que [p) = f~'([g)). Por ende, p = Alp) = A f~([2)),
con lo cual A f7'([q)) € LP". El hecho de que F(f) preserva el orden es
consecuencia directa de la definicién de F(f). O

Tenemos que existe un funtor contravariente F' : FBDL — FPos.

Si (X, <) es un poset finito entonces G(X,<) = X es un reticulo dis-
tributivo finito. Ademés, es sencillo probar que si g : (X, <) — (V,<) es
un morfismo en FPos entonces la funcién G(g) : G(Y, <) — G(X, <) dada
por G(g)(U) = g }(U) es un morfismo en FBDL. Luego tenemos un funtor
contravariante G' : FPos — FBDL.

Por el Teorema tenemos que si L € FBDL entonces la funcién

L — G(F(L)) dada por o1 (a) = {p € LP" : p < a} es un isomorfismo en
FBDL. Por otro lado, en virtud del Teorema tenemos que si (X, <) €
FPos entonces la funcién px : (X, <) — F(G(X, <)) dada por px(x) = [x)
es un isomorfismo en FPos.

Sean f : L — M un morfismo en FBDL y g : (X,<) — (V,<) un
morfismo en FPos. Probaremos que los siguientes diagramas conmutan:

L—% (X, <) —Z F(G(X, <))

l LG(F gL lF(G(g))
(F(M

M — G(F (Y, <) — F(G(Y, )
Primero veamos que para cada a € L vale la igualdad

(oar © f)(a) = (G(F(f)) e o1 )(a).

En efecto, p € (op 0 f)(a) si y solo si p < f(a) siy solo si f(a) € [p)
si y solo si @ € f71([p)). Pero la afirmacién a € f~1([p)) es equivalente a
que A f1 ([ )) < a. Por otro lado, p € ((G o F)(f) o or)(a) siy solo si
pE F(f) Yor(a)), es decir, F(f)(p) € or(a), lo cual es equivalente a que

A f7H(Ip)) < a. Por lo tanto, (oas © f)(a) = (G(F(f)) o or)(a).
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Finalmente veremos que (py o g)(z) = (F(G(g)) o px)(x). En efecto,

(F(G(g)) o px)(x) = [ G(9) *(lpx())
=WV ey :Gg)(V) € [px(2))}
—(Wvey :mcr(v)
=({Vevt: fz) eV}

= [f(z))
= (py o f)(z).

Los resultados anteriores nos permiten enunciar el siguiente teorema.

Teorema 6.2.4. Los funtores F' y G establecen una equivalencia dual entre
las categorias FBDL y FPos.

Este teorema es conocido con el nombre de dualidad de Birkhoff.

6.3. Topologia

Las nociones de topologia general que usaremos se restringen a las defi-
niciones bdsicas, ver por ejemplo [83]. Mds precisamente, las definiciones y
propiedades utilizadas en este capitulo sobre espacios topoldgicos son las que
necesitamos para estudiar la categoria de espacios de Priestley, que serd in-
troducida méas adelante.

Recordemos primero algunas definiciones y propiedades que menciona-
mos en capitulos anteriores (ver 2.1.5, 2.5, 3.9, 4.1 y 4.5.9) ya que las mismas
seran de fundamental importancia para este capitulo. Una topologia sobre
un conjunto X es una familia ¢ de subconjuntos de X cerrada bajo intersec-
ciones finitas, uniones arbitrarias y tal que 0, X € o. Un espacio topoldgico
es un par (X, o), donde X es un conjunto y o una topologia sobre X. A
menudo omitiremos hacer mencién especifica de o si no existe confusién. Los
elementos U € ¢ son llamados abiertos del espacio topolégico (X, o). Un
conjunto F' se dird cerrado si su complemento ¢ es abierto. Un conjunto
abierto y cerrado se llamara clopen. Si x € X, diremos que U, es un entorno
de x si es un conjunto abierto que contiene al elemento .

Si X es un conjunto, una base para una topologia sobre X es una coleccion
B de subconjuntos de X (llamados elementos bdsicos) tales que:

1. Para cada x € X, hay al menos un elemento basico B que contiene a .
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2. Si x pertenece a la interseccion de dos elementos basicos By y Bs, entonces
existe un elemento basico B3 que contiene a x y tal que B3 C By N Bs.

Si B satisface estas dos condiciones, se define la topologia o generada por
B como sigue: un subconjunto U de X se dice abierto en X, si para cada
x € U existe un elemento basico B de B tal que x € By B C U. Se puede
probar que o es igual a la coleccion de todas las uniones de elementos de B
(Lema 13.1 de [83]).

Una subbase S para una topologia sobre X es una coleccién de subcon-
juntos de X cuya union es X. La topologia generada por la subbase S se
define como la colecciéon o de todas las uniones de intersecciones finitas de
elementos de S (para probar que o es una topologia ver pag. 93 de [83]).

Dados dos espacios topoldgicos (X, o) y (Y, v), una funcién f: X — Y se
dird continua si f~1(U) € o para cada U € v. Si f es una funcién biyectiva,
continua y su funcién inversa también es continua, entonces diremos que f
es un homeomorfismo.

Un espacio topoldgico X se dice compacto si para cada familia A de
abiertos tal que (Jy.4 U = X, existe una subfamilia finita B C A tal que
Upes U = X. Un espacio topolégico X es Hausdorff si para z, y € X
distintos existen abiertos disjuntos U y V talesque x e U ey e V.

Sea X un espacio topoldgico con topologia ¢. Si Y es un subconjunto de
X, la coleccion oy = {Y NU : U € o} es una topologia sobre Y, denominada
topologia de subespacio. En ese caso, (Y, oy ) se dice un subespacio de (X, o).
Si Y es un subespacio de X, una coleccién A se dice que cubre Y (o que es
un cubrimiento de Y') si la unién de sus elementos contiene a Y.

Para una demostracién del siguiente lema consultar el Capitulo 3 de [83]

Lema 6.3.1. 1. Sea'Y un subespacio de un espacio topologico X. Enton-
ces Y es compacto si y solo si cada cubrimiento de Y por abiertos de
X contiene una subcoleccion finita que cubre Y .

2. Cada subespacio cerrado de un espacio compacto es compacto.
3. Cada subespacio compacto de un espacio de Hausdorff es cerrado.

4. La imagen de un espacio compacto bajo una aplicacion continua es un
espacio compacto.

5. X es compacto si y solo si para cada coleccion C' de conjuntos cerrados
en X con la propiedad de interseccién finita (es decir, tal que cualquier
interseccion finita de conjuntos de C' es no vacia), la interseccion de
todos los elementos de la coleccion de C' es no vacia.
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6. Sea f: X — Y una funcion continua y biyectiva. Si X es compacto e
Y Hausdorff, entonces f es un homeomorfismo.

6.4. Algunas consideraciones generales

En la década del 30, M. H. Stone demostré que existe una equivalencia
entre la categoria de dlgebras de Boole y una categoria de espacios topolégi-
cos cuyos objetos se denominan espacios de Stone [102]. Tiempo después, a
comienzos de la década del '70, H. A. Priestley establecié una equivalencia
entre la categoria de reticulos distributivos acotados y cierta categoria de es-
pacios topoldgicos ordenados, los cuales se denominan espacios de Priestley
[88, [89]. Los objetos de esta categoria son espacios de Stone junto con un
orden parcial que satisface una propiedad adicional. Algunos anos después
L. Esakia, basandose en la equivalencia categorial desarrollada por H. A.
Priestley, establecié una equivalencia entre la categoria de algebras de Hey-
ting y una categoria de espacios topoldgicos ordenados, cuyos objetos son
ciertos espacios de Priestley [38].

En lo que sigue de este capitulo vamos a probar las tres equivalencias
categoriales antes mencionadas pero siguiendo un camino diferente al que
histéricamente fue utilizado para desarrollar las mismas. Vamos a comen-
zar estableciendo la equivalencia para la categoria de reticulos distributivos
acotados. Recordemos que toda algebra de Heyting puede pensarse como un
reticulo distributivo acotado junto con una operacién binaria adicional —
que satisface la propiedad a A b < ¢ si y solo si a < b — ¢ para todo a, b, c.
Por este motivo nuestro siguiente paso sera estudiar la equivalencia para la
categoria de algebras de Heyting. Asimismo, toda algebra de Boole puede
pensarse como un caso particular de algebra de Heyting. Esto nos va a llevar
naturalmente a determinar la equivalencia para la categoria de algebras de
Boole. En este caso, en los espacios topoldgicos ordenados (asociados a las
algebras de Boole) el orden parcial < es el orden dado por la igualdad, es
decir, para cada z,y se tiene que x < y si y solo si z = y.

6.5. Dualidad de Priestley

Un espacio topolégico totalmente disconexo en el orden es una terna
(X, <,0) tal que (X, <) es un conjunto ordenado o poset, y dados =,y € X
tal que x £ y existe un clopen creciente U tal que x € U e y ¢ U. En tal
caso diremos que (X, <, o) satisface el axioma de separacion de Priestley.
Un espacio de Priestley es un espacio topolégico compacto que satisface el
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axioma de separacién de Priestley. En lo que sigue escribiremos (X, <) en
lugar de (X, <,0). Sean (X,<) e (Y,<) posets y [ : (X,<) — (¥, <) una
funcién. Recordemos que f se llama mondtona si para cada z,y € X tales
que x < y se tiene que f(z) < f(y). Denotaremos como PS a la categoria
que tiene como objetos espacios de Priestley y como morfismos funciones
monoétonas y continuas entre espacios de Priestley.

Es frecuente encontrar en la literatura que para la definicién de espacio
de Priesley se pide ademéds que el espacio considerado sea Hausdorff y cero-
dimensional (es decir, siz € X y U es un abierto tal que z € U entonces existe
un conjunto clopen C' tal que z € C' C U). Sin embargo estas condiciones
no son necesarias pedirlas ya que se satisfacen en todo espacio de Priestley,
como muestran los siguientes dos lemas.

Lema 6.5.1. Todo espacio de Priestley es un espacio Hausdorff. Mds ain,
si x,y € X son tales que x # y entonces existe un clopen U tal que x € U e

y¢U.

Demostracion. Sean x e y elementos distintos de un espacio de Priestley
dado. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que = £ y. Luego, por el
axioma de separacion de Priestley existe un clopen creciente U tal que x € U

ey ¢U. O
Lema 6.5.2. Todo espacio de Priestley (X, <) es cero-dimensional.

Demostracion. Sean U un conjunto abierto y x € U. Para cada y € U°
tenemos que z £ y 6 y £ x. Por el lema anterior existe un clopen creciente
o decreciente V, tal que z € V, e y ¢ V. Sea V' = [ . V. Veamos que
VNU® =, olo que es lo mismo, que U¢ C V¢ Sea z € U, con lo cual
z & V,, es decir, z € V¢ De esta manera queda probado que V N U¢ = 0,
es decir, ﬂyeUC(U °NV,) = 0. Como X es un espacio compacto, utilizando
la propiedad de interseccion finita tenemos que existen yy,...,y, € U° tales
que U°NV,, N---NV,, =0. Definiendo C =V, N---NV, , tenemos que C
es un clopen tal que x € C C U. n

Denotamos como BDL a la categoria que tiene como objetos reticulos
distributivos acotados y como morfismos los homomorfismos de reticulos aco-
tados.

Sea L un reticulo distributivo acotado. Para cada a € L definimos

p(a) ={P e X(L):a € P}.

Es sencillo probar que para cada a,b € L tenemos que p(a V b) = p(a) U
0(b), p(a Ab) = @(a) Ne((b), (0) = 0y p(1) = X (ver demostracién del
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Teorema [2.5.10] del Capitulo 2). Consideremos ahora
S={pla):ae L}U{p(a)*:a e L}.

Llamaremos o a la topologia sobre X(L) generada por la subbase S. De
esta manera hemos construido un espacio topolégico (X(L), o).
Consideremos ahora la siguiente colecciéon de elementos:

B ={p(a)Ne(b):a,be L}.

Notemos que B es una base (de conjuntos clopens) sobre el conjunto X(L).
Para probarlo, sea P € X(L). Como 1 € Py (1) = ¢(1) N ¢(0), tenemos
que P € o(1)Np(0)°. Sean P € X(L) y a,b,c,d € L tales que P € p(a)Np(b)°
y P € ¢(c) Np(d)°. Como p(a) Ne(c) Np(b)Ne(d)” = plaAb) NV d)
y P € X(L), tenemos que P € p(a Ab)Np(bV d)°. De esta manera tenemos
que B es una base sobre el conjunto X(L). Llamaremos 7 a la topologia
sobre X(L) generada por la base B. Luego hemos construido un espacio
topolégico (X(L), 7). Mas ain, tenemos que o = 7. En lo que sigue, siempre
que hablemos del espacio topoldgico (X(L), o), vamos a escribir directamente
X(L).

Observemos que S C B, pues para todo a € L, p(a) = ¢(a) Np(0)¢y
(a)® = p(a) N p(l). En particular, cada ¢(a) es clopen.

Lema 6.5.3. X(L) es un espacio compacto.

Demostracion. Basta probar que si X(L) = U,c; ¢(a;) Ul p(b;)° entonces
existen nimeros naturales n y m tales que X(L) = {J;_, ¢(a;) U, ¢(b;)°.
Por esta razén, supongamos que X(L) = ;o p(a:) U U,c; ¢(b))°, es decir,
Njcs P(0;) € Uierplai). Sea K el ideal generado por {a; : i € I}y F el
filtro generado por {b; : j € J}. Supongamos que F'N K = (). Luego, por
el teorema del filtro primo existe P € X(L) tal que F C Py PN K = (.
En particular, P € (;c;¢(b;) € Uics(ai), por lo cual existe i € I tal
que P € ¢(a;). Pero entonces tenemos que PN K # (), lo cual es una
contradiccién. De esta manera queda probado que F'N K # (). Luego, existe

x € FN K. Por ende (ver Lema y Observacion del Capitulo 2)

existen aq,...,a,,b1,...,b, tales que by A --- Ab, < x < a; V---V a,.
Por esta razén, (;_, ¢(b;) C U;_; (a;). Por lo tanto, de esto se deduce que
X(L) = UL ela:) UUTL, o(b;)" O

En X(L) podemos definir la relacién de orden dada por la inclusién, es
decir, P es menor o igual que @) si y solo si P C . Es sencillo mostrar
que (X(L), C) satisface el axioma de separacion de Priestley. En efecto, sean
P,Q € X(L) tales que P & Q. Luego, existe a € L tal que a € P, a ¢ Q.
Luego: P € p(a), Q ¢ ¢(a). Por esta razén tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 6.5.4. (X(L),C) es un espacio de Priestley.

Sea f: L — M un morfismo en BDL. Vamos a definir la funcién X(f) :
(X(M),C) = (X(L), C) como X(f)(P) = f~'(P). Por el Lemal6.2.1] tenemos
que X(f)(P) estd en X(L) y que X(f) es una funcién monétona. Ademas,
para cada a € L tenemos que X(f) !(p(a)) = ¢(f(a)). En efecto,

Q € X(f) " (g(a)) iy solosi X(/)(Q) € ola)
siy solo si a € X(f)(Q)
siysolosi a€ f71(Q)
siysolosi f(a) € Q
siysolosi Q€ ¢(f(a)).

La igualdad X(f)"!(p(a)) = ¢(f(a)) para cada a € L prueba la continui-
dad de X(f).
De esta manera obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.5.5. Si f es un morfismo en BDL entonces X(f) es un morfismo
en PS.

Por lo tanto podemos definir un funtor, al cual llamaremos X, que va de
la categoria BDL hacia la categoria PS: si L es un objeto de BDL entonces
(X(L), <) es un objeto de PS, y si f es un morfismo en BDL entonces X(f)
es un morfismo en PS.

Teorema 6.5.6. Fxiste un funtor contravariante X : BDL — PS.

Sea (X, <) un espacio de Priestley. Llamaremos D(X) al conjunto de
clopens crecientes de X. Es inmediato que D(X) forma un reticulo distri-
butivo acotado si consideramos a la interseccién como el infimo, a la uniéon
como el supremo, a () como primer elemento y a X como tultimo elemen-
to. Ademds, si f : (X,<) — (Y, <) es un morfismo en PS, la aplicacién
D(f) : D(Y) — D(X) dada por D(f)(U) = f~(U) es un morfismo en BDL.

Luego obtenemos el siguiente
Teorema 6.5.7. Fxiste un funtor contravariante D : PS — BDL.

En lo que sigue abusaremos de notacion, y para cada L € BDL llamaremos
¢, (o directamente ¢, si no hay ambigiiedad) a la funcién que va de L a
D(X(L)) dada por ¢(a) = {P € X(L) : a € P}. Nuestro siguiente objetivo
es ver que esta funcion es un isomorfismo en BDL. Para ello comenzaremos
dando algunos resultados previos.

Lema 6.5.8. Sean a,b € L. Luego a = b si y solo si p(a) = p(b).
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Demostracion. Sean a,b € L tales que p(a) = ¢(b). Supongamos que a # b.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a %« b. Una de las conse-
cuencias del Teorema del filtro primo nos asegura que existe P € X(L) tal
que a € Py b ¢ P. Luego ¢(a) # ¢(b), lo cual es una contradiccién. En
consecuencia, concluimos que a = b. ]

Sabemos que para cada a € L, p(a) es un clopen en X(L). Es fécil ver
que también es creciente. El siguiente resultado nos muestra que todo clopen
creciente de X (L) es de esta forma:

Lema 6.5.9. Si U es un clopen creciente en X(L) entonces existe a € L tal
que U = p(a).

Demostracion. Sea U un clopen creciente en X(L). Como U y U€ son conjun-
tos cerrados en un conjunto compacto, tenemos que U y U¢ son compactos.

Para cada P € U y para cada Q € U° tenemos que P ¢ @Q porque U es
un conjunto creciente. De esta manera tenemos que existe apg € L tal que
apg € Py apg ¢ Q, es decir, P € p(apg) y Q ¢ ¢(apg). Fijemos P € U,
con lo cual U¢ C UQieUC (apg,)¢. Como U° es compacto tenemos que existe
un nimero natural n tal que U¢ C |, p(apg,)¢, es decir, U® C p(apg, N
—-Aapg, )¢ Sea ap = apg, \---Napg,. Tenemos que P € ¢(ap) C U. Luego
U = Upey ¢(ap). La compacidad de U implica que existe un ntimero natural
m tal que U = @(ap,)U---Up(ap,). Por lo tanto, si a = ap, V --- V ap,,
entonces U = p(a). O

Teorema 6.5.10. La funcion ¢ : L — D(X(L)) es un isomorfismo en BDL.

Demostracion. Sabemos que ¢ es un morfismo en BDL. Por el Lema [6.5.8
tenemos que ¢ es una funcion inyectiva, y por el Lema[6.5.9| resulta que ¢ es
una funcion suryectiva. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo en BDL. ]

Consideremos ahora un espacio de Priestley (X, <). Definamos la funcién
ex ¢ (X, <) = (X(D(X)),<C) como ex(z) = {U € D(X) : € U}. Si no
hay ambigiiedad, escribiremos ¢ en lugar de cx. Es sencillo mostrar que esta
funcién estd bien definida, es decir que ex(z) es un filtro primo de D(X).

Lema 6.5.11. Sea (X, <) un espacio de Priestley. Si x,y € X entonces
x <y siysolo sie(xr) Ce(y). Mds ain, € es un morfismo en PS.

Demostracion. Sean x,y € X tales que x < y. Sea U € &(x), con lo cual
x € U. Como U es un conjunto creciente tenemos que y € U, es decir,
U € e(y). Por esta razén ¢(z) C e(y). Reciprocamente, supongamos que
e(z) Ce(y) y que x £ y. Por esto existe U € D(X) talquez € U ey ¢ U,
con lo cual U € e(x) y U ¢ (y) (una contradiccién). Luego z < y.
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Para ver que ¢ es una funcién continua, sea U € D(X). Como ¢(U) =
{P € X(D(X)) : U € P} y p(U)¢ son elementos subbdsicos de X(D(X)),
para probar que € es continua basta probar que e (¢(U)) es un clopen en
X. Veamos que e ' (p(U)) = U. En efecto:

e (pU)) ={z € X : e(z) € p(U)}
={reX:Uece)}
={reX: zeU}
=U.

Luego, e *(¢(U)) es un clopen creciente en X. O

Nuestro proximo objetivo es probar que ¢ es un isomorfismo en PS. Co-
menzaremos, como usualmente hacemos, con algunos resultados previos que
nos conduciran a concretar nuestra meta.

Lema 6.5.12. Sea f : (X, <) — (Y, <) un morfismo biyectivo de PS. Sea g
la funcion inversa de f. Luego g es una funcion continua.

Demostracion. La prueba es consecuencia del tltimo item del Lema|6.3.1, [
Ahora estamos en condiciones de enunciar el siguiente

Teorema 6.5.13. Sea (X, <) un espacio de Priestley. Entonces, £ es un
1somorfismo en PS.

Demostracion. Vamos a comenzar mostrando que € es una funcion inyectiva.
Sean z,y € X tales que e(z) = e(y). Supongamos que x # y. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que = £ y. Luego, por el axioma de separacién
de Priestley tenemos que existe U € D(X) tal que z € U e y ¢ U. Pero este
hecho implica que e(z) # £(y), lo cual es una contradiccién. Luego =z =y y
asi resulta que ¢ es una funcién inyectiva.

En lo que sigue probaremos que ¢ es una funcion suryectiva. Primero
notemos que por el Lemal[6.5.11] tenemos que ¢ es una funcién continua. Como
X es un conjunto compacto se tiene que £(X) es un conjunto compacto, y por
ende también es un conjunto cerrado. Ahora supongamos, para ver que € es
una funcién suryectiva, que e(X) # X(D(X)). Luego existe P € X(D(X)) tal
que P ¢ e(X). Como £(X)* es abierto y P € £(X)° tenemos por el Lema[6.5.2]
que existe un clopen V de X(D(X)) tal que P € V y V C ¢(X)¢, con lo cual
en particular tenemos que VNe(X) = 0, de donde e~1(V') = (. En particular,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que V' es un elemento basico.
Luego, existen U, W € D(X) tales que V = p(U) N p(W)°. Por esta razén
llegamos a que ) = e (V) = e (p(U)) Ne " p(W)¢) = UNWe. Esto a su
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vez implica que U C W, con lo cual p(U) C o(W). Como P € ¢(U) tenemos
que P € (W), pero P € V y por esto P ¢ ¢(W). Esto es una contradiccion,
con lo cual € es una funcién suryectiva.

Teniendo en cuenta el Lema y el Lema [6.5.12] concluimos que € es
un isomorfismo en PS. [

Sean f : L — M un morfismo en BDLy g : (X, <) — (Y, <) un morfismo
en PS. Es sencillo probar que los siguientes diagramas conmutan:

L—22D(X(L)) X —3X(D(X))
fl jD(X(f)) g\ lxm(g))
M — D(X(M)) Y —=X(D(Y))

es decir, que para cada a € Ly para cada € X tenemos que (¢ o f)(a) =
(DX(f)) o 91)(a) ¥ (ey 0 )(x) = (X(D(g)) 0 £x)(x). Por lo tanto, teniendo
en cuenta los resultados de esta seccién tenemos el siguiente

Teorema 6.5.14. Los funtores X y D establecen una equivalencia dual entre
las categorias BDL y PS.

Este teorema es conocido como dualidad de Priestley.

6.6. Dualidad de Esakia o de Heyting

Denotaremos como HA a la categoria cuyos objetos son algebras de Hey-
ting y cuyos morfismos son homomorfismos de algebras de Heyting. Diremos
que (X, <) esun espacio de Esakia (o de Heyting) si es un espacio de Priestley
tal que para cada U € D(X), (U] es clopen. Sea f : (X,<) — (¥, <) una
funciéon monotona. Esta funcién se dird que es un p-morfismo si para cada
para x € X y z € Y tales que f(z) < z, existe y € X tal que x < y y
f(y) = z. Denotaremos como HS la categoria que tiene como objetos espa-
cios de Esakia y como morfismos funciones entre espacios de Esakia tales que
son mondétonas, continuas y p-morfismos.

Veremos que restringiendo la dualidad de Priestley se obtiene que los
funtores X y D establecen una equivalencia dual entre las categorias HA y
HS. El resultado previo es conocido con el nombre de dualidad de Esakia (o
dualidad de Heyting). Comenzaremos con el siguiente

Lema 6.6.1. Sean H € HA ya,b € H. Entonces, (¢(a)Np(b)¢] = p(a — b)°.
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Demostracion. Sean a,b € H. Como a A (a — b) < b tenemos que ¢(a) N
w(a — b) C ¢(b), por lo cual p(a)Np(b)* C ¢(a — b)°. Usando que p(a — b)°
es un conjunto decreciente llegamos a que (p(a) N @(b)¢] C ¢(a — b)°. Para
probar la otra inclusién consideremos P € ¢(a — b)¢, con lo cual a — b ¢ P.
Sea F' el filtro generado por PU{a}. Supongamos que a — b € F', con lo cual
existe x € P tal que aAx < a — by de este modo a Az < b. Luego se tiene
que = < a — b, lo cual es una contradiccién porque z € Py a — b ¢ P.
Luego a — b ¢ F, con lo cual en virtud del Teorema del filtro primo tenemos
que existe un filtro primo @ tal que ' C Q y a — b ¢ Q. En particular
tenemos que P C Q, a € Q y b ¢ @ (si b estuviera en @, como b < a — b
tendrifamos que a — b estaria en Q, lo cual es una contradiccién). Luego
P € (o(a) Np((b)¢]. Por lo tanto (p(a) Ne(b)°] = ¢(a — b)°. O

Lema 6.6.2. Si H € HA entonces (X(H),C) € HS.

Demostracion. Sea U un clopen en X(H). Como X(H) es un conjunto com-
pacto existen ay, by, ..., a,, b, € H tales que U = |, ¢(a;) N ¢(b;)°. Por
el Lema tenemos que (U] = J_,(p(a;) N ()] = Ui, pla; — b;)~.
Como la unién finita de conjuntos clopens es clopen, tenemos que (U] es
clopen. O

El siguiente resultado sera de utilidad para el préximo lema.

Lema 6.6.3. Dado un espacio de Priestley (X, <), st x € X entonces la
interseccion de todos los clopens U que contienen a x es el conjunto unitario

Demostracion. Sea y un elemento que pertenece a todo clopen U que contiene
a x. Queremos ver que y = x. Para ello supongamos que y # z. Usando que
el espacio es Hausdorff (ver Lema tenemos que existe U € D(X) tal
que x € U ey ¢ U. Pero como x € U, por hipédtesis resulta que y € U, lo
cual es una contradiccion. ]

Lema 6.6.4. Sea f : H — G un morfismo en HA; entonces X(f) es un
morfismo en HS.

Demostracion. Escribiremos ¢ para referirnos a X(f). Sean P € X(H) y
Q € X(@) tales que g(Q) C P.
Sea C' un conjunto clopen en X(H) tal que P € C'. Luego C' es una unién
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finita de conjuntos de la forma ¢(a) N p(b)°. Tenemos que

N
9~ (((p(a) N p(b))]) = g~ (¢(a — b))
= (97 (pla = b)))°
(f(a —0)))°
fla) — (b))
= (p(f(a)) N f(b)]
= (97" (¢(a)) N (g7 (¢(b)))7]
= (97" (p(a) N (b)7)].
Luego g~ ((C]) = (¢7*(C)]. Como g(Q) C P, tenemos que Q € g~ ((C]) =
(g71(C)]. De este modo existe Z € X(G) tal que Z € g71(C) y Q C Z. Luego
Z €]Q)N g ). De este modo obtenemos que [Q) N g~(C) # (. Es decir:

= (¢
= o

Si C' un conjunto clopen en X(H) tal que P € C entonces [Q) N g *(C) # 0.
(6.1)
Consideremos la siguiente familia de subconjuntos de X(G):

YL ={[Q)Ng(C):C esclopen en X(H) y P € C}.

Los elementos de ¥ son conjuntos cerrados en X(G). En efecto, en todo
espacio de Priestley (X, <) se tiene que [r) es un conjunto cerrado (ver
los ejercicios al final de este capitulo). Luego los elementos de ¥ resultan
cerrados. Notemos ademas que toda interseccion finita de elementos de X
pertenece a > porque intersecciéon finita de clopens es clopen. De este modo,
por toda interseccién finita de elementos de ¥ es no vacia. Luego la
compacidad de X(G) implica que (([Q)Ng~'(C)) # 0, donde la interseccién
es sobre todos los clopens C que contienen a P. Luego [Q) N (g ' (C)) # 0.
Pero por el Lema tenemos que la interseccion de todos los conjuntos
g1 (C) para C clopen que contiene a P es igual a g~'({P}). Por ende, [Q) N
g *({P}) # 0. Por lo tanto existe W € X(G) tal que Q C Wy g(W) = P.
Es decir, g es un p-morfismo. ]

Los lemas previos prueban que existe un funtor contravariante X : HA —
HS. En lo que sigue veremos que también podemos definir un funtor D :
HS — HA.

Recordemos que si (X, <) es un poset entonces X es un algebra de
Heyting, en donde la implicacién estd dada por U = V = (U N V<.

Lema 6.6.5. Si (X, <) € HS entonces D(X) es un dlgebra de Heyting.

Demostracion. Sean U,V € D(X). Como estamos en un espacio de Esakia,
tenemos que (U NV es un clopen decreciente, por lo cual U = V € D(X).
Es decir, D(X) es cerrado por la operacién =. ]
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Lema 6.6.6. Sea g : (X, <) — (Y, <) un morfismo en HS. Entonces D(g)
es un morfismo en HA.

Demostracion. Solo necesitamos probar que D(g) preserva la implicacién.
Sean U,V € D(Y). Como UN(U = V) C V tenemos que g~ {(U)Ng (U =
V) C g7 (V), es decir, g7 (U = V) C g '(U) = g (V). Para probar la
otra inclusién, sea = ¢ g~ (U = V), con lo cual g(z) € (U N V*. Luego
existe y € U N V* tal que g(x) < y. Como ¢ es un p-morfismo existe z tal
que z < zy g(z) =y. Luego z € g ({UNVE) = g H(U) N g1 (VC). Por esta
razén x € (¢~ 1(U) N g~ (V°)]. Es decir, x ¢ g (U) = g (V). O

Los dos lemas previos nos aseguran que existe un funtor contravariante
D : HS — HA.

El Lema [6.6.1] nos dice que si H € HA entonces para cada a,b € H vale
que p(a — b) = ¢(a) = ¢(b). Luego, si H € HA entonces ¢ : H — D(X(H))
es un isomorfismo en HA. Si (X, <) € HS, sabemos que ¢ es un isomorfismo en
la categoria de espacios de Priestley. En particular, € es una funcion biyectiva
que preserva el orden y tal que su funcién inversa también preserva el orden:
esto implica que ¢ y 7! son p-morfismos. Luego, si (X, <) € HS entonces
e: X — X(D(X)) es un isomorfismo en HS.

Teniendo en cuenta los resultados de esta seccion y la dualidad de Priestley,
estamos en condiciones de enunciar el siguiente

Teorema 6.6.7. Los funtores X y D establecen una equivalencia dual entre
las categorias HA y HS.

Este teorema es conocido como dualidad de Esakia o dualidad de Heyting.

6.7. Dualidad de Stone

En esta seccion vamos a presentar una equivalencia categorial dual entre
la categoria de algebras de Boole, a la que denotaremos como A, y cierta
categoria de espacios topoldgicos. Sabemos que en todo reticulo distributivo
acotado los filtros maximales son primos, pero que en general la reciproca de
esta propiedad no es cierta. Sin embargo, si un reticulo distributivo acotado
es un algebra de Boole, entonces tenemos que un filtro es primo si y solo si
es maximal.

Lema 6.7.1. Sean B € A. En el espacio de Esakia (X(B),C) wvale que si
P,Q € X(B) entonces P C Q si y solo si P = Q.
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Consideremos ahora un espacio de Esakia (X, <), en donde la relacion
de orden < coincide con la relacién de igualdad, es decir, x < y si y solo
si z = y. Sea U € D(X), que en nuestro caso es equivalente a decir que
U es sencillamente un conjunto clopen. Sabemos que D(X) es un élgebra
de Heyting. Mds atin, es inmediato probar que U = () = U¢, por lo cual
UU (U = 0) = X. De este modo D(X) es mds que un algebra de Heyting:
D(X) es un &lgebra de Boole.

Lema 6.7.2. Sea (X, <) un espacio de Fsakia que satisface la propiedad
x <y sty solo si x =1y. Entonces D(X) es un dlgebra de Boole.

Si (X, <) e (Y, <) espacios de Esakia que satisfacen la hipdtesis del Le-
ma vy g: (X,<) = (Y, <) es una funcién, entonces g es un morfismo
en HS si y solo si g es continua. Utilizando el Teorema concluimos que
existe una equivalencia categorial dual entre la categoria de algebras de Boole
y la categoria cuyos objetos son espacios de Esakia (X, <) que satisfacen la
condicién z < y si y solo si x = y, y cuyos morfismos son funciones continuas.

Un espacio de Stone es un espacio topoldogico compacto, Hausdorff y cero-
dimensional. Esta definicién estd intimamente ligada con las ideas que veni-
mos presentando, ya que todo espacio de Priestley (X, <) satisface que X
es un espacio de Stone como consecuencia del Lema y del Lema [6.5.2]
Mas aun, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.7.3. X es un espacio de Stone si y solo si (X, =) es un espacio
de Esakia (siendo = la relaciéon de igualdad).

Demostracion. Supongamos que X es un espacio de Stone. Para probar que
(X, =) es un espacio de Esakia basta probar que satisface el axioma de se-
paracién de Priestley. Sean x,y € X tales que x # y. Como X es un espacio
Hausdorff existen conjuntos abiertos disjuntos U y V tales que z € U e
y € V. Como X es ademds un espacio cero-dimensional, tenemos que existe
un clopen C' tal que x € C' C U. En particular, y ¢ C. Luego (X, =) satisface
el axioma de separacién de Priestley. Por lo tanto (X, =) es un espacio de
Esakia.

La prueba de la reciproca es inmediata. ]

Sea St la categoria cuyos objetos son espacios de Stone y cuyos morfismos
son funciones continuas. Si B es un algebra de Boole entonces X(B) es un
espacio de Stone, y si f es un morfismo de dlgebras de Boole entonces X(f) es
una funcién continua. Reciprocamente, si X es un espacio de Stone entonces
D(X) es un élgebra de Boole, y si g es una funcién continua entre espacios de
Stone entonces D(g) es un morfismo de algebras de Boole. Ahora podemos
enunciar un resultado conocido en la literatura como dualidad de Stone:
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Teorema 6.7.4. Existe una equivalencia categorial dual entre A y St.

6.8. Algunas conexiones entre las categorias

En esta tltima parte del capitulo nos basaremos principalmente en [2]
35]. Consideremos un reticulo distributivo acotado L (o un morfismo f en
BDL). A veces es posible encontrar una relacién entre cierta informacién que
nos proporciona L (o el morfismo f) con respecto a cierta informacién que
nos proporciona el espacio topolégico X(L) (o el morfismo X(f)). La misma
situacién puede ser planteada para el caso de las categorias HS y St. Por
ejemplo, existe una biyeccion entre las congruencias de L y los subconjuntos
cerrados de X(L). También muchas propiedades de L pueden ser traducidas
en propiedades de X(L). Es decir, frecuentemente es posible probar que una
cierta propiedad P vale en L si y solo si otra cierta propiedad P vale en X(L).
Supongamos que no sabemos si la propiedad P es cierta porque no logramos
encontrar una demostracién o una refutacion de la misma. Sin embargo puede
suceder que resulte posible demostrar la propiedad P o hallar una refutacién
de la misma en PS, con lo cual estariamos resolviendo nuestro problema
original.

En resumen: a veces es mas sencillo trabajar con espacios de Priestley
que con reticulos distributivos acotados. Mas aun, si estamos considerando
la categoria de reticulos distributivos finitos entonces los mismos se corres-
ponden con la categoria de posets finitos y funciones mondtonas entre posets
finitos (en el caso finito los espacios de Priestley poseen la topologia dis-
creta, esto requiere una prueba que se deja como ejercicio para el lector).
En este caso particular ni siquiera debemos preocuparnos por la topologia,
solo nos interesan propiedades de los posets finitos. Estas ideas pueden ser
extrapoladas para cualesquiera dos categorias que sean equivalentes.

En lo que sigue listaremos con un poco mas de detalle algunos ejemplos
para ilustrar los fendmenos antes expuestos.

1. Sea L un reticulo distributivo acotado. Existe un isomorfismo de reticulos
entre las congruencias de L y los subconjuntos cerrados de X(L). Si Y
es un conjunto cerrado de X(L) entonces definimos

OY):={(a,b) e Lx L:pa)NY = p(b)NY}.

La aplicaciéon © es un isomorfismo de reticulos entre el reticulo de
cerrados de X(L) y el reticulo de congruencias de L.

2. Sea f : L — M un morfismo en BDL. Entonces f es inyectiva si y solo
si f es un monomorfismo si y solo si X(f) es un epimorfismo si y solo
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si X(f) es suryectiva. Ademés f es un epimorfismo si y solo si X(f)
es inyectiva si y solo si X(f) es un monomorfismo. Finalmente f es
suryectiva si y solo si X(f) (con el codominio restringido a X(L)) es un
homeomorfismo.

3. Un espacio topoldgico X es extremadamente disconexo siy solo si la clau-
sura de todo conjunto abierto es abierto. Un algebra de Boole B es
completa si y solo si el espacio de Stone X(B) es extremadamente dis-
CONexo.

4. Sea K una clase de dlgebras del mismo tipo. Se define V(K) como la
menor variedad que contiene a K. Las dlgebras de Heyting prelineales
fueron consideradas por Horn en [62] como un paso intermedio entre la
légica clasica y la intuicionista, y fueron estudiadas también por Mon-
teiro [79], G. Martinez [74] y otros. Esta es la subvariedad de dlgebras
de Heyting generada por la clase de todas las cadenas, y puede ser axio-
matizada con un conjunto de ecuaciones que caractericen a las algebras
de Heyting mads la ecuacién de prelinealidad (x — y) V (y — z) = 1.
En [2 Ch. IX] y en [79] se dan caracterizaciones para las dlgebras de
Heyting prelineales. Un poset (X, <) se llama root system si para cada
z € X el conjunto [z) forma una cadena. Tenemos la siguiente propie-
dad para un algebra de Heyting H, cuya demostracion detallaremos a
continuacion:

H es prelineal si y solo si (X(H), C) es un root system.

Para probar esta propiedad, supongamos primero que H es prelineal.
Sean P,Q,Z € X(H) tales que P C Q y P C Z. Debemos probar que
@ C Z o bien que Z C (). Supongamos que esto no ocurre, con lo
cual existen z,y € H tales que x € Q,y € Z,y ¢ Q y x ¢ Z. Como
(x - y)V(y > x) =1y 1€ P, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que x — y € P. En particular x — y € Q. Peroz € Q y
A (x — y) <y, conlo cual y € Q. Esto resulta una contradiccién.
Luego (X(H), C) es un root system. Reciprocamente, supongamos que
(X(H), Q) es un root system y supongamos que existen =,y € H tales
que (x — y) V (y — ) # 1. Luego por el TFP existe P € X(H) tal
que (x — y) V (y — x) ¢ P. Consideremos los filtros F' = (P U {z})
y G = (P U{y}). Supongamos que y € F. Luego existe p € P tal que
y > pAx,es decir, p < x — y. De esto se deduce que x — y € P, lo
que es una contradiccién. Luego tenemos que y ¢ F. Del mismo modo
se prueba que z ¢ G. Luego existen @, 7 € X(H) tales que F' C @,
GCZ yé¢ Qyax¢ Z Ahora usaremos que (X(H),C) es un root
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system. Como P C Q y P C Z, sin pérdida de generalidad podemos
asumir que () € Z. Como = € @ tenemos que x € Z, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto H es prelineal.

. Qué consecuencias tiene este tltimo ejemplo? Supongamos que quere-
mos saber si un algebra de Heyting H es o no prelineal. Basta considerar
el poset (X(H),C) y analizar si el mismo resulta o no un root system.

Sean (X, <) e (Y, <) posets, siendo el primero un root system. Si ambos
posets son isomorfos entonces (Y, <) es un root system. En consecuencia
tenemos el siguiente corolario: si (X, <) es un espacio de Esakia que
resulta ser un root system entonces D(X) es un algebra de Heyting
prelineal. En efecto, sabemos que X = X(D(X)). Como X es un root
system resulta que X(D(X)) es un root system, lo cual es equivalente a
afirmar que D(X) es prelineal (notar que aqui hemos usado la dualidad
de Esakia). ;Qué nos aporta este resultado? Nos aporta, entre otras
cosas, un mecanismo para construir algebras de Heyting prelineales
finitas: basta considerar el conjunto de crecientes de un root system
finito dado.

Cabe destacar que una de las ventajas de trabajar con posets (o mas gene-

ralmente, con ciertos espacios topoldgicos ordenados) radica en que muchas
veces podemos intuir propiedades basdndonos en la naturaleza geométrica (y
topoldgica, si corresponde) del espacio considerado. Aunque intuir propieda-
des no significa haberlas demostrado. Pero si nos ayuda a conocer el tipo de
estructuras consideradas y los posibles problemas que podriamos abordar.
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6.9. Ejercicios

1. Probar que si L es un reticulo distributivo acotado entonces L es una
cadena si y solo si X(L) es una cadena.

2. Sea (X, <) un espacio topolégico ordenado que satisface el axioma de
separacion de Priestley. Probar que para cada x € X se tiene que {z},
[z) v (z] son conjuntos cerrados.

3. Sea (X, <,0) un espacio de Priestley. Probar las siguientes afirmacio-
nes:

a) Sea A un conjunto abierto creciente. Luego existe una familia de
clopens crecientes {A;}ics tales que A = J,o; As.

b) Si A es un abierto creciente y x € A entonces existe un clopen
creciente B tal que z € B C A.

¢) Si U es un cerrado decreciente y x ¢ U entonces existe un clopen
decreciente V tal que U CV y x ¢ V.

d) Si U es un cerrado creciente y # ¢ U entonces existe un clopen
creciente V tal que U CV y x ¢ V.

Sugerencia:

Para probar a) bastaria probar primero la siguiente propiedad: Sea
x € A. Luego existe un clopen creciente V tal que x € V 'y VN A¢ = ().

Probemos la propiedad mencionada en el parrafo anterior. Sea z €
A. Supongamos que para todo clopen creciente V vale que si x € V
entonces VN A® # (). Definamos F = {VNA“:V € D(X)yz €V} La
familia F' es una coleccién de conjuntos cerrados que tiene la propiedad
de interseccién finita (probarlo). Como (X, o) es un espacio compacto
deducimos que

(VA9 #0.

VeF

Luego existe y € (), cp(V N A°). De este modo, y € A° e y € V para
todo V clopen creciente tal que € V. En particular, z < y (probarlo).
Como x € A y A es creciente se concluye que y € A, lo cual es una
contradiccion.

Finalmente notar que a) = b) = ¢) = d).

4. Sea L un reticulo distributivo acotado. Probar las siguientes afirmacio-
nes:
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a) Si F' es un filtro de L entonces (), ¢(a) es un cerrado creciente de
X(L).

b) Si U es un cerrado creciente de X(L) entonces {a € L : U C ¢(a)}
es un filtro de L.

c) Sea Fil(L) el conjunto de filtros de L y sea Cu(X(L)) el conjunto
de cerrados crecientes de X(L). Probar que la funcién h : Fil(L) —
Cu(X(L)) dada por h(F') = (,cr ¢(a) es una biyeccion.

Sugerencia: para ver la suryectividad de h usar el item d) del Ejercicio 3.

Sea B un algebra de Boole B. Probar las siguientes afirmaciones:

a) Para cada dtomo a vale que ¢(a) es un conjunto unitario, cuyo
tnico elemento serd denotado como P,. Mas atn, probar que {P,} es
un clopen en X(B).

b) Sea P € X(B). Probar que {P} es un clopen en X(B) si y solo si
{P} es un punto aislado en X(B). ;Sigue valiendo esta propiedad para
X(L) con L un reticulo distributivo acotado?

¢) La aplicacién que a cada dtomo a de B le hace corresponder el filtro

primo P, es una biyeccion entre los atomos de B y los puntos aislados
de X(B).

Sif:(X,<)— (Y, <) una funcién mondtona entonces se dice que f es
un p-morfismo si para cada z € X e y € Y tales que f(z) <y se tiene
que existe z € X tal que x < z y f(2) = .

Sea f: (X, <) = (Y, <) una funcién mondétona. Probar que las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

a) f es un p-morfismo.
b) f71((Z]) = (f~'(Z)] para cada Z C Y.
&) F1(() = (/" ({y})] para cada y € .

Sea Y un subconjunto cerrado de un espacio de Priestley. Probar que
[Y) v (Y] son conjuntos cerrados. Concluir que (X, <) es un espacio de
Heyting si y solo si (U] es un conjunto abierto para cada abierto U.
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Capitulo 7

Mas sobre algebra universal

Expondremos en este capitulo algunos resultados del Algebra Universal,
especialmente los teoremas de Birkhoff, que seran necesarios para desarrollar
algunos temas en capitulos posteriores.

Basdndonos en lo mostrado en el Capitulo 1, Seccién 3, avanzaremos
en el estudio de las clases de dlgebras, en particular de las variedades (ver
Definicién [1.3.15]). Para eso es importante poder obtener informacién de una
clase de dlgebras a partir de algunos miembros distinguidos mas simples.
Sin embargo, esto no siempre es posible. Los candidatos a representar una
clase son, generalmente, las dlgebras subdirectamente irreducibles y también
las algebras libres. jPor qué son estos dos casos importantes? Porque las
ecuaciones (ver Seccién 4) que se cumplen en las dlgebras subdirectamente
irreducibles de una variedad se cumplen en todas las algebras de la variedad.
Lo mismo podemos decir de las algebras libres, que ademds, existen en toda
variedad, aunque son generalmente complicadas de describir. Hablaremos de
las ecuaciones en la Seccion 4.

7.1. Productos subdirectos

Vamos a definir ahora los conceptos de producto subdirecto y de &lge-
bra subdirectamente irreducible. Las algebras subdirectamente irreducibles
son aquellas que no se pueden descomponer como productos subdirectos, son
como los atomos de una clase de algebras. Segtin uno de los teoremas de
Birkhoff, en las variedades toda élgebra es producto subdirecto de algebras
subdirectamente irreducibles que pertenecen a la variedad. Como veremos,
en algunas clases de algebras esto es muy util porque las subdirectamen-
te irreducibles son algebras faciles de describir y en cierto modo en ellas
estd toda la informacion de la clase de algebras considerada. Por ejemplo,

197
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tanto en los reticulos distributivos como en las dlgebras de Boole la tinica
algebra subdirectamente irreducible es 2.

Daremos asimismo una caracterizacién de algebra subdirectamente irre-
ducible en funcién de sus congruencias, que en la practica, es més aplicable
que la definicion.

Hemos estudiado en los Capitulos 2 y 4 las congruencias de algebras de
Boole y de algebras de Heyting. Eso nos dio una base intuitva para demostrar
en general las propiedades de las congruencias de un algebra.

Como hemos observado en el Capitulo 1 (ver[1.3.3)) a menudo denotaremos
un algebra solo por su conjunto subyacente, por abuso de notacién.

Observacién 7.1.1. Las siguientes propiedades se desprenden de la defini-
cién de congruencia en un algebra.

(1) En toda élgebra (A, F') no trivial, es decir, donde A tiene mas de un
elemento, hay al menos dos congruencias, que llamaremos A y V. La
primera es la relacion de identidad, es decir que: aAb si y solo si a = b.
La segunda es la que identifica todos los elementos de A, o sea que para
todo par a,b de elementos de A, aVb.

En las algebras de Boole y de Heyting, son las que corresponden res-
pectivamente a los filtros {1} y A.

(2) Sea (A, F) un algebra, { R; };c; una familia de congruencias de A. Enton-
ces la relacién R = () R; es una congruencia en A, donde aRb equivale
a que aR;b para todo ¢ € I. En particular, si xRy implica x = y, eso
significa que R = A.

(3) Sea {g;}ier una familia de homomorfismos con el mismo dominio A. Pa-
ra cada ¢ € I consideremos la congruencia R; asociadada a g;, es decir,
la congruencia definida por: aR;b si y solo si g;(a) = g¢;(b). Entonces,
las siguientes condiciones (I) y (IT) son equivalentes:

(I) Para cada a,b € A, si a # b entonces existe i € I tal que g;(a) #
9:(b).
(I) Y R; = A.

En este caso diremos que la familia {g; }ic; separa puntos.

Definicién 7.1.2. Sea {A,}scs una familia de dlgebras del mismo tipo F. Se
dice que un algebra A de tipo F es producto subdirecto de la familia {Ag}seg si
existe un homomorfismo inyectivo f : A — [ As tal que, sip, : [[ As — Ay
es la proyeccion de indice t, se verifica que p; o f es suryectiva.
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Un élgebra no trivial (A, F') se llamara subdirectamente irreducible si se
cumple que cada vez que A es producto subdirecto de la familia {A;}ses
entonces existe t € S tal que p; o f es un isomorfismo.

Ejemplo 7.1.3. Veamos un ejemplo simple de un reticulo acotado que no
es subdirectamente irreducible.

Sean M = {0, z, 1} una cadena de tres elementos y L = {0, 1} una cadena
de dos elementos. Definimos f : M — L x L por f(x) = (0,1), ya que los
demds elementos estan determinados: f(0) = (0,0) y f(1) = (1,1).

ol o(1,1)
/ \
"l’ e(0,1) o(1,0)
o0 \ /
«(0,0)
M
L x L

Entonces, f es un homomorfismo, es inyectiva y ademas al proyectar su
imagen obtenemos L. Es decir: (pyo f)(M) = Ly (pyo f)(M) = L. Luego,
M es producto subdirecto de la familia {L, Lo}, siendo Ly = Ly = L. Sin
embargo, M no es isomorfo a L. Eso indica que existe una descomposicion
de M como producto subdirecto con factores no isomorfos a M, es decir, M
no es subdirectamente irreducible.

Teorema 7.1.4. Un dlgebra A es producto subdirecto de una familia {A;}ier
si y solo si existe una familia {g;}ic; de homomorfismos suryectivos g; :
A — A, que separa puntos.

Demostracion. Dada la familia {g; };c; definimos f : A — [[ A; por sus pro-
yecciones: p;(f(a)) = gi(a) para cada i € I. Entonces, f es un homomorfismo
por serlo todas las g;, es inyectiva porque la familia {g¢;},c;r separa puntos
y también se cumple que p; o f = g; es suryectiva. Luego, A es producto
subdirecto de la familia {A;}ier.

Reciprocamente, si A es producto subdirecto de la familia {A;};c; se
define para cada i € I: g; = p; o f. Con esto {g;}:c; verifica las condiciones
que pedimos. ]

Teorema 7.1.5. Un dlgebra A es subdirectamente irreducible si y solo si
existe una congruencia Ry # A tal que si D = {R : R congruencia, R # A}
entonces Ry = (\pep R
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Demostracion. Supongamos que no existe Ry. Entonces (z.p R = A. Tome-
mos la familia {A/R} grep y veamos que A es producto subdirecto de algunos
de sus miembros. En efecto, por el Teorema y la Observacion item
(3), la familia {ggr }rep de las aplicaciones canénicas gr : A — A/R cumple
las condiciones. Sin embargo, R € D implica que R # A, con lo cual A no
puede ser isomorfa a A/R para ningiin R € D, pues de serlo cada clase de
A/R serfa unitaria, es decir, serfa R = A. Luego, A no es subdirectamente
irreducible.

Reciprocamente, sea Ry = (\zep, Ro # A. Entonces existen a y b tales
que a # by aRgb. Llamaremos (P) a esta propiedad. Probemos que A es
subdirectamente irreducible, para lo cual suponemos que A es producto sub-
directo de una familia {A;};e; v tomamos la familia {g; };c; correspondiente.
Como a # by los g; separan puntos, existird un j € I tal que g;(a) # g;(b).
Esto significa que, si llamamos R; a la congruencia asociada a g;, @ no esté re-
lacionado con b por R;. Por (P), aRgb, luego: Ry & R;. Luego, debe ser
R; = A y por lo tanto, en virtud del Teorema del Capitulo 1, se tiene

que existe un isomorfismo g; que hace conmutar el siguiente diagrama:

A— A,

93
p ~
9;

AJA

Pero A/A = A. Luego A = A; y, por lo tanto, A es un élgebra subdirecta-
mente irreducible. O

Ejemplos 7.1.6.

1. Un algebra A es llamada simple si las inicas congruencias que tiene son
las triviales A y V. Toda algebra simple es subdirectamente irreducible
(ejercicio).

2. El reticulo 2 es subdirectamente irreducible, ya que siendo las tinicas
congruencias A y V., se cumple la condicién del Teorema [7.1.5]

Vamos a probar que 2 es el tnico reticulo distributivo subdirectamente
irreducible.

Si es  un elemento de un reticulo distributivo L, las siguientes relacio-
nes R* y R, son congruencias en L (probarlo como ejercicio).

uR,vsiysolosiuAxr=vAuz,

uR*vsiysolosiuVr=vVux.



7.1. PRODUCTOS SUBDIRECTOS 201

Supongamos ahora que L es subdirectamente irreducible y que L # 2.
Entonces existiran a,b,x € L tales que a < xz < b. Consideremos las
congruencias R, y R* y probemos que R, R* = A. En efecto, si uR,v
vy uR*v entonces, aplicando el Lema del Capitulo 2 tenemos que
u = v. Como L es subdirectamente irreducible, en virtud del Teore-
ma [7.1.5| existe una congruencia Ry # A que es la interseccion de todas
las congruencias distintas de A. Luego, Ry C R, N R* = A, lo que
implicaria que Ry = A, lo cual es un absurdo.

3. El algebra de Boole 2 es subdirectamente irreducible por la misma
razon que en el item 2. Veamos que es la tnica. Sea (A, A,V,~,0,1) un
algebra de Boole subdirectamente irreducible y consideremos el reticulo
(A, A\, V), reducto de aquella. Toda congruencia de (A, A,V,~,0,1) es
congruencia de (A4, A, V) y también vale la reciproca, como vimos en el
corolario del Lema [2.3.11] del Capitulo 2. Por lo tanto, el razonamiento
que se hizo en 2 puede aplicarse aqui también. Por ende, 2 es la tnica
algebra de Boole subdirectamente irreducible.

4. Lasituacién es distinta para las algebras de Heyting. Hay “demasiadas”
algebras subdirectamente irreducibles, con lo cual una descomposicion
en subdirectamente irreducibles no es 1til para simplificar el estudio de
dichas algebras.

En efecto, un algebra de Heyting H es subdirectamente irreducible si
y solo si el conjunto
{reH: z#1}

tiene un elemento maximal z # 1. Para probarlo, usando el Teore-
ma [7.1.5] basta con ver que la congruencia asociada al filtro [z) es la
que describe ese teorema.

Vamos ahora a enunciar y delinear la demostracion de uno de los impor-
tantes teoremas de Birkhoff. Recordemos que hemos definido variedad como
una clase de algebras K cerrada por subalgebras, imdgenes homomorfas y

productos (ver Capitulo 1, [1.3.15)).

Teorema 7.1.7 (ver [0], [2] I, 9, Teorema 4). Si A es un dlgebra de una
variedad K entonces A es producto subdirecto de una familia de dlgebras
subdirectamente irreducibles de K.

Demostracion. Si A fuera trivial, o sea, si tuviera solo un elemento, enton-
ces podemos considerar que es producto subdirecto de una familia vacia de
algebras subdirectamente irreducibles.
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Supongamos ahora que A no es trivial, por lo cual existiran a,a’ € A
tales que a # a’. Consideremos el conjunto

Congqay = {R: R congruencia, (a,a’) ¢ R}.

Puede demostrarse que el conjunto que acabamos de definir tiene un elemen-
to maximal, el cual llamaremos R,,(a,a’). Recordemos que a y @' no estan
relacionados por R,,(a,a’). Tomemos ahora A/R,,(a,d’), que estd en K por
ser imagen homomorfa de A. Entonces A/R,,(a,a’) tiene al menos dos ele-
mentos, pues |a| # |d/|, luego tiene alguna congruencia distinta de A. Sea S
una de ellas y definamos una relacién S’ por:

xS'y en A siy solosi |z|S|y| en A/R,(a,a’).

Se puede probar que S” es una congruencia y que, ademas, R,,(a,a’) C S’
Por la maximalidad de R,,(a,a’), no puede cumplirse que S’ € Con, a1, €s
decir que debe ser aS’a’. Pero esto implica |a|S|d|, y esto vale para toda S
no trivial en A/R,,(a,a’). Luego, si definimos

D(aay) = {S: S congruencia en A/R,,(a,a’), S # A},

entonces (|al, |d'|) € mSGD(a,a/) S, por lo que existe una congruencia mini-

mal no trivial en A/R,(a,a’). Esto significa, por el Teorema [7.1.5 que
A/R,.(a,a’) es subdirectamente irreducible.

Podemos hacer esta construccién para cada par de elementos de a,a’ € A
con a # a', por lo que se puede demostrar que A es producto subdirecto de la

familia de algebras de K subdirectamente irreducibles {A/R,,(a, a') }a.arc A0 -
[

Observacién 7.1.8. Hemos visto que la tnica algebra de Boole subdirec-
tamente irreducible es 2. Entonces podemos mirar el Teorema de Stone de
representacion de las dlgebras de Boole (ver [2.5.10] [4.5.5| y [4.5.8]) como apli-
cacién del Teorema [.1.7. Volveremos sobre este tema en [.4.15]

7.2. Términos

Conocemos desde nuestra época escolar las funciones lineales y las fun-
ciones cuadraticas con sus correspondientes graficas en el plano real. Son
funciones entre ntimeros reales que combinan las tres operaciones +,- y —.
Por ejemplo, la aplicacién f : R — R definida como f(z) = 2* — 3z es una
funcién, la cual toma un numero real x lo eleva al cuadrado y le resta tres
veces x. Son operaciones que pueden llevarse a cabo en el conjunto de los
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nuimeros reales R munido de las operaciones +, -, —, es decir, en el anillo
(R, +,-,—,0). La expresiéon “z? — 3x” es lo que llamaremos un término en
la variable z y tiene sentido en cualquier algebra que tenga las operaciones
mencionadas. Se obtiene a partir de las variables y las constantes aplicando
sucesivamente las operaciones del algebra. Al tomar la funcién f(x) lo que
hacemos es evaluar el término en un algebra determinada, en este caso el
anillo de los nimeros reales. Es lo que llamaremos funcion término. Esto
constituye una generalizacion de la situaciéon que vimos en el Capitulo 1 con
respecto a los simbolos de operaciones y a las operaciones en cada algebra.
Las congruencias de un algebra se caracterizan por “pasar bien” a través
de las operaciones. Por ejemplo, si R es una congruencia y xRy, uRv, entonces
para toda operacién binaria ¢ se tiene que (z ¢ u)R(y ¢ v). Esa propiedad
se extiende a los términos (ver Teorema [7.2.5)) : si se tiene que a;Rb; para
1 = 1,...,k entonces evaluando un término en ay,...,a; obtendremos una
expresion relacionada por R con el mismo término evaluado en by, ..., bg.

Definicién 7.2.1. Sea X un conjunto no vacio de objetos, que llamaremos
variables. Sea F un tipo de algebra, y llamemos F,, al conjunto de simbolos
de operaciones n-arias, para n = 0,1,..., k. El conjunto T(X)z, abrevia-
damente T(X), de los términos de tipo F sobre X se define de la siguiente
manera:

(i) XUFy C T(X), o sea: todas las variables y las constantes son términos.

(i) Sity, ta,. .. t, son términos y f € F,, entonces la cadena de simbolos
f(t1,ta, ..., t,) es un término.

(iii) Una cadena de simbolos es un término si y solo si se obtiene de (i) y
de (ii) en un numero finito de pasos.

Diremos que un término es m-ario si aparecen en el mismo a lo sumo m
variables.
Ejemplos 7.2.2.

1. Consideremos el tipo de los grupos y X = {x,y, z}. Los siguientes son
términos:

z,Y, O,x—O,x+y,x—(y+I), ((Z+y)—y)—2

Observemos que cualquiera de ellos puede considerarse un término
3-ario o ternario, o sea, término en tres variables, pues tiene a lo sumo
a las tres variables x, y, 2.
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2. Consideremos el tipo de las élgebras de Boole y X = {x,y}. Los si-
guientes son términos:
Ly, zA(yVvT),yVy.

Observemos que los términos 1 e y V¥ son distintos, aunque evaluados
en cada algebra de Boole dan lo mismo. Eso se aclararé con la siguiente
definicion.

Definicién 7.2.3. Dado un término t(xy,...,z,) de tipo F sobre X y un
algebra A de tipo F definimos la funcién término t4 : A® — A como sigue:

(i) Sit es la variable z;, entonces
tYay, ... a,) = aj,
es decir, t4 es la proyeccién i-ésima,
(ii) Sit es de la forma
fltr(zy, . ympn), o ti(z, .. xy)),  con f € Fy,
entonces
tYay, ..., a,) = FAENay, . an), ..t (a, .. a)).

En particular, si t = f € F entonces t* = f4.

Ejemplos 7.2.4.

1. La siguiente tabla muestra la relacion entre los términos y las funciones
término correspondientes al Ejemplo 1 de [7.2.2}

Término Funcién término de 3 variables
x f(z,y,2) = x (primera proyeccion)
Y g(x,y, z) =y (segunda proyeccién)
0 h(z,y,z) =0
T+ k(z,y,2) =x+y
(z+y)—y) —= lz,y,2) =0

Observemos que la funciéon término de una variable correspondiente al
término z es la identidad, mientras que la de dos variables correspon-
diente a x + y es la operacién suma.
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2. Andlogamente, veamos en la siguiente tabla lo que corresponde al Ejem-

plo 2 de[7.2.2}

Término | Funcién término
1 u(z,y) =1

zAyVvVzT)| viz,y) =xAy
yvy w(z,y) =1

Teorema 7.2.5 ([13] II, Teorema 10.3]). Sean A y B dlgebras de tipo F, sea t
un término n-ario de tipo F, t* y t® las funciones término correspondientes.

(a) Sea R una congruencia en A y supongamos que a;Ra), parai=1,... n.

Entonces
tYay, ..., a,) Rtd),... d).

(b) Sea h: A — B un homomorfismo. Entonces:

h(t* (a1, ..., an)) = tP(h(ay), ..., hay)).

(¢c) Sea Z un subconjunto de A. El subuniverso de A generado por Z (ver
Deﬁnicidn del Capitulo 1) estd dado por:

Sg(Z) = {t*ay,...,a,) : t n-ario de tipo F, n € N, ay,...,a, € Z}.

Demostracion. Omitiremos los detalles de la demostracién, dando solo una
idea.

En (a) y (b), la demostracién se hace por induccién de la siguiente manera:
se supone, en el caso base, que t* es una operacién del dlgebra. En ese caso
las condiciones se cumplen por definicién de congruencia y de homomorfismo
respectivamente. Luego se supone que todo vale para n = k y se prueba para
n =k + 1, componiendo ¢4 con cada una de las operaciones y aplicando las
definiciones.

El punto (c¢) también se demuestra por induccién. Consideramos los con-
juntos

EN(Z) = {t*ai, ..., a,), t* obtenido en j pasos, ai,...,a, € Z},
donde “obtenido en j pasos” significa lo siguiente:

= en 0 pasos, si t*(ay,...,a,) € FoUZ (no se aplicé ninguna operacién),
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» en 1 paso, sit?(ay, ..., a,) se obtiene aplicando una sola operacion, etc.

Se prueba entonces que

S9(2) = J Ei(2),

jEN
de donde se deduce lo pedido. O

Definicién 7.2.6. Se llama funcion polinomial a una aplicacion de n varia-
bles f : A — A obtenida de una funcién término reemplazando algunas de
las variables por elementos del algebra A. Dicho de otro modo, si es compo-
sicion de funciones constantes con una funcién término.

En el Teorema parte (a), vemos que las funciones término “pasan
bien” a través de las congruencias. También todas las funciones constantes
lo hacen. Luego, una funcién polinomial también cumple la condicién de la
parte (a) del Teorema [7.2.5]

Vamos a generalizar esta condicion definiendo las funciones compatibles,
que son aquellas que se comportan, podriamos decir, “como si fueran opera-
ciones del dlgebra” con respecto a las congruencias.

Definicién 7.2.7. Una funcién de n variables f : A — A se dice compati-

ble con una congruencia R si cumple, para cada par de n-uplas (ay, ..., a,),
(a},...,al) de elementos de A, la siguiente condicion:
. , - / ’
Si a;Ra) para i =1,...,n, entonces f(ay,...,a,)Rf(a},...,a,).

La funcién f se dice compatible si es compatible con toda congruencia R del
algebra.

Esto equivale a decir que, si agregamos f como una nueva operacién al
algebra, las congruencias del dlgebra “enriquecida” por f son las mismas que
las del algebra original.

Corolario 7.2.8. Toda funcion polinomial es compatible.

La pregunta que surge inmediatamente es:
. Toda funcién compatible es polinomial?

Cuando en un élgebra la respuesta es positiva, es decir, si toda funcién com-
patible es polinomial, se dice que el algebra es afinmente completa o afin
completa. Si eso ocurre solo para subconjuntos finitos del dlgebra, el algebra
es localmente afin completa (ver [60]).

Mostraremos luego que las algebras de Boole son afin completas y que las
de Heyting son solo localmente afin completas.

Veamos ahora ejemplos de aplicacién de la parte (c) del Teorema
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Ejemplos 7.2.9.

1. Tomemos un ejemplo dado en el Capitulo 1, Definicion [1.3.8]

Sea (Z, +,—,0) el grupo de los enteros. Si Z = {1} se tiene que
Sg(Z) = Z. En efecto,

Ey ={0,1} (constante y generador),
E, = EOU{1+17_1}a
E2 :E1U{—2,2+1},

En cada paso aplicamos una operacién (tomar suma u opuesto) a los
del paso anterior y asi se llega a obtener todos los enteros.

2. Sea Bs el algebra de Boole con tres atomos a, b, ¢, como se muestra en

E/ol_)\ 0
e
NP

Tomemos en primer lugar Z = {a}. Luego:

ol

o(

Ey={0,1,a} (constantes y generador),

Ey = Ey U {a},

E, = E, y por lo tanto: S¢(Z) ={0,1,a,a}.

Sea ahora Z = {a,b} y calculemos Sg(Z). Se tiene

EO = {07 1,CL,b},
By, = Eyu{ab,aAbaVvby ={0,1,a,ba,b7c}, puesaAb =10y
aVb=ct,

FE, = Bs, pues E, contiene el elemento @ A b, que es c.
Es decir, {a, b} genera Bs.

Este ejemplo se puede generalizar: si B,, es el algebra de Boole con n
atomos ay, as, . . ., a,, entonces basta tomar el conjunto {ay, as, ..., a,_1}
para generar B,.
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Algebra de términos

Una vez construido el conjunto de términos podemos dotarlo de operacio-
nes y convertirlo en un algebra. Ya que los términos son cadenas de simbolos,
expresiones bien formadas de un cierto lenguaje formal, las operaciones entre
ellos serdn las mismas utilizadas para construir los términos. Por ejemplo: y,
x A (yVT) son términos del tipo de las dlgebras de Boole. Si efectuamos, por
ejemplo, la operacion A entre ellos nos queda el término 7 A (z A (y V T)).

Definicién 7.2.10. Sea T(X) # 0. El dlgebra de los términos sobre X tiene
como universo a T(X) y como operaciones las correspondientes al tipo F.

Ejemplos 7.2.11.

L. (T(X)@2200), N V,0,1): el dlgebra de términos sobre X del tipo de los
reticulos acotados.

2. (T(X)2,21,00: N, V,7,0,1): es el dlgebra de términos sobre X del tipo
de las dlgebras de Boole.

3. (T(X)(0), * T): es el dlgebra de términos sobre X del tipo de los
monoides.

4. (T(X) 21,0, * *,0): es el dlgebra de términos sobre X del tipo de los
grupos.

Observacién 7.2.12. El élgebra de términos de tipo F sobre X tiene a
X como conjunto de generadores: T(X) = Sg(X). Veremos a continuacion
que X es un conjunto de generadores libres de T(X), por lo que T(X) suele
llamarse el dlgebra absolutamente libre sobre X en la clase de las algebras de
tipo F.

Teorema 7.2.13. FEl dlgebra de términos de tipo F sobre un conjunto X # ()
cumple la propiedad universal de extension de homomorfismos (ver Capitu-
lo 1, Definicion con respecto a la clase de las dlgebras de tipo F.

Demostracion. Sea k : X — A, A de tipo F. Extendemos k recursivamente
a una aplicacién h : T(X) — A de la siguiente manera:

h(f(ts. o ta)) = fA(A(G), - B(t)),

siendo f € F m-aria. Es un ejercicio de rutina ver que h es un homomorfismo.
]



7.3. TERMINOS EN ALGEBRAS DE BOOLE Y DE HEYTING 209

Algebras libremente generadas

Hemos visto en el Capitulo 1, Seccién 3.3, Definicion la definicién
de conjunto de generadores libres X de un dlgebra A en una clase K en base
a la propiedad universal de extensién de homomorfismos. Podemos ver las
cosas desde otro punto de vista. Si un conjunto X genera A, se llamara libre si
no hay ninguna forma de vincular entre si los elementos de X. En el ejemplo
de Bj, los elementos a y b cumplen la condicion de que aAb = 0. Por lo tanto,
{a, b} no es libre. De hecho, se puede probar que B3 no tiene un conjunto
de generadores libres.

Consideremos T (22,0,0)(X) los términos en X de la clase de los reticulos
distributivos acotados, donde X = {x}. Entre los infinitos términos en la
variable x y las constantes 0,1 podemos introducir una identificacién muy
natural: la que considera iguales a términos que lo son en todo reticulo.
Identificamos entonces, por ejemplo, Az con x, 0A(xV(1Az)) con 0, etc. Solo
nos quedan como representantes los términos basicos: 0, 1, x. Luego, el algebra
libremente generada por un elemento en la clase de los reticulos distributivos
acotados es la que tiene esos tres elementos. Pero ... jqué vinculos puede
haber si hay un solo generador? Sin embargo, hay algebras generadas por un
solo generador y ese generador no es libre. Un ejemplo es el grupo Z, que es
generado por 1 pero no libremente, pues hay un vinculo: sumando p veces 1
obtenemos 0. Vimos el caso de p = 3 en el Capitulo 1.

Volveremos sobre esto préximamente.

7.3. Términos en algebras de Boole
y de Heyting

Hemos visto en el Capitulo 3, donde dimos como ejemplo el caso n = 2,
que a cada tabla de verdad de una férmula con n variables le corresponde una
disyuncién de conjunciones elementales. Esto implica que una férmula de n
variables es logicamente equivalente a una que contiene los conectivos =, A, V;
esta ultima férmula se dice que esta dada en la forma normal disyuntiva. Por
otra parte, una férmula del CPC induce un término (pues los conectivos se
corresponden con las operaciones del dlgebra) y a su vez, este induce una
funcién término en cada algebra de Boole.

Veamos algunos ejemplos de formulas y sus correspondientes funciones
términos.
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Foérmula Término | Funcién término

pV—p TVT w(z,y) =1
pA(QV-p) | zA(yVE) | v(z,y)=zAy

Las reflexiones anteriores nos inducen a pensar entonces que las funciones
compatibles en las dlgebras de Boole son exactamente las funciones término.
Esto no es asi, ya que si consideramos el dlgebra de Boole B de cuatro
elementos (siendo a y b los d4tomos) entonces la funciéon f : B — B dada
por f(z) = aV z es compatible y no es una funcién término (ya que las
funciones términos ¢ en dlgebras de Boole satisfacen que ¢(0) € {0, 1}, esta
afirmacién se deja como ejercicio para el lector). Sin embargo, lo que si vale
es que las funciones compatibles en las dlgebras de Boole son exactamente
las polinomiales. Antes de probar esto, veremos una equivalencia muy til
para aplicar el concepto de funcién compatible en algebras de Heyting.

Comenzaremos con una observacion, que se utilizara para simplificar la
prueba del lema que le sigue.

Observaciéon 7.3.1. Sean H un algebra de Heyting, f : H" — H una
funciéon y @ = (ay,...,a,) € H". Para ¢ = 1,... k, definimos funciones
unarias f* : H — H por f*(z) = f(a1,...,a;-1,%,a;11,...,a,). Luego
tenemos la siguiente caracterizacion para funciones compatibles unarias: f es
compatible si y solo si para cada a € H" y cada ¢ = 1,..., k, las funciones
f# son compatibles.

Los resultados que veremos a continuacién fueron extraidos de [17].

Lema 7.3.2. Sean H un dlgebra de Heyting y f : H® — H una funcion. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

a) f(x1,...,xp) Ny = f(x1AY, ..., 2o AY) Ay, para cada 1, ..., x,,y € H.

b) Nii(zi < vi) < f(z1,...,20) < f(y1,...,yn) para cada x;,y; € H
cont=1,...,n.

c) f es compatible.

Demostracion. Basta demostrar el Lema para el caso en que n = 1. El caso
general se deduce del caso unario y de la Observacion [7.3.1}

(a) = (b). Supongamos que f(x) Ay = f(x Ay) Ay para cada x,y € H.
Teniendo en cuenta que x A (z <> y) = y A (z <> y) (ver Ejercicio |10] del
Capitulo 4) tenemos que:

f@) Nz ory) = flen(zoy) Aoy
flyn(z e y) A< y)
f

() A (z < y).
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Luego, como xz Az =y A z siy solo si z < x <> y (ver ejercicio citado), se
tiene que
<y < f(z) < fy).

(b) = (c). Sean R una congruencia en H y F su filtro asociado. Sabemos
que x R y siy solo si x <> y € F (ver Lema del Capitulo 4). Por
hipétesis, x <> y < f(x) < f(y). Luego, f(z) + f(y) € F, de donde
f(x) R f(y). Es decir, f es una funcién compatible.

(¢) = (a). En vista del Ejercicio [10| del Capitulo 4, basta probar que
y < f(z ANy) <> f(z). Sea R la congruencia principal generada por el par

(x,x Ay). Como f es una funcién compatible, f(x) R f(z Ay). Ademds, por
el Lema del Capitulo 4, a R le corresponde el filtro principal generado
por el elemento = <+ (y A x). Notemos que = <+ (y A ) = z — y. Por ende
fl@)A(z—y)= f(x ANy) A (x — y), de donde deducimos que

r—y < flzxAy) < fx).

Por lo tanto, como y < x — y obtenemos que

y < flzny) < flz). M

A continuacion veremos que toda algebra de Boole es afin completa. Re-
cordemos que esto significa que si B es un algebra de Boole y f : B" — B
es una funcién compatible entonces f es una funciéon polinémica.

Teorema 7.3.3. Toda dlgebra de Boole es afin completa.

Demostracion. Vamos a probar que toda funcién compatible f de n variables
en un algebra de Boole coincide con una funcién polinomial, probando la
siguiente igualdad:

flxy, ..., x,) = \/ F(s1ye ey Sa) AT A A,
(81 ----- Sn)G{O,l}"

donde z} = z; y 2 = T,;. Probaremos esta afirmacién solo para n = 2 (el
caso general se prueba andlogamente). Es decir, veremos que

Teniendo en cuenta que x = x <> 1, T = x +> 0 y lo visto en el Ejercicio
del Capitulo 4, tenemos que para a,b € {0,1} vale

fla,b) Az <> a) A (y <> b) = f(z,y) A(z <> a) A (y <> D). (7.1)
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Luego se tiene que

\V  (flab)rzay)y=\/  (flz,y) A @ Ay)

(a,b)e{0,1}2 (a,b)e{0,1}2

= flwyn /@Ay,

(a,b)e{0,1}2

Por lo visto en el Ejercicio [1| del Capitulo 2 (correspondiente a algebras de
Boole) se tiene que \/, ;10132 (2 A y®) = 1, por ende

flz,y) = \/ fla,b) A Ay O

(a,b)e{0,1}2

A continuacion veremos que toda algebra de Heyting es localmente afin
completa. Recordemos que esto significa que si H es un algebra de Heyting
y [+ H" — H es una funcion compatible entonces f restringida a todo
subconjunto finito resulta ser una funcién polinémica.

Teorema 7.3.4. Toda dlgebra de Heyting es localmente afin completa.

Demostracion. Sean H un algebra de Heyting, S un subconjunto finito de
Hy f: H*> — H una funcién compatible (consideraremos solamente este
caso; el caso general es similar). Veamos que f restringida a S coincide con
la siguiente funcién polinémica:

fly) =\ flab) Az < a)A(y < b), (7.2)

(a,b)€S?

donde (z,y) € S2.
Por la misma razén que en ([7.1) del Teorema tenemos que vale la
igualdad

fla,b) A (2 a) Ay < b) = f(z,y) Az < a) Ay < b).
Luego se tiene que
fla,b) A (z 42 a) A (y <> b) < f(z,y).
Sea Tioy = {f(a.b) A(z < a) A(y <> b) : (a,b) € S2}. Luego f(z,y) es una

) :
cota superior de T{,,), y como f(z,y) € T(,,) se concluye que f(x,y) es el
maximo de T, ). Por lo tanto vale (7.2). O
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Las funciones compatibles en algebras de Heyting se vinculan con los
conectivos intuicionistas, cuya definicién seméntica vimos en el Capitulo 5.
En efecto, en el articulo [17] Caicedo y Cignoli dan una definicién algebraica
de conectivo intuicionista a través de la nocién de funcién compatible en
algebras de Heyting. En el mencionado articulo se prueba en el Lema 2.1 (ver
Lema que la siguiente condicion es equivalente a la compatibilidad de
la funcion f:

flz) ANy = f(z ANy) ANy para cada z,y.
Notemos que esta condicién aplicada a una funcién ®, : P™ — PT, es

la dada en el Capitulo 5 (Definicién [5.6.8)) para definir seménticamente un
conectivo intuicionista unario:

() ®(T)NU =do(TNU)NU.

Luego, las funciones ®. que dan lugar a conectivos implicitos definidos
semanticamente (por modelos de Kripke) no son otra cosa que funciones
compatibles de dlgebras de Heyting pg (ver Capitulo 4, Definicién .
Se exhiben en el articulo [I7] ejemplos de funciones compatibles que no son
polinomiales, lo que demuestra que existen algebras de Heyting que no son
afin completas.

7.4. Ecuaciones

Entendemos elementalmente una ecuacidon como un problema: calcular
para qué valores numéricos de las variables se cumple la igualdad que se
propone simbdélicamente por medio de letras, que son las incégnitas. La re-
solucion de ecuaciones data de los primeros siglos de la era cristiana y es la
que da inicio al Algebra. Fue Mohamed ibn Musa, apodado Al-Khwarizimi,
en el siglo IX, el primero en estudiar mas o menos cientificamente la teoria
de ecuaciones. De su nombre proviene la palabra “algoritmo” y del nombre
de su obra surgié la misma palabra “dlgebra”, que significa pasaje de un
término de un miembro a otro de una ecuacién.

Mucho se ha extendido el alcance del Algebra y mucho ha cambiado la
forma de plantear los problemas desde entonces. Sin embargo, las soluciones
dadas por los griegos, los hindtes y los arabes para las ecuaciones algebraicas
todavia se estudian.

Veremos en esta seccion la definicién de ecuacion o identidad en gene-
ral, desde el punto de vista del Algebra Universal, y algunas importantes
consecuencias. En particular, veremos el Teorema de Birkhoff que muestra
que las variedades no son otra cosa que clases de dlgebras caracterizadas por
ecuaciones.
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Definicién 7.4.1. Una ecuacion o identidad de tipo F sobre X es una
expresion de la forma

t~ u,
siendo t,u € T(X).

Diremos que un algebra A de tipo F satisface tal ecuacién para t, u térmi-
nos n-arios y denotaremos A F t ~ u si para toda n-upla (ay,...,a,) de
elementos de A se verifica t4(ay, ..., a,) = u’(ay, ..., a,).

Diremos que una clase K de algebras satisface ¢t =~ u si cada algebra de
la satisface. En ese caso escribiremos: K F t = w.

Denotaremos Idi(X) al conjunto de identidades que satisface la clase IC.

En lo sucesivo usaremos a menudo el signo = en lugar de =.

Definicion 7.4.2. Una cuastidentidad es una identidad o bien es una afir-
macién de la forma: “si t; =~ uq,..., t, = u, entonces t ~ u.”

Ejemplos 7.4.3.

1. Sea G la clase de los grupos (ver Capitulo 1, Seccién 3). Las ecuaciones
que la caracterizan son:

rx(yxz)=(rxxy)*z,
rx T =Txx =z,
rxr = txr=T.
El conjunto Idg(X) con X = {x,y,z,t} estd formado por todas las

identidades obtenidas a partir de estas sustituyendo las variables z, y, z
por términos en X. Por ejemplo, (z x¢) * (t71 % z71) = T.

2. Consideremos la clase de los reticulos distributivos (ver Capitulo 2,
Seccién 2). Las ecuaciones que la caracterizan son:
RO zVz =z, 2 Az =z (idempotencia),
Rl zVy=yVzx, xAy=yAzx (conmutatividad),
R2 zVv(yVz)=(xVy)Vz, zA(yAz)=(xAy) Az (asociatividad),
R3 (zVy) ANy=y, (x Ay)Vy =y (absorcién),
D aA(yVz)=(xAy)V(zAz) (distributividad).

El siguiente resultado afirma que las identidades se preservan por las tres
operaciones que caracterizan una variedad: tomar productos, subdlgebras e
imédgenes homomorfas. La demostracién puede verse en [I3, Ch. II, Sec. 11].
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Teorema 7.4.4 (ver [2, I, 11, Lemma 6 y Corollary 7]). Sea K una clase de
algebras del mismo tipo F. Sea t =~ u una ecuacion de tipo F donde t,u son
términos n-arios.

(1) Sea (As)ses una familia de dlgebras de K tal que As E t ~ u para todo

s € S. Entonces [[,cq As Ft =~ u.

(11) Sea A dlgebra de KC que satisface t = u, B subdlgebra de A. Entonces
BEt=~u.

(i1i) Sea h : A — B un homomorfismo y supongamos que A F t ~ wu.
Entonces h(A) E t = u.

Corolario 7.4.5. Si las dlgebras subdirectamente irreducibles de una varie-
dad IKC satisfacen una identidad t =~ u entonces toda dlgebra de la clase la
satisface.

Demostracién. Por el Teorema [7.1.7, toda dlgebra A de una variedad es
producto subdirecto de subdirectamente irreducibles. Por lo tanto existe una
familia (Ay)ses de dlgebras subdirectamente irreducibles y un homomorfismo
inyectivo f : A — [],cq As. Por (i) del Teorema , [LesAs Ft =~ u
Por ser f(A) subalgebra de [, ¢ As también (por (ii)) se tiene f(A) F ¢ ~ w.
Pero f : A — f(A) es un isomorfismo, por lo que A es imagen de f(A) por
la funcién inversa de f, luego por (iii) se tiene que A satisface ¢t = u. O]

Corolario 7.4.6. Sea K una clase de dlgebras del mismo tipo F. Sea t = u
una ecuacion de tipo F. Sea (As)ses una familia de dlgebras de IC, A producto
subdirecto de esa familia. Entonces: AF t =~ u si y solo si para cada s € S,
AsFt=u.

Como vimos en [7.1.6] el algebra 2 es la tnica dlgebra de Boole subdi-
rectamente irreducible. Aplicando el Teorema a la clase de dlgebras de
Boole se puede concluir que toda algebra de esta clase es producto subdirecto
de copias de 2. Se tiene, entonces, la siguiente conclusion:

Corolario 7.4.7. Una ecuacion se satisface en toda dlgebra de Boole si y
solo si se satisface en 2.

Ecuaciones y algebras libres

Hemos dicho que, intuitivamente, un conjunto de generadores de un alge-
bra es libre si no existe “vinculo” entre sus elementos. ;Qué clase de vinculo
es ese? Un vinculo entre términos es, segun acabamos de ver, una ecuacion.
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El ejemplo del reticulo acotado distributivo libremente generado por un
elemento que vimos en la seccién anterior nos indicaria que una manera de
obtener el dlgebra libre en una clase K con un conjunto X de generadores es
calcular todos los términos y “depurar” el conjunto T(X) identificando los
que coinciden en todas las algebras de la clase, o sea, viendo que las funciones
término coinciden. Pero identificar elementos es lo que hacen las congruencias
y de eso se trata efectivamente.

Dada una clase K de algebras de tipo F que verifica un conjunto de
ecuaciones 2 y dado X un conjunto de generadores, generamos libremente
un &dlgebra construyendo el algebra de términos T(X) y luego haciendo el
cociente de T(X) por la interseccién de todas las congruencias que se obtienen
identificando términos de acuerdo a las identidades de (). Este proceso es
posible hacerlo en cualquier clase K que sea una variedad.

No veremos los detalles de las demostraciones pero senalaremos los resul-
tados.

Ejemplos 7.4.8.

1. Sea X = {z,y} y consideremos la clase de las dlgebras de Boole, que
son de tipo (2,2,1,0,0).

Se puede probar que solo hay 16 términos en X no equivalentes entre
sti:

{07 ]" x? y7 f’ y7 x/\y7 x/\y’ E/\y7 fA@? (ZL’/\y)\/(E/\y),
@TAY)V(rAY), xVy, VY, TVy, TV}

Esta es el algebra de Boole libre con dos generadores, que habiamos
calculado ya en el Capitulo 2, Figura [2.5]

2. Tomando el mismo X = {x,y} y la clase de los reticulos distributi-
vos, que son de tipo (2,2), los términos son solamente z,y y supremos
e infimos entre las dos variables (no hay constantes). Pero todos los
términos se reducen a cuatro no equivalentes, como puede verse en el
diagrama siguiente, que muestra el reticulo libre con dos generadores.

o Vy

7
N\

or N

N,/
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Teorema 7.4.9 ([2, Theorem 4, I, 12 y resultados relacionados]). Sea K una
variedad que contiene al menos un dlgebra no trivial. Entonces, para todo
conjunto X # 0 existe el dlgebra libremente generada por X sobre K.

Teorema 7.4.10 ([13, Theorem 11.4, II, 11 y resultados relacionados]). Sea
IKC una variedad de tipo F que contiene al menos un dlgebra no trivial. Sea
Fie(X) el dlgebra libremente generada por X y sea t ~ u una identidad.
Entonces KEt ~u si y solo si Fic(X) Ft~u.

Clases ecuacionales

Para concluir este capitulo enunciaremos un importante teorema de Birk-
hoff que muestra que toda variedad es una clase ecuacional y reciprocamente.

Definicién 7.4.11. Sea 2 un conjunto de ecuaciones de tipo F y sea M ()
la clase de las algebras que satisfacen todas las identidades de 2.
Una clase K se llama clase ecuacional si existe un conjunto €2 de identi-

dades tal que K = M(£2).
Ejemplos 7.4.12.

1. Todas las clases de algebras que hemos visto o estudiado en capitulos
anteriores son clases ecuacionales: grupos, anillos, reticulos, dlgebras de
Boole y de Heyting.

2. Llamaremos cuerpo a todo anillo con unidad (K, +,.,—, ()~*,0,1) , tal
que todo elemento distinto del cero posea inverso. Es decir que
- (K, +,—,0) es un grupo abeliano,
- (K’,.,( )7, 1) es un grupo, donde K’ = K — {0},
- vale la propiedad distributiva: a.(b + ¢) = a.b+ a.c.
La clase de los cuerpos no es una variedad, porque la condiciéon “todo

elemento distinto de cero posee inverso” no puede darse por ecuaciones.

3. En la Seccion 1 del Capitulo 9 daremos la definicion de BCK-élge-
bra, mediante identidades y una cuasiidentidad. Fue demostrado por
Wronski que las BCK-algebras no son una variedad (es decir, que no
se pueden definir por ecuaciones).

Lema 7.4.13 (ver [13, Lemma 11.8, II, 11]). Si K es una variedad, entonces
K =M(Ide(X)), donde X es un conjunto infinito de variables.
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El siguiente teorema de Birkhoff traslada la dificultad de demostrar que
una clase es cerrada por productos, subdlgebras e imagenes homomorfas a la
de buscar un conjunto de ecuaciones que la caracterice.

Teorema 7.4.14 (ver [5], [13] II, 11, Theorem 11.9]). Una clase es ecuacional
sty solo si es una variedad.

Demostracion. Sea € tal que K = M(). Veamos que K es cerrada por
productos, subalgebras e imagenes homomorfas.

Por el Teorema [7.4.4] si A se obtiene de dlgebras de K por cualquiera de
esos tres operadores, entonces A satisface también todas las ecuaciones de (2.
Luego, A € K. Por lo tanto, K es cerrada bajo los tres operadores, es decir,
es una variedad.

La reciproca sale del Lema [7.4.13 O

Observaciéon 7.4.15. En vista de este teorema, se habla indistintamente de
variedades o de clases ecuacionales. Andlogamente, una cuasivariedad es una
clase de algebras cerrada por ciertos operadores, lo que es equivalente a ser
definida por cuasiidentidades (ver [13, 2.24 y 2.25]).

Podemos repensar ahora algunos resultados a la luz del Teorema [7.4.14]

En primer lugar, nos dice que las clases de los monoides, grupos, anillos,
reticulos, algebras de Boole, son variedades.

Recordemos ahora algunos resultados vistos en el Capitulo 4.

En el Corolario |4.5.8se presenta el Teorema de Stone mostrando que toda
algebra de Boole B es isomorfa a una subélgebra del producto [[p 5. Ap,
donde para todo P € B* es Ap = 2, 0 sea HpeB* Ap = 28",

Llamamos f a la funcién que se define por: f(x) = (ap)pep+, donde
ap = 1siysolosiz € P, prg : [[pep- Ap — Ag a la proyeccion y
gg = prg o f. Se tiene entonces el siguiente diagrama conmutativo:

B_t. 9B

N

2

donde g¢ es obviamente suryectiva. Esto significa que toda algebra de Boole
es producto subdirecto de la familia (Ap)pep+. Lo que estamos diciendo es
que el Teorema de Stone especifica, ademés de lo que dice el teorema de
Birkhoff, que el conjunto de indices sobre el que hay que tomar el producto
de copias de 2 es el conjunto B* de los ultrafiltros de B.

Podemos decir atiin mas. En el Capitulo 3, Teorema |3.5.10] mostramos,
usando el Teorema de Stone, que una formula es valida en toda algebra de
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Boole si y solo si es valida en 2. Es decir que el hecho de ser 2 la tnica
algebra de Boole subdirectamente irreducible se refleja en el hecho de que en
el calculo clasico podemos limitarnos a dos valores de verdad.

Esto nos lleva a ver como los teoremas importantes son vinculos entre
distintos “mundos matematicos” como el Algebra y la Logica y, segin vimos
en el Capitulo 6, también la Topologia.
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7.5. Ejercicios

1. Probar las afirmaciones (2) y (3) de la Observacién [7.1.1]

2. Probar que toda algebra simple es subdirectamente irreducible (usar
Teorema [7.1.5]).

3. Sea L un reticulo distributivo. Sean R, y R* las relaciones dadas por:
uR,vsiysolosiuAxr=vAz,uR*vsiysolosiuVr=uvVuz.
Probar que son congruencias (usar Corolario [2.3.10|del Capitulo 2).

4. Sea H un algebra de Heyting, e € H un elemento tal que x # 1 implica
r < e para x € H. Probar que H es subdirectamente irreducible.
(Sugerencia: usar Ejercicio [11| del Capitulo 4).

5. Sea Hy = {0,x,1} la cadena de Heyting de tres elementos.

a) Probar que si t es un término unario sobre Hj entonces t(0) € {0, 1}.
b) Probar que la funcién S : Hy — Hj dada por S(0) =z, S(z) =1
y S(1) = 1 es compatible (ver la definicién [7.2.7)). ;Puede ser S una
funcion asociada a algiun término unario?

c) Probar que la funcién A : H3 — Hs dada por A(0) =z, A(x) =1y
A(1) = 0 no es compatible. ;Puede ser A una funcién asociada a algin
término unario?

d) Listar todas las funciones compatibles unarias sobre Hj.

6. Dar un ejemplo de una operaciéon binaria sobre Hs que sea no compa-
tible.

7. Verificar que el siguiente diagrama corresponde al reticulo distributivo
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libre generado por {z,y, z}:

/><

mAyAz

8. Probar que una funcién f(z1,...,x,) de n variables es compatible si y
solo si lo son cada una de las n funciones de una variable f(xy, as, ..., a,),
flay, xo,as, ... ap),. .., flai,as,...,an_1,2,),siendo ay, ..., a, elemen-
tos de H.



222

CAPITULO 7. MAS SOBRE ALGEBRA UNIVERSAL

Bibliografia del Capitulo 7

Balbes R. and Dwinger, P., Distributive Lattices. University of Missouri
Press, 1974.

Birkhoftf G., On the structure of abstract algebras. Proc. Cambridge
Philos. Soc., 31 (1935), 433-454.

Birkhoff G., Subdirect unions in universal algebra. Bull. Amer. Math.
Soc., 50 (1944), 764-768.

Burris S. and Sankappanavar H.P., A Course in Universal Algebra.
Springer-Verlag, 1980.

Caicedo X., Investigaciones acerca de los conectivos intuicionistas. Rev.
Acad. Colombiana Ciencias Exactas Fisicas Naturales, 19 (1995), no.

75, 7T05-716.

Caicedo X. and Cignoli R., An algebraic approach to intuitionistic con-
nectives. J. Symbolic Logic, 66 (2001), no. 4, 1620-1636.

Kaarli K. and Pixley A.F., Polinomial Completeness in Algebraic Sys-
tems. Chapman Hall/CRC, Boca Raton, 2001.



Capitulo 8

MYV-algebras

Las algebras de Boole son un caso particular de MV-algebras. Segin he-
mos visto en el Corolario para verificar que una ecuacion se cumple en
un algebra de Boole cualquiera basta verificarla en 2. Mostraremos en este
capitulo el teorema de completud algebraica (Teorema demostrado
en primer lugar por Chang —y posteriormente de otra manera por Cignoli y
Mundici— que dice esencialmente que para verificar una ecuacion en las MV-
algebras basta verificarla en la MV-élgebra ([0, 1], ®, -, 0) cuyas operaciones
son las siguientes:

r@y=min{l,z+y}, -z=1-—2z, 0=0.

La suma recién definida suele llamarse “suma truncada”, ya que da por
resultado x + y si es menor o igual que 1 y 1 en caso contrario. La negaciéon
“refleja” a x simétricamente respecto del valor 1/2.

Trataremos la biyeccion entre ideales y congruencias de MV-algebras,
lo que nos dara herramientas para demostrar otro resultado importante y
que se prueba con menos esfuerzo: el teorema de representacién de Chang
(Teorema [8.3.6)), que dice que toda MV-dlgebra es producto subdirecto de
MV-4lgebras totalmente ordenadas. De alli se deduce que una ecuacién es
valida en toda MV-algebra si y solo si es valida en las MV-algebras totalmente
ordenadas.

Veremos la representacion de las MV-dlgebras libres, que se aplicara des-
pués al algebra de Lindenbaum del Calculo L.

8.1. Definiciones y ejemplos

Definiremos a continuacién las MV-édlgebras y las algebras de Wajsberg,
las cuales seran llamadas WW-algebras. Demostraremos que estas algebras son

223
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lo que suele llamarse definicionalmente equivalentes. Diremos que dos varie-
dades V y W son definicionalmente equivalentes si para cada algebra A de
YV pueden definirse a partir de las operaciones de A otras operaciones con
las cuales A resulta ser un élgebra de W y reciprocamente (intercambiando
V con W). Ademsés se pide que en este proceso de “ida y vuelta” obtenga-
mos en cada caso el dlgebra de partida. En particular, sus correspondientes
categorias son isomorfas. Un isomorfismo de categorias es un caso particu-
lar de equivalencia categorial (ver Seccién 1 del Capitulo 6) en el cual los
isomorfismos naturales £ y ¢ son las respectivas identidades.

Reiterando lo dicho en [1.3.3] a veces nos referiremos a una MV-éalgebra o
a un algebra de Wajsberg mencionando solo su conjunto subyacente.

Definicién 8.1.1. Una MV-dlgebra es un algebra A = (A, ®,—,0) de tipo
(2,1,0) tal que satisface las siguientes condiciones para cada z,y,z € A:

MV1 2@ (y®z2)=(xdy) ® z,

MV2 29y=ydux,

MV3 2®0 ==z,

MV4 ——zx =z,

MV5 z @ -0 = =0,

MV6 ~(-z@y)Dy=-(-ydz) D
Definimos:

1 =0,
rT—>y="TdDy,
roOy=x0© Y.
Vemos entonces que la clase MYV de las MV-algebras es una clase ecuacio-

nal. Luego, teniendo en cuenta el Teorema que vimos en el Capitulo 7
(teorema de Birkhoff) tenemos que MV es una variedad.

Ejemplos 8.1.2.

1. Toda algebra de Boole es una MV-algebra.
En efecto, sea (A,V,A,~,0,1) un dlgebra de Boole. Definimos:

rPy=zVy, —-z=z, 0=0.
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Es sencillo mostrar que se cumplen las propiedades MV1,..., MV5.
Probaremos a continuacién la propiedad MV6.

Anélogamente,
S(rydr)Br=yVua.

2. Veamos que, en efecto, el algebra ([0, 1], &, -, 0) con las operaciones
r®y=min{l,z+y}, -z=1-—2z 0=0,

es una MV-algebra.
Probemos que valen MV1,... MVG6.
Para probar M'V1 analicemos dos casos: t+y+2z > 1yx+y+2z < 1.

En el primer caso, si y + z > 1:
r® (y®z) =min{l,x + min{l,y + 2z}} = min{l, 2 + 1} = 1.
Siy+2z<1:
r@(ydz)=mn{l,z+ (y+2)} = 1.
Andlogamente, yaseax +y >1loxz+y <1es

(rdy)®z=1.

En caso de que sea x + y + z < 1, se tiene que x +y < 1 y también
y + z < 1. Por lo tanto,

y analogamente
(x®y) ®z=min{l,mn{l,z+y}+z2} =(x+y)+ =z

Luegoz® (y®z) = (xDy) ® z.
La propiedad MV2 es inmediata.
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Teniendo en cuenta que 0 < z < 1 vemos que min{1,z + 0} = z, por
lo que vale MV3.

También MV4 y MV5 son inmediatos, pues: 1 — (1 —z) = x y
min{l,z+ 1} = 1.

Para probar M V6, mostremos primero que
“(xdy)By=xVy.

Supongamos en primer lugar que x < y. En este caso, =(—z @ y) =
1-(1-2)®y) =1—min{l,1 —x+y}. Como y —x > 0, se tiene
que min{1,1 — x + y} = 1, de donde =(—z @ y) = 0. Por lo tanto,
—(r@y)Py=y=xVy.

Siz>y, (-z@y)=1-min{l,1—z+y}=1-(1—az+y) =z —y.
Luego ~(—x @ y) By=min{l,z —y+y}=x=2xVy.

Anélogamente podriamos haber probado =(—y ® z) ® z = = V y, luego

(@Y by=-(ydr) S

Mostremos un ejemplo finito. Sea

1 2 n—2
'm—1"n—-1""Tn-1

L, = {0 1.

Definiremos una estructura de MV-édlgebra en L,,.
La negacion esta dada por
ko n—-1-k

n—1 n—1

—_

La suma truncada es

r S {1, sir+s>n-—1,

r+s : .
=, sir+s<n-—L

Por ejemplo, sea n = 4. Las siguientes son las tablas de la negacién y de
la suma, omitiendo los casos obvios de la formaz@®0=zyx &1 =1.

X | 7X X|y|lxzDy
1|1 2
0] 1 313 3
1 2 1] 2
3 3 313 1
2 1 2 |1
3] 3 313 1
2|2
11 0 3|3 1
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4. En 1958 C. C. Chang introdujo la MV-édlgebra totalmente ordenada C
(ver [21]) de la siguiente manera.

Sea Z®Z. el conjunto ordenado (ZxZ, <), donde < (orden lezicogrifico)
se define por (ver Capitulo 1):

si m < p, o bien

(m,n) < (p,q) {

sim=p yn<aq.

Tomemos ahora el conjunto
C={(mn)€ZxZ: (0,0) < (m,n)<(1,0)}.

Entonces C' C Z x Z y podemos tomar en C' el orden inducido por <.

Llamaremos L = (0,0), T = (1,0), e = (0, 1). Denotaremos también
2e = (0,2), 3¢ = (0,3),..., y definimos:

-ne=(1,-n), -L=T, =-T=.1.
Entonces se tiene:
l<e<2e<---<ne<---<me<(n—le<---<2e<-e<T.

Esto puede verse en la Figura [8.1]

Definimos la suma @ como sigue:

re® se = (r+ s)e
—red se=T,

T, sis<r,
re ® —se = )
—(s—r)e, sis>r.

Intuitivamente, si estamos en la “rama positiva”: 1 <e <2e < ... la
suma es la usual. Si estamos en la “rama negativa” ...—2e < e < T
entonces la suma siempre da T. Veamos qué pasa si sumamos un ele-
mento de la rama positiva con otro de la rama negativa. Recordemos
que re = (0,7r) y que —se = (1,—s). Si sumamos componente a com-
ponente: (0,7) + (1,—s) = (1,7 — s), que es mayor que (1,0) = T si
r—s>0,o0sea, si s <r. En caso contrario, (1,7 — s) = =(r — s)e.

Definimos ahora C = (C,®, -, L), que resulta una MV-dlgebra. Si la
visualizamos horizontalmente como en la Figura [8.2] es méas facil ver
que la suma es geométricamente como la suma truncada del intervalo

0, 1].
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3e
2e
e
-
1
-e
-2e
Figura 8.1: C
----- T
L& 2 3e 3¢ -2 -e

Figura 8.2: C horizontal
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Definicién 8.1.3. Un &algebra de Wajsberg, o W-dlgebra para abreviar, es
un sistema (A, —, -, 1) tal que

W1l1l—2x=uz,

W2 (z —=y) = ((y—=2)— (v —2) =1,
W3 (z =y —y=(@y—z) —ua,

W4 (-2 ——y) = (y—z) =1

Lema 8.1.4. Sea (A, —,1) un dlgebra en la que valen W1, W2y W3. Sea
< la relacion definida por

x <y siysolosix—y=1.
Entonces, < es una relacion de orden en A.

Demostracion. Por W2 tenemos que (1 - 1) = ((1 - z) = (1 —» z)) = 1.
Pero, por W1, (1 - 1)=1, (1 - z) = z.
Luego, también usando W1; 1 — (z - z) =2 — x = 1, de donde = < z.
Supongamos que x <y, y < z. Luego, por W2,

l=(z—=9y)— (y—2) = (x—2)
=1=(1—=(zr—2)

= =z,

o sea que ¢ < 2.
Veamos la antisimetria.
Six <y, y<uz, debe ser x = y. Se tiene, usando W1 y W3:

r=1—=x

=(y—zx)—>zx

=(@—=y) >y

=1—=y

= . O]

Lema 8.1.5. Sea (A, —, 1) un dlgebra y supongamos que estamos en las mis-
mas condiciones que en el Lema[8.1.4. Entonces, las siguientes propiedades
valen en A:

(1) 1 es el mdzimo elemento de A,

(i) © <y —x,
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(m‘) Six <y, entonces xt — z >y — z,
() = (y—2)=y— (z = 2),
(W) z—y<(z—z)—=(z—>y),
(m') Six <y, entonces z — v < z — .

Demostracion. Para probar (i) debemos ver que, para todo x € A, x < 1,
es decir que * — 1 = 1. Veamos primero que (x — 1) < 1 o sea que
(x—=1)—=1=1.

Por W3, W1 y el lema anterior:

(=1 —=1l=(1—2z)sz=0—2=1
Usando esta igualdad y por W2:

l=1—=2z)—=((z—=1) = (1—=1))
=z—((x—1)—1)
=z —1.

Demostremos (ii), usando W2, el hecho de que 1 es méximo y W1:

I=y—=1)—=>((1=2)=@Y—2)
=1—=(x—(y—ux)
=z — (y = z).

Probemos ahora (iii). Por W2 tenemos que z — y < (y — 2) — (z — 2).
Por esta razon, si © — y = 1 entonces (y — z) — (x — z) = 1, es decir,
y—z<x—= 2.

Para probar (iv) usaremos (ii), W3, (iii) y W2.

Por (ii), y < (2 = y) — y, y por W3 obtenemos: y < (y — z) — z.

Por (iii), de esta tltima desigualdad obtenemos:

y—=>(x—=2)>(y—2) —2) = (x—2).

Por W2,z — (y = 2) < ((y = 2) = 2) = (z — 2).
De estas dos ultimas desigualdades obtenemos:

r—(y—2)<y—(r—2).

La otra desigualdad se obtiene por un cambio de variables.
Probemos ahora (v).
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Debemos mostrar la siguiente igualdad:
(r—=y)—=((z—2)—>(z2—>y)=1

Por (iv), el primer miembro es igual a (z — z) = ((z — y) = (2 = y)), que
es igual a 1 por W2.
Por dltimo, (vi) se deduce de (v), de manera andloga a como (iii) se

deduce de W2. O

Lema 8.1.6. Sea (A, —,—, 1) una W-dlgebra, sea 0 = —1. Valen las siguien-
tes propiedades:

(a) 0 es el minimo elemento de A,
(b) ~z=x—0,
(c) =,
(d) y——z=x—y,
(e) Sixz <y entonces -y < —.
Ademds, (A,V,N\,0,1) es un reticulo acotado, siendo

zVy=(x—=y) =y,
r Ay =-(-zV-y).

Demostracidn. El ftem (a) se prueba usando W4, (ii) y (vi) del Lema [8.1.5
Se tiene: 0 < =z — 0. Ademéas, v — -1 <1 — z = z. Luego, 0 < -z —
0<uz.

Para probar (b) mostremos primero la igualdad

-z — 0=ux.
Ya habiamos probado que
(I) -z —>0<1—z=ux.
Ademés, por (ii) del Lema [8.1.5] es
(II) -z <-0— -2 <z—0.
Aplicando (iii) del mismo lema a (II), y por W3 y W1 y usando (a):

z—-0>x—0)—->0=0—-2)22rx=1—>z=u0,
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de donde
(ITI) =z — 0> .

Por (I) y (III):
(IV) =2 - 0=x.

Finalmente, usando (IV), W3 y (a) se tiene que:

r—=0=(2—0)—0=(0——2)—> =z

El punto (c) se prueba sencillamente a partir de (b) y W3:

——x=(x—0)—=>0=0—2) s2r=1—c=u.

Probemos (d) usando W4 y (¢). En primer lugar, por W4,
Yy = < T =Y.
Ademas, por (c),
Ty =" — "y <y — L.

El item (e) se deduce de (d).

Por tltimo, veamos que (r — y) — y es el supremo de z e y, ya que
la propiedad correspondiente al infimo serd consecuencia de que (x — y) —
y = x V y usando (e).

Por (ii) del Lema8.1.5] y < (z — y) = y, z < (y = x) — z. Veamos que
(x — y) — y es la minima cota superior de x e y. Sea z > z,y. Por (iii) del

lema citado: © — y > z — y. Aplicando nuevamente esta propiedad y por
W3y Wl:

=y =y<(z—2y -y
=(y—2z2)—z
=1—==z
= 2. ]

Lema 8.1.7. En una MV-dlgebra valen las siguientes igualdades:
(a) ~1=0,
(b)) ~edr=1,
(c) v —x=1,

(d) -y =-(r—=y),
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(e) (rO—y)Sy=({yow)dz,
(f) (oY) = z=2—=(y— 2),
(9) r—(y—(roy)) =1

Demostracion. El item (a) es inmediato por MV4.
El item (b) se prueba usando (a) y las propiedades MV3, MV2, MV4,
MV5 y MV6:

rdr=-(rd0) B
(@)@
(rz@l)1

1.

El item (c) es la traduccién de (b) en términos de —.
Usando M'V4 se demuestra el item (d).
De las propiedades MV4 y MV6 deducimos (e):

(rO-y) dy=-(2®-y) Sy
(2 @y) Dy
=-(wdz)Da
=(yo-x)dx.

Usando MV1 (asociatividad de la suma), la definicién de implicacién y
la definicién del producto podemos probar (f):

(zOy) 2 z=(rdy) &2
=-x®(y — 2)
=z — (y — 2).

Por definicién de implicacién y de ® y usando (b) tenemos:

= (y—(20y)=-10(-yd(r0y))
= (m2® y) © ~(—-7 ® ~y)
=1. ]

Observacién 8.1.8. El item (f) del Lema nos permite probar facil-
mente la siguiente propiedad de las MV-édlgebras:

r@y<z siysolosi x <y— z(R).
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Comparemos esta propiedad con la de la implicacion intuicionista.
xANy<z siysolosi x <y— z.

Vemos que esta se obtiene de la anterior sustituyendo ® por A.

Esa propiedad (R), llamada de residuacién, merece una explicacién mas
profunda, que involucra teoria de categorias. Veremos esto mas adelante, en
el Capitulo 12.

Teorema 8.1.9. Sea A = (A, @, —,0) una MV-dlgebra. Si definimos
r—=y=—xdy, 1=-0,

entonces (A, —,—,1) es una W-dlgebra.

Demostracion. Probemos W1, usando (a) del Lema y MV3:

1l 2x=-10x
=04z

= x.
Analogamente, W4 se deduce de MV4, MV2 y de (c) del Lema[8.1.7]

(=) = (y—=2)= (20 y) = (~y® )

=(z®y) = (z® )
= 1.

Vale W3 por ser la traduccién de MV6 en términos de —.
Por ultimo, W2 se demuestra como sigue, usando MV1, MV2, MV5,

(b), (d) y (e) del Lema|8.1.7}

=y = ((y—=2) =2 (—=2)=(r—y) &y —2) (@ —2)
Oy D ((y©-z) (- D 2))
rO-y) @ ((20-y) ©y) )
(

yoz)dr)d (20 y)d

Teorema 8.1.10. Sea (A, —,—, 1) una W-dlgebra. Si definimos
rPy=-z—y, 0=-1,

entonces A = (A, ®,—,0) es una MV-dlgebra.
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Demostracion. En primer lugar, probemos que vale MV2, usando (c¢) y (d)
del Lema [R.1.6l
TPy =2 —>yY
=y —x
=ydr.
Para probar MV1 se usan MV2, (c¢) y (d) del Lema [8.1.6] y (iv) del Le-
ma
(x@y)@z=—(r—>y) — =z
=-z— (mx —vy)
= — (72 = y).
Por otra parte:
T®(y®z)=—z— (o2
=-z— (2Dy)
=-x— (72 = y).
Las igualdades MV3 y M'V4 valen por (b) y (¢) del Lema [8.1.6]

La igualdad MV5 es consecuencia de (i) del Lema y la MV6 se
deduce de W3y (c) del Lema 8.1.5] O

A partir de los teoremas [8.1.9 y [8.1.10] es posible probar el siguiente
resultado.

Teorema 8.1.11. Las variedades de las MV-dlgebras y de las W -dlgebras
son definicionalmente equivalentes.

Observacién 8.1.12. En lo que sigue hablaremos de MV-algebras, recu-
rriendo cuando hiciera falta al 1, que es =0 y a las operaciones de producto,
implicacion y diferencia como fueron definidas al principio.

Observemos que, a partir de las igualdades demostradas (ver Lema|8.1.6))
se tienen las siguientes expresiones para el infimo y el supremo, que usaremos
a lo largo de este capitulo:

zVy=(zO-y dy,
TANy=20 (-xdYy).

Observemos también que toda MV-4lgebra tiene entonces una estructura
subyacente de reticulo acotado. Ademas, es facil ver que

Oy < zANy < axzVy < 2Dy.
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Dado que la negacién — es una involucion (es decir que vale M'V4) resulta
que la suma @ y el producto ® son interdefinibles: se pasa de una propiedad
de la suma a una del producto usando negaciones adecuadas. Por ejemplo, si
x Ay = 0 entonces =z V -y = 1.

Veremos ahora algunas propiedades de la suma (equivalentes a sus duales
del producto) que serdn necesarias para demostrar teoremas posteriores.

Lema 8.1.13. Sea (A, —, ®,0) una MV-dlgebra. La suma & tiene las siguien-
tes propiedades:

(M) Six<yyte A entoncesx®t <ydt (monotonia),
(D) x® (yAz)=(x@y)A(z&z) (distributividad).

Demostracidn. La monotonia es consecuencia del ftem (vi) del Lema [8.1.5)
tomando t = —z.

Usando la monotonia tenemos que x & (y A z) es cota inferior de z ®y y
de = @ z. Veamos que es la maxima.

Seat<z®yyt<uz®dz Probaremos que t <x @ (y A z).

Tenemos, por definicién de < en W-élgebras y el item (f) del Lema ,
que

t<xrdy siysolosi t <—-x—y
siysolosi t — (-nx—y)=1
siysolosi (t®—z) —>y=1
siysolosi t® -z <. (1)
Anélogamente, se puede probar que

t<zx@zsiysolosi t® -z <z (2)

Luego, de (1) y (2) resulta que t ©® =z < y A z. Esto tdltimo es equivalente a
t<z®(yA=z). O

Lema 8.1.14. Para todo par de elementos de una MV-dlgebra vale la si-
gquiente igualdad:
(zoy)A(yox)=0.

Demostracion. En la demostracion usaremos las propiedades de asociativi-
dad y conmutatividad de @& y ®, asi como las siguientes igualdades:

“(uov)=-udv, uAv=u®(udv)=v0 (-vdu), ue-u=0.
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En particular tenemos que

(zoyAyor)=(roy) o (-(roy) & (yor))
=0y o (rrdy®d(yor))
=10 (Yo (yat)),

donde hemos llamado t = =z @ (y © x). Luego:
(zoyAyez) =20 (6 (-td—y)).
Como
rOt=z0(z®yor)=cA(yox)=(yox)o(~(ySx)dx),
se tiene, por ser -t = x ® —(y © x) y llamando u = x & —(y © x):

oy Anyor)=((yor)o (o) @) O (-tdy)
=(yo-2)0(x®-(yor)) O (~td-y)
=yO (- oOu)® (=t ®-y)
= (2 0u) O (yo© (-y ®~t))
=(xOu)O(—-te (tdy))
=120 (x0-(yox)Oud (tdy)
=(20x)0-(yoz)® (ue (tDdY))
=00 (-(yoz) o (Lo (tdy)))
= 0. O

O (
O (

Lema 8.1.15. Sean A una MV-dlgebra y x,y € A tales que x Ny = 0.
Entonces:

(a) Para todo z, t N(y @ z) =x A 2,
(b) nt Any =0, siendonr =x@Sx@--- B (n veces).

Demostracion. Dejamos la prueba de (a) como ejercicio. Para probar (b)
veamos en primer lugar que nz A ny = 0 para n = 2~,

Se tiene que z = @ (x Ay) y distribuyendo: x = (x@z) A (zDy) > 2z Ay,
pues por monotonia de la suma es x Gy > y. Luego: 0 = x Ay > 2z Ay y por
lo tanto: 0 = 2x Ay. Ahora tenemos: y =y ® 2z Ay) = (yP22) A (yDy) y
tomando infimo con 2x: y A 2z = (y @ 2x) A 2y A 2z. Como y @ 2x > 2x se
deduce que: 0 = y A 2z > 2y A 2x, de donde 0 = 2y A 2x. Analogamente se
prueba 4z A 4x = 0, 8x A 8x = 0,... Finalmente, como n < 2" se tiene que
nr Any < 2"x AN2"y =0, o sea nx A ny = 0. [
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8.2. Ideales, homomorfismos y congruencias

Una vez conocidas algunas propiedades bésicas, demostraremos en esta
seccion que para toda MV-algebra A existe una biyecciéon entre los ideales
y las congruencias de A. Mostraremos también algunas propiedades de los
homomorfismos.

Definicién 8.2.1. Sea (A, ®, —,0) una MV-algebra, I un subconjunto de A.
Diremos que I es un ideal si se cumplen las siguientes condiciones:

(I1) 0 € I.
(I12) Siz <y, y € I, entonces z € I (I decreciente).
(I3) Siz,y € I entonces x &y € I (cerrado por suma).

En toda MV-dlgebra hay al menos dos ideales: el {0} y A. Los demés (si los
hubiera) se llaman propios. Un ideal I se llama primo si es propio y si, para
cada par de elementos z,y € A se tiene que r &y € [ o bien yc z € I.

Observacién 8.2.2. Observemos que, considerando que toda MV-algebra
tiene estructura de reticulo, la nocién de ideal que acabamos de definir en
general no coincide con la de ideal del correspondiente reticulo. Por ejemplo,
el subconjunto J = (3] de la MV-dlgebra [0, 1] es un ideal del reticulo pero
no de la MV-algebra, porque % b % = % ¢ J.

Pero la reciproca si vale: todo ideal de una MV-dlgebra es un ideal del
reticulo que ella induce. En efecto, dado un ideal I de una MV-algebra A, el
mismo es decreciente y cerrado por @. De lo observado en la seccién anterior
(Observacién, se deduce que para todo x,y € [ se tiene xVy < xBy.
Luego, I es cerrado por V.

Ejemplos 8.2.3.

1. En la MV-algebra [0,1] no hay ideales propios. En efecto, se puede
probar, como en el caso de J = (%], que ningun ideal es cerrado por .

2. En la MV-dlgebra producto [0, 1] x [0, 1] los subconjuntos: {0} x [0, 1]
y [0,1] x {0} son ideales propios.

3. En el algebra C de Chang, dada en la seccién anterior, el conjunto
I'={Ll)e,2¢,...,ne...} delos elementos positivos es un ideal propio.
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4. Sea A un algebra de Boole. Hemos visto en el Capitulo 2 la biyeccién
entre filtros y congruencias, que es equivalente a una biyeccién entre

ideales y congruencias (ver Observacién [2.3.15):
r=ry siysolosi (tAY)V(yAT) €l

Considerando en A la estructura de MV-algebra, podemos traducir esta
condicién como:

r=ry siysolosi (x®-y)® (yo-z) €l

Veremos en lo que sigue que esta condicién puede generalizarse a una
MV-algebra cualquiera, permitiendo asi establecer una biyecciéon entre
ideales y congruencias.

Observacién 8.2.4. Sea (A, ®,—,0) una MV-dlgebra, R una relacién de
equivalencia en A. De acuerdo a lo visto en la Seccion 3 del Capitulo 1,
diremos que R es una congruencia en A si se cumple:

(C1) Si xRy entonces —x Ry,
(C2) Si xRy, uRv, entonces (z ® u)R(y ® v).

Las operaciones definidas a partir de las dos bésicas = y & también se
preservaran, es decir, vale lo siguiente:

Si xRy, uRv, entonces (z ¢ u)R(y ¢ v), donde ¢ puede ser reemplazado
por =, ® 6 6.

Definicién 8.2.5. Dada una MV-dlgebra A definimos la funcion distancia
d: Ax A— Apor:

d(z,y) = (rSy) ® (yo ).

En un 4lgebra de Boole, como vimos, d(z,y) = (x AY) V (y AT). En el
intervalo [0, 1] se tiene que (jprobarlo!): x © y es el méximo entre x — y y 0.
Luego,

Yy—, six < Y,
d(z,y) = { :
r—y, siz>uy.
Dicho de otro modo, d(z,y) = |z — y|.

Lema 8.2.6. La distancia en una MV-dlgebra cumple las siguientes condi-
clones:

(a) d(z,y) =0 si y solo si x =y,
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(b) d(z,y) = d(y, x),

(
(c) dz,2) < d(z,y) ©d(y,2),
(d) d(z,y) = d(-z,~y),
(e) d(z @ s,y D t) < d(z,y) ®d(s, 1),
(f) d(z,0) = x.

Demostracion. Por la propiedad de monotonia de la suma, d(z,y) = 0 im-
plicazcy=yocx=0. Luego: x »y=y —>x=1,dedonde z < y,y < .
Six =y entonces: ® -y =26 =0=y® -z, por lo que d(z,y) = 0.
Hemos probado (a).

La simetria en la definicién de d prueba (b).

Para probar (c¢) demostremos —d(z, z) > —d(z,y) © —d(y, z), es decir:

(r=2)0F=2)2H=22)0@=y)0Y—=2)0(E—y)
Por (v) del Lema [8.1.5]y (f) del Lema [8.1.7) se tiene que:
=y oly—e) <o),
(x—=y)O(y—2) <(zr—2).

Haciendo el producto miembro a miembro se obtiene lo pedido.

El punto (d) es inmediato por ser — una involucién (es decir, satisface
que —=—x = z para todo x).

Para demostrar (e) probemos previamente las siguientes desigualdades:

) =(zdy) ©(sdt) < (nzOs)d(-yOt),

(II) ~(s@t) O(zdy) < (-sOx) D (DtOY).
Por la definicion de < se tiene que a < bsi ysolosi ~a®b=a — b= 1.
Probemos entonces (I) de ese modo. Utilizaremos la propiedad u@ (~u®v) =
vd (—v O u).
Comenzaremos probando (I). Primero notemos que

(2(z®Y) O (sB)) B (—xOs)B(~yOt) =xByd(sBt) DO sPyOt.
Ademas,
TRYD(sBt)B-rOsB®yOt
(2@ (20s)d(yd(~yot)d(sdt)
= (5@ (-s02)DUtD(~tOY)D(sPt)
(sO)B(~tOY) B (sPt) B (sdt)
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Luego vale (I).
Anélogamente se prueba:

—(~(s®t)O(xDY) D (~sOx) D (~tOy) =1,

lo que prueba (II). Sumando miembro a miembro (I) y (II) se obtiene lo que
queriamos demostrar.
El punto (f) se deja como ejercicio. ]

Si R es una congruencia en una MV-élgebra vamos a denotar por |0| a la
clase del 0.

Lema 8.2.7. Sea I un ideal en una MV-dlgebra A. La siguiente relacion en
A es una congruencia:

x =1y siy solo sid(x,y) € l.

Mas atn, el ideal I es la clase del O de dicha congruencia.
Reciprocamente, si R es una congruencia entonces |0] es un ideal. Mds
atn, =g coincide con R.

Demostracion. En la prueba nos referiremos a las propiedades (a),. .. ,(e) del
Lema [R.2.6

Las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva de =; valen respectiva-
mente por (a), (b) y (c).

Ademads, por (d) se tiene que =; preserva — y por (e) que preserva .
Luego, =; es una congruencia. El hecho de que I = |0 se deduce de (f).

Probemos la reciproca. Si R es una congruencia entonces 0 € |0]. Veamos
que |0] es decreciente. Sean z,y tales que z < y, y € |0|. En particular,
r — y =y = 1. Ademas, como yR0 y ~zR—x vale que (y&—z)R(0&—z).
Es decir, 1R—x, de donde se sigue que 0Rx. Ademas, si y,z € |0] se tiene
que (y @ z) € |0], es decir, |0 es cerrado por @. Hemos probado que si R es
una congruencia entonces |0| es un ideal.

Veamos por ultimo que si 2,y € A entonces x = y si y solo si Ry, o
sea:

d(z,y) € |0| si y solo si zRy.

Supongamos que xRy. Como R es una congruencia tenemos que preserva ©.
Luego, (x ®—y)R(y © —~y) = 0, o sea, (z ® —y)R0. Esto equivale a (x ©y)R0.
Andlogamente, (y © x)R0, de donde d(z,y)RO.

Sea ahora d(z,y)R0. Entonces, d(z,y) ® —~(z © y)R—~(z ©y). Pero

dz,y) @ -(z0y)=(yor)d(roy) ®-(zoy)
—1.
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Luego, =(z © y)R1 y por lo tanto (z © y)R0. De esto tltimo deducimos que
y @ (xoy) = (yVz)Ry. Andlogamente podemos probar que (z V y)Rz. Por
ende, yRz. O

Observacion 8.2.8. Sea A una MV-dlgebra. Sean Id(A) el conjunto de los
ideales de A y Con(A) el conjunto de las congruencias de A. El Lema m
establece una aplicaciéon de Id(A) en Con(A) dada por: I —=;. Ademas, se
define en el mismo lema otra funcién de Con(A) en Id(A) por la asignacién
R +— |0]. El teorema siguiente muestra que estas dos funciones son una inversa
de la otra, estableciéndose entonces una biyeccién entre Id(A) y Con(A).

Teorema 8.2.9. Sea A una MV-dlgebra. Existe una biyeccion entre Id(A) y
Con(A).

Demostracion. En el Lema [8.2.7] se probd que, dado un ideal I, =; es una
congruencia. Ademads, si tomamos la clase del 0 por dicha congruencia, ella
coincide con I. Reciprocamente, se muestra que, dada una congruencia R, la
clase del 0 por R, que llamamos |0, es un ideal. También se prueba que la

congruencia asociada a ese ideal es justamente R. O]
Observacién 8.2.10. Segun hemos visto en los ejemplos [8.1.2} 1la MV-élge-
bra [0, 1] no tiene ideales propios. Luego, por el Teorema [8.2.9] es una MV-

algebra simple (ver Capitulo 7, Ejemplo [7.1.6)).

Observacion 8.2.11. Sean (A, @4, 4,04) v (B, &g, —,05) MV-dlgebras,
h: A —» B. Teniendo en cuenta lo visto en el Capitulo 1 sobre Algebra Uni-
versal, se tiene que funcién h es un homomorfismo si preserva las operaciones
-y B, es decir, si valen las siguientes condiciones:

(H1) n(04) = 03,
(H2) h(=azr) = —ph(x),
(H3) h(z ®ay) = h(z) ®p h(y).

Las operaciones —, ® y ©, definidas a partir de las dos operaciones
basicas =y @ también se preservaran. Como consecuencia, un homomorfismo
de MV-algebras preserva las operaciones A y V del reticulo subyacente a un
MV-élgebra (que son también composiciéon de operaciones). Es decir que
resulta, en particular, un homomorfismo de reticulos.

Llamaremos nicleo de h al conjunto

h='({0}) = {z: h(z) = 0}.

El mismo serd denotado por Ker(h).
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Lema 8.2.12. Sea h : A — B un homomorfismo de MV-dlgebras. Entonces
valen las siquientes propiedades:

(a) Si J es un ideal de B entonces h™*(J) = {x : h(x) € J} es un ideal de
A. En particular, Ker(h) es un ideal de A.

(b) h es inyectiva si y solo si Ker(h) = {0}.

Demostracion. La prueba de (a) es de rutina, teniendo en cuenta que h pre-
serva 0, el orden y .

Probemos (b). Si h es inyectiva, es claro que h(z) = 0 implica z = 0.
Veamos la reciproca. Sean x,y tales que h(z) = h(y). Multiplicando ambos
miembros de esta igualdad por —h(y) obtenemos: h(z) & h(y) = 0. Luego,
h(z©y) = 0. Por la hipétesis, esto implica Sy = 0. Andlogamente podemos
probar que y © z = 0, por lo que d(z,y) = 0. Luego, x = y, por (a) del
Lema [8.2.6] O

Lema 8.2.13. Sea h : A — B un homomorfismo suryectivo de MV-dlge-
bras. Entonces valen las siguientes propiedades:

(a) B= A/Ker(h),
(b) Ker(h) es primo si y solo si B es totalmente ordenada.

Demostracion. Para demostrar (a), por el Teorema |1.3.20| visto en la sec-
cién 3.5 del Capitulo 1, basta probar que la congruencia R, determinada por
h coincide con la determinada por el ideal Ker(h).

rRyy siysolosi hx = hy
siy solosi hx & hy=hys hx =0
siysolosi h(zoy)=h(ySz)=0
siysolosi (z©&vy) € Ker(h), (yox) € Ker(h)
si y solo si d(z,y) € Ker(h)

siy solo si & =ger(n) Y-
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Veamos (b).

Ker(h) primo si y solo si para todo z,y € A, z ©y € Ker(h) 6 y © x € Ker(h)
si y solo si para todo z,y € A, h(x ©y) =06 h(yo x) =0
si y solo si para todo z,y € A, h(z) © h(y) =06 h(y) © h(x) =0
si y solo si para todo z,y € A, h(z) < h(y) 6 h(y) < h(z)

si y solo si para todo u,v € B, u <v 6 v < u.

Esto tdltimo, por ser h suryectiva. O

Llamaremos M V-cadena a una MV-algebra totalmente ordenada.

8.3. Teorema de representaciéon de Chang

En esta seccion vamos a demostrar un importante teorema debido a
C. C. Chang, que permite descomponer una MV-algebra en funcién de MV-
cadenas.

Para llegar al teorema mencionado debemos demostrar algunos resultados
previos.

Teorema 8.3.1. Una MV-dlgebra A es producto subdirecto de una familia
de MV-dlgebras {A;}icr si y solo si existe una familia de ideales {J; }ier tales
que

(1) A, = A/J; para todo i.
(2) Mier % = {0}

Demostracion. Este teorema es la aplicacién directa del Teorema del
Capitulo 7, teniendo en cuenta que la propiedad de separar puntos de la
familia (g;)ic; es equivalente a que (),.; R; = A, siendo R; la congruencia
asociada a g;, y también teniendo en cuenta que esta ltima condicién equiva-

le (en virtud del Lema 8.2.13, parte (a)) a que [,; Ker(g;) = {0}, llamando
aqui J; = Ker(g;). O

Corolario 8.3.2. Una MV-dlgebra A es producto subdirecto de una fami-
lia de MV-cadenas {A;}ier si y solo si existe una familia de ideales primos
{Ji}ier para la cual se satisfacen las condiciones (1) y (2) del Teorema|8.5. 1)

Demostracion. Es consecuencia del Lema [8.2.13| de la Seccién 2 y del Teore-
ma [8.3.11 O

Lema 8.3.3. Sea A una MV-dlgebra, {Js}scs una familia de ideales de A.
Entonces:
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(i) La interseccion (\,eq Js €s un ideal de A.

(ii) Si para cada par s,t € S es J, C J; o bien J, C Js entonces |J,.q Js €s
un ideal.

(iii) Dado un conjunto Y no vacio, Y C A, el conjunto
Y]={z€A: 2<y1 & - Dyn, paray,...,y, €Y}
es la interseccion ﬂDY J, es decir, el menor ideal que contiene a'Y .

Demostracion. Para probar (i) observemos que 0 € (),.qJs. Ademds, la
interseccién es decreciente y cerrada por & por serlo todos los J.

Veamos (ii). Es sencillo ver que la union (J, g J, es no vacia y decreciente.
Para ver que es cerrada por @ tomemos z,y € |J, g Js. Luego, x € J,, y € J;.
Supongamos sin pérdida de generalidad que J. C J;. Luego, z,y € J; y la
suma estara en J; y por lo tanto en la union.

Observemos, antes de probar (iii), que (1) 5, J es efectivamente el menor
ideal que contiene a Y. Por (i) es un ideal (que claramente contiene a Y). Si
K es un ideal que contiene a Y entonces K D (),5y J.

Probemos ahora que [Y] contiene a Y, que es un ideal y que es el minimo.
En efecto, para cada y € Y vale que y < y, de donde y € [Y], por lo que
[Y] # 0. Si x € [Y] existirdn yy,...,y, € Y tales que x < 3 B -+ D y,; si
tomamos z’ < x, entonces también 2’ < y; @ -+ @ y,, de donde 2’ € [Y].
Sean ahora x, 2’ € [Y]y veamos que x @’ € [Y]. Se tendrd x < y1 & - - D yp,
¥ <y & - Dyl y, por monotonia de la suma, podemos sumar miembro a
miembro y obtendremos: z @2’ < (11 DB yn) B (yy B -+ - Dy.,) por lo cual
r@a elY]. O

Recordemos que nx = x@®...dx, donde x aparece n veces en la expresion

del miembro derecho (ver [8.1.15)).

Llamaremos a [Y] el ideal generado por Y. En particular, puede probarse
que, dados un ideal J y un elemento z € A:

[JU{z}] ={r € A: x <nzpara algin n € N}.

Teorema 8.3.4. Sea A una MV-dlgebra, K un ideal de A, z un elemento

que no pertenece a K. Existe un ideal primo P que contiene a K y tal que
z¢ P.
Demostracion. Sea H = {J, Jideal, K C J, z ¢ J}.

El conjunto H es no vacio, pues K € H.

Por (ii) del Lema [8.3.3, si se toma una cadena de ideales de H su unién
resulta ser también un ideal de H, luego toda cadena tiene maximo. Por el
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Lema de Zorn (ver en el Capitulo 2) resulta entonces que H tiene un
elemento maximal P. Veamos que P es un ideal primo.

Supongamos que no lo es. Entonces existen s,t € A tales que s©t ¢ Py
t© s ¢ P. Consideremos el ideal J; generado por P U {s & t}. Como vimos:

Ji={z,z<pdm(sot),pe P, meN}
Andlogamente, sea J, el ideal generado por P U {t © s}:
Jo={z,x<qg®n(sSt),qe P,ne N}

Como s©t € J; — P, J; contiene propiamente a P y entonces también a
K. Anélogamente, J, contiene propiamente a P y a K. Por ser P maximal
en H, J; y Jo no pueden estar en H. Luego, debe ocurrir que z € J; y z € Js.
Luego, existen nimeros naturales m y n, elementos p y ¢ de P tales que

2<p@dm(sot), z2<qdn(tos).
Si llamamos 7 = p & ¢, h = m + n, se tiene que
2<r@h(set), z<r@h(tes),
de donde, por la distributividad (D) (ver Lema[8.1.13), se sigue que:
z<(rdoh(sot) AN(rdoh(tes))=r@ (h(tes)ANh(sot).
Por los lemas [8.1.14] e [S.1.15] tenemos que
h(tes)ANh(set)=0.

Luego z < r, de donde z € P, lo cual es absurdo.
Por lo tanto P es primo. O

Corolario 8.3.5. Todo ideal propio de una MV-dlgebra es interseccion de
tdeales primos.

Demostracion. Sea J ideal de A. Sea, para cada x ¢ J, P, el ideal primo
dado por el Teorema [8.3.4, Probemos:

J=P
x¢J
Siy ¢ J entonces y ¢ P,, por la forma en que se eligié P,. Luego, y ¢ () P,.

Reciprocamente, si y ¢ [ P,, entonces existe « ¢ J tal que y ¢ P,.
Entonces y ¢ J, pues J C P,. ]

Teorema 8.3.6 (Teorema de representacién de Chang). Toda MV-dlgebra
es producto subdirecto de MV-cadenas.

Demostracion. Dada un MV-élgebra A, tomemos el ideal {0}. Por el Coro-
lario 8.3.5, {0} =, 4o P Ademds, por el Corolario 8.3.2, A es producto
subdirecto de la familia {A/P, },0, donde cada A/ P, es una MV-cadena. [
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8.4. MV-ecuaciones

Estudiaremos ahora los términos y ecuaciones en la variedad de las MV-

algebras.
Segun lo visto en la Definicion del Capitulo 7, los MV-términos en
n variables {x1,...,z,} son los obtenidos a partir de 0, x1, ..., z,, teniendo

en cuenta que si t y u son términos entonces —(t), =(u) y (t@®wu) son términos
y que todos los términos se obtienen de esa forma en un numero finito de
pasos. Se suprimiran paréntesis si eso no da lugar a ambigiiedad. Por ejemplo,
—t @ u significard (—(t) ® u).

Las funciones término se definen aplicando andlogamente la Definicién[7.2.3]
del Capitulo 7. Llamaremos MV-ecuaciones a las ecuaciones de la forma
t &~ u, para t y u MV-términos. Diremos que una MV-algebra A satisface
la ecuacién t ~ wu si las funciones término t4 y u? coinciden. La notacién
que usaremos en este caso es la siguiente: A F t ~ wu. Si toda MV-alge-
bra satisface la ecuacién entonces escribiremos MV F t ~ u. Por ejemplo,
MV E 2@z~ -0y MVEx®y ~ ydx. Hemos definido los simbo-
los 1, x — y, * ® y como abreviaturas de, respectivamente, =0, =x ® y y
—(—z@-y). Por esta razén también seran MV-ecuaciones t®—y ~ —=(z — y)
y(x@—y)®y =~ (y©—x) @z, por ejemplo. Todas las MV-ecuaciones anterio-
res valen en todas las MV-dlgebras. También z A (y@z) xcAzyx @z ~x
son MV-ecuaciones, sin embargo no son validas en general.

Teorema 8.4.1. Sea A una MV-dlgebra que es producto subdirecto de la
familia (A;)ier de MV-dlgebras, sea t ~ u una MV-ecuacion. Entonces
AFEt=u siysolo si Aj Et=wu para todo i € I.

Demostracion. Es consecuencia del Corolario del Capitulo 7. [

Corolario 8.4.2. Una MV-ecuacion vale en toda MV-dlgebra si y solo si
vale en toda MV-cadena.

Demostracion. Se deduce del Teorema de la Secciéon 3 (teorema de
Chang). O

8.5. MV-algebras y /-grupos

En esta seccion delinearemos algunos resultados que muestran la impor-
tante vinculacion entre los grupos reticulados o ¢-grupos munidos de un ele-
mento distinguido llamado unidad fuerte con las MV-algebras. Esta vincula-
cién, que resulta ser un funtor (ver Seccién 1 del Capitulo 6) permite opti-
mizar el Corolario [8.4.2] demostrando el siguiente teorema de completud:
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Una ecuacion es vdlida en toda MV-dlgebra si y solo si es vdlida en [0, 1].

En primer lugar, en 1959 Chang asocié a una MV-cadena un ¢-grupo to-
talmente ordenado con unidad fuerte y reciprocamente. A partir de esa cons-
truccién probo un teorema de completud, que profundiza el Corolario [8.4.2]
Posteriormente, en 1986, D. Mundici generalizé la construccién de Chang a
(-grupos con unidad fuerte y MV-algebras, definiendo el funtor I entre las ca-
tegorias respectivas. Para los enunciados que involucran teoria de categorias
nos basaremos en las definiciones del Capitulo 6.

En 1998 R. Cignoli y D. Mundici demostraron el mencionado teorema de
completud.

Recorreremos, por ser mas intuitivo, el camino que llevé a Chang a de-
mostrar su teorema de completud (sin entrar en detalles) y enunciaremos los
resultados de Cignoli y Mundici.

Definicién 8.5.1. Un grupo reticulado abeliano o (-grupo es un &algebra
(G,+,—,V,A,0) tal que:

(a) el reducto (G, 4+, —,0) es un grupo abeliano,
(b) el reducto (G, V, A) es un reticulo,
(c) para z,y, z € G se verifica la identidad (x Vy)+ 2 = (x4 2) V (y + 2).

En el caso particular en que el orden del reticulo sea un orden total, se
llamara grupo totalmente ordenado, abreviadamente, o-grupo.

A menudo denotaremos (ver Observacién a un /-grupo mencionan-
do solo su conjunto subyacente.

Lema 8.5.2. En todo (-grupo valen:

z+(xANy)=(z+2)N(2+y), (8.1)
z—(zVy) =(z—2)N(z—1y), (8.2)
z—(xAy)=(z—2)V(z—y).

Hablaremos més sobre /-grupos en el Capitulo 11.

Supondremos que los /-grupos de los que hablaremos son abelianos, y en
adelante suprimiremos la palabra “abeliano”.

Dado que estd definida por ecuaciones, la clase de los ¢-grupos constituye
una variedad, que llamaremos LG.

Sea x un elemento de un /-grupo G. Denotaremos ||z|| al mddulo de =,
definido por: ||z|| =z V —z.
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Una unidad fuerte u de un f-grupo G es un elemento 0 < u tal que para
cada = € G existe un nimero natural n > 0 que verifica: ||z|| < nu, donde
nu=1u-+---+u (n veces).

Un homomorfismo de ¢-grupos o ¢-homomorfismo es una aplicacion que
preserva las operaciones: +, —, V, A, 0. Si se tiene un homomorfismo h : G —
H entre dos grupos con unidades fuertes u y v respectivamente y h(u) = v,
decimos que h es un ¢~-homomorfismo unital.

Se puede probar que la clase de los f-grupos con unidad fuerte no es
ecuacional. Intuitivamente, esto ocurre ya que la condicién de unidad fuerte
no esta dada por una ecuacion.

Ejemplos 8.5.3.

1. El conjunto Z de los nimeros enteros con su estructura de grupo y su
orden es el ejemplo emblemético de /-grupo, mas aun, de o-grupo. ;Por
qué “emblematico”? Porque cualquier /-grupo puede ser obtenido a
partir de Z por medio de los operadores que caracterizan una variedad:
tomar productos, subdlgebras e imagenes homomorfas. Dicho de otra
manera, Z genera la variedad LG. Ademas, se prueba que todo ¢-grupo
libre es producto subdirecto de copias de Z (ver [I, Th. 6.1]).

2. Los conjuntos Q y R de los nimeros racionales y reales respectivamen-
te tienen andlogamente una estructura de o-grupo. Cada uno de ellos
genera también la variedad LG.

3. El ¢-grupo Z x Z es libremente generado por el tinico generador (—1, 1).

La siguiente definicién fue dada inicialmente por Chang para o-grupos y
generalizada luego por Mundici (ver [23, Capitulo 2]).

Definicién 8.5.4. Sea (G,+,—,V,A,0) un ¢-grupo, v un elemento u > 0.
Sea

0,ul ={zeG: 0<x<u},

y definimos para cada x,y € [0, u] las siguientes operaciones:
rdy=uN(r+y), —-Tr=u-—ux.
Denotaremos I'(G, u) = ([0, u], ®, =, 0).

Lema 8.5.5. I'(G, u) es una MV-dlgebra.
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Demostracion. Las propiedades MV1,... MV6 se deducen de (a), (b), (c)

de la Definicién 8.5.1 y (8.1), (8.2) y (8.3) del Lema [8.5.2] Detallaremos la
deducciéon de MV6.

(rz@y) @y =(u—((u—z+y) Au)+y) Au
=((u=(u=2+y)V(u—-—u)+y) Au
=(((z=y)VO)+y)Au
=(xVy)Au
=xVy

Anélogamente,
S(ydr)dr=yVae
Luego, vale MV6. O

Ejemplos 8.5.6. Vamos a “reencontrar” ejemplos de MV-algebra dados al
principio, ahora bajo la forma I'(G, u). En realidad, como después veremos,
toda MV-algebra es isomorfa a una de esa forma.

1. Sean G = R, u = 1. Entonces I'(R, 1) no es otra cosa que [0, 1] con la
estructura de MV-algebra que ya conocemos.

2. Dada una fraccién 1/n, para n € N, n # 0, podemos dotar al conjunto
Zajm = {2/n, z € Z} de una estructura de grupo aditivo con las
operaciones heredadas de los racionales. Entonces I'(Z1,,1) = L1,
como es facil comprobar.

3. Un caso particular del anterior se obtiene para n = 1. Se tiene Z;,; = Z

Teorema 8.5.7. Sea Cray la categoria cuyos objetos son los pares (G, u),
donde G es un {-grupo, u una unidad fuerte de Gy cuyos morfismos son
los £-homomorfismos unitales. Sea Cpry la categoria cuyos objetos son las
MV-dlgebras y cuyos morfismos son los homomorfismos de MV-dlgebras. En-
tonces, si definimos, para un (-homomorfismo unital h, I'(h) = h |p. (b
restringido a [0,u]), T' es un funtor de Crcy en Cyy.

Demostracion. Las tres condiciones que debe cumplir I' (ver Capitulo 6, Sec-
cién 1) pueden verificarse sin dificultad por ser I'(h) restriccién de h. O

El funtor I' determina, en realidad, una equivalencia entre las categorias
Crau v Carv. Para ver eso, se necesita un funtor “de vuelta” de Cpv en Cray
con los correspondientes isomorfismos naturales.
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En los ejemplos que hemos visto, el grupo que consideramos para tomar I’
es un o-grupo. Ese caso fue el que considerd inicialmente Chang para mostrar
que es posible recuperar el grupo mediante una construccion que consiste en
“pegar bien” sucesivas copias de una MV-cadena dada A. Llamaremos G4
al grupo asi obtenido, que es un o-grupo con unidad fuerte. De esta manera
dado un grupo G con unidad fuerte u obtenemos I'(G, u) y a partir de esta
el grupo Gr(g,u) que resulta ser isomorfo a GG preservando las unidades. Por
otra parte, dada una MV-cadena A podemos tomar G4 con su unidad u. Si
calculamos I'(G 4, u) obtenemos una MV-cadena isomorfa a A.

Definicién 8.5.8. Sea A una MV-cadena. Definimos G 4 por:
Ga={(n,x): neZ, x € A—{1}},
con el orden lexicografico y las siguientes operaciones:

(n+m,z®y), siz®y <1,
m+m+1,z0y), sizdy=1

—(n,x):{<_n’0)’ sixz=0,

(—=(n+1),-x), sid<z<l.

(m, ) + (n,y) = {

Supongamos que A es [0, 1]. Entonces G4 es de la forma mostrada en la

Figura 8.3

X 0 yz oyt X

_______________ . I . . ' II . I .4|_.________________
(-3,0) (-2,0) (1,00 (0,00 (1,00 (2,0 (3,0)

Figura 8.3: Gy

Dado = € Gy, —x es el simétrico de z respecto de (0,0). Entre (0,0)
y (1,0) estd la primera copia de [0,1]. Si sumamos elementos de la forma
(0,z) + (0,y) obtendremos (0,z + y), mientras x +y < 1. Siz +y = 1
obtendremos (1,0) y pasamos a la segunda copia. Si  + y > 1 obtendremos
(1,(x +y — 1)), dentro de la segunda copia. Por ejemplo:

1 1 5
(O7§) + (Oag) (Oa6)7
1 2
( ) 3) + (0’ g) - (1a0)7
1 5 1
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Teorema 8.5.9. Sea A una MV-cadena. Entonces, (Ga,+,—, A, V, (0,0)) es
un o-grupo con unidad fuerte (1,0) y I'(Ga, (1,0)) es isomorfa a A.

Teorema 8.5.10. Sea G' un o-grupo con unidad fuerte u, sea H = Gr(g,u)-
Entonces, (1,0) es una unidad fuerte de H y existe un isomorfismo unital de
G en H.

A fin de generalizar estos resultados, como primer paso se construye el
grupo G 4 en el caso en que A es una MV-dlgebra cualquiera (ver [23], Capitulo
2]). Esa construccion se extiende a los morfismos, quedando asi definido un
funtor de la categoria Cpy en la categoria Crg, (ver [23, Capitulo 7)), que
es el funtor “de vuelta” que habiamos mencionado. Se prueba que ambos
funtores determinan una equivalencia categorial.

Teorema 8.5.11. Las categorias Cprv y Crau Son equivalentes.

Parte de este teorema se usa para vincular MV-ecuaciones con ecuaciones
en los /-grupos y de esa manera se llega a demostrar el importante Teorema
de Completud algebraica siguiente.

Teorema 8.5.12 (Chang, Cignoli, Mundici, [22]). Una ecuacion vale en [0, 1]
st y solo si vale en toda MV-dlgebra.

8.6. MV-algebras libres

En base al Teorema de Completud [8.5.12] vamos a mostrar en esta sec-
cién una descripcion de la MV-algebra libre F,, con n generadores, como
subélgebra de la MV-dlgebra de funciones: [0, 1]®"", Los elementos de F,,
son las llamadas funciones de McNaughton, que son funciones continuas y
lineales a trozos, y cada una de las lineales tiene coeficientes enteros. Los
resultados pueden generalizarse extendiendo el dominio de las funciones al
producto infinito numerable del intervalo [0, 1] por si mismo [0, 1] (cubo de
Hilbert) y considerando funciones de McNaughton con dominio en este pro-
ducto; en efecto, en el Capitulo 9 probaremos que el algebra de Lindenbaum
del Calculo Proposicional L. de Lukasiewicz es isomorfa a la MV-algebra de
las funciones de McNaughton sobre el cubo de Hilbert.

Hemos hablado en la Seccion 4 de los MV-términos sobre un conjunto
de variables X = {x1,...,2,} y de sus correspondientes funciones término
en cada MV-algebra. Observemos que al término constante 0 corresponde
la funcién término constante igual a 0 y a cada variable x; la proyeccion -
ésima ;. Las demas funciones término se obtienen a partir de las proyecciones
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aplicando sucesivamente las operaciones — y &. Es decir que el conjunto de
proyecciones genera el conjunto de funciones término.
Consideremos ahora las funciones término de n variables en [0, 1]. Sea

Proyl®Y = {my, ... 7}
el conjunto de las proyecciones y sea
TR (X)

el conjunto de las funciones término de n variables definidas en [0,1]. En
dicho conjunto podemos definir las operaciones — y & de manera de obtener
una MV-algebra.

Teorema 8.6.1. El dlgebra TV (X) es la MV-dlgebra libremente generada
por Proyg?’”.

Demostracién. Debemos probar que para toda MV-algebra B y toda apli-
cacién f : Proy®Y — B existe un homomorfismo f : T (X) — B que
extiende f.

[0,1]

- B

Proy,, 7

5%

TH(X)
Sean: f(mi) = by,...,f(m,) = b,. Para cada t € TV(X) definimos
FEOy =8 (by, . by).

Esta funcion estda bien definida porque, usando el Teorema de Completud
[8.5.12] si ¢t y s son términos tales que sus funciones 01 y 01 coinciden,
entonces t y s coinciden en toda MV-algebra B. Es de rutina probar que f
es un homomorfismo. ]

n .
Veamos ahora que entre los elementos de [0, 1]%1" las que son funciones
término son exactamente las que tienen una forma determinada y “bonita”:
son las funciones de McNaughton.

Definicién 8.6.2. Sea f : [0,1]" — [0, 1]. Diremos que f es una funcion de
McNaughton si satisface las siguientes condiciones:

(i) f es continua con respecto a la topologia natural de [0, 1],
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(ii) existen polinomios de grado 1, p;, i = 1,...,k,
Pi(To, - Tpo1) = by + Moo + - -+ + My(n_1)Tn_1,
bi, Mo, - . ., Mim—1) € Z, tales que para cada elemento (yo,...,Yn—1) €

[0, 1]™ existe i para el cual vale que f(vo,---,¥Yn-1) = 2i(Yo,- -+, Yn_1)-

Definicion 8.6.3. El cubo de Hilbert es el producto infinito numerable del
intervalo [0, 1] por si mismo: [0, 1], es decir, es el conjunto de las sucesiones
de nimeros del intervalo [0, 1].

Denotaremos [0, 1] al cubo de Hilbert.

Una funcién g : [0,1]“ — [0,1] es una funcion de McNaughton sobre
el cubo de Hilbert si existe un n € N y una funciéon de McNaughton f :
[0, 1] — [0, 1] tal que g(x) = f(z1,...x,) para todo x € [0, 1]“.

Observacién 8.6.4. Se tiene que TY(X) es libremente generada por las n

proyecciones. Como ya hemos visto (Capitulo 1), [F,, es entonces isomorfa a
T%Y(X), podemos decir que “es” TIU(X).

n

Teorema 8.6.5. La MV-dlgebra libre con n generadores estd contenida en
el conjunto de funciones de McNaughton de n variables.

Demostracion. Bastaria probar que las proyecciones y la constante 0 son
funciones de McNaughton (lo que es evidente) y que el conjunto de tales
funciones es cerrado por = y por &, lo cual no es dificil de verificar. Pero
entonces la subdlgebra de [0, 1] 01" generada por las proyecciones, que es
TIOU(X), estd contenida en el conjunto de funciones de McNaughton. O

La reciproca de este teorema requiere mucho trabajo técnico y solo vere-
mos algunos detalles de la prueba para el caso n = 1.

El siguiente lema vale para un n cualquiera. Veremos una idea de la
demostracion para n = 1.

Lema 8.6.6 (McNaughton). Sea g una funcion lineal con coeficientes ente-
r0S, 0 sea:

g($07 cee 7xn—1) =b + Mmoo+ - -+ m(nfl)l’n—la
b,mg, ..., mu_1) € Z. Entonces existe un término t tal que gt = tl01 siendo
¢ =(gVvVO)AL,

Demostracion. Sea g(x) = b+ mx, con b, m enteros.
Si m =0, ¢* serd el término constante 0 o el 1.
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Sea m > 0. Se demuestra que, si definimos z(z) = g(z) — x, entonces vale
la siguiente igualdad:

(5) g = (@) © (2 + 1)

A partir de ahi la demostracién se hace por induccién sobre m, ya que z =
b+(m—1Dzyz+1=(b+1)+ (m—1)x.
Para m < 0 basta tomar 1 — ¢, ya que ¢* =1 — (1 — g)%. ]

Veamos algunos ejemplos de aplicacién del Lema [8.6.6|
Ejemplos 8.6.7.

1. Calculemos, para un n natural, (nz)* y (1 — nz)*.

Si g(x) = z, entonces ¢* = g. Si g(r) = 2x = x®x, entonces z = 2* = 1,
z+1=ux+1, porlo que (z+1)* = 1. Reemplazando en la férmula (s):

2 =(z@2)Ol=1dz =2

A partir de esto se obtiene inductivamente: (nx)* = nz. Ademds,
(1—2)" =1—2a% = -z, y en general: (1 —nz)* =1 — (nz)* = —~(nz)?,
como se ve en la Figura 8.4}

2. Veamos cudl puede ser la funcién g tal que ¢ =z ® .

En [0, 1] se tiene que z®z = 1—((1—2)@(1—=x)). Luego, intuitivamente
debe ser (22—1)* = z®x. Probemos que es asi. Si es g = 2r—1, entonces
z =1z —1yporlo tanto 2* = 0y (2 + 1) = 2. Reemplazando en la
férmula (s):

2r—1)f=0@z)0r =00

Andglogamente se tiene que t@zOr =1—((1—2)® (1—2) P (1 —x)),
de donde nuestro candidato para g es 3x — 2. Nuestro z es entonces
z=2r—2dedonde z* =0y (2+1)* = (2r—1)* = x® . Por lo tanto:

(Br—2)' =20 (z O x).

Asf siguiendo, se tiene que @ -+ ®z = 2" = (nz — (n — 1))*, como se
ve en la Figura [8.4]

Sigamos acercandonos a la demostracién del reciproco del Teorema [8.6.5
para n = 1. Necesitamos conocer las siguientes definiciones.
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(nx)"= nx (1-nx)"="nx (nx-(n-1)"=x"

|
1/n 1/n (-1)in

Figura 8.4: Ejemplos

Definicién 8.6.8. Las sucesiones de Farey son conjuntos finitos de niimeros
racionales positivos y menores o iguales que 1. Se definen inductivamente a
partir de la sucesién inicial Fy = {0,1}. Cada sucesién se obtiene a partir de

la anterior intercalando entre 7 y % la fraccion Z%g.
Son las siguientes:
Fo ={0,1},
Fi=1{0,3,1},
By = {053,551}
{02 121323

Estas sucesiones tienen interesantes propiedades, como la “unimodulari-
dad”: siendo ¢ y 5 dos fracciones sucesivas se verifica cb — ad = 1. Ademas,
cada fraccién irreducible esta en alguna de las sucesiones Fj.

Definicién 8.6.9. Supongamos que tenemos los nimeros de una sucesion
de Farey Fj:

O0<di <---<dj1 <dj <djp1 <---<dg <1,

siendo d; = 5. Un sombrero de Schauder es una funcién hy,; de la forma
mostrada en la Figura |8.5]

En la Figura 8.6 damos todos los sombreros de Schauder correspondientes
a la sucesion de Farey Fb.

Observacién 8.6.10. Cada sombrero de Schauder puede ser obtenido to-
mando supremos e infimos de a lo sumo cuatro funciones lineales con coefi-
cientes enteros. Luego, por el Lema y por ser los infimos y supremos
expresables en funcién de los conectivos de la MV-algebra (ver Observa-
cién , podemos ver que para cada uno de ellos existira un término ¢
tal que hy; = 01,
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LA

Figura 8.5: Sombreros de Schauder

1
ha h22 h23
1/2,,
134
‘ i \ o
113 1 13 13 1/22/3
1
hos4 has
3
/N
1w o223 1 g 23

Figura 8.6: Schauders
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1
A
{04
b
S
7z <
1/dL

|
b g eff 1

Figura 8.7: Funciones lineales

Analicemos ahora el ejemplo de la Figura [8.7]

Suponemos que a/b,c/d y e/f son fracciones sucesivas de una sucesion
de Farey. Por lo tanto: ¢cb —ad = 1y ed — ¢f = 1, por la unimodularidad.
Teniendo en cuenta esto, la ecuaciéon de la recta que pasa por los puntos
(a/b,0) vy (¢/d,1/d) es y = bx — a y la de la recta que pasa por (e/f,0) y
(¢/d,1/d) esy = e— fx, como se muestra en la figura. Si llamamos f; a la recta
y=0, fo aladeecuacibn y =br —ay f3 ay=e— fr podemos comprobar
que el sombrero de Schauder h de la figura verifica: h = f; V (fa A f3).

Con los elementos que tenemos, veamos ahora una idea de la prueba de
la reciproca del Teorema para el caso n = 1.

Teorema 8.6.11. El conjunto de funciones de McNaughton de una variable
estd contenido en la MV-dlgebra libre con 1 generador.

Demostracion. Sea f una funcién de McNaughton de 1 variable. Existirda un
conjunto finito A de fracciones irreducibles: 0 < a1 < as < -+ < a; < 1
tales que f es lineal en cada intervalo [a,, a,+1]. Podemos tomar entonces una
sucesion de Farey F}; que incluya a los elementos de A. Consideramos entonces

los sombreros de Schauder hj;, i = 1,...,q asociados a dicha sucesién. Por la
71]

observacién |8.6.10] cada uno de ellos coincide con una funcién término tgg
de una variable, o sea, estd en el algebra libre.

Nuestra funcién f es lineal en cada intervalo de los determinados por la
sucesion de Farey [j. Para cada ™= de Fj el valor de f (mT) debe ser racional
y ademas, por tener f Coeﬁmentes enteros, sera de la forma f(E) = -
para cierto entero ¢,. Pero tenemos algin sombrero de Schauder h]r tal que
hjr(B) = n Luego, f(z) = ¢;hj.(x), para x = =
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Entonces podemos ver que f resulta ser la siguiente combinacion lineal:
[ =cihji +cahjo + - -+ cihjq.
Como f <1 se puede sustituir la suma por la suma truncada:
f=hp@hn@  Shj) @ (hjp® - @ hjs) @@ (hjg® - & hyy),

donde en el primer paréntesis se suma c; veces, en el segundo ¢y veces,... y
en el dltimo ¢, veces.

Luego, sumando de esa manera los términos asociados a cada uno de los
sombreros de Schauder obtenemos un término cuya funciéon término es igual

a f. ]

Ejemplo 8.6.12. Calculemos algunos términos correspondientes a los som-
breros de Schauder de la Figura 3.6

La recta que pasa por los puntos (0,0) y (%, %) es y = x y por los puntos
11 1

(5,3) ¥ (5,0) es y = 1 — 2x. Podemos ver que
hoy = 2* A (1 — 2z)*.
Analogamente se tiene que
hoy = (22 — 1)F A (1 — )"

Veamos los términos correspondientes.
Por lo visto en los Ejemplos tenemos que:

hao =x A=(z®x), hoy = (O x) Az
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8.7.

1.

10.

11.

CAPITULO 8. MV-ALGEBRAS
Ejercicios

(Ejemplo de Chang) Sea Z x Z el grupo producto de Z por si mismo.
Consideremos el ¢-grupo totalmente ordenado Z ® Z obtenido conside-
rando sobre Z x Z el orden lexicogréfico. Calcular I'(Z ® Z, (1,0)).

Probar lo que se afirma en la Observacion [8.1.12] o sea:
a)

zVy=(xOy) Dy,
rtANy=x0 (mxdy).

b)
Oy <zAy < xz,y < zVy < z2y.

Sean x,y € A, A una MV-algebra, tales que x Ay = 0. Probar que para
todo z, z A (y ® z) = x A z (parte (a) del Lema [8.1.15)).

. Probar que en la MV-algebra [0, 1] 2 © y es el méximo entre z — y y 0.

Deducir de alli que d(z,y) = |z — y|.

Sea h : A — B un homomorfismo de MV-algebras.

Probar las siguientes afirmaciones:

a) h(z Ay) =h(x) Ah(y) y h(z Vy) = h(z)V h(y) para cada x,y € A.
b) La relacion ~y, definida por x ~, y siy solo si h(zSy) = h(ySz) =0

es una MV-congruencia en A.

Sea h : A — B un homomorfismo de MV-algebras, con B no trivial.
Probar que h(x) < h(y) si y solo si x ©y € Ker(h).

Sea A una MV-algebra y P un ideal de A. Probar que P es primo si y
solo si A/P es una MV-cadena.

Probar que todo ideal propio de una MV-cadena es primo.

Probar que si A es una MV-cadena, siz ®y=x®z2zyrQy=20=2
entonces y = z.

Probar que todo ideal propio de una MV-édlgebra que contiene un ideal
primo es primo.

Sea A una MV-algebra. Para cada ideal primo P e ideales I e J, probar
quesi PC Iy P C Jentonces CJ6JCI.
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12. Sea A una MV-dlgebra y Spec(A) el conjunto de ideales primos de
A. Probar que si f : A — B es un homomorfismo de MV-algebras
entonces la funciéon Spec(f) : (Spec(B),C) — (Spec(A), C), definida
como Spec(f)(P) = f~}(P), es un p-morfismo (ver Seccién 6.5 del
Capitulo 6 para la definicién de p-morfismo).

13. Dar los detalles de la prueba del Teorema [8.6.5
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Capitulo 9

Calculo infinitovalente de
Lukasiewicz

Histéricamente, el Calculo Proposicional Trivalente de Lukasiewicz fue la
primera de las logicas que “rompieron el molde” de la logica clasica. Pos-
teriormente se defini6 el calculo n-valente y luego el infinitovalente L. En
estos calculos no valen ni el principio del tercero excluido ni el principio de
no contradiccion. Segun vimos, la férmula A V —A es un teorema en el CPC
pero no en el CPI, mientras que =(A A —A) es un teorema en ambas légicas.

En realidad, estos principios valen “de otra manera” en este contexto.
Como hemos visto, las dlgebras de Boole son un caso particular de las MV-
algebras. En efecto, el supremo V y el infimo A se generalizan a la suma
@ y el producto ® respectivamente. Si con esa idea traducimos A V —A a
la 16gica L obtendremos A & —A, que es, segin veremos, un teorema de L,
pues es equivalente a A — A. Andlogamente, =(A A =A) se traduciria como
—(A®-A), que es equivalente a =A — —A, que también es un teorema de L.

Lukasiewicz intenta resolver el problema aristotélico de los “futuros con-
tingentes”: Aristételes habia pensado que hay ciertas proposiciones compues-
tas a las que no es posible asignar un valor de verdad que dependa solo del
valor de verdad de sus componentes. La célebre frase “Habrd manana batalla
en el mar” es un ejemplo de esa situacién.

En 1920, Jan Lukasiewicz introduce las l6gicas polivalentes intentando ca-
racterizar semanticamente los operadores modales posibilidad M y necesidad
—M~—. Consider6 las siguientes propiedades inherentes al operador posibili-

dad:

1) Si no es posible p, entonces —p.
2) Si se supone —p, entonces no es posible p.

3) Para alguna p es posible p y es posible —p.

263
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No existe una “funcién de verdad” cldsica fy : {0,1} — {0,1} que
verifique 1), 2) y 3). En efecto, 1) y 2) dicen que v(—p) = 1 si y solo si
v(—~Mp) = 1, o sea que las tablas de verdad de —p y de =Mp deben coincidir,
por lo que también coincidirian las de p y Mp. Si asi fuera, para que se
cumpliera 3) deberfa existir p tal que v(Mp) = v(M—p), pero entonces seria
v(p) = v(—p), lo que va contra el principio de no contradiccién, ya que
tendriamos v(p A —p) = 1.

Entonces Lukasiewicz introduce un tercer valor de verdad % y define

1 1
fM . {O, 5,1} — {07 5, ]_}

Se conviene en que el valor de verdad de la negacién de p, v(—p) , es %
cuando v(p) = % . Se define f); de la siguiente manera y se ve que cumple

las condiciones requeridas.

v(p) | fu(v(p)) | v(=p) | fu(v(—p)) | v(=(fa(v(=p))))
0

1 0
1 0
0 1

O NI= =

La tabla de la funcion fj; es la del operador posibilidad M, también deno-
tado <: v(Mp) = fu(v(p)). La del operador necesidad, también denotado
(1, es la que figura en la iltima columna.

Se definen las tablas de verdad de los conectivos =y — en L3 por las
siguientes igualdades:

v(=p) =1—0v(p),
v(p — q) = min{1,1 —v(p) + v(q)}.

En ambos casos si nos restringimos a {0, 1} obtenemos los valores cldsicos.
Asi queda definida la seméntica del calculo proposicional trivalente.

Esta idea se generaliza a n valores. Tomando L,, = {0, ﬁ, %, cee Z—:f, 1}
se consideran “grados de posibilidad” sq, so, ..., s,_1 que generalizan el ope-
rador M. Las tablas de verdad de — y de — son regidas por las mismas
igualdades.

También esas igualdades pueden extenderse al intervalo real [0,1] y dar
lugar asi al calculo L de Lukasiewicz infinitovalente cuyo estudio es el prin-

cipal objetivo de este capitulo.
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9.1. Sistemas formales de Lukasiewicz

Calculo Proposicional Trivalente CP3L

Antes de definir el cédlculo L veamos brevemente cual fue el primer paso
para llegar a él.

La siguiente es la axiomatizaciéon que dio Wajsberg (ver [12, Ch. 9]) para
el Célculo Proposicional Trivalente de Lukasiewicz (que hemos abreviado
como CP3L).

Lenguaje

Esta dado por las variables py, ..., Pn, ... y los conectivos =y —, sujetos
a las reglas de construccion habituales.

Axiomas

(A1) A— (B—A).
(A2) (A—-B)—= ((B—C)—=(A—Q)).
(A3) (A——-A)—A) = A.
(A4) (A —- -B) = (B—A).
Reglas
Regla Modus Ponens.

Llamemos, en correspondencia con los axiomas dados,

filz,y,2) =2 — (y — z),

folz,y,2) =(zr = y) = ((y = 2) = (z — 2)),

fa(z,y,2) = ((x = —x) = ) = =z,
(x,y,2) =

fa(w,y,2) = (= —y) = (y = @)

El algebra de Lindenbaum de este calculo es un algebra (A, — —,1) que
verifica:

(W3l) fi(z,y,2z) =1, parai=1,2, 3,4,
(W32) 1 — 2 =1 implica z = 1,
(W33) 2 - y=1,y — z =1 implican = = y.
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Teorema 9.1.1 ([I12, Ch. 3, Th. 3.8]). Dada un dlgebra (A,—,—,1) que
verifica (Wsl1), (Ws2) y (W33), si se define:

zVy=(r—y) =y,
r Ay =-(-z V),
Ve =2 —x,
0=-1,

entonces (A,V,\,—,V,0,1) es una 3L-dlgebra (ver|5.0.21)).
Reciprocamente, dada una 3L-dlgebra, definiendo:

z—y=(V(z)Vy) A (Vy Vo),
el dlgebra (A, —,—, 1) verifica (Ws1), (W32) y (W33).

Ademas, por el teorema de representacién dado por Cignoli (ver [2], Ch. XI,
7, Th. 1]) se tiene que una 3L-algebra es subdirectamente irreducible si y solo
si es una subdlgebra de la cadena Lj3. Pero la tinica subalgebra propia es la
dada por {0, 1}. Luego, la validez en una 3L-algebra cualquiera puede redu-
cirse a la validez en la cadena Ls. Es decir que vale el teorema de completud
siguiente:

Teorema 9.1.2. Una formula es un teorema del CP3L si y solo si es valida
en L.

A partir de CP3L se definié el Célculo n-valente de Lukasiewicz, cuyos
valores de verdad, como dijimos, son los de la cadena L,,. En particular, CP2L
coincide con el CPC.

Sin embargo, las dlgebras n-valentes de Lukasiewicz—Moisil (ver Teo-
rema son la correcta “contraparte algebraica” de CPnL solo para
n = 3,4 (ver [18], [12]). En efecto, si n > 5 la implicacién de Lukasiewicz
no puede definirse en funcién de los los operadores modales junto con los de
reticulo y la negacién ()" de De Morgan, como ocurre para n = 3, 4. Sin em-
bargo, si puede definirse para todo n la implicacién intuicionista en funcién
de dichos operadores, como hemos visto para n = 3.

En [20] Cignoli define las dlgebras de Lukasiewicz n-valuadas propias,
agregando algunas funciones a los operadores dados por Moisil. De esa mane-
ra se consiguen modelos apropiados para los cdlculos CPnlL para cualquier n.
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Calculo Proposicional Infinitovalente L
Lenguaje

Esta dado por las variables pq,...,Pn,... y los conectivos -, — sujetos
a las reglas de construcciéon habituales. Llamaremos Ly al conjunto de las
formulas bien formadas.

Axiomas

(1) A—» (B—A).

(£2) (A=B)=(B—=C) = (A=)
(£3) (A—=B)—=B) = ((B—=A)—=A).

(E4) (-A —- -B) - (B —= A).

Reglas

Modus Ponens:
A,A—B
— 5
Las definiciones de deduccion, consecuencia, teoria, etc. dadas en general
en el Capitulo 1, Seccion 4, seran aplicadas aqui en lo que sigue.

(MP)

Observacién 9.1.3. La légica B-C-K ([§], [08]) tiene como tnico conectivo
—, como Unica regla modus ponens y los axiomas siguientes:

(B) (A—B)—=((C—A)— (C—B)).
C) A-B—-C)—>B—=(A=0Q).

(K) A— (B—A).

Analicemos los axiomas del sistema L en comparacion con los del sistema
L, del céalculo clasico y con los de la légica B-C-K.

El primer axioma de L es (K), el mismo que aparece en Ly como (L41).

El axioma (L2) se probara que es equivalente a (B), pero no es equivalente
a (L42). Esto hard que no pueda probarse el Teorema de la deduccién vélido
en los calculos clasico e intuicionista. Valdra en este caso un teorema mas
débil.

También se demostrara que (C) se deduce de los axiomas de L.
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Entonces vemos que la légica de Lukasiewicz es una extension de la logica
B-C-K, que es la que contiene solo esos tres axiomas. O sea que todo teorema
de B-C-K es teorema de L.

Anadiendo dos axiomas a la légica B-C-K se obtiene un sistema en el
que los teoremas son los mismos que los de L, salvo traduccién de conectivos
(ver [97]). Esta vinculacién es el reflejo de la que existe entre las dlgebras
naturalmente asociadas a ambas légicas. La cuasivariedad de las BCK-dlge-
bras, asociada a la 1égica B-C-K (ver por ejemplo, []]), estd definida de la
siguiente manera.

Una BCK-dlgebra es un algebra (A, *,0) que verifica las siguientes iden-
tidades y cuasiidentidad:

- ((xxy)*(z*x2))*(zxy) =0,
C(ax(@ry) ey =0,

-xxx =0,

- 0x2x=0,
-sixzxy=0eyxx =0 entonces v =y.

La operacion * es dual de —, pues cumple y * x = x — y. Puede inter-
pretarse como la diferencia de conjuntos y 0 como ().

Una subclase de ellas son las BCK-dlgebras conmutativas, que forman una
variedad. Las ecuaciones que las definen son las siguientes:

En particular, las BCK-dlgebras conmutativas acotadas son las algebras
(A, *,0,1) que cumplen (Y1),...,(Y4) y ademas:

(Bo) zx1=0.

La clase de algebras que acabamos de definir es definicionalmente equi-
valente a la clase de las MV-algebras. Como hemos visto en el caso de las
W-algebras, esto significa que son interdefinibles: dada una MV-algebra A se
pueden definir, en funcién de @, =y 0, operaciones *, 0 y 1 que dan sobre A
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una estructura de BCK-élgebra acotada conmutativa y reciprocamente (ver
[82)).

Trataremos una subvariedad de las BCK-élgebras conmutativas (las BCK-
algebras cénicas) en relacién con los ¢-grupos en el Capitulo 11.

Veamos ahora algunos ejemplos de teoremas que se derivan rapidamente
de los axiomas.

Ejemplos 9.1.4.

1. Llamaremos, abreviadamente, AVB a la férmula (A — B) — B. Luego,
por el axioma (L1),
B — (AVB).

Podemos derivar de aqui una regla de deduccion:

AVB’

2. Por el axioma (L3),
F(AVvB)— (BVA).

Por lo tanto podemos enunciar la siguiente regla:

AVB

BV A

3. Luego, por los dos items anteriores,

B — (BVA).

4. SiT'={A — B,B — C} entonces
'-FA— G

la derivacion es a partir del axioma (L2), con dos aplicaciones de (MP).

Del tultimo ejemplo podemos obtener la siguiente regla de deduccion de
Silogismo Hipotético:

A—B , B—C

(SH) —x=@
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Ejemplos 9.1.5.

1. Vamos a dar ahora una deduccion de:
(C) A= B—=0C)—=(B—(A—CQ).

i) A=B—-0C) = (BVC) - A—=-C)=A—=>B—-0C) = (((B—
C)—C)) — (A—Q)), por (L2),

(i) B— (B Vv C) (ya probado),

(iii) B=-BVvC)—-(BvC)—(A—=C))— (B— (A—C))), por ser
instancia de (L2),

(iv) (BvVC) = (A—=C)) = (B— (A—CQ)),de (ii), (iii), por (MP),
v) A (B—=0C)— (B—(A—CQ),por(i), (iv) y (SH).

2. A partir del ejemplo anterior podemos probar
FA— A
En efecto, si tomamos C = A, de (C) obtenemos:
(A-B—=A)—=>(B—=(A—=A)),
que por (L1) y (MP) nos dan
B—(A—A).

Basta ahora tomar como B una instancia de cualquier axioma y por
(MP) deducimos
A — A

3. El axioma (B) de la légica B-C-K es un teorema de L (ejercicio).
4. Usando (SH) podemos probar
B — (m—A = A).
Esta es una deduccién:

) =—A — (-—=B — —=A), por (L1)
) (-—B — =—A) — (-A — —B), por (L4),
(iii) =—A — (=A — -B), por (i), (ii) y (SH),
) (A — -B) — (B — A), por (L4),

) =—=A — (B — A), por (iii), (iv) y (SH),
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(vi) B — (=—=A — A), por aplicacién de una instancia de (C) a (v) y usando
(MP).

Como hicimos en el Ejemplo 2, tomamos como B una instancia de
axioma, por ejemplo (C — (D — C)) y por (MP) obtenemos:

——A — A.
5. Se tiene:
F(A— -B) = (B— -A).

No daremos la deduccién correspondiente (ejercicio o ver [23], Proposi-
cién 4.3.4]).

6. Probaremos a continuacion que

FA— —-—A.

Si cambiamos A por —=A y B por A, obtenemos la siguiente instancia
del teorema del item 6:

(mA — -A) —» (A —» ——A). (1)

Como ya hemos probado
FA— A,

si cambiamos la variable A por =A obtenemos
F—-A — A
que combinado con (1), por (MP), nos da

FA— A

Daremos a continuacién algunas reglas de deduccion que se demuestran
facilmente a partir de los axiomas y los ejemplos que vimos. Algunas de ellas
ya fueron enunciadas.

Reglas derivadas de los axiomas

_A
B—A>

A—B
B—C)—(A—C)

(R1)

(R2) 7
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AVB
(R3) BVA -
-A—-B
Otras Reglas

_A
AVB -
A
(R6) BVA -
A—B
R7) ©SA) > (C=B) -

(R5)

A—-B
B——-A>

A—B
-B—-A"

(R10) 75,

(R8)

(R9)

(R11) 2,
A—B , B—C

(SH) =250

Observaciéon 9.1.6. Sabemos que toda algebra de Boole es una MV-algebra,
en la cual el producto ® es el infimo y la suma @ es el supremo (ver [8.1.2)).
Desde el punto de vista de la légica, podemos ver que si agregamos un axioma
a los del sistema L obtenemos el CPC, es decir que el CPC es una extensién
de L. Sea (N) el siguiente axioma:

(N)(A-(B—=C)) = (-C = ((A = B) = —A)).

; Qué dice este axioma? Que la férmula A — (B — C) implica algo equivalen-
te a (A AB) — C, traduciendo el segundo miembro en términos del infimo.
Es decir que, teniendo en cuenta la propiedad (f) del Lema m, estamos
identificando A con ©.

Probaremos brevemente que se tiene la siguiente “ecuacién”: L+(N) = L.
Para esto basta demostrar el axioma (L.2) de L, ya que los otros dos axiomas
son comunes a L y L.

i) (A= (B—C)) — (-C— ((A = B) — —A)), por (N),
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(i)

(-C—= ((A—-B)——-A)) - ((A - B) = (-C — —A)), por (C),
(iii) (-C — =A) = (A — C), por (L4),
(
(R

(iv) (A—B) = (-C = =A)) - ((A = B) — (A — C)), por (iii) usando

7),

v) (A= (B—=C)) - ((A—B)— (A —C)), por (i), (ii), (iv) y aplican-
do sucesivamente (SH).

También obtendriamos L si hubiéramos agregado a los axiomas de L
simplemente el axioma (L2) en lugar de (IN).

9.2. Algebra de Lindenbaum

Repetiremos aqui procesos y resultados que hemos visto en los capitulos
3 y 5. Por ejemplo, la construccion del dlgebra de Lindenbaum y la demos-
tracion de que esta algebra tiene como generadores libres las clases de las
variables proposicionales. Esta repeticion nos hace sospechar que debe ha-
ber un marco general que englobe estos conceptos. En ese sentido, hemos
dado algunas ideas sobre Algebra Universal en los capitulos 1 y 7. Veremos
también en el Capitulo 10 los lineamientos de lo que ha dado en llamarse
Légica Algebraica Abstracta o AAL, debida a W. Blok y D. Pigozzi (ver [§]).
Reproduciremos alli un texto de R. Lewin [72], a quien mucho agradecemos
su colaboracion.

En esta seccién vamos a construir entonces, de la misma manera que
lo hicimos para el CPC y el CPI, el algebra de Lindenbaum del calculo L
de Lukasiewicz. Obtendremos en primer lugar una estructura de algebra de
Wajsberg, que, como vimos, es equivalente a una estructura de MV-algebra.

Podemos aqui dar una vision mas completa de la situacion.

Vimos en el Capitulo 1 el concepto de valuaciéon, que proporciona una
interpretacion de una férmula de un cierto célculo proposicional en un algebra
de manera que se corresponden los conectivos de la logica y las operaciones
de dicha algebra. Pensemos en los términos T(X) de un cierto tipo F y
en las férmulas £ de un cierto calculo proposicional que tienen conectivos
correspondientes a las operaciones de tipo JF: son esencialmente lo mismo.
Por ejemplo, los términos de tipo F = (2,1,0) de un algebra de Wajsberg y
las férmulas del célculo L: son las mismas, salvo el 1 (que puede ser presentado
en la l6gica como abreviatura de la formula A — A) y el hecho de que uno
elige letras mintusculas para representar las variables del algebra y mayisculas
para las de la logica.
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Vimos en el Capitulo 7 que los términos de tipo F sobre un conjunto
X de variables forman un algebra: el algebra absolutamente libre sobre ese
conjunto de generadores. Identifiquemos mentalmente los términos con las
férmulas de la légica correspondiente; entonces, la relacién de equivalencia
entre férmulas que permite definir el dlgebra de Lindenbaum (que es la que
identifica dos formulas A y Bsi A — B y B — A son teoremas) se demuestra
que es una congruencia de esa algebra absolutamente libre, es decir, que,
ademas de ser relacion de equivalencia, preserva los conectivos. Eso correson-
de a identificar en el dlgebra de términos aquellos que se identifican por las
ecuaciones que definen la clase de dlgebras correspondiente. El resultado de
dicha identificacion, es decir, el cociente, es el algebra “libre de identificacio-
nes”, es decir, aquella en la que todo lo identificable ya fue identificado. Lo
que queda es entonces el algebra libre con un conjunto X de generadores.

Vamos a construir ahora el algebra de Lindenbaum del calculo L.

Los dos lemas que siguen son andlogos a los lemas[5.2.3|y[5.2.4]del Capitu-
lo 5, aunque sus demostraciones son distintas.

Sea P la siguiente relacion en Ly :

APB siysolosi A — B.

Lema 9.2.1. La relacion P es un preorden.

Demostracion. En los ejemplos de la Seccién 2 se probé que F A — Ay
también, por (SH), que la féormula A — C es consecuencia de T', siendo

I'={A —B,B— C}.
Luego, P es un preorden en Ly . O

Lema 9.2.2. La relacion binaria = en Ly, dada por
A=B siysolosi APByBPA.

es una relacion de equivalencia.

Sea A = Lf/ =. Sean X, Y € Ay y sea X la siguiente relacion en
Arp: X 2Y siysolosi APB para A € X yB €Y. Entonces, =X estd bien
definida y es un orden en Ay .

Demostracion. Sale de la Observacién dada en el Capitulo 1. O
Indicaremos con |A| los elementos de Aj .
Teorema 9.2.3. La relacion = verifica:

SiA=ByC=D, entonces A - C=B — D.
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Si A = B, entonces -A = —B.
Demostracion. Por (R2) podemos deducir:

APB implica (B— C)P(A— C),
BPA implica (A— C)P(B— C).

Luego:
A=B implica (B—C)=(A— C).

Andalogamente, usando (R7) se tiene:
C=D implica (B—C)=(B—D).
Por lo tanto,
A=B,C=D implica (A—C)=(B—D).

Sea ahora A = B y veamos que =A = —B.
Por la regla (R11) se tiene: A P —~—A. Luego, por (R7),

(B— A)P(B— ——A). (1)

Por (R8) vale
F(C— -D) — (D — =C),

o sea,

(C—-D)P(D— -C)
y, sustituyendo C por B y D por —A, vale:
(B — —=A) P(—A — —B). (2)

De (1) y (2):
(B — A)P(—!A — —|B),

O sea
F(B—A)— (-A— —B).

Como se tiene - (B — A), se deduce que
F(-A — —=B).
Anélogamente puede probarse que
F (=B — —A),

de donde
—\A = —-B. O
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Hemos probado entonces que = es una congruencia, por lo cual podemos
definir en Ay las operaciones — y —. Nos falta encontrar el 1 para completar
las operaciones, con lo cual podremos probar que (A ,—,—,1) es una W-
algebra.

Denotaremos, como en los otros casos, I'™ a las consecuencias de un con-
junto de férmulas T'. En particular, (" es el conjunto de los teoremas de L.

Veremos en el siguiente lema que, como en los casos del CPC y del CPI,
el 1 estd bien definido, siendo 1 = (.

Lema 9.2.4. Sea A € Lj. Entonces:
Al = 0" siysolosi FA.

Demostracion. Si |A] = (" entonces = A porque A € |Al.
Sea A teorema. Veamos que |A| C @7, es decir que, si B = A entonces
- B. En efecto, se tiene - A y (A — B). Luego, por (MP), - B.
Probemos ahora |A| D (. Sea C un teorema. Se tiene - A — (C — A),
por (L1). Por ser A teorema resulta - (C — A). Anédlogamente tenemos que
- (A — C) porque C es un teorema. Por ende concluimos que C € |A|. O

Teorema 9.2.5. Definimos sobre Ay las siguientes operaciones:

Al = |B] = |A — B,
—[A] = |=A],
1=0".

Entonces, (Af,—,—,1) es una W-dlgebra.
Demostracion. Ya hemos probado en los lemas y que las operacio-

nes estan bien definidas. Veamos que se cumplen las ecuaciones (W1), (W2),
(W3) y (W4).

Para probar (W1) debemos tomar un teorema A, otra férmula cualquiera
B y demostrar que |A| — |B| = |B|, ya que |A|] = 1. Basta probar que
A — B =B, es decir, que - B— (A - B) y - (A — B) — B. Lo primero
vale por (L1) y lo segundo se traduce: = A Vv B, lo cual también es cierto en
virtud de la regla (R5).

Lo que debemos mostrar para ver las ecuaciones (W2), (W3) y (W4) es
que, respectivamente,

FA—-B)—((B—C)— (A—Q)),
F(A—-B)—B)—=(B—A)—A),
F(-A —- -B) - (B = A).

Las tres condiciones valen respectivamente por (L2), (L3) y (L4). O
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Corolario 9.2.6. Definimos sobre Ay las siguientes operaciones:

Al @ |B| = |-A — B|,
—|A] = |=A],
0=-0".

Entonces, (Ap,®,—,0) es una MV-dlgebra, llamada el algebra de Linden-
baum del Célculo Proposicional L.

Veremos en seguida un teorema que muestra que Ay es el dlgebra libre
con numerables generadores. Usaremos resultados de la Seccion 6 del Capitu-
lo 8. Si bien en ese capitulo obtuvimos resultados para un ntimero finito de
generadores, puede probarse que también valen en general. Demostraremos
aqui que Ay, es isomorfa a la MV-dlgebra de las funciones de McNaughton
sobre el cubo de Hilbert (ver [8.6.3).

Teorema 9.2.7. La MV-dlgebra Ay es libremente generada por el conjunto
numerable |V| de las clases de equivalencia de las variables proposicionales.

Demostracién. Basta probar que Aj es isomorfa al dlgebra de términos
0] (X) generada por las proyecciones 7;, j € N, ahora consideradas co-
mo funciones 7; : [0,1]* — [0, 1].

Definimos la aplicacién h : Ay, — TIOU(X) para las clases de las varia-
bles proposicionales por o

0,1
h(psl) = 757,

(con lo cual mandamos generadores en generadores) e inductivamente:

h(|=Al) = —h([A]),
h(|B — CI) = h(|B[) — A(|C]).
Es fécil ver entonces que para todo elemento |C| de AL
() =

y que h es un isomorfismo. ]

9.3. Valuaciones

En esta seccion consideraremos las valuaciones de las formulas de L a
valores en una MV-dlgebra A, que son esencialmente homomorfismos de Ay,
en A. La definicién de valuacién es caso particular de la dada en el Capitulo 1
y las nociones de validez, modelo y consecuencia semantica son andlogas a
las dadas en los Capitulos 3 y 5.
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Definicién 9.3.1. Dada una MV-dlgebra A, una A-valuacién v es una apli-
caciéon v : L — A tal que:

(V1) v(=A) = ~w(A),
(V2) v(A — B) =v(A) = v(B).

En particular, la aplicacién canénica p : Ly — Aj, es una Aj -valuacién.

Diremos que una férmula C es A-vdlida y lo denotaremos F4 C, si para
toda valuacién v a valores en A, v(C) = 1. La férmula C es vdlida si es
A-valida para toda MV-édlgebra A. Se indica por F C. Dado un conjunto de
féormulas ¥ decimos que v es un modelo de ¥ si v(C) = 1 para toda C € X.
Una formula B es consecuencia semdntica de un conjunto de férmulas ¥ si
v(B) =1 para todo modelo v de ¥. Se indica X F B.

Como hemos dicho en la seccién anterior, las férmulas de Ly y los MV-
términos son esencialmente la misma cosa. De esta manera, dada una férmula,
podemos considerar “abusivamente” una férmula como un término y pode-
mos hablar de la funcién término asociada a ella.

Teorema 9.3.2. Sea C una formula con n variables p1,...,pn, v una A-
valuacion y sea CA la funcion término asociada a C. Entonces:

v(C) = Cu(py), ..., v(pn)).
Una formula B es A-vdlida si y solo si A satisface la MV-ecuacion B = 1.

Demostracion. La primera parte se obtiene haciendo induccién sobre el nu-
mero de conectivos de la férmula. La segunda parte se deduce de la primera,
teniendo en cuenta que “A satisface la MV-ecuacién B = 17 significa que B4
es la funcién constante igual a 1. O

En lugar de dar en detalle la prueba del teorema anterior, daremos un
ejemplo.
Sea C la férmula en las dos variables p y q =(q — —p). Entonces:

v(C) = —w(q — —p)
= =(v(q) = v(=p))
= =(v(q) = —v(p))
= C4(v(p), v(q)).

Teniendo en cuenta el Teorema [8.5.12] que vimos en el Capitulo 8 y el
Teorema podemos demostrar el siguiente resultado.
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Teorema 9.3.3. Una formula C es [0, 1]-vdlida si y solo si es vdlida.

Demostracion.

Fo, C siy solosi [0, 1] satisface C =1
si y solo si toda MV-algebra satisface C =1
si y solo si F C. [

Observacién 9.3.4. Una valuacién v a valores en [0, 1] estd determinada
por sus valores en las variables proposicionales, que son numerables. Po-
demos decir entonces que a una valuacion le corresponde un elemento del
cubo de Hilbert. Reciprocamente, a un elemento de [0, 1], que es de la for-
ma ai,...,a,,... con a; € [0,1], le corresponde la valuacién v definida por
v(p;) = a;, para i = 1,...,n,.... Esta correspondencia es una biyeccién,
por lo que podemos pensar el cubo de Hilbert como el conjunto de las [0, 1]-
valuaciones.

9.4. Filtros y teorias

En esta seccion, en primer lugar, vamos a volver un poco al algebra.

En el Capitulo 8 estudiamos los ideales de una MV-algebra en relacién
con sus congruencias. Vamos a ver ahora la nocion dual de filtro que, asi como
vimos en los dos casos anteriores del CPC y CPI, esta directamente ligada a
la nocién de teoria de la logica L.

Definicién 9.4.1. Un subconjunto F' de una MV-algebra A es un filtro si
verifica las siguientes condiciones:

(F1) F # 0.
(F2) Siz € Fyxz<yentonces y € F (es decir, I es creciente).
(F3) Siz,y € F entonces @y € F.

La condicién (F1), en presencia de (F2), puede reemplazarse por lade 1 € F.
Un filtro F' es propio si F' # A y es maximal si es propio y no hay otro
filtro propio que lo contenga propiamente.
Dado un ideal I, es facil ver que el conjunto

~I={re€eA: ~xelF}

es un filtro.
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Notemos que, como ya lo observamos en el caso de los ideales en el Capitu-
lo 8, un filtro del reticulo subyacente de una MV-dlgebra no es, en general,
un filtro de la MV-élgebra.

Un filtro implicativo es un subconjunto F' tal que:
(F'1) 1 € F,
(F'2) Six e Fyx —y€ F, entonces y € F.

Lema 9.4.2. Un subconjunto de una MV-dlgebra es un filtro si y solo si es
un filtro implicativo.

Demostracion. Sea F' un filtro. Como ya dijimos, eso implica que 1 € F'. Sea
x € F,x—yeF. Luego, por (F3), 20 (x > y) =20 (-zdy) € F. Por
serz® (mx @y) =xAyypor (F2),y € F.

Reciprocamente, sea F' un filtro implicativo. Trivialmente vale (F1). Sea
x e F,x <y Luego,z -y =1¢€ F, de donde y € F, por (F'2). Sean
x,y € F. Por (g) del Lema se tiene

= y—(zoy) =1,
por lo que aplicando dos veces (F'2) se tiene que x ® y € F. O

De la misma manera que hemos visto en otros casos, dado que toda
interseccién de filtros es un filtro, podemos calcular el filtro generado por
un subconjunto X de una MV-élgebra, que es [z F, el menor filtro que
contiene a X. -

Lema 9.4.3. Sean A una MV-dlgebra y X un subconjunto no vacio de A.
Entonces F(X), el filtro generado por X, tiene la siguiente forma:

FX)={z€L:2>20xs0 - ©® xy para ciertos 1, Ty, ... T € X}.

Corolario 9.4.4. Sean A una MV-dlgebra , x € A y X un subconjunto no
vacio de A. Entonces:

FXU{z})={z€Ll:2>2,0-- Q02" para zy,...,zx € X,n € N }.

Corolario 9.4.5 (Teorema algebraico de la deduccién). Sean A una MV-
dalgebra, x,y € A y X un subconjunto no vacio de A. Entonces:

y € F(XU{z}) siy solo si existe un n € N tal que 2™ — y € F(X).
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Demostracion. Tenemos que z € FI(X U{x}) si y solo si existen xy, xa, ... T
en X yn € N tales que

1O OO, 0" < z.

Por la propiedad (R) vista en el Capitulo 8, Seccién 1, se tiene que lo anterior
equivale a
T1OTy O Oy < 2" = 2,

que equivale a que 2" — z € F(X). ]

Estudiaremos ahora la relacién entre las teorfas del calculo L y los filtros
de la correspondiente algebra de Lindenbaum y mostraremos que hay una
biyeccion entre aquellas y estos. Usando esto y el Corolario demostra-
remos un teorema de la deduccién débil que vale en L.

Teorema 9.4.6. Eziste una biyeccion entre el conjunto de los filtros del
dlgebra de Lindenbaum Ay de L y el conjunto de las teorias de L.

Demostracion. La demostracion es la misma que la dada en el Teorema [3.3.1
del Capitulo 3 definiendo igualmente para cada filtro F' de Ay, el siguiente
conjunto:

Tr={A:|A] € F}.

Por otra parte, a una teoria 7 le asociamos el conjunto

T ={I|C|: CeT}. O

Lema 9.4.7. Sea X un conjunto de formulas de Lj, y denotemos como |X|
al conjunto {|A| : A € ¥}. Luego el filtro generado por |X| en Ay, F(|X]), es
igual al filtro asociado a la teoria ¥. Es decir, F(|2]) = |XF.

Demostracion. También esta prueba es la misma que la dada en el Lema|3.3.2
del Capitulo 3. ]

Veamos ahora el siguiente teorema que es “de la deduccion” en el sentido
de que, como en el caso clasico, estipula de qué forma una hipdtesis de una
deducciéon pasa como parte del antecedente de la conclusién.

Teorema 9.4.8 (Teorema de la Deduccién). Sea ¥ un conjunto de formulas
de L,y sean A,B € L. Si X U{A} = B entonces existe un n € N tal que
YFA" - B.
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Demostracion. Sea ¥ U {A} F B. Luego, B € (X U {A})", de donde |B| €
(2 U {A})N)]. Por el Lema [0.4.7 |(X U {A})")| = F(IZ| U {|A]}). Luego,
IB] € F(|Z|U{|A[}). Por el Teorema Algebraico de la Deduccién [09.4.5] esto
ultimo implica que existe n € N tal que (|A])" — |B| € F(|X]). Nuevamente
por el Lemal[9.4.7 se tiene que [(A)" — B| € |X"]. Luego, (A)" — B € ¥, es
decir, ¥+ (A)" — B. O

9.5. Completud

Los valores de verdad clasicos 0 y 1 bastan para evaluar las proposiciones
del CPC y las tablas de verdad nos dan un procedimiento efectivo y simple
para decidir si una cierta proposiciéon es o no una tautologia. Eso es impor-
tante porque tenemos, ademas, un teorema de completud que nos dice que
una férmula es un teorema si y solo si es una tautologia.

En el calculo L. de Lukasiewicz el papel del algebra 2 lo juega el inter-
valo [0,1], como hemos ido viendo a lo largo del capitulo. Los “valores de
verdad” son aqui el conjunto infinito de ntimeros reales entre 0 y 1, lo que
intuitivamente significa que tendremos algo asi como una “probabilidad” de
que una féormula sea verdadera o no. En este sistema, las tautologias son las
proposiciones [0, 1]-vélidas, que son las validas en toda MV-édlgebra. También
existe aqui un procedimiento efectivo, aunque no tan simple, para decidir si
una férmula es o no una tautologia. Y también se puede demostrar la com-
pletud del calculo L: una férmula es un teorema si y solo si es [0, 1]-vélida.
Sin embargo, la completud no es fuerte como en el caso del CPC: si bien toda
consecuencia sintactica de un conjunto de formulas es también consecuencia
semantica, no se da la reciproca en general.

En esta seccion veremos resultados relativos a la completud de L.

En primer lugar, se prueba por inducciéon que, para un conjunto > de
férmulas, toda consecuencia sintactica de ¥ es consecuencia semantica de .
Daremos aqui la prueba, ya que los teoremas analogos del CPC y del CPI no
fueron demostrados en detalle.

Teorema 9.5.1. Dados ¥ C Ly y A€ Ly, si X+ A entonces ¥ F A.

Demostracion. Haremos induccién sobre el nimero de pasos de la prueba de
A a partir de X.

Si la prueba de A tiene un paso, entonces A es instancia de un axioma o
estd en 2. En ambos casos v(A) = 1 para todo modelo v de X.

Supongamos que X F C para toda féormula C tal que puede derivarse de
Y en menos de k pasos. Sea Ay, ..., Ay = A una prueba de A. Luego, existen
1 <i,5 <k tales que Aj = A; — A. Por la hipétesis inductiva, dado un
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modelo v de ¥, se tiene que v(A;) = v(A;) = 1. Luego: 1 =1 — v(A), de
donde v(A) = 1. O

La reciproca de este teorema no es cierta en general. Pero si vale para
¥ = (), como veremos en seguida.

Teorema 9.5.2 (Completud). Dada A € Ly,
FA siysolosi FA.

Demostracion. En virtud del Teorema deducimos que F A implica = A.
Sea ahora A tal que F A, es decir, A vélida. Supongamos que ¥ A y por
lo tanto, |A| # 1. Luego, existe una valuacién que es la aplicacién canénica
p: Ly, — Aj, para la cual p(A) # 1. Por lo tanto, A no es vélida, lo cual es
un absurdo. Por lo tanto concluimos que - A. ]

Enunciamos a continuacién el teorema que nos dice en qué caso vale la
reciproca del Teorema [9.5.1]

Teorema 9.5.3. Sean & C L y A € L. Si |SF| es interseccion de filtros
mazximales de Ay, entonces

Y EA implica ¥+ A.
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9.6. Ejercicios

1. Usando una instancia de (L2) y aplicando (C) probar que (B) es un
teorema.

2. Dar una derivacién de (A — —B) — (B — —A).

3. Definimos sobre Aj las siguientes operaciones:
|Al@ [B] = |[-A — B,
—[A] = |=A]
0=-0".
Probar que (A, ®,—,0) es una MV-élgebra.

4. Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) A e(r.
b) Para toda férmula B vale que B — A € ()".

5. Deducir del ejercicio anterior que |A| = (" si y solo si - A.

6. Sean A una MV-dlgebra y x,y € A.
a) Probar que y € F({x}) si y solo si existe n € N tal que 2" — y = 1.
b) Dada la MV-dlgebra [0, 1] x [0, 1] calcular el filtro generado por
{(1/3,1),(3/4,1)}.

7. Sea o una férmula de L cuyas variables son py, pa, ..., p,. Definimos re-
cursivamente una funcién f, : [0, 1]" — [0, 1] del siguiente modo: a) Si
« = p; entonces f, es la i-ésima proyeccion, es decir, f, (a1, aq, ..., a,) =
a;. b) Si a = —f entonces f, = 1 — fg. ¢) Si @« = § — ~ entonces
fo=min(l,1— fz+ f,).
Calcular f, para las siguientes formulas en una variable p:
a) p,

) —p,

c) p—p,

d) =p = p,

e) =(p = p),

)=p = (=p = p),

o

—

g) p —
h) =(p — —p).
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8. Calcular las sucesiones de Farey y los sombreros de Schauder para
d = 3,4. Calcular los términos asociados a estos y sus férmulas co-
rrespondientes.
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Capitulo 10

Loégica algebraica abstracta

En este capitulo reproducimos las notas que fueron escritas por el Profesor
Renato Lewin, de la Pontificia Universidad Catoélica de Chile, para un cursillo
dictado en la Universidad Nacional de La Plata, en junio de 2008. Estan
basadas en varios cursillos similares dictados previamente por dicho profesor
en Chile, Colombia y Argentina.

Hemos conservado la nomenclatura original del texto, aunque la notacion
tiene algunas diferencias con la usada en el resto del libro.

El lector encontrara tal vez definiciones y resultados que han sido dados
previamente, pero que aqui son prerrequisitos para enfocar el tema principal,
la Logica Algebraica Abstracta. De esta manera, este capitulo puede leerse
independientemente de los precedentes.

10.1. Preliminares: Logica Proposicional

Desarrollaremos aqui los conceptos basicos minimos de légica proposicio-
nal necesarios a modo de introduccion del tema. Algunos libros que sirven
como referencia en el tema son [14. [76] [92], OT], 107].

Légicas y Sistemas Deductivos

En esta seccion definiremos la relacién de deriwabilidad T' + 1 entre
formulas y conjunto de féormulas, que refleje las propiedades de la relacién de
consecuencia légica en el siguiente sentido:

= Debe ser una relacion sintactica, es decir, debe depender solo de la
forma logica de las oraciones y no de su significado; esta condicién es
la que facilita la aplicacién de métodos matematicos.

287
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= Debe ser correcta, es decir, si I' F 1, entonces I' F 1. No debe ser
posible demostrar cosas que no son consecuencia légica de la premisas.

= Debe ser completa, o sea, si I' F 1, entonces I' F 1. Esta es la propie-
dad que andamos buscando, ser capaces de demostrar sintacticamente
a partir de I' todas sus consecuencias logicas.

Como hicimos notar anteriormente, introducir un lenguaje formalizado es
imprescindible para establecer la estructura légica de las oraciones y argu-
mentos. Es necesaria también para eliminar las ambiguedades de los lenguajes
naturales. Resulta también 1til para aplicarles herramientas matematicas.

Un lenguaje proposicional, o simplemente un lenguaje, es un conjunto £
de simbolos llamados conectivos légicos. Cada conectivo estd asociado con
un nimero natural, su aridad (o rango). Estos definen el tipo de similaridad
del lenguaje, una funcién p : L — N, que en adelante subentenderemos sin
mayor mencién. Las constantes son consideradas conectivos de aridad cero.

El conjunto Fm, de las formulas de L se define recursivamente a partir
de los conectivos légicos y de un conjunto P = {p; : j € N} de variables
proposicionales aplicando un nimero finito de las reglas siguientes:

L] ,ngmﬁ

» Siw € L esun conectivo n-ario y ¢1,..., ¢, € Fm,, entonces
w(1, P2, .., pn) € Fmg.

Si w es un conectivo binario, usaremos la notacion habitual ¢; w ¢y, en
lugar de w(p1, p2).

Lema 10.1.1. Fm, es el menor conjunto que contiene a P y que es ce-
rrado bajo todos los conectivos logicos. Es decir, si consideramos los conec-
tivos como funciones @ : Fmg" —> Fmyg, donde n es la aridad de w, y

O(P1, 02, -, 0n) = W(P1, P2, -+ Pn)-

Ejemplos 10.1.2.

1. El conjunto Fm/, contiene por lenguaje los conectivos £ = {—, A, V, =}
y su tipo de similaridad es (2,2,2,1).

El conjunto £ contiene, ademas de las variables proposicionales, elementos
de la forma ¢ — @9, Y1 A o, 1 V o y —p1, siendo 1, o férmulas.

2. El lenguaje de las légicas modales agrega al anterior un conectivo
unario [, llamado operador de necesitacién de tal modo que si ¢ es una
féormula, Uy también lo es.
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Una funcién s : P — Fm, se puede extender recursivamente de ma-
nera unica a la funcion s : Fm, — Fm, como sigue:

s(p(p1, -5 n)) = @(s(p1), - -+ 8(Pn))-

A dicha funcién la llamaremos sustitucion y la denotaremos por la misma
letra s. Para cada I' C Fm, denotaremos s(I') al conjunto de férmulas
s(I') ={s(v) : veTI'}.

Una regla de inferencia sobre L es un par (I, p), donde I' C Fm,, I" es
finito y ¢ € Fmy.

Diremos que v es directamente demostrable a partir de A por la regla
(I, ), si existe una sustitucién s tal que s(¢) =¥y s(I') C A.

Un azioma es una regla de la forma (0, ¢). Cualquier sustituciéon de un
axioma es directamente demostrable a partir de cualquier conjunto de férmu-
las A. Cada sustitucion serd una instancia del axioma. Una formula tal que
0 Fs ¢ esun teorema de S y lo denotamos simplemente kg

Un sistema deductivo S sobre L estd determinado por un conjunto de
axiomas y de reglas de inferencia. Entenderemos a & como un par (£,Fg)
donde g es una relacién entre conjuntos de formulas y féormulas definida de
la manera siguiente:

A Fs 1 siy solo si existe una sucesién finita (p1, @o, ..., ¢,) de formu-
las de Fm,, tal que ¢, = ¥ y para todo i < n, se cumple alguna de las
condiciones siguientes:

= (; es una instancia de un axioma,
" ;€ A,

= para ciertos iy, s, ...,% todos menores que 7, ; es directamente de-
mostrable a partir de A.

Esta sucesion se llama una demostracion de ¢ a partir de A.

Ejemplos 10.1.3.
1. El Célculo Proposicional Clasico (Versién 2). El lenguaje £ = {—, —}.

Axiomas:

Al p = (¢g—p).
A2 (p = q)—=(p—=(q¢ =)= (=)
A3 (—p— —q) = (¢ —p).

Regla:
MP  p—=4q,ptss ¢
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Ejemplo. Demostrar Fepe p — p.

pr=p — (p —p) (A1),
o=@ = (—=p) = (p—=((—=p) —p) = (—=Dp), (A2),
p3=(p—((p—=p) —p) = —0p), (MP),
ps=p—((p—=p) —Dp), (A1),
Y5 =p = D, (MP).

(p1, 2, 3,04, p5) es una demostraciéon de p — p a partir del conjunto
vacio, o sea, es un teorema del CPC.

2. El sistema de 16gica modal Sy tiene el lenguaje de CPC (con o sin los
conectivos para disyuncién y conjuncién) y el conectivo unario OJ.

Axiomas:
Al  Todas las tautologias del CPC son axiomas.
A2 Op — q) — (Op— Og).
A3 Op — p.
A4 Op — OOp.
Reglas:
MP  p—q,pFsi g
N phkgs Up.

3. Un sistema deductivo puede ser ain mas abstracto. Consideremos el len-
guaje L ={-, 7! e} y sobre él definamos el sistema G.

Gl ((p-q)-r)-(p-(qg-7)",
G2 (p-e)-p
G3  (e-p)-p

G4 p-p,
G5 ptop
Reglas:
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_ _ _1—1
R2 p-¢glrgpt-¢g,

R3 {p-¢' qgr'}brgp-rt

R4 {p-qg',r-s' kg (p-r)-(qg-5)7"
R5 phkgp-e,

R6 p-e!hkgp.

El sistema deductivo del primer ejemplo estd asociado a la Légica Pro-
posicional Clésica, en el sentido de que es un sistema correcto y completo:

I'E ¢ siysolosi T'F .
Si se agregan las definiciones

pVq:i=-p—gq,
pAq:=-(p— —q),

en él se pueden probar todos los axiomas conocidos correspondientes a con-
junciones y disyunciones. La demostracion de la completud de los sistemas
CPC se puede encontrar en [14] [76].

En el caso del sistema de 16gica modal 84 de Lewis, no hemos desarrollado
una semantica con respecto a la cual el sistema sea completo, sin embargo
esta existe y se puede estudiar, por ejemplo, en [63].

La pregunta obvia aqui es: ;A qué logica corresponde el sistema deductivo
del cuarto ejemplo?

Lema 10.1.4. Si S = (L,Fg) es un sistema deductivo, entonces A s 1 si
y solo si 1) pertenece al conjunto mas pequeno de formulas que contiene a A,
a todas las sustituciones de los axiomas y es cerrado bajo pruebas directas.

La relacién Fg, llamada relacion de consecuencia de S, satisface:

Lema 10.1.5 ([8, p. 5]). 5i S = (L,Fs) es un sistema deductivo, entonces
para todo I' ;A C Fmyp y @, € Fmy se tiene:

1. A Fs ¢, para todo ¢ € A.
2. SiAts vyACT, entonces I Fg 1.
3. SiAFs vyl Fs o, para todo ¢ € A, entonces I' Fg 1.

4. St A Fs 1, entonces existe ' C A finito tal que I' Fs 1. Diremos
que S es finitario.
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5. St A Fgs 1, entonces s(A) Fs s(v), para toda sustitucion s. Diremos
que S es estructural.

Cualquier relacion que satisfaga 1-5 es la relacién de consecuencia de
algun sistema deductivo. Podemos asi definir un sistema deductivo como un
par § = (L,Fs), donde s es una relacién entre conjuntos de férmulas y
formulas que verifica 1-5. Nétese que esta definicién no hace alusion alguna
a reglas de inferencia ni a axiomas.

10.2. Preliminares: Algebra Universal

El Algebra Universal es la rama del algebra que estudia propiedades comu-
nes a distintos tipos de algebras. En esta seccion veremos algunos conceptos
elementales que son necesarios para el desarrollo posterior. Para un estudio
més profundo se puede consultar [13] [75].

Algebras

Dado un lenguaje £ = {wy, ws,...,w,}, una L-dlgebra es una estructura
A = (A w? . w,A), donde A es un conjunto no vacio llamado el
universo de A y para cada i € {1,...,n}, w;® es una operaciéon sobre A

de la misma aridad que w;, i.e., una funcién w;» : A" — A, donde n es la
aridad de w;. Para toda esta seccién se puede consultar el excelente libro [13].

Obsérvese que mientras w; es un simbolo lingiifstico, su asociada w;® es
una funciéon con un dominio y un rango bien determinados. Sin embargo, para
aliviar la notacién, generalmente omitimos el superindice A, si se subentiende

el algebra de la que se esta hablando y no hay riesgo de confusion.

Ejemplos 10.2.1.

1. En general, la mayoria de las estructuras estudiadas en un curso de
Algebra Abstracta son algebras: grupos anillos, espacios vectoriales, reticulos,
algebras de Boole, etc. Una excepcién son los cuerpos: en ellos el inverso
multiplicativo no es una operacion ya que no esta definida para 0. Llamamos
a este tipo de estructura dlgebras parciales y su teoria es mucho més compleja
que la de las dlgebras.

2. Un ejemplo importante para nosotros es el algebra Fm, cuyo universo
es el conjunto Fm, de las férmulas de un lenguaje proposicional £ y cuyas
operaciones se definen de la manera obvia: para cada conectivo n-ario w € L
y férmulas @1, ..., pn,

w}-mﬁ((ph c 73071) = w(@la e 7@”)
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Fmy, es conocida también como el dlgebra formulas de L o el algebra
totalmente libre sobre el conjunto P de las variables proposicionales.

3. Anélogamente, dados un lenguaje algebraico £ y un conjunto X de
variables, construimos el conjunto Term(X) de los términos sobre X de la
misma manera como construimos las féormulas de la logica. Con este con-
junto como universo construimos en el algebra totalmente libre de términos
Term(X) de una manera similar a las de las férmulas del ejemplo anterior.

Construcciones Basicas

A partir de un conjunto de algebras del mismo tipo se puede construir
otras. Tres son las construcciones més elementales: subalgebras, productos
directos e imagenes homomorfas. Todas ellas han sido estudiadas por el lector
en algin curso de estructuras algebraicas o similar, por lo que no es necesario
dar ejemplos.

Sean A = (A; w1, wo, .. w,A) yB = (B;w B w,B, ... w,B) dos dlge-
bras. B es subdlgebra de A, lo que denotamos B < A, si B C A es no vacio y
cada operacién w;® de B es la restriccién a B de la operacién correspondiente
de A.

Si B C A, para que exista una subalgebra con universo B, basta que este
sea no vacio y cerrado bajo todas las operaciones de A.

Un homomorfismo entre dos algebras A y B del mismo tipo es una funcion
f: A — B tal que para cada operacién n-aria w

f(wA(ahan SR 7a7L)) = WB(f(al)af(a2>’ .- '7f(an) )

Es inmediato que f(A) es no vacio y cerrado bajo las operaciones de B,
por lo tanto existe una subédlgebra de B cuyo universo es f(A). Esta se llama
la imagen homomorfa de A y la denotamos f(A).

Un homomorfismo biyectivo es un isomorfismo. En tal caso, f(A) = B
y decimos que A y B son isomorfas, lo que denotamos A = B. Si bien
lo presentamos como un caso particular, el concepto de isomorfismo es mas
elemental que el de homomorfismo. Dos dlgebras isomorfas son iguales en
todo sentido algebraico, solo difieren en sus elementos y los simbolos usados
para denotar sus operaciones.

Dada una familia (A; : ¢ € I) de élgebras del mismo tipo, su producto
directo A = []..; A; es el algebra cuyo universo es el conjunto de todas las
funciones

el

i€l
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tales que para cada i € I, f(i) € A; y para cada operacién n-aria w, y
fi, f2, ..., frn elementos de A,

WA(frs fas o fr) 2 T — UAi

el

esta definida por

WA (fr, far e f) (1) = 0 (D), fo0), - fal0)).

Abusando un poco de la nomenclatura, podemos considerar I como el
conjunto de las coordenadas de los elementos de A, de tal manera que cada
coordenada de un elemento de A pertenece al (universo del) dlgebra corres-
pondiente y las operaciones se hacen coordenada a coordenada. De hecho, si
I es finito, el producto directo de Ay, A, ..., A, es isomorfo al producto
cartesiano A; X Ay x --- X A,,.

Una variedad es una clase de algebras cerrada bajo imagenes homomorfas,
subalgebras y productos directos.

Ecuaciones

Una L-ecuacion (o simplemente ecuacion) (|8, p. 13]) es una expresién
de la forma ¢ ~ 1, donde ¢, 9 € Term(X). Denotaremos al conjunto de las
ecuaciones de L por Eq,.

En el Algebra Abstracta se estudian clases de algebras, de un tipo de
similaridad dado, definidas por ciertas propiedades o axiomas. Para nosotros
revisten especial importancia aquellas clases de algebras que satisfacen ciertas
ecuaciones, o clases ecuacionales. Un importante teorema demostrado por
Birkhoff dice que una clase de algebras es ecuacional si y solo si es una
variedad (ver [13, p. 75]).

Ejemplos 10.2.2. La mayoria de las clases de &algebras conocidas por el
lector, por ejemplo, reticulos, algebras de Boole, anillos, grupos, (-grupos,
etc., son variedades por poder axiomatizarse por ecuaciones.

Algunos Resultados sobre Reticulos

En esta seccién veremos algunas propiedades de los reticulos que seran
usadas mas adelante.

Un reticulo L se dice completo si para todo A C L, existen el supremo
y el infimo de A, denotados por \/ Ay A A, respectivamente. En particular,

VL=1yAL=0.
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Ejemplos 10.2.3.

1. El reticulo (P(X);U,N) de todos los subconjuntos de un conjunto X,
es completo.

2. Los reticulos (SU(G); V,A) y (SUN(G); V, A) de todos los subgrupos
y de todos los subgrupos normales de un grupo G, respectivamente, son
completos. En ambos caso las operaciones son HVK = (HUK) y HAK =
HNK, donde (A) es el subgrupo (normal, en el segundo caso) generado por

A.

3. @ y R con sus ordenes habituales no son reticulos completos. Si a
R le agregamos un punto final 400 y un punto inicial —oo, entonces R es
completo.

Lema 10.2.4. Un reticulo es completo si y solo si es cerrado bajo supremos.
Lo mismo ocurre si es cerrado bajo infimos.

Un elemento ¢ de un reticulo L es compacto si toda vez que ¢ < \/ A
(obsérvese que esto presupone que tal supremo existe), hay un subconjunto
finito B C A tal que ¢ <'\/ B.

Un reticulo es algebraico si es completo, y todos sus elementos son el
supremo de un conjunto de elementos compactos.

Ejemplos 10.2.5.

1. El reticulo P(X) es algebraico. Los elementos compactos son los sub-
conjuntos finitos de X.

2. Los reticulos SU(G) y SUN (G) son algebraicos. En ambos casos los
elementos compactos son los subgrupos finitamente generados.

3. R no es un reticulo algebraico. De hecho, no tiene elementos compactos.

Relaciones de Equivalencia y Congruencias

Una relacién binaria 1 sobre un conjunto A es de equivalencia si es
reflexiva, simétrica y transitiva.

Una relacién de equivalencia 1) particiona al conjunto en clases de equi-
valencia, vale decir, conjuntos formados por elementos relacionados entre si.
Mas técnicamente, la clase de equivalencia de a modulo ¥ es el conjunto

[alg = {z € A: zda}.

El conjunto de todas las clases de equivalencia médulo ¥ se denomina
cociente de A médulo .
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Desde el punto de vista algebraico es interesante hacer notar que el par
(E(A),C), de todas las relaciones de equivalencia sobre A ordenado por
inclusién, es un reticulo distributivo completo. Las operaciones de supremo
e infimo sobre E(A) estan dadas por:

0y Ay = 091 N1y,
91V dy = ({0 : 9 Uy C 0}

Hay también una forma constructiva de definir el supremo:

V1V Iy = {{a,b) : existen cy,...,c, tales que co =a, ¢, = b

y para cada i, ¢;01¢;41 0 bien ¢;9¢i41}.

La completud del reticulo F(A) se obtiene porque dada una familia de
relaciones de equivalencia sobre A, su interseccién también lo es, es decir, si
para cada i € I, ¥; es una relacién de equivalencia sobre A, entonces (., V;
es una relacién de equivalencia sobre A. Por otra parte, notemos que tanto
la identidad, denotada por A4, como la relacién trivial V 4, son relaciones
de equivalencia sobre A. Tenemos que

N vi =)

il il

Una relacién de equivalencia sobre (el universo de) un dlgebra A es una
congruencia sobre A si es compatible con todas las operaciones del algebra,
vale decir, para cada operacion n-aria w y elementos a;, b; € A, si a;9b; para
1 < n, se verifica

wh(ay, ..., ap)0w™(by, ..., by).

La condicién de compatibilidad nos dice que si escogemos representantes
de ciertas clases de equivalencia y los operamos, la clase a la que pertenece
el resultado no depende de los elementos particulares que se usaron, sino de
las clases de las que fueron tomados. Esto es lo que nos permite definir una
estructura algebraica sobre el conjunto cociente de la siguiente manera:

Ald=(A]| O, A A, Al )
donde dadas las clases [a1]y, .. ., [as]s, la operacion
wAW([al]ﬁ7 ey [an]ﬁ) — [ W?(@l, Ce ,an) Lg.

La compatibilidad garantiza que esta estd bien definida. A | 9 se denomina
el dlgebra cociente de A por 9.
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Para los efectos de estas Notas, lo méas interesante es que el conjunto de
todas las congruencias sobre un algebra A, ordenado por inclusién, es un
reticulo distributivo y algebraico al que denotamos Con(A). Los elementos
compactos son las congruencias finitamente generadas.

Ejemplos 10.2.6.

1. Si G es un grupo y N un subgrupo normal de G, entonces la relacion
¥y siy solo si xy~! € N es una congruencia. El grupo cociente G | 4 es por
supuesto el mismo que el grupo cociente G | N que el lector ha estudiado
en sus cursos de algebra abstracta. Un caso particular interesante es cuando
el grupo es Z y el subgrupo es nZ. En este caso, la relacién anterior es la
conocida congruencia médulo n de la teoria de ntmeros, de donde se ha
tomado prestado el nombre.

2. Sobre el reticulo de cuatro elementos 0 < a < b < 1, considere la
congruencia que identifica 0 con a y 1 con b. El reticulo cociente tiene dos
elementos [0] < [1].

Operadores de Clausura
(Ver por ejemplo [13 Cap. 1, §4 y §5]).

Un operador de clausura sobre un conjunto A es una funcién C : P(A) —
P(A) que satisface lo siguiente:

(Cl) X CC(X).

(C2) C(C(X))CC(X).

(C3) X CY implica C(X) C C(Y).

Si ademés C verifica:

(C4) C(X)=U{C(Y):Y C X e Yes finito},
decimos que C es un operador de clausura algebraico.

Ejemplos 10.2.7.

1. En un espacio topolégico X — X es un operador de clausura sobre
X, donde recordemos que X significa la clausura de X.

2. La identidad es un operador de clausura sobre cualquier conjunto.

3. Si G es un grupo, entonces la funcién X — (X) que envia cualquier
subconjunto de G en el (universo del) subgrupo que genera, es un operador
de clausura sobre G.
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Teorema 10.2.8. Sea C un operador de clausura sobre un conjunto A. En-
tonces el conjunto Lc = {X C A: C(X) = X} dotado de las operaciones

\/C(Ai) =C (U Ai) y /\C<Ai> = mC(Ai)

es un reticulo completo. Los elementos de L se llaman conjuntos cerrados.

St ademds C es un operador algebraico, L es un reticulo algebraico en el
que los elementos compactos son los subconjuntos cerrados C(B), para algin
B finito.

Teorema 10.2.9. Todo reticulo algebraico es isomorfo al reticulo de los sub-
conjuntos cerrados de algun conjunto dotado de un operador de clausura al-
gebraico.

Idea de la demostracion. Sea L un reticulo algebraico y C' el conjunto de sus
elementos compactos. Para X C L definimos

C(X):{CEC:CS\/X}.
Entonces C es un operador de clausura algebraico. La funcion

f:L — P
x—{ceC:c<ua},

es un isomorfismo. OJ

Un Ejemplo Importante

Sea § = (L,Fs) un sistema deductivo. Si definimos
Cns(A) ={p € Fme : A ks o},
Cng define un operador
Cns : P(Fmg) — P(Fmyg)

sobre el conjunto de las féormulas, llamado operador de consecuencia de S.
Las propiedades 1-5 de s que aparecen en el Lema [10.1.5 implican que
Cns es un operador de clausura algebraico. Se puede hacer el estudio de
sistemas deductivos a partir de operadores de consecuencia (ver [8, p. 6]),
pero no lo haremos en estas Notas.
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Los conjuntos cerrados bajo este operador se llaman S-teorias. En otras
palabras, una teoria es un conjunto 7' de férmulas que es cerrado bajo g :

SiT Fs @ entonces p € T.

El conjunto de los teoremas S (aquellas férmulas ¢ tales que Fs ¢, o
equivalentemente, aquellas férmulas directamente demostrables a partir de
cualquier conjunto A de férmulas), es la menor S-teoria. Por otra parte,
Fm, es la mayor S-teoria. Observemos que Cng(A) es la menor S-teoria que
contiene a A.

El conjunto de todas las S-teorfas se denota ThS ([8, p. 7]). Sobre este
conjunto definimos las operaciones A® y V¥, que son respectivamente, la
interseccién usual de conjuntos y la teoria generada por la uniéon conjuntista
de teorias, es decir, para T',U € ThS ,

TN U=TNU y T VS U=Cnsg(TUU).

Observemos que la interseccién arbitraria de teorias es una teoria y como
Fmy es la mayor S-teorfa, el reticulo ThS = (ThS, A®, V) es un reticulo
completo. El siguiente lema se desprende facilmente de las propiedades de
los operadores de clausura algebraicos.

Lema 10.2.10 ([8, Lema 1.1]). Sea S = (L,Fs) un sistema deductivo.

1. Los elementos compactos de ThS son las S-teorias finitamente gene-
radas.

2. FEl reticulo ThS el algebraico.

3. ThS es cerrado bajo uniones dirigidas.

La Loégica de las Ecuaciones

Lema 10.2.11. Sean o(xy, 22, ...,x,) € Term(X) y A una L-dlgebra. Una
funcion I : X — A, definida por x; — a;, i € w, se extiende de manera
unica a
I: .le; — A
o(x1, To, ..., 1) — o™(ay, ..., ap).
I se llama una wnterpretacion de las variables en A. Por ejemplo, una

sustitucién s de las letras proposicionales P es una interpretacién de P en el
algebra Fm definida més arriba.
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Sea K una clase de L-algebras. Definimos la relacién |, entre un con-
junto de ecuaciones y una ecuacién de la manera siguiente ([8, p. 13]):

I' =k o &~ 7 siy solo si para toda A € K y para toda interpretacién
a = (ay,as,...,a,) de las variables de ' U { o ~ 7 } se tiene:

¢*a) =n™(a), para € ~ n €T entonces o (a) = 7*(a).

Esta relacion es llamada relacion de consecuencia ecuacional determinada
por K.

Es facil ver que la tnica propiedad de Fs que |=x no tiene necesaria-
mente es la finitud. Por ejemplo, directamente de la definicién se observa que
=i es estructural.

Lema 10.2.12 ([8, Lema 3.1]). Si KC es una clase de dlgebras entonces para
conjuntos de ecuaciones I' /A C Eq(X) y toda ecuacion o = T se tiene:

1. A Ex d =€, para todo 6 ~ e € A.
2. SiA Ex ox17yACT, entonces ' Fx o~ T.

3.8 A Ex or Tyl Ex 0 = ¢, para todo 6 = ¢ € A, entonces
[ oxT.

4. Si A Ex o &= T, entonces s(A) Ex s(o) = s(1), para toda sustitu-
cion s. Es decir, =i es siempre estructural.

Podemos definir el concepto de operador de clausura Cng, el de teoria
ecuactonal y el reticulo ThKC de todas las teorias ecuacionales respecto de
. El lector interesado puede consultar [13, Cap. 2, §14].

10.3. Loégica Algebraica Abstracta

Logica Algebraica

Incluso antes del nacimiento de la légica matemaética, George Boole, a
mediados del siglo XIX, propuso ciertas “reglas del pensamiento” que antici-
paban lo que mas tarde se conoceria como Algebras de Boole. El hizo notar
que los conectivos légicos obedecen a leyes similares a las que rigen a los
nimeros y las operaciones algebraicas.

Durante el siglo XX muchos autores contribuyeron a profundizar estas
ideas. Probablemente los mas importantes son Adolf Lindenbaum y Alfred
Tarski. Los trabajos de Tarski, o mas precisamente del grupo de Varsovia,
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(ver [104]) en los anos 20 y 30 del siglo pasado son el punto de partida del
estudio de los sistemas deductivos en general y de la logica algebraica tal
como se la entiende hoy. En [103] (una versién en inglés aparece en [104]),
Tarski introduce el dlgebra de formulas del calculo proposicional y define la
relacion
o~ siysolosi Fepo @+ 1.

Enseguida muestra que esta es lo que hoy llamamos una congruencia y que
el algebra cociente, que ahora es conocida como el dlgebra de Lindenbaum—
Tarsky del calculo proposicional cldsico, es un algebra de Boole. Reciproca-
mente, indica cémo construir un sistema deductivo a partir de una axioma-
tizacion de las algebras de Boole.

Conocida esta relacién entre el Célculo Proposicional Clésico y las dlge-
bras de Boole, el método se aplicé a otras légicas, representadas por otros
sistemas deductivos, a los que les corresponden otras clases de algebras. Entre
los principales estan:

Légica Proposicional Clésica Algebras de Boole

Légica Prop. Intuicionista Algebras de Heyting

Légicas Multivaluadas Algebras de Wajsberg, MV-dlgebras

Légicas Modales Algebras Modales

Légica de Primer Orden Algebras Cilindricas, Algebras
Poliadicas

etc. etc-algebras

., Qué condiciones debe satisfacer un sistema deductivo para contar con
una clase de algebras asociada? De la misma manera podemos plantearnos la
pregunta inversa. Dada una clase de algebras, ;jcorresponde esta a un cierto
sistema deductivo?

En los dos importantes libros de Helena Rasiowa y Roman Sikorski [91] y
H. Rasiowa [92] se retinen varias décadas de resultados en esta linea. El trata-
miento dado en estos libros se aplica a sistemas con ciertas particularidades,
por ejemplo, presupone la existencia de una implicacion con ciertas propie-
dades estandar (ver los ejemplos de la Seccién 10.4). Por lo tanto muchos
sistemas no son en este sentido algebrizables simplemente porque no cuen-
tan con una implicacion, o porque la que tienen no goza de las propiedades
adecuadas.

En la década de los 80 Willem Blok y Don Pigozzi decantaron en [§]
el trabajo de muchos investigadores en el tema proponiendo una definicién
general y precisa del concepto de algebrizabilidad. Basados en una genera-
lizacion del proceso de Lindenbaum-—Tarski, ellos proponen un tratamiento
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mas general o “abstracto” del problema, uno que no dependa del lenguaje
subyacente del sistema ni de la presencia de ciertos axiomas o reglas predeter-
minados. Naturalmente, hay muchos sistemas que tampoco son algebrizables
en este sentido, sin embargo, no lo son por motivos mas profundos y generales
que el lenguaje en el que se expresan. ;Qué tan buena es esta nocién de al-
gebrizabilidad? Esta pregunta solo podra responderse al ver las aplicaciones
que la teoria tenga, especialmente, el uso de técnicas del algebra universal
en las clases de algebras para obtener resultados sobre las légicas asociadas.
En el dltimo tiempo se ha llamado Légica Algebraica Abstracta al estudio
de sistemas deductivos usando herramientas del algebra universal.

Varios autores han perfeccionado, extendido o modificado estos conceptos
iniciales. Ver por ejemplo [9, 311 [30} 4T, 59, [60].

Por ultimo, recordemos lo que Paul Halmos nos hace notar en [54]. En
matematica es frecuente que se inicie un estudio con un cierto objetivo en
mente, por ejemplo una aplicacion a la fisica, pero luego dicho estudio ad-
quiere un interés puramente matematico. La teoria se generaliza y entra en
contacto con otras ramas de la matematica y eventualmente se establece
como una nueva area de estudio. Esta nueva rama no pretende en general
resolver los problemas que le dieron origen. Algo de esto ha pasado con la
l6gica algebraica, la que ha desarrollado temas y problemas muy distintos de
aquellos de la logica formal, quien le diera origen.

Légicas Algebrizables

Intuitivamente, un sistema deductivo S es algebrizable si existe una clase
K de algebras del mismo tipo y existe una correspondencia entre férmulas
de Fm, y ecuaciones de Fq, tal que las relaciones ks y | sean “equi-
valentes”. Es decir, dada una férmula « existe una ecuaciéon a y dada una
ecuacién s &~ 7 existe una férmula § ~ 7 tales que:

1.Tks o siysolosi I =¢a,

—_—~—

2. Y s~T siysolosi Y ks ST,
3. a-ks a,

—

4. S%T:H:]CS/Q/T.

Por ejemplo, si § es CPC y K es la variedad de las algebras de Boole,
definiendo

s ai=arx T
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o~

B SR T I=S854T,

como sabemos, se verifican las cuatro condiciones de arriba.

Semanticas Algebraicas Equivalentes

Formalizaremos aqui las ideas intuitivas del parrafo anterior.

Definicién 10.3.1 ([8, Def. 2.2]). Sea S = (£,Fs) un sistema deductivo
y K una clase de L-algebras. K es una semdntica algebraica para S si kg
puede ser interpretado en = de la manera siguiente. Existe un conjunto
finito 0;(p) ~ &;(p), para i < n, de ecuaciones en una variable p, tal que para
F'U{e} C Fm, para cada j < n:

(1) ' ks ¢ siy solo si
{0:(¢) = ei(¥) 2i<n, ¥ €T} x di(p) mei(w); J<n.

0; ~ ¢; son llamadas ecuaciones de definicion para Sy K.

Definicién 10.3.2 ([8, Def. 2.4]). K es una semdntica algebraica equivalente
para un sistema deductivo S si existe un conjunto finito A;(p, ¢), para j < m,
de férmulas con dos variables tal que para todo ¢ ~ 1 € Eq, se tiene:

(2) o=y FHEx 4i(eAY) = ei(@Ajp); i<n, j<m.

El conjunto de férmulas A;(p, ¢) es llamado sistema de formulas de equi-
valencia para S y K. Abreviaremos 0 ~ ¢ para el sistema de ecuaciones de
definicién y A(p, q) para el sistema de férmulas de equivalencia.

Lema 10.3.3 ([8 Lema 2.9]). Sea S = (L,Fs) un sistema deductivo y K
una semdntica algebraica equivalente con ecuaciones de definicion § =~ ¢
y formulas de equivalencia A(p,q). Entonces para todo ¥ C Eqr y toda
ecuacion ¢ =,

(3) X Ex e siysolosi {EAn: ExneXts AP,
y para cada 0 € Fmyg,
(4) 6 45 6(0)Ac(6).

Reciprocamente, si existen formulas A y ecuaciones § ~ € que satisfagan
(3) y (4), entonces K es una semdntica algebraica equivalente para S.

Definicién 10.3.4. Un sistema deductivo S se dice algebrizable si tiene una
semantica algebraica equivalente.
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A continuacién veremos que, esencialmente, todo sistema algebrizable
tiene una unica semantica equivalente.

Lema 10.3.5 ([8, Cor. 2.11]). Si K es una semdntica algebraica para S,
entonces K es una semdntica algebraica equivalente si y solo si K, la cua-
siwariedad generada por IC, lo es.

Demostracion. Basta ver que para X finito,
Y Ex pxT1 siysolosi ¥ Exe prT,

y que esto es inmediato porque K y K¢ satisfacen las mismas cuasi-identidades.
m

Teorema 10.3.6 ([8, Teo. 2.15]). Sean S un sistema deductivo algebrizable,
K y K' dos semdnticas algebraicas equivalentes. Entonces K y K' generan
la misma cuasiwariedad.

Idea de la demostracién. (a) Usando el Lema 8 y las propiedades de ~, se
demuestra que Fs xAy define una relacién de congruencia sobre Fmy.

(b) x, xAy ks y.

() zry, i) ~ () Fcdly) = ely), prop. de ~,
(i) z # y =k d(zAy) = e(zy), (2),
(i) 8(rdy) ~ c(xdy) . 6(z) = e(z) b 6(y) = (), (0, (i),
(iv) 2y, x Fs y (1).

Sean K y K’ dos semanticas algebraicas equivalentes al sistema S y sean
xAy y xA'y sus respectivas férmulas de equivalencia.

(c) Ay 4ks zA'y.

Consideramos «(p) = xA’p. Entonces

xdy s a(z)Aaly), (a),
Ay bFs (zA'z)A(xAy), def.,
Ay ks (zA'y), (a), (b).
Similarmente probamos en la otra direccion.
(d) K9 =K"“.

Yo~y siysolosi {aAf :axfeX}tts AP, (3),
Yoty siysolosi {aA'f axpeX}bs pAY, (c),
YSEcer1y siysolosi ¥ g1, (3).

]

El reciproco de este teorema es falso. Existen sistemas deductivos distintos
que tienen la misma semantica algebraica equivalente (ver [8, Sec. 5.2.4]).
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Semanticas Matriciales

Una L-matriz (|8, p. 8]) es un par A = (A, F), donde A es una L-
algebra y F' es un subconjunto del universo de A, los elementos de F' son
llamados elementos designados de A. Para una clase de matrices M definimos
la relacién j=,4 entre un conjunto de férmulas y una férmula de la manera
siguiente:

[' =k @ siy solo si para toda A € M y para toda interpretacién a de
las variables de I' U {p},

Y™(a) € F, paratodoy €' = p*(@) € F.
Una matriz A es un modelo matricial de S si

F'ks v =T EFuay o

en tal caso F' se denomina un S-filtro.
Observemos que si 7' es una S-teorfa, entonces (Fmg,T) es un modelo
matricial de S. Estas matrices se llaman matrices de Lindenbaum para S.

Definicién 10.3.7. Sea & = (L£,Fgs) un sistema deductivo. Una clase de
matrices M es una semdntica matricial de S si para todo I' U {¢} C Fm,
se tiene

I'ts ¢ siysolosi T' Eu .

Por ejemplo, la clase de todas las matrices de Lindenbaum para S y la
clase de todos los modelos matriciales de & son semanticas matriciales.

El Operador de Leibniz

Definicién 10.3.8 ([8, Def. 1.4]). Sean A una L-dlgebray F' C A. Definimos
la relacién binaria sobre A:

QuF — {a,b) © ¢*(a,¢) € F <= (b, ¢) € F, para todo
* w(paq1a'-'7Qn)€Jl—-m£ ytodoEGA” '

Larelacién Q4 sellama la relacion de Leibniz en A sobre F'. El operador
sobre las partes de A, que denotaremos €24, es llamado operador de Leibniz
sobre A. Si A es el algebra de férmulas Fm,, el operador de Leibniz se
denota simplemente 2.

De la definicion anterior se desprende inmediatamente que €25 es una
congruencia sobre A. Intuitivamente, nos dice que 24 identifica todos aque-
llos elementos de A que el dlgebra A no puede distiguir relativamente a un
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conjunto F. Evidentemente esta definicién es inmanejable desde el punto de
vista practico: dificilmente podremos calcular €254 en un caso particular a
partir de ella. Un par de teoremas nos ayudaran en esto.

Una congruencia @ de A se dice compatible con el subconjunto F' de A,
si para todo a,b € A,sia € F'y (a, b) € © entonces b € F.

Teorema 10.3.9 ([8, Teo. 1.5]). Para toda dlgebra A y cualquier F C A,
QA F es la mayor congruencia compatible con F.

Teorema 10.3.10 ([8, Teo. 1.6]). Sea A un dlgebra y F C A. Sea © una re-
lacion binaria sobre A que es elementalmente definible sobre la matriz ( A, F')
con pardmetros y sin iqualdad:

(i) Si © es reflexiva, entonces QaAF C O.

(i1) Si ademds © es una congruencia compatible con F', entonces QaF = 6.

Los Reticulos de Teorias de § y de K

La esencia de la teoria de algebrizacién desarrollada por Blok y Pigozzi,
esta en el siguiente teorema. Daremos su demostracion porque ilustra como
las ecuaciones de definicién y las férmulas de equivalencia aparecen mas o
menos naturalmente.

Teorema 10.3.11 ([8, Teo. 3.7]). Sea & un sistema deductivo y K una cua-
swariedad. Entonces K es la semdntica algebraica equivalente de S si y so-
lamente si existe un isomorfismo entre ThS y ThiIC que conmuta con susti-
tuctones.

Idea de la demostracion. Supongamos que K es la semantica algebraica equi-
valente de S. Entonces

Q¢ : ThS — ThK
T— Cng{d(p) =e(p) : 0T}

preserva el orden y las uniones dirigidas. De ahi es facil demostrar que (2
es un isomorfismo de reticulos que conmuta con sustituciones.

Por otro lado, supongamos que h : ThS — ThK es un isomorfismo
que conmuta con sustituciones.

Consideramos la S-teoria T = Cng{p}. Como T es compacta, su imagen
0 = h(T') también lo es y por lo tanto, es finitamente generada (ver Lema 5).
O sea,

0 = Cnic{ri(p, 71, k) = 1(pyre, ..y 1) 1 @ < nj.
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Sea s una sustitucion tal que
s(p) = p
s(rj) = p, para j < k.

Usando el hecho de que h conmuta con sustituciones, se demuestra que

s(T) = Cns{s(p)} = T,

luego (con un abuso de notacién),

0 = h(T) = h(s(T)) = s((T))
= s(Cnx{ri(p,r1,...,16) = Ti(py7T1,. .., 7k) T <N}
= Cni{ki(p,p,...,p) = Ti(p,p,...,p) 1 i <n}.
Hagamos d;,(p) = ki(p,p,...,p) v €i(p) = 7(p,p,...,p), para i < n.
Entonces
I'Fs ¢ ssi Cns{e} C CnsT
ssi h(Cns{¢}) C h(CnsT)
ssi Cnxc{d(p) =e(p)} CCnic{d(y) me(y) : yeT}
ssi {0(7) =e(v) v €T} Fx o) = e(p).

Similarmente, 6 = Cnx{p ~ q} es una K-teorfa compacta, luego h=1()
también lo es y por lo tanto, es generada por un conjunto finito de férmulas

{SOj(p,an‘h e ,T‘k)} D7 <m.
Haciendo A(p,q) = ¢(p,¢,p, -, p), se cumple

p~q =k 0(pAq) = e(pAqg),

completando la demostracion del teorema. O

El isomorfismo §2xT del teorema puede encontrarse de la siguiente ma-
nera.

Lema 10.3.12 ([8 Lema 3.8]). Sea S algebrizable y K su semdntica alge-
braica equivalente. Sea A el sistema de equivalencias para IC. Entonces para
T € ThS,

T ={p=v:pAYpeT}.

Criterios de Algebrizabilidad

Hay dos importantes caracterizaciones para los sistemas algebrizables.



308 CAPITULO 10. LOGICA ALGEBRAICA ABSTRACTA

Algebrizabilidad y el Operador de Leibniz

Lema 10.3.13 ([8], Teo. 4.1]). Sea S algebrizable y IC su semdntica algebraica
equivalente KC. Entonces para cada T € ThS

QT = {(p,¥) o= € T} ={{p,¥) : oA € T}.

Teorema 10.3.14 ([8, Teo. 4.2]). Un sistema deductivo S es algebrizable si
y solo si el operador de Leibniz sobre Fmy, cumple las condiciones:

(1) 2 es inyectivo y preserva el orden de ThS.
(i1) €2 preserva uniones de subconjuntos dirigidos en ThS.
Idea de la demostracion. Se define
K={Fm;/0 : 0 € QThS}
y se demuestra que €2 es un isomorfismo entre ThS y ThK. Aplicamos
entonces el Teorema [0.3.171 O
Algebrizabilidad y Términos

Teorema 10.3.15 ([8, Teo. 4.7]). Un sistema deductivo S es algebrizable si
y solo si existen un sistema de formulas de equivalencia A y un sistema de

ecuaciones de definicion 0 = e que satisfacen las condiciones siguientes para
w0, 0,0 € Fmg:

(i) {p AV} Fs YAy,

(iv) Para todo conectivo n-ario w de L,

{@1Awl7a¢nA¢n} l_S w(@lv@?a---79071)Aw(¢17w27"'awn);
(v) 0 s 5(6) Ae(0).

Demostracion. Definimos

2aT ={(p.¥) - 0 Ay €T}

entonces (i)-(iv) demuestran que 247" es una congruencia.
Para ver que 2,1 es compatible con T" demostramos que

0, pAY s 1.
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En efecto, consideremos la teoria U = Cn{y, @At }. Entonces por (v), ¢ s
d(p)Ae(y), luego por definicién,

5(p) = e(p) € 2aU. (*)

Como ademas (p, ) € 2,U, podemos sustituir ¢ por ¢ en (%) y por lo
tanto (0(v),e(v)) € 24U, es decir,

¢, pAY ks () = e(v).

Aplicamos (v) en la otra direccién para obtener lo que queremos. Como 2
es la mayor congruencia compatible con T, 24(T) C Q(T).

Para demostrar la otra direccién, sea (p, 1) € €2. Entonces usamos la
férmula v(z) = pAx y la definicién de Q(T') para obtener

©Ap € 2A(T) siysolosi AP € 24(T),

pero la primera vale por hipétesis, luego (p,v) € 24(T).
Esto demuestra que 2, = €. ]

Corolario 10.3.16 ([8, Cor. 4.8]). Una condicion suficiente para que un
sistema deductivo S sea algebrizable es que exista un sistema A de formulas
de equivalencia que satisfaga las condiciones (i)—(iv) del teorema anterior y
adicionalmente las condiciones

(vi) {o,0 AV} Fs 1, (conocida como regla de corte).

(vit) {p, v} Fs @AY, (conocida como regla G, por Gédel). En este caso
la ecuacion de definicion es p ~ p Ap.

Algebrizabilidad y Matrices

Existe una conexion estrecha entra las semanticas algebraicas y las seman-
ticas matriciales de un sistema deductivo algebrizable.

El siguiente teorema es muy 1til, especialmente para verificar que un
sistema no es algebrizable. Dada una cuasivariedad K y una L-algebra A,

diremos que una congruencia © de A es una KC-congruencia si el cociente
A/O e K.

Teorema 10.3.17 (|8, Cor. 5.1]). Sea S algebrizable y K una cuasivariedad.
Entonces S es algebrizable con semdntica algebraica equivalente IC si y solo
st para toda L-dlgebra A, el operador de Leibniz A es un isomorfismo entre
los reticulos de S-filtros y de K-congruencias de A.
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Lema 10.3.18 ([8, Lema 5.2]). Sea S algebrizable y sea A un sistema de
formulas de equivalencia. Entonces para toda L-dlgebra A y todo S-filtro
FCA
QuF ={(p0) : 9 A% € F}.
Una matriz (A, F') se dice reducida st QaF = Ia, la identidad sobre A.
La matriz cociente (A/QAF, F/QaF) es una matriz reducida.

Teorema 10.3.19 ([8, Cor. 5.3]). Sean S algebrizable, K la cuasivariedad
que es su semdantica algebraica equivalente y M* la clase de todas las S-

matrices reducidas. Entonces K es la clase de los reductos algebraicos de
M, es decir,

K={A: (A F)e M* para algin S-filtro F'}.

Axiomatizacion

Si podemos demostrar que un sistema deductivo es algebrizable usando
el Teorema [10.3.15] la teoria nos proporciona una manera de encontrar la
cuasi-variedad asociada.

Teorema 10.3.20. Sea S un sistema deductivo definido por un conjunto 3
de axiomas y un conjunto RI de reglas de inferencia. Suponga que S es alge-
brizable mediante las formulas de equivalencia A y ecuaciones de definicion
d & €. Entonces la (inica) cuasivariedad que es semdntica equivalente para
S esta axiomatizada por las identidades

1. (p) =e(p),
2. §(pAp) ~ e(pAp),

para cada axioma @ y las cuasi-identidades

8. () men),. .., 0(¥n) me(n) = dp) ~e(p),
4. 0(pAg) =~ e(pAp) = p~q. O

10.4. Ejemplos

Sistemas implicativos estandar

Como dijimos en la introducciéon, H. Rasiowa y R. Sikorski llevaron el
método de Lindenbaum-Tarski a su mayor generalidad. Su teoria se aplica
a los célculos implicativos estandar (SIC), es decir, (i) el lenguaje £ tiene
un numero finito de conectivos de rango 0, 1 y 2, pero no superiores. (ii) £
contiene un conectivo binario que verifica
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SIC1 HA— A,

SIC2 A, A— B F B,

SI1C3 A—-B,B—-CF A—=C,
SIC4 AF B— A

SIC5 A= B,B—AF A = B

para toda operacién unaria ¥.

SIC5H A—-B,B—>A C—D,D—C F (AxC)— (Bx*D),

para toda operacion binaria .

Los célculos proposicionales clasico, intuicionista, las 16gicas modales nor-
males, las l16gicas multivaluadas y gran parte de sus fragmentos son sistemas
implicativos estandar y pueden algebrizarse con una ecuacion A~ A — Ay
férmulas de equivalencia A = {A — B, B — A}.

El sistema modal S5¢ (Godel)
El sistema
Axiomas

S5¢1 Todas las tautologias,
S592 0(A — B) — (OA — OB),
S5¢3 OA — A,

S5¢4 O0A — OOA.

Reglas de Inferencia

MP A A— B F B,

G A F A

S5% es algebrizable

El sistema S5% es SIC, luego algebrizable.
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El sistema modal S5¢ (Carnap)

El sistema

Axiomas

S5¢1 JA, para toda tautologia A,
S5¢2 O0(0(A — B) —» (DA — UB) ),
S5¢3 O(0A— A),

S5C4  O(0A— O0A).

Reglas de Inferencia

MP A, A— B+ B.

S5¢ no es algebrizable

Considérese el algebra ({1 ,a,b, T}, —,—-,0, L, T), donde ({L,a,b, T}, —
,7, L, T) es el dlgebra de Boole del préximo diagrama y O se define en la
tabla siguiente.

T
° Lx
/ \ T T
ae e b a | L
AN J/ b | L
° 1] L

1

Entonces F; ={a, T} y F» = {b, T} son filtros ya que todos los axiomas
toman valor T y ambos conjuntos son cerrados bajo la regla de inferencia.
Como A es simple, no hay congruencias mas que las triviales y Q4 (F}) =
QA (Fy) = Id, luego 24 no es inyectiva.



10.4. EJEMPLOS 313

El sistema P' de Sette

El sistema

Axiomas
P11 A— (B — A),
P12 (A= (B—=0C)) = (A= B)— (A—0)),
P'3 (~A =~ B)— ((~A—~~B)— A),
P4 ~ (A=~ A) = A,
P15 (A— B) »~~ (A — B).

Regla de Inferencia Modus Ponens

P! es algebrizable

Las ecuaciones de definicion son

§(A)=(A—= A) — A,
e(A)=A— A

y las férmulas de equivalencia son

Ai(A,B)=A— B,
Ay(A,B) = B — A,
Ay(A, B) =~ A -~ B,
Ay(A,B) =~ B =~ A

Sette Algebras (P! Algebras)

Las dlgebras de Sette (introducidas como P'-4lgebras en Lewin et al. [T1]
y en Pynko [90]) son estructuras

. /
A=(A—-"1)
que verifican los axiomas siguientes:

Al. 2 - (y—2z)=1,
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A2. (2= (y—=2) = ((z=y) = (e = 2) =1,

Ad.

(z
A3. (/' =) = (' =Y —x)=1,
(x = 2"y -2z =1,

(

A5 (z—y) = (x —y)" =1,

y las cuasi-identidades:

Ql.z—-y=1y (r—=2)22r=1 = (y—y —y=1

Q. r—y=1, y—z=1, 2>y =1yy—>2=1= x=uy.

La seméntica algebraica equivalente es una cuasi-variedad propia genera-
da por el algebra

= <{07 a7 1}; %7 /7 1>7

donde ({0, 1}; —,") es el dlgebra de Boole de dos elementos y las operaciones
— v/ estan definidas por:

— 10 a 1 !
01 1 1 01
a [0 1 1 all
1o 1 1 10

Dos légicas con la misma semantica algebraica equi-
valente

A= ({0,515 )

— | 0 % 1 ~
0 |1 1 1 01
1 1 1
3 |0 11 5|2
1 |0 1 1 110

E; = (A, {1}) y J3=<A,{%a1}>

Estas matrices dan origen a dos logicas diferentes con la misma semantica
algebraica equivalente.
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Ecuacion de definicién y formulas de equivalencia para Ls:

p~T

Alp,q) ={p— ¢, — p}

Ecuacion de definicién y formulas de equivalencia para Js:
(~p—p)—prT

Alp,q) ={p—q¢,¢ — p,~pro~q,~qr—~p}

El Sistema (' de da Costa

Axiomas

1 A— (B— A),

C12 (A= (B—=0)) = (A= B) = (A—=0)),
413 (ANB)—-A y (AAB)— B,

Cid (A= B)= (A= 0) = (A= (BAO))),
Ci5 A—(AvB) y B—(AVB),

€16 (A=C) = (B=C)=((AVB) =),
Ch7 AV —A,

48 ——A — A,

Ci9 B = (A= B) = (A= -B) = ~4)),

C110 (A°AB°) = ((AANB)°AN(AV B)° A (A — B)°)

donde A° := —(A A -A).

Regla de Inferencia Modus Ponens.
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C} no es algebrizable

Considere la matriz (A, {1,u}) definida por el reticulo:

e u
|
o 1
/ N
a e e b
AN /
0

con las operaciones siguientes:

—lu 1 a b 0| a|-z|2°=-(zA2)
uju u a b 0 1 0 0
1 ju 1 a b 0] 0 1 1
alu 1 1 b b b a 1
ul a 1 af a b 1
Oflu 1 1 1 1] 1 0 1

La mayor congruencia compatible con los filtros
Fy={a,l,u} y Fy={b1,u}

es la identidad, esto es, {25 no es inyectiva.
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Capitulo 11
(-grupos Yy su légica

Hemos visto en el Capitulo 8 la definiciéon de ¢-grupo y la equivalencia
categorial entre los /-grupos con unidad fuerte y las MV-algebras. Nos de-
tendremos aqui en estudiar propiedades de ¢-grupos a fin de conocer un poco
mas sobre esta variedad. Supondremos siempre que los grupos considerados
son abelianos.

Con esta base estaremos en condiciones de tratar el aspecto légico. De-
finiremos dos légicas: el sistema Bal, cuya seméntica algebraica equivalente
(usando el lenguaje del Capitulo 10) es una variedad de dlgebras definicional-
mente equivalente a la variedad de los ¢-grupos, y el sistema Bal®, equivalente
al anterior, cuya algebra de Lindenbaum es un /-grupo. El primer sistema
nos proporcionara un ejemplo de aplicacion de la teoria de Block y Pigozzi
vista en el Capitulo 10. El segundo nos permitira ver un aspecto légico de la
equivalencia categorial entre los /-grupos y sus conos de elementos positivos.

Nos basaremos principalmente en [I], [42], [47] vy [96].

11.1. /-grupos

Un /-grupo es un caso particular de grupo ordenado o grupo parcialmente
ordenado o p.o.grupo. Observemos que, sin embargo, un p.o.grupo no es un
algebra.

Un p.o.grupo es un sistema (G, <,+, —,0) tal que:

- (G, 4+, —,0) es un grupo,
- (G, <) es un conjunto ordenado,

- Vale la propiedad:
(M) Si z <y entonces x4+ z < y + 2.

319
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Propiedades

El siguiente teorema nos dice que el orden en un grupo esta determinado
por el conjunto de sus elementos positivos.

Teorema 11.1.1. Sea (G,+,—,0) un grupo, P C G. Sea < la relacion
definida por:
x <y siysolosiy—xeP.

La relacion < verifica (M) y es tal que P = {x € G : x > 0}. Ademds, < es
un orden si y solo si valen las siguientes condiciones

(1) P es cerrado por +. Abreviadamente, P+ P C P.
(2) Sixe Py—xeP, entonces x = 0. Abreviadamente, P N —P = {0}.

Demostracion. Veamos que vale (M). Sea x < y, es decir que y —x € Py
veamos que, para todo z € G, z+2z < y+z. Luegoy+z—(x+z2) =y—x € P.
Por definicién de <, se tiene que x > 0 si y solo si x € P.

Sea < un orden. Entonces, se cumple (1): si z > 0, y > 0 entonces, por
(M), x +y > 0. Por propiedades de grupo, si x > 0y —x > 0 entonces es
x = 0, luego vale también (2).

Reciprocamente, supongamos que P cumple (1) y (2). Veamos que < es
un orden. Se tiene que x — x = 0 € P, luego x < z para todo x. Sean
x <y, y <z Luego,y—z € P, x —y = —(y — ) € P. Luego, por (2),
y —x = 0, de donde y = z. Veamos la transitividad. Sean z < y, y < z.
Luego tenemos que y —x € Py z —y € P. Por la condicién (1) deducimos
que (y—z)+ (z—y)=2—x € P, es decir, z < z. H

Llamaremos cono positivo de un ¢-grupo G al conjunto de sus elementos
positivos:
Gt ={reG:x>0}
Veamos ahora una condiciéon necesaria y suficiente para que un grupo orde-
nado sea un ¢-grupo.

Teorema 11.1.2. Un p.o.grupo es un {-grupo si y solo si existe x \V 0, para
todo x € G.

Demostracion. Mostremos que existe el supremo para todo par de elementos
x,1y, dado por

zVy=((x—y)Vv0)+uy.
En primer lugar, por (M), (z —y) V0 > 0 implica ((zx —y) V0) +y > v.
Ademsds, (xt —y)VO>xz —y,porloque (z —y)VO)+y >z —y+y=n=x,
luego, es cota superior de z,y. Sea ¢ > z,y. Luego, c—y >0y c—y >z —vy,
por lo cual c—y > (x—y) V0 y entonces se tiene que ¢ > ((z—y)VvV0)+y. O
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Veamos ahora una propiedad que vamos a usar repetidamente.
Lema 11.1.3. Para todo par de elementos x,y de un {-grupo:
r—(rANy)+y=zVy.

Demostracion. Hemos visto en el Lema del Capitulo 8 que en todo
(-grupo vale la siguiente propiedad:

z=(zny)=(-2)V(z-y)
De alli deducimos:
r—(zAy)=0V(z—y)=H—y)V(-y),
de donde, distribuyendo:
r—(rny)=(yVa) -y

Luego,
r—(zANy)+y=zVy. O

En particular, si x e y son disjuntos, es decir, si Ay = 0, se tiene que
r+y=zVy. (Di)

Teorema 11.1.4. Todo elemento x de un {-grupo admite una unica descom-
posicion como la diferencia de dos elementos positivos disjuntos.

Demostracion. Dado un elemento x, sean
T =2Vv0, x =(-z)VO0.

Veamos que z = 2+ — 2. En efecto, t + 2~ =2+ ((—z) V0) =0V =7,
Probemos ahora que 27 Az~ = 0.
Tenemos que

et AT =+ )AN0+27)
=(xAO0)+ 2~
=—x +x
= 0.

Veamos que la descomposicién es tnica.
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X X XV-X
-X 0 Ix
X -X

Figura 11.1: Z X Z

Sea x =a—0b, cona,b>0,aAb=0. Entonces, por ser aVb=a+b,

T =x2V0

=(a—0b)VO

=(a—b)V(b—-0)
=(aVvb)—b

=(a+b)—0

=a.

Usando esto,
v =x"—x=a—(a—0)=b. O

Hemos definido en el Capitulo 8 el médulo de un elemento x por:
|z|]| =z V —a.

En la Figura observamos en el (-grupo Z X Z el elemento = = (—1,2
para el cual —z = (1,-2), 2t = (0,2), 2= = (1,0) y su mddulo ||z| =
xV—x=(1,2).

Veamos algunas de las propiedades del médulo.
Lema 11.1.5. En un (-grupo G se verifica:

(1) =l =0,

(2) x = ||z|| siy solo sixz>0,

3) [lel = 2* v,
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(4) lJzfl = 2" + 27,
B) llz+y| < llz||+ |yl (desigualdad triangular).
Demostracion. 1) Se tienen las siguientes igualdades:

r+ (zV—z)=2xV0,
-+ (xV—x)=0V —2z.

Sumando miembro a miembro obtenemos:
VvV —x=2xV0)+ (—2xVO0).

Luego, por ser suma de dos elementos positivos, es x V —x > 0.

2) Si z > 0, entonces —x < 0; luego, —x < 0 < z, de donde ||z|| = z. La
reciproca es obvia.

3) Tenemos:

zV—x=(zxV-z)V0
=(xV0)V(—zVO0)
=ztva.

4) Como = y ™ son disjuntos, por (Di):
4T =2t Vv,
5) Veamos en primer lugar que
(x+y)VO<(zVO0)+ (yVO0).

En efecto, por (M), z+y < (zV0)+ (y V0). Ademds, 0 < (zV0) + (y V0).
Luego,
(x+y)vV0O<(zV0)+ (yVO0).

Por lo tanto:

[l + yll

(x+y)VO)+ (—(z+y)V0)
<(xVv0)+(yV0)+ (—zV0)+ (—yVD0)
] + llyll- O

Veamos ahora que un ¢-grupo tiene propiedades especiales en cuanto a su
estructura subyacente de reticulo y también en cuanto a la de grupo.

Un grupo se llama libre de torsion si solo puede darse que nx = 0, siendo
n # 0 un nuimero natural, para r = 0.
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Teorema 11.1.6. Sea (G,V, A, +,—,0) un {-grupo. Entonces:
(1) (G,V,A) es distributivo,
(2) (G,+,—,0) es libre de torsion.

Demostracion. Para probar (1) vamos a usar el Teorema visto en el
Capitulo 2. Sean x,y elementos de GG y supongamos que existe z tal que:

TNz2=yNz, xVz=yVz.
Probemos que = = y. Se tiene, por el Lema [11.1.3] que

r—(xNz)=(zVz)—=z

Luego,
r=(xAN2)+(@Vz)—=z
=WAz)+yVz) -z

Probemos (2). Sea x tal que nz = 0 para cierto n. Distribuyendo obtene-
mos:

n(zVv0)=(zV0)+(xV0)+---+(xVv0) (nveces)
=nzV(n—-1x)V---VzV0
=((n—1z)V---VzVO0
=(n—1)(zVO0).
Luego,
n(zVvO0)—(n—1)(xzVv0)=0,

de donde
xV0=z"=0.

Anélogamente podemos obtener
n(—zVv0)—(n—1)(—xVv0)=0,

lo que implica

Luego
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Congruencias y /-subgrupos convexos

Vamos a referirnos a los homomorfismos de ¢-grupos, a sus congruencias
asociadas y a aquellos subconjuntos del universo de un ¢-grupo que estan
en correspondencia con ellas. El tema sera visto con mas generalidad en el
capitulo préximo.

Recordemos que un homomorfismo de un ¢-grupo G en un ¢-grupo H es
una funcién h : G — H que preserva las operaciones de grupo: +, —, 0 y
las de reticulo: V, A.

Lema 11.1.7. h es un homomorfismo si y solo si valen las siguientes pro-
piedades:

(i) h es homomorfismo de grupos,
(ii) h(zV0)=h(z) V0.

Demostracion. Probemos que, si valen (i) y (ii), h es homomorfismo de reticu-
los.
En primer lugar, observemos que vale la siguiente igualdad:

uVo=u+ 0V (v—u)).
Usando esto y el hecho de que h es homomorfismo de grupos, se tiene que
h(z Vy) = h(z) V h(y).
Anélogamente demostramos que
h(z Ny) = h(z) A h(y).
La reciproca es obvia. O

En el Capitulo 1, TeoremalI.3.20] hemos visto que la relacién Rj, asociada
a un homomorfismo h : A — B es una congruencia y que, si h es suryectivo,
A/ Ry, es isomorfo a B.

Llamaremos nicleo de h al conjunto Ker(h) = h~'(0). Ya dimos una
definicién anéloga para homomorfismo de MV-élgebras en el Capitulo 8.

Como se puede probar facilmente, R, puede definirse en funcién del nticleo
de h de la siguiente manera.

Lema 11.1.8. Dado h : G — H homomorfismo, vale:

TRpy siy solo si x —y € Ker(h).
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Definicién 11.1.9. Un subconjunto S de un ¢-grupo G se llama convezo
si dados z,y,2z € G tales que z,z € S, z < y < z se tiene que y € S.
Si el subconjunto es, ademds, un f-subgrupo, es decir, un subgrupo y un
subreticulo de GG, entonces se llama (-ideal.

Lema 11.1.10. Un (-subgrupo K de G es convexo si y solo si se cumple la
siguiente condicion:

(Conv) Size K yxeG estal que ||z|| < ||z]|, entonces z € K.

Demostracion. Supongamos que K es un {-subgrupo convexo, es decir, un
(-ideal. Veamos que vale (Conv).

Sean k € Ky x € G tales que ||z|| < ||k]|. Como K es un {-subgrupo
tenemos que 0 € K, kt € K y k= € K. En consecuencia, ||k|| € K. Luego,
como 0 < ||z|| < ||k|| ¥y por convexidad tenemos que ||z|| € K. Luego 0 <
2t < ||z|| implica que z* € K. Andlogamente se tiene que = € K, de donde
se sigue que x = 2T — 1z~ € K.

Reciprocamente, supongamos que K es un ¢-subgrupo que cumple (Conv).
Veamos que es convexo.

Sean h,k € K, x € G tales que h < x < k. Entonces, hV0 < x V0 <
k Vv 0. Por ser elementos positivos, se tiene, por (2) del Lema [11.1.5] que

tt = ||tT||, t= = ||t7|| para t = h,z, k. Ademds, kT € K y 2t < kT. Por
(Conv), z* € K. Anélogamente, por ser x~ < h™, se tiene = € K. Luego,
r=ax" -2 € K. O

Se prueba ([1]) que la interseccién de f-ideales es un (-ideal. Luego existe
I(FE), el minimo f(-ideal que contiene a un conjunto no vacio E (el ideal
generado por E), que es la interseccién de todos los f-ideales K tales que
K D FE:

I(E)= () K.

KDFE

En particular, denotamos I(z) al ¢-ideal generado por el conjunto {z},
que es llamado ¢-ideal principal.

Lema 11.1.11. Sea G un {-grupo, J un (-ideal de G.
(a) Para todo x en G: x € J si y solo si||x| € J.
(b) Sean E # 0, E' = {||e||,e € E}. Entonces I(E) = I(E").

(c) Si E es un conjunto finito no vacio, entonces I(E) es principal.
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Demostracion. Probemos (a). Si x € J, entonces, por (Conv), ||z| € J.
Por otra parte, también usando (Conv), ||z|| € J implica que % € J, pues
|lt|| = «T < |jz||. Andlogamente x~ € J. Luego, por ser J subgrupo,
xt—ax  =xeJ.

Para probar (b), veamos previamente que para todo (-ideal K de G,
K D E siysolosi K D FE'. Pero eso se deduce de (a). Luego,

K=K

KDFE KDE'

o sea, I(E) = I(E'), como queriamos probar.

Supongamos ahora que E = {ej,...,e,}. Para ver (c), probemos que
existe x tal que I(E) = I(z). Seax = ||e1]| V- - -V ||en]|. Se tiene que = € I(E),
pues cada |le;|| € I(E) e I(E) es cerrado por V. Luego, I(x) C I(E), por
ser I(z) el minimo ¢-ideal que contiene a x. Por otra parte, por (Conv),
lleil] < ||z|| = « implica e; € I(z), para i =1,...,n. Luego, £ C I(x) y por
minimalidad de I(E): I(£) C I(z). Por lo tanto, I(F) = I(x). O

Lema 11.1.12. Dados un ¢-grupo G y un conjunto E # (), el (-ideal generado
por E tiene la siguiente forma:

I(E)={z: ||z]| < lex]| + -+ |lenll, €1,...,en € E, n natural}.

Demostracion. Debemos probar que: I(E) O E, que es un subgrupo de G,
que es un subreticulo de GG, que es convexo y que es el minimo f¢-ideal que
contiene a F. Es facil ver que I(F) 2 E y que I(FE) es subgrupo, usando
propiedades del médulo (se deja como ejercicio). Probemos que es subreticulo.
Sean z y t en I(F). Luego, por ser I(FE) subgrupo, z —t € I(E). Luego,
(z—1t)* € I(E), pues por (a) del Lema[11.1.11] se tiene que ||z — t|| € I(E).
Por la demostracién del Teorema sabemos que, para todo z,y € G,

zVy=(x—-y)VvV0)+y.
Luego,
2Vit=(z—t)" +t

Como (2 —t)" € I(E) y t € I(E), tenemos que z V¢ € I(E). Por otra parte,
por el Lema 2At=(z+1t)— (2 Vt), de donde, por ser I(E) cerrado
por suma, resulta z At € I[(E).

El resto de la prueba se deja como ejercicio. O

Corolario 11.1.13. El ideal principal generado por un elemento x (ver [1,
Teorema 1.2.3]) esta dado por

I(z) ={z: ||z|| < n||lz||, n natural}.
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Teorema 11.1.14. Sea h : G — H un homomorfismo suryectivo. Entonces:
(a) Ker(h) es un (-ideal,
(b) G/Ker(h) es isomorfo a H.

Demostracidn. Probemos (a), ya que (b) se deduce del Teorema [1.3.20] Es
de rutina ver que Ker(h) es ¢-subgrupo. Mostremos que es convexo. Sean
s<ux <t s te Ker(h). Como h preserva infimos y supremos, es mondtona.
Por esta razén h(s) = 0 < h(z) < h(t) = 0. Por ende, h(z) = 0, o sea,
x € Ker(h). O

Observacién 11.1.15. Hemos visto en el Capitulo 1 las congruencias modu-
lo p en el grupo Z de los enteros: x =, y si y solo si  —y es multiplo de p, es
decir, si x — y € pZ, llamando pZ al conjunto de multiplos de p. El conjunto
pZ es un subgrupo de Z. La relaciéon =, se define entonces por medio de este
subgrupo.

En general, en un grupo abeliano, las congruencias estan en corresponden-
cia con los subgrupos: Dado G y una congruencia R, la aplicacion candénica
pr : G — G/R es un homomorfismo de grupos cuyo nicleo Ker(pg) es un
subgrupo. Reciprocamente, dado un subgrupo H de G, la siguiente relacion
~py es una congruencia en G-

r~pgy siysolosi x —y € H.

Las asignaciones R — Ker(pg) y H —~p son una inversa de la otra, esta-
bleciéndose entonces una biyecciéon entre congruencias y subgrupos.

Veremos ahora que en /-grupos, la correspondencia se establece entre
congruencias y f-ideales.

Teorema 11.1.16. Sea J un (-ideal de G. Entonces, G/~ tiene estructura
de (-grupo, donde hemos llamado ~; a la congruencia de grupos asociada al
subgrupo J.

Demostracion. Por lo visto en el Capitulo 1, [1.3.18, G/~ tiene estructura
de grupo con las operaciones:

0= [0]
—|z| = — x|

|z +y| = [x] + |yl

Para mostrar que GG/~ tiene estructura de reticulo, empecemos por definir
un orden en G/~ .
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Consideremos la relacion
lz| S |y| siysolosi y—ax<j, je€J

Veamos que < esta bien definida. Sea |z| < |y| y sean &’ ~; z, ¥/ ~; y, es
decir que existen 4,7,k € J tales que x —2' =i,y —¢y = j,y—z < k.
Entonces:

y—a'=@-2)+y-2)+ W -y <itk-je]

Luego [z'| = [y].

Se verifica facilmente que =< es reflexiva y transitiva. Probemos la anti-
simetria. Sean z,y tales que |x| < |y|, |y| =< |z|. Existen j,k € J tales que
y—x <7, x—y < k. Luego,

r<y+k<zxz+j+k.
Restando x obtenemos
0<y—x+k<j+k.

Como 0 € J, j+ k € J, por convexidad de J resulta y —x +k =u € J, de
donde y —x =u—k € J. Luego

2| = [y|.

Vamos a demostrar ahora que |z V y| es el supremo de |z| e |y|. Se tiene,
en primer lugar: z < (zVy)+0, como 0 € J es |z| < |z Vy| y andlogamente,
ly| < |z Vy|. Sea |z| = |z|,|y|. Se tiene entonces que existen j, k € J tales
que

r<z+j

y < z+ k, de donde
zVy<(z+j)V(z+k), luego
tVy<z+(jVk).

Como J es un subreticulo tenemos que jVEk € J, de donde resulta |z Vy| < |z|
y por lo tanto
[z vyl = |z V ]yl

Por el Lema del Capitulo 8 sabemos que uAv = —(—uV —wv). Por esto
también existe el infimo de dos clases dadas. La propiedad de distributividad
de la suma en el supremo y el infimo salen de lo demostrado hasta aqui. [
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Corolario 11.1.17. En las condiciones del teorema anterior, ~j; es una
congruencia de £-grupos.

Teorema 11.1.18. Dado un (-grupo G, existe una biyeccion entre el con-
gunto LID(G) de (-ideales de G y el conjunto CON(G) de (-congruencias
en G.

Demostracion. La correpondencia LID(G) — CON(G) (respectivamente
CON(G) — LID(G)) se define por J >~ ; (respectivamente por R — |0]).

La segunda correspondencia estd bien definida, porque |0| = Ker(pg),
siendo pg : G — G/ R la aplicacién canonica.

Es sencillo mostrar que estas funciones son una inversa de la otra. En
primer lugar, la clase del 0 por la congruencia ~ ; es claramente J. En segundo
lugar, y teniendo en cuenta que xRy si y solo si (z — y)R0, se tiene que
~lo|= R. ]

11.2. La légica Bal

Vamos a definir ahora el sistema deductivo Bal, cuya semantica algebraica
equivalente es la cuasivariedad BAL. Probaremos luego que es, en realidad,
una variedad. Sea LG la variedad de los /-grupos. Veremos que las variedades
LG y BAL son definicionalmente equivalentes. Nos basaremos en [47] y en
resultados del Capitulo 10.

Lenguaje

El conjunto de conectivos es {—,T }.

Consideramos numerables variables proposicionales y se construyen las
formulas como es habitual.

Intuitivamente, — simboliza la diferencia: en las algebras de BAL x — vy
serd y — x, as{ como el conectivo T simboliza “la parte positiva de 2”7 o sea
xT.

Axiomas

B) (A—=B)— ((C—A)—(C—B)).
(C) A-B—-0C)—=B—=(A-=Q).
(N) ((A—B)—B)—A.
(P)

ATt — AT,
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0) (B=A)"—=(A—=B)")— (A—B).

Reglas de Inferencia

ey RE2E @ AR
A (A = B)*
(P1) = D g

Como es usual, diremos que A es consecuencia de un conjunto de formulas
I' si hay una sucesiéon de féormulas By, ..., By tales que paracadai=1,...,k,
B; es instancia de un axioma, pertenece a I' o se obtiene de las anteriores por
aplicacion de alguna de las reglas.

Los axiomas (B) y (C) son conocidos; el axioma (N) podemos interpretarlo
como A — A, tomando —gA como A — B (negacién relativa a B). El
axioma (P) nos dice, intuitivamente, que la parte positiva de un elemento
positivo es él mismo.

Si interpretamos x — y como y—x y ™ como x V0, el axioma (O) podria
interpretarse de la siguiente manera: y —x = ((y —z) V0) — ((z —y) V0), o
seaquey—z=(y—x)" —(y—x)".

Si pensamos que “la verdad” en esta logica, segiin veremos, es el 0, afirmar
(x — y)* significa decir que (y —x) vV 0 = 0. Por lo tanto, seria y —z < 0,
es decir que y < z. La ultima regla, (MI), dice entonces que y < z implica
yt<at.

Se puede probar que los siguientes son teoremas de Bal:
(i) FA—=A,
i) FA—-B) —->(B—-C) —(A-=C),
(ii) A—=BFB—A,
(v A-B,C—-DF (A—-C)— (B—D),

(v) A—=BFAT BT
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Bal es algebrizable

El siguiente teorema es una aplicaciéon del Teorema [10.3.15y del Corola-
rio [10.3.16|del Capitulo 10. Los niimeros en la demostracién se refieren a los
teoremas de Bal recién mencionados.

Teorema 11.2.1. El sistema Bal es algebrizable por medio de la inica ecua-
cion de definicion A = A — A y la unica formula de equivalencia A — B.

Demostracion.
1. Por (i) tenemos que - A — A.
2. Por (iii) se tiene que A - B+ B — A.
3. En virtud de (ii) y de (MP) obtenemos que A -+ B, B - CkF A — C.

4. Por (iv) vale que A; - By, Ay > By F (A} — Ay) — (By =& Ba), y
por (v) deducimos que A — B+ AT — BT,

Por lo tanto — define una congruencia en el algebra de las férmulas de

Bal.

Por el Corolario[10.3.16| tenemos que el sistema Bal es algebrizable puesto
que valen las reglas de Godel y modus ponens. O]

Teorema 11.2.2. Sea Fpy el conjunto de las formulas de Bal. Sea = la
relacion binaria definida por

A =B siysolosi Fs A— B.

Entonces = es una congruencia en el dlgebra (Fpa, T, —).

Demostracion. Es consecuencia del Teorema [11.2.1] O

Notacién: Para toda férmula A denotaremos |A| su clase de equivalencia.
La clase de equivalencia de B — B sera denotada Q.
Asimismo, definimos ahora las siguientes abreviaturas:

O:=z—x
—r:=z—0
r&y:=—r—>y=(x—0) —uy.
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Conviene marcar que, por el hecho de ser BAL la semantica equivalente
de Bal, se tiene que:

Fx—y siysolosi [gaLz ~ v.

Tenemos el siguiente teorema, cuya demostracion omitiremos. La idea es
que por cada axioma a de Bal hay una identidad d(a) = €(a) en BAL, en
nuestro caso, serd a ~ 0. Una cuasiidentidad sera asociada a cada regla.

Una identidad extra se agrega al proceso, que en nuestro caso es:

(AA) z—=2 = (x = 2x)— (v — ).

Hay también una cuasiidentidad que proviene del proceso de algebrizacion,
que es aqui:
(AQ) =z —y ~ 0 implica z =~ y.

Teorema 11.2.3. La semdantica equivalente a Bal es la cuasivariedad BAL
definida por las siguientes identidades y cuasiidentidad:

BAL(AA) (LL' — :L‘) ~ 0,

BAL ) (x—=y) =~ (z—=2)—= (2 —>y),
BAL(c) r=y—=2) = y—(r—2),
BAL(x) (x—=vy) =y = x,

BALp) ztt ~ zt,

BAL (o) (y—=a)t—=(x—=y)" ~ -y,

BAL ip) 0—2x = x,
BALpr 0" = 0

BAL(aq) z&(x—y) =y,

BAL r—y)t = 0= (zFr >yt = 0.

El siguiente teorema describe al dlgebra de Lindenbaum de Bal.

Teorema 11.2.4. El sistema F /= = (Fpa/=;—,") es un dlgebra en BAL,
donde — y * se definen por

[ = [yl = |z =y
x| " = |a7.

El dlgebra F /= es libre en BAL con el conjunto de generadores libres
{1X1|,|Xal,...}, donde X1, Xs, ... son las variables proposicionales.
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La variedad BAL es definicionalmente equivalente a LG

Se puede probar ahora que a partir de las operaciones ™ y — sobre un
universo A de un algebra de BAL pueden definirse operaciones de ¢-grupo
sobre A y reciprocamente. Describirmos los pasos que llevan a ese resultado.

En primer lugar, se prueba que (A, &, —,0) es un grupo abeliano. Luego,
usando el Teorema [11.1.1], se prueba que es un p.o.grupo cuyo cono positivo
es

P={acA:a" =a}.

Ademas, se demuestra usando que a™ = a Vv 0, con lo que se pueden
definir V y A.

Finalmente se prueba que la cuasiidentidad (BAL,,;) puede reemplazarse
por la identidad

(y—=2)" = @ —=a2H)NH" = 0.

Luego, BAL es una variedad.
Se obtiene entonces el siguiente teorema.

Teorema 11.2.5. La variedad BAL es definicionalmente equivalente a la
variedad LG. Para cada dlgebra (A,—,") de BAL se definen sobre A las

siguientes operaciones de £-grupo:

O=z—x

—r:=z—0
z&y:=(r—0)—y
rVy:=(@x—y &z
T Ay :=—(—zV —y).

Reciprocamente, para cada (-grupo (G,+,—,0,V,A) se definen sobre G las
siguientes operaciones que le dan una estructura de dlgebra de BAL:

T—=Y=y—x

xTi=xVvO0.

Teorema de la deduccién en Bal

Una vez demostrada la relacion entre BAL y LG, veremos, como hemos
hecho en otros calculos proposicionales, que las teorias de Bal se corresponden
con los filtros de F /=, resultado que nos conducird al teorema de la deduccién.
Indicaremos los pasos hacia ese resultado. Las demostraciones estan en [47].
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Un filtro en un algebra A = (A, —,7) de BAL es un subconjunto F' de
A que contiene todas las interpretaciones de los axiomas de Bal y es cerrado
por todas las reglas.

Sea A* = (A, &,—,0) el (-grupo asociado a A. Se tiene el siguiente
resultado:

Teorema 11.2.6. Sea F' C A. Entonces: F es un filtro de A si y solo si es
un (-ideal de A*.

Una teoria de Bal es un subconjunto de formulas que contiene a todas
las instancias de axiomas y es cerrado por todas las reglas.

Sea F,,(BAL) el dlgebra libre con numerables generadores, que es isomorfa
al algebra de Lindenbaum de Bal.

Es de rutina probar a partir de los resultados previos el siguiente teorema:

Teorema 11.2.7. Existe un isomorfismo entre la clase de los filtros de
F,(BAL) y la clase de las teorias de Bal.

Teniendo en cuenta la relacién entre BAL y LG, el filtro I(FE) generado por
un conjunto £ de elementos positivos de F,,(BAL) toma la siguiente forma:

z € I(F) siy solo si existen ey, ..., e tales que
d<ea&k .. ke vy 2 <e &k . &e.

En base a estas tltimas consideraciones y al Teorema [11.2.7] se llega fi-
nalmente al teorema de la deduccion:

Teorema 11.2.8. Sea I' C Fpy, A una formula tal que I' = A. Entonces
existen formulas By ..., By € T tales que

F(Br&...&By) - AN ¢y F((Br &...&By) = A"

Completud

La variedad de los /-grupos esta generada por FF, siendo F = Z, o bien
F = Q o bien F = R. Es decir que cualquier /-grupo puede ser obtenido
tomando productos, subalgebras e imagenes homomorfas de Z. Lo mismo
ocurre con Q o con R.

En Bal puede demostrarse la completud tomando valuaciones en IF, siendo
F =7,Q,R. Sin embargo, no vale la completud fuerte en Bal.

Definicién 11.2.9. Una F-valuacion es una funcién v : Fg, — F tal que:

1. v(A - B) =v(B) —v(A),
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2. v(—=A) = —v(A),

3. (A1) = méx{v(A),0}.

Como es usual, diremos que una féormula A es:

- satisfecha por v, o que v satisface A, si v(A) =0,
- F-vélida si v(A) = 0 para toda F-valuacion,

- F-consecuencia de un conjunto de féormulas I' si toda valuacién que
satisface a todas las formulas de I satisface también a A. Lo denotamos:
I'Frp A.

El siguiente es un teorema de correcciéon cuya demostracién es de rutina:

Teorema 11.2.10. Sean I' C Fgu, A € Fga. Entonces, para F = 7,Q, R,
I'EA implica T FgA.

La reciproca, es decir, la completud, vale para el caso en que I' es finito
(en particular, vacio).

Teorema 11.2.11. Sea I' U {A} un conjunto finito de formulas de Bal.
Entonces, para F = 7,Q, R,

I'FA siysolosi T'FpA.

11.3. Conos, /-grupos y sus logicas

Hemos visto cémo el cono positivo de un ¢-grupo determina su orden.
La relacién entre conos y f-grupos es mas profunda. Dado un cono P, pode-
mos obtener un /-grupo G tal que Gt = P. Dado un /-grupo, obviamente
sus elementos positivos determinan un cono. De hecho, podemos extender la
correspondencia entre conos y /-grupos de manera de obtener una equivalen-
cia categorial. Pero jqué es, en realidad, un cono? El cono “emblemético”
estd dado por los niimeros naturales con las operaciones de suma y dife-
rencia truncada, segin veremos. Podemos caracterizar los conos de ¢-grupos
como BCK-dlgebras conicas, que definiremos en seguida. Estas algebras son
también conocidas como hoops cancelativos (ver [24]).

Definicién 11.3.1. Una BCK-dlgebra conica es un sistema (M, *,0,0) que
satisface las siguientes identidades:
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Se puede probar que para cada y fijo, la operacion f(u) = yowu es adjunta
de g(v) = v x y, es decir que

r<yoz siysolosi rzxy< z.
En cada BCK-élgebra cénica valen:
(Y1) (xxy)xz=(xx2)*y

(Y2) zx(xxy)=y=* (y*x).

Dado que se cumplen (Y1), ..., (Y4), el reducto (M, *,0) de toda BCK-
algebra cénica es una BCK-algebra conmutativa (ver en el Capitulo 9).
Luego, puede probarse que tiene un orden con primer elemento 0 dado por

r<y siysolosi x*xy=0

y existe el infimo de cada par de elementos.

Ademas, una BCK-édlgebra conica es un monoide conmutativo con respec-
to a la operacion o. Es también un reticulo con las operaciones V, A dadas
por:

rANy=xx(xx*xy), zVy=zo(y*x).

La operaciéon o preserva el orden.

Observacion 11.3.2. La variedad de las BCK-algebras conicas esta gene-
rada por (N, x,0,0), donde las operaciones son:

rxy:=(x—y) V0, zoy:=z+y, 0:=0.

Existe una equivalencia categorial entre la categoria de las BCK-algebras
conicas y la categoria de los (-grupos (ver [28, Thm. 2.1]).

La equivalencia puede definirse, por ejemplo, de la manera que se muestra
en los siguientes teoremas (ver [96]). Llamaremos ¢BCK y LG a las categorias
de BCK-algebras cénicas y de (-grupos respectivamente.
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Teorema 11.3.3. Sea (M, *,0,0) una BCK-dlgebra conica. Sea
KM)={(z,y) e M xM: xANy=0}

y definamos en K (M) las siguientes operaciones:

(
—(z,y) = (y,2),
0:=(0,0),
(@,y) V (2,1) = (xV 2,y A1),
(,y) A\ (2,t) = (x AN z,y Vi)

Entonces, el sistema (K(M),+,V, A, —,0) es un £-grupo. Dado un morfismo
f: M — N, K(f) es un morfismo de (-grupos K(f) : K(M) — K(N),
siendo K(f) la restriccion a K (M) de fx f. Entonces, K es un funtor ¢BCK
en LG.

Teorema 11.3.4. La correspondencia ( )* que asigna a cada (-grupo G su
cono positivo y a cada morfismo de {-grupos su restriccion al cono positi-
vo es un funtor de LG en c¢BCK. Los funtores K y ( )" determinan una
equivalencia categorial dada por las equivalencias naturales

S:chCICz()—FOK; tZKO()—’—%lﬁG
definidas, para cada BCK-dlgebra conica M y cada ¢-grupo G, por:

s(M)(z) = (2,0), HG)(x,y) =z —y.

La Légica conica

Definiremos ahora la B-C-K-logica cénica Co asociada a los conos.

Lenguaje

Los conectivos son — y o.

Axiomas
(B) (A—B)— ((C—A)— (C— B)).
(C) A= B—=0C)—=(B—=(A-=0Q0).
(K) A— (B—=A).
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(S1) A — (B— (AoB)).

(S1)) (B— (AoB)) = A.

(S2) (A= (B—C)) = ((AoB)— Q).
(52) ((AoeB)—=C)—(A— (B— Q).
(Su)  (Ao(A—B))— (Bo(B—A)).
Reglas

La tnica regla es Modus Ponens.

Teorema 11.3.5. Fl sistema Co es algebrizable y la variedad de las BCK-
algebras conicas es su semantica algebraica equivalente.

Teorema 11.3.6. Sea F¢, el conjunto de las formulas de Co, sea la relacion
= definida en Fe, por

A=B siysolosi FA—B, B — A.
El sistema Feo/= = (Feo/=; *,0,0) es una BCK-dlgebra conica, siendo
Ao |B|=]AoBJ|, |Al*%|B|=|B—=A|, O=|A—=A|

Definiendo N-valuaciones de la manera usual, obtenemos el siguiente teo-
rema de completud.

Teorema 11.3.7. = A si y solo si Fy A.

Otra légica para los /-grupos

Vamos a definir ahora el sistema deductivo Bal® equivalente a Bal y cuyas
formulas positivas satisfacen los axiomas de Co. El conectivo adicional o
representa la suma. Este hecho, junto con los axiomas correspondientes hace
que el algebra de Lindenbaum de Bal® sea un grupo. Ademas, los axiomas
(S1) y (S2) describen la adjuncién entre — (diferencia) y o (suma). Los
axiomas (In®) y (Su°) nos permiten definir respectivamente el infimo y el
supremo, lo que nos completa la estructura de ¢-grupo en Fpqo/=, siendo
FBare €l conjunto de férmulas de Bal®.

Lenguaje

El lenguaje de Bal® estd dado por los conectivos —, o, ™.



340 CAPITULO 11. (-GRUPOS Y SU LOGICA

Axiomas

(B) (A—-B)— ((C—A)— (C—B)).
(A—-(B—=0C)) = (B—=(A—=0Q).
(A—B)—B) — A.
(B— (A" = B))*.

)
)
)
(In°)  ((A—=B)" = B) = ((B—A)" = A).
)
)
)

(S1) A—(B—(AoB)).
S2) (A—-(B—-C)— ((AoB)— ().
(Su® ((A—>B)ToA) = ((B— A)T oB).
Reglas
A, A—>B A B
(MP) = (@) g
A (A —B)*
(PI) e (MI) m

En primer lugar, si traducimos A o B := (A — 0) — B, siendo la abre-
viatura 0 = C — C, podemos probar que Bal y Bal® tienen los mismos
teoremas.

Teorema 11.3.8. Todo teorema de Bal es un teorema de Bal® y reciproca-
mente.

Veamos los resultados respecto al algebra de Lindenbaum de Bal®.

Teorema 11.3.9. El sistema (Fpae/=,+,—, Q) es un grupo abeliano, con
operaciones definidas por:

A+ B = [AoB|

0 =10|
—|Al=]A = 0.
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Teorema 11.3.10. FEl sistema (Fpae/=,+,—, 0, =) es un grupo ordenado,
donde < se define por

|A| < |B| siysolosi (B— A)*.
Teorema 11.3.11. El sistema (Fgaeo /=, +, —, O, V, A} es un {- grupo, siendo
[A] VB[ = [(A = B)"| + A
[AJAIB[ = |(A = B)"| = [A].

Inmersién de Co en Bal®

Vamos a mostrar que la légica conica Co puede ser sumergida en la logica
Bal® de manera que los teoremas de Co sean teoremas de Bal®, siempre que

. . ., . . . ., .. +
la implicacién en Co sea interpretada en Bal® por la implicacién positiva —
y la “suma” o de Co sea interpretada por el conectivo e. En particular se
prueban los axiomas de Co.

Lema 11.3.12. Los siguientes son teoremas de Bal®, siendo A 5 B una
abreviatura de (A* — BT)* y A e B una abreviatura de (AT o BT)*:

(C) (A5 B-50) 5 B (ASQ).

(B*) (A B) = (B 0C) = (A5 Q).

(KT) A= (B-5 A).

(S1%) A 5 (B (A eB)).

(S1°t) (B -5 (AeB)) - A.

(82%) (A =5 (B C)) -5 (AeB) = Q).

(S2) (AeB) = C) = (A = (B 5 Q).

(Su™) (Ae(A - B)) - (Be (B — A)).
Ademds, la siguiente es una regla de Bal®:

At A B
B+ '

Definicién 11.3.13. Sea A una férmula de Co. La '-traduccién A' de A es
una férmula de Bal® definida recursivamente como sigue:

(MPT)
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1. Si A es una variable proposicional p, entonces A' es p*.
2. Si A es de la forma B — C, entonces A' es B' el
3. Si A es de la forma B o C, entonces A' es B' e C'.

De manera similar definimos la "-traduccién de una férmula A de Co, cam-
biando p™ por (p — 0)T en el item 1y ' por " en los lugares apropiados.

Observemos que la -traduccién del axioma (X) de Co es el teorema (X)

de Bal°.

Una férmula A de Bal® se llamaré positiva si A = AT,
En el siguiente teorema llamaremos I'" al siguiente conjunto de teoremas

de Bal°: (BT), (CT),..., (Su™t).

Teorema 11.3.14. Sea A una férmula de Co. Sitc, A entonces T'" g A'.
Sea B una férmula de Bal® tal que T'" Fpyo B. Entonces existe una deduccidn

de B que usa solo (MPY). En particular, si B es de la forma A', entonces
Feo A.

Descomposicion de formulas de Bal’ en férmulas de Co

Se puede probar que para una férmula B de Bal® existen férmulas de Co
que determinan B.

Descibiremos la situacion para el caso mas simple que es el de formulas de
una variable. En ese caso, el dlgebra de Lindenbaum Fpy./= esta libremente
generada por |p|.

Se sabe que el ¢-grupo libre con un generador ¢ es isomorfo a Z X Z y
el isomorfismo estd dado por: g — (1,—1). En la Figura se muestra
este grupo. Puede verse alli que todo elemento ¢ del cono positivo es de
la siguiente forma: t = r¢g™ V s¢g~ = rg*t + sg~, con r, s positivos. Luego,
todo elemento x del grupo puede descomponerse como: r = z+ — 2~ =
(rgt VvV sg7) — (mg*™ V ng~), con r,s,m,n positivos. Esta intuicién se ve
confirmada por el siguiente resultado.

Teorema 11.3.15. Sea Gy el {-grupo libre con un generador g. Entonces,
para todo t € G, existen enteros r,s tales que t = rgt +sg” =rgtVsg .
La descomposicion es unica. St t > 0, entonces r,s > 0.

Teorema 11.3.16. Dada una formula A de Bal® con una variable p existen
enteros r, s tales que A es equivalente a 1 pTos (p — 0O)t . Si A es
equivalente a uptowv (p — 0)T entoncesr =u y s =v.
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Figura 11.2: /-grupo libre con 1 generador

Demostracion. Es consecuencia del Teorema |11.3.15aplicado a Fgeo/=. O

Debido a la equivalencia categorial entre los ¢-grupos y las BCK-algebras
cénicas (ver Teorema [I1.3.4)), Fpqo/= es isomorfo a K ((Fpaue/=)"). Enton-
ces, todo elemento de Fp,o/= puede ser pensado como un par de elementos
positivos (|B],|C|) tales que |B| A |C| = 0. Es decir que toda la informa-
cién acerca del ¢-grupo Fpepo/= estd contenida en su cono positivo. Luego,
es suficiente focalizar nuestra atencion en las formulas positivas de Bal®.

Corolario 11.3.17. Sea A una formula positiva de Bal® con una variable.
Existen dos formulas B y C de Co con una variable tal que A es equivalente

a B' o C", siendo B' la '-traduccion de B y C" la "-traduccion de C. Ademds,
IB'| A C"| = Q.
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Capitulo 12

Reticulos residuados
conmutativos

En este capitulo veremos que las algebras que hemos estudiado en capitu-
los anteriores pueden ponerse en un marco comun. Las algebras de Boole, las
algebras de Heyting, las MV-algebras y los [-grupos se pueden pensar como
casos particulares de dlgebras que se denominan reticulos residuados conmu-
tativos. Vamos a estudiar algunas de sus propiedades, en particular daremos
una descripcion de las congruencias. Nuestra intenciéon es hacer una intro-
duccién elemental a la teoria de reticulos residuados conmutativos. Para este
propésito nos basaremos principalmente en el articulo [58] de Constantine
Tsinakis.

En las primeras tres secciones abordaremos resultados generales. En la
cuarta seccion nos referiremos al aspecto logico desde la perspectiva de las
logicas subestructurales. Como ejemplo importante, en la quinta y tultima
seccién trataremos la légica béasica, sus dlgebras asociadas (las BL-édlgebras)
y su relacién con las MV-algebras.

12.1. Introduccién y resultados basicos

Comenzaremos dando la definicién de reticulo residuado conmutativo.
Como en otros casos, a menudo denotaremos (ver Observacién [1.3.3) a un
reticulo residuado conmutativo mencionando solo su conjunto subyacente.

Definicién 12.1.1. Un reticulo residuado conmutativo, c.r.l. para abreviar,
es un &lgebra (A, A,V, -, —, e) de tipo (2,2,2,2,0) tal que satisface las si-

guientes condiciones:

1. (A, -, e) es un monoide conmutativo.

345
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2. (A, A, V) es un reticulo.
3. Paracada z,y,z € Avaleque z-y < zsiysolosiz <y — z.

La operacién - se llama multiplicacion, y la operacion — se llama im-
plicacion. Si el poset asociado al reticulo (A, A, V) tiene dltimo elemento 1,
siendo 1 = e, se dice que el c.r.l. es integral. También se dice que la impli-
caciéon es el residuo de la multiplicacion con respecto al orden asociado al
reticulo (A, A, V). Ademds se verifica la siguiente condicién:

x <y siysolosi e<x—y.
Si el c.r.l. considerado es integral, entonces tenemos que
r<y siysolosi x —»y=1.

Casi todas las dlgebras que hemos considerado en este libro pueden pen-
sarse como casos particulares de reticulos residuados conmutativos, por ejem-
plo:

(i) Si (A,A,V,—,0,1) es un élgebra de Heyting, definiendo - = A tenemos
que (A, A,V,,—,1) es un c.r.l. integral. En particular, toda algebra de
Boole es un c.r.l. integral.

(i) Si (A, ®,—,0) es una MV-algebra, (A, A, V,®,—, 1) es un c.r.l. integral,
en donde las operaciones de infimo y supremo son las asociadas al orden
parcial definido sobre MV-algebras. De manera alternativa, si (4, —, 1)
es una W-algebra entonces (A, A, V,®, —, 1) es un c.r.l., en donde como
antes las operaciones de infimo y supremo se definen a partir del orden
parcial definido en la W-élgebra.

(iii) Sea (G,+,—,V,A,0) un l-grupo. Definimos - = +, y — como z — y =
y — x. Luego (A, A,V,-,—,0) es un c.r.l. (no necesariamente integral).

Podriamos hacernos la siguiente pregunta:
.. Qué nos dice la condicion z -y < z si y solo si x <y — z para cada z,y, 27

Maés especificamente, ;puede esta condicion ser expresada de un modo
distinto? La respuesta es afirmativa, y es lo que haremos a continuacion.

Si - es una operacién binaria conmutativa sobre un poset (A, <) entonces
definimos al conjunto E,, ={z € A:z -z < y}.

Teorema 12.1.2. Supongamos que tenemos un poset (A, <) y una operacion
binaria - que es conmutativa. Las siguientes condiciones son equivalentes:



12.1. INTRODUCCION Y RESULTADOS BASICOS 347

(I) Eziste una operacion binaria — que cumple la condicion x -y < z si y
solo si x <y — z para todo x,y,z € A.

(IT) Valen las siguientes dos condiciones:

(a) La operacion - es mondtona. Es decir, si x,y,z € A yzx <y
entonces x -z <y - 2.

(b) Para cada z,y € A existe el mdrimo del conjunto E,,, siendo
T —y=max L, ,.

Demostracion. Supongamos primero que existe una operacion binaria — que
satisface z-y < zsiysolosiz <y — z paratodoz,y,z € A. Sean x,y,z € A
tales que x < y. Luego y < z — (y- 2) porque y-z < y- z. Luego se sigue que
x < z— (y-z). De esto se deduce que = - z < y - z. Luego vale la condicién
(a). Para probar la otra condicién, notemos primero que z - (z — y) < y
porque x — y < x — y. Luego  — y € E,,. Veamos ahora que z — y es el
méximo de este conjunto. Sea z € F,,, es decir, z-x < y. Luego z < x — y.
Por ende, + — y = max E, ,, que es la condicién (b).

Reciprocamente, supongamos que se cumple que - es mondtona y que
para cada z,y € A existe el maximo de E,,. Definamos — como z — y =
méax E, ,. Sean z,y,z € A tales que x -y < z. Luego z € I, ,. Como y — %
es el maximo de F, . tenemos que x < y — 2. Finalmente asumamos que
r<y—z Luegozr-y <y-(y— z). Comoy — z € E,, tenemos que
y-(y — 2z) < z. Porlo tanto z -y < z. O

Notemos que en el caso de reticulos se cumple que si z < y entonces
x Az < yA z. Luego, dado un reticulo tenemos que la condiciéon z Ay < z
si y solo si x < y — 2z para todo z,y, 2z es equivalente a que para todo z,y
exista el maximo del conjunto {2z : z Ax <y}, siendo v — y = max{z € A
r <y — z}. En particular, recuperamos la caracterizacién que dimos en el
Capitulo 3 para las algebras de Heyting.

Corolario 12.1.3. Sea (A, A, V, -, —, e) un dlgebra de tipo (2,2,2,2,0). Lue-
go (A, N\, V, -, —,e) es un c.r.l. siy solo si (A, \,V) es un reticulo, (A,-,e)
es un monoide conmutativo, - es monotona y para cada x,y € A existe el
mdximo de E,,, siendo x — y = max I, .

La condicién z-y < zsiy solosi x < y — z para todo z,y, z € A también
puede ser reemplazada por ecuaciones, como veremos a continuacion.

Teorema 12.1.4. Sea (A, A\, V, -, —, e) un dlgebra de tipo (2,2,2,2,0) tal que
(A, - e) es un monoide conmutativo y (A, \,V) es un reticulo.

Luego la condicion x -y < z si y solo si v <y — z para cada x,y,z € A
equivale a que se cumplan las siguientes condiciones para cada x,y,z € A:
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(@) z-(yVaz)=(z-y)V(r-2),

b)) z—=(yAz)=(z =y A(x— 2),

(c) z-(z—y) <y,
(d) y<z—(z-y).

Demostracion. Supongamos primero que z -y < zsiysolosiz <y — 2
para cada z,y,z € A. Es inmediato que se satisfacen los items (c) y (d).
Para probar (a), sean z,y, z € A. Debemos ver que z - (y V z) es el supremo
de {z -y,z - z}. Usando que - es mondtona, que y < yVzy que z < yV z
obtenemos que z -y < z-(yVz)yx-z<x-(yVz). Luego z - (yV z) es
cota superior de {z -y, x - z}. Para probar que es la menor cota superior de
dicho conjunto, sea w € Atalque x -y <wyz- -z <w. Luegoy <z — w
y 2z <z — w. Por esto, yVz < x — w, es decir, z - (y V 2) < w. Luego
x-(yVz)=(xr-y)V(r-z)y por ende vale la condicién (a). La condicién
(b) se prueba andlogamente.

Reciprocamente, supongamos que se cumplen los items (a), (b), (c) y
(d). Notemos que (a) implica que - es mondtona, y (b) implica la siguiente
propiedad, a la cual llamaremos (PI): si z < y entonces z — = < z — ¥.
Veamos que si -y < z entonces © < y — 2. Sea x -y < z. Luego por
(d) y por (PI) deducimos que z < y — (z-y) < y — z, por lo cual
x <y — z. Supongamos ahora que x < y — z. Luego por (c) tenemos que
x-y<y-(y—z) <z Porlo tanto, z -y < z. O

Corolario 12.1.5. La clase de reticulos residuados conmutativos es una va-
riedad.

Observacion 12.1.6. La variedad de algebras de Heyting puede pensarse
como una subvariedad de la variedad de c.r.l.s (abreviacién para referirnos
a los reticulos residuados conmutativos) si consideramos a un algebra de
Heyting como un algebra: (A, A, V, A, —, 1). Podemos proceder andlogamente
para los casos de MV-dlgebras (o W-élgebras) y [-grupos. Resumiendo: la
variedad de algebras de Boole, la variedad de algebras de Heyting, la variedad
de MV-dalgebras (o W-algebras) y la variedad de l-grupos pueden pensarse
como subvariedades de la variedad de los c.r.l.s. Estas no son las tnicas
subvariedades de la variedad de c.r.l.s., aunque no abordaremos ese problema
en este libro. El lector interesado puede consultar, por ejemplo, el libro [43].

A continuacién enunciaremos un lema cuya demostracion se deja como
ejercicio para el lector.
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Lema 12.1.7. En cada c.r.l. valen las siguientes propiedades:
l.e—2z=ux.

2. Six<yentoncesr-2<y-z,z—or<z—=y,y—z2<r— =2
(x-y) —mz=2x—=>YyY—2)=y—(xr—2).

(xVy —z=(x—=2)A(y— 2).

(x—=vy) (y—2) <z— =z

A

Si el c.r.l. considerado es integral entonces v -y <z yx-y <z Ay.

Residuos como adjunciones

A continuacién daremos la explicacién que prometimos en el Capitu-
lo 8,[8.1.8} La misma puede ampliarse consultando [50] o [73].

Consideremos dos categorias C y D, y dos funtores ' : C — Dy G :
D — C. Sean X un objeto de C e Y un objeto de D. Luego F(X) es un
objeto en Dy G(Y) es un objeto en C.

C E D
~——
\/

‘ G
Figura 12.1: Adjuncién

La adjuncién se da entre F' y G cuando a cada morfismo g : F(X) — Y
le corresponde un y solo un morfismo f : X — G(Y') y reciprocamente, es
decir, si para cada X y para cada Y hay una biyeccién txy entre el conjunto
D(F(X), Y) de morfismos en D de F(X) en Y y el conjunto C(X, G(Y)) de
morfismos en C de X en G(Y):

txy : D(F(X), Y) — C(X, G(Y)). (1)

Se pide ademas que la biyeccion txy sea “natural en X y en Y es decir, que,
para cada X fijo (respectivamente para cada Y fijo), t xy sea una transforma-
cién natural. Se dice entonces que F' es adjunto a izquierda de G (notacion:
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F 4 G) y que G es adjunto a derecha de F (notaciéon: G F F). Se indica
también esta situacién esquematicamente como:

F(X)—Y
X —GY)
Podemos explicitar la condicién de que, para cada Y fijo, sea txy “natural

en X7 de la siguiente manera. Dado un morfismo A : X’ — X, se tiene el
siguiente diagrama conmutativo:

F(X)
Fh) goF(h)
F(X) - Y

La condicién de naturalidad mencionada se traduce entonces diciendo que
el siguiente diagrama también debe ser conmutativo:

X/

l W(QOFW
h

G(Y)

txvy(9)

O sea, debe ser:
txry(go F(h)) =txy(g)oh.

Se tiene una condicién andloga para la naturalidad en Y con un X fijo.

Interesa en particular la situacién en (1) cuando Y = F'(X) y el morfismo
considerado es la identidad en F(X). A esta le corresponde un morfismo
nx : X — G(F(X)) (lamado la unidad de la adjuncién en X') que cumple
la siguiente propiedad universal: Dado g : X — G(Y) existe un unico
f:F(X)— Y tal que G(f)onx = g. Esto dice que 7 es una transformacién
natural de 1z en G o F'.

En forma dual, si tomamos X = G(Y') obtendremos la counidad € que
tiene la propiedad universal: para toda f : F(X) — Y hay exactamente un
morfismo g : X — G(Y) tal que ey o F'(g) = f.

Las transformaciones naturales 1 y ¢ relacionan los funtores 1¢ con Go F
y F' o G con 1p respectivamente. Si cada nx y cada €y es un isomorfismo,
entonces la adjuncion es lo que hemos visto en el Capitulo 6 como equivalencia
categorial.



12.1. INTRODUCCION Y RESULTADOS BASICOS 351

Ejemplos 12.1.8.

1. El funtor “de olvido” (el que se olvida de la estructura), por ejemplo
de la categoria de grupos en la categoria de conjuntos, es adjunto del
funtor “de libertad”, que asocia a cada conjunto la estructura libre
generada por él.

2. Es particularmente importante el ejemplo de funtores adjuntos entre
categorias constituidas por conjuntos ordenados.

Un conjunto ordenado (P, <) puede ser considerado una categoria, to-
mando como objetos los elementos de P. Diremos que existe un mor-
fismo entre los elementos p; y pa de P si p; < po. Dado otro conjunto
ordenado (@, <), un funtor de P en (@ se define como una funcién que
preserva el orden. Entonces, una funcién g : ) — P es adjunta a
derecha de una f : P — @ si se cumple que

p—9(q)
fp) — ¢
es decir si para todo p € P, q € Q:

p<yg(q) siysolosi f(p)<gq.
3. Como caso particular del anterior tenemos la adjuncién entre una ope-
racién binaria *x y su residuo, segun se detalla a continuacion.

En general, se dice que una operacion binaria conmutativa * : Ax A —
A definida sobre un conjunto ordenado (A, <) se dice que es residuada,
si existe una operaciéon binaria —: A x A — A para la cual

axb<c siysolosi b<a—c.

En tal caso diremos que (A, <) es un conjunto ordenado residuado bajo
la multiplicacién *, y la operacién — serd su residuo . Ademas, para
cada z,y € A, tenemos que se verifica que z — y = méx{z € A :
zxx <y}

Las funciones que intervienen en la adjuncién (que se da para cada
elemento a) son f,(b) =ax*xb, g¢,(c) =a — c. Es decir que:

b — ga(c)
fa(b) — ¢

o también

Q\/

I/\/-\
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12.2. Congruencias

Ya hemos visto, a lo largo de este libro, que para ciertas variedades con-
cretas es muy importante tener una descripcién de las congruencias de sus
miembros ya que esto es tutil para obtener informacién importante sobre
dicha variedad. Muchos de los resultados que vimos que involucran a las con-
gruencias pueden ser dados para variedades arbitrarias. Surge naturalmente
la siguiente pregunta:

., Qué podemos decir acerca de las congruencias de un c.r.l. dado?

Antes de responder a esa pregunta, recordemos lo que sucede con las algebras
que venimos estudiando. En el caso de las dlgebras de Heyting, las congruen-
cias estan en correspondencia con los filtros, lo mismo que sucede para el
caso de las dlgebras de Boole.

Sea (A, A, V, -, —, e) un c.r.l. En este contexto (y en lo que sigue) diremos
que un subconjunto no vacio F' de A es un filtro si F' es creciente y para
cada x,y € F tenemos que x -y € F. Notemos que esta definicién extiende
la nocién de filtro que dimos para el caso de algebras de Heyting.

En el caso de una MV-dlgebra, vimos que las congruencias estdn en co-
rrespondencia con los ideales (segin la definicién de ideales que dimos para
las MV-élgebras). A su vez, los ideales estédn en correspondencia con los fil-
tros. Es decir, las congruencias de una MV-algebra estan en correspondencia
con los filtros. La biyeccion entre ideales y filtros estda dada por I +— =1,
donde —1 lo definimos como {—z : = € I} (probarlo).

En el caso de ¢-grupos ya se encuentran algunas diferencias: en este caso
las congruencias van a estar en correspondencia con los ¢-subgrupos convexos

o (-ideales, como fue probado en el Teorema [11.1.18| del Capitulo 11.

Veremos que en el caso de un c.r.l. arbitrario las congruencias estdn en
correspondencia con las subdlgebras convexas.

Definicién 12.2.1. Un subconjunto H de un c.r.l. A es una subalgebra de A
si H es cerrado con respecto a las operaciones definidas en A (ver Capitulo 1,
Seccién 3). Diremos que un subconjunto H de A es convezo si se verifica
que para x,y,z € A tales que z,2 € Hy x <y < z vale que y € H.
Diremos que H es una subdlgebra convexa de A si H es una subdlgebra y H
es convexo. Escribiremos Subc(A) para el conjunto de subalgebras convexas
de A. Escribiremos Con(A) para el conjunto de congruencias de A.

En esta seccién veremos que hay una biyeccién entre Con(A) y Subg(A).
Para llegar a nuestro objetivo debemos probar antes algunos lemas técnicos
que involucran congruencias y subalgebras convexas.
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Lema 12.2.2. Sea A un reticulo y 6 una congruencia. Para cada x € A el
conjunto x /0 es convexo. Mds ain, si A es un c.r.l. entonces el conjunto e/6
es una subdlgebra convexa.

Demostracion. Sean A un reticulo e y, z € x/6. Supongamos que y < w < z,
para w € A. Como (y, z) € 0 tenemos que (yVw,zVw) € 0. Perow =yVw
y z = wV z. Luego (w,z) € 0. Por simetria y transitividad de 6 se tiene
que w € z/0. Supongamos ahora que A es un c.r.l. Por lo que acabamos de
demostrar sabemos que e/6 es un conjunto convexo. Es inmediato probar que
e/ es subalgebra de A. O

Sean z,y € A. Definimos
s(x,y) =(x = y) AN (y = x) Ne.
Lema 12.2.3. Sean A un c.r.l. y 0 € Con(A). Luego
(s(z,y),e) € 0 siysolosi((x—y)Neye)ely((y—x)Aee) €.
Demostracion. Supongamos que (s(x,y),e) € 0. Luego

(s(z,y) vV ((z = y) Ne) €0,
(x = y)ANe)Ve)€d.

Pero s(z,y)V ((z = y)ANe) = (x = y)Aey ((x = y)Ae) Ve = e, por lo cual
((x — y) Ae,e) € 0. Por la misma razén se tiene que ((y — x) Ae,e) € 0.
La reciproca es inmediata. O

Sabemos que en cada c.r.l. vale que x < y si y solo si e < x — y. Esta
propiedad implica que

r=y siysolosi s(z,y)=e.

Este hecho se puede generalizar, cambiando la congruencia dada por la rela-
ciéon = por una congruencia arbitraria. Esto es justamente lo que haremos a
continuacion.

Lema 12.2.4. Sean A un c.r.l. y 0 € Con(A). Luego (x,y) € 0 si y solo si
(s(z,y),e) €0.
Demostracion. Supongamos que (z,y) € 0. Luego (x — z,x — y) € 0y
(y = x,y = y) € 0. De esto se deduce que (s(x,y), (x = z)A(y — y)Ae) € 6.
Peroe <z —zye<y—y. Luego (s(z,y),e) € 0.

Reciprocamente, supongamos que (s(z,y),e) € 6. Luego (z - s(x,y),x) €
0, (y-s(x,y),y) € 6. Sean a = x - s(z,y) y b =y - s(x,y). Es inmediato que
a<yyb<uz esdecir,a=aAyyb=0bAx Pero (a,z) €0y (by) €0,
por lo cual (a Ay,zANy) €0y (bAz,yANz) €0, es decir, (a,z Ny) €0y
(b,x ANy) € 6. Por lo tanto (a,b) € 0, y por ende (z,y) € 6. ]
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Sea A un cr.l. y H € Subc(A). Definimos

O ={(z,y) € AxA:x-2<yyy-2z <z paracierto z € H}.

0

Para cada z € A y n € N definimos 2° = e y 2" = 2 - 2™,

Lema 12.2.5. Sean A un c.r.l. y H € Subc(A). Luego 0y € Con(A).

Demostracion. Es sencillo probar que 0y es una relacion de equivalencia.
Veamos que 6 es una congruencia. Sean (z,y) € 0y y (z,w) € 0. Luego
existen a,b € H talesque x-a <y,y-a <z, z-b<wyw-b< 2z Sea
¢ = a N b. Este elemento pertenece a H y verifica que - ¢c <y, y-c < x,
z-c<wyw-c< z Notemos también que ¢* € H. Luego (x~z)-02 <y-w,
(yw)-2<z-2 (xVz)-c<yVwe (yVw)-c < zVz. Por esta razén se tiene
que (z-z,y-w) € 0y y (xVz,yVw) € Og. Para probar que (xAz,yA\w) € Oy,
notemos que r < ¢ —yy z < ¢ — w. Luego

zAz<(c=>y)AN(c—=w)=c— (yAw).

De igual modo obtenemos que yAw < ¢ — (xAz). Es decir, (zA2)-c < yAw,
(y ANw) - ¢ < x Az De este modo tenemos que (z A z,y A w) € 0. Solo
resta probar que (r — z,y — w) € fy. Como y - ¢ < x tenemos que
(y-c)-(x — 2) < z. Luego (y-c?)-(x — 2) < w, es decir, ¢*-(x — 2) <y — w.
De igual modo tenemos que ¢? - (y — w) < z — 2. Por lo tanto concluimos
que (z — z,y = w) € Oy. O

El siguiente lema nos da formas alternativas de describir al conjunto 0.

Lema 12.2.6. Sean A un c.r.l. y H € Subc(A). Luego (z,y) € 0y si y solo
si(x —wy)Ne€ He(y—x)Neec H siysolo sis(r,y) € H.

Demostracion. Sea (x,y) € 0. Luego existe z € H talque z-2 <y, y-z < x.
Es decir, tenemos que z <z — 3y, z <y — x. Luego zAe < (x = y) ANe < e,
zAe < (y = x)Ae < e. Como zAe € Hye € H, tenemos que (x — y)A\e € H
e (y = x) ANe € H, por convexidad de H. Reciprocamente, supongamos que
(x =y NecHe(y—zx)Ne€ H Seaa=(x—y)Neyb=(y—z)Ae.
En particular tenemos que a € H y b € H. El elemento ¢ = a A b también
pertenece a H. Es inmediato probar que x-c < y y que y-c¢ < x. Por lo tanto
(.T, y) € 0y.

Supongamos ahora que (r — y) Ae € He (y — x) Ne € H. Luego
s(z,y) € H porque H es cerrado por infimos. Reciprocamente, sea s(z,y) €
H. Como s(z,y) < (x = y)ANe <eys(x,y < (y = x)ANe < e por
convexidad de H concluimos que (z - y)Ae€ He (y —»x)ANe € H. O
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Lema 12.2.7. Sean A un c.r.l., H € Subc(A) y 6 € Con(A). Luego H =
e/0 y 0 = 0.

Demostracion. Primero notemos que por los lemas [12.2.2] y [12.2.5] tenemos
que e/ es una subdalgebra convexa y que g es una congruencia. La igualdad
) = 0./9 es consecuencia del Lema . Veamos que H = ¢/0p. Para ello
consideremos primero x € e/, es decir, (z,e) € Oy. Luego existe z € H tal
quexr-z<eye-z<ux Esdecir, 2 <2<z —e Como z,z >e€ Hy
H es un conjunto convexo, resulta que x € H. Reciprocamente, sea x € H.
Definamos z = x A (x — e), que es un elemento de H. Luego z -z < ey
z-e <z, porlocual x € e/fy. Por lo tanto hemos probado que H = ¢/0y. O

Los lemas anteriores de esta seccion nos conducen al siguiente resultado.

Teorema 12.2.8. Sea A un c.r.l. La funcion F : Con(A) — Subc(A) dada
por F(0) = e/0 es biyectiva.

Hemos establecido una biyeccion entre las congruencias y las subalgebras
convexas de un c.r.l. dado. El conjunto de congruencias es un conjunto orde-
nado si tomamos como orden la inclusion, lo mismo ocurre con las subélgebras
convexas. En realidad se puede probar que la biyeccion de la que hablamos
es un isomorfismo de orden, es decir, que F'y su funcién inversa preservan el
orden. Més aun, se puede probar que estos posets forman reticulos distributi-
vos con propiedades interesantes desde la perspectiva del Algebra Universal.
Para mas detalles sobre esto ver [58].

12.3. Producto no conmutativo

Podriamos tratar de extender las ideas que trabajamos en el capitulo a
partir de la siguiente pregunta:

. Podemos generalizar la definicion de c.r.l. sin pedir que la operacién
producto sea necesariamente conmutativa?

Como es de esperar la respuesta es si, solo que en ese caso vamos a tener dos
implicaciones. Las algebras que se obtienen se denominan reticulos residua-
dos.

Definicién 12.3.1. Un &algebra (A, A,V,-,\,/,e) de tipo (2,2,2,2,2,0) es
un reticulo residuado, r.l. para abreviar, si satiface las siguientes condiciones:

1. (A, A, V) es un reticulo.

2. (A, -, e) es un monoide.
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3. \ v / son operaciones binarias para las cuales las equivalencias
rx-y<zsiysolosiz<z/ysiysolosiy<z\z

valen para cada x,y,z € A.

Las operaciones \ y / son llamadas el residuo a derecha y a izquierda
de -, respectivamente. Se sigue de la definicién que - es residuado (es decir,
residuado a derecha y a izquierda) si y solo si preserva el orden en cada ar-
gumento, y para cada z,y, z € A, la desigualdad z -y < z tiene un elemento
maximo para  (llamado z/y) y para y (llamado z\z). Se deja como ejer-
cicio probar esta afirmacién, es la generalizacién al caso no necesariamente

conmutativo de la Propiedad [12.1.2]

Observacién 12.3.2. La clase de reticulos residuados es una variedad, como
ocurria en el caso de reticulos residuados conmutativos.

Surge naturalmente la siguiente pregunta:
. Qué podemos decir sobre las congruencias de un r.l. dado?

Antes de contestar a la pregunta daremos una definicién. Se dice que C' es
una subdlgebra convera normal de A si C' es una subalgebra convexa de A
tal que para cada a € Ay b € C vale que p,(b) y A\, (b) pertenecen a C,
donde p, y A, son funciones unarias definidas como p,(b) = ((a-b)/a) Ney

Aa(b) = (a\(b-a)) Ae.

Si A es un r.l., las congruencias de A estan en biyeccién con las subalgebras
convexas normales de A.

Los resultados anteriormente mencionados en esta seccién (junto con sus
pruebas) pueden hallarse en [11], [65] y [43].

12.4. Loégicas subestructurales

Aunque los reticulos residuados ya vienen siendo estudiados desde 1930, es
bastante reciente su estudio como estructuras algebraicas asociadas a las lla-
madas [dgicas subestructurales. Daremos una visién sobre este tema, basando-
nos principalmente en las notas del curso Algebraic aspects of substructural
logics, dictado en Campinas por Roberto Cignoli en el marco de la Escuela
de Logica dependiente de la XIV SLALM que se celebré en mayo de 2008 en
Paraty, Brasil [27]. Otro texto consultado es el de Ono [84].
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Sistema LK de secuentes para el Calculo Proposicional
Clasico

En 1934, Gentzen (ver [49, [84]) adopté el cdlculo de secuentes para tratar
los calculos clasico e intuicionista. Les llamo sistemas LK y LJ. Para introdu-
cir las légicas subestructurales comenzaremos por dar en esta forma el CPC
y el CPI, que nosotros hemos visto en los capitulos 3 y 5 respectivamente en
forma axiomatica, que suele llamarse “al estilo de Hilbert”.

El lenguaje se define como lo hemos venido haciendo habitualmente a
partir de numerables variables proposicionales y conectivos V, A, —, —.

Un secuente es una expresion de la forma «q,...,a, F 3, donde ag,. ..,
a, y [ son féormulas. Los secuentes de la forma o F « se llaman iniciales.
Aqui aparecen en la regla “Axioma”.

Usaremos la siguiente notacion: letras griegas minusculas «, 5. .., para
las formulas proposicionales y letras griegas mayusculas A, AT, %, O, 11. ..
para las listas de férmulas proposicionales (que pueden ser vacias).

Se definen las siguientes reglas.

Reglas estructurales:

Atenuacién:
(ai) ILYFEA (ad) I'EA©
WoTaxFA W TFAae
Contraccion:
(ci) Noa,a,XFA (cd) I'FAa,a06
YV T axsFA ¢ TFA a0
Intercambio:
. o, 8,2 FA ) Ao pB,0
(i) =—F—"—— (id) ——7—"7—
[6,a0, 2 FA I'-AB,a,0

Regla de corte:

'Fa,® X aollFA
X, 0LITE A0

Axioma:
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abka

Reglas para los conectivos proposicionales

Implicacion:
. 'Fa,6 ILG,XFA Lak (3,0
d o= M
=i faSsTorre =4 o556
Conjuncién:
Ma,XFA i 6,2 A
A il A i2
W) o ssras Y2 Toaayra
'-Aa,® THABO
d ) )
(A d) TFAanBoO
Disyuncién:
Vi) Lo, XFA IgXFA
' T.aVALFA
A6 '-A 3,0
v dl — vV d2 —
( ) 'FAaVvp, e ( ) 'FAaVvp, e
Negacion:
) 'Fa,6 INatkF©
CY ZT1re U9 e

Una prueba o derivacion del secuente I' - 3 consiste en una sucesién finita
de aplicaciones de reglas a las formulas de I', mediante las cuales podemos
al final obtener 5.

Ejemplo 12.4.1. Veamos la prueba del principio del tercero excluido.

a b o (Ax)
Foa,a (- d)
F-aVa,a (Vdl)
FoaVa, ~aVa (Vd2)
F-aVa (cd)
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Sistema LJ de secuentes para el Calculo Proposicional
Intuicionista
Las mismas reglas definen el CPI, pero con la restriccion de que a la

derecha de F puede haber a lo sumo una férmula.
El sistema quedaria entonces de la siguiente forma:

Atenuacién:
LYk 'k
Fa, Xk ¢’ I'-a’
Contraccion:
[oa,a, X F
Ca, k¢’
Intercambio:
F7 a’ /672 l_ ('0
F? /87 a72 l_ SO

Regla de corte:
'y X pllEFY

X, 0,104
Axioma:
atb «
Implicacion:
'Fa ILB,YXHE~y Natkpg
Ma— g IYXEFy 'Fa—p
Conjuncion:
o, XFop o, XFp
FanBg, Xk BN, Yo
'y T'kFY
'FpAy
Disyuncion:
Na,XFe TI,0YXFp
avp, Xk
I'Fa '«

'Favpg I'FpBVa
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Negacion:
'« I'atk

-a, '+ ' -a’

Observemos que la prueba del Ejemplo no puede darse aqui, ya
que no se tiene ni (¢ d) ni (= d).

Las reglas de atenuacion y de contraccién permiten probar la equivalencia
de los secuentes

a, By

aNBEry
en LJ y LK.

En forma andloga, y utilizando otra vez atenuacién y contraccién, se
prueba la equivalencia de

al B,y

ak BVy,

pero solo en LK.
Se puede probar entonces el siguiente teorema.

Teorema 12.4.2. En el CPC el secuente o, ...,0p = B1,..., B, es demos-
trable si y solo si lo es oy N+~ Nay = iy V---V B,. Esto también resulta
cierto para el CPI si nos restringimos a q¢ = 1.

Como consecuencia de este resultado, las comas a la izquierda de un
secuente deben interpretarse como conjunciones (y en el caso cldsico, las de
la derecha como disyunciones).

Reglas estructurales

La regla de intercambio a izquierda nos permite usar las hipotesis en
cualquier orden.

La regla de atenuacién a izquierda (ai) nos permite agregar hipdtesis
redundantes. Sin esta regla, para deducir un secuente I' - ¥ cada hipdtesis
(esto es, cada férmula listada en I'), debe ser utilizada al menos una vez
en la demostracion.

La regla de contraccién a izquierda (ci) nos permite utilizar cada hip6tesis
mas de una vez. Si falta esta regla, para deducir un secuente cada hipétesis
debe ser usada a lo sumo una vez en la demostracion.

En ausencia de ambas reglas ((ai) y (ci)), en la deduccién de I' - ¥ cada
férmula de I' debera ser utilizada una y solo una vez en la demostracion.
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Esta propiedad expresa que la légica es “sensible a los recursos” (“resourse
sensitive”).

Las reglas estructurales son, entonces, las que nos permiten usar las
hipétesis cualquier nimero de veces (tal vez ninguna) y en cualquier orden.

Una légica se dice subestructural, en general, cuando no satisface alguna de
las reglas estructurales. Por ejemplo, en las ldgicas relevantes no se permiten
las reglas de atenuaciéon. Luego, cada hipotesis debe ser usada al menos una
vez, esto es, no se permite asumir hipdtesis que sean “irrelevantes” para
demostrar algo. En la logica B-C-K y en la logica L de Lukasiewicz faltan
las reglas de contraccion.

En nuestro contexto, es decir, estudiar una légica cuya contraparte alge-
braica sea la variedad de los reticulos residuados conmutativos e integrales,
supondremos que no valen las reglas de contracciéon pero si valen las de
atenuacién y de intercambio (esta tltima es la que corresponde a la conmu-
tatividad de la estructura algebraica asociada).

En esta suposicion, tenemos ciertas reglas que en LK o en LJ son equi-
valentes a las de A pero que aqui ya no lo son. Ellas definen un conectivo
binario diferente, que suele llamarse fusion y que denotaremos con *. Las
reglas que corresponden a * son las siguientes:

(x 1) o, 8,2 FA
Maxp,XFA

) T'FAa,©® YFARB®
TS Aaxp,0

Se prueba entonces el siguiente teorema.

Teorema 12.4.3. En un sistema de secuentes que tenga fusion y la regla
de corte un secuente a,...,a, F [ es demostrable si y solo si el secuente
ap x---xq, B es demostrable.

Denotaremos por FL, (célculo completo de Lambek con intercambio y
atenuacion) al sistema de secuentes obtenido de LJ suprimiendo las reglas
de contraccion y agregando las reglas para x.

Las siguientes férmulas son demostrables en FL,,:

B) (o= B) = ((B—=7) = (a—7)),
C)(a=(B—=7) =B —=(a=7),
(K)a— (B — «),
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(Resl) (@ — (B = 7)) = ((a*8) =),
(Res2) ((a* B) = 7) = (a = (B —17)),
M) (@ =NAB—=7) = (@nb) =),
() (@ =) = ((B—=7) = ((aVB) =)

Al sistema FL,, se le asocia el sistema axiomatico HFL,,. Se prueba
que toda formula deducible del sistema axiomatico HFL,, es deducible del
sistema de secuentes FL,,,.

Sistema axiomatico HFL,,
Lenguaje
Esta dado por las variables py,..., pn,...y los conectivos =, A, V, x,— y

constante 0 sujetos a las reglas de construccién habituales.

Axiomas
(B) (A—B) = ((B—C) = (A—C)).
(O)A = (B = C)) = (B— (A=)
(K) A= (B— A).

(Resl) (A — (B — C)) — ((A=B) — C).

(M) (A= C)A(B—C)) = (AAB) = C).

(J) (A= C) = ((B—C) = ((AVB) — Q).

(N1) A — (B — (A % B)).

(N2) 0

(

(

(

(

(

—~

donde (L4 ) , (L47) son los dados en el Capitulo 3 (que también son los
axiomas (LI ) (LI7) de LI en el Capitulo 5).
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Reglas

Modus Ponens.

Valuaciones

Dado este sistema, consideramos valuaciones en reticulos residuados aco-
tados.

Un reticulo residuado acotado es un dlgebra (A, A,V,-,—, L, T) tal que
(A, A, V,-,—,T) es un reticulo residuado conmutativo integral y | es el
minimo elemento de A.

Sea Form el conjunto de férmulas de HFL,,,.

Sea A un reticulo residuado acotado. Una valuacion v en A es una funcion
v : Form — A tal que:

v(A — B) =v(A) — v(B),

Diremos, como es habitual, que una férmula A es véalida o verdadera en A
si v(A) = T para toda valuacién en A. Diremos que A es vélida (o verdadera)
si para todo reticulo residuado acotado A la formula es verdadera para toda
valuacion en A.

Completud

No es dificil probar por induccién el siguiente teorema, que es “la mitad”
de la completud que buscamos.

Teorema 12.4.4. Toda formula demostrable en HF L., es verdadera.

Definiendo la relacion A = B si y solosiF A — B y = B — A se pueden
demostrar los siguientes resultados:

Teorema 12.4.5. Form/ = munido de las operaciones definidas natural-

mente en el cociente es un reticulo residuado acotado, llamado el dlgebra de
Lindenbaum de HFL,,,.

Teorema 12.4.6. Una formula A es demostrable en HFL,,, si y solo si se
verifica |A| =1, siendo |A| la clase de equivalencia de A en Form/=.
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Teorema 12.4.7 (Completud). Una formula es demostrable en HFLe,, si y
solo si es verdadera.

Idea de la demostracion. El Teorema prueba una parte. Para probar
la reciproca basta ver que la aplicacién candnica es una valuacion. Luego,
dada una férmula verdadera A debe ser |A| = 1, pero eso implica, por el
Teorema [12.4.6], que A es demostrable. O

12.5. Légica basica y BL-algebras

Vamos a exponer aqui algunos aspectos de la ldgica bdsica definida por
Héjek (ver [52, Capitulo 2]) y de su estructura algebraica asociada, las BL-
algebras. Las BL-dlgebras son una subvariedad de los reticulos residuados y
las MV-algebras son a su vez una subvariedad de las BL-algebras.

El conjunto de los valores de verdad o “grados de verdad” de la logica
bésica es el intervalo [0, 1] al que se le asocia una estructura de BL-dlgebra.
Se estudian las llamadas t-normas (t de “true”), que son funciones de verdad
de dos variables en el intervalo [0, 1]. Ellas son funciones semdnticas corres-
pondientes a una cierta “conjuncién” de la légica, denotada A, que generaliza
la conjuncion clasica. A diferencia de las modalidades, que hemos visto en el
Capitulo 3, las t-normas conservan una propiedad de los conectivos clasicos:
son “funcionales-de-verdad”, en el sentido de que el valor de verdad de una
proposicion compuesta depende solo del valor de verdad de sus componentes.

Para definir la t-norma o funcién de verdad de esta conjuncion generali-
zada, reflexionamos sobre como deberia comportarse. En consonancia con lo
que sucede con la tabla de verdad de la conjuncién clasica, parece natural
suponer que para grados de verdad “grandes” de las componentes, el valor de
verdad de la conjuncion debe ser también “grande”. Luego, pedimos que la
t-norma sea monotona en ambas variables, ademas de conservar los valores
clasicos en los pares (z,y), con z,y € {0,1}.

Definicién 12.5.1. Una ¢-norma es una funcién ¢ : [0,1] x [0,1] — [0, 1]
denotada por t(x,y) = = * y que cumple las siguientes condiciones:

(Co-As) * es conmutativa y asociativa:
THRY=Y*T,
T (yxz) = (x*ry)*z
(Mon) # es mondtona en ambos argumentos:

r1 < x9 implica xy xy < T9 %y

Y1 < yo implica z*y; < * Yo
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(0-1) 1xz=2y0*xz=0.

Una t-norma continua es aquella que es continua respecto de la topologia
usual de [0, 1].

Ejemplos 12.5.2. Los que siguen son los ejemplos mas importantes de t-
normas. Es facil verificar que valen las condiciones (Co-As), (Mon) y (0-1).
La definicién de x*y de Lukasiewicz coincide con la de z®y en la MV-algebra
de universo [0, 1].

1. t-norma de Lukasiewicz, definida por: z % y = méax(0,z +y — 1),
2. t-norma de Godel, definida por: z x y = min(z, y),
3. t-norma producto, definida por: x * y = z - y (producto de reales).

Se trata ahora de definir una funcién de verdad para la implicaciéon. En el
CPC, el valor de verdad de A — B es grande (es 1) cuando el valor de verdad
de A, v(A), no es mayor que el de B. En general, un valor de verdad “grande”
de A — B deberia ocurrir cuando v(A) no sea mucho més grande que v(B).
Esto nos lleva a pedir que la funciéon de verdad de A — B, que denotaremos
r =y, para z = v(A), y = v(B), sea decreciente en x y creciente en y. Otras
consideraciones hacen que se tome x = y como el supremo del conjunto
{z: zxz <y}. Se tiene entonces el siguiente resultado:

Lema 12.5.3. Sea * una t-norma continua. Entonces existe una unica ope-
racion = que verifique la condicion

rxz <1y siysolosi z<x=y.
Demostracién. Para cada z,y € [0, 1], sea
r=y=sup{z: rx*xz <y},

siendo sup{z : z*z < y} el supremo del conjunto {z : =z < y}. Sea, para
un z fijo, f(z) = x * z. Luego, f es continua y creciente, por lo que conmuta
con supremos. Luego:

zx(x=y)=xzxsup{z: xxz<yl=sup{rxz: zxz<y}<y.
Luego, © = y = max{z : =%z < y}. La unicidad es obvia. ]
La operacién x = y es entonces el residuo de la t-norma x.

Teorema 12.5.4. Los siguientes son los residuos de las tres t-normas del
Ejemplo|12.5.2, En los tres casos: v = y=1six <y. Six>y:
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1. Implicacion de Lukasiewicz: x = y=1—x+1y,
2. Implicacion de Gédel: x =y =y,

3. Implicacion de Goguen: x = y = y/x.

En lo que sigue consideraremos el dlgebra
L(*) = <[07 1]a *, ma Ua :>7 Oa 1)7

donde N =minimo, U =maéximo, * es una t-norma y = es su residuo. El
orden en L(x) es el usual en [0, 1].

Puede demostrarse, usando propiedades de las funciones continuas en
[0, 1], que las operaciones Ny U pueden ser definidas en funcién de x y =

rNy=xx(x=y),

rUy=((r=y)=y)N((y=12) =)

Se observa que la implicacién de Lukasiewicz es continua, pero las de
Godel y de Goguen no lo son. Sin embargo, puede probarse que el residuo de
una t-norma continua es continuo a izquierda en la primer variable y continuo
a derecha en la segunda.

El residuo define el precomplemento, que es la futura funcién de verdad
de la negacién, por:

—z=x=0.
Logica basica LB
Lenguaje
Esta dado por las variables py,...,pn,... y los conectivos A, — y cons-

tante 0 sujetos a las reglas de construccién habituales. Ademés:

AANB e AA(A—B)

AVB e ((A—=B)—=B)A((B—A)—A)
A es A—0

A=B e (A—B)A(B—A).
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Axiomas

(A1) (A—=B) = ((B—=C)—= (A—=C)).
(A2) (AAB) — A.
(A3) (AAB) = (BAA).
(A4) (AA(A = B))— (BA(B— A)).

(ABa) (A — (B = C)) = (AAB) = Q).

(A5b) ((AAB) — C) = (A — (B — C)).
(A6) (A = B) = C)) = (B~ A) —» C)) = C).

(A7) 0 — A.

Reglas

Modus Ponens.

Observacién 12.5.5. Veamos qué significan los axiomas.

El axioma (A1) expresa la transitividad de la implicacién, y es el mismo
que el axioma Ly del sistema L de Lukasiewicz; (A2) dice que de la nueva
conjuncién A se deduce su primera componente y (A3) dice que A es con-
mutativa; (A4) expresa que A es conmutativa; (A5) expresa la residuacion;
(A6) dice que si una férmula C se deduce de A — B y también se deduce
de B — A, entonces C es un teorema. Finalmente (A7) dice que 0 implica
cualquier féormula.

Valuaciones

Consideraremos valuaciones a valores en el algebra L(x), para * una t-
norma continua.

Sea Formpp el conjunto de férmulas de la 16gica basica.

Una valuacién v es una funcién v : Formpg — [0, 1] tal que:

o
(
(

()
N—

=0,

A — B) =v(A) = v(B),
A

>|

B) = v(A) xv(B).

(%
(%
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Se prueba que para toda valuacién se cumple:
v(A A B) =min(v(A),v(B)),

v(A Vv B) = méx(v(A),v(B)).

Diremos que una férmula A es una I-tautologia si v(A) = 1 para toda
valuacion.

Se demuestra que todos los axiomas son 1-tautologias y que,si Ay A — B
son 1-tautologias entonces B es 1-tautologia. Luego, se tiene el siguiente
teorema de correccion.

Teorema 12.5.6. Todo teorema de LB es una 1-tautologia en L(x), para
toda t-norma continua *.

Lema 12.5.7. Los siguientes son teoremas en LB:

(B (A—-B)— ((C—A) = (C—B)),

(C (A-(B—-0C) = (B—=(A—0Q),

) A—A

(_|_|1

)
)
(K) A—=(B=A),
)
)

A — ——A.

Demostracion. En primer lugar, podemos ver que la regla del Silogismo Hi-
potético vale en LB porque podemos probarlo de la misma manera que lo
hicimos para la légica L. Luego, la aplicaremos libremente.

La férmula (C) se prueba de la siguiente manera. Aplicamos (A1) toman-
do como A y B respectivamente las formulas AAB y BAA. Luego obtenemos
F((AAB) - C) — ((BAA) = C). Aplicando luego sucesivamente (Aba) y
(A5b) obtenemos - (A — (B — C)) — (B — (A — C)).

De (A1) y (C) se obtiene - (A — B) — ((C - A) — (C — B)).

De (A2) y (A5b) obtenemos - A — (B — A).

De (K) y (C) se obtiene: F B — (A — A), de donde, sustituyendo B por
un teorema cualquiera, obtenemos - A — A.

Por tltimo, la férmula (—=—;) se obtiene aplicando (I) a A — 0 y luego
aplicando (C). O

Observacién 12.5.8. Vemos entonces que la logica LB es una eztension
de la logica B-C-K, en el sentido de que todo teorema de B-C-K es teorema
de LB.
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BL-algebras

Mostraremos aqui que las BL-dlgebras proveen una adecuada seméantica
para la légica LB. En efecto, se verifican varias propiedades fundamentales: el
algebra L(x) tiene estructura de BL-algebra, el dlgebra de Lindenbaum-Tarski
de LB es una BL-algebra y puede demostrarse un teorema de completud de
LB: una férmula es un teorema de LB si y solo si es una tautologia con
respecto a cada dlgebra de la forma L(x), para % t-norma continua.

Definicién 12.5.9. Una BL-algebra es un sistema (L, A,V,*,—,0,1) tal
que

- (L, A\, V,%,—,0,1) es un c.r.l. acotado integral.
- valen las siguientes identidades:
rAy=xx(x—vy),
(x—=y)V(y—z) =1

Como vemos, las BL-algebras pueden ser definidas por ecuaciones, por lo
que constituyen una variedad.

Por ser c.r.l.; en una BL-algebra — es el residuo de *. El orden es el
definido por: z < y siy solosiz — y = 1.

La demostracién del siguiente lema puede verse en [26, Lemma 1.1].

Lema 12.5.10. Las siguientes propiedades valen en toda BL-dlgebra:
(a) ==0 =0,
(b) ~( +y) =~ s,

Valuaciones en BL-algebras

Dada una BL-algebra L, una L-valuacion v es una funcién
v: Formpg — L tal que:

v(0) = 0,
v(A — B) =v(A) — v(B),
v(AAB) =v(A) xv(B).
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Diremos que una férmula A de LB es una L-tautologia, si v(A) = 1, para
toda L-valuacion v.
Puede probarse entonces el teorema de correccién siguiente:

Teorema 12.5.11 ([52, Th. 2.3.9]). Todo teorema de LB es una L-tautologia,
para toda BL-dlgebra L.

Trabajando técnicamente con la teoria de las BL-dlgebras Hajek obtiene
el teorema de completud siguiente:

Teorema 12.5.12 ([52, Th. 2.3.19]). Dada una férmula A de LB, son equi-
valentes las siguientes aserciones:

(i) FA,
(ii) A es una L-tautologia, para toda BL-dlgebra totalmente ordenada L,

(iii) A es una L-tautologia, para toda BL-dlgebra L.

Posteriormente, en [53] y [25] se probé el siguiente teorema, que permite
restringir a las BL-édlgebras de la forma L(x) la verificacién de las férmulas
que son tautologias.

Teorema 12.5.13. Dada una férmula A de LB,

F A siy solo si A es una L(x)-tautologia, para toda t-norma continua *.

Relacién entre LB y L

Daremos ahora una breve exposicion sobre la relacion entre los dos siste-
mas légicos y también entre las variedades de algebras asociadas a ellos. Nos
basaremos en [25] y en [52].

El resultado principal es que la 1égica L puede ser obtenida como extension
de la logica LB si agregamos el axioma siguiente:

(~m2)  ——A oA

Es facil ver que si se extiende el sistema LI del cédlculo intuicionista con
este mismo axioma se obtiene el sistema L, del calculo clasico. Ademas, como
vimos, el teorema de Glivenko permite “traducir” una férmula A aplicandole
la doble negacion, de manera que = A en LI implica - =—A en Ly y recipro-
camente. Veremos que resultados analogos se obtienen para las l6gicas LB y
L.

Desde el punto de vista algebraico, se tienen varias propiedades interesan-
tes. Por ejemplo, que una MV-algebra es una estructura definicionalmente
equivalente a la de una BL-algebra en la cual se cumple ademaés:

(x = 0) = 0=uz.
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Teorema 12.5.14. Sea (A;®,—,0) una MV-dlgebra. Definimos:

T y=-zdy,
zxy = (-r@y),
1= -0,
rVy=(r—y) =y,
r Ay =—(-zV-y).

Entonces, (A, \,V,*,—,0,1) es una BL-dlgebra que verifica la ecuacion
T = .

Demostracion. Debemos probar entonces que (A, A, V,x,—,0,1) es un reti-
culo residuado acotado (ver [12.4)) y que se cumplen

rAy=1xx(x—vy),

(x—=y)V(y—z) =1

Por la Observacién del Capitulo 8, se sabe que — es el residuo de
x. Por las propiedades de conmutatividad, asociatividad y existencia de neu-
tro de la operacién @ en MV-dlgebras, se deduce por dualidad que (A, *, 1)
es un monoide conmutativo. También hemos visto en el Capitulo 8 que
(A, A, V,0,1) es un reticulo acotado.

Dela Observaciéndel Capitulo 8 obtenemos que: zAy = rx(—xPy),
osea: t Ay =xx*(x —y).

Aplicando — al resultado dado en el Lema del Capitulo 8, como es
facil ver, obtenemos la igualdad dual: (x — y) V (y — ) = 1, con lo cual
hemos probado que (A, A,V,*,— 0,1) es una BL-dlgebra, que obviamente
cumple -—x = . ]

Teorema 12.5.15. Sea (A, A, V,*,—,0,1) una BL-dlgebra que verifica la
ecuacion
T = —|—|Qj‘7

siendo —x = x — 0. Definimos:
rTDyYy=—T Y.
Entonces, (A; @, -,0) es una MV-dlgebra.
Demostracion. Veamos la conmutatividad de ¢. En se demostrd

FA—-(B—-C)— (B—(A—C).
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Luego, vale en toda BL-dlgebra (u — (v = w)) = (v = (u — w)) =1, 0
sea, u &> (v =2 w)<v—=>(u—=>wyv—(u—w <v—(u—w) En
particular, si tomamos u = —x, v = -y y z = 0, se tiene

-z — (-y — 0) =~y — (-x — 0),
de donde, por ser x = ——x, y = -y, se tiene ~x — y = —y — x, 0 sea:
TDhy=ydux.

Para probar la asociatividad, usamos también la igualdad -z — y =
-y — x. Se tiene:

r®Ydz)=-1— (~y—2) =1 (-2 = y).
Por otra parte,
(x@y)@Z):—|(_|I‘—>y>—>Z:—|Z%—|—|(—|{]}—)y):—|z—>(—|x_>y>7

esto ultimo por la propiedad de la doble negacion. Luego, conmutando —x y
-z se tiene
TO(y®z)=(rdy) Dz

La propiedad @0 = x sale por doble negacién, mientras que -0 = =0
se deduce del hecho de que 0 < z.
Debemos probar ahora: =(—x @ y) @y = =(—y ® z) ® x, o sea:

(x—=y)—y=(Wy—z)— =
Por 3 de[12.1.7], se tiene, en particular:
(uxv) > 0=u— (v —=>0)=v— (u—0),

o sea
“(u*xv)=u——w=v— u.

Luego, usando doble negacién, tenemos:
((z = y) =y =(z—=y)xy
Ademas, es facil ver que z — y = -y — —x. Luego:
(@ —=y) =y =(r—=y)*xy
— (g = )y

=~y A,

esto 1ltimo por la ecuacién u * (u — v) = u A v.
Luego, =((zr = y) = y) = “y A~z = =((y — =) — z), de donde:

(x—=y)—=y=WYy—2z)— = O
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Se tiene también el siguiente “Glivenko algebraico”, donde los elementos
regulares son (como en el caso intuicionista) aquellos = para los cuales z =

.

Teorema 12.5.16 (ver [26, Th. 1.2]). Sea A una BL-dlgebra, sea MV (A)
el conjunto de sus elementos regulares. Entonces, MV (A) es el universo de
una subdlgebra de A que tiene estructura de MV-dlgebra y la aplicacion r :
x = -z de A en MV (A) es un homomorfismo suryectivo, que restringido

a MV (A) da la identidad.

Demostracion. El resultado se deduce de las propiedades vistas en el Le-
ma [12.5.10|y de la igualdad: =———z = ——x. ]

Recordemos que, dada una férmula A de la logica LB, ella (considera-
da como término) determina una funcién-término A? para cada BL- élgebra
B y que A es B-tautologia o B-valida si B satisface la ecuacion A =
Anélogamente para la 16gica L y una MV-algebra C' (ver Teorema “ del
Capitulo 9).

Con estos resultados estamos en condiciones de probar el siguiente teore-
ma “de Glivenko” relativo a la relacién entre LB y L.

Teorema 12.5.17. Sea A una formula de LB. Entonces:
FA en L siysolo si-——A en LB.

Demostracion. Sea F A en la logica L. Luego, para toda MV-édlgebra C,
A es C-tautologia, es decir que A® = 1. En particular, para una BL-4lge-
bra B, A es MV (B)-tautologfa, es decir que AMVB)(a;, ... a,) = 1. Pe-
ro entonces, por el Teorema —=AB(==ay,...,—a,) = 1. Debido
a las propiedades del Lema [12.5.10, se puede probar por induccién que
—|—|AB(—|—|CL1, sy —|—|an) = —|—|AB<(Z1, s ,an). Por lo tanto,
-=AB(ay,...,a,) = 1. Como esto ocurre para toda BL-dlgebra, por el Teo-
rema de completud se tiene que - —=—A en LB.

La reciproca se deduce facilmente del hecho de que toda MV-algebra es
BL-4lgebra v que la funcién término ——A¢ coincide con A® en toda MV-
algebra C'. ]

Para terminar, mencionaremos otros resultados interesantes.
Consideremos la siguiente ecuacién en BL-dlgebras:

z Az =0.

Las BL-algebras que satisfacen esta ecuacion se llaman pseudocomplementa-
das o SBL-algebras. Dos subvariedades importantes de SBL-algebras son las
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PL-dlgebras asociadas a la ldgica producto y las dlgebras de Heyting prelinea-
les (ver Ejemplo 4, en el Capitulo 6) también conocidas como dlgebras de
Godel. Estas algebras son las asociadas a la extension obtenida del CPI agre-
gando el axioma: (A — B) vV (B — A). Esta légica tiene los mismos teoremas
que la extensién de LB que se obtiene agregando un axioma que expresa la
idempotencia de la conjuncién.
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12.6. Ejercicios

1. Supongamos que tenemos un poset (A, <) y una operacién binaria —.
Probar que las siguientes condiciones son equivalentes:

1) Existe una operacién binaria y conmutativa - que cumple la con-
dicién x -y < z si y solo si < y — 2 para todo z,y, z € A.

2) Se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) La operacién — es monétona en la primer coordenada. Es
decir, si x,y,z € A con x < y entonces z — = < z = y.

(b) Para cada z,y € A existe el minimo del conjunto {z € A :
x<y—z}siendox-y=min{z€e A:z<y— z}y-una
operacién conmutativa.

2. Probar el Lema [12.1.71

3. Consideremos el intervalo real [0,1] con las operaciones de reticulos
usuales; el producto usual de nimeros reales y — dada por x — y =
(L)A1si0#0,y x —y=1siz=0. Probar que ([0,1],A,V, =, ¢)
es un c.r.l.

(a) {Es un dlgebra de Heyting el dlgebra (A, A,V,—,0,1)?
(b) (Es una W-algebra el algebra (A, —,1)7

(c¢) (Esunl-grupo el dlgebra (A, +, —,V, A, 1), donde + es el producto
usual de ntimeros reales y — se define por —x = x — 07

4. Sean A un cr.l. y H € Subc(A). Probar que 6y es una relacion de
equivalencia.

5. Sea A un c.r.l. integral. Probar que el conjunto de subélgebras convexas
de A coincide con el conjunto de filtros de A. Si A es un algebra de
Heyting (pensada como un c.r.l.), jqué nos dice el resultado anterior
con respecto a las congruencias de A? Misma pregunta si A es una
MV-4lgebra.

6. Probar que la biyeccién dada en el Teorema [12.2.8| es un isomorfismo
de orden. Sugerencia: probar primero que si f es una funcién biyectiva
entre dos posets, entonces decir que f es un isomorfismo de orden es
equivalente a decir que para cada z,y, x < y siy solo si f(z) < f(y).

7. Sea A un c.r.l. Para cada =,y € A definimos

tz,y) = ((x = y)Ae)-((y = x) Ae).
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Probar que si § € Con(A) entonces (z,y) € 0 siy solosi (t(x,y),e) € 6.

Si A esun crl y S es un subconjunto de A, escribiremos C[S] para
referirnos a la menor subdlgebra convexa (con respecto a la inclusién)
que contiene a S, y escribiremos (S) para referirnos al submonoide de
(A, - e) generado por S. Si S = {z} escribiremos C|x] en lugar de

C{z}] y (z) en lugar de ({z}).

(a) Probar que C[S] ={x € A:y <z <y — e para cierto y € (S)}.
(b) Probar que y € (x) siy solo si y = 2" para cierto n € N.

d) Mostrar que Clz] N Cly] = Clz V y).

(e) Sean x,y € Ay 0(x,y) la congruencia principal generada por
(x,y), es decir, la menor congruencia que contiene a (z,y). Mostrar
que valen las igualdades e/0(z,y) = C[s(z,y)] = C[t(z,y)].

)
(¢) Mostrar que Cz] = {y € A:y" < x < y" — e para cierton € N}.
(d)

)

(f) Probar que (z,w) € 6(x,y) si y solo si existe n € N tal que
s(@,y)" < s(z,w).

Construir un ejemplo de un r.l. no conmutativo.

Probar que en cada r.l. valen las ecuaciones
r-(yvez)=(r-y) V(- 2),
(yv2)-z=(y-2)V(z-2)

Probar que el residuo de la t-norma de Godel es z = y = .

Con referencia al Ejercicio [3| probar que ([0, 1], A,V,—,-,0,1) es una
BL-élgebra.

Probar que una cadena residuada es una BL-dlgebra si y solo si se
cumple: z Ay = x % (x — y). Deducir de alli que L(*) es una BL-
algebra para toda t-norma continua.

Probar que la cadena A = {0, a, b, 1} con las siguientes operaciones es
una BL-algebra y no es MV-algebra:

Ola|b|1l —|0]lal|lb]|1
0/0/0{0]O0 0|1 1{1
a|0]0]ala a lall]|1]1

Olal|b b a|l]|1l
110jal|b]|1 1 10]alb]|1l
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15. Con referencia al Teorema [12.5.15] probar la asociatividad y la propie-
dad z ® 0 = x.
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