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Hace 40 afios, en febrero de 1956, fue creado el Departamento de Matematica en la
Universidad Nacional del Sur.

Un afio después, en julio de 1957, fue contratado el Dr. Antonio A. R. Monteiro (1907-
1980) para organizar y dirigir el Instituto de Matemética que ese afio habia sido incorporado
a la estructura académica de la Universidad Nacional del Sur.

Este instituto fue creado con el proposito de desarrollar la investigacién matematica y
formar investigadores en esta universidad. Por estas razones uno de los mayores esfuerzos
del Dr. A. Monteiro se concentré en formar una biblioteca especializada en el ambito de
este Instituto. Para concretar estos fines el Dr. A. Monteiro comienza a editar las
Publicaciones del Instituto de Matematica: Notas de Logica Matematica, Notas de Algebra
y Analisis, Monografias de Matematica. Estas publicaciones permitieron establecer un
sistema de canje con instituciones nacionales y extranjeras afines. Con los afios este
sistema ha permitido mantener actualizada, en parte, una de las bibliotecas mas importantes
del pais en su especialidad.

El Dr. Antonio Monteiro fue exonerado, injustificadamente, en 1975 cuando ocupaba el
cargo de Profesor Emérito. Las autoridades que en aquel entonces dirigian la Universidad
le prohibieron la entrada a esta casa.

El Dr. A. Monteiro fallecié el 29 de octubre de 1980, en Bahia Blanca, sin haber podido
reingresar a la biblioteca que ¢l habia creado.

Tres afios después, en 1983, el Dr. Rafael Panzone, Director del INMABB, le impuso a la
biblioteca del instituto el nombre de su fundador.

En el afio 1994, el entonces Director del INMABB, Dr. Luiz F. Monteiro, se propuso
redactar y publicar en una coleccién de difusion interna todos los trabajos inéditos de su
querido padre y maestro. Para lograr este objetivo cont6 con la colaboracién de algunos de
los ex discipulos del Dr. Antonio Monteiro y de jovenes graduados que actualmente
trabajan en esa linea de investigacion.

Hasta el momento se han redactado siete trabajos que son los presentados en este volumen
de Notas de Logica matematica. Mas adelante se publicara otro volumen.

Mg: Aurora V. Germani;
Vice-Directora a cargo Direccion
INMABB - CONICET - UNS
Marzo, 1996
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Les Algebres de Tarski avec un nombre fini de
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El Dr. Antonio A. R. Monteiro (1907-1980) fué el fundador y organizador del Instituto
de Matematica de la Universidad Nacional del Sur.

En el mismo inicié las Notas de Légica Matemadtica, Notas de Algebra y Analisis, Mono-
grafias de Matematica, y fundé y organizd su Biblioteca, que desde 1983, lleva su nom-
bre.

El Dr. A. Monteiro fue dejado cesante, en 1975, sin ningin tipo de cargo, por las
entonces autoridades de la Universidad Nacional del Sur, cuando ocupaba el cargo de
Profesor Emérito, y le prohibieron la entrada a la Biblioteca que habia formado y a la
que tantos esfuerzos personales habfa dedicado.

El Dr. A. Monteiro fallecié el 29 de octubre de 1980, en Bahia Blanca, Argentina, con
la inmensa amargura de no haber podido reingresar a la Biblioteca que habia creado.

Como dijera el Dr. Roberto Cignoli, en un acto de homenaje al Dr. A. Monteiro “Usu-
ally, he just published short summaries or abstracts of his main results. The details as
well the underlying ideas of his work were given in his courses and seminars, and they
are dispersed in the notes taken by his students.”, Fifth Latin American Symposium on
Mathematical Logic, Colombia 1981, (Revista Colombiana de Matematica, Vol. XIX,
nros. 1-2, 1985, paginas 1 a 8).

Es nuestra intencién redactar y publicar todos los trabajos que se encuentran en notas
escritas de su pufio y letra, algunos incompletos, como un homenaje a nuestro querido
Maestro.

A medida que vayamos redactando sus trabajos, los publicaremos en esta coleccion, y
cuando terminemos con esta tarea, trataremos de editar un volumen de las Notas de
Légica Matemética, que contenga todos sus trabajos que no fueron publicados.

En la redaccién, dactilografiado, revisién y correccién, del siguiente trabajo, han co-
laborado los siguientes ex-discipulos: Dres. Manuel Abad, Roberto Cignoli, Luiz F.
Monteiro, y ademas la Lic. Sonia Savini y el Lic. Julio Sewald.

Dr. Luiz F. Monteiro
Director
INMABB-UNS-CONICET
Octubre, 1994



Les Algebres de Tarski avec un nombre
fini de générateurs libres

Antonio Monteiro et Luisa Iturrioz

Instituto de Matem4tica - Universidad Nacional del Sur - 1965

Bahia Blanca - Argentina

1 Introduction

Soit A = 2% la famille de toutes les parties d’un ensemble donné E et considérons
l'opération binaire — définie sur A au moyen de la formule :

X—-Y=CXUY

(ot C représente le complément de X par rapport & E et U I'opération de réunion
d’ensembles). Dans ces conditions le systéme (A,—) est une algebre. Une sous-algébre
de A est une partie non-vide, A’ de A4 telle que: si X, Y €A alors X -Y e A Si
G est une partie de A, la sous-algebre engendreé par G est 'intersection S(G) de toutes
les sous-algebres de A qui contient G. Si G est une partie finie de A:

g:{Gl,GQ,...,Gn}

il est bien connu que S, = S(G) est un ensemble fini et que le nombre de ses éléments
N(S,,) vérifie la condition:

N(S,) < 2%,
Nous nous proposons dans cette note, de déterminer le nombre maximun N , d’éléments
qui peut avoir l'algebre engendré par un nombre fini de sous-ensembles G1,Gy, ..., G,

d’un ensemble arbitraire E.

Nous voulons démontrer ici, que:
N = Z (_1)k+1 L 22"_}“.
k=1 k

Un probléme complétement analogue est celui qu’on obtient en remplagant ’opération
d’implication par celle de différence, définie au moyen de la formule:

X-Y=Xncy.



Nous montrerons que N est le nombre de formules logiquement distincts qu’on peut
obtenir dans le calcul propositionnel implicatif classique, avec n variables proposition-
nelles, ou ce qui est équivalent, que N est le nombre d’éléments de ’algebre de Tarski
avec n générateurs libres [4].

2 Les algébres de Tarski

Nous allons reproduire dans ce paragraphe un certain nombre de notions et de résultats
qui ont été exposés par A. Monteiro, pendant le premier semestre de 1960, [5] et qui
ont un rapport direct avec le probleme que nous étudions icl.

Définition 2.1 Soit (A,—,1) un systeme formé par un ensemble non vide A, une
opération binaire — définie sur A, et 1 € A, qui vérifie les aziomes suivants:

T1) 1 —a=a.

T2) a »a=1.

T8) a— (b—c)=(a—b)— (a—c)

T4) (a—b) —b=(b—a)—a.

Nous dirons alors que A est une algébre de Tarski (1], [2], [6].

Parmi les régles de calcul valables, nous pouvons indiquer les suivants:

H2) (a > (b—¢)) — ((a = b) = (a— ) =1
H3) a—1=1
H4) Si a—b=1 et b—a=1, alors a = b.

Nous pouvons donc affirmer que A est un modele implicatif au sens de L. Henkin, [3].
Définition 2.2 Nous écrirons a < b, pour indiquer que a — b=1.[3].

Théoréeme 2.1 La relation <  est une relation d’ordre, et T < 1, pour tout
e A (3]

Théoreme 2.2 Une algébre de Tarski A est un ensemble réticulé superiéurement. Plus
précisement, si a,b € A, alors:

aVb=(a—b)—b



Théoréme 2.3 i A est une algébre de Tarski avec un premier élément 0, alors A est
une algébre de Boole, par rapport & la relation d’ordre < indiqué dans le théoréme
2.1. Le complément de a€ A est donné par la formule —a = a — 0.

Corollaire 2.1 Si A est une algébre de Tarski, et a € A, alors U’ensemble D(a) =
{r € A:a <z} est une algébre de Boole.

D’autres régles de calcul valables dans une algebre de Tarski, sont:
T5) a— (b—c)=b— (a— c). (loi de commutation)
T6) b <a —b.
T7) aV(b—c)=(aVb) - (aVe).
En effet, soit
z=(aVvb)—>(aVec).
D’apres le théoréme 2.2,

2=((b—a) = a) = ((c — a) - a),

D’apres T5,

z=(c—a)=(((b—a)—a) —a) = (c—a) - ((b—a)Va)

En vertu de T6,

z={(c—a)—> (b— a),

et d’apres T5,

z=b— ((c—a)—a),
et selon T3,

z=(b=(c—a)=b-a)=(b—c) = (b—a)— (b a),

et d’apres le théoreme 2.2 et T3,
z:(b—»c)V(b—»a):(b——»a)V(b—»c) =

(b=a)=(—e))—(b-c)=(b—(a—c)) - (boc),

et par T5 :
z=(a—>(b—c)->b-oc)=aV(b— o).

3



3 Les algébres de Tarski avec un nombre fini de
générateurs libres

Soit A une algebre de Tarski et X C A, nous noterons par ST(X) la sous-algébre de
Tarski de A engendrée par X, et si A est une algebre de Boole, par SB(X) la sous-
algébre de Boole de A engendrée par X.

Il est bien connu que si A est une algébre de Boole et nous posons r =y = -z VY, ol
—z est le complément de z € A, alors (A, —, 1) est une algebre de Tarski, ou 1 est le
dernier élément de A.

Lemme 3.1 Si A est une algébre de Boole, et X C A alors SB(X) = ST({0} U X), od
0 est le premier élément de A.

Lemme 3.2 Soient A et A' des algébres de Tarski, h un homomorphisme de A dans
A, et X C A, alors: h(ST(X)) = ST(h(X)).

La notion d’algebre de Tarski ayant n générateurs libres (ot n est un nombre naturel)
est définie de la maniére habituelle. Son existence et son unicité résultent d’'un théoreme
d’algebre universelle, du a Birkhoft.

Soit T'(n) l'algébre de Tarski avec un ensemble fini de n générateurs libres, G =
{g1,92,--,9n}, k un nombre naturel tel que 1 < k < m, sk la borne supérieure de
k générateurs différents deux a deux, et B, = {z € T(n) : s, <z}, alors :

Théoréme 3.1 B, est Ualgébre de Boole ayant (n — k) générateurs libres.

Dem. Nous pouvons supposer, sans perdre de généralité (il suffit de changer la
notation) que:
Sk=qVgaV--Vgk.

Prenons:
g, =58V gk, 1<i<n—k,

et considérons la transformation h défine sur T'(n), par:
h(z) = sg V.
Alors:

1) h est un homomorphisme de T'(n) dans T(n).
En effet: h(z —> y) = s V(z 2 y) = (se V) = (8, VY) = h(z) — h(y).

2) h est un homomorphisme de T'(n) sur Bn_.
En effet: s, < sx V x = h(z), donc h(z) € Bn_k, pour tout = € T(n).
Si x € B,_i, Cest-a-dire, si s, < z, alors h(z) = sx VT = z, et alors h(T(n)) =
B, k.



Soient Gy, = {8k, 94,95, . .. 9n }C By et G' = {g,,95,... N
3) ST(Gk) = Bp_y.

~h est un homomorphisme de T'(n) sur B,_y, alors d’aprés lemme 3.2 on a:
Bo—k = K(T'(n)) = h(ST(G)) = ST(h(G)),
et comime
h(g1) = h(g2) = - = h(g) = si
hgir) = g'1, hgkee) = g'as- . hlgn) = ¢ s
alors h(G) = Gy, donc B,_;, = ST(Gy).
4) Les éléments ¢';, ¢, ..., g'n_x, engendrent I’algébre de Boole B, ..

B, est une algébre de Tarski, qui posséde s, comme premier élément, alors B,_;
est une algebre de Boole, donc en tenant compte du lemme 3.1 et 3) on a:

By = ST(Gy) = ST({sx} UG') = SB(G).

Soit L, P'algébre de Boole avec un ensemble G* — {b1,b2,...,b,_x} de générateurs
libres.
Considérons la transformation de G = {91,92,...,9.} C T'(n), dans L,_; définie par:

a(g1) = a(gs) = - = alg) = 0,

a(ng) = by, a(9k+2) =by,... aa(gn) = bp_k.

Alors « peut se prolonger & un homomorphisme 3 de T(n) dans I'algebre de Tarski
(Ln—kv —))
Par lemme 3.2 et 3) nous avons

B(Bnr) = B(ST(G)) = ST(B(Gy)).
Mais:

k

k k
B(se) = ﬂ(\_/ gi) = \_/ B(g:) =\ afg:) =0,

1=1

B(g'1) = B(sk V gry1) = B(sk) V B(grs1) = a(sk) Va(giy) =0Vh = by,

B(g'3) = B(sk V Grya) = Bsk) V Blgr+2) = a(sk) V a(ger2) = 0V by = by,

B(g/n—k) = IB(Sk \% gn) = ﬁ(sk) v ﬁ(gn) = a(sk) \4 a(gn) =0Vb, i = bnk,
donc en tenant compte du lemme 3.1

B(Bn-k) = ST(B(Gx)) = ST{O}UG*) = SB(G") = L,_,.

5



De (i) on déduit que: g'1,9's,- - -, g'n_x sont distincts deux 4 deux. Alors, on peut dire
que B,_i est une algebre de Boole ayant (n — k) générateurs distincts et que L, est
une image homomorphique de B,_y, et par conséquant B,_j est isomorphe & L, . O

Nous pouvons maintenant démontrer que:

Théoréme 3.2

N = N(T(n)) = kz:jl (—=1)*+! (Z) 92" ",

Dem. Soit A; = {z € T(n) : gi < }. Comme T(n) est I'algébre de Tarski engendrée
par G, alors d’aprés T6 on a : pour chaque z € T(n), il existe, au moins, un indice 1,

n

1 <i<n,tel que g; < 2. Donc il est clair que T'(n) = kU} A;, et alors N(T'(n))
1\7(&1 A).
Mais par théoreme 3.1 : N(A;) = N(4p) =--- =N(4,) = 227" = N(B)).
Remarquons que si i # J,

AnA;j={zeT(n):9:Vyg; < z} = B,_o,

et
2n—2

N(Az N A]) - N(Bn_g) = .

D’une maniere analogue:

-

it

k
Ai = {T € T(TI) . \/ g, < T} = Bn—k-
1 i=1

1

Alors .
N(() A) =2""

In particulier, pour n = k,
N(( 4)=2" =2.
i=1
D’aprés un théoréme d’Analyse Combinatoire, qui est une generalization du ce que
dit : N(AU B) = N(A) + N(B) — N(AN B), nous avons:

N4 = 3 0 (7N 40

i=1 k=1

Alors

ce qui acheve la démonstration.
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Construction des algebres de Boole libres dans
les algebres de Lukasiewicz trivalentes libres

Antonio Monteiro

Instituto de Matemadtica - Universidad Nacional del Sur - 1966 !

Bahfa Blanca - Argentina

1 Introduction

L’algebre de Lindenbaum du calcul propositionnel classique dont I’alphabet contient un
nombre cardinal o > 0 de variables propositionnelles est ’algébre de Boole libre B(a)
ayant a générateurs libres et d’une fagon analogue, on peut montrer que l’algebre de
Lindenbaum du calcul propositionnel trivalent de Lukasiewicz dont I'alphabet contient
« de variables propositionnelles est l'algébre de Lukasiewicz trivalente libre L(«) ayant
a générateurs libres. Nous nous proposons d’indiquer dans cette note une construction
permetant d’obtenir B(«) a partir de L(a). Pour cela nous avons besoin de rappeler
un certain nombre de résultats sur la théorie des homomorphismes dans les algebres de
Lukasiewicz trivalentes dont les démonstrations ont eté indiquées dans [4], [5], et que le
lecteur pourra, sans dificulté, retrouver par lui méme.

2 Les algebres de Lukasiewicz trivalentes

La notion d’algébre de Lukasiewicz trivalente, a été introduite et leur théorie dévelop-
pée par Gr. Moisil [1], [2], [3].

Ces algebres jouent dans le calcul propositionnel trivalent de Lukasiewicz un réle ana-
logue & celui des algebres de Boole dans le calcul propositionnel classique.

La définition suivante (voir [4], [5]) est équivalente & celles qui on été indiquées par
Moisil.

Définition 2.1 Une algébre de Lukasiewicz trivalente est un systéme (L,1,~,V, V,A)
formé par 1) un ensemble non vide L; 2) un élément 1 € L; 3) deuzx fonctions de L
dans L représentées par ~ et V; 4) deuz fonctions de L x L dans L représentées par \V
et A, de telle maniére que les conditions suivantes soient vérifiées:

! Note des rédacteurs: Ces résultats ont €té exposées dans un Seminaire due & I’Instituto de Matemdtica
de I’Universidad Nacional del Sur.



Aziome L1) L est un réticulé distributif par rapport auz opérations V et A, et 1
est le dernier élément de L.

Aziome L&) L’opération ~ vérifie les conditions:

2.1) ~(xANy)=~zV~Yy.
2.2) ~~z=r.

Aziome L8) L’opération V vérifie les conditions:

3.1) ~zVVz =1
3.2) ~zANx=~TAVZ.
3.3) V(r ANy) = Vz AVy.

Nous dirons aussi que L est une algebre de Lukasiewicz.

Pour identifier cette définition avec celles qui on €été indiquées par Moisil on doit poser
~x =Nz et Vr = pzx.

Nous supposerons connues les régles de calcul valables dans ces algébres, pour la démons-
tration desquelles nous renvoyons aux travaux de Moisil.

Si nous posons 0 = ~ 1 alors on peut montrer que 0 est le premier élément du réticulé
L. L'opération de nécéssité (A) est définie par: Nrx=~Vr~z, €L

Soit T = {0,1/2,1} l'ensemble ordonné ou 0 < 1/2 < 1. Donc T est un réticulé
distributif avec premier et dernier éléments 0 et 1 respectivement. Si nous posons
~0=1,~(1/2)=1/2, ~1=0et VO =0, V(1/2) = V1 =1, alors T est une algebre
de Lukasiewicz trivalente. Observons que A0 = A(1/2) =0, Al = 1 et que le sous-
ensemble B = {0,1} de T est une sous-algebre de T.

L’example précedent est le plus important car:

Théoréeme 2.1 Toute algébre de Lukasiewicz trivalente, avec plus qu'un élément, est
produit subdirect d’algébres B et T. [Gr.C. Moisil]

Si L est une algebre de Lukasiewicz, nous noterons par B(L) lensemble de touts les
éléments booléens de L, c’est-a-dire:

B(L):{mGL:Vm:m}:{mEL:Amzm}.

Lemme 2.1 Si R est un réticulé distributif avec premier et dernier élément et X C R
alors le filtre engendré par X dans R est I’ensemble:

F(X) = {y € R: il existent des éléments 1, To, ..., Tn € X tels que A\ z: <y}
i=1
Définition 2.2 Une application h d’une algébre de Lukasiewicz A dans une algébre de

Lukasiewicz A’ sera dite un L-homomorphisme de A dans A, si les conditions suivantes
sont vérifiées [4]:



H1) h(z Vy) = h(z) v h(y),

H2) h(~ ) = ~ h(z),

H3) h.(Vx) = Vh(z).
Définition 2.3 Une partie F d’une algébre de Lukasiewicz L sera dite un A-filtre si:
F1) F est un filtre du réticulé distributif L,

F2) Sia € F alors Na € F.

Lemme 2.2 Si L et L' sont des algébres de Fukasiewicz et h un L-homomorphisme de
L dans L', alors: h(B(L)) C B(L'), et la restriction k' de h a l’ensemble B(L) est un
homomorphisme booléen de B(L) dans B(L').

Il est bien connue que:

Lemme 2.3 Si h est un homomorphisme booléen de I’algebre de Boole A sur l’algébre
de Boole A’ et X un sous-ensemble de générateurs de A, c’est-a-dire SB(X) = A, alors
A" = SB(h(X)).

Lemme 2.4 Si L est une algébre de Lukasiewicz, G C L, et I = SL(G) la sous-algébre
de Lukasiewicz de L engendrée par ’ensemble G, alors le sous-ensemble AG U VG de
B(L) vérifie: SB(AGUVG) = B(L), [4]. 2

Corollaire 2.1 Si G est un ensemble de générateurs de L, c’est-a-dire SL(G) = L,
alors B(L) = SB(AGUVG).

Observation 2.1 Si L est une algébre de Lukasiewicz, X C B(L), nous noterons par
Fg(X) le filtre de B(L) engendrée par l’ensemble X et par F(X) le filtre de L engendrée
par Uensemble X. Il est facile a voir que Fp(X) = F(X) N B(L).

Soit £ = L(«a) l'algébre de Lukasiewicz avec un ensemble G = {g9: : i € I'} de générateurs
libres de puissance a ; VG = {Vg; : i € I}, et F = F(VG). Considérons Palgebre de
Boole quotient B = B(L)/F et représentons par la notation b| la classe d’équivalence
correspondante que contient I’élément b € B(L). Dans ces conditions nous pouvons
afirmer que:

Théoréme 2.2 B est l’algébre de Boole ayant pour générateurs libres les éléments
|Agil, i €1, et la puissance de I'ensemble G* = {|Agi| : i € I} est égale 4 a.

2L.Monteiro (1994), a indiquée une démonstration plus simple que celle de A. Monteiro, voir leur
démonstration a la fin de cette note.



Dém. Démontrons tout d’abord que:
(I) F est un filtre propre de B(L).

Si F = B(L), alors 0 € F, et d’aprés le lemme 2.1 on déduit qu'il existent des éléments
Vi, Vi, ..., Vg, € VG tels que:

0= A Vgi, = V(A i), et par conséquent on aurait : N\ gi. =0.
k=1 k=1

Montrons que cela est impossible. Soit f la transformation de G dans I'algébre T', définie
par:
f(g:) =1, pourtoutiel

alors il existe un L-homomorphisme h de £ dans T que prolonge f et par conséquant :

o=mm=mﬂ%a=ﬁhmk=ﬁ Flg) =1,

cette contradiction montre que F est un filtre propre de B(L).

Montrons que:
(IT) Si j,k € I, et j # k alors les classes |Ag;|, |Agkl, sont distincts.?

En effet supposons que |Ag;| = |Agx|, alors nous aurons:
(1) Ag;At=AgeAt, ou teF.
Considérons la transformation f de G dans l'algebre T' définie par:

1/2 sii=k
flg:) = . iel.
1 si 1 #£k

Cette transformation f peut se prolonger & un L-homomorphisme h de £ dans T, pour
lequel nous aurons:

(2) h(Vg;) = Vh(g:) = Vf(g:) =1, pourtout i € [l.

Soit D = h~1(1) le noyau du L-homomorphisme h, donc Vg; € D, pour tout i € I, et
alors d’aprés le lemme 2.1, nous aurons (3) F C D.

Comme j # k, d’apres la définition de f nous aurons f(gx) = 1/2 et f(g;) =
(4) h(Ag;) = Oh(g;) = Af(g;) = AL =1, et (5) h(Agk) = Dh(ge) =
A(1/2) = 0.

De la condition (1) on déduit, que:

,

Af(g )

Ah(gj) Ah(t) = h(Ag; A t) = h(Ag At) = Dh(gk) A h(t).

3Note des rédacteurs: A partir de celte point, L. Monteiro a changée les démonstrations pour autres
plus simples.



Donc d’aprés (3), (4) et (5):
1=h(t) =1Ah()=0Ah(t) =0.
Cette contradiction montre que (II) est valable, et nous pouvons donc afirmer que:
L'ensemble G* = {|Ag,|: i€ I} & la puissance a.

Soit ¢ I’homomorphisme booléen naturel de B (L) sur B(L)/F, c’est-a-dire ©(b) = |,
b € B(L). D’apres le lemme 2.3 homomorphisme ¢ transforme chaque ensemble de
générateurs de B(L) dans un ensemble de générateurs de B. D’aprés le corollaire 2.1
nous savons que B(L) = SB(AG U VG), alors:

{lAg|: iel} U {|Vg|: iel}

est un ensemble de générateurs de B = B (£)/F. Mais comme, pour tout i € J , la classe
IVgi| = |1| = F est le dernier élément de B, on n’a pas besoin de la considerer un
générateur, et nous pouvons donc affirmer que G est un ensemble de générateurs de B.

(IIT) Toute application f’ de I’ensemble G* C B dans I’algebre de Boole B = {0,1} C T,
peut étre etendue a un homomorphisme booléen A’ de B dans B.

Considérons I’application f de G dans T définie par les conditions suivantes:

1 st f'(1Agl) =1 (1)
f(gi)_{l/z si fl(lAgl) =0 (2)

Par conséquent nous aurons:

(3) Vf(g9:) =1 pour tout i eI,

_[1 si f/(|Agil) =1
Af(gi) - {0 si f’(,Ai') =0’

c’est-a-dire: (4) Af(g;) = f'(|Agi|), pour tout i € I.

L’application f de G dans T, peut se prolonger 4 un L-homomorphisme H de £ dans
T, et nous aurons d’aprés (3) que:

(5) H(Vg:) =VH(g,) = Vf(g:) = 1.

Le noyau N = H~!(1) de cet L-homomorphisme est un A-filtre de L, et d’apres (5)
nous avons VG C N, donc F(VG) C N, et alors, voir observation 2.1,

F =Fp(VG) = F(VG)NB(L) C NN B(L) C N,

dou (6) H(F) = {1}.



Comme le L-homomorphisme H transforme des éléments booléens de £ dans des élé-
ments booléens de T, [voir lemme 2.2}, et B(T) = {0,1}, alors nous avons H(B(L)) =

{0,1}.

Soit h la restriction de H a I’ensemble B(L), nous pouvons donc afirmer que h est un
homomorphisme booléen de B(L) sur B = {0,1}, et par (6) nous avons (7) h(F) = {1}.
Remarquons que

(8) “Si z,y € B(L), x € |yl, alors h(z) = h(y)”.
En effet, comme z € [yl ona: = Ad=yAd, ou d € F, donc
hz) = h(z) Al =h(zAd) =h(yAd) = h(y) A1 = h(y).

D’apres le résultat précedent si nous posons W(|lz]) = h(z), = € B(L), h' est une
fonction de B(L)/F sur B. 1l est facile a voir que h' est un homomorphisme booléen.
Nous allons montrer que h' prolonge f', c’est-a-dire que:

K (1Agil) = f'(1Agil), pour tout i € 1.
En utilisant (4) on a:

H(Agi) = h(Dgi) = H(Dg:) = DH(g:) = Af(g:) = F(18g:0)-
Montrons maintenant que G* est un ensemble de génerateurs libres de B.

(IV) Toute application f de Iensemble G* dans une algeébre de Boole A, peut étre pro-

longer a un homomorphisme booléen de B dans A. (la demonstration de cet point n’est

pas contenue dans les notes de A. Monteiro.)

Si A & un seule élément, il est évident que (IV) est verifiée. Si I'algebre de Boole A est

isomorphe a l’algébre de Boole {0, 1} alors d’apres (III) la condition (IV) est verifiée.

Supposons maintenat que A & plus qu’un élément et que A n’est pas simple, alors il est

bien connue que A est isomorphe 4 une sous-algebre de Boole A’ de ’algébre de Boole

P = HJ{A]- = A/M,}, ot {M; : j € J} est ensemble de touts les filtres maximales de
7€

A, nous savons encore que A; = {0,1} pour tout j € J. Nous notérons les éléments de P

par C x; .,y parp la t-projection de P sur A;, t € J, c'est-a-dire p;(C ; :]jeJ) = T4.

On peut supposer que A est une sous-algébre de P. Alors f: G* = A, f(g")=4d =

C g; Jics g eqG.

Soit f; = p;o f, j€J. Alors f; : G* — A; =~ {0,1} et par (III) chaque f; peut étre

etendue a un homomorphisme booléen h; de B sur A;.

Soit h la fonction de B dans P définie par h(z) = C h;(z) J ;- Tl est évident que h est

un homomorphisme booléen. Voyons que h prolonge f.

En effet ’/1(9*) =L hj(g*) :]jeJ =L fj(g*) jje] =C Pj(f(g*)) :]jeJ =
— / —_n = * : x *

C p;(C g; jjeJ) jjeJ =Cg; ., =9= f(g*), quelque soit g* € G*.

Par hypothesis f(G*) C A, et comme f(G*) = h(G*), nous aurons h(G*) C A. 0
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Note des rédacteurs: Si X est un ensemble finie, nous noterons par N[X] le nombre
d’eléménts de X. Dans le cas oit G est fini et N [G] = n, n nombre naturel, nous
savons que N[L] = 22" x 3°"~2" et que N[B(L)] = 25". D’aprés les résultats précedants
N[B(L)/Fp(VG)] = 2%".

D’autre coté nous savons que toutes les classes d’équivalence (module Fp(VG) ) de
B(L) ont le méme nombre d’éléments, donc:

N[B(L)] 2%
N[Fp(VG)]  NI[Fp(VG)]

2°" = N[B(L)/Fs(VG)] =

Cela montre que le nombre d’éléments de chaque classe d’équivalence est: 23"—2".

Démonstration du lemme 2.4. L.Monteiro (1995).
Nous savons que si b € B(L) alors ~ b est le complément booléen de b. Si b B(L),
nous noterons par b*, b or ~ b.

Lemme 2.5 Si L est une algébre de Lukasiewicz, X C B(L), X finie alors SB(X) =
SL(X).

Dém. Si X =0, alors SB(0) = {0,1} = SL(0). Supposons que X = {z1,29,...,2,}.

Comme SB(X) est une L-sous-algébre de L telle que X C SB(X) alors SL(X) C

SB(X). Soit b € SB(X), si b = 0 il est évident que b € SL(X). SiSib# 0 alors

il est bien connue que b = \T/ My, OU Ty, = 7\ z*;. Comme 2*; € SL(X) pour tout
k=1 i=1

i, 1<i<mn,alors my € SL(X) pour tout k, 1<k < r, donc b € SL(X). O

Corollaire 2.2 Si L est une algébre de Lukasiewicz, X C L, X finie alors
SB(AXUVX)=SL(AXUVX).

Dém. Est une conséquence du lemme 2.5, car AX UV X est un sous-ensemble finie
de B(L). O

Si S est une L-sous-algebre de I’algébre de Lukasiewicz L et z € L nous notérons

SL(S,z) au lieu de SL(S U {z}).

Lemme 2.6 Soitx € L et S une sous-algébre de L qui vérifie Vz,~ Az € B(S), alors
B(SL(S,z)) = B(S).

Dém. D’apres ]’ hyphotése on déduit que:
(1) Az, A~ 2z, V(zA ~ 2) € B(S).
Si s € S, nous posons: a(s) = sA Az, [(s) =sAA ~ Y(s) = s AV(zA ~ z),

6(s) =sAzA~x.
Il est bien connue que:

SL(S,z) = {y = a(s1) V B(s2) V¥(s3) V6(sy) : o1s; € 5,1 <i< 4}.
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Si z € B(SL(S,z)) = SL(S,z) N B(L) alors DNz =zet
z=a(s))V B(s2) V¥(s3) V &(s4); ol si € S,1<i1<4,

donc
2= Az = Aa(s))V AB(s2) V A(s3) V N6(s4)

et comme A8(sg) = Asa ANDT A A~z <zTANA~z=0,alors:
z = Dals)) V AB(s2) V Dvy(s3).

De As; € B(S), pour i = 1,2,3 on déduit en tenant compte de (1) que z € B(S).
Comme S C SL(S,z) alors nous avons B(S) = Sn B(L) € SL(S, x) N B(L)
B(SL(S,z)). o

I

Soit G = {g1,92,---,9n} C L et Ly = SB(AGUVG), L = SL(Lo,q1), L2 =
SL(L1,G2),--+yLn= SL(Ln_1,9n) alors:

Lemme 2.7 L, = SL(G) et B(SL(G)) = SB(AGUVG).

Dém. Par construction nous avons Lo CLyC---C Ly, etg € L;, 1 <1i1<n,donc
G C L, et alors SL(G) C Ln.

Comme AG, VG C SL(G), alors AG U VG C SL(G), donc: (1) SL(AGUVG) €
SL(G).

Par hyphotése G est un sous-ensemble finie, alors d’apres le corollaire 2.2

(2) SB(AGUVG) = SL(AGUVG).

De (1) et (2) on a Ly = SB(AG U VG) C SL(G), donc comme g1 € SL(G) on a
Ll = SL(Lo,gl) - SL(G) De gi € SL(G), et Li—l - SL(G), 2 < 1 < n,ona
L; =SL(Li-1,9:) € SL(G), 2 <i < n. Cela montre que L, =SL(G).

Nous avons vue que Ly = SB(AG U VG) < SL(G), donc Ly = Lo N B(L) <
SL(GYNB(L) = B(SL(G)).

Comme Vg;,~ Agi € B(Lo) = Lo € L, C - C Ly, pouri=12..mn alors
d’aprés le lemme 2.6, B(L,) = B(SL(Lo,q1)) = B o) = Lo, et alors B(L;) =
B(SL(Lj_l,gj)) = B(Lj_]) = L(), 2 S ] S n. O

Montrons finalement le lemme 2.4. Soit G un sous-ensemble de I’algébre de Lukasiewicz
L, alors il est bien connue que:

SL(G) = | {SL(G") : G' € G, G finie}.

Nous allons montrer que: B(SL(G)) = SB(AG U VG). Comme AGUVG C B(L) et
AG U VG C SL(G), alors AG U VG < SL(G) N B(L) = B(SL(G)), donc
SB(AG U VG) C B(SL(G)). Si b € B(SL(G)) alors b = Abet b € SL(G), donc
be SL(G") ou G’ C G et G’ finie, alors par le lemme 2.7, B(SL(G")) = SB(AG'UVG') C
SB(AGUVG), et comme b € B(SL(G")) on a b€ SB(AG U vG).
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1 Les algébres de Lukasiewicz trivalentes

La notion d’algébre de Lukasiewicz trivalente, a été introduite et leur théorie dévelop-
pée par Gr. Moisil (7], [8] , [9].

Ces algebres jouent dans le calcul propositionnel trivalent de Lukasiewicz un réle ana-
logue a celui des algébres de Boole dans le calcul propositionnel classique.

La définition suivante (voir [12], [13], [17]) est équivalente & celles qui on été indiquées

par Moisil.

Définition 1.1 Une algébre de Lukasiewicz trivalente (L,V,N\,~,V,1) est une algébre
du type (2,2,1,1,0) de telle maniere que les conditions suivantes soient vérifies:

L) zvli=1

L2) 2N (zVy) ==z

L3) sA(yV2)=(zA)V (yAz)
Li) ~~z =2

L5) ~(zAy)=~2V~uy.

'Les résultats suivants ont été ezposés dans un Seminaire due & UInstituto de Matemdtica de
UUniversidad Nacional del Sur, leurs éléves: Roberto Cignoli, Luisa Iturrioz et Luiz F. Monteiro.
Nous avons ajouté a la Bibliographie des travauz publiés d’aprés 1966.



L6) ~zVVz =1

L7) ~zAz=~zAVE.

L8) V(z Ay) =Vz AVy.
Nous dirons aussi que L est une algébre de Lukasiewicz.

L’opération V s’appelle opération de possibilité. 1l est bien connue que L est un réticulé
distributif ayant par dernier élément 1, et plus précisement une algebre de De Morgan,
o1 0 = ~ 1 est le premier élément du réticulé L. L'opération de nécéssité (A) est définie
par: Ar =~V ~uz, €L

Si R est un réticulé distributif, nous répresenterons par F(R) ’ensemble de tous les filtres
de R. Tl est bien connue que (F(R),C) est un ensemble ordonée. Soit U(R) ’ensemble
de tous les éléments maximales de ’'ensemble ordonné F(R), nous appelerons ultrafiltres
de R, ces éléments.

Nous répresenterons par P(R) 'ensemble de tous les filtres premiers de R, et par
p(R) l'ensemble de tous les filtres premiers minimales de R, ¢’est-a-dire 1’ensemble
des éléments minimales de 'ensemble ordonné (P(R), C).

Si M est une algebre de De Morgan, et X C M, soit ~ X = {re M:~z¢e X} Si
P € P(M) alors il est bien connu que @(P) = C ~ P, ou CY répresente le complément
de I'ensemble Y C M para rapport & l’ensemble M , est une transformation, que
s'appelle transformation de Birula- Rasiowa (1], (2], de P(M) dans P(M), qui verifie
(1) @(@(P)) = P, et (2) Si P,Q € P (M) alors P C Q si et seulement si 0(Q) C p(P).

Lemme 1.1 Si P € P(M) alors:
1) ~ x € P si et seulement si ¢ ¢ o(P).

2) ~ x ¢ P si et seulement si x € o(P).

Si K est une algebre de Kleene, il est bien connue que: Si P € P(K) alors: P C ¢(P) ou
@©(P) C P. Si P € P(K) verifie P C ©(P) nous dirons que P est un filtre de premieére
espece [22] , et nous répresentrons par P,(K) ensemble de tous les filtres de premiere
espece . 11 est claire que p(K), P1(K) € P(K).

Soit T = {0,1/2,1} l'ensemble ordonné ou 0 < 1/2 < 1. Donc T est un réticulé
distributif avec premier et dernier éléments 0 et 1 respectivement. Si nous posons
~0=1 ~(1/2) =1/2, ~1 =0et VO =0, V(1/2) = V1 = 1, alors T est une
algebre de Lukasiewicz trivalente. Observons que A0 = A(1/2) =0, Al =1et quele
sous-ensemble B = {0,1} de T est une sous-algebre de T'.

Si L est une algébre de Lukasiewicz, nous noterons par B(L) P’ensemble de touts les
éléments booléens de L.



Lemme 1.2
B(L):{xEL:Vm:x}:{xeL:szx}:{xeL: T A ~z =0}
Comme toute algébre de Lukasiewicz est une algebre de Kleene, c’est- a-dire verifie:
TN~z <yV ~y

alors si b € B(L), alors le complément booléen de b, que nous notérons —b, est égale a
~ b, c’est-a~-dire —b = ~ b. La démonstration que nous avons obtenue a été reproduite
sans changement dans [3]. Une démonstration plus simple a été obtenue par L.Monteiro,
[19]. Voir & cette propos [16).

Lemme 1.3 (Principe de détermination de Moisil.)Si L est une algébre de Lukasiewicz,
T,y € L tels que Vo = Vy et Az = Ay, alors z = y. [7], [8], [20).

Définition 1.2 Une application h d’une algebre de Lukasiewicz L dans une algébre de
Lukasiewicz L' sera dite un L-homomorphisme de L dans L', siles conditions suivantes
sont vérifiées [12]:

H1) hia V) = h(x) V h(y),
H2) h(~ 2) = ~ h(z),

H3) h(Vz) = Vh(x).
Définition 1.3 Une partie F d’une algébre de Lukasiewicz L sera dite un A-filtre si:
F1) F est un filtre du réticulé distributif L,

F2) Sia € F alors Aa € F.

Si X est un sous-ensemble de I'algébre de Lukasiewicz L, nous notérons par D(X), le
A-filtre engendrée par I’ensemble X. Si F est un A-filtre et @ € L — F nous notérons
par D(F,a) le A-filtre engendrée par 'ensemble F U {a}. Il est bien connu que:

D(Fia)={yeL:V~avyeF}
Comme la famille des A-filtres est inductive supérieurement alors:

Lemme 1.4 Chaque A-filtre est contenue dans un A-filtre mazimal.

Nous répresenterons par D(L) I’ensemble de tous les A-filtres de L, et par M(L)
I’ensemble de tous les A-filtres maximales de L.

Lemme 1.5 Chaque A-filtre est intersection de A-filtres mazimales.



Si L et L' sont des algebres de Lukasiewicz, et h un homomorphisme de L dans L', alors
Pensemble N(h) = { € L : h(z) = 1'}, ou 1" est le dernier élément de L', est un A-filtre
de L. Nous dirons que N (h) est le noyau de h.

Soit D un A-filtre d'une algebre de Lukasiewicz L. Posons z =y (mod.D) pour indiquer
qu’il existe un élément d € D tel que Ad = yAd, alors la relation = est une congruence
définie sur L. Soit |z| la classe d’équivalence qui contient I’élément = € L. Alors si nous
algebrisons l'ensemble L/ = des clases d’équivalence par: |z| A ly| = |z} Ayl lz| VY| =
lz|V |y, V|z| = |Vz|, ~|z| = | ~ z|, 1 = 1], alors (L/ =,V,A,~,V,1) est une algebre
de Lukasiewicz trivalente, et la transformation h de L dans L/ = definie par h(z) = |z|
est un homomorphisme de L sur L/ =, ayant par noyau D. A l'algébre A/ = que nous
venons d’obtenir nous donnerons le nom d’algebre quotient de L par le A-filtre D. Nous
notérons aussi cette algébre par L/D.

Il est bien connue que toutes les images homomorphes d’une algébre donnée L peuvent
étre obtenues par la construction que nous venons d’indiquer.

Lemme 1.6 Si M est un A-filtre mazimal de L alors ’algebre quotient A/M est iso-
morphe soit a l'algébre B ou a lalgébre T.

Si X est un sous-ensemble d’une algebre de Lukasiewicz L, nous notérons par F(X) le
filtre engendrée par X dans le réticulé distributif L.

Lemme 1.7 Si R est un réticulé distributif avec premier (0) et dernier élément (1) et
X C R alors le filtre engendré par X dans R est l’ensemble:

F(X) = {y € R: il existent des éléments 71, To, -+, Tn € X tels que /\ e <y}
k=1

Lemme 1.8 Si X est un sous-ensemble de R qut vérifie: St x,y € X alors T ANy € X,
alors F(X) = {y € R: ilexister € X tel que = < y}. Un tel sous-ensemble s’appelle
une base multiplicative de filtre. Si 0 ¢ X alors F(X) est un filtre propre , c’est-d-dire
F(X) # R.

Observation 1.1 Si L est une algébre de Lukasiewicz, X C B(L), nous noterons par
Fg(X) le filtre de B(L) engendrée par Uensemble X. Il est facile a voir que Fg(X) =
F(X)nB(L).

Lemme 1.9 Si L et L' sont des algébres de Lukasiewicz et h un L-homomorphisme de
L dans L', alors - h(B(L)) C B(L'), et la restriction h’ de h a l’ensemble B(L) est un
homomorphisme Booléen de B(L) dans B(L ’).

Il est bien connue que:

Lemme 1.10 Si h est un homomorphisme booléen de l’algebre de Boole A sur I’algébre
de Boole A’ et X un sous-ensemble de générateurs de A, c’est-a-dire SB(X) = A, alors

A’ = SB(h(X)).



Nous allons étudier les relations entre les filtres premiers de L et les A-filtres maximales
de L.
SngL,soitVX:{Vm:mEX},etAX:{Am:xEX}.

Lemme 1.11 If X est un sous-ensemble de B(L) qui vérifiee: “(1) Si z,y € X alors
T Ay € X7, alors F(X) est an A-filtre.

Dém. Soit y € F(X), alors d’aprés hypothese (1) et le lemme 1.8, il existe z € X
tel que z <y, donc z = Az < Ay, donc d’apres le lemme 1.8, Ay € F(X). a

Corollaire 1.1 Si P € P(L) alors F(AP), F(VP) sont des A-filtres de L.

Dém. Soient v,y € AP, donc z = Ap, y = Ag,oup,q € P,donczt Ay = A(pA q) €
AP, car pAq € P, alors par le lemme 1.11 F(AP) est un A-filtre de L. Analoguement
on montre que F'(VP) est un A-filtre de L. ]

Lemme 1.12 La transformation o : D(L) — F(B(L)), definie par o(D) = DN B(L),
est un isomorphisme d’ordre de ’ensemble ordonée (D(L),C) dans Uensemble ordonée

(F(B(1)),S), et a™(Q) = F(Q), Q € F(B(L)).

Dém. SiD e D(L), il est facile a voir que (D) € F(B(L)). Soient Dy, Dy € D(L)
tels que Dy C Dy, alors il est claire que a(D;) C a(Ds,).

Si D € D(L), alors a(D) = DNB(L) C D et par conséquant F(DNB(L)) C F(D) = D.
Sid e Dalors Ade DNB(L) C F(DNB(L)) et comme Ad < donad ¢ F(DNB(L)).
Nous avons ainsi demontré que : (1) F(D N B(L)) = D.

Soit @ € F(B(L)), alors comme Q verifie les conditions du lemme 1.11 on & F(Q) €
D(L), donc ao(F(Q)) = F(Q) N B(L). Comme Q C B(L) et F(Q) C B(L), alors
Q=QNB(L) C F(QNB(L). Siye FQ)N B(L), alors y € F(Q), donc il existe
T € Q tel que x < y. Comme y € B(L) alors (1) Vz < Vy = y. Dere @, r < Vx
et Vo € B(L) on déduit que (2) Vo € Q. De (1) et (2) on a y € Q. Nous avons ainsi
demontré que a(F(Q)) = Q. Cela montre que « est une fonction surjective.

Soient Dy, D, € D(L) tels que a(D1) C a(D,), cest-a-dire D; N B(L) € DN B(L),
donc Dy = F(D, N B(L)) C F(DyN B(L)) = D». Cela montre que « est une fonction
biyective et que o™ 1(Q) = F(Q), Q € F(B(L)). O

Lemme 1.13 Si P e P(L) etb€ B(L)N P alors b € F(VP).

Dém. Commebe B(L)NP alorsb=Vbe VP C F(VP). O
Il est facile a voir que:

Lemme 1.14 (a) Sib¢ P P(L) etbe B(L) alors ~b e P,
(b) St F' est un filtre propre de L et b€ F N B(L) alors ~ b ¢ F.

Lemme 1.15 Si P € P(L) alors F(VP) € M(L) et F(VP) C P.



Dém.

1) F(VP)CP.
Montrons que (i) :VP C P. Soit t € VP, alors t = Vp, ou p € P. Comme
p < Vp =t et P est un filtre alors t € P. Comme (ii) P est un filtre, alors de (i)
et (ii) on déduit 1).

2) Par le corollaire 1.1, F(VP) est un A-filtre. Montrons qu’il est un A-filtre maxi-
mal.
Supposons qu’il existe M € M(L) tel que: (1) F(VP) C M. Montrons que (2)
M ¢ P. D’apres (1) il existe un élément m € L tel que (3) m € M — F(VP),
alors comme M es un A-filtre d’aprées (3) on déduit que (4) Am € M. Comme
Am < m, en tenant compte de (3) on a (5) Am ¢ F(VP).
Si (6) M C P, alors d’apres (4), Am € P et alors Am = VAm € VP, donc
Am € F(VP), ce qui est en contradiction avec (5).
D’aprés (2) il existe z € L, tel que (7) z € M — P, alors (8) Az € M, (9) Az ¢ P.
D’aprés (8) en tenant compte du lemme 1.14 ,b) on a (10) ~ Az ¢ M. D’aprés
(9) et le lemme 1.14, (a) ~ Az € P, donc ~ Az =V ~ Az € VP, et alors
~ Az € F(VP) C M, ce qui est en contradiction avec (10).

]

Lemme 1.16 Chagque filtre premier P d’une algébre de Lukasiewicz L contient un et
seulement un A-filtre mazimal.

Dém. Par le lemme 1.15 nous savons qu'il existe un A-filtre maximal contenue dans
P, a savoir F(VP). Soient M, M’ € M(L) tels que M C P, M' C P et M # M'. Alors
il existe z € M — M’ orilexister € M'—M. Six € M —M' alors Ar € M et Az ¢ M'.
Comme M’ est un A-filtre maximal alors L = D(M', Ar) = {ye L:~Axvye M},
donc ~ Az € L = D(M', Ax), et c'est-a- dire ~ Az = ~ AzV ~ Ax € M', et comme
M' C Pona~ Az € P. Comme Ar € M C P,alorsonaAr € P et d’apres le lemme

1.14 (b), ~ Az ¢ P. Contradiction. Sir € M’ — M. on arrive aussi a une contradiction.
0

Lemme 1.17 Si P € P(L) alors F(VP) C ¢(P).

Dém. Supposons que (1) F(VP) € ¢(P) = C ~ P, alors il existe (2) m € F(VP),
(3) m ¢ (P).

De (2) on déduit (4) Am € F(VP) et comme Am < mde (3) et (4) ona (5) Am ¢ ¢(P).
Comme L est une algebre de Kleene nous savons que tout filtre premier P de L, est
comparable avec ¢(P).

Si P C ¢(P), alors comme F(VP) C P, nous avons F(VP) C ¢(P), ce qui est en
contradiction avec (1). Alors (6) @(P) C P.

Comme Am V ~ Am = 1 € @(P) et ¢(P) est un filtre premier, alors en tenant
compte de (5), on a ~ Am € ¢(P), donc par (6) on a ~ Am € P, d’ou par (4)
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O0=AmA~AmeP.

Démonstration de L. Monteiro. Soit m € VP, alors m = Vp, ot p € P. Comme
~ PV Vp=1E¢€ p(P) et o(P) est un filtre premier alors ~ p € ¢(P) ou Vp € p(P). Si
~pEp(P)=C ~ P donc~p¢n~ P. Cette contradictiom montre que m = Vp €
©(P). Nous avons ainsi demontré que VP C ¢(P), donc F(VP) C o(P). O

Lemme 1.18 Si Pe P(L) , P C o(P), et Va € P, alors a € o(P).

Dém. De (1) P C o(P), et (2) Va € P. Supposons que (3)a ¢ (P), donc a € ~ P,
c’est-a-dire, (4) ~ a € P.

De (2) et (4),ona: aA ~a=VaA ~a€c P, doncac P, et alors par (1), a € ¢(P),
contradiction. a

Lemme 1.19 Si L est une algébre de Lukasiewicz et P P(L) alors P € M(L) ou
©(P) € M(L).

Dém. Nous savons que (i) p(P) C P or (ii) P C ¢(P). Supposons que (i) w(P) C P.
Par le lemme 1.17, (1) F(VP) C (P). Supposons que F(VP) C p(P), alors il existe
(2) a € p(P) tel que (3) a ¢ F(VP). Sim Aa =V ~a c P alors par le lemme 1.13, (4)
V ~a¢€ F(VP). De (1) et (4) on déduit que V ~ q € ©(P), et comme (P) C o(p(P)),
alors par le lemme 1.18 on a ~ a € (P) C P, cet qui est en contradiction avec (2).
Comme AaV ~ Aa =1¢€ P e P(L) et ~ Aq ¢ P, on déduit que Aa € P, et alors
Aa = VAa € F(VP), donc comme Aa < a, nous avons a € F(VP), ce qui est en
contradiction avec (3). Alors F(VP) = ¢(P). Nous avons ainsi vue que si p(P) C P
alors F(VP) = o(P) est 'unique A-filtre maximal contenue dans P. Analoguement si
P C ¢(P) = Q, alors P = ¢(P) C ©(P) = Q, donc p(P) = Q, est 'unique A-filtre
maximal contenue dans ¢(P). )

Corollaire 1.2 M(L) C P(L).

Dém.  Soit M un A-filtre maximal, alors il existe U ¢ U(L) tel que (1) M C U.
Comme U(L) C P(L), alors U est un filtre premier et comme ¢(U) est comparable
avec U, nous avons necessairement (2) ©(U) € U. Donc par le lemme 1.19 o(U) est
un A-filtre maximal, et comme par le lemme 1.16 il existe un unique A-filtre maximal
contenue dans U, on a M = p(U) € P(L). 0
Il est bien connue que:

Lemme 1.20 Si R est un réticulé distributif avec premier et dernier éléments (0 et 1
respectivement), alors les conditions suivantes sont équivalentes:

a) U est un filtre mazimal de R.

b) Etant donnée x ¢ U il existe u € U tel que T A u = 0.

Lemme 1.21 Si R est un réticulé distributif avec premier et dernier éléments (0 et 1
respectivement), alors les conditions suivantes sont équivalentes:
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a) P est un filtre premier minimal de R.

b) P=R—1, ou I est un ideal marimal de R.
et les conditions suivantes sont équivalentes

c) I est un ideal mazimal de R.

d) Etant donnée p ¢ I il existe g € [ tel quepV q = 1.
Lemme 1.22 I) p(L) C D(L); II) p(L) = M(L).
Dém.

I) Soit P € p(L). Si0 € AP, alors 0 = Ap ot p € P, donc par le lemme 1.21 il existe
q¢ Ptelquel =pVgq,donc1=A(pVq)=ApVAq=0VAg=Aq<gq,etnous
avons ainsi ¢ = 1 € P. Contradiction. Alors 0 ¢ AP alors en tenant compte du
corollaire 1.1 et du lemme 1.8, nous avons que: (*) F(AP) est un A-filtre propre
de L. Montrons que P = F(AP). Soit p € P, comme Ap < p et Ap € F(AP)
alors p € F(AP), donc P C F(AP). Supposons que P C F(AP), alorts il existe
(1) z € F(AP), tel que (2) x ¢ P. D’aprés (1) il existe p € P tel que (3) Ap < .
De (2) et (3) on déduit (4) Ap ¢ P, et comme ApV ~ Ap =1 € P, nous avons
que (5) ~ Ap € P. Comme Ap € F(AP) et P C F(AP), d’apres (5) on déduit
~ Ap € F(AP), et alors 0 = Ap A ~ Ap € F(AP), ce qui est en contradiction
avec (*).

II) a) Soit P € p(L) alors par I) P est un A-filtre. Supposons qu’il existe
M € M(L) tel que P C M, alors il existe (1) 2 € M tel que (2) = ¢ P.
Alors (3) Az € M et (4) Ax ¢ P. Comme ArV ~ Az =1 € P, d’aprés (4)
ona~ Ax € P, et alors (5) ~ Az € M. De (3) et (5): 0 =AxAAx e M.
Contradiction.

b) Soit M € M(L) alors par le corollaire 1.2, M € P(L). Si M ¢ p(L), alors
il existe (1) P € p(L) tel que (2) P C M. De (1) il résulte par II) a) que
P € M(L), c’est qui est en contradiction avec (2).

O

Corollaire 1.3 Chaque filtre premier d’une algébre de Lukasiewicz contient un unique
filtre premier minimal.

Dém. D’apres le lemme 1.16 chaque filtre premier contient un et seulement un A-filtre
maximal, et d’apreés le lemme 1.22, (II) la famille des A-filtres maximales coincide avec
la famille des filtres premiers minimales. a

Lemme 1.23 Si P € p(L) et P ¢ U(L) alors il ezxiste un et seulement un P' € P(L)
tel que P C P’, et plus précisement P' = @(P).
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Dém. Soit P € p(L) , nous savons que (1) @(P) C Pou (2) P C ¢(P). Comme
©(P) € P(L) et P est un filtre premier minimal la condition (1) ne peut pas étre vérifiée.
Soit U € U(L), tel que p(P) C U, alors o(U) C @(p(P)) = P, donc comme P est un
filtre premier minimal on doit avoir p(U) = P, donc U = o(P).

Alors ¢(P) est un ultrafiltre qui contient P. On ne peut pas avoir ¢(P) = P, car par
hypothése P ¢ U(L), alors :

P C o(P) et o(P) ultrafiltre.

Soit P’ € P(L) tel que (3) P C P'. Nous allons montrer que (4) P' CU = p(P). En
effet si P’ Z U il existe (5) p' € P’ tel que (6) p’' ¢ U. De (6) , voir lemme 1.20 , on
deduit qu’il il existe (7) u € U tel que (8) uAp’ = 0. Si u € P alors 0 = uAp € P et
alors P’ = L, contradiction. Comme P’ € P(L) alors par le lemme 1.15:

(9) F(VP') € M(L) et (10) F(VP')C P

Par le lemme 1.22, (IT), p(L) = M(L), alors (11) P € M(L). D’aprés le lemme 1.16 nous
~avons que chaque filtre premier d’une algebre de Lukasiewicz contient un et seulement
un A-filtre maximal, alors de (9), (10), (11) et (3), on a: (12) F(VP) = P.

De (5) on a (13) Vp' € VP' C F(VP') = P. Comme P C o(P)=U et P € M(L), on
a d’apres le lemme 1.16 P = F(VU) C U.

De (7) on a (14) Vu € F(VU) = P, et de (8), (13) et (14): 0 =V0 = V(uAp) =
Vu A Vp' € P, contradiction. Alors P' C U = o(P).

Supposons que P’ C U = (P), alors nous avons P C P’ C U, donc P = o(U) C
@(P') C p(P) =U. De p(P') C U, on déduit qu'il existe u € U tel que u ¢ p(P').
Nous savons que P’ et o(P’) sont comparables. Supposons que P’ C @(P’). Comme
uN ~u<walors: (i) ~u A Vu=uA ~u¢pP) Deu ¢ ¢(P’) on déduit
~u € P" et comme Vu € F(VU)=P C P',alors ~u A Vue P' C o(P’) ce qui est
en contradiction avec (i).

Si ¢(P') C P/, on arrive aussi a une contradiction.

Alors U = ¢(P) est I'unique filtre premier qui contient a P comme partie propre. O

Corollaire 1.4 Si P € p(L) et P ¢ U(L) alors l'unique filtre propre F qui contient P
comme partie propre est F = p(P).

Dém. Soit F un filtre propre tel que: (1) P C F, et supposons que F ¢ U(L), alors
il existe (2) U € U(L) tel que (3) F C U. De (1) et (3) on a: P C U, d’ot1 Pon déduit
d’apres le lemme 1.23 que U = ¢(P). Soit (4) z € U — F. Comme F = N{P': P ¢
P(L),F C P'} et x ¢ F, alors il existe P' € P(L) tel que (5) F C P' et (6) = ¢ P
De (4) et (6) on a (6) P' £ U = ¢(P). De (1) et (2): (7) P C P'. Alors il existe un
filtre premier P’, diferent de ©(P) qui contient P comme partie propre, c’est qui est
impossible par le lemme 1.23.

O
Rappellons: Si R est un réticulé distributif fini non trivial, c’est-a-dire avec plus qu’un
élément, nous répresenterons par II = II(R) ensemble ordonné des éléments premiers

de R.



Théoréeme 1.1 Si R et R’ sont des réticulés distributifs finis, non triviales, telles T1 =
II(R), II' = TI(R) sont des ensembles ordonnés isomorphes alors R et R’ sont réticulés
isomorphes.

Dém. Soit f:II — IT' un isomorphisme d’ordre et posons par définition:

0, siz=0
H(z) = '
V{f(p):pell,p<az}, siz#0

Alors on peut montrer que H : R — R’ est un isomorphisme de réticulé et que H(p) =
f(p), pour tout p € IL. O

Corollaire 1.5 Tout réticulé distributif fini R est déterminé , & isomorphisme preés,
par lensemble T1 = II(R) des ses éléments premaers.

Soit X un ensemble ordonné, un sous-ensemble Y de X s’appelle section inférieure
de X, siY = 0 ou si verifie Siy € Y et x < y alorsx € Y. Les sous-ensembles
(z] = {y € X : y < x} sont des sections inférieures de X.

Nous répresenterons par S(X) 'ensemble de toutes les sections inférieures de X.

Théoreme 1.2 Si X est un ensemble ordonné fini, il existe un réticulé distributif fini
R tel que les ensembles ordonnés X et II(R) sont isomorphes. (G. Birkhoft.)

Dém. Il est bien connue que (S(X),N,U, 8, X) est un réticulé distributif avec premier
et dernier élément. Comme X est fini alors le réticulé distributif S(X') est aussi fini.

Il est facile & montrer que II(S(X)) = {(#] : = € X}, et que si nous posons B(z) = (z],
pour tout z € X alors 3 est un isomorphisme d'ordre de X dans II(S(X)). O

Définition 1.4 Soit X un ensemble ordonné fini. Nous dirons que © € X est lié &
y € X, s’il existe une suite finie ay,ag, -+, an d’éléments de X tels que ay = z,a, = Y,
et a; est comparable avec a;y1, 1 <i <n—1. Pour indiquer que a est comparable avec
b, nous écrirons a || b , et pour indiquer que T est li€ a y nous écrirons * X Y.

Siz #y xz,y € X, on peut supposer que les éléments a;, 1 < i < n, verifient
a; #aj;, 1#£j, 1<1,7<n.

Il est bien connu que la relation =~ est une relation d’équivalence définie sur X. Soit
K(z) = {y € X : y =~ z} la célule d’équivalence qui contient I'élément z € X. Observons
que: Siy ¢ K(z), alors y est incomparable avec tous les éléments de K (x).

Soient K (z1), K (x3),...,K(z,) les célules d’equivalence. Il est bien connue que les
sous-ensembles K (z;), 1 < i < n, de X sont des ensembles ordonnés connexes, qu’'on
peut nommer aussi les composantes conneres de X, et que I’ensemble ordonné X est la
somme cardinale des ensembles ordonnés K (z;), 1 <i < n, c’est-a-dire:
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Observons encore que les ensembles K (z;) sont non seulement disjoints deuz d deus,
mais chaque élément (*) a € K (z;) est incomparable avec tout b € K (z;) sii#j.
Nous pouvons supposer que les éléments z;, 1 <1 < n sont des éléments maximales
de I'ensemble ordonné X. En effet chaque K (z:) est un ensemble ordonné fini, alors
il exist m € K(z;), m élément maximal de K (z;). Voyons que m est aussi un élément
maximal de X. En effet si £ € X vérifie m < z, comme m € K(x;), alors d’aprés (*)
™m est Incomparable avec tout élément y € K(z;), j #4i,doncz € K (z;) et comme
m est un élément maximal de K(z,) on a z; = m. Cela montre que m est un élément
maximal de X. Alors on peut écrire:

X =

)

K(-’Ifi),

1

n

ou les z;, 1 <i < n sont des éléments maximales de I’ensemble ordonné X .

Lemme 1.24 Si R est un réticulé distributif fini, non trivial, dont ’ensemble ordonné
II = TI(R) des éléments premiers est isomorphe & Uensemble ordonné X — X1+ X,
et s1 R;; 1@ = 1,2 est un réticulé distributif dont Uensemble des éléments premiers est
1somorphe a X;; 1 = 1,2 alors R est isomorphe a R; x R,.

Si R est un réticulé distributif fini, alors nous savons que P € P(R) si et seulement si
P=F({p)={zcR:p<az} onpcll=II(R).

Soit A est une algebre de De Morgan, dans ce cas la transformation ¢ de Birula-Rasiowa
de P(A) dans P(A), induit une transformation v de IT = II(A) dans I de la maniere
suivante: ¥(p) = ¢, si et seulement si p(F(p)) = F(q).

La transformation v a les propriétés suivantes:

1) »(¥(p)) = p, quelque soit p € 1.
2) p < g si et seulement si Y(q) < ¥(p), ou p,q € IL.

Cela signifie que 1) est anti-isomorphisme de 'ensemble ordonné II sur II de période 2.
Nous dirons que le couple (I1(A4), ) est le systeme déterminant de I'algebre A.

Définition 1.5 On appelera espace de Birula-Rasiowa a tout couple (X, a) formé par
un ensemble ordonné X et une transformation o de X dans X telle que:

1) a(a(z)) = r, quelque soit v € X.
2) v <y siet seulement si aly) < a(z), ovz,y € X.

Il est claire que a est une application biunivoque de X sur X, et que le systeme
déterminant d’une algebre de De Morgan est un espace de Birula-Rasiowa.

Définition 1.6 Deur espaces de Birula-Rasiowa (X,a), (X', seront dits isomor-
phes s’il existe un isomorphisme d’ordre f de X sur X' tel que f(a(z)) = o' (f(z)) pour
tout r € X.
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Théoréme 1.3 Si (A,~) est une algébre de De Morgan finie, non triviale, et si
(Il = TI(A), %) est sont systéme déterminant alors:

~z=\/{peIl: ¢(p) £ z}.
[20], [11], [14].
Si nous posons II, = {p € II : p < z} alors L. Monteiro & montré que :

Lemme 1.25 Si (A,~) est une algébre de De Morgan finie, non triviale, et st
(Il = T1(A), ) est sont systéme déterminant alors:

Nx:V{PEH:ped)(n”nm)}:\/{pipen—w(nx)}=\/{1[J(q):qGH—Hx}.

Dém. Comme 9 est un bijection alors ¢(II — I1;) = Y(CIL,) = () NY(CIL;) =
0 n CypL) = I — (IL,). Alorss ~ = = Vip € I+ p € vl ~ I} =

V{p ‘pe 11— d’(nx)}
Comme les conditions (1) p € (I —IL;), (2) p = ¥(q), ¢q € II —1Il, alors ~ = =

V{ipeIl:pep(l—1L)} = V{(g) : g€ T -1}

Nous savons que:

F(~z) = ({P: P€P(A),~z€P}=Fp):pell(A),~z€F(p)}=

M{FG) :p e T(A), =¢oFE)}={F((¥):qell(4), ¢ o(F(q)} =

M{F((w(q) : g €TH(A), g €T~}
et alors ~ z = V{(q) : g € T —IL;}. a

Théoréeme 1.4 Si (A,~) et (A',~') sont des algebres de De Morgan finies,non triv-
iales, telles que leurs systémes déterminants (IT = TI(A), ¥), (Il = TI(A"),¢") soient
des espaces de Birula-Rasiowa isomorphes, alors les algébres de De Morgan (A,~) et
(A',~") sont isomorphes.

Dém. Soit f:II — II' un isomorphisme, c’est-a-dire f est un isomorphisme d’ordre et
F(y(p)) = ' (f(p)), pour tout p € II. Nous savons dej4 que la transformation H : A —
‘A’ définie comme dans le théoréme 1.1 est un isomorphisme de réticulé. Montrons que:
(*) H(~ z) =~ H(z) pour tout = € A. Siz=0alors H~0)=H(1)=1=~0=
~ H(0). Supposons maintenant que # 0, alors:

H(~z)=HN\{¥(g:qe N1 -1} =

V{H@W(q) : g€ T -1} = V{f(w(g): ¢l —1IL},
et
~ H(z) =\ {¥'(g): g €l — g}
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Soient U = {f(4(q)) : g € M- 1L}, et V = {¥'(q):¢d el - Iz} Montrons que
U =V, d’ot1 'on déduit (*).

Soit u € U alors u = f(3(gq)), ou (1) ¢ € I -~ 11, alors u = V' (flq)) = ¥ (¢') ol
¢ = f(g) € II'. Nous savons que

(2) Hz)=H(\/{s:s eI} = \/{H(s) : s € I} = V{f(s): s e}

Siq €1Ily), alors ¢ € ' et ¢ < H(z), alors par (2) il existe s € 11, (3) s < =z, tel
que f(g) = ¢ < f(s0), et alors :

F(¥(s0)) = ¥ (f(s0)) < ¥'(£(q)) = F(¥(q)),

et comme f est un isomorphisme d’ordre (sq) < 4(q), donce (4) q < sp.

De (3) et (4) on a ¢ < z et comme q € II, g € I1, contradiction. Alors q € II' — Iy,
et alors u = 9'(¢') € V. Reciproquement si v € V,alors v = ¥'(¢) ot ¢ € IT' — ().
Comme f est une function surjective alors ¢ = f(qg), ot g € TI, alors v = ' (f(q)) =
f(¥(q)). Si q € I, alors q < z, donc ¢/ = f(q) = H(q) < H(z) c’est-a-dire ¢’ € (),
contradiction. O

Corollaire 1.6 Toute algébre de De Morgan finie, non triviale, (A, ~) est déterminée,
a un isomorphisme preés, par son systéme déterminat (IT =TI(A), ).

Ce dernier résultat a été énoncé en 1960, [10] et sa démonstration a été présentée
dans notre cours de 1962, [11] (voir aussi [14]) & 'Universidad Nacional del Sur. La
démonstration que nous avons presentée était d’ailleurs tres compliquée.

Théoréme 1.5 Si (X, ) est un espace de Birula-Rasiowa fini, il existe une algébre de
De Morgan (A, ~) finie, telle que son systeme déterminat (I = 11(A),+)) est un espace
de Birula-Rasiowa isomorphe d (X, a).

Dém. Nous savons que S(X) est un réticulé distributif tel que II(S(X)) est un ensem-
ble ordonné isomorphe a X. La transformation o : X — X induit une transformation
Y II(S(X)) — II(S(X)) de la maniére suivante: Y((x]) = (a(x)], pour tout = € X.
Pour chaque section inférieure Y de X posons (voir lemme 1.25):

~Y =U{w((]) : (¢] € TI(S(X)) - Iy }.

Alors il est facile a voir que ~ Y = X — a(Y). Nous allons montrer que ~ Y est une
section inférieure de X. En effet si ~ Y = X — a(Y) = 0, alor ~ Y est une section
inférieure. Si ~Y = X — oY) # 0, soit (1) p € X — a(Y), et z € X tel que = < p.
Donc (2) a(p) < a(z). Siz ¢ X — a(Y), alors = € a(Y) c’est-a- dire z = a(y’), o
y €Y, donc (3) a(z) =y €Y. Comme Y € S(X) alors d’apres (1) et (2) on déduit
que a(p) € Y et alors p = a(a(p)) € a(Y), c’est qui est en contradiction avec (1). On
a encore que:

) ~X=X-aX)=X-X=0.
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2) ~(~Y)=X-a(~Y)=X-a(X —a(Y)). Alors comme o est une bijection de
période 2, ona: ~ (~Y)=X - (afX)-Y =X -(X-Y)=XNY =Y.

3) Comme « est biunivoque alors ~ (YN Z) = X—a((YnZ)=X-(aY)Na(Z)) =
(X —a(Y)U(X —afZ)) =~ YU~ Z.

Alors (S(X),~) est une algébre de De Morgan. Voyons que les espaces de Birula-
Rasiowa (X, a) et (TI(S(X)), ) sont isomorphes. Nous savons deja que la transforma-
tion 8 : X — II(S(X)), défine par B(z) = (x], = € X est un isomorphisme d’ordre.
D’apres la définition de %, on a: B(a(z)) = (a(z)] = ¥((z]) = ¥(8(z)), ce qui termine
la démonstration. a

Soit A une algebre de De Morgan finie, non triviale, II = II(A) 'ensemble de ses éléments
n

premiers et II = 3 X;, ol X; 1 <7 < n, ot X, sont les composantes connexes de II.
=1

En général si p € X, on ne peut pas affirmer que ¥(p) € X, mais dans les algebres de

Kleene finies nous avons:

’I/)(Xl) = Xia 1 S i S n,
car ¥(p) || p pour tout p € II.
Soit A une algebre de De Morgan finie, non triviale, (II = [I(A4),) son systeme
déterminant et II = i K(p)). Il est claire que si p,q € II, p =~ q, alors Y(p) = ¥(q),
=1

donc:

I) si¢(p) € K(p) on a¥(K(p)) = K(p)-

1) siq=¢(p) ¢ K(p) on a P(K(p)) = K(q), et ¥(K(p) + K(q)) = K(p) + K(q)-

Nous dirons que (K (p),%) et (K(p) + K(q),%) sont des composantes -connexes de
(I1,v), et que les espaces de Birula-Rasiowa

(K(p),¥), (K(p)+ K(q),¥)

sont indécomposables.
Dans le cas olt A est une algebre de Kleene toute composante connexe de I1(A) est une
composante i-connexe de II{(A).

Lemme 1.26 Si A est une algébre de De Morgan, non triviale, dont leur systéme
déterminant (II = TI(R),v¥) est isomorphe a l'espace de Birula- Rasiowa (X,a) ou
X = X1+ X, a(X)) = Xy, a(Xs) = Xo et si A;; 1= 1,2 est une algebre de De Mor-
gan dont le systéme déterminant (II(A);,v;) est isomorphe a (Xi,a); 1 = 1,2, alors
A est isomorphe & A; x A,.

Définition 1.7 On appelera espace de Kleene a toute espace de Birula-Rasiowa (X, a)
ot chaque x € X est comparable avec a(x). '
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Lemme 1.27 Pour qu’une algébre de De Morgan finie A soit une algébre de Kleene il
faut et il suffit que son systéme déterminant (IT =TI(A), ) soit un espace de Kleene.

Dém. 1l est claire que la condition est nécessaire. Voyons que est suffisante. Si
y AN ~y =0, alors la condition de Kleene est verifiée. Supposons que y A ~ y # 0.
Por voir que la condition de Kleene est verifiée il est suffisant de montrer que:

{pell:p <yrh~y}C{gell:q <2V~ 2z}

Soit p € Il tel que (1) : p < y A ~ y. Par hyphotese (2) ¥(p) < p, or (3) p < Y(p).
Si (2) est verifiée alors d’apres (1) on a : Y(p) <y A ~ y, alors en particulier P(p) <
~y =V{¥(g) : ¢ € I - 11}, d’ol I'on déduit, car Y(p) € I, que ¥(p) < (qo), o
q € I —1II,. Alors g0 < p et d’aprés (1) ona gg < y A ~ y <y, donc gy € II,,
contradiction. Alors la condition (3) doit étre verifiée. Si Y(p) £ z alors 9(p) € 1 —11,,
donc (4) : ¥(p) <~z < 2V ~ 2z De (3) et (4)onap<zV~z Siyp)<z, alors
pLz< 2V~ a

Théoréme 1.6 Si (A,~) et (A',~') sont des algébres de Kleene finies, non triviales,
telles que leurs systémes déterminants (I = II(A), ), (I = T(A"),¢) soient des
espaces de Kleene isomorphes, alors les algébres de Kleene (A,~) et (A',~) sont iso-

morphes.

Corollaire 1.7 Toute algébre de Kleene finie, non triviale, (A, ~) est déterminée, d un
isomorphisme prés, par son systéme déterminat (I = II(A), ¥).

Théoréme 1.7 Si (X, ) est un espace de Kleene fini, il existe une algébre de Kleene
(A, ~) finie, telle que son systéme déterminat (Il = TI(A),v) est un espace de Kleene
isomorphe a (X, ).

Observation 1.2 1) Si X = {2}, alors afz) =z, et A = {0,1}, 02 0<1,~0=1
et ~1=0.

2) SiX ={z,y}, ouz <y, alr)=y et a(y) =z, alors A= {0,¢,1}, 00 0 < c < 1,
~0=1,~1=0,et~c=c.

Soit L une algébre de Lukasiewicz finie, alors (P(L),C) est un ensemble ordonné fini,
donc:

P(L) = Y- K(P),

oules P;, 1 <4 < nsont des éléments maximales de ’ensemble ordonné (P(L),C). Nous
allons montrer que K(P) = {P,(P)}, quelque soit P ¢ P(L), P élément maximal
de P(L), c’est-a-dire P € U(L). Comme U || ©(U), quelque soit U € U(L), alors
KU) ={U,¢U),...}.

Il est claire que V = {U € U(L) : U € p(L)}, W= {U € U(L) : U ¢ p(L)}, est une
bipartition de I’ensemble U(L).
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SiU eV, (1) UeUL) et (2) U € p(L). Comme L est une algébre de Kleene alors
(3) U C p(U) or (4) ¢(U) CU. De (1) et (4) or de (2) et (4) on a: U = e(U). Soit
P e K(U), ou U € V, alors il existe une suite P, P;,..., P, d’éléments de P(L) tels
que: P, =U, P,=P,etPh | Py1, Pi# Py 1<i<n— 1. Par hypothese U || P,
alors si U C P,, comme U est un ultrafiltre on a: P, =U. Si P, CU, comme U est
un filtre premier minimal on a: P, = U. Alors P = U, quelque soit P € K(U), donc
K(U) = {U}.

SiU eW, (1) U € U(L) et (2) U ¢ p(L), alors il existe (3) M € p(L) tel que (4)
M C U, alors M € K(U). D’aprés (4) nous avons que M ¢ U(L). Par le corollaire
1.4 nous savons que (6) @(M) est Punique filtre propre qui contient a M comme partie
propre. De(5) et (6) on déduit que U = @(M), c'est-a-dire M = @(U). Voyons que dans
ce cas:

Lemme 1.28 ) SiQ || U et Q # U alors Q =M.
i) SiQ|| M et M #Q alors Q =U.
ii) Si U € W alors K(U) = {U, p(U)}.
Dém.
i) Comme Q || U, Q #U et U est un ultrafiltre de L alors Q C U.
SiQ ¢ p(L), alors il existe Py € p(L) tel que Py C @ C U, c’est qui est impossible

par le corollaire 1.3. Alors nous avons @ € p(L),donc: Q, M CU, Q, M€ p(L),
Q, M ¢ U(L) et alors par le corollaire 1.4, @ = M = p(M).

ii) D’apreés @ || M, nous avons Q C MorMC Q, et comme Q # M, nous avons
plus précisement Q@ C M or M C Q. Mais M est un filtre premier minimal alors
on doit avoir M C Q. De (4) on déduit que M ¢ U(L) et comme M € p(L) on
déduit par le corollaire 1.4 que @ = U. ~

iii) Soit U € W et P € K(U), alors il existe une suite Py, Py, ..., P, d’éléments de

P(L) tels que: P, =U, P, =P, et P || Py, PP# Py 1<i<n—-1 Comme

P, || U, P, # U, alors d’apres (i) P, = M. Comme M = P, || P3 et P, # P3, alors
d’apres (i) on a Py = U. Alors K(U) = {U,(U)}

O

Alors si L est une algebre de Lukasiewicz finie les composantes connexes de P(L) sont
de la forme (A) {F(p)} = {©(F(p))} ou de la forme (B) {F(p),p(F(p))},oupellp
élément minimal de I1. Alors Pensemble ordonné II est la somme cardinale d’ensembles
ordonnés II;, 1 < i < n ou chaque II; est une chaine avec une ou deux éléments.
Observons encore que dans le cas (A), comme F(p) = ¢(F(p)) alors ¥(p) = p, et dans
le cas (B) F(q) = ¢(F(p)) C F(p) alors p < g et ¥(q) =p-

Observons que si L est une algébre de Lukasiewicz on a:

Vr = A\{b€ B(L):z <b}; Az =\/{be B(L):b<z}, z€L
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Théoréme 1.8 Si A, A’ sont des algébres de Lukasiewicz finies, non triviales, telles
que leurs systémes déterminants (I = I1(A), %), (I = TI(A'), ') soient des espaces de
Kleene isomorphes, alors les algébres de Lukasiewicz A et A’ sont 1somorphes.

Dém. Nous savons que la fonction H : A — A’ définie comme dans le théoréme 1.1 est
un isomorphisme de I’algébre de Kleene A dans I’algébre de Kleene A’ ( voir théorémes
1.4, 1.6).

Voyons que H vérifie (*) H(Vz) = VH(z), pour tout z € A. Il est claire que si
z =0, (*) est vérifiée. Supposons que z # 0. H(Vz) = HA{b:be B(K),  <b} =
MH(®) : b€ B(K), z <b} et VH(z) = A{b' : b € B(L'), H(z) < b'}. Montrons que
{H(b):b€ B(K), z <b} = {t :b' € B(L'), H(z) < ¥}, déu Pon déduit (*).

Soit y € {H(b) : b € B(K), « < b}, donc y = H(b), ol b € B(K), z <b. Comme H est
un isomorphisme de réticulé et b € B(L), alors y = H(b) € B(L') et H(z) < H(b) = y.
Reciproquement si b € B(L') et H(z) < ¥, comme H est surjective b = H(b), ol
b € B(L), nous avons ainsi que H(z) < H(b), d’ott I'on déduit que z < b. 0

Corollaire 1.8 Toute algébre de Eukasiewicz finie, non triviale, est déterminée , & un
1somorphisme preés, par son systéme déterminant.

Rappellons la définition et le résultat suivant (voir [3], [4]) : Si K est une algeébre
de Kleene, nous dirons que I’ensemble B(K) des éléments booléens de K , qui est une
algébre de Boole, est:

o relativement compléte supérieurement si vérifiee: Si x € K alors il existe
AN{b€ B(K) 2 <b} dans B(K) et Vo = A{be B(K) : x < b}.

® séparateure si vérifie: Siz,y € K et y £ z, alors il existe b € B(K) tel que z <b
and y £ b, or il existe ¥’ € B(K) tel que b’ <y and ¥/ < 7.

Théoréme 1.9 Si K est une algébre de Kleene telle que la famille B(K) de ses éléments
booléens est relativement compléte supérieurement et séparateure, alors il exviste une
unique estructure d’algébre de Lukasiewicz sur K, [3].

Observons que les opérations de possibilité et de nécéssité sont définies par:
Vz = \{be B(K):z <b}; Az =\/{be B(K):b<z}, z€K

Lemme 1.29 Si K est une algébre de Kleene finie, non triviale, dont leur systéme
déterminant (I = II(K),y) est isomorphe & Uespace de Kleene (X,a) o0 X = X, + X,
(alors a(Xi) = X;, i =1,2) et si K; i = 1,2 est une algebre de Kleene dont le systéme
déterminant (II(K;),1:) est isomorphe a (X;,a), i = 1,2 alors K est 1somorphe a
K] X KQ.

Lemme 1.30 Si K1, K, sont des algébres de Kleene finies et B(K,), B(K3) sont rela-
tivement complétes supérieurement et séparateures, alors K, x K, est une algébre de
Kleene et B(K; x K3) est relativement compléte supérieurement et séparateure.
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t
Théoreme 1.10 Si (X,a) est un espace de Kleene fini tel que, X = 3 Y, et
=1
{{yi}, a(y) =y, si 1<i<s,
Y. =

{z:,w}, 2z < wi, a(z) = wi, a(w;) =z, si s+ 1<i<t.

il eziste une algébre de Lukasiewicz A finte, telle que son systéme déterminant
(Il = TI(A),9) est un espace de Kleene isomorphe & (X, a)

Dém. Soit A4;, 1 < t, algébre de Kleene telle que TI(A;) est isomorphe a Y;, alors
(voir observation 1.2):
{0,,1;}, ~0,=1;, si 1<i<s,
A =
{0,,t:, i}, ~0;i=1; ~t =t si s+1<i<t

{(1,}, si 1<i<s,
H(A') = {

{ti,li}, si S+1SZSf

Donc

t
Nous avons ainsi que A = [] 4; est une algebre de Kleene.
=1

1

Ai, si ISISS,

Comme B(A;) =
{01',11‘}, si s+1 _<_2Sf,

sont des ensembles relativement complétes supérieurement et séparateurs alors d’apres le
lemme 1.30, B(A) est un ensemble relativement compléte supérieurement et séparateur,
donc d’apres le théoreme 1.9 il existe une unique estructure d’algebre de Lukasiewicz
sur A.

Montrons que (II = II(A),9) et (X, ) sont espaces de Kleene isomorphes. En effet il
est bien connue que:

I(A) = {(al,...,as,asﬂ,...,at) cota; € (A)eta; =0, j#1, 1<7< t}.

Soient h;, 1 < i < t isomorphismes de Y; sur II(A;). I est facile a voir que la transfor-
mation 9 : II{(A) — TI(A) est définie de la maniére suivante:

Sip=(ay,. . Q5841 0) € TI(A) alors a; € TI(A;) et a; =0, J £1, < j <t Alors
0(p) = (s rdgrdapr, - di), ot d, = 0si 1 < j <t j# i, et di = hie(x)), ou
z €Y, et hi(z) =a;

Siz e X, alors z € Y;,oul <1 < t, posons par définition H(z) = a € TI(A), ou
aj=0sij#ieta; = hi(z). 11 est facile a voir que H est un isomorphisme d’ordre de
X sur II(A). En outre H(a(z)) = ¢(H(z)). En effet si z € Y; alors a(z) € Y}, donc
H(a(z)) =a €TI(A),olia; =0sij#ieta; = hi(a(z)), et comme la composante i de
H(z) est hy(z), alors la composante i de W(H(z) est hi(a(y)) ol y € Y; et hi(y) = hi(z),
donc y = z et alors hi(a(y)) = hi(a(z)), et les autres composantes sont égales a 0, alors

H(a(z)) = ¥(H(z))- a

18



2 Représentation d’une algébre de Lukasiewicz tri-
valente par une algébre de Lukasiewicz trivalente
d’ensembles

Définition 2.1 Un systéme (M,A,V, —, 1, 3) sera dit une algébre de Boole monadique,
si le systeme (M, A,V,—,0,1) est une algebre de Boole A et 3 est une application de A
dans A tel que:

E1) 30=0, ou 0 = —1.
FE2) x =z A 32,
E3) 3(x A Jy) = 3 A Fy.

A propos de cette notion voir [5], [6]. Nous dirons aussi que (M, 3) ou que M est une
algebre de Boole monadique.

Nous dirons avec P. Halmos que 3 est un quantificateur existentiel définie sur M. Le
quantificateur universel V, est définie par légalité Vo = -3 — .

Soit L une algeébre de Lukasiewicz trivalente, E' = P(L) et et pour chaque z € L posons
S(r) = {P € E: z € P}. Alors la transformation S, que nous appellons la transfor-
mation de Stone, est une fonction de L dans 'ensemble de toutes les sous-ensembles
de E c’est-a-dire dans 'ensemble 2. Avec CX nous répresenterons le complement de
P'ensemble X par rapport a I'ensemble E. 11 est bien connue que : (28,N,U,C, E) est
une algebre de Boole et d’apres les résultats de G. Birkhoff que:

a) S(0) =0,
b) S(1) = E,
c) S(zAy) =S(x) N S(y),
d) S(zvy) =S(x) U S(y),
et que le réticulé distributif L est isomorphe a L' = S(L).

Pour chaque X C FE, posons ~ X = Co(X), ol ¢ est la transformation de Birula-
Rasiowa. Comme ¢ est une bijection de E, alors:

Lemme 2.1 1) p(CX) = Cyp(X), pour tout X C E.
2) (X NY)=p(X)Ne(Y), quelques soient X,Y C E.
3) p(XUY) = p(X)U(Y), quelques soient X,Y C E.

Lemme 2.2 1) ~~ X = X, pour tout X C E.
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9) ~ (XNY) =~ XU ~Y, quelques soient X,Y C E.
3) S(~ z) = ~ S(z), quelque soit z € L.
4) ~E=0.1[2
Dém.
1) ~~ X = Co(~ X) = Cop(Co(X)) = CCo(p(X)) = X.
9) ~ (X NY)=Cp(XNY)=C[(p(X)Np(Y)] = Co(X)UCp(Y) =~ XU ~Y.

3) 1l est facile a voir que les conditions suivantes sont equivalentes: (a) P € ¢(S(z)),
(b) o(P) € S(z), () ze@P)=C ~P, (ag~P, ()~vgP
(f) P ¢ S(~ ), (g) P € CS(~ 7). Donc CS(~ 1) = ¢(S(x)), et alors
S(~ z) = Cp(S(x)) = ~ S(x).

4) ~ E =Cyp(E) = ¢(CE) = ¢(0) = 0.

O
Alors le systéme (28,0, U, ~, E) est une algebre de De Morgan et (S(L),N,uU,~, E)
est une sous-algebre de De Morgan de 2F,

Considérons Popération 3 définie sur 2% par:
i) 30 =0,
i) SipCc X CE 3X = U {Pw(P)}
PeX
Observons que : 1) Si® c X C E, 3X = U {P,o(P)} = U {PYu U {e(P)} =
PEX PEX PEX
X U p(X).

2) Si X = {P} ol P € E, alors 3{P} = {P,p(P)}. Nous noterons 3P ou lieu de 3{P}.
Observons encore que Jp(P) = 3P.

Lemme 2.3 ) X C 3X, pour tout X C F.

v) I(X N3Y) =3X N3IY, quels que soient XY C E.
Dém.

iv) 3X = X Up(X) 2 X.

v) IXNIY) = (XNIY)Up(XN3Y) = (XN3Y)Up(XN(YUp(Y)) = (XNIY)U
(0(X) N (p(Y)UY)) = (X N3IY)U (p(X)N3TY) = (X Up(X))N3Y =3X N3Y.

O donc le systeme (27,N,U,C, E, 3) est une algebre de Boole monadique.
Rappelons que le cuantificateur universel est définie, sur 2F par

20



vi) VX = C3CX, pour tout X C E.

Lemme 2.4 L[I1) ~ XU3X =E, quelque soit X C E,
L2) ~XNX =~ XN3X, quelque soit X C E.
Dém.
1) ~XU3X =Cp(X)UXUp(X)=E.
2) ~XN3IX =Cop(X)N(XUp(X))=XNCp(X)=~ XNX.

Lemme 2.5 3S5(Vz) = §(Vz), quelque soit = € L.

Dém. Siz € L, alors Vz € L donc S§(Vz) € L'. Par le lemme 2.3,iv) nous savons

que: §(Vz) C 3S(Vz). Soit P € 38(Vz) = U 3Q = U {Q,0(Q)}. Alors il
QeS(Vi) QeS(Vaz)

existe Q@ € S5(Vxr) tel que P € {Q,p(Q)}, ce qui est équivalent a dire qu’il existe (*)
Q € 5(Vz) tel que: (a) P = @, ou (b) P = ©(Q). Dans le premier cas nous avons
que P € §(Vz). Si (b) est verifiée, supposons que p(Q) = P ¢ S(Vz), c’est-a-dire
Vz g P=¢(Q)=Cn~Q alors Vo € ~ Q, donc ~ Vz € Q, et alors d’apres le lemme
1.14 b), Vo ¢ @, c’est qui est en contradiction avec (*). O

Lemme 2.6 3S(z) = §(Vz), quelque soit x € L.

Dém. Comme z < Vz, alors S(z) C S§(Vz), donc en tenant compte du lemme 2.1:
HS(z)) C 3S(Vz) = S(Vz).

Soit P € §(Vz), c’est-a-dire (i) V& € P. Nous savons que ¢(P) est comparable avec
P. Supposons que (ii) ¢(P) C P. Mais nous avons vue que ©(P) est I'unique A-filtre
maximal contenue dans P, et que PN B(L) C ¢(P). Donc de (i) on déduit Vz € o(P).
Alors ¢(P) est un filtre premier de premiere espece tel que Vz € @(P), alors par le
lemme 1.19, x € P, donc P € S(z) C 35(z), et alors P & 3S(z).

Si P C p(P) , comme P est un filtre premier de premiere espéce et Vr € P, en tenant
compte du lemme 1.19 on a = € p(P), c’est-a-dire p(P) € S(z), donc Jp(P) C IS(x).
Mais 3p(P) = {¢(P), P} C 3S(z). Alors P € 35(z). O

Lemme 2.7 3(X NY) =3X N3Y, quels que soient X,Y € I/ = S(L).

Dém. De XY € I'’;ona X =8(z), et Y = S(y), ot z,y € L. Donc IXNY) =
3(S(®) N S(y)) = AS(zAy) = S(V(zAy) = S(Ve A Vy) = S(Va) 0 S(Vy) =
3S(z) N 3S(y) = 3X N3Y. O
Comme (L' = S(L),N,U,~, E) est une algebre de De Morgan, d’apreés les lemmes 2.4
et 2.7 on déduit que (L' = S(L),N,U,~, 3, E) est une algebre de Lukasiewicz trivalente.
alors, sont valables, les suivantes regles de calcul:
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Lemme 2.8 Quels que soient X,Y € L', on a:
1) (X UY)=3XU3IY.
2) V(X UY) =VX UVY.
3) V(XNY)=vXNVY.

3 (Caractere Universel de la construction £

Soit (M, 3) une algebre de Boole monadique. Nous avons indiquée une construction L
qui permettre construire a partir de M, une algébre de Lukasiewicz trivalente L(M).
([15], [21].) Rappelons certains details de cette construction.

Définition 3.1 Six,y € M posons:
)x—-y=3 —xVy;
2) z>>y=(r—oyA(-y— 1)
3)zly=(x>>y) >o>y=VzVyV(zAV—y)
{)zNy=—(—zU —y)=3JzAyA(zVI-y).
Lemme 3.1 Siz,y € M, alors (voir [21])
1) I(zuy) =3z V .
2) Iz Ny) =3z Ay
3) V(zUy) =Vz Vv Vy.
4) V(zNy) =V AVy.

Définition 3.2 Nous dirons que l’élément T est congruent ¢ l'élément y et nous écrirons
r=ysizr>->y=1ey>>x=1, oy ce que est équivalent, s1 Iz = Jy et Vx = Vy.

Lemme 3.2 La relation “=” définie sur M est une relation d’équivalence compatible
avec les opérations, —,3,M,U. Soit L(M) = M/ = l'ensemble quotient de M par ‘=",
et représentons par |m| la classe d’équivalence qui contient l’élément m € M. Si nous
posons 1 = |1; ~ |z] = | —of; V]z| = Bzl; ||yl = [z Nyl; lellyl = = Uyl, alors le
systéme (L(M),1,N, ~,V,1) est une algébre de Lukasiewicz trivalente. (15], [21].

Nous allons demontrer le théoréme suivant:

Théoreme 3.1 Etant donnée une algébre de Lukasiewicz trivalente L, il eriste une

algébre de Boole monadique M tel que L(M) est isomorphe a L. ([16], pag 206), [18].
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Il est bien connue que:

Lemme 3.3 Si A est une algebre de Boole et R un sous-réticulé de A, tel que 0,1 € R,
alors -

SB(R)={z € A:z=\/(y:A—2z), ot y;,z € R}.

([23], pag. 74).

Soit L une algébre de Lukasiewicz trivalente, et E = P(L), nous avons vue dans le
paragraphe 2, que L est isomorphe a ’algébre de Lukasiewicz trivalente I/ = S (L) C 25,
Comme L' est un sous-réticulé de ’algébre de Boole 2F ,et 8, E € L', alors

SB(L')={X €2 : X = J(¥,iNCZ), o0 Y;, Zi € L'}.
i=1

Nous avons vue que (2%, 3) est une algebre de Boole monadique, nous allons montrer que:

(SB(L'),3) est une sous-algébre de Boole monadique de algébre de Boole monadique
(2%,3).

Lemme 3.4 57 X C E dlors:
1) 3CX =3~ X.
2) VCX =V ~ X.

Dém. 1) 3~ X =3Cy(X) = Cp(X) Up(Cp(X)) = p(CX) UCp(p(X)) =
p(CX)UCX = 3CX.
2)V~X =03~ X = (par 1) =CI ~~ X = C3IX = VCX. O

Corollaire 3.1 Si X € L' alors 3CX € L.

Dém. Si X € L', alors comme L' est une sous-algébre de De Morgan de ’algebre de
De Morgan 2%, ~ X € L'. Donc comme L' est une algebre de Lukasiewicz trivalente
3~ X €L Parlelemme 3.4 3CX = 3 ~ X, alors nous avons que 3CX € L. O

Lemme 3.5 Si X C F alorsVX = XNp(X)=~3 ~ X,

Dém. VX =C3CX =C(CXUp(CX))=XNCp(CX)) =X NpCCX)=X Np(X).
VX =CICX =C(CXUp(CX) =Co(CX Up(CX)) =~ (CXUp(CX)) =~ (ICX) =
~3J~ X, O
Corollaire 3.2 $: X C FE alors 3X =~V ~ X.

Dém. ~V ~ X =parlemme3.5=~~3 ~~ X = 3X. a

Corollaire 3.3 S: X € I alorsVX € L'.
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Dém. Si X €L alors ~ X € L', donc 3~ X € L', et par conséquant ~ 3~ X € L'.
Donc par le lemme 3.5, VX € L'. O

Corollaire 3.4 Si X € L' alorsVCX € L'.

Dém. Si X € L', alors ~ X € L', donc par corollaire 3.3, V ~ X € L', et alors par le
lemme 3.4, 2) : VCX € L'. 0

Lemme 3.6 Si X,Y € L' alors (X NCY)=(¥XN3I~Y)UBXNVY~Y)=
AXNI~YNY(XU~Y).

Dém. 3(X NCY) = par définition

(XNCY)Up(XNCY)=(XNCY)U (p(X)Np(CY)) =
(XUp(XNNCYUpCY)N (X UpCY))N (p(X)UCY) = par définition

IXN3ICY N(X UpCY)Np(X Uep(CY)) = par lemmes 3.4, 1) et 3.5

3X N3 ~YNY(XUpCY)= (par définition de la négation ~)

X N3 ~YNV(XU ~Y).

Comme X,~Y € I alors V(XU ~Y)=VXUV ~Y.

Donc I(X NCY)=3XN3I~YN(¥XUY ~Y)=(¥XN3I ~Y)U(BXNY ~Y). O

Corollaire 3.5 Si X.Y € L' alors 3(X NCY) e L.

Dém. Par hypothese: (1) X € L', et (2) Y € L'. De (1) on déduit (3) 3X € L. De
(2) on déduit (4) ~ Y € L' et par conséquant (5) 3 ~Y € L.

De (1) et (4) on a (5) XU ~ Y € L, donc par le corollaire 3.3: (6) V(XU ~Y) € L.
De (3), (5) et (6) on déduit par le lemme 3.6 que 3(X NCY) € L". O

Lemme 3.7 Si X € M = SB(L’) alors 3X € L.

Dém. Si X € SB(L), alors X = U(Y,NCZ) ou Y, Z € L', donc 3X =
=1

n

AUY,NnCZ)) = L”J 3(Y; N CZ;). Comme par le corollaire 3.5, 3(Y;NCZ;) € L', pour
i=1

i=1

tout 7, 1<i<mn, et L est un réticulé on a 3X € L. 0

Corollaire 3.6 (M = SB(L'),3) est une sous-algébre de Boole monadique de l’algebre
de Boole monadique (27,3).

Dém. En effet, si X € M = SB(L'), alors par le lemme 3.7 3X € L' C SB(L") = M.
0O

Corollaire 3.7 3(SB(L')) =V(SB(L')) C L.

Dém. Comme SB(L') est une algébre de Boole monadique, il est bien connu que
3(SB(L')) = V(SB(L)), et d’aprés le lemme 3.7 3(SB(L')) € L. o

Lemme 3.8 S: X, Y € L' alors XUY € L.
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Dém. Nous avons vue, définition 3.1, 3) que X UY =VXUY U (X NVYCY). D’apres
le corollaire 3.3, VX € L/, et d’aprés le corollaire 3.4,VCY € L'. Alors comme L’ est une
algébre de Lukasiewicz, VX UY U (X NVCY) € L. 0

Lemme 3.9 Si X,Y € L' alors V(X NCY) =V(X N ~ Y)=vXnv ~Y.

Dém. V(XN CY)=VX NWCY =VX NVY~Y =V(XN~Y) O

Considérons la relation de congruence “=” défine sur M = SB (L), par (voir définition
32): Si XY € M, X =Y sietseulement si 3X = 3V et VX = VY. Nous avons
vue que (L(M) =M/ =,Mu, ~,V, |E|) est une algébre de Lukasiewicz trivalente, ou
~ |X| = |CX]|, V|X| = |3X|. Nous allons montrer que L(M) et L sont des algebres de
Lukasiewicz trivalentes isomorphes.

Lemme 3.10 Si X,Y € L' et X =Y alors X = Y.

Dém. De X,V € L' on déduit 3X,3Y € L' et VX,VY € L', donc comme par
hypothese 3X = 3Y, et VX = VY, et comme 3 et V sont les opérateurs de possibilité et
de nécessité de I'algébre de Lukasiewicz L', on déduit par le principe de determination
de Moisil que X =Y. O

Lemme 3.11 Si XY € L' alors il existe un unique Z € L' tel que X NCY = Z.

Dém. Soit Z = (VXN ~Y)U(X NV~ Y), il est claire que Z € L'

(1) 3Z =3(VXN~Y)UI(XNV~Y)=

(VXN3I~Y)U(BXNVY~Y) = (par lemme 3.6) =

(X NCY), et

(2) VZ = (lemme 2.8,2) = V(VXN ~ Y)U V(X NV ~Y) = (lemme 2.8, 3)

VXNV~ Y)UNVXNY~Y)=VXNY~Y = (par lemme 3.9) = V(X NCY), donc
Z=XnNnCY.

De (1) et (2) on déduit que X NCY = Z et d’aprés le lemme 3.10, Z est unique. O

Lemme 3.12 Si A, B € M alors AUB=AUBUV(AUB).

Dém. D’apres le lemme 3.1:
3LAUBUV@4UBD::HAUEBUBV@MJB):HAUEBUVL4UB):EKAUEDUVL4UB):
3(A U B).

V(AU BUVY(AU B)) =VAUVBUW(AU B) =VAUVBUY(AUB) =V(AUB). O

Corollaire 3.8 Si A, B e M, X,)Y ¢ L' et A = X, B=Y,aors AUB = Z, ou
Zel.

Dém. Nous avons vue dans le lemme 3.12 que AUB = AU BU V(AU B). D’aprés
les hypothéses A= X, B=Y, nous avons AUB = X UY et alors AL B UV(AUB) =
X UY UV(AUB). Observons finalement que comme AU B € M alors par le corollaire
3.7V(AUB) € L', donc par le lemme 3.8 Z = XUYUv(AUB) e L'. Donc AUB = Z,
onZelL. O
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Lemme 3.13 Si A€ M, il existe X € L' tel que A= X.

Dém. Soit A€ M = SB(L'), alors A = U A;on A, =Y,NCZ;, et Y;, Z; € L', pour

1 < i < n. Par le lemme 3.11, A; __S,,ouS el ,pourl<i<n.

Sin =1, alors le lemme est evidement verifié. Supposons que 2 < n. Par le corollaire
3.8: (1) A1UA2——Z2,0UZQEL,

De (1) et A3 = Ss, par le corollaire 3.8, on a: A; U Ay U Az = Z3, ou Z3 € L'. En

appliquant cette rasoinnement, nous aurons d’aprés n — 1 fois: U A, =2Z, ouZ,eL,
1=1
et la démonstration est terminée. 0

Lemme 3.14 La transformation H de L dans L(M), définie par H(z) = |S(z)|, vérifie:
1) H est biunivoque.
2) H est surjective.

Dém. (1) En effet si H(x) = H(y), c’est-a-dire IS(z)| = |S(y)|, alors S(z) = S(y),
et comme S(z),S(y) € S(L) = L', alors d’apres le lemme 3.10, S(z) = S(y), d’ota 'on
déduit que = = y, car S est biunivoque.

(2) En effet etant donnée |A| € L(M), alors A € M. D’aprés le lemme 3.13, nous savons
qu'il existe X € L' = S(L) tel que X = A. Alors comme X = S(z), ou x € L, nous
avons H(z) = |S(z)| = |X]| = |A]. a

Lemme 3.15 La transformation H vérifie:
3) H(zNy) = H(z) M H(y).
4) H(zVy) = H(z) UH(y).
5) H(~ ) =~ H(z).
6) H(Vz) = 3H(z).
Dém.
3) (a) gS(w)ﬂS(y)) = (lemme 3.1,2) =

3S(x) N 3S(y) = (par 1emme27)—3(8( ) NS(y)).

(b) ¥(S(z) M S(y)) = (par lemme 3.1, 4)
vS(x) NVS(y) = (par lemme 2.8,3) = v(S(z)NS
De (a) et (b) on déduit que S(z) M S(y) = S

S(z Ayl =[S(z) NSl = IS(x) N SH)] = 15(x)

4) (c) 3(S(z) US(y)) = (par lemme 3.1 1) =
3S(x) U3S(y) = (par lemme 2.8,1) = 3(S(z)NS(y)).
(d) V(S(z) US(y)) = (par lemme 3.1 ,3)) =
VS () UVS(y) = (par lemme 2.8,2)) = Y(S(x) US(y):
De (c) et (d) on déduit que S(z) U S(y) = S(z) U
SV y)| = 15(@) USE)| = 1S() uSE)| = 1S@)|u

))-

Y
) N S(y), et alors H(z Ay) =
|N|S(y)l = H(z) N H(y)-

S(y), et alors H(z Vy) =
IS(y)| = H(z) U H(y).
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5) 3S(~ z) = (par lemme 2.2,3) =3 ~ 8(z) = (par lemme 3.4, 1) = 3C(x), et

= (par lemme 2.2,3)) =V ~ S(z) = (par lemme 3.4,2)) = VYC(x), nous
avons S(~ z) = CS(z) et alors H(~ z) = IS(~ )| = [CS(z)] = ~ IS(z)] = ~
H(z).

6) H(Vz) =|S(Vz)| = (par lemme 2.6) = |35(z)| = (par lemme 3.2) =
V|S(z)| = VH(z).

O

D’apres les lemmes 3.14 et 3.15 nous avons que : L est isomorphe a £(M), (Théoréme
3.1.)
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1 Introduction

Les algebres de Nelson (ou N-lattices) ont été définies par des égalités par D. Brignole et
A. Monteiro, [2]. Voir aussi [1]. Nous allons indiquer un ensemble d’axiomes indépen-
dants pour les algébres de Nelson et aussi pour d’autres algébres. Ces résultats on été
obtenues il y a beaucoup de temps, mais ils non été jamais publiés, voir a cet prop0s

2], [10].

Toutes les algebres que nous allons considérer sont des réticulés distributifs et il est donc
naturel d’utiliser une des definitions les plus simple de cette notion que nous conaissons:
celle qui a été obtenue par M. Scholander [12].

Définition 1.1 Le systéme (A,A,V) est un réticulé distributif si:

A2) zA(zVy) ==z

A3) A (yVz)=(zAz)V(yAx)

Nous dirons pour abréger que A est un réticulé distributif.

Définition 1.2 Si le systéme (A, 1,A,V) verifie les aziomes A2, A3 et
Al) zv1i=1

nous dirons que 1 est le dernier élément du réticulé distributif A ou que A est un réticulé
distributif ayant 1 pour dernier élément.

D’une fagon duale on définit la notion de premier élément (0) d’un réticulé distributif.

La notion de réticulé de De Morgan a été considérée en 1935 par Gr. C. Moisil [7], et
etudié tout d’abord par J. Kalman [3], [4].



Définition 1.3 Le systéme (A,~,A,V) est un réticulé de De Morgan si les ariomes
A2, A8,

A5) ~(zAy) =~V ~Yy

sont vérifiés. Nous dirons que ~ x est la négation de De Morgan de x.

On voit de suite que:
AD*) ~(zVy)=~z A~y

est une conséquence de N4 et Nb.
Les formules A5 et A5* recoivent souvent le nom de lois de De Morgan et cela justifie
la terminologie adoptée, qui a été introduite dans [8].

Cette notion a été étudié pou la premiere fois par J. Kalman [4] sous le nom de dis-
tributive i-lattices.

Définition 1.4 Le systéme (A, 1,~,A,V) sera dit une algébre de De Morgan si les
aziomes AI1-A5 sont vérifiés.

Cela signifie qu'une algebre de De Morgan peut étre définie comme un réticulé de De
Morgan ayant un dernier élément 1. On voit de suite que si 'on pose 0 = ~ 1, alors 0
est le premier élément de A, c’est-d-dire 0 Az = 0.

Un cas particulier important des réticulés de De Morgan est celui que nous indiquons
dans la definition suivante

Définition 1.5 Le réticulé de De Morgan (A,~,A,V) sera dit un réticulé de Kleene si:
A6) s A~x=(zA~2)AN(YyV~y)

Cette notion a été étudie pour la premiére fois par J. Kalman [3] sous le nom de normal
i-lattices.

Définition 1.6 Le systéme (A, 1,~,A,V) sera dit une algebre de Kleene si les axiomes
A1-A6 sont verifiés.

La notion réticulé de Kleene se présente d’une fagon naturelle dans I'etude d’un cal-
cul propositionnel considerée por la premiere fois par S. C. Kleene [5] et les algebres
de Kleene se presentent dans un contexte special dans les études de H. Rasiowa sur
I’algebrisation du calcul propositionnel constructif avec negation forte [11].



2 Caracterisation des algébres de Nelson par des
égalités

D’aprés D. Brignole et A. Monteiro [2] une algebre de Nelson est un systéme
(A,1,~,A,V,—) formé par: 1) un ensemble non vide, A: 2) un élément 1 € A; 3)
un opérateur monaire ~ défini sur A; 4) trois opérations binaires A, V et — définies sur
A tel que les axiomes suivant soient vérifés:

Al) zvli=1

All) 2 = (yAz)=(r - y)A(z — 2)

Nous nous proposons d’indiquer dans cette note d’autres définitions d’algébre de Nelson
au moyen d’axiomes indépendants.

Voyons que les axiomes Al, A10 et A1l sont une conséquence de A2-A9. Pour cela nous
démontrerons les lemmes suivants:

Lemme 2.1 Vv 1=1 (Axiome Al).

Dém. On peut indiquer trois démonstrations

1. D’aprés A7 et A8 on peut écrire:
tAl=xAN(x —-az)=rxA(~zVI)=1
2. On utilisant sucesivement A7, A2, A8, A2 et A7 on a:
zVi=zV(z—z)=(@A(~xVr)V(r—>zx)=

(zA(z - z))V(r>12)=2>1=1.



3. D’aprés A2, A8, A7 et A2, on a:

tVli=(zA(~zVz)Vi=(@ZA(z—-z)Vi=(xAl)Vi=1

0
Lemme 2.2 Sia—b=1adalorsa=aA(~aVb).
Dém. En utilisant ’hypothése et 'axiome A8 on a:
a=aAl=aA(a—b)=aA(~aVb)
a

Lemme 2.3 ~zVy <zt —y (Axiome Al0).
Dém. En utilisant sucesivement A9, A8, A9 et A7 on a:
(vzVy) = (z—y)=(zA(~vaVy) 2y =

Az —y)oy=(@—>y —(—-y) =1

et alors par le lemme 2.2
~aVy=(~vaVy) A~ (~zVy)V(z—y)

et d’aprés A4 et A5 on a
Ny = (na g A (@A~ ) V()

cest-a-dire
VY @A~y Ve —y) STV (E—y)

et alors
vy = (VY AEV (@) = (~aVy) AV (~ V) A s — )
On tenant compte de A8 on a finalement:
~zVy=@Al@—oy)V((~aVvy Az —y)=@V~azVy Az -y <(z—y)
O
Lemme 2.4 y <z —y
Dém. Est une conséquence du lemme 2.3. O

Lemme 2.5 Siz <y alorsy—2<1— 2.

4



Dém. Par hypothése x = z Ay, alors par A9 on peut écrire
Toz=(zAy)mz=3— (y— 2) (1)

D’aprés le lemme 2.4 on a:
y—»zgx—»(y—)z), (2)

et alors de (1) et (2) on déduit:
y—2<zx—>2
a

Lemme 2.6 Pour toute couple ordonné (z,y)d’éléments de A il existe limplication
intuitionniste T = (~ x Vy) et en outre:

T=>(~rVy) =1 >y

Dém. Pour cela on doit démontrer que dans la famille d’éléments 2 tels que
TNz < ~ xVy il existe un élément maximal et que cet élément est x — Y, c'est-
a-dire que:

) aA(r = y) <~z Vy.
I2) SizAz<~aVy alors z <z —y.

La condition I1) est une conséquence de A8. Démontrons alors 12). Par le lemme 2.3
on a:
~TVy<T—oy

et en tenant compte de I'hypotheése on peut écrire:
TANz<T—>Y (3)
d’ou par le lemme 2.5 et 'axiome AT:
L=(r~y) > (r—=y) < (2Az) > (r =)
c’est-a-dire 1 = (z A z) — (z — y), et par A9 nous avons
l=(@Az)—(t—y)=z—(rolroy)=z— (1A1) >y) =2 — (2 — )

donc on tenant compte du lemme 2.2, on peut écrire

z<~zV(zx—>y)

d’ou
z:z/\zg(z/\NZ)V(Z/\(l'"*y))

)



et par Abona: 2N ~z<zV ~z,donc
z<zVr~zV(EzAz—oy)<zV~zV(z—y)

Mais par le lemme 2.3: ~ z < © — y, alorson a: z < zV (z — y), c’est-a-dire
z=zA(zV (@ —y) =2A((zAz)V(z —y)), et alors en tenant compte de (3) on a
z=2zA(z —y) cest- a-dire z <z — y. O

Lemme 2.7 2 — (yAz) = (x > y) A (x — 2z) (Axiome All).
Dém. Pour démontre ’axiome All, on proceéde comme dans (2], pag. 282.
T (yAz)=x= (~zV(yAz) == ((~zVy A(~vzVz))=

=(z=>(~axVy)A(z=>(~aVz)=(z—y A®—2).

O
R. Maronna [6] a demontré qu'un réticulé de De Morgan peut étre caracterisé comme
un systéme (A,~,A) formé par un ensemble non vide, A, un opération monaire ~ et
une opération binaire A, que verifient les axiomes:

Al2) =z A~ (~xA~Y)
Al3) s A~ (~yA~z)=~(~(zAT)A~ (yAx))
Alors il est claire que:

Lemme 2.8 Pour que le systéme (A, 1,~, A, —) soit une algébre de Nelson il faut et 1l
suffit que les conditiones suivantes soient vérifiées: A12, A13 et

Alf) A~z =(xA~2) AN~ (Y A~ y)
Al5) zh(z —sy)=aA~(zA~y)
A7)z —x =1

A9) (xhy)—z=1a—(y—2)

Les algébres de Lukasiewicz trivalentes peuvent étre caracterisés d’apres A. Monteiro 9]
(pag. 7, Lemme 3.3) comme des algebres de Nelson que verifient la condition:

zV(r—0)=1
Cet axiome peut étre écrit sous les deux formes suivants:
Al6) zV (x>~ 1) =1,

Al7) ~(~vzA~(z—~1)) =1



Exemple Eg: Soit (A, A,V,) le réticulé distributif dont le diagramme est indiqué
sur la figure 3. Les opérations ~ et — (z — y = ~ = V y.) sont données par les
tables suivantes:

a

— o of |
o o
» P
— =
o ol

U Fig, 3

Exemple E;: Soit (A4, A,V,) le réticulé distributif dont le diagramme est indiqué
sur la figure 3. Les opérations ~ et — sont données par les tables suivantes:

|0)all]

- ol
» = =O
o =

1 ~
14 0
1] a
110

Exemple Eg: Soit (A, A,V,) le réticulé distributif dont le diagramme est indiqué
sur la figure 3. Les opérations ~ et — sont données par les tables suivantes:

—[0jall|~
0|1 1;1 0
aj{lll al a
10&‘1 0

Exemple Ey: Soit (A4, A,V,) le réticulé distributif dont le diagramme est indiqué
sur la figure 3. Les opérations ~ et — sont données par les tables suivantes:

—]0ja|l]~
O|l111{1}0
a|ljallla
110jall] O



3 Les exemples

Soit (A,1,~,A,V,—) un systéme formé par 1) un ensemble A, qui contient tout au
moins deux éléments distincts; 2) un élément 1 € A; 3) une opération monaire ~ définie
sur A et 4) trois opérations binaires A, V, —, définies sur A. Pour chacun des examples
nous indiquerons les tables des opérateurs ~, A, V, —.

e Exemple Fi: 1)~z =12; 2)zAy=azVy=z—oy=1
e Exemple FE;: 1)~z =1x; 2)zAy=xVy=z; 3)r—oy=1

e Exemple Fj: Soit (A, A, V) un réticulé distributif ayant un dernier élément 1, et
posons : ~ 1 =1 — Yy = 1.

Exemple E;: Soit (A, 1, A, V) le réticulé distributif dont le diagramme est indiqué
sur la figure 1. Les opérations ~ et — sont données par les tables suivantes:

.

0 Fig. 1

lon
o
— o o ol

= e s | e

O = O =0

T == T
co o o~

O T O = —=O
DT O =P

e Exemple Fs: Soit (A, A,V,) le réticulé distributif dont le diagramme est indiqué
sur la figure 2. Posons 1) ~ 0 =1, ~a =4a, ~b=5b ~1=20cet

2)x - y=-xV~zxVy,ou —r est le complément booléen de .
1
a \ b
o 0
Fig. 2



e Exemple Ejy: Soit (A4,A,V,) le réticulé dont le diagramme est indiqué sur la
figure 4. Les opérations ~ et — sont données par les tables suivantes:

1
/\ —10la|b|c|d|l]~
c d Ol1 (1111111111
a |d{1lfd|1id|1}d
a b blclcil]cl1]|1]c
cjdil|d|1l]|d|1l]|Db
0 djcic|l|c|l|1l] a
Fig. 4 1{o]albleldl1]o

e Exemple Ei;: Soit (A, A,V,) le réticulé distributif dont le diagramme est indiqué
sur la figure 5. Les opérations ~ et — sont données par les tables suivantes:

1
—[0falbl1]~
b O 1111|111
a 1)1/ 1]|14b
a blaja|l]|1l]| a
L fO0jalb|1]0
UFig. 5
e Exemple E5: Soit A la droite numerique et posons par définition ~ = = —x,

alors (A, A,V,~) est une algebre de Kleene. Posons par définition r — y = 1.

e Exemple Ej3: Soit A = {0,1} une chaine ot 0 < 1. Posons ~ r = 0, pour tout
r€Aetr—-y=1

4 Axiomes indépendants.

A) Algébres de Nelson. Systeme (A, 1,~,A,V, —) et axiomes A2, A3, A4, A5, A6,
A7, A8 et AO.

B) Algébres de Nelson. Systéme (A, 1,~,A,—) et axiomes A12, A13, Al4, Al5,
AT et AQ.

C) Algeébres de Lukasiewicz. Systéme (A, 1,~,A,V,—) et axiomes A2, A3, Ad,
A5, A6, A7, A8, A9 et A16.

D) Algeébres de Lukasiewicz. Systeme (A4, 1,~,A,—) et axiomes Al12, A13, Al4,
Al15, A7, A9 et A17.



E) Algébres de De Morgan. Systeme (A,1,~,A) et axiomes Al2, Al3 et
Al (zAl=u=z.)

F) Algebres de Kleene. Systeme (A,1,~,A) et axiomes Al2, Al3, Al4 et
A8 (zAl=1=z.)

Dans la table suivante, pour chaque example E;, 1 < 4 < 13 nous notérons avec le
symbol “+” que I'axiome A;, 1 < j < 18 est verifié, et avec le symbol “e” que I’axiome
Aj; n’est pas vérifié. Alors on peut voir d’apres beaucoup de calculs que les axiomatiques
indiquées sont formés par d’axiomes indépendants.

A2 | A3 | A4 | A5 | A6 | AT | A8 | A9 | A12 | A13 | Al4 | A15 | Al6 | A17 | AlS
Ey|e |+ |+ |+ |+ |+ ]+ ]|+ ]| + |+ + ]+ |+ .
E |+ | |+ |+ |+ + |+t T . + | + J . +
Es|{ + |+ el ++ |+ + ]+ |+ ] + |+ |+ + |+
Ey |+ |+ |+ |+ ]|+ ]+ ]+ o o + . + . +
Es |+ |+ |+ ]|+ ||+ |+ + |+ ]|+ ° + |+ | + |+
Es |+ |+ |+ |+ ]+ |+ +] + | + |+ | + ) . +
Er |+ |+ |+ |+ |+ |+ ]|+ + ]|+ |+ . + | + |+
Es |+ |+ |+ |+ |+ |+ |+ + |+ ]+ +] ]+ ] F
Es |+ |+ |+ |+ ]|+ |+ +] + | + ]+ ]+ ]+ + |+
En|+ | |+ |+ + |+ |+ + 1 + o + |+ |+ |+ F
En| + |+ |+ |+ ]+ ]|+ |+ |+ + |+ |+ |+ . . +
Ep|+ |+ |+ |+ | +|+]jee | +] + ] | F . J . .
Es|+ |+ ||+ |+ ]|+ || +] e + | + . + . +
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Algebres de Stone libres

Antonio Monteiro et Luiz F. Monteiro

Instituto de Matemadtica - Universidad Nacional del Sur - 1968 !
Bahia Blanca - Argentina

1 Introduction

Soit A un réticulé ayant un premier (0) et un dernier (1) élément. Nous dirons d’aprés
G. Birkhoff [1] que I'élément = € A a un complément orthogonal s'il existe un élément
~ 1z € A tel que:

1) zA~z =0,
2) Siye Aest telquer Ay =0, alors y < ~ z.

On voit de suite que I’élément ~ z est univoquement derterminé dans le cas ot il existe.

Définition 1.1 Un réticulé distributif A ayant un premier (0) et un dernier (1) élément
sera dit orthocomplementé si chaque élément de A a un orthocomplément.

Lemme 1.1 Dans un tel réticulé sont valables les régles de calcul suivantes:
R1)~0=1

R2) ~1=0

R3) z=2xAN~~z

R{) Sizx<yalors~y <~z

R5) ~(zVy)=~zA~y

R6) ~ zV~y <~ (zAY)

R7) ~~~x=~c

Les résultats du §7 ont été exposés dans la “Reunién Anual de la Unidn Matemdtica Argentina,”
1968, [11]



R10) ~(zV~2z)=0

R11) x A ~z =0.

Remarquons que la loi distributive intervient seulment dans les démonstrations de R5) et
R10). Daprés P. Ribenboim [14], les égalités R3), R5), R8) et R11) sont caractéristiques
pour lopération ~ qu’on suppose définie sur un réticulé distributif ayant un premier
et dernier éléments. D’autres propriétés caractéristiques on été indiquées par K. Mat-

sumoto [4]. Nous nous proposons d’étudier dans cette note le cas particulier indiqué
dans la définition suivante:

Définition 1.2 Un réticulé orthocomplementé A sera dit une algebre de Stone si:
~zV ~~z =1, quelque soit x € A.

Lemme 1.2 Dans une algébre de Stone on a:

~(xAy) =~z V ~y, quelquessoient z,y € A.

K. Matsumoto [4]

Dém. Indiquons une démonstration distincte de celle de Matsumoto. Comme:
~(zAy)A~~(zAy) =0,
nous avons d’apres R8):
donc
(M~ (EAY) AN ~~ ) V) A (e y Vv y) =~ g,

(~v(EZAY) N ~~T))V vy =y,

c’est-a-dire
~(ZAY) N ~~T <~y

donc
~zV(~(ZAY A ~~vz) < ~T VY.

Mais~azV~y>~r V(~ (@AY An~z)=(~zV~(TAY) A(~vZVa~vT)=
(~zV e~ (zAY)AL =~z Ve~ (zAY) >~ (zAY), et alors en tenant compte de R6),
le lemme est démontré.

Indiquons an outre démonstration, plus simples et plus élégante, en utilisant la théorie
des filtres. D’aprés R6) ona: ~zV ~y < ~ (z Ay), pour tout z,y € A. Supposons



qu’il existent z,y € A tels que ~ z V ~ y < ~ (z A y), Alors il existe un filtre premier
P tel que:
(a) ~(zAy)ePet (b) ~zV~ygP

En particulier
() ~z¢Pet(d ~yg¢P

De ~zV ~~z =1¢€ P et (c) on déduit ~~ z € P. D’une fagon analogue on démontre
que ~~ y € P. Nous pouvons donc affirmer en tenant compte de R6) et que P est un
filtre, que:

~ (T AY) =~~~ T A~~~y EP

et alors, en utilisant (a) nous aurons:
O=~(xAYy) A~~(zAy)€P.

Cette contradiction termine la démonstration. ]
Dans I’étude des algebres de Stone on peut, eventuallement, se proposer de suprimer
les hypothéses inutiles a la validité des raisonements.

Nous allons donc indiquer un ensemble d’axiomes indépendants pour les algebres de
Suone; et si 'on peut considérer, avec raison, que ce n'est pass necessaire on peut auusi
dire que ce n’est pas nuisible.

Soit (A,0,1,~,A, V) un systeme formé par deux éléments 0, 1 € A, une opération unaire
~ et deux operations A et V définies sur A. Nous dirons que ce systéme est une algébre
de Stone si les axiomes suivants sont vérifiés:

S1) xA{(zVy) ==

S2) xA(yVz)=(zAz)V(yAz)
S3) 1vzr =

S4) ~ (zAY) =~ a2V ~y

S5) A ~z=0

S6) ~ 0 =

D’apres M. Sholander [15] les axiomes S1) et S2) montrent que le systéme (A4, A, V) est
un réticulé distributif. D’apres S3), 1 est le dernier élément du réticulé A. Montrons
maintenant que:

S7) OV z =z
En effet comme A est un réticulé nous aurons zV (z Ay) = z. En remplacant dans
la formule antérieure y par ~ z, et en tenant compte de S5), nous obtenons S7),
donc 0 est le premier élément de A.



S8) Si x ANy=0 alors y < ~x.
De r Ay = 0, on déduit par S4) et S6) que ~ = V ~ y = 1, donc
y AMl~zV~y) =y ANl=y,dolly A~z =y, cest-‘a-dire y < ~ .

Les conditions S5) et S8 montrent que ~ x est 'orthocomplément de z, donc A est un
réticulé distributif orthocomplémenté. Montrons maintenant que:

S9) ~zA~~z=1Eneffet l=~0=n~ (zA~z)=r~7z ~~ 1, et39) montre
que A est une algebre de Stone.
2 Indépendance des Axiomes S1-S6

e Indépendance de S1. Soit A un ensemble avec deux éléments distincts 0 et 1.
Définons sur A les opérations V, A et ~, parmi les tables suivants:

V
0
1

Alors on voit de suite que les axiomes S2)-S6) sont vérifiés, tandis que S1) ne l'est
pascar: 1 A(1V0)=0#1.

e Indépendance de S2. Soit A le réticulé dont le diagramme est indiqué sur la
figure 1. Posons par définition: ~0 =1, ~a =0, ~ b=a, ~c=d, ~d=cet
~ 1 = 0. Alors tous les axiomes sont vérifiées a exception de S2) car: a A(cVd) =
aANl=aet(d ANa)V(cha)=0V0=0.

ao&%@b
OOFig.l

e Indépendance de S3. Soit A le réticulé dont le diagramme est indiqué sur la
figure 2. Posons par définition: ~ 0 =1, ~ 1 =~ ¢ = 0. S3) n’est pas vérifiée
car: I1Ve=c# 1.

0 Fig.2



¢ Indépendance de S4. Soit A le réticulé dont le diagramme est indiqué sur la
figure 3. Posons : ~0=1,et ~z =0siz € A— {0}. S4) n’est pas valable car:
~(@aAb)=~0=let~aV~b=0V0=0.

1

a \ b
OFig. 3

e Indépendance de S5. Considérons encore le réticulé de la figure 3. Alors si I'on
pose par définition ~0=1 ~a=a ~b=bet ~1=0. S5) n'est pas valide car
aAN~a=a Aa=a#0.

» Indépendance de S6. Soit A le réticulé indiqué dans la figure 4. Si nous posons
~ x = 0 pour tout x € A, S6) n’est pas vérifié car ~ 0 = 0 # 1.

1

a
0 Fig. 4

3 Sous-algebres

Un sous-ensemble S d’une algebre de Stone A est une sous-algebre de A, si S est un
(0, 1)-sous-réticulé A tel que si s € S alors ~ s € S.

Si X est un sous-ensemble de I’algebre de Stone A, nous notérons par ST(X) la sous-
algebre de Stone de A engendrée par X. Si S est une sous-algébre de Stone de A et
~ a € A, nous notérons ST(S,~ a) au lieu de ST(S U {~ a}).

Lemme 3.1 ST(S,~a)={r € A:x = (5;V ~a)A (s2V ~~ a),s,5, € S}.

Dém. Soit Q={zxe€ A:z=(5;V~a)A(sV~~a)s,s €S}

Soit s € S, comme s = sV0 =sV(~aA~~a)=(sV~a)A(sV ~~ a) alors
SCQ Enoutre~a=~aAl=(0V~a)A(lV~~a),alors {~a} C Q, donc
(1) SU{~ a} C Q. Montrons que (2) Q est une sous-algeébre de A. Comme 0,1 € S et
SCQalors0,1€Q.Siz=(s;V~a)A(syV~~a)ols,s, €S}, alors:

N_’L‘:(Nsl/\fvwa)\/(ms2\/wa)::

(~ 81V~ 8) A~ 81V ~a) A (~ sV~ a) Vv (~~aV ~a) =
((~ 81V ~ 82)) V (~ aA ~~ a)) A (~ 51V ~ a) A (~ 8V ~~ a) =
[((~ 81V ~ 82)A ~ $1)V ~ a] A [((~ 81V ~ 82)A ~ 83)V ~~ al =
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(~ 81V ~ a) A (~ 83V ~~ a).

Si z,y € Q, cest-‘a-dire z = (5;V ~ a) A (82V ~~ a), y = (t1V ~ a) A (t2V ~~ a) o
81, So, t1,t2 € S, alors on montre que :

Ay = ((s1 At)V ~a) A ((s2 A ta)V ~~ a)

et ,
zVy=((s1Vt)V~a)A((s2V i)V ~~ a)

Nous vénons ainsi de montrer que (2) Q est une sous-algébre de A. De (1) et (2) on a:
ST(S,~a) CQ.

Montrons que Q C ST(S,~ a). En effet, si z € Q alors z = (51 V ~ a) A (52 V ~~ a)
ol s,,8, € S, donc sy,82 € S C SU{~ a} C ST(S,~ a). Comme ~ a € SU{~a} C
ST(S,~ a), on a aussi que ~~ a € ST(S,~ a). Alors z = ($;V ~ @) A (s2V ~r~ a) €
ST(S,~ a). O

4 Images homomorphes d’un réticulé distributif

Soient A et A’ des réticulés distributifs et A un homomorphisme de A sur A’, c’est-a-dire
une fonction de A sur A’ qui vérifie:

H1) h(z Ay) = h(z) AR(y), H2) h(zVy)=h(z)Vh(y).

Nous dirons alors que A’ est une image homomorphe de A.

1l est important de savoir déterminer toutes les images homomophes d’un réticulé dis-
tributif. A. Monteiro a indiqué une construction qui permettre déterminer toutes les
images homomorphes d’un réticulé distributif. Ces démonstrations n’on pas été publiés
mais elles on été exposées dans deux cours realizés a I’Universidad Nacional del Sur (7],
8] et dans le “Simposio Panamericano de Matemética Aplicada” [9]. Nous indiquons
ici ces résultats.

Soit P’ la famille de tous les filtres premiers de A’. Si P’ € P’ on voit de suite que
P = h~'(P) est un filtre premier de A, donc Q = h™!(P’) est une famille de filtres
premiers de A (qui peut d’ailleurs étre vide, si P’ est vide, c’est-a-dire si A’ a un seul
élément). On voit de suite que:

Lemme 4.1 h(a) = h(b) si et seulement si: {Q € Q:a€Q}={P€Q:be P}

Cette observation conduit & la construction suivante. Soit Q une famille de filtres
premiers de A. Nous écrirons a = b, (mod. Q) ou plus simplesment (si Q est fixée)
a = b, pour indiquer que la condition du lemme 4.1 est vérifiée, alors on montre de suite
que “=" est une relation d’équivalence compatible avec les opérations A et V, c’est-‘a-
dire “=” est une congruence définie sur A. Soit |a| la classe d’équivalence qui contiente
lélément a € A, c’est-a-dire |a| = {z € A: z = a}, et soit A’ = A/= I'’ensemble quotient



de A par la relation “=”. Algebrisons A’ en définisant les opérations A et V sur A’ par
les formules:
lal| A bl =laAbl et la|V]b] =|aVb|

Dans ces conditions la transformation h(a) = |a| vérifie les conditions H1 et H2 d’otr
Von déduit de suite que (A, A, V) est un réticulé distributif, et que A’ est une image
homomorphe de A. Nous écrirons A/Q pour représenter le réticulé distributif obtenu
de cette maniere. On vérifie facilement, en utilisant le lemme 4.1, que toutes les images
homomorphes A" d’un réticulé distributif A peuvent étre obtenues de la maniere que nous
venons d’indiquer. Pour cela soit P’ la famille des filtres premiers de A’ et Q = 1P,
alors on peut montrer de suite que le réticulé quotient A/Q est isomorphe & A’.

I peut naturellement arriver qu'il existent deux familles Q, et Q, de filtres premiers de
A telles que Q # g, mais que A/Q; soit iscmorphe & A/Q,. 11 suffit de remarquer
que si Q = {Pi} et Qy = {P2}. ol P, et P, sont deux filtres premiers A telles Py # P,
alors les réticulés A/Q; , et A/Q, sont isomorphes au réticulé {0,1} on 0 < 1.

Remarquons que dans I'étude des réticulés distributifs ayant un premier et un dernier
élément, pour définir un homomorphism h on doit supposer H1, H2 , H3) 1(0) = 0, ct
H4) (1) = 1. Dans le cas actuel on peut affirmer que étant donnée une famille Q de
filtres premiers de A, alors:

F=()P#£0,
rPeQ
el il est clair que F est la classe d’équivalence |1] , mod. Q et 1" = |1] sera le dernier

élément de A/Q. De méme nous aurons:

PecQ

Les résultars precédents s’appliquent naturellement aux algébres de Boole, car dans ce
cas les homomorphismes penvint étre définies para les conditions H1, H2, H3 et H4.
Remarquons que dans les algebres de Boole il suffit connaitre le filtre F, pour detérminer
le quotient A/Q, mais cette atirmation n’est pas exacte dans les cas précédents. Nous
voyons ainsi que la détermination des iiweges homomorphes dun réticulé distributif
n’est pas aussi simples que dans le ca des algébres de Boole.

On peut encore démontrer le résultat suivant:
Lemme 4.2 Si A est un réticulé distributif fini, Q une famille de filtres premiers de A,
et Q' la famille de filtres premiers du guotient A/Q, alors les ensembles ordonés (Q, C)
et (Q',C) sont isomorphes.

Ces resultats on été généralissés par A. Monteiro [7], [8] pour le cas des algebres de De
Morgan, et étendues par M. Tourasse Teixeira [16] au cas des M-algébres.



5 Les filtres premiers d’une algebre de Stone

Si R est un réticulé distributif, nous répresenterons par F(R) I’ensemble de tous les filtres
de R. 11 est bien connue que (F(R), C) est un ensemble ordonée. Soit U(R) I'ensemble
de tous les éléments maximales de l'ensemble ordonné F(R), nous appelerons ultrafiltres
de R, ces éléments. Nous répresenterons par P(R) I’ensemble de tous les filtres premiers
de R.

La relation la plus simple que puisse existir entre les filtres premiers et les ultrafiltres
de R est indiquée dans la définition suivante:

Définition 5.1 Nous dirons que R a une arithmétique normal si chaque filtre premaer
P est contenu dans un seul ultrafiltre. A. Monteiro [5], {6], [10].

Théoreme 5.1 Pour que A ait une arithmétique normal il faut et il suffit qu’étant
donnés deuz éléments a,b € A tels que a Ab = 0 il existent des éléments a’, b’ € R tels
que a ANV =a Ab=0eta Vv =1 5], [6], [10].

Corollaire 5.1 Pour qu’un réticulé distributif R orthocomplenté soit une algébre de
Stone il faut et il suffit que R ait une arithmétique normal.

Dém. Soit R une algébre de Stone et soient a,b € R tels que (1) a Ab = 0. Posons

a = ~~ a, b = ~ a, alors nous avons a Ab¥ = a A ~ a = 0, et comme, par (1)
b<~a=~Hbalorsa Ab<adAb =~~aA~a=0, donca Ab =0 Enoutre
@V =~aV ~~a=1,ctalors dapreés le théoreme 5.1, R a une arithmétique
normal.

Supposons maintenant que le réticulé orthocomplementé R ait une arithmdétique normal.
Si b=~ qalors aAb =0 et il existent d’apres le théoreme 5.1 des éléments a',b' € R
tels que a AV = a Ab=0eta Vvt =1 Deanb =0 ondéduit (1) b’ < ~ a.
De 0 = a Ab = aA ~ a on déduit (2) @ < ~~ a et alors de (1) et (2) il résulte
l=adVb<~aV ~~a Donc~aV ~~a=1. 0

On peut aussi démontrer directement le résultat précedent. Dans [5}, pag. 87 est indiqué
une démonstration direct du résultat dual du corollaire 5.1.

Si A est une algébre de Stone, et X C M, soit N"H(X) ={r € A:~zx € X} Si
P € P(A) alors en utilisant les propriétés S1,52,55,56, S7 et S8 on demontre facilement
que I = N'(P) est un idéal premier, donc (P) = CN7'(P) est un filtre premier de
A, ou CY répresente le complément de I'ensemble Y C A para rapport a I'ensemble A.
[16]. La transformation i, s'appelle transformation de Birula-Rasiowa, (3], [8], [16].

Observation 5.1 = ¢ p(P) si et seulement si ~r € P.
Lemme 5.1 Si P € P(A) alors P C p(P).

Dém. Supposons que P € ¢(P), alors il existe un élément (1) a € P tel que a ¢ ¢(P),
c’est-a-dire (2) ~ a € P. De (1) et (2) nous avons 0 = a A ~ a € P, cet qui est
impossible parceque P est un filtre propre. O



Lemme 5.2 Si P,Q € P(A) alors:
1) Si P C Q alors o(Q) € @(P).
2) ©*(P) = o(P).
Dém.
1) De P C Qona N7I(P) C N-Y(Q) et alors p(Q) C o(P).

2) Comme P est un filtre premier alors P C ¢(P), et par conséquent ©?(P) C o(P).
D’un autre c6té comme @(P) est un filtre premier nous avons par le lemme 5.1:

p(P) C p(p(P)) = ¢*(P).

O

Lemme 5.3 Tout filtre premier d’une algébre de Stone A est contenu dans un seul
ultrafiltre.

Dém.  Soit P un filtre premier et supposons que U, M € U(A) sont tels que (1)
U#M,(2)PCcUet(3) PCM. Dapres (1) il existe (4) u € U — M ou il existe (5)
v € M — U. Supposons que (4) est verifiée. Comme u ¢ M, il existe m € M tel que
(6) u Am =0, et alors (7) ~uV ~m=1¢€ P. Comme P est un filtre premier alors
~u€Pou~meP. Si~u€ P,onaaussi~u€Uetalors)=uA~ucU,cet
qui est impossible. Analoguement si ~ m € P on arrive a une contradiction. Si (5) est
verifiée on arrive aussi a une contradiction. O

Lemme 5.4 Si A est une algébre de Stone, ¢(P) est un ultrafiltre quelque soit
P eP(A).

Dém. Supposons qu’il existe P € P(A), tel que p(P) n’est pas un ultrafiltre, alors il
existe un ultrafiltre U de A, tel que: (1) o(P) C U.

Soit © € A, tel que (2) z € U et z ¢ ¢(P), alors (3)~ z € P. Comme (4) P C ¢(P), de
(3), (4) et (1) on déduit (5) ~ z € U, d’ol1 par (2) nous avons 0 =z A ~ z € U, cest
qui est impossible. O

Nous venons ainsi de montrer que:
Si P est un filtre premier d’une algébre de Stone A, alors ¢(P) est l'unique ultrafiltre
de A qui contient P.

J. Varlet [17] a montré que: Un réticulé distributif orthocomplenté est une algébre de
Stone si et seulement si chaque filtre premier est contenu dans un seul ultrafiltre.



6 Images homomorphes d’une algébre de Stone

Soit A une algebre de Stone et P un filtre premier de A, nous savons que @(P) est un
filtre premier de A.
Soit Q une famille non vide de filtres premiers de A tels que ¢(Q) C Q, c’est-a-dire:

(x) si PeQ alors p(P)€ Q.

[T

Dans ces conditions la relation “=" définie au §4 est compatible avec I'opération ~. Nous
pouvons donc definir sur A/ = une structure d’algébre de Stone en posant ~ |z| = | ~ .
Si nous représentons par A’ = A/Q l'algebre de Stone ainsi obtenue, on peut affimer que
h(a) = |a| est un homomorphisme, I’homomorphisme naturel, de A sur A’. Alors toutes
les images homomorphes A peuvent étre obtenues de la maniere indiquée précedament.

Sih: A — A est un homomorphisme de l’algebre de Stone A dans l’algébre de Stone
A’, le noyeau de h, est 'ensemble N(h) = {r € A: h(z) = 1}.

Dans I’étude des algebres qui peuvent étre definies par des égalités il est trés important
de savoir determiner les algebres sous-directement irréductibles.

Il est évident que toute algébre de Boole est une algebre de Stone. L’exemple le plus
simple d’une algébre de Stone qui n’est pas une algebre de Boole, est le suivant: Soit
T = {0,1/2,1} une chaine, ot 0 < 1/2 < 1, et posons par définition: ~0 =1, ~1/2 =
0, et ~ 1 =0. L’ensemble B = {0,1} de T est une sous- algebre de T, qui est aussi
une algebre de Boole.

Lemme 6.1 Si P est un filtre premier d’une algébre de Stone A et Q(P) = {P,p(P)}
alors algébre quotient A/Q(P) est isomorphe a B ouT.

Dém. Comme P un filtre premier de A nous savons que et ¢(P) est l'unique ultrafiltre
qui contient P. Il est évident que Q(P) = {P,¢(P)} verifie la condition (*) indiquée
précedement.

Si P = (P), c’est-a-dire si P est un ultrafiltre alors A/Q(P) a seulement deux éléments
1| =P >|0]= A~ P et~ |1] =|0]. Alors A/Q(P) est isomorphe a B.

Si P C (P), c'est-a-dire si P n’est pas un ultrafiltre alors A/Q(P) a seulement trois
éléments |1| = P, [0] = A—p(P) et |7} = p(P)—P,oux € p(P)-P.Onall| > |z| > 0],
et ~ |1| = ~ |x| = |0], ~ {0] = {1}, donc A/Q(P) est isomorphe a T.

Alors dans les deux cas nous pouvons affirmer que A/Q(P) est isomorphe a une sous-

algebre de T. a

Théoréeme 6.1 Si A est une algébre de Stone contenant plus d’un élément alors A est
isomorphe d une sous-algébre d’un produit cartésien d’algebres T.

Dém. Pour chaque P € P(A) posons Q(P) = {P,¢(P)}. Nous avons vue que quelque
soit P € P(A) alors A/Q(P) est isomorphe & une sous-algebre de T. Soit

A= 1] A/Q(Pp),

PeP(A)
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Pour chaque P € P(A) soit hp ’homomorphisme naturel de A sur A/Q(P). Chaque
élément a’ € A’ peut étre representé par:

a = (ap)pep(A) ou ap € A/Q(P)
Etant donné f € A considérons la fonction F : P(A) — T définie par 1'égalité:
F(P)=hp(f) € T.

Il est claire que F' € A'. Soit S la transformation de A dans A’ définie par S(f) = F.
Il est facile a voir que S est un homomorphisme de A dans A’. Montrons que S est un
isomorphisme. Supposons que f,g € A et que f # g, alors nous aurons soit (i) f £ g,
soit (ii) g £ f. Supposons, par example que (i) est vérifiée. Alors il existe un filtre
P cP(A)telque f € Pet g ¢ P, alors F(P) =1et G(P) # 1, cela montre que F # G,
c’est-a-dire S(f) # S(g). O

Corollaire 6.1 Les seuls algébres de Stone sous-directement irréductibles sont B et T.

Remarquons que h(0) =0, h(1/2) = 1, h(1) = 1 est un homomorphisme de T sur B,
donc T n’est pas une algebre simples. En outre B est la seule algébre de Stone simples.
Donc les seules algebres de Stone semi-simples sont les algébres de Boole. Cela montre
que les algebres de Stone ne sont en général semi-simples.

7 Deétermination de ’algébre de Stone avec un nom-
bre fini n de générateurs libres.

La notion d’algebre de Stone libre se définit & la maniére habituelle, c’est-a-dire:

Définition 7.1 Si o est un nombre cardinal (o > 0) nous dirons que l’algébre de Stone
L est une algébre avec a générateurs libres, si les conditions suivantes sont vérifiées:

L1) L contient un ensemble G de puissance «, telle que L soit la sous-algébre de L
engendrée par G, c’est-a-dire ST(G) = L.

L2) Si f est une application de G dans une algébre de Stone A, alors il existe un
homomorphisme hy de L dans A que prolonge f, c’est-d-dire tel que he(g) = f(g)
pour tout g € G.

Lorsque nous voudrons mettre en évidence le nombre cardinal a nous &crirons L = L(a).
Si n est un nombre entier (n > 0) nous écrirons L(n) pour indiquer ’algébre de Stone
avec n générateurs libres.

Comme les algébres Stone sont défines par des égalités, ’existence et I'unicité (a moins
d’isomorphisme) de 'algebre de Stone L(n), est conséquence d'un théoréme de G.
Birkhoff. On a aussi que I’homomorphisme h; indiquée dans L2) est unique. Nous
nous proposons maintenat de déterminer L(n), et pour cela nous allons utiliser une
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technique que L. Monteiro a introduite dans {12}, [13].

Soit G = {g1, 82, -,gn} 'ensemble des générateurs libres de L(n), et f : G — T, alors
d’apres la définition de L(n) il existe un (unique) homomorphisme hy : L(n) — T, tel
que hs(g) = f(g) pour tout g € G. Soit Py le noyau de hy, c’est-a-dire Py = N(hy). On
voit. de suite que Py est un filtre premier de L(n).

Si I’ est un filtre premier de L(n) et Q = {P,p(P)} alors d’apres le lemme 6.1
C = L(n)/Q est isomorphe 4 B ou T. Soit h : L(n) — C, 'homorphisme naturel
et f la restriction de h a ’ensemble G, alors f : G — T. Il est clair que le prolongement
h; de f vérifie hy = h et que N(hy) = N(h).

Lemme 7.1 Sie, f € TC sont tels que N(h.) = N(hy) alors e = f.

Dém. Comme P, = N(h.) et Py = N(hy) sont des filtres premiers de L(n) et P, = P
alors L(n)/{P.,o(P.)} = L(n)/{Ps,(Ps)} = C et par le lemme 6.1, C est isomorphe

4 B ou T. Alors nous avons deux cas a considerer.

e Premier cas C = B, alors si * € P, = Pj nous avons h.(x) = hy(z) = 1 et pour
x € L(n) — P, = L(n) — Py, h(x) = hg(x) = 0, alors h.(r) = hy(x) pour tout
x € L(n), en particulier nous avons h.(g) = hs(g) pour tout g € G, et comme
he(g) = e(g) et hs(x) = f(g) pour tout g € G, nous avons e(g) = f(g) pour tout
g € G, c’est-a-dire e = f.

o Second cas C = T. Soient U, = p(P.) et Us = p(Py) les ultrafiltres qui contient
P, et P; respectivement. Alors U, = Uy, parceque si U, # Uy, le filtre premier
P. = P; serait contennu dans deux ultrafiltres distincts, ce qui est impossible.
Alors nous avons:

0, si v € P, =Py,
h,e(m):h/-f(.'r): 1/2, si mEUe—Pe:Uf—Pf,
1 st € L(n)—U,= L(n)—-Uy.

c'est-a-dire h, = hy, d’ol1 I'on déduit que e = f.
a

Nous avons ainsi qu’il existe une correspondance biunivoque de T¢ sur l'ensemble
P(L(n)) des filtres premiers de L(n). Comme T¢ a 3" éléments, 'ensemble P(L(n)) est
aussi fini et alors d’apres le théorme 6.1 on peut affirmer que 1'algebre L(n) est finie.
Comme L(n) est un réticulé distributif fini, donc tous les filtres F' de L(n) sont des filtres
principaux, c'est-a-dire pour chaque filtre F' de L(n) il existe un élément f € L(n) tel
que FF = {z € L(n) : f < x}. Dans ces conditions nous dirons que f est le générateur
du filtre F, ou que F est le filtre engendré par I’élément f et nous écrirons F' = F(f).
Pour qu’un filtre P d’un (0, 1)-réticulé distributif fini, soit un filtre premier il faut el il
suffit que le générateur p de P soit un élément premier, c’est-a-dire que: 1) p # 0, 2) Si
p=aVbalorsp=aoup=5s.
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D’apreés un résultat de G. Birkhoff [2] un (0, 1)-réticulé distributif fini est déterminé a
moins d’un isomorphisme par ’ensemble ordonné de ses éléments premiers. Dans ces
conditions pour déterminer L(n) il nous suffit de connaitre ’ensemble ordonné p(n) des
éléments premiers de L(n).

Nous avons vue que toute application f : G — T peut étre prolongée a un homomor-
phisme hy : L(n) — T. Remarquons que hs(L(n)) = S(f(G)), c’est-a-dire h¢(L(n))
est la sous-algebre de T engendré par f(G). Nous savons que B = {0, 1} et T sont les
seules sous-algebres de T. Nous allons indiquer les conditions necessaires et suffisantes
pour que hy(L(n)) soit égale & B ou & T.

Lemme 7.2 hy(L(n)) = B si et seulement si pour tout g € G on a f(g) # a.
Dém.

=) Si hy(L(n)) = B, alors hs(z) € {0,1} quelque soit z € L(n), en particulier
f(g) = hs(g) # a, pour tout g € G.

<) Supposons que f(g) # a, pour tout g € G, alors a ¢ f(G) et par conséquence
f(G) € B, d’oti Pon déduit que S(f(G)) = B, c’est-a-dire h¢(L(n)) = B.

D’apres le lemme 7.2 nous pouvons affirmer que:

Lemme 7.3 h¢(L(n)) = T si et seulement si il existe au moins un élément g € G tel
que f(g) = a.

Soit f : G — T, alors il existe un homomorphisme hy: L(n) — T, tel que hs(g) = f(g)
pour tout g € G. Soit Py le noyau de hy, alors nous savons que Py est un filtre premier
de L(n), et qu'il existe p; € p(n) tel que F(p;) = P;.

Lemme 7.4 La transformation H(f) = Py que a chaque f € TC, fait correspondre
’élément py € p(n), est une transformation biunivoque de TC, sur p(n).

Dém.

© H est surjective. Etant donné un élément p € p(n), soit P = F(p), alors P est
premier et par conséquence C = L(n)/{P, ¢(P)} est isomorphe a B ou T. Soit h
’homomorphisme naturel de L(n) sur C, et f sa restriction & G, alors f € TC.
Il est evident que h est 'extension de f et que P; = PN p(P) = P, c’est-a-dire

H(f)=p; =p.

® H est biunivoque. Supposons que H(e) = H(f) oue, f € TC, c’est-a-dire P, = Py,
alors par le lemme 7.1 nous avons que e = f.
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O

Comme TC a 3" éléments, alors ’ensemble ordonné p(n) a 3" éléments. Pour connaitre
p(n) il suffit de déterminer la relation d’ordre entre les éléments de p(n).

Pour connaitre f € T, il suffit de connaitre les valeurs f(g;) = fi € TC pour 1 <i < n.
Nous pouvons representer f par la succession f = (f1, f2,..., fa) et par le lemme 7.4
nous pouvons encore utiliser cette succession pour représenter ’élément py.

Si P est un ultrafiltre de L(n) alors son générateur p est un élément minimal (un atome)
de p(n). Caracterisons les successions qui representent les éléments minimales de p(n).

Lemme 7.5 Pour que p; soit un élément minimal de p(n) i faut et il suffit que
fie B={0,1}.

Dém. Sips est un élément minimal de p(n), Py = F(py) est un ultrafiltre de L(n) et
alors L(n)/{Ps,p(Ps)} = B cest-a-dire f; = 0 ou f; = 1. Reciproquement si f; = 0 ou
f; = 1, alors ’homomorphisme hy, extension de f prendre seulement les valeurs 0 et 1,
c’est-a-dire h;(L(n)) = B, ce qui demontre que Py est un ultrafiltre et par conséquence
py est un élément minimal de p(n). 0

Théoréme 7.1 Pour que p. < p; il faut et il suffit que les conditions suivantes soient
verifiées:

I) f(g) =0 si et seulement si e{g) = 0.
II) f(g) <e(g) pour tout g € G.
III) Il existe au moins un élément g € G tel que e{g) # f(g).
Dém.

=) Supposons que (1) p. < py, alors F(ps) = Py C P. = F(pe). Nous savons que
U = (P.) est le seul ultrafiltre qui contient Py. Comme P. C o(P.) C p(Py) et
par consequant ¢(F.) = @(Py) = U. Alors :

1) e(r) = 0 si et seulement si » € L(n) — U.
2) e(r) = 1/2 si et seulement siz € U — P..
3) e(x) =1 si et seulement si r € F,.

1) f(z) = 0 si et seulement si x € L(n) - U.
"} f(z) = 1/2 si et seulement si z € U — F.

3) f(z) =1 si et seulement si x € Py.

D’apres (1) et (1°) on déduit I), et de (2), (3), (2°), (3") et (4) U — Pf =
(P, — Pf) U (U — P.) on déduit II). Si e(g) = f(g) pour tout g € G, c'est-a-
dire e = f, alors comme H est une fonction nous avons p. = H(e) = H(f) = py,
contradiction. Alors III) est vérifiée.
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<) Soient e, f € TC verifiant les conditions I, II et III, et demontrons que p. < py,
ce qui est équivalent a montrer que Py C P.. Pour cela considérons les ensembles
suivantes :

X:PeﬂPf; Y:UfﬂCPfﬂPe; ZZC(UeﬂUf)

ou U = ¢(P.) et Uy = p(Py) sont les ultrafiltres qui contienent a P, et Py
respectivement. Alors

1) = € X si et seulement si h.(z) = hf(z) = 1.
2) z €Y siet seulement si hy(z) =1/2 et ho(z) > 1/2.
3) z € Z si et seulement si h.(z) = hy(z) = 0.

9

6) Les ensembles X, Y et Z sont disjointes deux & deux.

)
)

4) X est un filtre.
) Z est un ideal.
)

Voyons que Y n’est pas vide. En effet par III il existe g € G tel que e(g) # f(g),
d’ol par [ et [l on a he(g) =e(g) =1 et hy(g) = f(g) = 1/2, c’est-a-dire g € P,
et g € Uf N CPf

Nous allons démontrer que I'ensemble S = X UY U Z est une sous-algébre de L(n)
tel que G C S.

D’apreés (4) on peut affirmer que (7) 1 € S, et d’apres (5) on tire que (8) 0 € S.
On voit tout de suite, en considerant tous les cas possibles (voir la table suivante)
que: (9) 'ensemble X est fermé par rapport aux opérations A, V et ~.

zE|lye|~r€ | TNye|rVyeE
X | X Z X X
X 1Y Z Y X
X Z Z Z X
Y |'Y Z Y Y
Y V/ Z Z Y
Z Z X Z Z

Soient Go = {g € G : hy(g) = 0}, Gijo = {g € G : hy(g9) = 1/2}, et G, =
{9€ G:hs(g) =1}, alorsona: Gy C Z, Gi2 €Y et G; C X et par conséquent:

G=GyUG UG CZUYUX = 8.

Comme S est une sous-algébre de L(n) qui contient G, nous avons S = L(n).
Finalement P; = P;NL(n) = P;n(XUYUZ) = (PN X)U(P;NY)U(P;N2Z) =
(PrNP)UBUD = P;N P., cest-a-dire Py C P.. D’aprés III, f # g alors par le
lemme 7.4 on a que p. = H(e) # H(f) = p; et par conséquant ps # pe, alors on
peut affirmer que Py C P..
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Nous allons maintenant déterminer I’ensemble ordonné p(n), en tenant compte des
propriétés caractéristiques de p(n); a savoir chaque élément p € p(n) est precedé par
un seul atome.

Nous nous proposons de determiner les composantes connexes de p(n), c’est-a-dire nous
avons a determiner les atomes de p(n) et les composantes connnexes qui contienent les
atomes.

Nous avons vu que m est un atome de p(n) si et seulement si H(a) = (ay,as,...,a,)
o1 chaque a; € {0,1} = B. Cela signifie que les atomes de p(n) sont en correspondace
biunivoque avec les applications de G dans B = {0,1}. Nous avons donc 2™ atomes.
Soit I = {1,2,...,n} et m un atome de p(n) alors:

{ai:O, pour i € J(a)C I,,
a; =1, pour i € I — J(a).

Un élément premier p = (py, po, ..., Pn) tel que a < p doit verifier les conditions:
1) p; = 0 pour i € J(a),
2) p; e {1/2,1} pour i € I — J(a),
3) Nl existe i € I—J(a) tel que p, # a; (il est clair qu’on doit avoir a; = l et p, = 1/2).

Il est clair que la famille C(a) = {p € p(n) : @ < p} est une composante connexe de
p(n). Alors on a: les p; pour i € I — J(a) ne peuvent prendre que les valeurs 1/2 et 1,
et dans C(a) on doit ordonner les éléments coordonnées par coordonnées. Comme les
coordonnés d’incide j € J(a) sont fixes et égales a 0, si J(a) a k éléments 0 < k < n,
alors les (n — k) coordonnées restantes de p varient sur l'ensemble ordonné {1/2,1},
ot 1/2 < 1, alors la composante connexe C(m) est une algebre de Boole avec (n — k)
atomes, 0 < k < n que nous répresenterons par B, _i. Il est claire que B,_; = Bk

Le nombre de composantes connexes de cette nature est: (2) = (n'_lk), 0 < k < n alors:

n n n n .
p(n)zZ( )B"_k:Z< )Bk.
io\n—k i=o \F

Ou Y indique la somme cardinale d’ensembles ordonnés.

Rappellons que:

Lemme 7.6 Si R est un (0,1)-réticulé distributif fini, non trivial, dont l’ensemble
ordonné p(R) des éléments premiers de R est isomorphe a l'ensemble ordonné X =
X, + X, et si R;, i = 1,2 est un (0, 1)-réticulé distributif dont ['ensemble des éléments
premiers est isomorphe a X;, i = 1,2 alors R est isomorphe a R; X Rj.

Nous savons que le (0,1)-réticulé distributif ayant pour éléments premiers I’ensemble
ordonné B¥ est le (0, 1)-réticulé distributif D(k) avec k générateurs libres donc:

Lin) = ]P0
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Alors L(1) a 6 éléments, L(2) a 108 éléments et L(3) a 233.280 éléments.
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Les algebres de Nelson semi-simples

Anténio Monteiro

Instituto de Matemdtica - Universidad Nacional del Sur - 1963
Bahia Blanca - Argentina

1 Introduction

Une logique constructive avec négation forte a été considérée par David Nelson [23] et
par A. A. Markov [10]. Le calcul propositionnel correspondant a été étudié par H. H.
Voroboviev [29], Helena Rasiowa [24], A. Biatynicki-Birula et H. Rasiowa [1].

Un progres trés important, au point de vue de I'algébre, dans I’étude de cette logique
a été l'introduction par H. Rasiova [25] de la notion de N-lattice, qui joue dans cette
théorie un réle analogue a celui des algébres de Boole (Heyting) dans la logique classique
(intuitioniste) et que peut étre défine [3], [4] de la maniére suivante:

Définition 1.1 Un systéme (A, 1,~,A,V,—) formé par: un ensemble non vide A, un
élément 1 € A, une opération unaire ~ (négation forte), et trois opérations binaires
A, V,— définies sur A, sera dit un N-lattice, ou une algébre de Nelson, si les conditions
suivantes sont vérifices:

N1) zA(zVy ==z N2) zxzA(yVz)=(zAz)V(yAz)
N3) ~~z=2x Ni) ~(zAy)=r~zV~y

N5) zA~z=(@A~z)A(yV~y) N6) z—o2=1

N7) (z—=y)V(~vzvy)=~aVy N8 z—o(y—2)=(xAy) —z

N9) zA(x—y) =aA(~zVy) N10) 22— (yAz)=(z — y) A (z — 2)

N11) zv1i=1
Nous dirons, pour abréger, que A est un N-lattice ou une algébre de Nelson.

Les axiomes N1) y N2) montrent, d’aprés M. Sholander [26], que A est un réticulé
distributif par rapport aux opérations A et V. D’aprés N11) ce réticulé a le dernier



élément 1.
Nous poserons 0 = ~ 1, et I’on voit facilement que 0 est le premier élément de A.
Outre la négation forte (~) on peut définir les négations’:

lz=2z—-0 [t=~[~zx
entre les quelles nous avons les relations:
le<~z< [z
Les égalités
Cl) zA ~z=0 C2) zA[z=0 C3) zAlz=0

Tl) zV ~z=1 T2) zVv[z=1 T3) zVi]r=1

qui expriment, respectivement, le principe de contradiction et le principe du tiers exclu,
pour chacune de ces négations, ne sont pas démontrables a partir des axiomes N1- N11.
Les formules z < [[z; [[z < z; [z = [[[z ne sont pas valables, mais nous avons
[[[Tz = [[z. Signalons encore le régle de calcul:

(2Vy) =z = (> 2) Ay — 2).
Si nous posons par définition

nous avons pour ces algebres un principe de dualité, qu'on peut exprimer, sous une
forme abrégée, par la table ci- jointe.

— 2 T >0

Pour voir qu'il en est ainsi il suffit de montrer que les égalités duales de N1-N11 sont
vérifiés.
Comme cas particulier des algébres de Nelson, nous pouvons indiquer les algebres de

Boole. Si A est une algebre de Boole, si ~ z est le complément booléen de z et si nous
posons r — y = ~ x V y, alors les axiomes N1-N11 sont vérifiés.

'Dans les travaux de H. Rasiowa, ct d’autres auteurs, 'élement [z est désigné par la notation lz. Ce
changement de notation sera justifié¢ plus loin.



Théoréme 1.1 Pour que l’algébre de Nelson A soit une algébre de Boole il faut et il
suffit que l'une quelconque des conditions suivantes soit vérifié:

Bl) zA ~z=0 B2) z A [=0
Bl) z—>y=~zVy Bi) zA(z—>y)=zAy
B5) r—y=~y—~z B6) [[z=uz.

Il en est de méme pour les conditions duales de B1-B6. S’il en est ainsi, ~ x est le
complément booléen de x et [z =~z = |x.

La lot de contraposition B5) n’étant pas valable nous pouvons considérer avec D. Nelson
(23] limplication contraposable

Ty =(z—y)Al~vy—~a)

Les formules
Ty =1>> (x> y),

rVy =~ (~zA ~ 1),
l=xz>> .

étant démontrables, il est possible de définir une algébre de Nelson comme un systeme
(A,~,A,>>) vérifiant des axiomes convenables 2; mais Popération >— est moins
maniable que — .

Comme la formule B4), indiquée dans le théoreme 1.1, n’est pas valable, 'opération —
n’est pas une implication intuitioniste & moins qu’il s’agisse du cas tres particulier des
algebres de Boole.

Si nous représentons par a = b I'implication intuitioniste des éléments a,b e A, dans le
cas ou elle existe, on peut démontrer que a = (~ a 'V b), existe pour tout couple a,b € A
et en outre a - b=a = (~aVb).

Cette formule est trés utile pour déterminer 'opération — dans le cas ot A est une
algebre de Heyting sur laquelle on puisse définir une structure d’algébre de Nelson [19].
Il convient de remarquer que, en général 'implication = ne peut pas étre définie, au
moyen des opérations: V,A,~, — .

Les propriétés les plus remarquables des algébres de Nelson ont été indiquées dans les
travaux de Helena Rasiowa. Les algebres de Nelson ont le méme degré de complexité
que les algébres de Heyting et la symétrie des algebres de Boole (dualite).

Nous nous proposons, dans cette note, de déterminer et étudier les algebres de Nelson
semi-simples.

2Ce probléme a été résolu en 1962 par Diana Bri mole, dans un travail qui n’est pas encore publié.
p P g q p



2 Homomorphismes

La notion d’homomorphisme se définit & la maniére habituelle. Nous nous proposons
d’indiquer une construction permettant d’obtenir toutes les images homomorphes d’une
algebre de Nelson.

Définition 2.1 Une partie D d’une algébre de Nelson A sera dite:
1) Un systeéme déductif si:

D1) 1€ D.
D2) Sia, a— b€ D alors b€ D (modus ponens).

2) Un systeme déductif contraposable si:

Cl) 1eD.
C2) Sia, a > b€ D alors b€ D (modus ponens contraposable).

Un systéme déductif D sera dit propre si D # A.

Lemme 2.1 Les notions de systéme déductif et systéme déductif contraposable sont
équivalentes.

Lemme 2.2 Toute systéeme déductif est un filtre.

On peut montrer que la notion de systeme déductif est équivalente a celle de filtre spécial
de premiére espéce introduite par H. Rasiowa [25].
D’apres cet auteur il peut existir des filtres que ne soient pas des systemes déductifs.

Si h est un homomorphisme de A sur A’, le noyau de h, c’est-a-dire 'ensemble D =
h=1(1’) (ol 1’ est le dernier élément de A’) est un systeme déductif. Pour que h(x) = h(y)
il faut et il suffit que:

(z=yA(y—=r)A(~vz > ~y)A(~vy—-~z)€D.

Théoréme 2.1 Si D est un systéme déductif de A et si nous posons a =b (mod D)
pour indiquer que

(a—=bAb—-a)A(~a—~b)A(~b—~b)eD

alors la relation =, ainsi définie sur A, est une relation d’equivalence compatible avec
les opérations définies sur A. La famille A' = A/D des classes d’equivalence algébrisée
de la facon naturelle est une algébre de Nelson qu’on nomme algébre quotient de A
par D. Sila| est la classe d’equivalence qui contient l’élément a € A, alors la trans-
formation h(a) = |a| est un homomorphisme (naturel) de A sur A’. Le noyau de cet
homomorphisme, c’est-d-dire l'ensemble N = h™1(1') (ou 1’ est le dernier élément de
A') coincide avec D. Réciproquement toute tmage homomorphe de A peut étre obtenue
de cette maniere.



Ce théoréme peut etre considéré comme un cas particulier d’un résultat que nous indi-
querons au §5.

La détermination des images homomorphes de A se trouve ainsi réduite & la détermi-
nation des systemes déductifs de A.

L’intersection de systémes déductifs est un systéme deductif. Le systéme déductif en-
gendré par une partie G de A est, par définition, I'intersection D(G) de tous les systémes
déductifs qui contiennent G. Il est clair que D(@) = {1}.

Théoréme 2.2 Pour que x € D(G) (o0 G # 0) il faut et il suffit qu’il existe des
éléments g1,...,g, de G tels que

(GiANgA...ANgy) =T =1.
S’il en est ainsi nous écrirons G &+ x ou plus précisément:
91:92, - Gn T
Nous conviendrons aussi d’écrire § 1.
Théoreme 2.3 Pour que gi,...,g,,a b il faut et il suffit que g,...,9,F (a — b).
D’ou 'on déduit:

Théoréme 2.4 (Théoreme de la deduction) Pour que G,a = b il faut et il suffit que:
GtFa—b.

Théoreme 2.5 Si D est un systéme déductif et a € A alors le systéme déductif en-
gendré par l’ensemble G = DU {a} est I’ensemble de tous les © € A tels que a — x € D.

3 Systemes déductifs irréductibles

Parmi les systémes déductifs il est important de distinguer ceux qui sont indiqués dans
les définitions suivantes:

Définition 3.1 Un systéme déductif D sera dit irréductible si:
1. D est propre;

2. Si Dy et Dy sont des systémes déductifs tels que D = Dy N Dy alors: D = Dy ou
D = D,, (H. Rasiowa [25]).

Définition 3.2 Un systéme déductif D sera dit premier si:

1. D est propre;



2. aVvVbe D impliqgue: a € D oube D.

H. Rasiowa [25] a démontré que ces deux notions sont équivalentes et qu’il peut exister
des filtres premiers qui ne soient pas des systémes déductifs.
Il est aussi important de considérer la définition suivante:

Définition 3.3 Un systéme déductif D est completement irréducible si:

1. D est propre;
2. Etant donné une famille de systémes déductifs {D;}ics telle que D = (| D; il

i€l
existe un indice i € I tel que D = D;.

La famille de tous les systémes déductifs qui ne contiennent pas un élément ¢ # 1 est
inductive supérieurment.

Définition 3.4 Un systéme déductif D sera dit 1ié a I'élément ¢ st D est un systeme
déductif maximal parmi ceux qui ne continnent pas c.

Théoréme 3.1 Pour qu’un systéme déductif D soit complétement irréductible il faut
et il suffit qu’il soit li€ a un élément c.

Théoréme 3.2 Pour que le systéme déductif D soit lié a ¢ il faut et il suffit que
1. ¢c& D;

2. x —c€ D, pour tout x € D.

Théoréme 3.3 Tout systéme déductif propre est lintersection de systémes déductifs
complétement irréductibles.

Ces deux derniers résultats jouent un réle important au point de vue technique.

Théoréme 3.4 La famille T de tous les systémes déductifs irréductibles, ordonnée par
la relation d’inclusion est inductive supérieurment et inférieurment. Les éléments ma-
zimauz de T seront appelés: systemes déductifs maximaux.

Théoréme 3.5 Pour qu’un systéme déductif M propre soit mazimal il faut et il suffit
qu’une quelconque des conditions suivantes soit vérifiée:

M1) Pour chaque z, = € M ou [r € M.
M2) Six,yg M alorsz >y € M.



Les algébres de Nelson simples se définissent & la maniére habituelle.

Soit T un un ensemble formé par trois éléments T = {0,a,1}. Sur T on peut définir
une seule structure d’algebre de Nelson, déterminée par les tables:

|~z

— Q O[>
2 8 Ol
—Q Of e
=R OoIK
= OO
e i R
— e o]
O k= =O
Q = =9
— s |
=0 O8

1
a
0

O O OO
= Q Q|

Il est claire que le réticulé T a le diagramme suivante:
1

a

0

L’ensemble B = {0, 1} algébrisé par les mémes tables est une algébre de Boole, donc
une algeébre de Nelson. B est une sous-algébre de T.

Théoréme 3.6 B et T sont les seules algebres simples.

Corollaire 3.1 Pour que le systéme déductif M soit mazimal il faut et i suffit que
A/M soit isomorphe ¢ B ou a T.

4 Les algebres de Nelson semi-simples

La définition suivante se présente d’une facon naturelle.

Définition 4.1 Le radical de A est intersection, Rad(A), de tous les sys témes dédu-
ctifs mazimauz de A. Un algébre de Nelson A sera dit semi-simples si Rad(A) = {1}.

Théoréme 4.1 Le radical de A est identique & chacun des ensembles suivants:
1. L’ensemble de tous les x € A tels que [[z = 1.
2. Le systéme déductif engendré par les éléments de la forme zV [z, z € A.

3. Le systéme déductif engendré par les éléments de la forme ((a — b) — a) — a,
a,be A.

Théoréme 4.2 L’algébre A/Rad(A) est semi-simple. Si une algébre de Nelson semi-
simple A’ est une image homomorphe de A alors A' est une image homomorphe de

A/Rad(A).



Théoréme 4.3 Pour qu’un systéme déductif premier D de A soit mazimal il faut et il
suffit qu’il contient le radical, c’est-‘a-dire Rad(A) C D.

Les algébres de Nelson semi-simples peuvent étre caractérisées de plusieurs manieres.

Théoréme 4.4 Pour quune algébre de Nelson soit semi-simples il faut et il suffit
qu’une quelconque des conditions suivantes soit vérifiée:

S1) aVa=1;

S2) (a —b) = a=ay

S3) a—b=1[aVb

S4) Tout systéme déductif premier est mazimal;

85) Tout systéme déductif propre est Uintersection de systémes déductifs mazimaug.
D’ou 'on déduit que:

Théoréme 4.5 Toute algébre de Nelson semi-simple A, contenant tout au moins deux
éléments, est isomorphe a une sous-algébre d’un produit cartésien d’algebres T.

Indiquons la démonstration de ce théoreme dans ses lignes générales.

Dans le cas des algébres de Nelson semi-simples, les filtres premiers minimaux (c’est-a-
dire les complémentaires des idéaux maximaux) coincident avec les systémes déductifs
maxirmaux.

Soit E = {M} l'ensemble des filtres premiers minimaux de A. Soit F = TF la famille
de toutes les fonctions de E dans T algébrisées point par point. F est une algébre de
Nelson semi- simple. Pour chaque M € E soit m ’homomorphisme naturel de A dans
l'algebre quotient A/M (qui est une sous-algebre de T).

A chaque élément f € A faisons correspondre la fonction ¢(f) = F € F définie par la
formule

F(M) =m(f) € T.

On voit de suite que ¢ est un homomorphisme de A dans F et de la semi-simplicité de
A on déduit que  est un isomorphisme.
Si A est un algebre de Boole alors A/M = B et la démonstration précédente coincide
avec celle du théoréme de M. Stone [28].

Nous allons maintenant montrer que le théoréme de représentation 4.5 peut étre identifié
avec un théoréme de Gr. C. Moisil. Pour cela nous avons besoins de rappeler la notion
d’algebre de Lukasiewicz (trivalente), introduite par Gr. C. Moisil (11], [12], [15] qu’on
peut définir de la maniére suivante [18], [21]:



Définition 4.2 Un systéme (A,1,~,V,A,V) formé par: un ensemble A; un élément
1 € A; deuz opérations monaires ~,V et deuz opérations binaires A,V définies sur A,
sera dit une algébre de Lukasiewicz (trivalente) si les aziomes suivants sont vérifiés:

Al) zA(zVy) ==z

A2) xA(yVz)=(zAz)V (yAx)

A3) ~~zx =1

A4) ~(zAy)=~azVry

A5) ~zvVzr=1

A6) xAN~z=~2AVZ

A7) V(zANy) =Vz AVy

Pour abréger nous dirons aussi que A est une algébre de Lukasiewicz.

Pour comparer cette définition avec celle de Gr. Moisil on doit poser ~ z = Nz;Vz =
uxr = Mz.

Cette notion joue dans ’etude du calcul propositionnel trivalent de Lukasiewicz un réle
analogue a celui des algebres de Boole dans ’etude du calcul propositionnel classique.

Théoréeme 4.6 St dans une algébre de Lukasiewicz nous posons t — y =V ~ xVy
alors le systéme (A,1,~,—,A,V) est une algébre de Nelson semi-simple, et en outre:
Ver=~z—0.

Réciproquement:

Théoréme 4.7 Si (A,1,~,—,A,V) est une algébre de Nelson semi-simple et si nous
posons Vr = ~ x — 0, alors le systéme (A,1,~,V,A,V) est une algébre de Lukasiewicz
etenoutrer - y=V~aVy.

Ces deux théorémes montrent que nous pouvons identifier les algébres de Nelson semi-
simples avec les algebres de Lukasiewicz trivalentes. Ce résultat est & comparer avec le
théoreme suivant: les algebres de Heyting semi-simples coincident les algébres de Boole
[16], page 157.

Le principe de dualité subsiste dans les algébres de Nelson semi-simples puisque on peut
démontrer la formule z A ]z = 0 [dual de S1), théoréme 4.4]. Dans le cas actuel les
formules (C1), (T1), (C2), (T3) ne sont pas démontrables, mais nous avons [z = [[[z
et [[z <=z

D’aprés Gr. Moisil {13], [15] les algébres de Lukasiewicz sont des algébres de Heyting.
On peut montrer que I'implication intuitioniste a = b est donnée par la formule:

a=>b=(a—-bA(Va—>Vb)=~VaVv (V~aAVbVb.
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Donc ]z = ~ [~ & = ~ Vz = x = 0 est la négation intuitioniste de «, c¢ qui explique le
changement de notations que nous avons adopté d’aprés une suggestion de Gr. Moisil.

Dans l’algebre T, 'implication contraposable >— est donnée par la table ci-jointe.

> |

O RN O
Q = iR
e e R

0
a
1

Elle coincide donc (en posant a = 3) avec I'implication que Lukasiewicz a utilisée pour
définir son calcul propositionnel trivalent.
Les formules:

TVy=(r>y) >y

T—oy=1>> (r>>Y)
l=x>=x

valables dans toute algébre de Nelson semi-simple montrent que les opératins —,V, A
et la constante 1 peuvent s’exprimer au moyen des opérations >— et ~, sui sont les
connectifs que J. Lukasiewicz [8], [9] a utilisé pour décrire son calcul propositionnel
trivalente.

5 Les algebres libres

Nous nous proposons maintenant d’indiquer la répercussion des résultats précédents sur
le calcul propositionnel trivalent de Lukasiewicz.

La notion d’algébre de Nelson (Lukasiewicz) libre se définit a la maniére habituelle.
Etant donné que les algébres de Nelson et de Lukasiewicz peuvent étré définies au moyen
d’egalités, on en déduit, par un théoreme de G. Birkhoff (2], I'existence et I'unicité, a
moins d’un isomorphisme, des algébres de cette nature avec un nombre donné ¢ > 0 de
générateurs libres.

Le calcul propositionnel constructif avec négation forte a été défini de la maniére suiv-
ante: L’alphabet de ce calcul est constitué par: 12) un ensemble G, non vide, de variables
propositionnelles G = {g;}icr; 22) Les connectifs: ~, [, —,A,V; 32) Les symboles auzi-
liares (,). L’ensemble £ des formules (bien formées) se définit a la maniére habituelle.
Nous poserons pour abréger z — y = (z — y) A (y — ).

Une formule est un aziome si elle a une des formes sivantes (ou z, y, z sont des formules).

Al) (z - (y— 1))

A2) ((z = (y = 2)) = ((z = y) = (¢ — 2)))

10



Une partie D de £ ser dite un systeme déductif si: D1) D contient tous les axiomes:
D2) D vérifie le modus ponens c’est-é-dire: si x,z — y € D alors y € D. L’ensemble 7
des théses de L est, par définition, I'intersection de tous les systemes déductifs.

Etant donné un systeme déductif D posons, avec Helena Rasiowa, a = b (mod D) si
(a—=b0)ANb—-a)A(~a—-~bA(~b—>~a)eD.

D’apres cet auteur la relation binaire = ainsi définie sur £ est une relation de congruence
compatible avec les opérations ~, [, A, V, — définies sur L.

Soit |a|p la classe d’equivalence (module D) qui contient 1'élément a € L et L£/D
I'ensemble des classes d’equivalence. En définissant les opérations ~, [, A,V, — sur £/D
de la fagon naturelle, nous obtenons une algebre de Nelson qu’on appelle 'algebre quo-
tient de £ par D. La transformation h(l) = |l|p est un homomorphisme de £ sur £/D.
Sid € D alors |d|p = 1 est le dernier élément de £/D. Le noyau de I’homomorphisme
h, ¢’est-d-dire 'ensemble h~1(1) coincide avec D.

Si D =T alors I'algebre quotient £/7 = L, qu’on nomme ’algébre de Lindebaum de L,
est une algebre de Nelson (H. Rasiowa [24], [25]) et I'on peut montrer plus précicément
que les |g;|p sont des générateurs libres de L.

Nous voyons ainsi que la syntaxe du calcul propositionnel constructif avec négation forte
permet de décrire I'algébre de Nelson ayant autant de générateurs libres qu’il y a de
variables propositionelles.
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Remarquons que les axiomes schémes A1)-A10) avec la régle de Modus Ponens cara-
ctérisent le calcul propositionnel intuitionniste, donc le calcul propositionnel constructif
avec négation forte peut étre considéré comme ’extension du calcul propositionnel intui-
tionniste qu’on obtient en ajoutant un noveau connectif (& son alphabet) et les axiomes
schémes A11)-A16), tout en conservant comme seule régle celle de Modus Ponens.

D’aprés un résultat de H. Vorobiev [29], [30] cette extension est conservative, c’est-a-dire
les formules de 7 dans lesquelles ne figure le connectif ~ coincident avec les theses du
calcul propositionnel intuitionniste. Cependant cette extension n’est pas simple (single-
valued) au sens de Smetanic [27] car, d’aprés H. Vorobiev [29)], les formules de la forme:

S) (G=yAly—a) =~z =2~y A~y =~ 1))

ne sont pas des théses de L.
Remarquons maintenant que si l'on ajoute aux axiomes schéma A1)-A10) du calcul
propositionnel intuitionniste ’axiome schéma

A0) ([z V)

tout en conservant comme seule régle celle de Modus Ponens, nous obtenons le calcul
propositionnel classique; donc d’aprés les théorémes 4.4 et 4.7 nous pouvons affirmer
que:

Théoréme 5.1 Si l'on ajoute aur axiomes schéma A1)-A16) du calcul propositionnel
constructif avec négation forte l’aziome schéma A0) et si T' est l'ensemble des théses du
calcul ainsi obtenu alors 'algébre quotient L' = LT’ est l’algébre de Nelson semi-simple
ayant autant de générateurs libres qu’il y a de variables propositionnelles.

En tenant compte du théoréme 4.5 on voit de suite que T est une matrice caractéristique
pour le calcul propositionnel indiqué dans la théoreme 5.1, d’ou 'on déduit que:

Corollaire 5.1 Les aziomes schéma A0)-A16) avec la régle de Modus Ponens carac-
térisent le calcul propositionnel trivalent de Lukastewicz.

L’algébre de Lukasiewicz avec un générateur libre a été determinée par Gr. Moisil [12].
Nous ne savons pas si le résultat suivant est connu ou non.

Théoréme 5.2 Le nombre d’éléments de ’algébre de Lukasiewicz L, avec n générateurs
libres, est donné par la formule:

N(L,) = 3""%2%

Plus précisément L, est isomorphe au produit cartésien de 3™ — 2" algebres T' et 2™
algébres B.
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6 Relations du calcul propositionnel de Lukasiewicz
avec d’autres calculus

Les résultats précédents montrent que le calcul propositionnel trivalent de Lukasiewicz
peut étre considéré comme une extension du calcul propositionnel classique (formulé au
moyen de schémas A0)-A10) et de la régle de Modus Ponens), moyennant 1’adjonction
du connectif ~ (& son alphabet) et des axiomes shémas A11)-A16).

Cette extension est conservative, c’est-4-dire toutes les formules de 77 dans lesquelles
ne figure pas le connectif ~ sont des théses du calcul propositionnel classique, mais elle
n’est pas simple au sens de Smetanic, car les formules de la forme (S) n’appartiennent
pas &4 7.

Remarquons encore que si 'on définit le radical de L comme Vintersection Rad(L) de
tous les systémes déductifs maximaux de L, alors:

Théoréme 6.1 L/Rad(L) est isomorphe d lalgébre de Lindenbaum du calcul pToposi-
tionnel trivalent de Lukasiewicz.

Il est bien connu que si I'on ajoute 'axiome schéma z V ~ z & ceux du calcul proposi-
tionnel trivalent de Lukasiewicz, nous obtenons comme extension un calcul proposition-
nel équivalent au calcul propositionnel classique et il est clair que cette extension n’est
pas conservative.

L’important résultat de Gr. Moisil d’apres lequel les algébres de Lukasiewicz sont des
algebres de Heyting lui a permis de montrer [12], [15] que le calcul propositionnel
trivalent de Lukasiewicz peut étre considéré comme une extension du calcul propo-
sitionnel intuitionniste (plus précisément du calcul propositionnel positif au sense de
Hilbert-Bernays) moyennant 1'adjonction du connectif “~” 4 son alphabet, et des
axiomes schémas convenables; en outre on doit ajouter 4 la régle de Modus Ponens pour

Pimplication intuitinneste la régle:
R2) Si 2 = y est une thése alors ~ y = ~ z est une thése.

Cette extension n’est pas conservative, mais on peut montrer qu’il s’agit d’une exten-
sion conservative du calcul propositionnel trivalent, considérée par A. Heyting, et dont
Pétude a été développée par Lukasiewicz [8], [9] , L. Monteiro [20] et d’autres auteurs.
Cette extension n’est pas simple, au sens de Smetanic, car, si nous posons r < y =
(z = y) A (y = z), les formules de la forme:

(zey) = (v =>~y)

n’appartiennent pas & 7' (Pour I’étude des extensions simples du calcul propositionnel
trivalent de Heyting voir les travaux de Smetanic).
Le calcul propositionnel modal S5, [7] - dont I’alphabet contient les connectifs: —
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,V, A, [, A (Nous représentons le symbole de nécessité par A), et les symboles auxiliares
(,) - peut étre caractérisé (K. Godel [5]) par les axiomes schéma A0)-A10) et

Al) (Az — x)
A2) (Az —y) — (A7 — Ay))
A3) ([Az — A[Ax)

en ajoutant & la régle du Modus Ponens la

Régle R2) Si = est une thése alors Az est une thése.

Si dans le calcul propositionnel trivalent de Lukasiewicz nous posons:
A:F:NVN.’T::N[_’E,

alors les axiomes A0)-A10) A1) — A3) et les régles R1) et R2) sont valables, et cela
montre que ce calcul est une extension de S5.
Cette extension n’est pas conservative, car les formules de la forme:

(A(g: V g;) — (Ag: V Agj))

appartiennent 4 7’ et ne sont pas des théses de S5; et, en outre, elle n’est pas une

extension simple.

L’implication stricte doit étre définie dans le calcul de Lukasiewicz par la formule:
r—>y=Alr—-y)=AV~zVy =V~rVAay

En résumé: le calcul propositionnel trivalent de Lukasiewicz peut étre considéré comme
une extension des calculs propositionnels classique, trivalent de Heyting et modal S5,
tout en étant un cas particulier du calcul propositionnel constructif avec négation forte.

Dans un autre travail nous montrerons que le calcul propositionnel trivalent de Luka-
siewicz peut étre aussi obtenu dans le calcul fonctionnel monadique classique [6], ce qui
montre son intéret, méme dans le cadre de la logique classique.
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1 Introduction

Définition 1.1 Soit (A,—,1) un systéme formé par un ensemble non vide A, une
opération binaire — définie sur A et un élément 1 € A, qui vérifie les aziomes suivants:

Hi)a— (b—a)=1.

H2) (a—(b—0c)—((a=b)—(a—c) =1

H3) a—1=1.

H{) Si a—»b=1 e boa=1 alorsa=>.

Nous dirons alors que A est une algébre de Hilbert. (5], 1], [2].

Nous pouvons donc affirmer que A est un modéle implicatif au sens de L. Henkin, [3].
Lemme 1.1 Dans une algébre de Hilbert, est valable:

H5)a—a=1

Définition 1.2 Nous écrirons a < b, pour indiquer que a — b=1. [3].

Lemme 1.2 La relation < est une relation d’ordre, et = < 1, pour tout z € A. [3].

Nous dirons que < est ’ordre induit par l'opération —, ou plus simplesment que < est
l'ordre induit.

1Une premitre redaction de cettes notes a été faite par L. Monteiro, dans cette Seminaire.



Exemple 1.1 Remarquons que si (A, <) est un ensemble totalement ordonné contenant
un dernier élément 1 et se nous posons :

1 st a <b,

a—)b:{b si a>b.

alors A est une algébre de Hilbert par raport a l’opération binaire — que nous venons
de définir sur A et en outre ’ordre induit coincide avec l'ordre initial ( A. Tarski).

Lemme 1.3 Dans une algébre de Hilbert sont valables:
H6) 1 —a=a.

H7) a— (a > b)=a—b.

H8) a — b=1 si et seulement sia — (a = b) = 1.

HY9) Sib<calorsa—b<a—c

H10) Sia<balorsb—c<a—c

Hi1) Sia— (b—c)=b—o(a—c)=(a—b) = (a—c).
Hi12) a — ((a — b) > b) = 1.

Définition 1.3 Nous dirons qu’un sous-ensemble D d’une algébre de Hilbert A, est un
systéeme déductif, si:

Di) 1€ D,
D2) Sia€ D eta—be D alorsbe D, (modus ponens).

Si D # A nous dirons que D est un systéme déductif propre.

Il est claire que D = {1} est un systeme déductif. Toute systéme déductif D d'une
algébre de Hilbert A est une section supérieure de l'ensemble ordonné (A, <), c'est-a-
dire “Siz € D et x <y alors y € D",

Définition 1.4 Si H est un sous-ensemble d’une algébre de Hilbert A, nous donnerons
le nom de systéme déductif engendré par H a lintersection D(H) de tous les systémes
déductifs, qui contiennent l’ensemble H.

Si H = {a}, nous notérons D(a) au lieu de D({a}), et si D est un systeme déductif
d’une algebre de Hilbert A, et a € A, alors nous notérons D(D, a) au lieu de D(DU{a}).



Lemme 1.4 1) D(a)={z€A:a>z=1}.
2) Si H = {a,b}, alors D(H)={z € A:a— (b— ) =1}.
3) D(D,a)={z € A:a—z €D}
Définition 1.5 Un systéme déductif D d’une algébre de Hilbert A, sera dit:

I) Trréductible, si: I1) D est propre, et 12) Si Dy, D, sont des systémes déductifs
tels que D = Dy N Dy, alors D = Dy ou D = D,.

C) Completement irréductible, si: C1) D est propre, et C2) Etant donnée une famille
{D;}icr de systémes déductifs telles que D = N D;, alors 1l existe un indice ig € I

el
tel que D = D;,.

M) Maximal, si : M1) D est propre et M2) Si C est un systéme déductif tel que D C C
alors C =D ou C = A.

F) Un Fil, si : F1) D est propre et F2) La famille de tous les systémes déductifs
propres qui contiennent D est une chaine .

Il est clair que tout systeme déductif complétement irréductible est irréductible, mais
dans certaines algebres de Hilbert il y a des systémes déductifs irréductibles qui ne sont
pas complétement irréductibles.

Exemple 1.2 Soit R I’ensemble des nombres réels, et [0,1] = {r € R: 0 < z < 1}.
Comme [0,1] est une chaine avec dernier élément 1, si nous considérons l’opération bi-
naire — définie comme dans l’ezemple 1.1, alors ([0, 1], —,1) est une algébre de Hilbert.
Soit a tel que 0 < a < 1, alors l'ensemble [a) = {z € [0,1] : a < =} est un systéme
déductif irréductible qui n'est pas complétement irréductible, car si 0 < £ < a alors:

et [a —€) # [a), pour toute, 0<e <a.

Observation 1.1 Remarquons que l’ensemble (0,1 = {r e R: 0 <z <1} C [0,1] est
un systéme déductif mazimal, et (0,1] est d’ailleurs le seul systéme déductif mazimal
de [0,1]. Alors il est clair que dans 'algébre de Hilbert ((0,1],—,1) il n’existe aucun
systéme déductif mazimal.



Lemme 1.5 Soit D un systéme déductif propre d’une algébre de Hilbert A, he A-D
(donc h # 1), et C la famille de tous les systémes déductifs C de A qui vérifient:

(1) DCC, (2) h¢C,

c’est-a-dire

C={CeD:DCC, h¢C}

Alors C est inductive supérieurement.

Les systemes déductifs maximaux de la famille C seront dites des systémes déductifs
liés a h.

Théoreme 1.1 Pour qu’un systéme déductif D soit compléeternent irréductible il faut
et il suffit que D soit lié a un élément h, (h ¢ D).

Théoréeme 1.2 Tout systéme déductif propre est Uintersection de systémes déductifs
complétement irréductibles.

Corollaire 1.1 Tout systéme déductif propre est lintersection de systémes déductifs
irréductibles.

Théoréme 1.3 Pour qu’un systéme déductif propre C soit completemnent wrréductible,
il faut et il suffit qu’il existe un élément c ¢ C tel que pour tout a ¢ Clonaita—ceC.

Théoreme 1.4 Si C est un systéme déductif lié ¢ I’élément a — c , alors a € C.

Théoréme 1.5 Pour qu’un systéme déductif propre D soit irréductible, il faut et il
suffit qu’étant donnés deuz éléments a,b ¢ D il eriste un Elément c ¢ D tel que
a—ceD, b—ceD.

Théoréme 1.6 Pour qu’un systéme déductif M soit mazimal, il faut et il suffit que:
1) M soit propre, et 2) Sia,b¢ M alorsa —>be M. 2

2 Algebres de Hilbert linéaires

Définition 2.1 Une algébre de Hilbert A sera dite un fil ou une chaine si Uordre induit
est total, c’est-a-dire si (A, <) est une chaine.

Etant donnée une famille non vide {L; : i € I} de chaines (chacune desquelles a un

dernier élément 1;, i € I), soit L = [] L;, le produit direct ou cartésien des algebres
i€l
L;, i€ I, alors L est une algebre de Hilbert.

2,05 démonstrations de tous les résultats précédants se trouvent dans les notes du cours de A. Monteiro
[5], voir aussi [6].



Définition 2.2 Nous donnerons le nom d’algébre de Hilbert linéaire a toute sous-
algébre de L.

Théoréme 2.1 Si A est une algébre de Hilbert linéaire alors:
(L) (@a—=b)—c)—=(((b—a)—c)—c)=1,
quelques soient a,b,c € A.

Dém. On reconndit facilement que (L) est verifiée dans une chaine, avec un dernier
élément 1, d’oli 'on déduit que (L) est verifiée dans A. O

Nous nous proposons de demontrer le théoréme suivant:

Théoréme 2.2 Pour qu’une algébre de Hilbert soit linéaire il faut et il suffit que la
condition (L) soit verifiée.

Dém. Il est claire que la condition est necessaire. Dans le §7 nous montrérons que la
condition es suffisante. O

3 Caractérisation des algébres linéaires au moyen
d’une propriété des systémes déductifs complete-
ment irréductibles

Nous allons traduire la condition (£) au moyen d’une propriété des systémes déductifs
compléetement irréductibles.

Théoréme 3.1 Si A est une algébre linéaire alors la famille de touts les systémes
déductifs qui contiennent un systéme déductif complétement irréductible C, ordonée par
la rélation d’inclusion, est une chaine.

Dém. Soit C un systéme déductif complétement irréductible et supposons qu’il exis-
tent deux systémes déductifs propres D;, D, contenant C et que soient incomparables.
D’aprés le théoréme 1.1, le systeme déductif C' est un systéme déductif mazimal parmi
ceux que ne contiennent pas un certain élément ¢ € A — C. Alors nous pouvons affirmer
quec € DN D,. Soita€ Dy — Dy, etbe Dy—Dy. Deb<a— betbe D, on déduit
que:

(1) a—be DQ,

en outre nous pouvons affirmer que:

(2) a —b¢ Dy,



car autrement de @ € D, et a — b € Dj, on déduirait b € D, c’est qui est impossible
par hypotheése.
D’une facon analogue on démontre que:

(3) b—%aEDl, et (4)b—>(l¢D2
En particulier nous pouvons affirmer que:

(5) a—b¢C, et (6) b—oag¢C.

De (5) et (6), en tenant compte du théoréme 1.3, on déduit respectivement:
(7) (a—b) »ceC, (8) (b—a)—celC.

De (7) et (L) il resulte:
9) (b—a)—c)—cel.

Je (8) et (9) on déduit que ¢ € C, et cette contradiction termine la démonstration. 0O

Nous allons maintenant démontrer que la propriété des systemes completement irré-
ductibles indiquée dans le théoréme 3.1 est caractéristique pour les algebres linéaires,
¢’est-a-dire:

Théoréme 3.2 Si A est une algébre de Hilbert telle que la famille des systémes dé-
ductifs qui contiennent un systéme déductif complétement irréductible C forment une
chame, alors A est une algébre linéaire.

2ém. Supposons que la condition (L) n'est pas vérifiée, cela veut dire q’uil existent
des cléments a, b, c. € A telles que:

(1) ((a—=b)—c)=({((b—a)—c)=c)F L

Soit D le systeme déductif engendré par les éléments (a — b) — cet (b — a) — ¢, nous
savons, voir lemme 1.4,2), que D est la famille de tous les = € A tels que:

((a=b) =)= ((b—a) =) =) =1,

d’ot1 l'on déduit que ¢ ¢ D, car autrement on aurait

(2= b)) = (b= a) = ¢) =) =1,

ce que est impossible par hypothese.

Suit ¢ un svsteme déductif maximal, parmi ceux qui contiennent D sans contenir
'élément ¢, ot Dy = D(C.a) ={zr € A:a— 2 € C},doncb ¢ D, car si b € D, alors
a-—b e C et comme (a — b) — ¢ € C on aurait ¢ € C cet qui est impossible.

S D= D(Ch) ={r € A:b— x € C}, alors d’une fagon annalogue on démontre que
a g )

Lians ces conditions € serait contenu dans deux systémes déductifs incomparables D,
ot 2, et cette contradiction termine la démonstration. 0

(o))



4 Caractérisation des algébres linéaires par des pro-
priétés des systémes déductifs irréductibles

Les résultats indiqués dans le § 3 sont suffisants pour élaborer la théorie de représentation
que nous allons indiquer dans le §7; mais pour I’étude des algébres linéaires libres nous
aurons besoin d’indications plus complétes sur les propiétés des systémes déductif irré-
ductibles, etant donné que dans une algébre de Hilbert linéaire il peuvent existir des
systémes déductifs irréductibles que ne sont pas complétement irréductibles.

Théoréme 4.1 Si D est un systéme déductif d’une algébre de Hilbert ayant la propriété
sutvante:

e [Propriété P| :Si a,b ¢ D alors ou bien a — b€ D ou bien b — a € D.

alors D est irréductible.

Dém.  Soit D un systeme déductif ayant la propriété P et supposons que D soit
réductible, c’est-a-dire qu’il existent deux systémes déductifs D’ et D" tels que:

(1) D=D'nD" et (2) D#£D', D# D"

Il est clair que D’ et D” étant deux ensembles incomparables, donc il existent des
éléments a € D' — D", b € D" — D', en particulier a,b ¢ D. De la proprieté P on
déduit que nous aurons soit a — b € D, soit b — a € D.

Sia— b€ D,alorsdea€ D' et a— be D' on déduit b € D' ce qui est impossible par
hyphothese. On arrive aussi & une contradiction si ’on suppose que b — a € D. Nous
pouvons donc affirmer que D est irréductible. 0

Dans une algebre de Hilbert il peuvent exister des systemes déductifs irréductibles qui
n’ont pas la propriété P.

En effet considerons le réticulé distributif fini A dont le diagramme est indiqué dans la
figure suivante.

1
c

a\ b
o0

Il est bien connu que tout réticulé distributif fini est une algébre de Heyting, donc A est
aussi une algebre de Hilbert. Dans ce cas nous avonsa — b =5, b — a = a. L’ensemble
D = {1} est un systéme déductif irréductible que n’a pas la propriété P.
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Nous allons démontrer que cette circonstance ne se présente pas dans les algebres
linéaires.

Théoreme 4.2 Dans une algébre linéaire tout systéme déductif irréductible a la pro-
priété P.

Dém. Soit A une algebre linéaire, P un systéme irréductible de A, a,b ¢ P et
supposons que a — b ¢ P et b— a ¢ P. Soient:

(1) D’zD(P,a—»b)={$€A:(a——>b)—»m€P}

et
(2) D'=D(Pb—a)={r€A:(b—a)—>T€EP}

Comme P est irréductible nous pouvons affirmer que P C D' N D", alors il existe un
élément ¢ € (D' N D") — P. De c € D’ et de (1) on déduit que (3)(a — b) = c€ P.
De ¢ € D" et de (2) on déduit que (4) (b — a) — c € P. De (3) et (£) on déduit
(5) (((b— a)) = c)—ce P. De(4)et (5) il résulte que ¢ € P. Cette contradiction
termine la démonstration. )

Corollaire 4.1 Dans une algébre linéaire pour qu’un systeme déductif P soit irré-
ductible il faut et il suffit qu’il ait la propriété P.

Nous allons maintenant montrer que les algébres linéaires sont les seules algebres de
Hilbert o1 les systemes déductifs irréductibles peuvent étre caractérisés par la propriété

P.

Théoréeme 4.3 Si A est une algébre de Hilbert ayant la propriété suivante:

e [Propriété £ | : Pour qu'un systeme déductif P soit irréductible il faut el il suffit
que P ait la propriété P,

alors A est une algébre linéaire.

Dém. Si A n’est pas une algebre linéaire, il existe d’apres le théoréme 3.2, un systéme
déductif complétement irreductible C' qui est contenu dans deux systeémes déductifs
incomparables D’ et D". Soient a € D' — D", b€ D" — D'. Comme C est un systeme
irréductible, des conditions a,b ¢ C on déduit, en tenant compte de la propriété £ (que
nous supposons vérifiée dans A) , que oua — b € Coub—oaceC.Sia-be(C,de
ac D eta—be D on déduit b € D, ce qui est impossible. De méme de b—a€C
on déduit aussi une contradiction. Cela montre bien que A est une algebre linéaire. O



Démontrons maintenant que:
Théoreme 4.4 Dans une algébre linéaire tout systéme déductif irréductible est un fil.

Dém. Supposons que dans une algebre linéaire il existe un systéme déductif irre-
ductible P que soit contennu dans deux systémes déductifs incomparables D’ et D”.
Soient @ € D' — D", b€ D” — D'. Alors de a,b ¢ P on déduit, voir théoremes 4.1 et
4.2, que l’on a: soit a — b€ P soit b — a € P. Dans le premier cas de a, a — b € D'
on déduit b € D’ ce qui est impossible, de méme dans le second cas, et la démonstration
est terminée. O

Finalement nous pouvons énoncer le résultat suivant:

Théoréme 4.5 Pour qu’une algébre de Hilbert soit une algébre linéaire il faut et il
suffit que tout systéme déductif irréductible soit un fil.

Dém. C’est une consequence immédiate des théorémes 4.4, 3.1, et 3.2. C

5 Nouvelle caractérisation des algébres linéaires

En utilisant les résultats précédentes nous allons obtenir une nouvelle caractérisation
des algebres linéaires.

Remarquons qu’en général dans une algébre de Hilbert, deux éléments a et b n’ont pas
une borne supérieure, mais lorsque cette borne existe nous la representerons par a \ b.

Théoréme 5.1 Pour qu’une algébre de Hilbert A soit une algébre linéaire il faut et
suffit que (a — b) V (b — a) = 1, pour tout couple a,b € A.

Dém. La condition est necessaire. Supposons que A soit une algébre linéaire et que
(a — b) V (b — a) # 1. Cela signifie qu'il existe un élément x # 1 tel que:

(1) a—=b<z; (2) b—a<mz.

De z # 1 on déduit qu’il existe un systéeme déductif complétement irréductible P, et
alors irréductible, que ne contiennent pas I’élément z. De b < a — b et de (1) on déduit
que (3) b¢ P, (3) a—b¢ P. De méme on voit que : (4) a ¢ P, (4') b - a ¢ P.
De (3), (4) et du théoréme 4.2, on déduit que l'on a, soit @ — b ¢ P, soit b — a ¢ P ce
que est en contradiction avec (3’) et (4’). Cela montre bien que: (@ — b)V (b — a) = 1.
La condition est suffisante. Supposons que :(1) (a — b)V (b — a) = 1, et que A ne soit
pas une algebre linéaire. D’apres le théoreme 3.2, il existe un systéme complétement
irréductible C' que n’est pas un fil, c’est-a-dire C a les propriétés suivantes:

(2) C est un systeme déductif maximal parmi ceux que ne contiennent pas un
élément c.



(3) 1l existent deux systémes déductifs incomparables D' et D", qui contiennent C.
Des conditions (2) et (3) on déduit:
(4) ceD et ce D"
De la condition (3) on déduit qu’il existent des éléments a et b tels que:
(5) a€ D' — D", (6) be D" — D',

Montrons que:

(7) a—b, b—ag¢C.

En effet, sia — b € C, comme C C D’ alors a — b € D' et comme a € D' on déduit
par modus ponens que b € D', c’est qui est en contradiction avec (6). Analoguement on
montre que b — a ¢ C. De (2) et (7) on déduit, d’aprés le théoreme 1.3 :

8) (a—b)—=ceC,  (9) b—a)—cel.
Considérons 'élément:
v = ((amb) = c) = (b= a) = ) = ) = ((b—a) = &) = (({a = b) =) =)
D’aprés H12), nous avons:
bosa<(boa)—c)me<t ; amb<((a—b) —c—ec<n
d’oti, en tenant compte de (1): (10) z =1¢€ C. De (9) et (10) on déduit:
(11) ((a—>b)—c)—celC

et alors de (8) et (11) on déduit ¢ € C, et cette contradiction termine la démonstration.
W]

6 Le radical linéaire

Nous donnerons le nom de radical d’une algebre de Hilbert A, a l'intersection R(A)
de tous les systemes déductifs maximaux de A. Dans le cas ol A n’a aucun systeme
déductif maximal alors R(A) = A.

En général une algébre de Hilbert A n’est pas linéaire. Nous nous proposons de
déterminer les images homomorphes de A que sont linéaires. Pour cela nous avons
besoin d’un certain nombre de notions.

Définition 6.1 Le radical linéaire d’une algébre de Hilbert A est l'intersection RL(A)
de tous le fils de A.

Comme les systemes déductifs maximaux sont des fils, on peut afirmer que:
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Lemme 6.1 Le radical linéaire de A est contenu dans le radical de A, c’est-d-dire
RL(A) CR(A).

Démontrons maintenant que:

Théoréme 6.1 Le radical linéaire de A est identique au systéme déductif engendré par
tous les éléments de la forme:

(@ —=b) = c) = ((b—a) —¢) = o),
ou a,b,c € A.
Dém. (I) ((a —=b) —c) = (((b— a) — c) — ¢) € RL(A), quelques soient a,b,c € A.
Supposons qu'’il existent des éléments a,b,c € A, tels que:
((a =b) = c) = (((b—a) = ¢) = ¢) ¢ RL(A),
alors il existe un fil F tel que:
((a=b)—c)—=((b—a)—c)—c) ¢ F
Des rélations (voir H12):
a<boa<(boa)—e)—e< ((amb)—c)— (b a) =) — o),
on déduit que b — a ¢ F.
Remarquons maintenat que:
(b—a)—c)=(((a—b) —c)—ec)=((a—b)—c)> (((b>a)—c)—c)¢F,
et alors des rélations:
b§a——>b§((a—»b)—>c)—>c§((b—»a)—»c)—»(((a—»b)—»c)—»c),
on déduit que a —» b ¢ F.
Soit D' = D(Fa) = {r € A:a -z € F}. Comme a — b ¢ F, on voit que b ¢ D',
D’une fagon analogue on voit que a ¢ D" = D(F,b). Dans ces conditions F serait
contenu dans deux systémes déductifs incomparables D’ et D", ce qui est impossible car
F est un fil et cette contradiction démontre (I).
(II) Le systéme déductif D* engendré par les éléments de la forme
((a—=0) —c)— ((b—a) —c)—c)
coincide avec RL(A).
D’apres (I) nous pouvons affirmer que D* C RL(A). Supposons que D* # RL(A), et
soit ¢ € RL(A)— D*. Parmi les systémes déductifs que contiennent D*, sans contenir ¢, il
existe un C' que est maximal, donc C est un systéme déductif complétement irréductible
lie & c. Comme C n’est pas un fil il existent deux systémes déductifs incomparables D’
et D" que contiennent C et il est clair que ¢ € D'ND”. Soient a € D' — D" be D"-D,
alorsa —be D" —D'etb—a€ D' — D" dotl'on déduit que a — b, b — a ¢ C et
par conséquant (a — b) > ¢, (b—a) —ceC.
Comme ((a — b) — ¢) — (((b — a) > ¢) — ¢) € C nous pouvons affirmer que

((b = a) — ¢) — ¢ € C d’ol l'on déduit, en apliquant de nouveau le modus ponens, que
c € C. Cette contradiction montre que D* = L(A). a
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7 Réprésentation des algebres linéaires

Soient A et A’ des algeébres de Hilbert et A un homomorphisme de A sur A’, c’est-a-dire
une fonction de A sur A’ qui vérifie:

H) h(z — y) = h(z) = h(y).

Nous dirons alors que A’ est une image homomorphe de A. Observons que h(l) =
h(z — z) = h(z) — h(z) = 1"

Soit D = h™}(1') = {z € A: h(z) = 1'}. D s’appelle le noyau de I’homomorphisme h.
11 est facile a voir que D est un systéme déductif de A.

11 est important de savoir déterminer toutes les images homomorphes d’une algébre de
Hilbert.

Soit D un systéme déductif d’une algébre de Hilbert A. Nous écrirons a = b, (mod. D)
ou plus simplesment (si D est fixée) a = b, pour indiquer que a — b,b — a € D, alors
il est bien connu [5], [1], [2] que “=” est une congruence définie sur A. Soit |a| la classe
d’équivalence qui contiente ’élément a € A, c’est-a-dire |a] = {z € A : © = a}, et soit
A’ = A/= 'ensemble quotient de A par la relation “=”. Algebrisons A’ en définissant
opération — sur A’ par le formule: |a] — |b] = |a — b|. Soit 1" = |1|. Dans ces
conditions la transformation h(a) = |a| vérifie la condition H) d’oti 'on déduit de suite
que (A’,—,1") est une algebre de Hilbert, et que A’ est une image homomorphe de A.
Nous écrirons A/D pour représenter ’algébre de Hilbert obtenue de cette maniere. On
vérifie facilement, les images homomorphes A’ d’une algebre de Hilbert A peuvent étre
obtenues de la maniére que nous venons d’indiquer. {5]

Lemme 7.1 Si A, A’ sont des algébres de Hilbert, h : A — A’ un homomorphisme de
Asur A, P={x € A:h(z) =1} le noyau de h, et D un systéme déductif de A, alors:

1) Si P C D, h(D) est un systéme déductif de A’.

2) Si D' est un systéme déductif de A', alors D = h™'(D') est un systéme déductif
de A qui contient P.

3) Si D est un systéme déductif de A qui contient P, alors h™'(h(D)) = D.

4) Soit D(A, P) lensemble de tous les systémes déductifs de A qui contienent P, et
D(A’) I’ensemble de tous les systémes déductifs de A'. Alors la transformation h
est un isomorphisme entre les ensembles ordonnés (D(A, P),C) et (D(A'),C).

Dém.

1) Comme 1 € D alors 1’ = k(1) € h(D). Supposons que a’, a’ — b € h(D), alors
a' = h(a) ou (i) a € D et a - b = h(d) o d € d. Comme h est suryective
¥ = h(b) ou b € A. Donc h(a — b) = h(a) — h(b) = h(d) € h(D). Donc
a—be Petcomme PC Dona (i) a— be D. De (i) et (ii) on déduit que
be D, donc b = h(b) € h(D).
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2) Comme h(1) = 1’ € D', alors 1 € h™}(D’). Supposons que a, a — b € h~1(D’),
alors h(a) € D' et h(a) — h(b) = h(a — b) € D', donc comme D’ est un systéme
déductif h(b) € D' c’est-a-dire b € h=1(D'). Si p € P, c’est-a-dire h(p) =1 € D’
alors p € h™1(D').

3) D’apreés I’hypotheése et 1) h(D) est un systéme déductif de A’, donc d’aprés 2)
h~1(h(D)) est un systéme déductif de A qui contient P. En outre D C h™!(h(D)).
Montrons maintenant que h~'(h(D)) C D. En effet soit z € h™'(h(D)), c’est-
a-dire h(z) = z' € h(D). Alors il existe (i) d € D tel que h(d) = z’, donc
h(d = z) = h(d) » h(z) =2’ - 2/ =1', c’est-a-dire d — x € P et comme P C D
on a (ii) d > = € D. De (i) et (ii) on déduit z € D.

4) D’aprés 1) h : (D(A,P),C) — (D(4'),Q). Soit D' € D(A’), d’apres 2) D =
h~1(D') € D(A, P), donc d’apres 1) h(D) = h(h™'(D")) € D(A’), et comme
h est une fonction de A sur A’ on a h(h™}(D’)) = D', alors on a que h est
une suryection de (D(A, P),C) dans (D(A’),C). Montrons que si Dy, Dy sont
des systemes déductifs tels que P C D;, Dy alors D € D, si et seulement si
h(D;) C h(D,). En effet, si d' € h(D,) alors d' = h(d) ou d € D;, donc d € D, et
alors d' = h(d) € h(D;). Reciproquement soit d; € D, alors d' = h(d:) € h(D;) C
h(D,), donc d' € h(Dj). Alors d' = h(dy) ou dy € Dy, donc h(dy — dy) = 1/,
c’est-a-dire dy — d; € P et comme P C D,, alors dy — d; € D, et comme dy € D,
on a finalement d; € D.

D’apres le lemme 7.1 et le théoreme 4.4 nous avons:

Lemme 7.2 Si P est un systéme déductif irréductible d’une algébre de Hilbert linéaire
A, alors @ = A/P est une chaine.

Théoréme 7.1 Toute algébre de Hilbert linéaire A, avec plus d’un élément est isomor-
phe a une sous-algébre d’un produit cartésien d’algébres de Hilbert que sont chaines.

Dém. Soit 7 la famille des systémes déductifs irréductibles de A. Pour chaque P € T
soit Qp = A/P. Nous avons vue que A/P est une chaine. Soit

A= ] A/P.

Pel

Pour chaque P € Z, soit hp ’homomorphisme naturel de A sur A/P. Chaque élément
a' € A’ peut étre representé par:

a' = (ap)per oU ap € A/P.
Etant donné f € A considérons la fonction F : T — A/P définie par 1'égalité:

F(P) = hp(f) € A/P.
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I est claire que F € A’. Soit S la transformation de A dans A’ définie par S(f) = F.
1l est facile a voir que S est un homomorphisme de A dans A’. Montrons que S est un.
isomorphisme. Soient f,g € A tels que f # g, alors nous aurons soit (i) f £ g, soit
(ii) g £ f. Si (i) est vérifiée, alors il existe un systéme déductif irréductible P tel que
fePetgéd P, alors F(P) =1 et G(P) # 1, cela montre que F' # G, c’est-a-dire
S(f) # S(g). Si (ii) est vérifiée la démonstration est analogue. a
Cet dernier résultat montre que la condition du théoréme 2.2 est suffisante.

Nous avons ajouté des references bibliographique, posteriéures a 1961.
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