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I. TOPOLOGIA GENERAL

1. Notaciones
Suponemos que el lector conoce los principales cdncep—'
tos de la teoria general~de conjuntos. Nos limitaremos a
resefiar las notaciones que emplearemos en lo qhe-sigue.
Por lo general nos referiremos a sub-conjuntoé A, B,
C,... de un conjunto fijo X. Con las notaciones ANz,
AUB, designaremos respectivamente la interseccibén y la
reunién de los‘coﬁjuntos A y B. Para indicar que el con-

junto A es una parte del conjunto B escribiremos: AcB.

Si (Ay), es una familia de conjuntos, con las nota-
cioness teﬂtAt "JZ&:At designaremos, respecti-

vamente, la interseccidén y la reunibén de los conjuntos
Ay de la familia. 81 lg,clase T de indices es numerable
escribiremos también nol By s A Ane

Con A - B designaremos la diferencia de los conjuntos
A y B, esto es, el conjunto de los elementos de A que no
son elementos de B. El complemento de un subconjunto A
del conjunto fijo X seré designado -A. Es clafo que
-A =X -A yque A -B=AN(B).

Con @ designaremos la parte vacia de X.



2, Espacios topoldgicos. Operador de interior.

Sea X un"conjunto fijo e I un operador tal que'ahcada
" parte A de X asigna el conjunto I(A) & X, de modo gue se
verifiguen las propiedades:

I,) I(ANB) = I(A)NI(EB)

1,) I(4) & A

13) I(I(4)) =I(A)

I,) I(X) =X

DEFINICION: Llamaremos operador de interior sobre X

a un operador I con las propiedades indicadase.

E1l par (X, I) se dice un g¢spacio topolégico. El conjun-

to I(4), que denotaremos donde no haya lugar a confusibn

IA, es llamado interior del conjunto A.

Sobre cualguier conjunto no vacfo X puede definirse un
operador.de interior, por ejemplos
XsihA=X
(1) IA =
| g siddX
Se verifica inmediatamente que X, con el operador de
interior definido por (1), es un ejemplo de espacio to-

poldgico.



tro ejemplo es el siguientes
(2} . IA = A para todo ACX.
Un operador de interior }Z sobre X tiene ademés, las
propiedadess
: Is)v g =0
I¢) Si AeB , TA=IB
Demostracién: (Is) Poi I,: 180 , luego I8 = 8.
(Ig) Sea A<=B, esto es, A = ANB, de donde, poi‘ I1):
TA = I(ANB) = IANIB. Luego, IA<IB.
Una técnica usual para definir un operador de inte-
. prior sobre X es la gue consiste en dar una familia J&
de partes de X, coh las propledades:
Ky 8¢ R.
K,) §i 4, B € J, entonces snseR.

U = X
K3) N |
Para cada AeX, se define
(3 A=Y B
BeR .

“De acuerdo a la definicidbn (3), |
uy € IA" equivale a "existe B ¢ R tal que x € Be A",
Veamos que el operador I, as{ definido, es efectiva-
mente un operador de interior sobre X. Para. ello, indi--
quemos previamente las sigui-enntes propiedades del -opera-
dor I, definido por (3):
a) S1 A=DB, entonces IA=IB.
b) 81 A€, es IA =4 .



Demostracién: a) Sea x € IA, entonces, para algin

Aq el s x € AjCA, luego, como A=B, es X & A= B,

1o gue prueba que x € IB.

b) es trivial.

I]_)

1,)

13)

Veamos ahora que I verifica I,, Ins 13 e Is

T(ANB) = IANIB

Como ANBeA , ANBe=B, se sigue de 1a propiedad

(a): I(ANB)ecisi , I(ANB)=1IB, luegos

(i) I(ANB)=IA NIB

Sea x € IANIB, esto es, x €I4A y x €IB. En conse-
cuencia, existen.A;, By e R tales que x €A=hA T
X € By =B, luego, x € Ay NBy=ANB.

Como AlﬂBiGR , por la propiedad K,), resulta que
x € I(af) B), 1o que prﬁeba la inclusién: ‘

(11) I(4) N I(B)=I(ANB)

Isch |

 Resulta inmediatamente de la definicién.

IIA = 1A

Probemos primero que, para todo B e R , "Be A" equi-
vale a "B IAY.

En efecto, si BeIA, como IA=A, es Be 4. Reciproca-
mente, si BcA es, por (a), IB=IA, pero como B € K,
es, por (b), B = IB, de donde B<IA.

De acuerdo a la equivalencia probadas



I1IA = kaj B = k—}B

= IA
BeIA Be A
BeX - BeA

I)_!_) X = X

Por K.B :
IX = tuj‘B = B = X

BeX BeR
BeER :

Un ejemplo tipico de aplicacién del procedimiento in-
dicado se presenta cuando consideramos el conjunto X de
los nlmeros reales y la familia.’a de todos los interva-
los abiertos (a, D), incluyendo al intervalo degenerado
g = (a, a)e A tiene, como’ es inmediato comprobar,llas
propiedades Ky, Ky, Ko.

En lo que sigue, cuando nos refiramos al conjunto X
de los nGmeros reales, supondremos que X tiene la topo-
logfa construida a partir de la familia K de todos los

intervalos abiertos.

3. Operador de clausura

Dado el espacio topolégico (X, I) definimos, para to-
do Ae X, -
CA = -I-A
El operador C, asi definido, satisface las sigulentes
propiedades, duales de las il, I,, 13,'14:
C1) C(AUB) = CAUCB
Cy) A= CA



03) CCA = CA
| Cq)-Cﬁ = g
Probemos, a titulo de ejemplo, la propiedad (Cq)e
Por la definicidén de C:

. C(AU B) -;I-(A U B)

i

= =I(-A Nl -B) (por ley de @é Morgan)
= ~(I-AN I-B) (por I,)
= ~I-AlU~I-B (por ley}de De Morgan)
= CAUCB
Dualmente, puede probarse que si se-déd un operador c
sobre X, con las propiedades Gy, Cj; C3» Cys el operador
I definido por la identidad: IA = -C-A, para %todo A= X,

es un operador.de interior sobre X.

DEFINICION: Llamaremos operador de clausura sobre X

a_un operador C con las propiedades C1, Cp; C3, Ol

Una manera alternativa de dar una topologia sobre X
es ‘dar un operador de clausura C sobre X, el operador
I = -C- es el operador de interior en esa topologia.
Observemos que si a partir del operador de clausura
C definimos el operador de interior I = -C- , y de éste -
el operador de clausura c*=-1- se tiene c*= C. En efec-
&
to, C = =I- = =(~C=)~- =C. -

Se demuestra sin dificultad que un operador de clau-



sura sobre X verifica las propiedades:
CK) CX = X
. S )
Cg) 81 A<= B, entonces CA« CB.
&
En los textos de topologia las notaciones Int(4), A ,
para designar el interior de &, ¥ K, para designar la

clausura de A, son de uso frecuente.

L., Abiertos y cerrados

DEFINICION: Una parte A de X se dice un conjunto

abierto si A = IA,

De las bropiedades I,), Ig) resulta que X y g son
conjuntos abiertos. |

Los conjuﬁtos abiertos de un espacio topolégico X
son aquellos, y solo aquellos, subconjuntos A de X de
la.forma 4 = IB. En efecto; si A es abierto, A = IA.
Reciprocémente, si A = IB, A es abierto porque IA =

= IIB = IB = A.

TEOREMA 1l: Ia familia {1 de todos los conjuntos

abiertos de un espacio topoldgico X tiene las DL O~

piedades siguientess
(1) si A, B ¢l , entonces AnB e L .
(i1) 8i Ay el para todo t ¢ T, entonces



'UAte;CZ .

teT
(iii) X, Be L«

DEMOSTRACION: (i) Sean 4, B €Ll , es decir, A = IA,
B = IB. Entonces, ANB = IANIB = I(AAB), esto es,
AnB e .

(ii) Sea A€ Ll , para todo t ¢ T; probemos en primer

lugar:

0 Uaec1Ua

teT teT ©

Para todo t € T vale -1a_inclusién: Ay © U Ai. Enton- .

: teT
ces, por la monotonia del opersdor I:

JA, < IUA
TT Tger b

Pero A es ablerto por' hipbtesis, luego IA, = Ay, de

donde A, < ItLéjTAt para todo t € T, Yy, finalmente,

U Ayc I UAt, 1o que prueba <).
teT . tEeT

- Por 12:

milUa e Us,

't eT teT
De =) y  p) se obtiene la igualdad

-I LJ A, = LJIA

terT ter ©

que muestra que U At € /a ‘.
teT

(iii) Ya ha sido observado'que X, @ son abiertos.



COROL-RIO: La interseccién de un nlmero flm.r,o de

W

conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

DEFINICION: Una parie de A =X se dice un coujuncg

cerrado si y solo si & =Ch.

A es cerrado si y solo si -A es ablerto. En efecto,
A es cerrado equivale a 4 = CA = -I-A, esto es, ~A =

= I-4, lo que significa que -A es abierto.

TEOQREMA 23 La familia F de todos los conjuntos ce=

rrgdos de un espacio tonoléé;ico X tiene las propie=-

dades siguiéntes:

(1) 8i 4, BeF , entonces AuBef .

(11) si Ay eF  para todo & € T, Na, <F .
teT ©

(1i1) &, X € F .

DEMOSTRACION: (i) Si 4, Be¥ , -A, -B ¢ L, luego
w40 -B= ~(AUB) € L , esto es, AUB €% .
(ii) Sea Atef para todo t € T, entonces —Até,a para
todo t € T, y, en consecuencia U "At é/a

Por la ley de De Morgan: % e T‘At = U At, luego,

—=m Atéfa, esto es, tmTAtef

tem
(1i1i) Como @, X €L, -6 =X y -X =@ son cerrados.
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OROLARIO: 81 Ays AoseesAp sSON cerrados, AqY Aosse

COROLARIO: ©S1 .

coc UA €5 cerradoe

TEOREMA 3: IA es el abierto més grande contenido en 4.

DEMOSTRACION: IAc A e Ia es abierto. 8i G es un
abierto tal que G = A, G = IG = IA. '

COROLARIO:; IA = (/@G
Ge A
Ge

DEMOSTRACION: Basta observar que, la reunidn de los
abiertos G contenidos en A es un conjunto abierto y, evi-

dentemente, el abierto més‘grande contenido en A.

Dual_mente‘, valens

TEOREMA 43 CA es el cerrado més pequefio gue contie-

ne a A.

'COROLARIO; CA = MNr .
AcPF
Fe#

ObserVemos que si G es abierto y F cerrado se tiene:

G - F es ablerto y F - G es cerrado.

Indicamos el siguiente ejemplo de espacio tobolégico;
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Sea X un conjunto infinito y sea:

A, si A es finito (o vacfo)

(3) ' CA =
X,si A es infinito.

C es un opérador de clausura sobre X, como se veri-
fica sin dificultad.

El operador de interior correspondiente, I= ~C-,
puede definirse por 1as condicioness

| A,si -A es finito
(3") IA =
: g, si -A es infinito.

En la topologia sobre ¥ definida por (3) 6 (3!') los
cerrados son el conjunto X'y sus partes flnltas (inclui-v
da @) y los ablertos son los complementarios de partes
finitas (incluida X) y el conjunto vacio.

DEFINICION:; Una familia de conjuntos R de un conjun- .

to X con las propiedades KO, Klé_Kz del pérrafo 2 se

dice una base de abiertos.

' Del hecho que 1os conjuntos abiertos son de la forma
1B resulta que, en la topoiogia definida por el procedi-
miento indiéado en el pirrafo 2, mediante una base de
abiertos X , un conjunto es ablerto, si 'y solo si es

reunién de conjuntos de R .
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5. Espacios métricos

Ejemplos particularmente interesantes de espacios
topolbgicos son los espacios métricos que pasamos a de-

finire

Sea X un conjunto no vacfo y ]3 una funcibén que hace
corresponder a cada par ordenado (x, y) de elementos de
X el nlmero real Jb(x, y), de modo que se verifiquen las
propiedadess

D;) O= f(‘x, y) < + oo

Do) .f(x, y) = 0 s1 y solo si x =¥
D) plx, ¥ = ply,®)

Dy,) :y(x, z) = SD(X, v+ ply, z)

DEFINICION: La funcién p_, verificendo Dy a D),

se dice una métrica sobre X, el nlmero real f(x. v)

la distancia de x a y vy X un espacio métrico.

Dados X5 € X ¥y T > 0, llamaremos gsfera de centro

Xq Y radio r, en notacién K(xo, r), al conjunto de los

puntos x € X tales que .f(xo, X) < T

DEFINICION: Para cada conjunto A = X llamaremos in-

terior de A: escribiendo "IA", al conjunto de todos

los puntos x € X tales gue Kgxe, r) © A paré algin

r > 0,
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TEOREMA 52 Un espacio métrico X con el operador I

definido arriba_es un espacio topoldgico.

DEMOSTRACION: Se trata de probar que el "interior de
un conjunto® en el sentido de la dgfinicién anterior ve=-
rifica las condiciones I 4 I “

Mostremos previamenteé'

a) 8i r' = r, K(x5, ') = K(x,, ")

b) Para todo x € K(xy, r) existe r' > 0 tal que

K(x, r'fc:'K(xo,' ).
| a) Sea x € K(xo, r')4 por definicién es .f(XO’ x) < r'
pero r's= r" luego f(XO’ x) < r" esto es x ¢ K(x,, ™).

b) Sea f(XO’ x)- d < r. Tomando r! = r-d >0, resul-
ta K(x, r') = K(xg, r). En efecto, sl y € K(x, r') es
S>(x, y)<% rf, luego, por Dy,

L p(xgy M = plxgs X+ plx, ) < dTt = d+(r-d) =
por tanto, de p(xq, y) < r, resulta y € K(x,, r), lo que
prueba qﬁe K(x, r') = K(xg, T).
':Probemos ahora Il a I):
Il) I(ANB) = IANIB
1) I(ANB) = IANIB

Sea X, € I(ANB), existe entonces r >0 tal que K(x s T)=

= ANB, luego K(xy, T) = 4, K(xy, ) = B, esto es,

e IA, x, € IB. ?or consiguiente Xq € IA niB, lo que

%o 0
prueba (i).
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ii) IAnIB = I(ANB)

Sea x4 ¢ IAnIB, esto es, X, € IA, xq € IB. Exis%én'
entonces nmeros positivos f', r tales que K(xo,rf)c.A,
K(xqy, ") < B.

Si designamos con Ir al ménor de los ndmeros r', r",
de acuerdo con (a) tendremos: |

K(xgy, 1) = K(xg, r) K(xq, T) = K(xg, ")
Luego K(xo, r) =4 , K(xg, T) = By, en consecuencia,
K(xy, T) = A 0B, esto es, X5 € I(ANB), lo que demuestra
(ii). De (i) é (ii) se sigue I,.
I,) IAc A

De la definiciéh de esferé se sigue (por D2) que
Xq € K(XO,.r).;Si Xg € IA es K(xo,vr){: A para algﬁn
T, como X, € K(xg, r) es Xy € A.

13) ITA = TA
i) IIA =1A

Se sigue de I,, reemplazando A por IA.

| 11) IA = IIA

Sea x5y € IA, esto es, sea K(xg, r)c: A para algln
r > 0. Veamos que K(xy, r) = IA lo que probard ii). En
efecto, si x € K(xo, r), por b), existe r*.> O0-'tal que.
K(x, 1') c:K(xo, r), luego, K(x, r') = A, esto és, x € IA.
'Por consiguiente K(x,, r) = IA, es decir, x, € IIA. De

(1) 8 (ii) resulta 13.



15
I,) X=X

Es inmediata.

Resulta de la definicidén de interior que los conjuntos
abiertos, esto es,conjuntos de la forma IB, son reuniones
de esferas. En particular, las esferas son conjuntos abier-

tos, por b).

DEFINICION; Diremos que una sucesién (x,)_de puntos

del espacio métrico X converge a un punto Xgs escri-

biendo Xp %49 si v sélo si la sucesién de nlmeros

reales f(xo, x,) gonverge a cero.
Es posible caracterizar a los conjuntos cerrados y al
operador de clausura de un espacio métrico X en términos

de convergencia de las sucesiones de X.

TEQREMA 6: Sea X espacio métrico. Xg € CA si y sblo

si existe una sucesién (x,) = A tal que‘xn~ix0.

DEMOSTRACION: Sea (x,) una sucesién convergente conte-
nida en A y X —Xy. Probemos que X, € CA. |

Si x, £ CA, es X, € -CA.  Como ~-CA es abierto, existe
r >0 tal que K(xo, r)e= -CA, esto es,'K(xO, r)N CA = @,

¥y, con mayor razén, K(xy, r) NA = ¢.



16

Para todo X € A Se'tiene entonces, Y(xo, X) = T, en
particular para todos los X, f<XO? x ) =r, lo que
estd en contradiccién con la hipdtesis f(XO; x,)=? 0.

Esta contradiccidn prueba que xg € CA.

Reci{procamente, si X, € CA vamos a‘probar que existe
una sucesién (xn)c: A tal que X —Xg3

para ello, mostremos que para todo r > Q es

K(xgs )N A % ]

En efecto,si fuese. para algin r > 0, K(xg, )14 =@,
esto es, si A = -K(xg, ), como =K(xq, r) es cerrados
Ch = -K(xg, r), esto.es;CAf1K(xo, r) = #, lo que es absur-
do pues xq € CA Y %o € K(xg, T).

En’ particular, K(x, %)n A + @ para todo n natural.

Consideremos entonces la sucesién (x,), con X €
¢ K(xq, J%.l)ﬂ A.

Es evidente que (x.) = A y dado que (x., X )<
n ? f n? 70

LB

‘resulta que X
s a ! X, %o

COROLARIO: Un conjunto A de un espacio métrico X

es cerrado si y sélo si, para toda sucesidén (x,) < A

tal gque X—X,, se tiene x4 € A.

6. Subespacios topolégicos
-~ Sea X un espacio topolébgico e Y un sub-conjunto fijo

de X.
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Sea (1 la familia de los abiertos de X, esto es, de
las partes A de X para las cuales IA = A. -
Indiquemos con cZ la famllla de todos los subconjun-
tos de Y de la forma ¥ NG, con G e (L . v
La familia de conJuntos CZY es una base de ablertos
en el conjunto Y, es decir ,42 satisface las propledades-
Ky) B € CL
Kl) Si A, B ¢ LZY’ entonces ANB € 12-

ALéJ A=Y

DEMOSTRACION: K,) Como # ¢ L , YN@ =@ ¢ aY
K,) Si A=Y¥NG, B = YNH con G, H ¢ (L, entonces
ANB = (¥ne) A (YnE) - Y n(GNH), luego, ANB € LZ
porque GNH ¢ L.
K ) Es inmediato: Y = YNX € ,ay, porque X € (L. |
Podemos definir en Y un operador de interior Iy.sobreA'
Y por el procedimiento indicado en $ 2, ponlendo para ca-

da A<= X

Respecto de este operador de interior, diremos que
Y es un subespacio del espacio X. También difemos que la
topologfa determinada por IY sobre Y es'una'relativizaciéﬁ
de la topologia de X.

Es claro que Y tomado aisladamente es un espacio topo—

légico. Los conjuntos abiertos de Y son reuniones arbitra-
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rias de conjuntos de la base de ablertos ,a .

En este caso se verifica que ’aY es la familié_de'
todos 'los abiertos de Y. En efecto si Ac Y es abierto
en Ys

A=IYA= Us = U(Y"G) =Yn LJG =Y/1Go‘
Bed YNGeA Yaged
Bed, Ge O Ge

G, es una reunidén de abiertos en X, luego Gb es

abierto en X, por tanto A ¢ ay.

*

Podemos entonces enunciar:

Todos los abiertos del subespacio ¥ se obtienen como

intersecciones con Y de los ablertos de X.

Un conjunto.A = Y serd cerrado en Y si y solo si Y-A

es ablerto en Y.

Un conjunto A =Y es cerrado en Y si y solo si

A =YNF donde F es cerrado en X:

 En efecto, si F es cerrado en X, -F es abierto en X,
luego Yﬂ. -F es abierto en Y, por lo tanto Y-(Yn <F) =
=YnF = A- es cerrado en Y.

. 8i es A= Y cerrado en Y, entonces Y-A és abierto en
Y; por lo tanto Y-A = YNG con G abierto en X. Como
A=Y-(Y¥NG)= YN -G resulta A =Y 0 -G, con -G éerrado

en X.



7. Conjuntos densos, fronteras. ralos y de 1lra. Cate~-

zoria.

DEFINICION: Un subconjunto A de un espacio topolé-

gico X se dice denso si y solo si CA = X.

Por ejemplo el conjunto A de todos 1os nfmeros racio-
nales es denso en el espacio X de todos los nimeros rea-
les. E1 conjunto -A de todos los n@meros irracionales es
también denso en X.

8i A es denso ¥ B. contiene al conjunto A, B es tam-

bién denso.

En efecto de A = B resulta CA = CB. Como CA =X enton-

ces CB = X, esto es, B es denso.

DEFINICION: _ Un subconjunto A de un espacio X se

dice un conijunto frontera si y solo si -A es denso.

Puesto que los racionales segln hewmos dicho constitu=-
yen un conjunto denso, el conjunto de los nGmeros irra-
cionales es un ejemplo de conjunto frontera. También los
racionales constituyen un conjunto frontera en el espa-
cio X de todos los nimeros reales.

Para que un conjunto A sea frontera es necesario y su-

ficiente que 1A =@.
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En efecto, las condiciones IA =@ y C-A =X son
evidentemenie eguivalentes.

Si A=B y B es frontera, entonces A es frontera.

En efecto de A = B resulta IA = IB = @, luego I =&,
es decir, 4 es conjunto frontera.

Para aque un conjunto A = XL sea frontera es necesario

v suficiente que para todo abierto G # @, sea G-A + 8.

Demostracidn: IA es el abierto m&s grande contenido

en 4. IA = @ equivale a decir, entonces, que para todo
abierto G = A es G = @, esto es, si G+ &, GF 4 6, 1o
que es lo mismo, si G #+ @, G-A # #. '

De una manera sugestiva, puéde pensarse en los conjun4
tos densos como “conjuntos grandes" y en los conjuntos
frontera como "conjurntos pequefios". Este modo intuitivo
de concebir esas noclones depara sorpresas, asi, los
‘conjuntos de los nlmeros raéionales y de los nbmeros irra-
cionales éon simultineamente densos (grandes) y frontera

( pequefios) .

DEFINICION: Un conjunto A = X se dird un conjunto

ralo si y solo si su claugsura CA es un conjunto fron-

terae.

De acuerdo a la definicidnsg

A es ralo si v solo si ICA =@, 6, lo due es equiva-
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lente, si para %todo abierto no vacfo G, G-CA # #.

Un conjunto frontera cerrado es ralo.

S1i B=A y A es ralo, B es también ralo, puesto que
CBe CA y CA es, por hipétesis, frontera, luego, pof un
enunciado anterior CB es frontera, es decir B es ralo.

Los conjuntos ralos son, evidentemente, fronteras.
En efecto si A es ralo, CA es frontera, pero A = CA,

luego es frontera.

TEOREMA 7: a) Si G es abierto, CG-G es un conjunto

ralo. b) 81 F es cerrado F-IF es un conjunto ralo.

DEMOSTRACION: a) Sea G abierto, CG-G es cerrado. Pa-
ra ver que es ralo mostremos que es frontera, esto es
que I(CG-G) = @.
1(cG-G) = I(CGN =G) = ICG NI~G = ICG n-CG = ICG-CG = @
b) Sea F cerrado, F~IF es cerrado, veamos que es fronte-

ra, eéto es, que I(F-IF) = @, lo que probard que es

ralos
I(F-IF) = I(FN -IF) = IFn I(-IF) = IFn -IF = 8.

Los conjuntos constitufdos por un solo punto, en el
espacio X de los nlmeros reales, son conjuntos falos.

El conjunto A = il, 1/2,‘i/3,...j es también raloj
CA= {1, 1/2, 1/3,...,0} , ICA = 8.

El conjunto de los némeros raclionales es un ejemplo
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de conjunto frontera que no es ralo.

En el espacio X de los niimeros reales hay conjﬁp%ds'
ralos de la potencia del continuo. El, asi liamgdo;
conjunto de Cantor es un ejemplo.

Dado un intervalo cerrado R = la,b] , con la notacién

R' designaremos al intervalo abierto (a+—h§ﬂ y b- b-a ),

3

tercio medio del intervalo cerrado R = [a,b] .
Observemos que R-R' es la reunién de dos intervalos

cerrados, disjuntoss R-R'= [ a,a+ -b-‘-iﬂ]u[b—-bgﬁ s ble

Dada una reunién finita de intervalos cerrados I, dis-
juntos I = Ilu 12\}...LJIn, escribiremos "< I" para desig-
nar el conjunto (11-11)l)(Iz-Iz)lJ...LJ(In-In), reunién
de 2n intervalos cerrados disjuntos. ‘

pefinamos inductivamente la siguiente familia de conjun-
toss |

0) Ry = {o,1] :

1) Ry = =Ry = [0,1] - (% , §) - [0, %]u[% , 1)

2)Rz=‘XR1==[°9%JU[% ’%Ju[g f%]”[% ) 1)

n) Bl'= o<R -1 (reurién de 2n intervalos cerrados dis-

juntos, cada uno de longitud =3 3n .

El conjunto D = nf)onn’ es llamado el conjunto de Cantor
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P ne es vacio, @vi@entemente 0,1 € D.

Veamocs que D es ralos _

4) D es cerrado, pues e€s. interseccién de los cerradas Rye

11) iD = @9 en efecto D no puede contener ningﬁn inter-
valo (a,b). 81 as{ fusse (a,b) < B, para todo n. Siendo R,
reunién de mtervalos disgnntos, (a,b) estaria contenido en
alguno de ellos. Esto es absurdo en cuanto la :I.ongitun de
cada uno de estos intezvalgs,-j-:ﬁ , puede h&cerse menor que
¢ = b=a para n suficientemenie grande.

Probemos que D tiene la potencia del continuo.

Podo x € [0,1] puede ‘ser escrito en la formas

X = .__A-&- +.§.+...,0 143,

Asi, a todo nimero x € (0,1] podemos hacer correspon—
der una sucesién (al,az,...) gque llamaremos una Iepregen-
tacibn de x. ' |

Ciertos nfmeros admi‘ten dos representaciones distintas,

por ejemplo 2-1,2 2 + 2. f...+-§a ecoy admite las represen-

3 3 32 33 |
.ta‘éiones (2,0,05c00) ¥ (152,242525000)
Obéervemos ques
x ¢ Rl si y solo si para toda repxesentaci&n de x es al = 1

x¢‘32 " o wonoow " " #w onow 2__'_1_



21+

BEn consecuencia x € D = nC:&ar’ esto es, x € Rnxpgra
todo n, equivale a decir que aj + 1 para todo n, enlalguna
representacidn (al,az,,..,a#.o.) de x. n

El conjunto D puede entonces ponerse en correspondencia
piunfvoca con el conjunto de todas las sucesicnes (al,az,...)
cuyos términos a; son 0 6 2., BEste iltimo conjunto es, evi=-
dentemente,. coordinable con el conjunto de'todas las suce-
siones cuyos términos son O 6 1, cuya potencia es 2 9, (po-

tencia del continuo).

DEFINICION; Un conjunto A de un espacio topolégico
: (-~ 4

X _se dice gue es de primera categorfa si es A = #E:éAn,

donde los Aﬁ son conjuntos ralos.

En el'éspabio X de los nlmeros reales todo'conjunto
numerable es de lra. categoria, en particular el conjunto
“de los numeros racionales es de lra. categoria.

El espacio todo X puede ser un conjunto de lra. catego-
ria, como por ejemplo el espacio Y de los nimeros raciona-
~les con la topologfa relativizada.

El espaclo X de los néimeros reales no es de lra. cate~

goria.
SLA=ByBes de ira, categoria, es de lra. catego
ria..

En efecto,'sea B = gngn donde los Bn_sonrralos°
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oo

A=ANB =AN U B, nU (A NBp). Como Aanc: Bn’
AnB, es ralo para todo n, luego A es de lra, categoria.

La reunidén de una familia finita o numerable de conjun-

tos de lra. categorfa, es de 1r: 1ra. categoria.

En efecto, ella se reduce a una reunidn numerable de
" conjuntos ralos.‘

En particular la reunién de dos conauntos de lra. catee
gorfa es un conjunto de lra. categoria.

Indiquemos finalmente la siguiente

DEFINICIONS Un_conjuntg A de un esgacio‘togolégico

X _se dice gue tiene la propiedad de Baire si existe

un abierto G tal que

A-G v -A son conjuntos de lra. categoria

Hablando intuitivamente, los conjuntos con la propie-
dad de Baire son aquelloé que se “aproximan mucho" a

conjuntos abiertos.

- 8, Espacios compactos

DEFINICION: Un espacio topolégico X se dice que_es

compacto si para toda familia {Gt} teéT conjunto

abiertos tal gue X = t&:& t existe un subconjunto
U |

finito To < T tal gque X Le ToGt - | |
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OBSERVACION: En general, si una familia {A.}, en ¢
conjuntos es tal que A = Uﬂ.“t’ se dice que {At} teT
es un ggbr;miegto de A. Una sub-familia de la dada,{At}t eTo’

- Ig€E T, se dice un subcubrimiento, si es .también un cubri-

miento de A. ‘
Podemos decir, entonces, que un espacio X es compacto
si cualguier cubrimiento de abiertos de X, contiene un

subcubrimiento finito.

TEQOREMA 83 Un espacio X es compacto si y solo si para

cada familia {Ft}t cp 98 con;]untog gerrados tal que la
interseccién de cualguier nfimero finito de conjuntos Fy

de la familia es no-vacfa se tiene gue Tth;é g.

DEIVIOSTRACiON: Sea X compacto. Supbngamos‘que exista¥una
familia {_Ft}t o de cerrados. tal que
1) [JF, =9

ii) tOTOFt + @, para toda parte fini»ta Tge=T.
La familia de abiertos {-F }  yerifica entonces
tI teT

111) t.‘IJT -F, ,Lx, para toda parte finita Ty T,
como resulta de tomar el complemento en 1) e ii).
Por ser X compacto, de i'), resulta que U---Ft = X,

teTp
para alguna parte finita To = Ty lo que contradice 1i').
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1a contradiccidn muestra que en un espacio compacto
vale la condicién del teorema. .
Reci{procamente, supsngamés que X es un espacio veri~-
ficando la condicién del teorema y probemos que x:es
compactos
€T
Tomando el complemento se tiene

Sea X = tLJ Gy donde los.conjuntos G, son abiertos.

Como {=Gy}ycq © una femilia de cerrados de X con
interseccién vacia, no es posible que para toda parte fi-
nita Ty = T sea g 4 ﬁﬂ:&o =G4 (pues si as{ fuese, por la:
pondicién s@puesta, la interseccién de todos los =Gy se-
ria no-vacia,'lo que es contradictorio con 1ii). En conse-
cuencia existe TOQ: Ty Tg finito, tal que @ = éc;%g =Gty
y§ tomando el complemento, x = tEgTQ Ggy I finito, TOC:T.

El espacio X es compacto.

compacto.

Observando que los abiertos del subespaclio Y son de la
forma YNG donde G es ablerto en X, y que se puede escri-

bir indistintamente:‘
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e po, 6 ¥ -_-tLeJT (Y0 Gy) 2

se verlilcaa )

Un conjunte Yo X es compacto si y solo si todg cubri-
miento de abiertos (en X) dg;Xfpontiene un sub-cubrimiento
finito.

Un egemplo de conaunto compacto en el espaclio X de los

nlmeros reales se indica en el teorema siguientes

TEOREMA 9: Un conjunto Y cerrado y acotado del espa-

cio de los nfimeros reales es compacto.

DEMOSTRACION: Dividiremos la demostracidén en dos pa-l
S0S. En el ler, paso mostraremos que todo cubrimlento
numerable de abiertos de Y, contiene un subcubrimiento
finito.

En el 2do. paso mostraremos que un cubrimiento arbi-

~trario por abiertos de Y contiene un subcubrimiento nume-
rable. Lé afirmacién del teorema_resultaré de aplicar,
sucesivamente, las conc%gsidnes del 2do. y ler. paso.

ler, pasos Sea Y& n&é& Gy » Gp ablerto para todo n.

Para todo m = 1,25... hes

Fp=1% __1 n.% @
a menos qde exista un subcubrimiento (Gl’G2’°"’Gm) de Y
para algin m, en cuyo caso la demostracién termina,.

Sea (x,) = Y una sucesién de nimeros reales obtenida
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tomando para cada m (m = 1,24...) Xm‘HFQ’ como Y es
acotado la sucesién (x,) es acotada. |

Existe entonces una subsucesién (xm ) convergente,
Xpp—» Xe Por corol. de Teorema 6, $5, xeY, pues Y
es cerrado por hipdtesis.

(Fp) es una familia moﬁétqna decreciente de cerrados.
Si my =m se tiene xmpé:Fm, entonces la sucesién
(xmp)mp;,m est4 contenida en Fp, luego, por el teorema
citado aplicado al cerigdo Fpy X€Fpe Luego, para/todo
m, x%(}m, esto es, x{nglGn, lo que estd en contradic-
cién con ia afirmacidn anterior x € Y%, por cuanto
Yo nUlGn. |

2do. pasos Sea Yo LJ Gt, Gy ablerto para todo t eT.

Para cada x € Y, existe t ¢ T tal que x € Gy por
con51gu1ente existe un intervalo (ax,b )y donde ay,by
pueden tomarse racionales, tal que X ¢ (ayybx) = Gie

La familia de todos los intervalos con extremos ra-
cionaies‘es numerable.v |

.nLuego la familia de los intervalos con extremos ra-

 cionales, (ay,;by) tales que, para cada x € Y,

xeY’
- existe un t € T tal quz x € (ay,by) = Gy, es a lo sumo
numerable. _ .

Para éada‘intervalp de esta familia hagamos corres-
ponder uno y sélo un conjunto Gy, tal‘due (ax,bx) e Gy

Los Gy as{ escogidos son en cantidad a lo sumo‘numef



30

rable, vy, como ¥ c:zgzly(ax,bx), con mayor razbén ellos

cubren a Y.

En particular el conjunto de Cantor es compacto.

TEOREMA 10: Un conjunto cerrado F de un egpacio

compacto X, €8S compactoe.

DEMOSTRACION: Sea F cerrado, F = J;JTGt; donde los
G, son abiertos. Se tiene entonces X = JFIthgg Gy o

" La familia constituida por los conjuntos Gy y el
conjunto dE es un cubrimiento por abiertos de X

Siendo X compacto, para una parte To finita de T
se tendrd X = -F U t%;éo Gt » ¥, entonces, F< tH?éth’

1o que prueba que F es compacto.

9. Espacios de Hausdorff, regulares ¥ totalmente dis-

conexos

DEFINICION: Un espacio topoldgico X se dice un espa-

cio To si vy sdlo si para todo par de puntos X, Y €. X

(x + y) existe un conjunto abierto G que contiene

solo uno de los puntos Xg¥e

Si X tiene m4s de un punto y los Gnicos abiertos de .

X son X y @, X no es un espacio To, evidentemente.
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KFINICION: Un espacio topolégico X se dice un §-

pacio Tq si y solo si, dados un par > de puntos Xy & - X
(x $ v) existe un_ abierto G tal que X & G, 8 Y égg

Es evigente que todo espacio T, es también To.

Como ejemplo de un espacio Lopolégico que siendo To
no es Ty, consideremos: X = {z,y] euyos conjuntos abier-
tos sean X, &, { x}. |

Un espacio topoldzico X es un espacio Ty i X s0lo

si los conjuntos {x} que contienen un solo punto x ¢ X

son cerrados.

En efecto, sea X un espacio’Tl, veamos que, parsa cual-
quier x € X, {x} es cerrado.

Para cada y ¢ {x}, esto es, ¥ 4-x, existe, por hipéte-
sis, un conjunto ablerto Gy tal que ¥ & Gy , X # Gy, luego,

~{x} - jy% Gy

En consecuencia, puesto que para cada y g Xy Gy es
abierto. -{x} es abierto, esto es {x} es cerrado.

Reciprocamentes supongamos que para cada % ¢ X , £x§
es cerrado y probamos que X es un espacio Ty.

Sean x ¢ ¥ puntos de X; considerando G = -{y}, que es
abierto, se verifica, evidentemente, x ¢ G , ¥ ¢ G. Lo

que prueba gque X es Tj.

DEFINICION; Diremos gue un espacio topolégico X es .




32

un espacio T,, 6 de Hausdorff, si y solo si para todo
par de puntos x,y € X existen abiertos G, H tales g

Por ejemplo, los espacios métricos son espacios de
Hausdorff. En efecto dados X, ¥, X £ 7, es.f(x,y)..é:>o.
'Las esferas G = K(x, 2) H = K(y, é) veriflcan las condi-
cioness x € G, y € Hy, G y H son abiertos y son disauntos,
pues de existir z € G =-K(x,4§) y z €H z:K(y,-§) seria

<5=f(x,y) f(x z)+ p(z,y)< 35 +—% = ¢(e< 6.8)

Es evidente que todo espacio de Hausdorff es también
un espacio Tl.

El ejemplo sigulenfe muestra que existen espacios T,
que no son de Hausdorff.

Sea X 1nfinito y sean sus abiertos los complementos
de partes finitas de X, # ¥ X. Los cerrados son, por consi-

guiente, las partes finitas, 8 y X. Por lo tanto, los con-

juntos con un solo punto son cerrados, esto es, el espacio
es Ty .

El espacio no es T, pues de existir en X dos abiertos
no vacios, H,G disjuntos, HN G = g serfia -HU -G = X,lo

que no puede ser porque -H, -G son finitos y X es infinito.

DEFINICION: Un espacio topolbégico X se dice regular si

dados un abierto G y un punto x € G, existe un conjunto
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abierto U tal que x € U vy C U <= G.

El ejemplo precedente muestra un espacio Ty que no
es regular.

Para que un espacio topoldgico X sea regular es nece-

sario y suficiente gue para todo cerrado F y todo punto

x ¢ F existan abiertos U,V tales que x e U, FeV ¥

Unv=4g.

La condicidn es necesaria: Sea X regular, F cerrado y
x ¢ F, esto es, x € =F, donde -F es ablerto. Existe enton-
ces un abierto U tal,qﬁe xe U, CU= ~F.

Sea V =’—CU , V es abierto, Fe= -CU = V, y como U= CU,
Unv =g,

La condicién es suficiente: Sea G abierto y x € Gj
F = -G es cerrado y x ¢ F, luego existen V y U abiertos
+tales que x€ U, F=V y U NV = 0. Veamos que U verifica‘
ademis la condicién CU=G, lo que probaré que el espacio
es reguiar.

‘De FeV, se tiene -V «F = G. De U 0NV = g resulta
U<=.-V, luego CU = -V pues =V es cerrado. En consecuencia
CU = G.

-~

TEOREMA 1l: Todo espacio métrico es regular. -

DEMOSTRACION:  Sea G un conjunto abierto del espacio
métrico X y sea x ¢ G. Como G es ablerto existe una esfera

K(x,r) < Go
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Consideremos la esfera U = K(x,-%) y probemos que
CU = K(x,T). B

Veamos, para ello, que el conjunto S = {¥; F(x,hy) é—%}
es un conjunto cerrado.

En efecto, si (x,) es una sucesidn de puntoé X, € S
Y XXy, es Xo e.S° | . |

(1) f(x, Xo) < f(x,xn)-r 9(xn,x°) éL% + f(xn,xo),
para todo n.

(ii) y(xn,xo)éo

De (i) e (ii) se sigue P(X,xo)zé-g; luego X € S.

Evidentemente, U< S = K(x,r). Siendo S cerrado

CUc 8 = K(xyr)e x € U, U es abierto y CU = K(x,r) =G.

TEOREMA 123 Todo espacio de Hausdorff compacto es

regular.

DEMOSTRACION: Sea F un conjunto cerrado y x % F.
~ Para cada y € F (x #+vy necesariamente) existen abier-

tos Gy,H disjuntos tales que x € Gy, y € Hy’ pues el es~-

y
. pacio es de Hausdorff.

La familia (Hy)y es un cubrimiento por abiertos de F.

€EF

Como el espacio es compacto y F es cerrado, F es un
conjunto compacto (teor. 10), luego existe un subcubrimien-
to finito de F:

F<H U H U eee VH
4] Yo o In



35

Sean

V=H UH UO'O-UHY
n

1. Y2
U = Gyl n GY2 n ece nGyn
U y V son abiertos x ¢ U, Fec V y U,V son disjuntoss
u eas e u =

En consecuencia, el espacio es regular.

TEOREMA 13: Si X es un espacio de Hausdorff compacto,

todo conjunto de lra., categoria es un conjunto frontera.

DEMOSTRACION: Sea A = X un conjunto de lra. categoria,

(o=

esto es, sea A = ané An 3 con A ralo para todo n.

Podemos suponer A ==nL:é F donde los F son cerrados
ralos (frontera) tomando F, = CA,.

Vamos a probar que parsa todo abierto G no vacio,.G—A#=d.

Como es espacio X es de Hausdorff y compacto, es regu-
lar (teor. 12).

G-Fy + #, pues F; es frontera y G-F, es abierto. Por
la regularidad, si xy € G-F, existe un.abierto Gl tal que

X € Gy 5 CGy = G-F;= G

Gy —F, + @, pues F, es frontera y G;-Fp es ablerto. Por

la regularidad, si x_, € G

2 17
X, € Gy COp = Gl-F2 = Gye Por induccién definimos la su-

—Fz, existe un abierto G2 tal que

cesién de ablertos no vacfos G, Gy, GyyeeesGpy tales que
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G, = CGp = Gy _1Fy = n-1° La sucesién (G, ) es monétona
dedreciente:“§'asi lo es uamblén la sucesién de cerra-
dos (CGy).

Cada subfamilia finita (CGnO, CGn1’°"7CGnk) tiene
como interseccién el més pequefio de los conjuntos CGp;,
luego todas las intersecciones finitas de la familia
(CG,) son no-vacias. '

Como el espacio es compacto, nC21 CGy F #. Sea x un
punto en esta interseccidn.

En particular x € CGy < G, luego x€G (1). Ademls,
X € CG < Gp-1 - Fp para todo n, luego, cualquler sea
n, x ¢ Fp. Bsto e x ¢ nz l F,, de donde x % A (ii).

De (i) e (ii) x € G-A, esto es G-4 + &

DEFINICION: Un espacio topolégico X se dice total-

mente disconexo si, para .cada par de puntos X, v <X,

existen abiertos disjuntos H, G tales que X € G,

v €H v G UH =X.

De la definicidén se sigue inmediatamente que G y H
son simulténeamente, abiertos y cerrados.

De otra manera: un espacio topoldgico X es totalmen-
te disconexo cuando, paré cada par de puntos x, ¥ € X,
existe un conjunto G simulténeaménte abierto y cerrado
que contiene a uno de los puntos dados y no contiene al

otro. -



37

Es claro que los espaclos totalmente disconexos son
espacios de Hausdorff. | |

Un conjunto frontera Y, considerado como subespacio
en el conjunto X de los nfimeros reales es un espacio
totalmente disconexo.

En efecto, dados X % VX ¥ € Y, sea x <y, existe ne-
cesariamente z ¢ ¥, X < z <y, pues de otro modo el in-
tervalo (X,y)c: Y, lo que no puede ser puesto que Y es

frontera.

i

Tomando: ¢c=Yn {t;t<z)

v 1)

t >z}

e

CE=Y N
tendremos qvidentemente: '
. GNH=0f ,GUH=Y(z4dY),xeh, yecH
Resulta de aquf que el conjunto de Cantor, considera-

do como subespacio en el conjunto de los nimeros reales,

es totalmente disconexo.
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11, REPRESENTACION TOPOLOGICA DE RETICULADOS

DISTRIBUTIVOS Y ALGEBRAS DE BOOLE

1. Revista de nociones de la teorfia de reticulados

En un conjunto A parcialménte ordenado por la rela-
ciébn = (reflexiva, antisimétrica y transitiva) un
elemento a € 4 se dice supreno de un conjunto
(aglp ep < A si

(1) ag=a para todo t €T.
(1i) Si az< k para todo t €T, entonces a< k.

El supremo de un conjunto (ag)tep, si existe, serd
designado con la notacién “té!T ag". |

El concepto dual es el de infimo. Un elemento b € A
se dice infimo de un conjunto (bl e < A si
" (i") b=b,, para todo t & T.

(ii*) 8i k <Dy para todo t €T, entonces k <b.

El {nfimo de un conjunto (by) e, Si existe, serd
designado con la notacidn "t<>T by"e

Supremo e infimo de un conjunto de dos elementbs

{a,b} se designardn, respectivamente "a Vb" .y ~'"aADb".

DEFINICION: Un gonjunto A parcialmente ordenado tal

aue para cada par a,b € A existen aVb v aAb se

dice un reticulado.
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Un reticulado A se dice distributivo si para elemen=-

tos a,b,c € A4 cualesquiera vale: o
a A(bVe) = (aADb) V(ahc)

Se demuestra sin dificultad que un reticulado es
distributivo si y solo si vale la ley dual de la ante-
riors | *

a V(b/\é) = (aVb) A(a Ve)
Una familia ( de partes de un conjunto fijo X se

dice un anillo de conjuntos si

a;) 8i A, B e (1, entonces ANB e Q
a,) Si A, Be Q , entonces A UB e Q
Un anillo de conjuntos es un ejemplo de reticulado
distributivo. |
Sea B un sub-reticulado del reticulado A, es decir
sea B un conjunto de elementos cerrado respecto de las
operaclones V,A de 4. A veces seri conveniente pre-
cisar, si el supremo (o el Infimo) de la familia
(ay)ge T?: B se considera en relacidén al sub-reticulado
B o en relacién al reticulado Aj; para distinguir el lro.
del 2do. caso escribiremos:

Vo Voe (AR, A e

ter 2%y e teT t eT

DEFINICION: ©Si A es un reticulado, una parte I de

A se dird un ideal si y solo si
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Il) Cualesquiera sean a,belI, aVb el

I,) siacelyb=a, entonces b € 1
El concepto dual es el de Tiltro

DEFINICION: Una parte F de un reticulado A se diré

un filtro si v solo si:

Fl) Cualescuiera sean a,b € F, a Ab € F.

F2) SiaeF v a=b, entonces b € F.

Los ideales y filtros gque no coinciden con el reticule-
do A (que es, evidentemente, ideal ¥y filtro) se dicen pro-
pios.

Un ideal se dice ideal primo si y solo sl es propio y

verifica la condicidn:
Si aAbee I, entoaces a € I 6 Db el

Dualmente: un filtro F se dice tiltro prino si y solo

si es prbpio y verifica la condicidns
Si aVb € F, entonces a € F & b ¢F
Se'puede probar que un ideal 1 es jdeal primo si y so-
1o si A~I es un filtro primo.
Enunciaremos el teorema sigulente, que juegé un papel

central en la teoria de representaciédn de reticulados:

TEOREMA 1: Si F, I son, respectivamente. un filtro

v un ideal de un reticulado distributivo, ¥ si FNI=4:

existe un filtro primo P tal gue
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FcP y P01 =4

Observacidéns Si Q es el complemento de P, § = A-P,
q es un ideal primo: I< Q ¥y P,Q son disjuntos.

Del teorema 1 rcsulta que todo filtro F, pronio, en
un reticulado distributivo es interseccidn de filtros
primose. |

Bastz observar que para todo a ¢ F, existe un filtro
primo P tal que Fc< P y a & P, Esto es una consecuencia
del teorema 1 si se considera el idexl principal
I=={ X3 X = a}.

En caso de gue éxistan, primero o Gltimo elemento de
un retiéula&o A serdn designados, respectivamente, con

las notaciones 0, l.

DEFINICION: Llamawos Algebrg de oo .z a Todo reticula-

do distributivo A con lro. vy Gltimo eleientos tal gue

para cada a € A, existe un elemento -a € A tal gue

ahea =0 v ave-a =1

-a se dice el complemento de &.

Una familia B, de partes de un conjuuto fijé X,-tal
que
K1) Si A, I = B , AuB el
Kp) 6i A e’ , -A=X-he S

se dice un cuerpo de conjuntos de X.
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ha i 0ig Vhy == his ) L 2
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3 Ay < Y
..;.2) hfa _\’ b) = h{a> hi "’:‘:g

Si h es un homomorfismo de A sobre &%, A? se dice una

imggen homomorfa cde A

Si h es biunfvoca, h se dice un isomorflismo de 4 en A',
o de A sobre A', segfln el caso. En el caso de existir un
igomorfismo n de 4 sobre A', A y A' se dice gue son re-
ticulados isomorfeos. Desds el punic de wista del &lgebra
dos reticulados iscmorfcs son indiscerniblese.

Definiciones anilogas se intrccucen en el caso de que

gir ademds que h conserve la corplementacidn, esto es:
hqy) h(-a) = -h{a).

Observacidn: Es suficiente exigiv que h verifique h3) y

una de las hl) ho) . Por ejenpl

O
S

0

3

ho) ¥ h,) se verifi-
can vale hl)g
h(aVvb) = h(={(=2a A =D) = h(=a A=b) = ~{h{=a)A

= ‘(”"h(a)f\ sh(b)} - h(a)\\/h(b‘j
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2. Revresentacidén de un reticulado distributivo

Suponemos que el lector conoce el sigulente teorema‘

de representacién de Stone.

TEOREMA 23 Todo reticulado distributivo A es isomor-

fo a un anillo de conjuntos.

Recordemos las ideas esenciales que intervienen en
la demostracién de este teorema.

Sea O el conjunto de todos los filtros primos del

reticulado A
Dado a € A,}repfesentamos por h(a) el conjunto de to-
dos los'fiitros primos P tales que a € P, Se tiene en- |
tonces:
P ¢ h(a) equivale a a €P
h es una transformacidén de A en el conjunto de todas
las partes de . se prueba que h es biunivoca y que ve-
rifica 1és condiciones:
hy) h(avb) = h(a) v h(b)
ho) h(a Ab) h(a) n h(b) .

Il

La familia de todos los conjuntos de la forma
h(a) : }{o = {h(a)} aepy €S, entonces, un anillo de
conjuntos isomorfo al reticulado dado A.

Si A tiene primer elemento 0, h(0) = @ € 7{°

'Si A tiene Gltimo elemento 1, h(1) =0 e K
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En general A no tendrd primer elemento y por lo tan-
to # ¢ K. Consideremos la familia R =R, U{g}',“
Veamos que la familia }ﬁAde conjuntos de o) tiehé las
propiedades de una. base de abiertosi lo gue nos va a per-
mitir introducir una topologia en S .
K,) 8 < R. Es evidente.
Ky) 81 G,He R, Gni « A . Bn efecto, #
es un anillo de conjuntose.
K»5) G%G=508eaPé§,estoesseaP
un filtro primo de A. Tomando a € P se
tiene P.€ h(a)e K .
Podemos entonces definir un operador de interior so-

bre B ;'poniendo, para cada B =3 3

- U g = L) nea)
GekR a €}
G=B h(a)=3B

El espacio N con la topoiogia asi definida se dice

el espacio de Stone del reticulado distrfbutivo A.

Destaquemos que todos los conjuntos h(a)e X son
abiertos y que todo abierto es reunidén de ccnjuntos de ﬁio
(cap. I, § 2)

Probemos ahora el siguiente teorema, debido a M. Stone:

TEOREIMA 3: E1 espacio de Stone S de un reticulado

distributivo A es un espacio T,. _Si A tiene Gltimo

elemento, ’S es un espacio compacto.
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DEMOSTRACION: :Ses un espacio To. Sean P,Q € 13,

P 4+ Q. Los ?iltros primos P,Q son distintos, exisﬁé‘por
tanto un elemento a € A talAque, por ejemplo,
aepP , a¢Q
esto equivale a decir que |
P e nh(a) 4, Q ¢ h(a)
h(a) es abierto y el espécio es, entonces, To.

8i A tiene Gltimo elemento, S Qg,compacto.

Sea {Gy)ye T una familia de ablertos de S tal que

=ger O

Siendo cada abierto reunién de conjuntos h(a) e }(,,

podemos escribir:‘

U

“ beB
Donde B=A es el conjunto de todos los b € A tales

h(b)

que h(b)=G4 para algin t < T.

Supongamos que para cada conjunto finito de elementos
de By {bysDosecssby} » sea

h(by) U h(Db,) U «eoh(by) = h(by Vby Vees Vbg) # S =h(1).
Como h es un isomorfismo

by Vbzv.,oe Vb, # 1

para cualquier conjunto finito de elementos de B.

Consideremos elkconjunto I de todos los eleméntos p 4
de A tales que existe un némero finito de elementos de B
bl,b2,..,pn tales ques |

P
X "'blVbz Vcoa Vbn
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Se reconoce de inmediato que I es un ideal que
contiene a B, (es el ideal generado por B) . Como llé.l,
I es un ideal propio.

‘Por teorema 1, puesto que el filtro {1} y el ideal
I son disjuntos existe un filtro primo P que es disjunto
de I, Como Be=1I, para todo b € B, b ¢ P, esto es, paré
todo b € By; P ¢ h(b), o seas |

pd Uy nv) = S

Esto es absurdo, en consecuencia existe una parte fi-
nita de B, {b1sbyseeesbyj=B, tal que

| h(by) Uh(bp) U.eee Uh(by) = S

Escogiendo para cada bl,bz,;eo,bn un Gti tal que
h(bi)c#Gti, se tiene

G’t UGtQU.°° Uth‘:: 5

Thl
Lo que muestra que existe una subfamilia Tinita, del
‘cubrimiento de 3 dado,que-éubre a 150 Probamos ‘asf{ que

‘15 es compacto.

3. Representacién topoldgica de un 4lgebra de Boole

'si el reticulado distributivo A es, ademds, un dlge-
bra de Boole, el espacio de Stone asociado /5,:que ya
‘gabemos es To y compacto, presenta otras particularida-
des que vamos a precisar. _ | \

La familia kE: {h(a)} ach &5 un cuerpo de conjuntos
del espacio fs , isomorfo al 4lgebra.de Boole A.
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En este caso h conserva la complementaciédn, en efec-

to, de las igualdadess

ah=a =0

ave-a =1
se sigue |
h(a) n h(~a) = h(o) = @
h(a) u h(-a) = h(1) = S
luegos

h(-a) = -h(a) = O -h(a)

Probemos el siguiente teorema de M. Stone:

TEOREMA 43 Si A es un #lgebra de Boole, el espacio

de Stone de A,S , es un espacio compacto, totalmen-

te disconexo. El1 cuerpo de conjuntos K_ isomorfo a

A, coincide con la familia de todos 1o0s conjuntos de

5, sinmultineamente abiertos y cerrados.

DEMOSTRACION: O es totalmente disconexos
‘Sean Pp,P,c S , Py + Pp; es decir Py,Pp son dos
filtros primos de A distintos. Existe, entonces, al menos
un .elemento en uno de ellos que no pertenece al otro, sea
por ejemplos
aePy a ¢ P,
esto es '

Py « h(a) , - Pp ¢ h(a)“
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0, lo que es lo mismo
Py € h(a) , P, € =h(a) = h(-a)

Los conjuntos h(a), h(-a) son abiertos, disjuntos y
su reunibén es el espacio 15, lo que prueba que 'S-es
totalmente disconexo. |

Probemos que R = {h(a)}aAeA es precisamente la fami-
lia de todos los abiertos cerrados de fs

Es claro que todo h(a) € ¥ es abierto cerrado pOTQue
h(a) es abierto y =h(a) = h(-a) es también abierto, lue-
go h(a) es cerrado.

Sea G un conjunto ablerto cerrado. Por ser abierto,

| 6 = Y5 h(b) , Bea
- Como G és cerrado, 81 es compacto porque S es un es-
pacio compacto (teor. 10, cap. I), luego existe un namero
finito de elementos de Bs bysbojseceyby tales que
= h(Dby) uh(by) U ..o Uh(by)

Pero, por ser h un isomorfismo,

"h(bp) U B(bp) U eeh(by) = h(by vy v eee VO,
luego,

= h(by vy Vees vb,) ¢ 7{_

COROLARIOs Toda 41lzebra de Boole es isomorfa a la

familia de todos los conjuntos abiertos cerrados de

un espacio topoldgico compacto totalmente discone®o.
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4, Isomorfismos de un 8lgebra de Boole sobre un cuerpo

de conjuntos preservando ciertos infimos y supremos .

infinitos.

DEFINICION: Un elemento a = t\/ a, (a= t/é\T ag)

se dice un supremo (infimo) esencialmente infinito

de la familia {at} t ep de elementos de un reticula-

do A si a # t\e/To ay ( a=# t'epo at)s bara toda
subfamilia finita (ag] ¢ ero de la familia dada.

Sea 4 un a’.lgebr_a de Boole y sea h el isomorfismo(al
cual llamaremos desde ahora isomorfismo de Stone), de
A sobre. el cuei‘po de conjuntos {h(a)} a ¢ p del espacio
de Stone 9.

Observemosk gue el isomorfismo de Stone h no conserva
ningdn supremo y ningin {nfimo esencialmente infinito.

Sea a = t\&/T ay Yy supongamos que h(a) = tkéJT h(ag) .

Como se vib en la demostracién del teorema 4, por
ser h(a) compacto, existen ty,t,5..0,t, « T, tales que

h(a) = h(atl) Uh(at2) U...uh(abn) =
= h(atl Vag, V... Vatn)
Comc h es un isomorfismo, se tlene
a = atlvat2v Vatn,
lo que muestra que a no es un supremo esenclalmente in=-

finito de la familia {at}t ¢ T



50

Se prueba sin dificultad, pasando a complementarios
que h no conserva tampoco infimos esencialmente ihfiﬁin
tos. ‘ |

En meteria de conservar Infimos o supremos esencial-
mente ininfinitos el isomorfismo de Stone no podria ser
peors

Notemos que si

&= teT %%
en general vale la inclusiéns
JEAT h(ag) = h(a)

En efecto, de at:% a para todo t € T, resulta, visto
que h conserva el 6rden, h(ay)=h(a), y, por lo tanto,
tEJT h(ag)eh(a). |

Asimismo si a = (g a8y, en general vale la inclusiéns

h(a) = ¢ p hlag)
Vamos a probar ahora que las diferenclas:
~h(a) - tg?é h(ay) H tc;% h(ay) - h(a)

soﬁ, hablando intuitivamente, conjuntos pequeiios.

TEOREMA 53 Si A es un Slgebra de Boole, h el isomor-

fismo de Stone y si a = tig% ay (a = tC>T at) el conjun-
_ - U N _ h(a)) e

to F = h(a) N h(ay) (H tem h(at) h(a)) es'un

conjunto ralo del espagio de Stone de f.

DEMOSTRACION:. Como h(a) es cerrado ¥y J?;é h(at) es

*abierto, F = h(a) = é?;é h(ay), es un conjunto cerrado.
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Veamos que F es un conjunto frontera, es decir,
IF = 6. |
Siendo F cerrado, ésto pfobaré que es ralo.
8i fuese IF = @; como IF es una reunidén de conjuntos
h(b); b € A4, existe un a, e & tal que
h(ay) + # v  hlaj)=Fe=hla)
Cowo h es un isomorfismos '
ao# 0 y ag < a
de donde
| (1) a-a, < a
De h(a )= h(a) - tLeJT h(ay), se tiene, para todo teT,
hlag)ehla) - hay),
y como 'h(a‘g)cﬁh(a), para todo t € T,
h(at)c:h(a) - h(a,) = h(a-a,),
luego, puestd que h esun isomorfismo, para todo t € T,
ay =a-a .
Por consiguiente, teniendo’en cuenta (i)

a = a-=a, < a

a, <
teT T o
a < a es absurdo, luego IF = f.
Probemos ahora que si a = t/e\T Ay el conjunto

H = ‘h(ay) - h(a) es. ralo:

tel \/ .

De a = ¢/e'p 8y obtenemos -a = . Sq “Bye Por la ya
probado podemos afirmare que. h(=-a) = ¢ h(-at) es ralo,
pero este conjunto coincide con H:

h(-a) - o h(-a) = -h(a)n = o) -h(a)) = -h(a)n
JDT h(ag) = .4 h(ay) - hla) = H,

luego H es ralo. .
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Ya hemos visto que el isomorfismo de Stone de un
41lgebra de Boole no conserva infimos ni supremos,éséha.
cialmente infinitos. |

Se presenta naturalmente el interrogante:

;Existen representaciones de un &lgebra de Boole,

por un cuerpo de conjuntos, que conserven algunos

supremos e infimos esencialmente infinitos?

1i4s precisamente, sean dadas dos familias (aglgego

(by)g cgr de elementos del Algebra de Boole A. Sea ca-

da uno de los elementos a b supremo e Infimo respec~

s? “s
tivamente de elementos de A, es decirs

ag = téfés gt para todo s € S

by = té>T§ bs,t para todo s < S°

(L)

® Lstamos interesados en averiguar condiciones necesa-
rias y suficientes que aseguren la existencia de un iso-
ﬁorfismo h de A sobre un cuerpo de conjuntos gue cohserve
las igualdades (£), es decir que verifique lag condicio~

nes sigulentes:

) {h(as) = t&,l,sh(as,.,t.‘) para todo 5 & 8
h(bs) = teTt h(bs,t) para todo s € Sf

4 un tal isomorfismo h, diremos un £-1somorfismo.

DEFINICION: Si A es un 4lgebra de Boole y h un howo-

morfismo de A sobre un cuerpo de conjuiitos de un

conjunto fijo X diremos que h es un L-homorfismo,
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si v solo si de las igualdades (£) se deducen las

igualdades (C).

Introduciremos ahora el concepto de -fnfiltro, des-
tinado a desempefiar el papel que corresponde a los fil-
tros primos en la representacién de Stone, esto es,; a

ser los puntos del espacio de representécién.

DEFINICION: Diremos que un filtro primo P del 4lge-

bra de Boole A es un f-filtro si P verifica las dos

condiciones siguientess:

s © t eTyq
existe t € Tg tal que ag, ¢ < Pe

£.) Dado s ¢ S, si a a € P, entonces
1 - ? s,

ﬁg) Dado s e S%, si bs,t e P para todo t « T¢, enton-

AN
ces bg = y'cpy D P.

s S7te
Observemos que para un Z-filtro P valen tambiéns

/li) Dado s € 8, a, € P equivale a: existe t € T  tal

S
ue a e P.
4 Syt
—Zé) Dado s € 8', by € P equivale a: para todo t < TS
bS9t e P, .
Tanto en fi) como en-fé) una de las implicaciones se
reduce a ‘Zl 6 1%, respectivamente, la implicacién in-

versa es una consecuencia, en ambos casos, del hecho de

ser P un filtro.
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TEOREMA 6: Para que exista un L -isomorfismo h

de un 4lgebra de Boole A sobre un cuerpo de conjun-

tos es necesario y suficiente que, para todo a # O(a €A),

exista un J-filtro P tal que a & P.

DEMOSTRACION: Con f% designaremos el conjunto de
todos los filtros primos de A,.y con h, el isomorfismo
de Stone. :jé designaréd el conjunto de todos los ’g—fil—
tros de A vy h, el 4-isomorfismo.

a) Suficiente: Para cada a € A, sea hz(a) el conjunto
de todos los -f-filtros‘conteniendo el elemento a. Es
claro que hy(a) = f%.

Vamos a probar que la transformacidn a—aqé(a) es un
f -isomorfismo de A en el cuerpo de conjuntos de todas
las partes de f% . Es claro que fi c:‘f% y que para todo
a € At h,(a) = h(a)n 5.

Y

h_ es un isomorfismo de A en el conjunto de todas las

o
partes dé ?50, y la transformacién X—»X!\f}_es un homo-
morfismo del conjunto de todas las partes X de ‘50 sobre
el conjunto de todas las partes de f%, luego h( es un
homomorfismo de A en el conjunto de todas las partes de :%o
Para probar que QZ es un isomorfismo es preciso todavia
mostrar que hﬁ es biunfvoca. Para ello, siendo A un 4lge-

bra de Boole, es suficiente mostrar que si a #+ 0, entonces

h,(a) + 8.
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Pero esto es, precisamente, lo que asegura la condicién
del teorema. .
si .%; =(h,(a)), cp » hé es un isomorfismo de 4 sobre
el cuerpo de conjuntos Kl e" _
Resta probar que h es un J?Disomorfismo de A sobre 6;,°
i) Para todo s ¢ 5, hy (ay) = tkﬁés h,(ag ) |
P e hz(as) equivale a ag € P. Como P es un ,meiltro,
por £, a

1
t € Tg,esto es, P hz(as,t)9 para algln t € Tgo

g € P equivale a ag,, € P, para algin

Esto es lo mismo que decir P € hl(as t)s Tene=-
’

te Ts
mos, entonces, P ¢ hl(as) equivale a
U,
P e tE-TS hj.(asst),
luego (i) se verifica.
ii) Para todo s € 8', h,(by) = feTy hl(bsst)
P € h,(bg) equivale a by € P. Como P es un £-£11~

27
t € TL, esto es, P ¢ bZ(bs,t)’ para todo t & Tl;

tro, por V. b, € P equivale a b, € P, para todo
’

esﬁo es lo mismo que decir P & {C:Eé h (bs,t)e Te=-
nemos, entonces, P ¢ h (by) equivale a P € 4 eTéh (bs,t)
luego (ii) se verifica.
b) Necesario: Sea h un #-isomorfismo del élgebra de
Boole A sobre un cuerpo }i de partes de un conjunto X.
Queremos probar que sl a # o, a € A, existe un- flfilu
tro P tal que a « P.
" Sea a +0, a &A. Como h es un isomorfismo h(a) # &,

luego existe x_ ¢ h(a) (xge X)o

0
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Llamaremos P al conjunto de todos los elementos
b € A tales que X4 & h(b). De acuerdo a la definicibn
de P |
b € P equivale a x < h(b)
Veamos que P es un J-filtro tal que a € Po
Es claro que a € P y, por lo tanto,
i) P+ 4
ii) 8i b, ¢ € P, entonces b Ac &P
Sean b, ¢ € P; esto es, Xg € h(Db) ¥y Xo € h(c);
luego X, € h(b)N h(e) = h(bAc), esto es, bAc € P.
iii) 8i b e P y b. < ¢, entonces ¢ € P. De b = ¢ 'se
sigue h(b)c:h(c)° Como b'e P, es x5 € h(b)s en
cbnsécuq@cia Xy € h(c), esto es, ¢ € P.
iv) 0 ¢ P. 8i fuese 0 € P, serfa x_ € h(0) = &,
absurdo. ‘
v) S1 bVc e P, b €P 6 c €P.
b Ve € P equivale a x5 € h(bVve) = h(b)u h(e), lue=-
go‘xO e h(b) 6 x5 € h(c), esto’es, 6beP bcebP.
i), ii), iii) prueban que P es un filtro, iv) asegura
que P es propio y por v) P es un filtro primo. vi) y vii)
que siguen probarédn que es Z-filtro.
vi) 81 ag e P, existe t € Ty tal que ag ¢t € P.
Sea a € P, esto es, sea X, € h(ag). Como h es £ -iso-
morfismos .
h(ag) = tLeJTS h(as,t)’

luego, existe t & T  tal que X, & h(as t)’ es decir,
b

o
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existe t € T, tal que ag,t & Po
vii) Si ?s,t € P para tode t € T}, entonces

b, € P Sea bg € P para todo teTl,
esto es x € h(bS,t) para todo t e TL, luego,
%o € tcgmé h(bs,t)’ |

comno h es ‘ZﬁisomorfismOg femy h(bS,t) = h(bs),

luego x, € h(bg), es decir by € P.

o}

Observacibn: E1 concepto de ,Z;filtro colincide con el
concepto de filtro primo en el caso de que los conjuntos
S,5! indica dos en (£) son vacfos, o que las clases T,

T; son finitase.

Vamos a indicar, ahora, un caso, especlalmente intere-
sante por sus aplicaciones al célculo funcional de primexr
orden de la Légica, en el cual se puede asegurar la exis-
tencia de una representacidén j sobre un cuerpo de conjun-
tos que conserva un conjunto numerable de Iinfimos y supre-

mos esencialmente infinitos.

TEOREMA 7: ©Si las clases 5,8', indicadas en (£), son

a lo sumo numerables, existe un f£=isomorfismo h de A4

sobre un cuerpo de conjuntos.

DEMOSTRACION: Utilizaremos las conclusiones obtenidas

en la demostracidén de la parte (a) del teorema 6.
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Seghn lo allf ezpuesto para que la transformacidn hy
definide pors
hy(a) = ho(a)n O 4
sea un /l-isomorfismo de 4 sobre el cuerpo de conjuntos
P :
}i{ :{péa)}a & de ?Q es suficiente que, para todo
a € A, exista un J-tiltro P tal gue a € P,
Bsto es equlvalente a decir que para todo a € 4
hy(a) = h,(a) N :Sg_ + 8
v escribiendo Z = f% - §S , equivalente a ho(a) -2 + 8,
para todo a € 4.

Pero esta condicibn es equivalente a decir que Z es
un conjunto frontéra del espaclo de Stone é%, puesto
que los conjuntos ho(a) son una hase de abiertos en 'fg.

La demostracibn del teorema se reduciré, entonces a
probar que Z es un conjunto frontera en CSOO

Dado s € 8, sex Fy =-ho(as)-t(Z/Ts ho(asgt)'

¥y es el conjunto de todos los filtros priisos P que
no verifican la condicién siguientes

-Zl) Si ag = eTg as,t & P, entonces, para al:in
t e Ig, as,t € Po

En efecto, decir que P no verifica ‘Zl) equivale a de~
cir que a4 € P y, para todo t &« Tg, 8g,t % P, esto es,
que P ehfa,) y P #&y{as$t), para todo t € Ty, esto equi=

vale a decir
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El conjunto de todos los filtros P dque no verifican
la condicién .fl) para alglin s € S es, entonces E~argéggFg
Del mismo modo se prueba'que el conjunto
es el conjunto de todos los filtros vrimos P cue no veri-
fican la condicién siguiente, para s € 5 fijos
~ & SAN
0,) 81 bg g & P para todo t €.Th, Dy = /dqy by o < P
El conjunto de todos los filtros primos P que no veri-

t

fican la condicibn .12) para algin s € S es entonces

H = u [Hso

T 8¢S
Resulta entonces que el conjunto de ios filtros primos

1)

gue, no son /(ufiltrosﬁ es decir al conjunto de los filtros
primos donde Zl) 6 Z;) no valen, es H UF,

An consecuencia

| Z = ) Fq U

seS * S s &3t
Por teorema 5, F, y Hg son ralos para todo s & S, s € 8',

Hg

Como, por hipbtesis, 5 y S* son numecables, Z es de 1lra.
' . . <
categoria. Siendo el espacio de Stone Iy 3 compacto y de

Hausdorff 7 es un conjunto frontera (teorema 13, cap. e

-]

5., Homomorfismo de un cuerpo de conjuntos sobre otro,

inducido por uhna funcidn puntual

Sean X, Y conjuntos no vacfos y y una funcién defini-
da sobre X tomando sus valores en Y.

Sea, A=Y, con la notacidn f’l(A) representamos el

<>
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conjunto de todes ioz puntos % € X tales que p(x) & A

f”lié) suele 1lamarse ia imagen inversa de A por ¥ .
Observamos 4 us \g“i me o ouns tra nsformacidn univoca de-

e

2L A= tndas las partes de Y, que

toma sus valores en :a familia QX de todas las partes de X.
difiouitad que \f“l tiene 1las

gara A, B par tes cualesquiera de Y
B) = pHA) 0 p7HE)

Lo A v ‘}o ~1(B)

11y 9 "t {AUB) =

144 g&“i {9} = B, {QL(Y)
iv)y o AT = - <§&1(A)

La trans fC/régAmw ne & s ¢ “{A), es entonces, un homo-
morfismo &3l dlgebra de Bools o¥ aen el 4lgebra de Boole 2K,
Para que h sea, ademas, un isomarfismo,'esto es, para
que h sea biunivoca, es pnecesario y suficlente.que ¢ sea

una transformacibn de X gobre Y.

S -
En efecto, cono “(B) = 4, oara que h = § 1 sea

fok

biunivoca es necesario gus dado un punto y & Y, Wi{y}) =
::f%l({y}) 4+ $, esto es que exista un X € X tal que
‘g(x) y, es decir, es necssario que P sea una funcidn
de X sobre Y.

Sean A,B partes distintas de ¥, veamos que ~p “La) +
*P”I(B}§ si ¢ ©s una funcién de X sobre Y. Existe por lo
menos un punto e alguno de iss conjuntos A,B que no esté

i

en el otro. Sea vy € A, y ¢ by como ¥y ¢ Y existe x €X tal
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que f(x) = y. 81 fuese y”l(A) = f'l(B), como X €
¢ ~1(a)= f{“l(B) serd ¢(x) = y e B, lo que es abéﬁrdo.
Luego de A # B se sigue

h(a) = 70"1(A)f ¢ ~1(B) = n(®).

Sean B ,(Q cuerpos de conjuntos de X e Y, respectiva=-
mente.

Si el homomorfismo h anteriormente indicado es tal que
para todo A e (. , se tiene h(A) € 3 1a transformacién h
restringida a Q=2 es un homomorfismo de Qen 5 . Si,
ademds, § es una funcién de X sobre Y, es claro que h es
un isomorfiswmo de Cz‘en~K3f

Si y es una trénsformacién'biunivoca de X sobre Y y
si h(4) = ‘fnl(A)e )3 equivale a A« (L, el isomorfismo
h es un isomorfismo de (! sobre /5. Y en este caso dire-
mos gue Cl—y » son cuerpos de conjuntcs equivalentes.

4 un homomorfismo (isomorfismo) h obtenido & pariir de
una funcién puntual ?> , en la forma descripta, se dice
un homombrfismo (isomorfismo) inducido por la funcidn ;3.

Sea f% el conjunto de todos los /-filtros de un
é1lgebra de Boole A, hz(a) el conjunto de los L-filtros
de A conteniendo a € A, ¥y %iﬂ :{;hé(a)}a eh”

Aplicaremos los resultados. anteriores para probar el

siguiente teoremas

TEOREMA 8: Supongamos oue para cada elemento a # O

de un Algebra de Boole A exista un f{-filtro conte=




niendo 4 a (en cuyo caso i €s isomorfa al cuerpo

de conjuntos ¢ =={h£(a)}a€3A de :& ). Para todo

4 —~isomorfismo h de A sobre un cuerpb de partes @i

de un conjunto X existe una funcién puntual ¢ de

X en.:je tal que

h(a) = ?“’1(%(&1))q para todo a € 4.

Observacidn: Identificando A con :KZ , puesto que
‘son isomorfos, el teorema viene a afirmar que cualquier
{ ~homomorfismo de %} sobre un cuerpo de conjuntos }{
de un éonjunto X,Aes inducido por una transformacibn

puntual}tf de X en f% o

DEMOSTRACION: Sea x € X, indiguemos con la notacibn
P, al conjunto de todos los a &€ A tales que X € h(a).
Por la demostracién de la pérte b) del teorema 6, Py es
un £ -filtro de A,‘es decir Py € Jp o

Sea ¢ 1a transformacibén, gue a cada X € X hace corres-
ponder el Z-filtro P, € f& s (x) =Py .

La funcién ¢ tiene la propiedad requerida.

En efecto: |

i) x € h(a) si y solo si a P,
ii) a € P, equivale a P, = hz(a)
De i) e ii):

1ii) x e h(a) equivale a P, = hﬁ(a)
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Por la misma definicidén de ¢

iv) Py e_nz(a) equivale a p(x) e pl(a), esto éé;>a‘

x e ¢ (ny(a)). |

De iii) y iv) resulta quet

x € h(a) equivale a x € ¢ ’l(né(a)).

Luego h(a) = ¢ (hy(a)).

En particular, si los conjuntos S,S'.en las igualda-
des (£) son vacios, :& coincide con el-espacib de Stone
f;o’ h = hy es el isomorfismo de Stone y se tiene el

siguientes

COROLARIO: Para todo homomorfismo h de un dlgebra de

Loole A sobre un cuerpo de conjuntes k? de un conjun-

to %, existe una funcidn puntual ¢ de X en el egwvaclo
7

de Stone de A, i5 tal que
£

h(a) = '%gh (a)) para_todo a € A

Observacidén: Identificando el 4lgebra de Boole A con
el cuerpo Kb de los conjuntos abiertos-cerrados de 156,
el corolario anterior puede enunciarse en la forma sigulen-

tes

Pars todo homomorfismo h del cuerpo l?o de los conjun-

tos abiertos-cerrados dei espacio de Stone f% de un

4leebra de Boole A sobre un cuerpo de conjuntos H7 de

un conjunto X, existe una transformacidn puntual 1> de

X en.:so tal gque h(a) = ¢ -1(a), para todo a é'}?o
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1II. COMPLETAMIENTO DE UN ALGEBRA DE BOOLE

l. Planteo del probiema

Dada un élgebra de Boole A sabemos queella es isomor-
fa a un cuerpo de conauntos }io del espacio de Stone f;o
de A. | '

La familia 25o de todas las partes del conjunto f%
es un 4lgebra de Boole completa, es decir existen {nfimos
y supremos de familias arbitrarias de elementos de 2 .

ﬁfo es una sub-&4lgebra del &lgebra de Boole 250;

Desde el punto.de vista del 4lgebra podemos identificér
Ay ﬁ{d- Pédembs, entonces, decir que A es una sub-élgebra”
del 4lgebra de Boole compléta 270, |

El isomorfismo h, de A sobre jio, como ya hemos obser-
vado, no conserva indimos y 'supremos esencialmente infinl—
tos.

En el.cap. 1T ﬁemos'visto, también, que A puede consi-
derarse una sub-8lgebra de 2 Z, el isomorfismo h{ de A en
2% puede llegar a conservar una cantidad humerable de in-
‘ fimos y supremos esencialmente infinitose.

Se plantea naturalmente el siguiente:

Problema: Dada un dlgebra de Boole A ;Existe un 4lge-
bra de Boole completa A* y un-isomorfiémo h de A en A% tal

que h conserve todos los infimos y supremos de elementos

de A?
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M8s precisamente, el isomorfismo h, debe verificars

(1) 81 a =t\é/T ay en A, entonces h(a) = tyT h(at:) en A™

(2) si a = t{?@ ay en A, entonces h(a)= té>T h(ay) en A"
En general no es posible que A* sea un cuerpo de conjun-

tos.

2. Extensién minima completa de un 4lgebra de Boole
En § 7 cap. I hemos probado que los conjunﬁos de la.
categoria de un espacio topolégico X, tienen las dos pro-
pledades siguientes: ;
(i) La reunién de dos gonjuntos de la. categoria es
un conjuntb de la. categoria,
(ii)*Un-subéconjunto de un conjunto de la. categoria,
es un conjunto de la. categorfa.

En consecuencia:

La familia I _ de todos ios conjuntos de la. categoria

de un espacio X, es un ideal del &lgebra de Boole 2* de

todas laé partes del conjunto X.

‘Respecto del ideal I, es posible definir en 2X una re-

lacién de congruencia:

DEFINICION: Diremos due A,B € X son congruentes, mb-

dulo I,sescribiendo "A = B(mod T )", si y solo si -

(A-B)U(B -4A) eI,

Puede verificarse en efecto que = es una relacibn
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de equivalencia en ZX compatible con las operaciones U,
N, - entre conjunvos, es deciry si A= A', B = ﬁ_';‘(niod'
I,), entonces 4,
| AuB= A'u B' (mod I,)
AnB = A'n B! (ﬁod Ip)

-4 = ~A' (mod I,)

Recordemos que un conjunto U se dice que tiens la pro-
piedad de Baire, si y solo si, existe un abierﬁg G tal
que

U-Gely v G- U €1,
Observando que Io'eé'un.ideal, esto equivale a decirs
(U - @) u(G - V)€ I
o bienz
| U =G (mod Io) |

Los conjuntos con la propiedad de Baire son, por lo
tanto, aquellos conjuntos congruentes, médulo I, a.algﬁn,'
abierto del espacio.

Sea /B 1a familia de todos los conjuntos, de un espa-
cio topoldgico X, con lé propiedad de Baire. Probemos que
/b tiene las sigulentes propiedades:

(1) Todos los conjuntos de la, categoria tienen la
propiedad de Baire: Iy B.

(2) Todos los conjuntos abiertos tienen la propiedad
de Baire.

(3) Todos los conjuntos cerrados tienen la gfopiedad.
de Baire. |



"67

DEMOSTRACION (18 Sea 2 ¢ Iy, como @ es abierto y
(2. @) ulg - 2= Z e I
esto es:
z =g (rod I,),
se sigue que Z tiene la proéiedad de Baire, luego:
105}5@
DEMOSTRACION (2): Es trivial, si G es abierto, como
G =G (mod I) |
Gy tiene la propiedad de Balre.
DEMOSTRACION (3): Sea F un conjunto cerrado.
Por Teor. 7, cap. 1, F - IF es ralo, luego es de la.
categoria. |
F - IF € I
Ldemés
IF = F =0 € I,
En consecuenciaz
F = IF (mod I,)
Como IF es abierto, F tiene la propledad de Bailre.

‘Probemos ahora el slguiente teoremas

TEOREMA 1l: La familia /3 de todos los cénjuntqgwcqg

la propiedad de Baire, de un espacio X, es un cuerpo.

de conjuntos.

DEMOSTRACION(i)s Si U,V < /3 entonces UuVe .

Por hipbtesis existen abiertos G,H tales que
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U =06 (mod Io), Vv = H (mod Ib)
lﬁego:
PuV =HUG (mod I,)
Como H UG es ablerto, ULV e B .
(11) 81 Ue B entM-Ueﬂ .

Por hipbtesis U = G(mod I,), para algn abierto G,

luegos | '
U= -G (mod I,)

-G es cerrado, luego por (3) -G tiene la propiedad
de Baire, existe entonces un abierto H tal que

 -G=H (mod Ig)

Por el carhcter transitivo de la relacibén =
| U= H (mod Ip)
esto es -U € B .

De i) y 11) se sigue que % es un cuerpo de conjuntos
de X. \

El ideal I, de los conjuntos de la. categoria es, se- .
gén (l),' parte de 75, luego Ié es un ideal del &lgebra
de Boole 7. '

Podemos, en consecuencia, considerar_el' dlgebra de
~\Boo‘1e ‘cociente At = B/Io, cuyos elemAentos' son las cla-
ses lateralés de los elementos de ., s ‘

sivel ,la clase lateral |V correspondiente es:

\vi = {uyuel ,0=V (mod I,)}

En A* las operaciones booleanas se definen por las
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igualdades:
1] v Vi = |ouvl
(ol A Y] = lonv

-yl = | -Ul

Observacién: De acuerdo a la definicidn de B, cada
clase lateral (Ul Ue ) , puede ser representada por
|G| donde G es abierto en X. En efecto de vel se si-
gue que U =G (mod I,) para algin abierto G y por lo
tanto U] = [G].

Para resolver el problema planteado en el pérrafo 1,

vamos a aplicar estos resultados al espacio de Stone.

TEOREMA 2: Sean A un &lgebra de Boolei,:S§ el espacio

de Stone corresnondiente,fio el cuerpo de los abiertos

cerrados de :jn,_gn el isomorfismo de A sobre }{os 5

el cuerpo de los conjuntos con la propiedad de Baire

de fSO, e I, el ideal de los conjuntos de la. categoria.

1) A= 6[10 es un 4lgebra de Boole completa.

ii) h (a) = lho(a)l define un isomorfismo de A en A,

iii) h conserva todos los {nfimos v supremos de A.

DEMOSTRACION: (i) A% = '5110 es completa.

Sea dada una familla arbitraria de élementos de 4%
{jGtﬁ e donde supondremos 10$ Gt ablertos.

Vamos a probar que existe el supremo en A%, de la fami-

lia dada.
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gea Gg = tth Gy , demostraremos que IGél es el su-
premo de la, familia dadas IGOI = tE/TA‘Gt’;

a) |Gg] = |G| » para todo teT

De Gy<= G, para todo t‘eT,resulta{Gtﬁ._ 1G, !

‘b) si |G| € A* es tal que |Gyl = (G para todo teT,

entonces |G | = [G | |
De lG | = (G| se sigue que
|Gt[ - 16| =Gy - G | =0
esto es Gy = G € Ige
Como Gy - CG=Gy = Gy también H - Gy - CGe& Ig
H es abierto y es de la. categoria. En.~5o, que ‘es un
espacio compacto ¥y de Hausdorff, se verifica (Teor. 13,
cap. 1) que todo conjunto de la. categoria es un.conjun-
" to frontera, luego H — IH =@, esto es, Gy - CG = g , por
consiguiente; Gy=CG '
1ueéo, ‘
 Go = tLeJT G+=CG = G V(CG-G),
por lo tanto:
|Gyl = |G v(cg-G)! = |G| v ICG=G|
Por teor. 7, cap. I, CG-G es ralo, luego CG - G € Ig,
esto es, [CG-GI| =
luegé
leol = lglvo = lal.

(i1) h(a)= lhg (a)l define un isomorfismo de A en A",

he es un isomorfismo de A sobre }{o ?{ 23, pues los

conjuntos de -H; son abiertos.
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La transformacidén de cada elemento U e % en su clase
lateral |Ul € A" es un homomorfismo de /8 sobre Af:'Lue—
go, la transformacidn compuesta definida, para cada a €4,
por
h(a)= | ho(a)l
es un homomorfismo de 4 en A%,

Para probar que h es un isomorfismo, basta probar que
si a + 0, entonces h(a) + 0 =|g/ . |

Para a # 0, h (a) es un abierto no vacio. hg(a) no
es de la., categorfa pues si asi fuese hy(a) seria un
conjunto frontera, esto es I hgla) = hgy(a) = @, contra lo

supuesto, luego hg(a) % I,, es decir, \ho(a)l=+ O.

11i) h conserva Infimos y supremos de A.
Supongamos que en A se tiene
| a= t\é/T gy
entonces: '
hola) = (Q\;é holag)) U (hda) - éigT ho(ag))
-1uego§ |
Bo(@)] = | o2 holap)| v |nole) = g hotag) |
Hemos probado (teor. 5, cap. II) que el conjunto:
ho(a) = (oh Bolay)
es ralo,'y por tanto de la. categoria, luegos
b, (a) - tLEé h(ap)| = 0
.y por consiguiente: ,
ho(a)| = [¢) holap)|

En (i) se ha probado que si los conjuntds Gyy Para
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todo t €T, son ablertos y G, = t&;é'Gt s €8

|Gol = Y log!-
Siendo los conjuntos hg(ay) abiertos en f%s_
¥y, en definitiva,
h(a) = tyT h(ay)
Veamos ahora que h conserva los fnfimos en A
Sea b = té>T bt en A, por las leyes de De Morgan
\
-b = t\e/T =by, luego h(=b) = ¢ Jq h(-Dby).
Puesto que h es isqmorfismo:
N\
~h(b) zf't\:-./'r ~h(by) = = t'e'p by
esto es, '
a(b) = ¢ Np hibg)
De acuerdo a (ii) del teorema anterior, A es isomorfa
a una subdlgebra A, de A" . Podemos asf{ considerar a A
como una subilgebra de A™. |
A" = 5;10 se llama la extensién minima completa de
A (o extensién de Mac Neille de A).
La justificacién del término "minima" en la denomina=

e . .
cidn.de A se encuentra en el siguiente teorema que enun-

ciamos sin demostracidn:

TEOREMA 3: Dada el &lgebra de Boole A, las siguien-

tes propiedades de un 4lgebra de Boole cgmpleta.Cz

son equivalentess

12) (1 es isomorfa a A" = '6710.
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29) Existé un isomorfismo h de A sobre una subdlge-
bra Czo.de d tal que ‘ ' A' ;
a) h respeta todos los supiemos e Infimos -

b) h (4) = Czo engendra completamente & Cl(esﬁo es
() es la menor sub-41gebra completa de Q que
contiene a 00' _ S

32) A es isomorfa a una sub-4lgebra Zlb de 'CZ tal

que | | |

a') Para todo a¢ (! tal que a #0 existe un elemen-
to aj € Clo tal que 0 + ag = a(l, Se‘dicé, ehtbn—
ces, densa en (). | |

b!) C)O.engendra completamehte Q.

hQ)VA es isomorfa a una sub-&lgebra C:L de Cz»y si

h, es el isomorfismo de A sobre C]%, entonces, éi h

es un isomorfismo cualquiera de A en un &lgebra de

Boole completa B, existe:un isomorfismo g de (1-en B

tal que h = ghge.
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IV. ALGEBRAS DE BOOLE LIBRES

l. Algebras m-libres

Sea A un élggbra de Boole & K una parte no vacia de A.

Es fécil verificér que la interseccién de una faﬁilia,'
no vacfa, cualquiera, de sub-4lgebras del éigebia A'es
una sub-4lgebra de A. Consideremos la familia de todas
las sub-éigebras de A que contienen al conjunto K. Ella
no es vacia, pues A es evidentemente de esa familia. La
interseccién de todas las sub-dlgebras conteniendo K es
entonces una sub-4lgebra K de A.
X contiene a K y es la menor sub-4lgebra de A con esta
propiedad. K se dice la sub-4lgebra éenerada por K. K se
dice un conjunto de generadores de K.

En especial, cuando K = A diremos que A es generada

por la familia de generadores K.

DEFINICION; Diremos que A es un &lgebra libre gue

tiene por generadores libres los elementos del conjun-

to KA, si vy solo si, se verifican las propiedades

(1) X genera A

(11) Cada transformacién unfvoca f de K en un-4lge-
‘bra de Boole B, cualquiera, puede extenderse a un ho-
momorfismo h de A en B. Es decir, existe un homomor-

fismo h de A en B tal que h(k) = f(k) para todo k €K.
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Observaciéns a) En caso de exiét‘ir el homomorfismo
h de A en B, es Gnico. : R

En efecto; sean hy, hp homomorfismos de A en B, ex=
tensiones de £ ; el conjunto A' de.todos los & e A tales
que hy(a) = hp(a) es, como se verifica fécilmente, una
sub-41lgebra de A. K=A' porque si k € K hy(k)= f (k). hz(k).‘
Luego A' = A, esto es hy(a) = hy(a) para todo a € A,
luego hy = h2. |

b) Un 4lgebra de Boéle A® isomorfa a un &lgebra de
Boole libre 4, es un 4lgebra libre.

Sea g el isomorfismo de A sobre A°. Sea k° - g(K), se
ve ‘de inmediato qué KO genera A°. Sea B un 41lgebra de |
Boole arbltraria y f una transformacién unfvoca de K°
en B £ o g es, entOnces, una transformacién de K en
B, como A es libre y K un conjunto de generadores libres
de A existe un homomorfismo h' de K en B tal que
h'(k) = f£(g(k)), para todo k < K.

Sea.h.z h'og'l, h es un homomorfismo de A en B y es
una extensidén de f .pqrque h(g(k) = h‘g'l(g(k)) = h'(k)=

~ f£(g(k)) para todo k e K(g(k) e K°).

TEOREMA 1s Sean A, A, 4lgebras de Boole libres v K,

Ky sean, respectivamente, conjuntos de reneradores 1li-

breé de A y Ay._8i K y Kp tienen la misma potencia,

las &lgebras A y A; son isomorfas.
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DEMOSTRACION: K y K tienen igual‘potencia quiere -
decir que existe una funcién biunivoca £ de X soErE'Ki.
Vamos a probar que existé una prolongacién h de £
que es un isomorfismo de A sobre Aj. - |
Por las hipbtesis hechas sobre 4 y K, existe un homo-
morfismo h de A en Al ta; éue 4
h(x)= £ (k) para todo k & K.
£ 1 es una transformacién de K; en A4, luegb, existe
un homomorfismo hy de Al en A tal que
hi(ky) = £ ‘l(kl) para todo ki € K;
Consideremos ahora la transformacidén que a cada'xfiﬁ
hace corresponder hj(h(x)) € A. Esta es, evidentemente,
un homémorfismo de A en A, ,
El conjunto A' de los elementos x € A tales que
x = hy(h(x))
‘@s, como se reconoce sin dificultad, una subdlgebra de A,.
Ademds, X=A', porque sl k €K hy(h(k)) = £ ~L(£(x))
=k, es decir k « Al.
" Como K es un conjunto de generadores de A, del hecho
de ser A' una subdlgebra de A conteniendo K, resulta
A = A'; esto es,
hy(h(x)) = x, para todo x < A.
Del mismo modo se prueba que )
‘h(h;(y)) = y para todo y & A;.
‘En consecuencia h es una transformacién biunfvoca de A

sobre A;(h; = h™1). Puesto que h es un homomorfismo, h es

f
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un isomorfismo de A sobre Aq.

El teorema muestra que la potencia m de un conjuhﬁo
de generadores libres de unlélgebra de Boole libre‘déter~
mina él 41gebra, a menos de un isomorfismo,

Simes la potencia del éonjunto K de generadores 1i-
bres de un 4lgebra libre A se dice que K es un conjunto
de generaderes mnlibres,‘A se dice un 4lgebra m-libre.

Se presenta naturalmente el 1nterrogénte; &para cada
némero cardinal m, existe un 4lgebra de Boole libre con
un conjunto de generadores m-libres?

La respﬁeéta es afirmativa, como pasamos a vers -

Sea E un conjunfo con la potencia m.

=<, ;.e»;serén usadas para designar puntos de E.

Para cada << €E sea X = {—1, l} v sea D el productol

p= 11z

= é&kB
u,v... serdn usadas para designar puntos de D, es de-

cartesiano

cir funciones tales que para cada <(€EB, u(=) = -1 6
ue) = ~l.

Sea 9, el conjunto de todos los u € D tales que u(ﬁ):
=41,

Sea SD el cuerpo de conjuntos de D generado bor la fa-
milia K = {gglﬁ e g ©sto es,éb es el cuerpo de conjuntos

mis pequefio conteniendo todos los ;%::D.

TEOREMA 2: D es un &lgebra de Boole libre y
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K= iD/q}ﬁ e g 88 U0 conjunto de genergdores 1ibrg§.

de@.

DEMOSTRACION: En primer lugar, K es un conjunto de
generadores de 9, segln la definicidén misma de @a )

Sea f una transformac:.én de K en un &lgebra de Boole
B, arbitraria, y, para cada PeEs |
| | £(Dg) = by € B

Podemos suponer (teorema de representacidn de Stone)
que B es un cuerpo de conjuntos de un espacio X.

Vamos a probar que éxiste un homomorfismo h de 9 en
B tal que, para todo peB,

| h(Je) £ (Dp) = bg |

Procuraremos definir una funcibn puntual \f de X en D,de
modo tal que el homomorfismo inducido por ¢, h = f’l,
restringido a D sea el homomorfismo de D en B buscado.

Claro es que ¢ deberd entonces verificar la cohdicién:
¥ '.'l(DJ;) = f (ng) = by , para cada _p < E. °
"Esto es, x &€ by siy solo si u = p(x) e Dy , 6, 1o
- que es equivalente

x € By si y solo si u(p)= ¥ (x) =
somos conducidos asf{ a definir ¢ de la manera siguiente:
Para cada < €E, escribamos | |

+1 si xe€b
¢, (x) =

{ -1 si x¢0D

A cada x € X hagamos corresponder el punto de D:

P = (g ODkeg
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La funcién ? , asi dafinida verifica entonces.lg

condicibns: . | -
(1) ap"l(Df) = by paré cada fAeBE.

La transformacién ¢ induce un homomorfismo h, del
cuerpo de conjuntos Q en el cuerpo de todas 1as parﬁes
del conjunto x($s, cap. II), definido en la forma éié
gulentes ; |

| h(a) = ‘f-l(a) para todo a e,
De (l) se sigue que
(2) h(Dg) = by = £(Dy) para todo _f <E.

h es una extensibén de f . '

Resta probar que h es una transformacibn de‘éa en B.
(B=2Y). ' |

Consideremos la clase &' e todos los a e tales
que h(a) ¢ B.

52' es, como se verifica de inmediato, un sub-cuerpo
de conjuntos de éa. Por (2) Kcaﬁal. Luego D - éb’ , esto
es: para todo aeeéa , h(a) € B.

“‘h es entonces una transfbrmaéién de éa:en B.

En conclusién, h = ‘f'l es un homomorfismo de & en B

que verifica (2), lo que termina la demostracién del teo-

rema.

COROLARIO: Dado cualquier nfimero cardinal m existe un .

&lgebra de.Boole libre gue tiene un cggjunto de genera=-

~

dores m-libres.
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Basta considerar un conjunto E de'potencia'm; El
41gebra de Boole 9 y el conjunto K =‘(Qﬁ36’e B dé‘éé-'
neradores. E1 conjunto K tiéne potencia m pueé paré'
< # B 5 D+ Dg3 en efecto, un punto u € D tal que
u(=) =-+i, ulp) = -1 pertenece a Q. y no a gg .

2. E1 Discontinuum de Cantor

Podemos considerar al espacio D, definido en pérra-
fo.l, como un espacio topolégico, tomando el cuerpo de

conjuntos é@ como una base de abiertos.

DEFINICION- El espacio D, donde se define

\ B, para todo A=D
Beo@

B=A

14

es un espacio topoldgico, al cual llamaremos el

digscontinuum de Cantor.

Necesitamos ingroducir la nocibn de homeomorfismos de

espacios topolégicos.

DEFINICION: Si X. Y son espacios topolégicos (cuyos =

operadores de interior representaremos con la misma -

letra "I") tales que existe una transformacién pun-

tual biunivoca P de X sobre Y, para la cual se tiene
¢ (IA) = Ip(ha), para todo A=X, |

diremos que X e Y son homeomorfos y gue ~P es un ho g
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Como es fécil de comprender dos espacilos homeomorfos
tienen, desde el punto de vista de la topologfa, idén-
ticas propiedades.

Asi, si X e Y son homeomorfos y si X es To, Ty, Tpy To-
gular, compacto o totalmente disconexo, Y es, respectiva-
mente, Iy, T75 Toy regular, compacto o totalmente disco-
nexo.

38 f es un homeamorfismo de X sobre ¥, y si un conjun-
to A=X es abierto, cerrado, frontera, ralo o de primeras
categoria, lo mismo sucede con el conjunto y(A)=TY.

Asf, por ejemplo, si A es abierto, esto es 4 = IA,
es f(A)-: p(I8) = 1 f(L), luego \f(A) es abierto,

gean X,Y dos espacios togolégicos, 70 una transforma=-

cién biunfvoca de X sobre Y, y sean K ,05 bases de abier-
tos de e Y. respectivamente s8¢ ve icas
€ si y solo B) € L

U .

En efecto: sea IA = ;. y y luegos

. ’ A'c A

me o(Uan- Uean= U AY) -
pIa) = pC AN R LI ¢ (A1)
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U B-1o@)
B ¢ L
B ¢(4)
Vamos a probar ahora que, a menos de un homeomorfis-

mo, el discontinuum de Cantor.D, es el espacio de Stone

del 4lgebra de Boole libre @.

TEQOREMA 33 Sea 50 el egpacio de Stone del 4lgebra
de Boole e@y h, el isomorfismo de Stone de .@ sobre

el cuerpo Ko de los abiertos-cerrados de 50..

Existe un homeomorfismo «f de. 50 sobre D tal que h  es
inducido po;‘;f ; esto es

(1) h (Al = $-1(A) para todo 4 ¢ D

DEMOSTRACION: Por el procedimiento 1r;diéado en la
prueba del teorema 2 es posible definir una transforma-
cién puntual ¢ de 50 en D tal que f"l(A) = ho(4), para
todo &4 ¢ D , En efecto, existe una transformacién ¢ de
SO en D tal que f“l(Dx) = hy(Dy) para todos los genera-
dores I, de Q; como hy ¥ lf-l son homeomorfismos exten-
sién de la transformacibns: B —hy(D.), ellos coinciden
en todo @(obsierv.(a), §1), esto es

ho(4) = f"lm para todo 4 ¢ 0

Por otro lado ho-l es un isomorfismo de }{ sobre el

0
cuerpo de sub-conjuntos 9 del conjunto D; de acuerdo al

corolario del teorema 8, cap. II, podemos afirmar que
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existe uns transformacién y de D en f% tal que
(2) ho t(p) = -1 ara todo o
De (1) y (2) resultans
¥ -1 ‘f'l(A) = A para todo A < D)
=l y-1() =B " * Be X,

Sabemos que \5 es totalmente disconexo. Dados dog
puntos X9 X, € LS existe un conjunto B € }{o tal que
x, € By xs ¢ Be. }i es una familia separadorae.

De igual propledad goza la familila §D En efecto sl
u, v € D, u # v, para algn < €B es u () + v{=).

81 es u(x) = +1, v(«) = =1 es u €DV ¢ D .81 es
wx) = =1, v{(x) =+l esu € =D, V ¢ -D, v, tanto

D« como -~D, pertenecen a éa.

pe acuerdo a esto, para cada ¥ ¢ ;E;
{xiizxeB%Ko

Visto que las aplicaciones inversas ‘y’l, ?;l conser-

van intersecciones (y uniones) arbitrarias

¢ vl - ¢t oyt ([ AU R

X €eBe XeBe

= ii:l 6){0 B ::{x}

Del mismo modo, para todo u € D3
v -1 ?-l (u)={u }

¢ es entonces una transformaciédn biunivoca en S sobre D,

1 o
Yo



8L

Por (1), f transforma la base de abiertos 7fo sobre
la base de abiertos éa, luego P es un homeomorfismo de
QSQ sobre D.

COROL 1 discontinuum de Cgntor es un espacio

compacto, totalmente disconexo., El cuerpo de conjup-

tos % es exactamente la familia de todos los conjun-
tos abiertos-cerradog de D.




