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CAPITULDO I

ALGEBRAS DE LUKASIEWICZ n-VALENTES CICLICAS

1.1, PRELIMINARES

Exponemos en este parrafo algunos resultados conocidos de las &al-
gebras de Lukasiewicz n-valentes que nos serdn necesarios mas ade-
lante, asi como las primeras nociones sobre dlgebras de Lukasie-

wicz ciclicas. Salvo indicacibén expresa, los resultados sobre al-
gebras de Lukasiewicz n-valentes pueden verse en (11]). Comenzare-

mos recordando la siguiente definicidn:

I.1.1. DEFINICION. Un &lgebra de De Morgan es un sistema

(A, 1, v, r,~] tal que (A, 1, v, A) es un reticulado distributivo

con Gltimo elemento 1, ¥ ~ es un operador umario definido sobre

A gue satisface las siguientes condiciones:

M1]) ~ ~ X = X
M2) ~ (x Vy)l = ~X Ay

Si el operador ~ satisface ademas la condicidn

K) x Amox gy V ~Yy

diremos que (A, 1, v, A,~) es un &lgebra de Kleene.

Esta nocidn fue introducida por Bialynicki-Birula y Rasiowa (7)
bajo el nombre de '"guasi-Boolean algebras". Han sido estudiadas
por Moisil (21), quien las llamd &lgebras de De Morgan, y por J.

Kalman (18) y A. Monteiro (28]). Ver también (4) y (43).

Se verifica facilmente que en toda &lgebra de De Morgan se cumplen:



M3) x € y si y s6lo si e~y € ~ X
MA] ~(x A y) = cox v vy

M5) ~ 1 = 0 es el primer elemento del reticulado (A, v, A ).

En toda algebra de De Morgan A se define para todo filtro primo P
de A la transformacién de Bialinicki-Birula y Rasiowa [7) por me-
dio de la férmula %)[P] = [ ~P, donde [ indica el complemento
conjuntista, y ~ P = { ~NX DX € P}.

El siguiente lema es de f&cil verificacidn y serd importante més

adelante:

I.1.2. LEMA. Si P es un filtro primo del &lgebra de Oe Morgan A,

entonces \P (P) es un filtro primo de A, y ademés (f[? (P)) = P,

I.1.3. DEFINICION. Un &lgebra de Lukasiewicz n-valente (n entero,

n > 2) es un sistema (A, 1, v, A ,~ , Sys Soseey 5n—1J tal gue
(A, 1, v, A,~) es un Slgebra de De Morgan y S4s Sgse..s S, _4 SON

operadores unarios definidos sobre A (llamados operadores modales)

gue satisfacen las siguientes condiciones:

L1) si[x v y) = S;X Vv sy
L2) s.x v~ s, x = 1
i i
L3) s.s.x = s5.x%
i) J
L4) s.~x =T ~s  ,x
i n-i
L5) SyX € SpX < ... €5 X
L) Si S;x = s,y para i = 1, 2,..., n-1, entonces x = y, (Princi-

pio de determinacidn de Moisil)




Esta nocidn fue introducida por Gr, C. Moisil en 1841 (23) y fue
desarroclada por el mismo en (25, 26), por C. Sicoe (45, 46, 47]) y

por R, Cigrnoli (11)].

En toda algebra de Lukasiewicz n-valente valen las siguientes re-

glas de célculo, cuya demostracién es inmediata:

L7) si[x Ayl = S,Xx A sy
L8) s.x A ~s.,x = 0
i i
L9) x ¢ y si y sblo si S;x < s;y para i = 1, 2,..., n-1.

R. Cignoli (11) demostrd que se pueden caracterizar las &lgebras
de Lukasiewicz n-valentes mediante L7, LB, L3, L4, L5 y L9 y gue
ademds valen las siguientes propiedades:

L10) x < S _q%

L11) s,x < x

1
L12) si1 =1, s.0=0parai=1,2,..., n=1.
L13) ~ x v S._q% = 1
L14]) x A ~S:X A S; Y <Yy para i=1,2,...,n2.

Una nueva caracterizacidn de las &lgebras de Lukasiewicz n-valentes
puede darse ahora mediante las condiciones L1, L2, L3, L4, L5, L10
y L14, lo cual permite f&cilmente caracterizar dichas &lgebras me-
diante igualdades.

Denotaremos por Ln la variedad formada por todas las &lgebras de

Lukasiewicz n-valentes,



Si notamos el &lgebra de Boole de todos los elementos complementa-

dos de A por B{A), entonces Moisil probd (25, p. 123) que:

I.1.4, LEMA, x € B(A) si y sbdlo si s;,x = x, para algin i,

1€1i <€ n-1,

En ese caso, ij = x para todo j, 1 € j € n-1, ya gque si S, % = X,

entonces s ;% = S ;53 % = s;x = x. Ademas, si x € B(A), el comple-

mento de X es ~u X,

Luego si escribimos Ki = { x € A : s, % = x} se tiene que

Ky, = Ko = ... = K__, = B(A).

Resulta en particular que un &lgebra de Boole es un dlgebra de
Lukasiewicz n-valente si definimos ~ x como el complemento de x
Yy S;x = x para todo i. Ademds cualquier &lgebra de Lukasiewicz

2-valente es un Algebra de Boole si definimos el complemento de x

como ~ X,

El ejemplo més importante de dlgebra de Lukasiewicz n-valente es

J
el algebra Cn’ n entero 2 2, de todas las fracciones ,

n~-1
0 € € n-1, considerado como subreticulado de los ndmeros reales,
y con la negacidn de Morgan y los operadores modales definidos co-

mo sigue:

J
1 - —

~ (—)
n-1 n-1



O0si i+ j < n

J
s, [—) = i=1,2,..., n=1, j =0, 1,...,n-1

n-1 1sii+ j 2 n

La importancia de este &lgebra radica en que toda &lgebra de Luka-

siewicz n-valente es producto subdirecto de &lgebras Cn (11)].

Un caso particularmente interesante de &lgebras de Lukasiewicz

n-valentes estd dado por las &lgebras de Post n-valentes.

I.1.5. DEFINICION. Sea n un entero fijo, n = 2. Un &lgebra de

Post n-valente es un sistema (P, 0O, 1,v , A, S ERERE en_aj tal que

(P, 0, 1,v, ) es un reticulado distributivo con primer elemento

0 y Gltimo elemento 1, y ©4y--+3€,_p SON N = 2 elementos de P
tales gue:
P1] D = eD S 81 $ « v S en_a'\ en—1 = 1

P2) Si B(P) denota el &lgebra de Boole de todos los elementos com-

plementados de P, para cada x € P existen elementos b1,...,bn_1 en

B(P) tal gue x = (b1 A e1J v (b2 A eEJ V.o vbo

P3) Si b € B(P) y b A ej < ej_1.para algin j, 1 < j € n=-1,

entonces b = 0, T. Traczyk (48]

Los elementos ©gs ©41--+9 ©,_4 SON distintos y dnicos (14). Por
n-i

otro lado, escribiendo di = \V/ bj , 1 £i € n-1, se puede probar
J=1

que todo elemento x del &lgebra de Post P se puede escribir tam-



bién en la forma x = [(d, A e1] v [d2 A eaj vV ... vd

1

con di € B(P), 1§ign-1, yd )-da > ... »d

1
G. Epstein (14) probd que esta representacidn es dnica y que si

escribimos di = Di[x], y si b' es el complemento boocleanoc de un

elemento b € B(A), entonces el operador definido por

n-1

~Xx = \v/ [ei A (Dn_i[x]]’] es una negacidn de Morgan.

i=1

Si ahora escribimos si[x) =0 .(x), 1< 1« n-1, entonces se cum-

plen las propiedades L1 a L6, y ademds

[osii+j<n

s.e., = (1].
11
1 1 si i+ j>n

v

Se tiene entonces el siguiente teorema gque es una caracterizacidn
de las &lgebras de Post n-valentes y cuya demostracidn puede en-

contrarse en (11):

I.1.6. TEOREMA. P es un &lgebra de Post n-valente si y solo si P

es un algebra de Lukasiewicz n-valente y P tiene n - 2 elementos

e , e _o due satisfacen (1).

IR

Introducimos ahora la nocidn de algebra de Lukasiewicz n-valente

k-ciclica, donde n > 2 y k> 1 son enteros fijos.

I.1.7. DEFINICION, Un &lgebra de Lukasiewicz n-valente k-ciclica

es un sistema (A, 1,v , A, ~, Sgs Soyeens S._qs T) tal gue
(A, 1,v,A,~, Sy1 Soyeeny Sn—1j es un &lgebra de Lukasiewicz




. k
n-valente y T es un automorfismo de A tal que T x = x para todo

x € A.

Si k es el menor entero positivo tal que Tkx = x para todo x ¢ A,
diremos que A es k-periddica.

Estudiaremos la clase ecuacional de las &lgebras de Lukasiewicz
n-valentes k-ciclicas, donde n 32 y k> 1 son enteros Fijos, y la

notaremos‘Ln,k.
Las algebras de Boole son exactamente las &lgebras de Lukasiewicz
n-valentes k-ciclicas donde n = 2 y k = 1, Sin=2y k = 2 se
tienen las &lgebras de Boole simétricas introducidas por Gr. C.
Moisil (24, 27) para estudiar la teoria de circuitos, y desarro-
lladas por A. Monteiro (30) (Ver también (1, 3)). Si n =2 y k es

arbitrario se tienen las &lgebras de Boole ciclicas estudiadas por

A. Monteiroc en (34).

En 1975, Samuel C. Lee y Y. Keren-Zvi (20] introdujeron las dlge-
bras de Boole generalizadas en las cuales se extiende la operacidn
de complementacién a una operacidén m&s general llamada complemen-
to generalizado, y se define ademds uma operacidn, que llamaron
rotacidén, y que tiene las propiedades del operador T definmido an-
teriormente. En ese articulo probaron que este tipo de operaciones

puede ser venta josamente aplicado al disefio de sistemas digitales.

1.1.8. EJEMPLO. La siguiente &lgebra de Lukasiewicz n-valente

k-ciclica es importante. Consideremos el &lgebra C, definida ante-
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k

. k
riormente. Como Ln es una variedad, Cn = T—T Cn , donde Ch = C

. . . N
i=1 i i

- . k
para todo i, es un algebra de Lukasiewicz n-valente. Si f ¢ Cn

F(i-1]) si 1 # 1
y ponemos TF(i] =

il
-

k) si i
. k —
entonces T es un automorfismo de Cn' Sea 1 21 y sea 1 = gk *+ r,

0 < r < k. Entonces se puede praobar que

( Fli-r) si i >r

theri) =
1 Fli-r+k) si i

k
En particular, TkF = f para todo f € Cn

< r

~

, Y por lo tanto el siste-

k -
e (Ck L T) € L esto es, [Cn , T) es un dlgebra de Lukasiewicz
m

k’

’

n-valente k-periddica. Notaremos esta &lgebra por Co k-

’

Sea A ¢ Ln' Umn filtro F de A es um filtro de Stomne cuando x € F

implica s,x € F.

1
Moisil (23) probdé que para cada Filtro de Stone F de A, la rela-
cién binaria definida por la condicidén x =y (mdd F) si y sdlo si
existe f € F tal que x A f = y A~ f es una congruencia sobre A,

y ademas F = { x € A : x 551}. Reciprocamente, si = =s una con-

gruencia en A, se tiene que F { x € A x=1 } es un filtro de
Stone de A (11, p. 18).

Si F es un filtro de Stone de A, entonces F* = F n B(A) es un Fil-



s,

tro del &lgebra de Boole B[(A) y F = { x € A : Sy% € F }. Recipro-

b

camente, si F" es un fFiltro de B(A], entonces el conjunto F defini-

) = { x e A : s,x € F"} es un fFiltro de Stone de

_ -1
do por F = S 4 (F 1

A, y FF. = F n B[(A). Esto es, existe una correspondencia biunivoca

entre los filtros de Stome de A y los filtros de B(A). Ademés, F
es un filtro de Stone primo si y s&lo si F' es un Filtro primo

(i.e., maximal) en el &lgebra de Boole B(A].

El siguiente teorema nos da una importante caracterizacidn de los
filtros de Stone maximales que nos serd Gtil més adelante. Fue pro-

bado por A, Monteiro (29) para el caso n = 3.

I.1.8. TEOREMA. Para gque un subconjunto M de un &lgebra de Luka-

siewicz A sea un filtro de Stone maximal es necesario y sufFicien-

te que M sea un filtro primo minimal de A (11].

Las &lgebras simples de la variedad Ln gquedan caracterizadas en el

siguiente teorema:

I.1.10. TEOREMA., Sea A ¢ Ln' Las siguientes condiciones son equi-

valentes:

1) B(A) es el &lgebra de Boole { o, 1}

2) A es isomorfa a una subdlgebra de o

3] A es simple

(4, 11).

De aqui y del bien conocido teorema de Birkhoff (4, 8) sobre pro-



ductos subdirectos en variedades se tiene:

I.1.11. COROLARIO. Toda &lgebra de Lukasiewicz n-valente no tri-

vial es un producto subdirecto de una familia de subdlgebras de Cn

Recordemos finalmente algunos resultados sobre la estructura de
los filtros primos de las &lgebras de Lukasiewicz (consideradas

como reticulados distributivos acotados).
Sea A € L_. Sabemos que si U es un ultrafiltro del dlgebra de

Boole B(A], entonces 521(U] es un filtro de Stone primo de A. Es

fF&cil ver que 5;1[UJ es el filtro de A generado por U, Ademas

ui=si"1[u]={xeA:sixeu}

son filtros primos de A y se tiene: U1 = U2 = ... = U Y

Ui n B[{A) = U,

Reciprocamente, para cada filtro primo P de A existe un i,

ale ats
PAY P

1 ¢ ig n-1, tal que P = (P']i = Pi. Por lo tanto se tiene:

I.1.12. TEODREMA, Sea A ¢ Ln' Entonces todo filtro primo P del re-

ticulado A es miembro de una y sélo una cadena de filtros primos

con a lo sumo n - 1 elementos.

I1.1.13. COROLARIO. M es un filtro de Stone maximal del &lgebra de

Lukasiewicz n-valente A si y s8lo si existe un (dnico) Filtro pri-

sl
prd

P1.

mo p* de B(A]) tal que M

- 10 -



Este corolario fue probado por A. Monteiro (29) para el caso n = 3,

Como todo filtro primo P es de la forma PT, con P¥ Filtro primo de

B(A), es F&cil probar el teorema siguiente que caracteriza la
transformacidn (? en el caso de las &lgebras de Lukasiewicz n-va-

lentes:

WV als
A

I.1.14. TEOREMA, QPcP'i"J =P ., 1i=1,2..., n-1.

En particular resulta que para todo filtro primo P de A, P y (P[P]
son comparables, lo cual es una condicidén necesaria y suficiente
para que un algebra de De Morgan sea de Kleene, esto es, toda al-

gebra de Lukasiewicz n-valente es un dlgebra de Kleene {(29].

-1 -



I.2. HOMOMORFISMOS Y CONGRUENCIAS EN LAS ALGEBRAS DE LUKASIEWICZ

CICLICAS.

La nocidén de homomorfismo se define en la Forma usual (9, Cap. VI],
es decir, un homomorfismo es una aplicacidén de un &lgebra de Luka-
siewicz n-valente k-ciclica A en un &lgebra de la misma naturaleza

A' que preserva todas las operaciones algebraicas; precisamente:

I.2.41. DEFINICION, Sean A y A' miembros de la variedad Ln K< Un
?
homomorfismo h de A en A' es una aplicacidn h : A —>A' gue satis-

face las siguientes condiciones:

H1) hix v y) = h(x) v hiy)

H2) hi~x]) = ~ h{x)

H3) h[six] sih[x] , 1 =1, 2,..., n - 1

H4) h(Tx) = Th(x]

Esto quiere decir que h es un homomorfismo de la estructura subya-
cente de &lgebra de Lukasiewicz n-valente, lo que llamaremos L-ho-

momorfismo, que verifica la propiedad adicional HA4,

I.2.2. DEFINICION. Se llama nlcleo de un homomorfismo h : A—> A"

al conjunto N(h]) = h-1[{1}], esto es, N(h) = {x e A : h(x) = 1} .

Se prueba sin dificultad gue un homomorfismo h es un monomorfismo

si y sb6lo si N(h] = {1} , Y que:

I.2.3. LEMA. El nicleo N = N(h] de un homomorfismo tiene las si-

guientes propiedades:

- 12 -



N1) N es un filtro de A

N2) Si x e N entonces S 4% € N

N3) Si x ¢ N entonces Tx € N
Esto es, el nicleo de un homomorfismo es un filtro de Stone que

verifica N3,

1.2.4. DEFINICION. Daremos el nombre de nicleo de un 8lgebra de

Lukasiewicz m-valente k-ciclica A a todo filtro de Stone N de A

que verifigue N3, y un nicleo se dice propio si N # A,

Sea N un nicleoc de A, A € L . Diremos que dos elementos x e y de

n,k
A son congruentes mdédulo N, y escribiremos x =y (mdéd N)}, si existe
un n € N tal que x A n =y A N,
De la definicidn resulta que x= y (médd N) es una relacién de con-

gruencia sobre A considerada como &lgebra de Lukasiewicz n-valente.
Veamos que si x=y (mdd N) entonces Tx = Ty (méd N). En efecto,
por hipdtesis existe n € N tal que x A n =y A n, luego

T(x A n) =T(y Aan), i.e., Tx A Tn = Ty A Tn; como Tn € N, pode-
mos afirmar que Tx = Ty (mod N).

Sea A' = A/= el cociente de A por la relacidn de equivalencia =
y sea |x| la clase de equivalencia que contiene al elemento x € A.
Si algebrizamos A' en la forma nmatural, |x| A |y| = |x A Y| s

x| v Iyl = x v oyl, ~bxl = x|, sylx] = Isyxl, Tix| = x|,
entorices, como la nocidén de &lgebra de Lukasiewicz n-valente k-ci-
clica es definible por igualdades, y como la relacién = es una

congruencia sobre el &lgebra, se puede probar por métodos estan-

-13 -



dard (9, Cap. VI) gue A' es un &lgebra de Lukasiewicz n-valente

k-ciclica gue tiene por Gltimo elemento a |1| = N, y que la apli-
cacidn ¢ (x) = |x| de A en A' es un epimorfismo cuyo nicleoc es N.
Escribiremos también A' = A/N y diremos que A/N es el dlgebra co-

ciente de A por N, El epimorfismo (# se lo denomina homomorfismo
nmnatural de A sobre A/N.

Se tiene ademds que si 0 os una congruencia sobre A, el conjunto
N = { x € A : [x, 1)Je b } es un nicleo de A, y existe un iso-
morfismo de orden entre el conjunto de los nlcleos de A y el con-

junto de las congruencias definidas sobre A.
El siguiente resultado se prueba en la forma habitual:

1.2.5. TEOREMA, Sean A, A', A'' miembros de la variedad L

n,k?’

h' : A—s A', h''" : A—S5 A'' homomorfismos. Si N(h']) = N(h'?') en-

tonces existe un dnico homomorfismo h : A' 5 A'! 3] que

h'' = h o h', Ademds, si h'' es epimorfismo., h es e imorfismo
3 ] 3 Y

si h'' es _epimorfismo con N(h') = N(h'!') entonces h es un isomor-

Fismo.

I.2.6. COROLARIO. Si A y A' son &lgebras de Lukasiewicz Nn-valentes

k-ciclicas y h : A—A' un epimorfismo, entonces A' es isomorfa

a A/N(h).

Oemostracién. Como N(h) es un nicleo, podemos considerar el dlge-

bra cociente A/N(h). Si w es el homomorfismo natural de A sobre
A/N(h), entonces es facil ver que N(h) = N(CY ), y por lo tanto

A' es isomorfa a A/N(h]).

- 14 -



Podemos por consiguiente afirmar que todas las imdgenes homombr-

Ficas de un &lgebra A de Ln K Se pueden obtener, a menos de iso-
H

morfismo, por la construccién indicada anteriormente, ya que si

A' es una imagen homomdrfica de A por medio del epimorfismo

h : A—sA", entonces A' = A/N(h]), donde = indica isomorfismo.

En adelante identificaremos &lgebras isomorfas,

Consideremos ahora la operacidn binaria de implicacidén débil de-

Finida por : X-—»y = S_q™~ XV V. Es claro que sobre B(A), esta

implicacidn coincide con la implicacidn clésica. Ademds, decir

X £ y es equivalente a s, % < s,y para todo i, 1< i &<n -1, vy
por lo anterior, esto es equivalente a S;X—>s.y = 1. Luego se
tieme que x ¢ ¥y si y sblo si s;x—>s.y = 1.

Entonces, si h : A—> A' es un epimorfismo, decir que h(x) = h(y)

es equivalente a decir que sih[x]-——>sih[y3 sih[y]-——>sih[x] = 1,
esto es, h[six~——>siy] = h[siy——a-six) = 1, o sea,

S;X—>5,y € N(h] y S;y —>S;x € N(R].
Se tiemne entonces el siguiente corolario, gue es una caracteriza-

cién de las congruencias en términos de la implicacidn débil:

I.2.7. COROLARIO. x= y [(mdéd N) si y solo si S;Xx—> s,y e N y

s.y—>s;x €N, para i =1, 2,..., n - 1. (11)

Demostracidn. Basta considerar el epimorfisme h : A—-s A/N.

- 15 -



I.3. NUCLEOS MAXIMALES

Nos proponemos en este parrafo obtener ura caracterizacidn de los

nicleos maximales de un dlgebra A ¢ Ln K-
J

Observemos en primer lugar que la familia de todos los nlcleos
propios de A, A no trivial, es inductiva superiormente, luego cada
nicleo propio estd contenido en un nicleo maximal,

Observemos también que si N es un nlcleo y X es una parte de A

tal que N € X, entonces N = T(X). Esto es una consecuencia de que
T(N} = N, lo cual resulta de la definicién de nlcleo y de que T

tiene periodo k.

1.3.1. TEOREMA, Si P es un filtro primo minimal, entonces

k-1

N=PnT(P)n ... n T (P) es un ndcleo maximal.
Demostracidn. 1.- N es un filtro ya que es interseccidn de Filtros.
2.- En un &lgebra de Lukasiewicz n-valente la mocidn de filtro pri-

mo minimal es equivalente a la nocidn de filtro de Stone maximal

(11). Es fF&cil ver que P = TD[P], T(P),..., Tk—1[PJ son filtros

primos minimales, y por lo tanto son, en particular, filtros de
Stone. Luego si x € N, entonces x ¢ T'(P) para todo i, 0gigk -1,

y por lo tanto Syx € Ti(PJ para todo i. Luego syx € N.

De 1.- y 2.~, N es un filtro de Stone.

3.- Si x € N, se prueba inmediatamente que Tx € N, por lo tanto
N es un ndcleo.

4.- Veamos gue N es un nicleo maximal. Supongamos que N no es

- 16 -



maximal. Entonces existe un nlicleo maximal M tal que N = M. Como
M es un filtro de Stone, M estd contenido en un filtro de Stone
maximal, o sea, existe un filtro primo minimal Q tal que M= Q.

Entonces N = Pn T(P)Jn ... n ™1P) = a. Luego existe un i,

0¢igk-=-1, tal que T'(P) < Q. Como Q es un Filtro primo mini-

mal, Tl[PJ = Q. Luego M = Tl[P], y por lo tanto

n+ .—
Mme TRY, L, me TRR) = P, M e TIR), M= TE(R),..., M= T T(P)
Entonces M= P n T(P)n ... n Tk—1[P] = N € M, de donde resulta
M = N, lo que es una contradicciodn,
I.3.2. TEOREMA. Si N es un ndcleo maximal, entonces existe un

. . - _ k=1
filtro primo minimal P tal que N= P n T(P) n ... n T (r).
Demostracidn. Si N es un nlcleo maximal, entonces, como N es un
filtro de Stone, existe un filtro primo minimal P tal gue N e P,
k-1
Entonces N= P n T(P)n ... n T (P), y como
k-1 - .

PnT(P)n ... nT (P) es un nicleo y N es maximal, resulta que
N=P nT(P) A ...n T (P,
I.3.3. DEFINICION, Sea P un filtro primo minimal. Se dice que P
es _de periodo d, si d es el menor entero positivo tal gue
Td(P]»= P. En este caso diremos que el nicleo maximal
N=P nT(P)n ... n Td_1[P] es de periodo d, o gque N es un d-nicleo.
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I.3.4., TEOREMA, Si el filtro primo minimal P es de periodo d,

entonces dlk.

- . +
Demostracidn., Sea k = g.d + r, Entonces P = ™) = 199 7 Tp)

70 199P)) = T7(P), es decir, T' (P} = P y r < d,

Luego r = 0 y por lo tanto k = g.d.

1.3.5. TEOREMA, Si N =P n T(F) A ... n 19°1(P) es un nicleo max

mal, donde P es un filtro primo de periodo d, entonces los (nico

filtros primos minimales que contienen a N son P, TEP],...,Td'1[

Demostracidn, Si Q es un filtro primo minimal gue contiene a N,

entonces P n T(P) n ... n Td—1(P] = Q. Luego existe i, 0 ¢ i g d

tal que T'(P) = Q, esto es, T (P) = Q.

- 18 -



1.4, PRODUCTO DIRECTO Y SUBDIRECTO DE ALGEBRAS DE LUKASIEWICZ

CICLICAS.
El siguiente teorema nos serd (til m&s adelante:

I.4.1. TEDREMA., Si A € Ln < la interseccidén de todos los nlcleos
’

maximales de A es el ndcleo {1}

Demostracidén., Si { Nj} e es la familia de todos los nlcleos

maximales de A, entonces por los teoremas 1.3.2 y 1.3.5, Cada Nj
estd contenido en un filtro primo minimal Pj , Y

k-1 g .
{Pj’ T[Pj],..., T [PJJ} e g =S la familia de todos los fil-

tros primos minimales de A. Ademéas

f_W N, = f_W (P.n T(P.JN ... N Tk_1(P-JJ.
jeg e J J J

Pero en un &lgebra de Lukasiewicz n-valente, la interseccidn de

todos los filtros primos minimales es { 1} (11, teoremas 2.19 y

2.20). Luego f_W N. = {1}.

jea

I1.4.2. DEFINICION, Diremos que un &lgebra de Lukasiewicz n-valente

k-ciclica A es simple si A no es trivial, esto es, A tiene mas de

un elemento, y las (dnicas imdgenes homomdrficas de A son A y el

dlgebra trivial,

Como las im&genes homomdrficas de A son de la forma A/N, donde N
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es un nicleo de A, resulta en fForma inmediata (9, p.138) que:

1.4.3. TECREMA. Sea A ¢ Ln Entonces A es simple si y sblo si

’k.

los Gnicos nlcleos de A son A Y { 1}.

Si notamos I(A) = { x € A Tx = x } , Se tiene

I1.4.4, TEOREMA, Sea A € L Entonces A es simple si y sblo si

’k-

K,(A) ~n I(A) = {0, 1}.

Demostracidn. Supongamos que A es simple. Siempre

{o, 1} = KyCA) n I(A). Si a e K,[(A) n I(A), entonces el Filtro

F(a] gererado por a, es un nlcleo. En efecto, si b € F(a), es

a £ by entonces Ta « Tb, pero Ta = a, luego a ¢ Tb y por lo tan-
to Tb ¢ F{a). Ademas, 428 ¢ syby como s,a = a, ag s,b, de donde
s.b € F(a). Como A es simple, por I.4.3 debe ser F(a) = {1} &

F(a) = A, de donde a = 1 & a = O.

Reciprocamente, supongamos gue K1(A) N I1(A) = { o, 1}. Sea N un

nicleo de A, N # A y a € N; entonces
k-1
51[8 ATa A ... AT a) e N n K1[A) N I(A). De N # A resulta
s,(a A Ta a A Ty = g
1 ce al = 1, y como
k-1 k=1 .
51(8 ATan ... AT a) ganTan ... AT a, se tiene entonces
k-1_ _
anTanan ... AT a =1, y por lo tanto a = 1. Luego N = { 1}.
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1.4.5. COROLARIO. El Slgebra Cn K &S simple,
’

Demostracidn, En efecto, si f € K1£Cn,k] N I[Cn,kJ’ entonces

1

TF = f, de donde T°F y, 1< 1 g k-1, esto es, [TlF]Ci] = F{i)

]
-

para todo i, 1 ¢ i1 € k, 1 £

Fli-1+tk) si i <1

En particular, para i = k, TlF[k] = flk-1) Flk), 1 & 1 g k-1,

Luego f es constante, esto es, f(i) = f(j) para i, | ¢ {1,...k}.

Como ademis s,f = f, entonces s1F[i] = F({i), luego

F(i) e B(C) = {0, 1}, 1¢<ig k. Por lo tanto f

]
o
O
-

]

:i

donde 0 y 1 son el primer y Gltimo elemento respectivamente de

c Luege K,(C_ ) n I(C_ = {0, 1}

n,k* 1 y ,kJ

I.4.6. COROLARIO. Toda subdlgebra S de un algebra simple A es un

algebra simple,.

Demostracidn. En efecto, K1(S] = K1(A) N s, e I(s) = I(A) N g,

luego si K, (A) n I(A) = {0, 1}, entonces K, (s) n 1(8) = {0, 1}.

En particular, de 1.4.5 y 1.4.6 se tiene que todas las subdlgebras

del &lgebra C, son &lgebras simples,

k

@&

Como consecuencia del teorema I1.4.3, tenemos también:
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I.4.7. TEOREMA. Si M es un nGcleo maximal de A, entonces A/M es

un dlgebra simple.

Demostracidn. Sea N' un ndcleo de A/M y 4): A—s>A/M el homo-

-morfismo natural. Entonces tP—1[N'] es un nicleo de A que contie-
ne a M, y como M es un nicleo maximal, debe ser %)_1[N'] =M o
bien.\F-1(N'] = A, de donde N' = {1} o N' = A/M, y por 1.4.3,

A/M es simple,

I.4.8. DEFINICION. Se dice gue un &lgebra de Lukasiewicz n-valente

k-ciclica A es producto subdirecto de la familia {Aik ie I de

dlgebras de la misma naturaleza si :

1) A es isomorfa a una subdlgebra A" del Algebra dé Lukasiewicz

n~-valente k-ciclica l l Ai'
iel

2) La proyeccidén de A¥ sobre cada eje Ai es un epimorfismo,.

A se dice semisimple si es producto subdirectoc de una familia de

dlgebras simples (9).

La demostracidn del prdximo teorema es uma adaptacidn de técnicas

habituales de Slgebra universal (9, corol.1, teor.11, Cap. VI).

I.4.9., TEOREMA. Para que un &lgebra A € Ln K Sea producto subdi -
’

recto de una familia {Ai} ie I de Slgebras de la misma natura-

leza, es necesario y suficiente que exista una familia {Ni}

iel
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de nicleos de A tal que:

1 1 No= {1},

¢
iel 1

2) Ai = A/Ni para todo i € I.

Demostracidn. Condicidn necesaria. Supongamos que A es isomorfa a

una subdlgebra A" de P = I I Ai y sea h el isomorfismo, Sea

iel
Py ¢ P-——»Ai la proyeccidén gue al elemento z de P le hace corres-
ponder la i-&sima coordenada z(i) = z, € Ai' Como P; s un epimor-
fismo de A* sobre Ai’ la composicidn hi = p; o h es un epimorfis-
mo. Luego N, = N[hi] es un ndcleo de A que verifica A, = A/Ni'
Sea N = (—1 N.. Si x € N, entonces hi[x] = 1 para todo i ¢ I,

siel

esto es, 1 = pi[h[x)] = x.

i cualquiera que sea i ¢ I. Por lo tan-

to h(x) = 1 y como h es inyectiva, x = 1. Luego N ={ 1]}

Condicidn suficiente. Sea { Ni} i e 1 4na familia de nlcleos de

A tales que ' ' Ni = {1} Yy veamos que A es producto subdirecto
iel
de la familia { A, = A/N.} i'e 1- Para cada i € I, sea (Pi el ho-

1

s
momorfismo matural de A sobre A;. Si x € A, sea x la funcidn de-

finids sobre I por x*[iJ = \Pi(xl. Es claro que x'¢ P = ] | A

ier %

sy
R

Sea A" = { x 1 xe A } y sea h : A—» P definida por h(x]) = x".

Se verifica sin dificultad que h es un epimorfismo de A sobre Ax_
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Si x;, e A, existe x € A tal que ?i[x] = x;, ¥ por lo tanto

piCx = x,, es decir, las restricciones de las proyecciones de
i

ate

P a A" son epimorfismos de A" sobre los ejes A;. Veamos gue h es

inyectiva: N(h) = { x € A : hix) = 1} = |l xeca: x"= 1} =

{ x € A : *Pi[x] = 1 para todo i € I } =

{x € A x € Ni para todo i € I } = (—1 Ni = {1}.
iel

I.4.10. TEOREMA. Toda &lgebra A € Lh Do trivial es semisimple.

Demostracidon. Sea Yl = { N.J . la familia de todos los nldcleos
i ie 1
maximales de A. Sabemos que l l N, = {1} , luego si S. = A/M, ,
ier 1 .

podemos afirmar que A es producto subdirecto de la familia

fSi} ie I Ademas las algebras Si son &lgebras simples.

El teorema 1.4.10 serd reformulado en forma més precisa una vez
que determinemos las &lgebras simples, lo gue haremos en el prdéxi-

mo parrafo.
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I.5. ALGEBRAS SIMPLES,

Observemos que la restriccion de T a B(A) es un automorfismo de
B(A). En efecto, claramente TIB[A) : B(A) —=B(A). Ademés, si
y € B(A) existe x € A tal que Tx = Y, ¥ se ve sin dificultad que

x € B(A), luego T(B(A)) = B(A). Usando este hecho se prueba:

I.5.1. LEMA. Si A e Ln K X P es un filtro primo de A, entonces
)

.
>R

T(P)) = T(P)
1

b
3K

i

Demostracién. Probemos:

.
K

a) T(PM = 1(P)™
b) Si U es un ultrafiltro de B(AJ, T(U;] = T(U),
a) T(P™) = T(P n B(A)) = T(P) n B(A) = T(P)*

bl Sea x ¢ T[UiJ, entonces x = Ty, y ¢ U,, o sea, s;¥ € U. Pero
S;Xx = siTy = Tsiy, luego s;x € T(U) y por lo tanto, x € T(U]i,
luego T[Ui] = T(U]i.

Sea ahora x e T[U]i. Entonces six e T(U) y Tk—1six e U, esto es,

k-1 -
s, T x € U, de donde T* 1% e U,y ¥ por lo tanto, TRx = x € T[Ui].

Luego T(U]i = TCUiJ,

Sea M un nlcleo maximal de pericdo d del &lgebra de Lukasiewicz

Pn TP a ...n 197%R), alk, P Fil-

[

n-valente k-ciclica A, M

3
>

tro primo minimal, y por lo tanto P = P1.
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Sabemos que P es el primer elemento de la siguiente cadena, que

es Onica, de filtros primos:
ks

L

P = P1 o=

F‘;g

O
P

n-1

(1)

[y

donde las inclusiones no son mecesariamente propias,

Lo mismo podemos observar para los filtros primos minimales

T(P),..., 7971

(P), es decir, cada uno de ellos es el primer ele-

mento de una dnica cadena de filtros primos como en (1), en 1a

que valen las mismas inclusiones, propias o no. Tenemos entonces:

- 26 -
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1 2 S E Tha
TP) = T(PY, s TP} =...=T(P)
Ll IR TS S S PR S
=1
d-1 _ od=1 4% =1, % d=1, 3%

TP =T P eT (Pl s... =T (P,
Escribamos por conveniencia de notacidn Pg = ﬂé y P: = A,y
notemos ZX (j1, ja,..., jd] =
= (P = F: _ ) 0 (TR - T(P)Y _ 3 n ... (19 7(m)* - 19-1(py*

Je Jdq l2 Ia g I



I.5.2. LEMA, Si a, b e Z& [j1, Joseees jd], entonces a = b (mdéd M].

ol sl
2R PAS

Demostracidon. Veamos que de a, b € Pj - Pj _q S deduce que
1 1

ale
PAY P

sia-——>sib € P1Ay sib-——>sia € P1, para todo i, 1 g i1 g n-1.

ale ate ats
>R Y R

Si i > j1, s;a > sj1a; caomo sj1a € P = P1, entonces s.a € P1.

Andlogamente sib e P y como s.a g sib-——ysia Yy sib < sia——e-sib,

O .
o~ -

entonces s,.a —»s.,b € P, vy s.b—»s.a € P,.
i i 1 i i 1

Al
2K
.

Supongamos ahora que i < j1 , entonces i ( j1—1. De a # P

J1_1 ’
a P* st = a P% = * = p* .
~ %N i , esto es, ~ € GN J1-1 (.P[:Pj1_1] =i =1
*C sk s _i
por 1.1.14. Luego sn_j1_1aaa € P < P1. Pero n-i > n Jq 1.
Luego S ;™A 2 sh_j1+1ﬁ)a, y por lo tanto S _;va € P1.
Andlogamente s .~ b € P..
n-i 1
Como s,a~—»s.b = s ~s.av s.b=~s,s5,.8vss.b=~s,avs,b-=
i i -1 i i 171 i i i
= s ;e v sib, entonces s__.~a g sia-——»sib Y
s .~b g s,.b—>»s,a. Luego s,a —»s.b y s.b—ss.a € P*.
n-i i i i i i i 1
. 1-1 ® 1-1 3
Oe la misma manera se prueba que de a, be T P). - T (Pl _q7
J1 J1
1-1 sk 1-1 E

(P)

resulta s;8—»s;b eT 4 Y Sjb—>s.a €T (P}, , 2 ¢ 1 < d.

1

3
pd

_ * n rd=1roa% _
Luego s;@2 —» s.b, s;b—>s.3 ¢ Py N T[PJ1 n ... T CP]1 M
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a=b (m&d M).

y entonces por I1.2.7,
x (méd M), entonces

I.5.3. LEMA, Si a € A Cigs Jpseeey Jgl xya=
x € DNUigy doyeeey ig)
= X A'm,

me M tal qgue a A m

Demostracidn., De a = x (m&d M), existe

Pero M= P n TP n ... n T8 1R)* |, ycommem vy
- J2 4
a e Zl [j1, Jogeeny de, resulta
sk sk ) d-1 b
a, me P, nT(P)., N ... nT [F’]j , luego
49 Je d
>R b3 d-1 sk
xAm=aam e P, n TP, n ,...NnT (P). , de donde resulta
J J
1 2 d
3 sk d-1 Sk
que x € P. n T(P)., n ... NnT (Pl). .
4 Ia da
Si x € P? 1 de a Am=x A myméeMEC P? -1 resulta
17 1

de donde a e P,
J4=1 ’

B , ¥ entonces a A m € P ,
a1 1

lo cual es imposible. Luego x 4 Pj -1
1

De la misma manera se prueba que x # T[P]? “q 1t Td-1[PJ} 4
c d

Luego x € éﬁ.(j1, Joseney jd).
Oe los lemas I.5.2 y 1.5.3 resulta que las clases de equivalencia

determinadas por la congruencia médulo el nicleo maximal M son

- 728 -



aguellos con juntos Z&[j1, Joseens jd] que no son vacios.

Veamos como estdn definidas las operaciones en el &lgebra cocien-

te A/M.

I.5.4. LEMA. Si x e A[j1, fgreees igd » v € A(i1, igyeee, i),
entonces x A y € A\ [méx(j1,i1), méx[ja,ial,..., méx[jd,id]].

sl Aty
L P

Demostracidén. Sea h, = mdx(j,,i,). Entonces, de x ¢ P, ~ P,
1771 Jq J1—1

e PO e ale
R S ~ R

ey €P, - P, se tiene x, y € P s Y X é p* _ oy 4 P .-
1 1 h1 h1 1 h1 1

- £ y, debe ser

Luego x A y € P y como X Ay £ X Yy X AY

9 N
h1
x Ay ¢ P, _4 » eSto es, x Ay ¢ Pé L
1 1 4
. Sk Sk d-1 sk d-~1 b3
An&logamente, x Ay € T(P) - T(P) yeeng T (P)_ - T (P)
h h_-1 ’ h h,-1?
2 = d d
donde h, = max(Je,lal,..., hy = maxCJd,ld].

I.5.5. LEMA. a ¢ A\ (j1, ja,..., jd) si y sélo si

~ a € Zk [n—j1+1, n-j2+1,..., n—jd+1]

Demostracidn. Las siguientes condiciones son equivalentes:

.

s ePY cae~PY L wad [~PF = @¥) =pF
Y también: a ¢ Pj1—1 ;) o~ a ¢ «JPJ1_1 ; ~a € UAJPJ1-1 =
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ol
-

[t}

= (P[P;1_1J

ac P - p* 1
Jq 4

+1

n—j1

Andlogamente se

si y s6lo si ~a € P

prueba que

Por lo tanto

ol ste
R3 3K

n-j,+1" Pn-j1'

ae TR - L

. . =1
i i
e Ti-py* . G 2<ig<d
~ = n-j.+1 h-j. °* S+ s
i i
I.5.6. LEMA. Si ae A Cigs dps-+-s iyl entonces
181 iy
s;ae A, l,,...,1,) donde 1_ = , 1< hg d.
Nnsi i< jh
Demostracidn. En efecto, basta probar que si a € JAN (J1,..., jd]
entonces a1) s;a € PT si y s6lo si i > Jy
s. 4 Pn-1 si y s0lo si i < iy
* . . . . .
an s;a ¢ T[P)1 si y sblo si i is

4 T(F‘Jh_1 si y s6lo si i < i

d bl 1 =:: . ” . . .
adJ s;3 € T [P]1 si y s6lo si i 3 ig
d-1 x . - . . .
s,3 ¢ T [P}n_1 si y s6lo si i < iy

Vamos  a probar a1] ya que el resto de los incisos se demuestra en

forma aniloga.

Supongamos que s;8 € P

s,
P

1 si fuese i < j1 entonces i

£ .j1-1

- 30 -
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3 o
3R pAs

. como a € Z&[j1, Joseees jd], a e Pj - Pj1-1 .
1

luego Pi = j1"1

-4 resulta a # Pi' Luego s;a # P'= P n B[A) = P1 n B(A].

De a 4 P?
1

b
P

Como sia € BCAJ, entonces sia 4 P lo cual es una contradiccidn.

1 ’
Luego 1 3 j1.
Reciprocamente, supongamos i 3> j1 ; entonces PI;; P} . Como
1
ae P’ , entonces a € Pz. Luego s.a € P" < P: , y por lo tanto
1

. P sk

s;a € P,

Probemos ahora la segunda parte,.

Supongamos gue s.a # P:_1 . Si fuese i j1 entonces P, o P,

i j1

e -
P2

Como a € P, entonces a € P; . Luego s,.a € P ' P

, de donde re-
Jq i n-1

o
R

sulta s.,a3 ¢ P s
i n-1

lo cual contradice la hipdtesis.

st
KL

Supongamos ahora qgue i < j1, entonces 1

A

J1-1, luego F’ig -1

Como a 4 P? -1 entonces a # PI , esto es, s;a 4 P . Luego
1

ly .
3 . 3
s s.a = s;a % P' y en consecuencia s.a # Pé

n-1"4 -1

I.5.7. LEMA Si a € thj1, , jd] entonces

Jos---

Ta € DCigy dqr--- )

v Jd-1



Demostracidn. Inmediata.

Sea M =PnT(P)Nn ... N Td_1[PJ un nidcleo maximal de A de perio-

do d, dlk, P filtro primo minimal. Sea LP: A—sC_ la aplica-

k

cidn que a cada x € A le hace corresponder la funcidn

Fe {1, 2,...y k} —> C, tal gue si x € ZS.EJ1, Joseens ),

dd
1¢ j,. ¢n, ysir € {1, 2y ey k} con r= h (méd d) para algdn
n—jh

h, 1< h g d, Fx[r] = .  Entonces
n-1

I1.5.8. TEOREMA. LP es un homomorfismo tal que N((P ] = M,

Demostracidén. Observemos que si r= h (m&éd d) entonces Fx(rJ =

Fx[h). Por comodidad supondremos que r = h, con 1 < h < d.

Comencemos por probar que la formula dada define un homomorfismo.
Para ello es suficiente probar H2, H3 y H4 de la definicibén I.2.1,

juntamente con HS : (P(x Ayl = kP(x] A LP(y). Probemos entonces

sucesivamente:

HS) f = f A F .
X A Y x y

Sea x € A iy, Jgreeer digd » v € Diy, ig,..., i ). Por el

d
lema I.5.4, x Ay € A (méxCj,,i,), méx(isyindye. ., max(j,i ).
n—jh n-i

Entonces Fx(h] — ; Fy(hJ =

h

n-1
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!

h
(F. A FIh) = F (h) A F (h) = min ( , ) =
x Y x Y n-1 n-1
mln[n-Jh, n-1h] n - max[Jh, lh)
= = -'—"F Eh].
n-1 n-1 x Ny
H2) F = ~F_ .
~ X x
n-d
Sea x ¢ A\ (j1, Joyeeey jd) ; entonces Fx(h] = — y
n—jh jh-1
~F (R) = 1 - =
o n-1 n -1

Por otro lado, por

el lema I.5.5, ~x ¢ A Ch—j1+1,..., n-jg*+1),

n - (n-j +1) jn-1
luego F x(h] = - = y lo gque prueba H2.
~ n - 1 n-1
H3) Fs.x = lex y 1 =1, 2,..., n-1,
i
n-Jp,
Sea x € Z& Ci Joseesy diy) 3 entonces F (h) = y
17 Y2 d x
n-1
n—jh 1 si i+ n - Jjh 2 N
s, F h) = s, = y, es decir,
n-1 0 sii+n - j <n
Ih
1 si i > jh
sin[hJ =
0 siic<

Por otro lado, por

el lema I.5.85, s;x € Zk (11, 12""’ ldJ
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) 1 si i a‘jh n—lh
= , 1¢hgd, luego f_ (h] = ,
n si i < j_ i n-1
n-1 si i > jh
peroe n—lh = , por lo tanto
0 sil<jh
n—lh 1 si i > Jh '
= , esto es, f = s,f
S, X 1 X
n-1 : . i
] sl 1 < Jp
H4) Frs = TFx
Observemos que si r= h (m&dd d), también la funcidbn TFX tiene la

propiedad (TFxJ(rJ = [TFX)(h], porque la funcidn Fx la tiene.

Luego tambi&n en este caso supondremos r = h, con 1 ¢ h < d.
n-jh
Sea x ¢ N\ Cisy doseees dy) ; entonces f_(h]) = y
1 2 ' °d X
n-1
rn—Jd
si h =1
F d) sih =1 n-1
x
(TF (h) = , i.e., (TF )R = <
F (h=1) si h # 1 .
x n-j
h=-1
si h # 1
L n-1
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Por el lema I.5.7, Tx € A Cigs dqseves jd-1J , luego

~

n—jd
— si h =1
FTx[h] = < y por lo tanto FTx = TFx.
n=dhq
' si h # 1
L n-1

Oe H5, H2, H3 y H4 resulta gue k? es un homomorfismo.

Fimalmente

M=PATPIA ... n T9R) = P n TCPY} A ... A 9 ey} -

= (F’* - F’*] N (T(P]* - T[P]*] A A (Td—’ICP]:k _ Td—1[P)::<] -
1 0 1 o e 1 0

1

A1, 1,00, 1) = NP,

I.5.9. COROLARIO. Si A e L_ |, y Mes un nicleo maximal de A, enton-
’

ces A/M es una subdlgebra de Co k-
| ’

Demostracidén. Es una consecuencia inmediata del teorema 1.5.8.

Como identificamos &lgebras isomorfas, tendremos ahora el siguiesn-

te corolario:

I.5.10. COROLARIO. Los miembros simples de la variedad Ln < son

las subdlgebras de C

ek’

Demostracién. Si S es un Algebra de Lukasiewicz n-valente k-cicli-

ca simple, S es no trivial y el nicleo M = {1} es maximal. Por

el teorema 1.5.8, S/M es isomorfa a una subdlgebra de Cn K
s
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Pero S/M y S son isomorfas, luego S es isomorfa a una subdlgebra

Reciprocamente, sabemos por 1.4.5 y I1.4.6 que las subdlgebras de

C son &lgebras simples,
N,k

Podemos ahora enunciar el teorema 1.4.10 en forma mas precisa:

I.5.11. TEOREMA., Toda Slgebra de Lukasiewicz n-valente k-cicli-

ca no trivial es producto subdirecto de una familia de sub&lgebras

de Ch,k'

Sabemos que todo Filtro primo minimal P de un dlgebra de Lukasie-
wicz n-valente A es el primer elemento de la siguiente cadena, que
es Onica, de fFiltros primos de A:

st sl Al
3% e %

F’=P1§P2C...C:F’

que tieme a lo sumo n-1 elementos.

I.5.12. DEFINICION. Se dice que P es de orden t, 2¢ t < n, si

dicha cadena de fFiltros primos tieme t - 1 elementos distintos.

Por otro lado, si M es un niclec maximal de A de periodo d, enton-
ces M=PnT(P)An ... n Td-1[P], dlk, P Filtro primo minimal,
Diremos que el nicleo maximal M es de orden t si el filtro primo
es de orden t,

Observemos que si M es un nicleo maximal de perfodo d y de orden t,

M estd contenido exactamente en los siguientes (t-1).d filtros pri-
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mos:

P =P, =
T(P) = TP, =
T3Py = TO(RY, =

19-1P) Td'1(i=]:< =

Por ser T un automorfismo y P de orden t,

ol
P

F’2 = ... = Pn—'l
TP): = ... TP,

2 Sk =4 sk

d-1 3 d-1 e
T (P]E = = T [P]n—'i

cada cadena contiene

exactamente t - 1 elementos distintos. Ademds, como en un alge-

bra de Lukasiewicz n-valente todo filtro primoc pertenece a una y

sélo una cadena de filtros primos (11, p.22), no puede verificarse

i sk
T.(P]h

TJ(P)T , i # .

Por otro lado, los (t-1).d filtros primos anteriores son los ani-

cos fFiltros primos que

primo tal que M = n T[P)T n

un i tal que Tl(P)T =Q, 0

dena de filtros primos

lo tanto uno de ellos.

contienen a M,

1 g

En efecto, si Q es un filtro

d-1
( 1

T P)

n entonces existe

i

Q,

d-1, luego Q pertenece a la ca-

cuyo primer elemento es Tl(P]j , Y es por

1.5.413. TEOREMA. Un nicleo maximal M de un &lgebra de Lukasiewicz

n-valsnte k-ciclica A es de periodo d y de orden t, d|k, @

s tgen
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si y s6lo si A/M es isomorfa a una subdlgebra de Cn K Son £ ele-
,

mentos.

Demostracidén. Como los elementos de A/M son los /Z\ (j1,j2,...,jd]

_q) 0 TP - TCRYT
Iz Iz Jg Jg

als
28

= (P’ - P"
1 49

<

R S (5 I S IR

. : d . - .
con 1 g J; £ n, es claro que A/M tiene t  elementos si y solo si

M es de periodo d y de orden t.
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1.6, SUBALGEBRAS DEL ALGEBRA Cn K

En este pérrafo vamos a determinar las subdlgebras de C asi

n,k?

como algunas de sus propiedades, que usaremos mds adelante.

Sea d un divisor de k y sea A una subdlgebra del algebra Cn € Ln.

Escribamos k = g.d , y sea

s(A, d) ={f e c_ Flil € Ay F(i) = F(i') si i= i'(méd )} ().

k

]

Se prueba sin dificultad que S(A, d) es una subdlgebra de Cn K

9
Ademas S(A, d) es d-periddica. En efecto, por I.1.8 tenemos que
F{i-1) si i > 1

TlF[i] , para 1 < 1 < k,
Fli-1+k) si i g 1

1}
A

F(i-d) sii>d

]
N

entonces TdF(i] ;

fli-d+k) si i < d

-~

pero i - d + k = i d + g.d=1i+ (g-1).d=i (mdéd d) e

i -d=i (mdd d) , y por lo tanto 19 (i) = f(i), esto es, 79 = £,

Por otro lado d es el menor entero positivo tal qgue TdF = F pa-
ra tode f € S{A, d), ya que si consideramos la funcidn f tal que

fF(i) = 1si i =t.d, 1 ¢ tgg, y fFli) = 0 si i # t.d, entonces

N

L
si 0<d'<d, TUF(d') = Flk - d' + d') = F(k) = 1 , mientras

que F(d') = 0,

Veamos que las Gnicas subdlgebras de Cn K Son las indicadas en [3].
’
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Sea S una subdlgebra de Cn Para cada i, 1 ¢ i ¢ k, se verifica

!k.
sin dificultad que
A, = { @ € C_ : existe f € S tal que a = F(i]}
es una subilgebra de Cn‘
Veamos que A = Aj para todo par i, j, 1 ¢ i ¢ k, 1 g j g k.

Supongamos i < j. Sea a € Ai’ entorices existe f € S tal que

a = F(i), luego TI7'F(j) = F(j-(j-1)) = F(i) = a. Como S es una

subdlgebra, T!7'(F) € S, por lo tanto a € Aj’ esto es A, = A ..

J
Reciprocamente, si a € Aj existe f € S tal que F(j) = a, entonces
TRoli=tdersy o pR=*eriy = Fli-(koj*i)4k) = F(j) = a, ya que
k-jti > i. Luego a € Ai’ de donde Aj = Ai'
Sea A = A1 = A2 = ..., = Ak' Si Fe S, se tiene que F(i) € A para
todo i, 1 ¢ i g k.
Sea d el menor entero positivo tal que TdF = f para todo f € S,
Entonces d|k. Veamos que si F € S, entonces f(i) = F(i') para
i=i'(méd d). En efecto, supongamos i = i'(mod d) e i > i'. En-
tonces i = t.d + i', con t » 1, luego F(i) = F(t.d + i') =
TS 9 (e.d + i') = Fle.d + i' - t.d) = F(i').
Tenemos entonces que si f e S, F(i) € A, 1 ¢ i < k, y F(i) = F(i')
para i = i'(M&d d). Por lo tanto S <& S(a, d). Para demostrar que

vale la igualdad, necesitamos de algunos resultados previos que

pasamos a desarrollar.
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I1.6.1. OBSERVACION, B[Cn )} = B, es un algebra de Bocle k-periddi-

Kk K
ca (34) cuyos &tomos son los elementos g,, i = 1, 2,...,k, de la
forma gi[j] = Bij , donde 6ij es el simbolo de Kronecker. T permu-
ta circularmente los atomos de B, - A. Monteiro probd (34) que la

Familia de todas las subdlgebras de B _ ordenada por inclusién es

k
isomorfa al conjunto de los divisores de k ordenados por la rela-
cién de divisibilidad, donde para cada divisor d de k, la subdl-

gebra B, de B asociada a d es la Gnica subalgebra de B d-perid-

d k k

dica caracterizada por

Bd={geak:ng=g}.

als
P

Los &tomos de B, son los elementos g, , 1 ¢ i <d, de la forma

1 si j= i(mdd d)

ats
Pd

gi[j) =

0 si js ilméd d]
y se tiene Tg: = g; ’ ng = g; g o -y Tg; = g:.
I1.6.2. OBSERVACION, Consideremos los elementos e e, . e

1 T2? ' Th-2
- . =
de Cn,k definidos por: ej[r] = =25 para todo r € {1, 2,..., k}.
0 si i+ j <n

Entonces s.e. =

1 si i+ j 2n
y usando el principio de determinacién de Moisil se tiene que para

€ =
todo f Cn,k’ f [sn_1F A e1) v [sn_aF A 92] V oie. V s1F .



I.6.3. LEMA. Sea S una subdlgebra de Cn K
?

positivo tal gue TdF Ff para todo F € S,

Demostracidn.

TdF

f para tode f € B(S),

B(S) B

Para ver que d

basta probar gue d

tivo tal que ng = g para todo g € B(S).

Supongamos que existe d' < d tal que para

d’

T g = g. Sea f &€ 5, entonces Sn—iF € S,
s .fF son elementos complementados, sn—iF
d' L
T s .F=s .Ff, 1 ¢ 1 ¢ n-1, Ademas Te,

n-i n~-i i
79" Fe(

= =
e ey Luego de sn_1F A e1] v (s

resulta Td F

f para todo F € S,

que d es el menor entero positivo tal que

Probemos ahora que S(A, d) € S.

Sea f € S{A, d). Para cada i, 1 ¢

N

h; € S tal gue hi[i] f(i). Como S S(A,

y por. lo tanto hiCj]

lema 1.6.3 resulta que los elementos g:,

los a&tomos del &lgebra de Boole B

d B(S).
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B(S) es una subdlgebra de B[Cn

k, F(i) € A,

=

y sea d el menor entero

Entonces B(S) B

] B

k

entonces B(S) € B

g°

es el menor entero posi-

todo g € B(S), es

1€ 1 gn-1, y como

€ B(S). Luego

= € 5 Y por lo tanto
Loof A eaj v vs,f,

lo gue es una contradiccidon ya

TdF = f para todo f e S,

luego existe

d], se tiene h;€ S(A,d]),

f(i) si j = i(méd d). Por otro lado, por el

s ol
pAd _~

-+y Gy € S por ser



Entonces h, A g; € S para todo i, 1 ¢ i ¢d, vy

F(i) si j= i(mbd d])

(hi A gi][J) =

0 si j= ilméd d)
luego f = [h1 A g1] v (h2 A 92] V oie. V [hd A gd] y por lo tanto
Fe S, Luego S(A, d) = S.
Tenemos entonces que S = S(A, d) y en consecuencia hemos probado

gue

I1.6.4. TEOREMA. Las sub@lgebras del &lgebra de Lukasiewicz n-valen-

te k-ciclica C_ , son las dlgebras S(A, d) definidas _en (%), donde
9

A es una subalgebra de Cn y d es un divisor positivo de k.

Observemos que cada elemento f de S{A, d] queda determinado por
los d valores F(i) € A, 1 ¢ i ¢ d. Entonces N[S(A,d)] = (N[A])d ,

donde N[X] indica el nimero de elementos de umn conjunto finito X.

Ademés, el namero de subdlgebras de C_ , e igual al producto del
?

namero de subdlgebras de Cn por el nimero de divisores de k.

Dada una subdlgebra S(A, d] de C. nos interesa ahora calcular

k 9
9
las subdlgebras maximales de S{(A, d]. Para ello probemos previamen-

te el siguiente lema :

. P » c
I.6.5. LEMA, S(A1, d1] EES(AZ, da) si y sélo si A, S A, ¥ d,|ds-

Demostracidon., En efecto, supongamos que A1SE'A2 y d1|d2. Sea

- 43 -



< k, y por lo

'

f e S[A1, d,), entonces f(i) € A, Para todo i, 1 g i

1

tanto F(i) € A Ademds, si i = i'(méd dEJ entonces i = i'[(mdd d1),

o

por lo tanto f{i) = F(i'), luego f € S[Aa, d,), esto es,

=

S(A d,]J s S[Aa, d;J.

1?7 71 2

Reciprocamente, supongamos que SfA1, d,) EES(AZ, d,). Sea a € A

1 2
y sea f la funcidn definida por f(i) = a para todo i, 1 ¢ i < k,

Entonces F € S[A1, d1) y por lo tanto f € S[AE, d,), de donde re-

2

sulta F(i) = a € A esto es A, S A

2’ 1 2"
Probemos por Gltimo que d1 d2' Supongamos d2 # k pues caso contra-
rio no habria mnada que probar. Si fuese d, = t.d, + r, con

0 <r < d1, consideremos la siguiente funcidn f € Cn

1 si i= r(méd d1J
FLi) =
0 si i# r(méd d1].

Es claro que F € SCA1, d,). Ademés F[da] = 1 ya que d r{méd d1J.

1 2=

Observemos que como dalk y d2 # k entonces 2d2 £ k.. Calculemos en-

tonces F[Edal. Si fuese 2d, = r(méd d1), como 2d, = 2r(mbd d1J,

2

seria 2r = r{méd d1], lo cual es imposible. Luego Edai% r(méd d1J,
y por lo tanto F[2d2] = 0. Por lo tanto F(del# F[2d2], y como

d, = Eda[méd dEJ’ entonces f ¢ S(Aa, d.), lo que es una contradic-

e

s »
cion,
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Es claro que la sub&lgebra S[A1, d1] estd contenida propiamente en
la subdlgebra S[AE’ de) si y sblo si Ay estd contenida propiamen-
te en A2 o d1 es un divisor propio de da. Si notamos M(d) al con-
junto de todos los divisores positivos maximales (con respecto a

la relacién divide) de d, entonces se tiene :

I1.5.6. TEOREMA. Las subdlgebras maximales de S(A, d) son las sub-

dlgebras del tipo S(A', d), donde A' es una subdlgebra maximal de

A, o del tipo S(A, d']), donde d' € M(d).

2

Demostracidn. Es claro que las subdlgebras de esa forma son subdl-

gebras maximales de S(A, d}. Reciprocamente, si S[A1, d1) es una

subdlgebra maximal de S(A, d), por el lema anterior debe ser

A, = Ayd

1 d, y las Unicas posibilidades son A, = A con d, divi-

1 1 4

sor maximal de d, o A1‘subélgebra maximal de A con d, = d, pues en

cualquier otro casc se puede construir una subd&lgebra propia de

S(A, d) que contiene propiamente a S[A1, d1).

I1.6.7. COROLARIO. El nimero de subdlgebras maximales de S[A,Ad]gg

igual al ndmeroc de subdlgebras maximales de A, mds el ndmero de

divisores maximales de d.

m] mi N
1.6.8, Teorema. | 1 sta., a.) =st [ VA, /\ d.), donde /\ a4,
. 1 1 . - 1 . - 1 —_— L, 1
i=1 i=1 i=1 i=1
indica el médximo comin divisor de d d_,..., d_.
- 1, 2’ b "
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n n n
Demostrecidén. Si F e S( l ' Al /A\ di], entonces F(j) € [ A,
i=1 i=1 i=1

para todo j, 1 < j £k, y fFl(j) = F(j') si j= j'(mS&d d), donde

n
d = /A\ di' Luego F(j) € Ai para todo i, 1 £ i g€ n, y si
i=1

j= j'(méd di] entonces j = j'(méd d), luego F(j) = F(j"), y por

n
lo tanto f ¢ | | S(Ai, diJu
i=1

rn

Reciprocamente, sea f e l | S[Ai, diJ. Entonces F € SCAi, di]
i=1

para todo i, 1 ¢ i ¢ n, luego F(j) € Ai’ 1 ¢ j<gky, 1gig<n,

n n
Luego F(j) € ' I Ai para todo j, 1 < j < k. Sea d = /A\ di y veamos
i=1 i=1

s s t
que TdF = f. Sea t el menor entero positivo tal gque T F = f para

(a]
todo F € | | staA., d;). Entonces tIdi para todo i, y por lo tanto
i=1

t|d. En particular, TdF = F. Como ya vimos anteriormente, esto im-

plica que si j = j'(méd d}, entonces F(j) = F(j') y por lo tanto

m]

n
Fe s( A,
i=1 Y i=4

d.J.
i
Para terminar esta seccién, vamos a calcular el nimero de automor-

fismos del &lgebra Cr k- M&s generalmente, vamos a determinar los

1
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automorfismos de cualquier subdlgebra S[(A, d) de C_ - Convendre-
9

mos en seguir notanmdo T a la restriccidén del operador T a S(A, d)

y también a su restriccidén a B(S{A, d)) = B,. Haremos la misma con-

vencidn para las potencias de T.

Sabemos que B, es un 4lgebra de Boole d-periddica (Observacidn

-

I1.6.1). A. Monteiro (34] probd que existen exactamente d automor-

fFismos de B que son las potencias de T : T

d, ’
Es claro que S(A, d) tiene por lo menos esos d automorfismos. Vea-

mos que son los Gnicos.

Sea o un automorfismo de S(A, d). Entonces o g ©S un automor-
d
fismo de B, y por lo tanto o|g = T para algdn i, 1 ¢ig d.
d
Veamos que o¢ = T' sobre S(A, d), esto es, que oof = TlF, para to-

do F € S(A, d). Para ello basta probar que sjotF = sJTlF, para to-

do j, 1 ¢ J ¢ n=-1. Pero sjo(F = ué[st], y como SJF e B(s(A, d]) =

= B, entonces «(s.f) = T'(s.Ff) = s.T'F.
d J J J

Luego S(A, d) tiene exactamente d asutomorfismos.

Como C = 5(C_, k), entonces el &lgebra C tiene k automorfis-~
n,k n n,k
mos, Estos son las potencias de T : Tl, 1 ¢ 1 € k.
Si A € Ln K © indicamos Aut(A) al conjunto de todos los automorfis-
9

mos de A, entonces N[Aut(C J] = k y N[Aut(S(A, d)]] = d.

N,k
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I.7. ALGEBRAS FINITAS

Se trata de probar gque si A € Ln < Y A es finita, entonces A es
’

isomorfa a un producto directoc de &lgebras simples.
Si A € Ln K vale el siguiente resultado que se prueba sin dificul-
7

tad:

I.7.1. LEMA. Para gue un filtro principal F(a) = {x € A : a ¢ x }

sea un nicleo es necesario y suficiente que a € K1[A] n I(A).

Si el algebra A es finita y N es un nlcleo de A, N es en particular
un filtro, luego N = F(a), a € A. Por lo anterior, a ¢ K1[AJ n I(A].
Es decir, los nicleos de A son principales y coinciden con los fil-

tros F(al), donde a ¢ K1(A) n I(A). Resulta entonces

entonces F(a), donde a € A,

I.7.2. LEMA, Sea A € Ln K< ? A Finita ;
3

es un nicleo maximal de A si y sdlo si a es un &tomo del dlgebra

de Boole K1(A] n I(A).

Vamos a probar ahora el resultado enunciado al comienzo de este pa-

rrafo. Sea A un &lgebra finita y sean bys boyens, bp los &tomos

de K (A) n I(A). Entonces { F(b, )] es la Familia de to-

1<¢1i ¢p
dos los nicleos maximales de A. Sabemos que A es isomorfa a una

P

subdlgebra del producto directo l l A/F(biJ. Este isomorfismo es-
i=1
td dado por la aplicacidén h definida por h(a) = (h1[a],...,hp[a33,
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donde h, : A-——»A/F(bi] son ios homomorfismos candnicos, 1 < i € p.

Es suficiente probar entonces que h es sobre,

ol

ap] € l | A/Ffbi]. Entonces para cada
i=1

Sea (a a

47 21"

a. ¢ A/F(b.) existe x, € A tal gque h,[(x.] = a,,.
i i i it7i i

]
Sea a = \v/ [xi A bi]. Como b. € K1[A] n I(A), es Facil ver que
i=1

hj[bi] € K1[A/F(bj)] N I(A/F[bj)] = { 0, 1} por ser A/Fij] un

&lgebra simple.

No puede ser hj[biJ = 1sii# j, ya que si asi fuese, tendriamos

-1
b. € h, 1 = Flb. t b. ¢ b.. L h. . = 0
que b, ; ({ }) C J], y entonces ; i uego J[bl]

~

para j # i, ¥y hj[bj] = 1. Luego

p

hfa) = l\__/1 (h 0x;) A hiCb3) = hifx) Ah (b = hilx)A1=

a

= hj(xj] = 2 Por lo tanto h(a) = [519 CPPRRRY mJ

Tenemos entonces

I1.7.3. TEOREMA, Sea A € Ln A finita no trivial. Entonces

k’

]

p

a =1 1a/F(b,), donde { Flb. 1} : son_todos los nicleos
1=1 i i 1 g < P

maximales de A,
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I.8. ALGEBRAS DE LUKASIEWICZ n-VALENTES k-CICLICAS LIBRES

Nos proponemos en este parrafo determinar la estructura del dlge~
bra de Lukasiewicz n-valente k-ciclica con un nimero finmito de

generadores libres,.

I.8.1. DEFINICION. Se dice gue una subdlgebra A, de un &lgebra A

1

estd generada por una parte G < A, si A1 es la interseccidn de to-

das las subdlgebras de A gue contienen a G.

1.8.2. DEFINICION. Dado un nimero cardinal o >0, diremos gue

Lln,k, o¢] es un &lgebra de Lukasiewicz n-valente k-ci{clica libre

con o« generadores libres si

1) Lln,k, o¢) contiene un subconjunto G de generadores de potencis .

2) si A e Ln <7 toda aplicacién f: G — A puede prolongarse a un
’

homomorfismo necesariamente Gnico he s Lin,k,o¢) —> A,

Observemos que como Ln Kk €S una variedad, por un conocido teorema
s

de G. Birkhoff (9, Cap. VI) se puede asegurar la existencia y umni-

cidad, a menos de isomorfismo, de L(n,k, oc),

1.8.3. LEMA, Existe una correspondencia biyectiva entre el conjun-

to F[G,Ch kJ de todas las funciones de G en Ch.k Y_el conjunto
s ?

Hom(L[n,k,o(],Cn k] de todos los homomorfismos de Lin,k, ) en C, <"
?

b

Demostracidn. Basta asociar a cada f : G——»-Cn K el homomorfismo
9

extensién h_ : l[n,k,o(]——a-cn

f ,k’
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En lo que sigue supondremos gue N[G] =r > 0 es un cardinal fFinito.

1.8.4. LEMA. Si M es el conjunto de todos los nlcleos maximales

J].

de L{n,k,r), entonces N[M] ¢ N[F[G,cn "

Demostracidn. Consideremos la aplicacidn s que asocia a cada

f € F(G,C )] el nicleo N(h_.]) = M_ del homomorfismo extensidn h._.
n,k F F F

Claramente s : F(G,C  J—> M, ya que Lin,k,r)/M_ es isomorfa a
?

la subd&lgebra de C_ . generada por F{G), gue es un &lgebra simple,
’

y por lo tanto M_ es un nlcleoc maximal.

F
s es suryectiva ; en efecto, si M € M, h : L{n,k,r) —L({n,k,r)/M
es el homomorfismo candnico y f = hlG’ entonces s(f) = M,

Por lo tanto, como F[G,Cn k] es un conjunto finito, se tiene que
b4

M es Finito y N [M] ¢ N[F[G,Cn,kJ].

1.8.5. TEOREMA, L = L(n,k,r) es fFinita.

Demostracidn. Como toda &lgebra de Ln i« €S producto subdirecto de

’

una familia de sub&lgebras de C tantas como nlcleos maximales

H
., k

tiene el algebra, resulta del lema anterior que L es isomorfa a un

producto subdirecto de una familia finita de subd&lgebras de Cn K ?
’

y como cada subdlgebra de Cn K ©S Finita, resulta que L es finita.

s

El siguiente teorema es inmediato

I.8.6. TEOREMA. Sea f una funcién de G en C. . Y S(A,d) una subdl-
3



gebra de Cn < Entonces la subdlgebra generada por f(G) es S(A,d)

si y s6la si f(G) = S(A,d) y F(G) no_estd contenido en ninguna

subdlgebra maximal de S(A,d].

Recordemos en este momento algunas propiedades de las subdlgebras

de Cn (11). En.primer lugar, dos subdlgebras de Cn distintas como

subcon juntos de Cn no pueden ser isomorfas (aunque tengan el mismo
nimero de elementos].

Si n es par, todas las subdlgebras de Cn tienen un nimero par de

elementos, y si 1 ¢ t ¢ g , €l namero de subdlgebras de C, con 2t

~ ~

n-2
elementos es ( ] ) . En este caso, el nimero de subdlgebras de
t-1
n-2
C es @2 2 .
n
Si nes impar y si 1 ¢ t ¢ Dél , el nimero de subdlgebras de C

con 2t elementos es igual al nimero de subdlgebras de Cn con

n-3
2t + 1 elementos e igual a ( 2 ) s, ¥ el nimero total de subdlge-
t-1
n-1
bras es 2 e .
De I.8.5 y 1.7.3 se tiene que L = l l L/M, { 3ks]

MeEM

Vamos a estudiar por separado los casos n par y n impar,
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Primer caso : n par.

n-2
Si A, ,1i=1,2,..., 8 = ( 2 ) , 85 una subdlgebra de C. con
t-1

2t elementos y d es un divisor de k, vamos a notar

M(ti,d) = { M € M : /M =S[A ,d)} y olti,d) = N[M(ti,d)] .

De (%] y I.5.9 podemos escribir

L= ﬁ [SCA1:i,d)]°<Eti’dJ

n
1$J.$St
d|k

y se trata de determinar los nlmeros o¢(ti,d].

Claramente, la aplicacidén s : Epi[L,S[Ati,dJ]———+ M(ti,d) defini-
da por s(h) = N(h), es suryectiva, y si s(h) = M, entonces
s-1CM] = {Qco h : o € Aut[S[Ati,dJ]} . Esto dltimo es consecuen-

cia de I.2.5. Como N[Aut[S[Ati,d]]] = d, se tendrd

N[Epi(L,S[Ati,d]J]

o {ti,d) = 3

Ahora bien, por 1.8.6, existe una correspondencia biyectiva entre

Epi[L;SCAti,dJ] y 2l conjunto Fei gq g todas las funciones f de G
’
en S[Ati,d] tales gue f(G) no estd comtenido en ninguna subdlgebra

maximal de S[Ati,d].
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Calculemos entonces N[Fti,d]'

Supongamos i fijo y eliminemos el subindice i, escribiendo S[At,d]

en lugar de S[Ati,d] y N[Ft d] en lugar de N[F Como el ndme-
3

ei,al-
ro de subd&lgebras maximales de A, es t-1 (11}, de acuerdo al coro-
lario 1.6.6, el nimero de subdlgebras maximales de S[At,d] es

t - 1 + NIM[d]]. Estas subalgebras son de la forma S[Aéj,d],
i=1,2,..., t-1, donde Aéj es una subdlgebra maximal de Ao

o bien {(teocrema I.6.6) S[At,d'), con d' ¢ M({d).

Notemos G(t,d] el conjunto de todas las funciones de G en S[At,d]

y G(tj,d) | Feowlt,d) : F(B) = S(Aéj,d)}

G(t,d') [ F e oBlt,d) : F(G) = s(A_,d']}.

Entonces es claro que

t-1
Fe g = B8le,d) - L_J G(tj,d) v L_J G[t,d']J
’ i=1 d'eM(d]
t-1
y N[F, 4] = N[B(t,d)] - N L_J Gltj,d) v L_J G[t,d']] =
’ j=1 dteM(d)
t-1
= N[B6(t,d)] - N L_J G(tj,d]] - N[ L_J G(t,d']] +
“j=1 dteM(d)
t-1
+ N U G(tj,d) n U G(t,d']].
Jj=1 d'eM(d)
Sea ?3 = { 1, 2,..., t-1}. Es sabido que
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t-1

N[L_J G(tj,d)] 2;: (-1yNIx]-1 N[r_] G(tj,d]].
x=2

j=1 jeX

Ademds sabemos que la interseccidén de h subdlgebras Aéj

1 ¢ h € t-1, es una subalgebra de A, con 2t - 2h elementos (11).

Ahora bien, f—] G(tj,d) = { f e cg(t,d) : F(G) < l l S[A' a)}

JexX jeX :
y por I.6.8, m S[A' ,d) = s( ﬂ AL;»d), aue tiene (2t - 2N[X]]d

jexX JjeX
elementos, entonces N [f_) G(tj,d]} = (2t - 2N[X]]d'r , de donde
JeX
t-1
A =N {U G[tj,d)] N L1 1 £ S R PPN R
Ji=1 X=0
X # ¢

Observemos que la igualdad anterior puedes ser expresada

t-1 t-1

. t-1
= N [ U G[tj,d]] = Z (-131 ( i ) (2t - ei]d r
i=1 i=A1

Por otro lado,

N[ LJ G[t,d']] - D eIty [ﬁ G[t,d’]}

d'eM(d) Y =M(d) dfeY
Yy # 9

Pero () &re,a) = { Feole,d) : Fle) = [ s(A,,d') }
dleY d'eY
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= { Fe 6(t,d) : F(B) = S(A, /\ _an }

d'eM(d)

/N ar

dte Y

y como S[At, /A\ d') tiene (2t) elementos, resulta :
d'eY
r. /\ d'
)
N [ [ ] G[t,d']]= (2e) '€ , de donde
d'eY

VAN
B =N [ U G[t,d']] = E (_13N[Y]—1 (2e) d'€Y

d'eM(d) Y = M(d)
Yy # &
t-1
Calculemos N [U G(tj,d) n U G(t,d']} .
j=1 d'e M(d)
Observemos que
t-1
L) scej,ad n LJ ste,ary = L) 6rej,d)ncle,dn
J=1 d'e M(d] 1¢jgt-1
d'e M(d)

y G(tj,d) n 6(t,d') ={Ff € 6(t,d) : F(B) = S(AL.,d) N SCAt,d']} =
={Ffe€ole,d) : FlB) = S(AL,,a")}.
Entonces N [ U G(tj,d) n G(t,d')]=

1 gjg e
d'eM(d)

= Z [—1]"'[21"1 N [ m G(tj,d) n 6(t,d')

Z<= GxM(d) (j,d')ez
z# &
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Para Z = G x M(d) notemos Z1 = {j €G: (j,d') e Z para algin d'e M(d)}

y 2, = { d'eM(d) : [4,d') €Z para algin | € %} . Entonces

(M) srej,a)ncle,dr) = {Feole,a): Feds [ | sCa;

,d*l} =
(j,d")ez (j,d')ez *©J

={FeGlt,d): F[G]CS(m AL /\d']}

t
iez, "d ez,
/\ ar
. : .d'eZ
y como S(I I /A\ d') tieme (2t - 2N[Z1]] 2 elementos
iez, d'eZ
=
SVANEET
) . dl'eZ
entonces l | G(tj,d)n G(t,d') tiene (2t - ZN[Z 1) =
o 1
(j,d')ez

elementos. Luego

C = N[ L_J G(tj,dl N G[t,d']} =
1¢jg -1

d'e M(d)

| SVANET
= E (-1)"'[2]“1 (2t - an[z,]) d'€ %z

z<s G x M(d)

z# @

Luego N[Ft d = [Et]r'd - A -B+C, esto es,
NFg o] = (2e)"™ 9 - E NI ae - oanx]aTed -
X # 8
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r. /\ d!
- E (-1N[Y] =1 oy €Y .

Y = M(d)
Y £ ¢

r /N e

E _ dlez
+ (-yN[z]-1 (2t - 2N[Z1]J ‘e

z< G x M(d)

z#9
Por lo tanto o¢(ti,d) = alr,t,d) (Fofmula que
' d

de i). Hemos probado asi que

= alr,t,d].

es independiente

n-2
2
I.8.7. TEOREMA. Si n es par y SCA_;»d), i =1, 2,..., 1 , dlk,
son las subdlgebras de Cn,k con (2t)¢ elementos, t = 1, 2, s g ,
n=2
2
n
2 t-1 alr,t,d)
entonces Lin,k,r) = l I l l S(Ati,dJ d
1 i=1

t=
d

Como S(Ati,dJ tiene (EtJd elementos, resulta :

1.8.8. TEOREMA. Si n es par

m n_e
2 =4
N[Lln,k,r]] = I l [at)a(r’t'd] t=-1

=

t=1
d|k
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Segundo caso _: n impar,

donde A_ es una subdlgebra de

Sea S[As,d] una sub&lgebra de C_ |,

3

C_, con s elementos, 2 ¢ s g N, dlk. F(s,d) indicard el conjunto de

~N

todas las Funciones de G en Cn tales que la subdlgebra generada

k

por F(G) es S[As,d].

Se trata de calcular N[F(s,d]].

Para ello vamos a considerar separadamente los casos s par y S

impar.
Caso a) : s par.
n—1

Supongamos entonces s = 2t, 1 ¢ t =
Razonando como antes se tendra N[F[Et,d)] = ELEthEl .
Caso b)) : s impar.

= n-1
Supongamos s = 2t + 1, 1 < t ( -

n=3
2
Como en Cn hay £-1 subdlgebras con s elementos, que indicaremos
n-3
2
Asi’ i=1, 2,..., hS = -1/ » Sean S(Asi,d], 1 €1 ¢ hs’ dlk,

las subdlgebras de C, con s elementos.

k

Si M(si,d) = {Me M : L/M = S(A_;,d) } , se trata de determinar

o (si,d) = N[M(si,d)].
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N[EpilL,S(A_.,d)]] .
N(F d
Como antes, o¢(si,d) = pr = = NI (i;’ ) , donde

F(si,d) es el conjunto de todas las funciones f de G en S(Asi,d]
tales gque la subdlgebra generada por f(G) es S[Asi,d].

Consideremos i fijo y escribamos S(Asi,d] = S(A d) = S[At,d),

2t+1,i’

y F(s,d) en lugar de F(si,d).

Sabemos gue At contiene t sub&lgebras maximales, una con 2t elemen-

tos gque se obtiene de At elimirando el Unico x tal que x = ~ x Yy
que notaremos Aéo , ¥ el resto con 2t ~ 1 elementos y serdn indi-
cadas Aéj i=1, 2,..., t=-1.
Ademas, si 1 ¢ iy < s .. < J; s t-1, 1< i € t-1, entonces
N[aL. noAr. oL n AL ] =20+ 1 - 20 (#)
14 e i
AN, N, ' = - 2i.
y N[ar_ AtJ1 A AtJJ 2t - 2i (##)

El ndmero de subdlgebras maximales de S[At,d] es entonces
t + N[M(d)]. Estas sub&lgebras son de la forma S(Aéj,d),o < J g t-1,
donde A'tj es una subdlgebra maximal de At’ o bien (teorems I.6.,6)

de la forma S[At,d'J, d' e M({d].

Sea G(t,d]) el conjunto de todas las funciones de G en S(At,d), y

G(tj,d)

{ Feolt,d) : FlG) = S(A(;,d) } , i=0, 1,..., t-1

1

Glt,d*) { Fealt,d : FlB) = S(A_,d') } , d' € m(d),
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t-1

l__J G(tj,d) u LJ GCt,d'J] ’

Jj=0 d'e M(d)

Entonces F(s,d) =G(t,d) -

y por lo tanto
t-1

N[F(s,d)] = N[G[t,d)] - N[G[tc,d) U U G(tj,d) v L__J G(t,d") ] =
=1 dteM(d)
t-1 ]
=N[6(t,d)] - N[G[to,d)] - N [U Gltj,d) v L_J Glt,d') +
i=1 d'eM(d] J
t-1
+ N|G(to,d]l n U G(tj,d) v 6(to,d] n U G(t,d"] ]
j=1 dteM(d)

Ahora bienm, N[G(t,d)] = (2t + 109" y N[G(to,d)] = (2t)9-",
Con un desarrollo similar al reamlizado para el caso n par (ver

pagima 54 y siguientes) y teniendo en cuenta (#), se tendra que :

t-1
N[L_J Gltj,dlu U G[t,d']] = E [—1JN[X]"1[et+1—2N[x]Jd'h +
X6

j=1 d'eM(d)
X #

AN
+ E [_1]N[Y]—1[2t+1) d'eM(d)

Y=< M(d)
Y £ P

- Z (—1)N[Z]'1 (2t+1-aN[z,]) 4 Za

Z e GxM(d)

zZ £ ¢
t-1 -
Ademids, N[G[to,d]n l_J G(tj,d) v G(to,d) n l__J G[t,d')J =
j=1 d'e M(d)

- 61 -



= N

L_J G(to,d) n G(t,d'J]-

t-1
L_J G(to,d] n G[tj,d]] + N
j= d'e M(d)

Jj=1

- N[ G(to,d) n G(tj,d) n G(t,d']]
(j,d*') € G x M(d)

t-1
N L_J G(to,d)n G(tj,d]] = E :(—1JN[X]'1(2t - aN[x])d"", usando (##].
=1 Xsv
X#¢&
N[ U G(to,d) n G[t,d']] =
d'e M{d)

Z (-1)N[Y]'1 N[ ﬁ G(to,d) n G(t,d')| =

Yy =M(d) d'eY

Y # &
- /\ ar
E [_1)N[Y]—1 (2¢) dleyY

Y eM(d)
Y # @

[t}

Por Gltimo, G(to,d) n G(tj,d) n G(t,d') =

={F e 6lt,d) : F(6) = S(A__,d) n SCA, ;»d) 0 S(At,d')} =

={F e G(t,d) : F(B) = ScAto n Atj,d']} , y usando (##)

N[ l J G(to,d) n G(tj,d] n G[t,d"]]=
(j,d") e T x M(d)

= Z (-1yNIz]-1 N[ (1 6Cto,d) n 6Cej,a) n G(t,d'J] =

Z=s G xM(d) (j,d*)ez
z#£ g
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~ /N ar

= E , [—1JN[Z]“1 (2t - 2N[21]J d'€Zz
zZ=s B xM([(d)

Z ¢

Sea b(r,t,d) = N[F[s,dﬂ, con s = 2t + 1. Entonces

(si,d) = EﬁtthEl , ¥ se tiene:

1.8.9. TEDREMA. Si n es impar y SEAEt,j’d] Y S(A2t+1,j’d) ,
n-3
2 : d
=1 2,000, \cq/ s d|k , son las subdlgebras de Cn,k con (2t)
y (2t + 1Jd elementos respectivamente, entonces
n-3
n-1 ( )
2 \t-1 a[rzfld] blr,t,d)
Limk,r) = | | I[S[A ) x S{A N ]
_ ’ 2t+1, j
t=1 j=1
d|k
I.8.10, COROLARIO. Si n es impar
1 n-3 n-3
- ( 2 alr,t,d) 2 b(r,t,d)
N[LCyk,rd] = | | cae) Ve x(2t + 1) ‘&1
t=1
d|k
Si n = 2, la Gnica subdlgebra de C, = {0, 1} es A, ={o, 1}
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r /\ d*

Entonces alr,1,d) = 2r-d _ z (:] (-1)N[Y]-1 2 d'eM(d)
Y = M(d

Y#SP

y L(2,k,r) = T_T A

d|k

aa[r,1,d] es el dlgebra de Boole ciclica con r

generadores libres determinada por A. Monteiro en (34).

Si n= 3y k = 1, entonces C3 = { o, % s 1} ; la dnica subdlgebra

de C, con 2t elementos (t = 1) es Aoy = Ay = { o, 1} , ¥ la Gnica
2 + —1 = =

subdlgebra de 03 con 2t 1 elementos (t 1) es A2t+1 A3

= { o, %, 1} . Se tienea:

-~

alr,1,1) =2 y blr,1,1) =3 - 2",

Luege L(3,1,r) = A xAg

> , Que es el algebra de Lukasiewicz

trivalente con un conjunto de r generadores libres (35).
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CAPITULO II
ALGEBRAS DE LUKASIEWICZ n-VALENTES MONADICAS
II.1. ALGEBRAS DE LUKASIEWICZ n-VALENTES FUNCIONALES MONADICAS.

En este parrafo vamos a hacer un estudio de la cuantificacidn en

las dlgebras de Lukasiewicz n-valentes.
- - - . x
Si X es un conjunto No vacio y A € Ln’ el conjunto A" de todas las

funciones de X en A, con las operaciones definidas puntualmente,

es un algebra de Lukasiewicz n-valente (39, 17].

Si F € AX y existen el supremo y el infimo del conjunto

R(F) = { Flx) : x € X} = f(X), gue notaremos \V/H[F] y /A\H[F)

respectivamente, podemos considerar las siguientes funciones :
(2 FI(x) =\/FI(F] , [(WFI(x) =/\H[F] , para todo x & X.

Toda subdlgebra S del &lgebra de Lukasiewicz A% que verifique las
condiciones

S1) Si f € S, existen los elementos \/H[F) y/\H[F),

S2) Si f € S, las funciones AF y VFf pertenecen a S,

recibe el nombre de &lgebra de Lukasiewicz n-valente funcional mo-

nddica (A-valuada con dominio X)
El ejemplo tipico es el &lgebra C: que notaremos ( C:,E ), o sim-

plemente C: X* Esta dlgebra serd importante mas adelante.
?
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Si consideramos, por ejemplo, el &lgebra C: , donde N es el conjun-

to de los nimeros naturales, y S es el conjunto de las aplicacio-

nes de N en Cn que toman el valor ;%T sobre una parte finita F

(eventualmente vacia) de N, entonces si F € §, existe \V/H(FJ, pe-
ro en general rno es cierto que A F € G,

Como es usual, el operador A se denomina cuantificador existencial,

y el operador Y , cuantificador universal.

Nos interesa en estos momentos pomner de manifiesto ciertas propie-
dades del operador 3 definido precedentemente sobre un &lgebra de
Lukasiewicz n-valente funcional monddica S. Para ello necesitamos

los siguientes lemas :

I1.1.1. LEMA, En toda élggbra de Lukasiewicz n-valente vale la si-

guiente propiedad : Si existe \V, Yy s entonces existe \J/ (x/\yi],
iel iel '

y _ademds \v/ (x A yi] = x A (\v/ yi)'

iel iel.
En efecto, la propiedad anterior vale en toda &lgebra de Heyting
(44, p. 135) y como las dlgebras de Lukasiewicz son &lgebras de
Heyting (17}, vale el lema anterior. L. Monteiro (39) dio para el
caso de las algebras de Lukasiewicz trivalentes, una demostracidn

independiente de la teoria de las &lgebras de Heyting.
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Recordemos que toda &lgebra de Lukasiewicz n-valente A es isomorfa
g una subdlgebra de Cﬁ , para algln conjunto X. Ademas, si {gi}

iel

es una familia de elementos de C: , (\J/gi](x) = \V/gi(x). También
iel iel

sih: A—sA'= C: es el isomorfismo, y existe el supremo de

una fFamilia {a.}. = A, entonces h[\v/ a.) = \V/ h(a.) en A",
ihiel ier * iel 1

II1.1.2. LEMA, En un &lgebra de Lukasiewicz n-valente A, si

a = \V/ |, Y si Sjai = 0 para todo i € I, entocnces sja = 0.

iel
Demostracidon. Sea h : A —> A" EEC: un isomorfismo. Sean g = h(a),
g, = h[ai], i € I. Entonces s .9 = 0 para todo i ¢ I y tenemos que

probar que Sjg = 0.
De S ;9 = 0 para todo i € I resulta (sjgiJ[x] = 0 para todo i € I

y para todo x € X, de donde sj[gi[xJ] = 0 para todo i € I, x € X.

De aqui resulta que gi(x] < Dﬁ%%i para todo i € I, x € X, luego

\// gi(x] < n-j-1 , esto es, [\\/ gi][x] < n-j-1 , O sea,

iel n-1 iel T on-t

aglx) ¢ Dﬁf%l para todo x € X. Se tiene entonces sj[g(xJJ =0

para todo x, y por lo tanto Sjg = 0,
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I1.41.3. LEMA, En un algebra de Lukasiewicz n-valente, si existe

\/ a. i entonces también existe \J/s a s Y ademas s a = \V/s al.
iel iel J jer Y

Demostracidn. a) De a; < a para todo i € I, resulta sjai < sja pa-

ra todo 1 € 1I.

b) Sea t € A tal que sjai £ t para todo i € I; veamos que'sja £ t.

D .a, £ t resulta s.,s .a, s, t, esto es, s.8. £ s,t para tod
e sJal < esulta 1524 $ s,t, » S;8; < 85y para todo

i e I. Sea a{ a, A ~s,t.

i 1
T = < = t

Entonces sjai Sjai A NIS1t < s1t A m:s1t 0, y por lo tanto
\/ al \/ (a A mas1t] = a A~ s,t, de donde resulta por el
iel iel
lema anterior o (Vv a') = 0. Luego s.(a A ~ s,t) = 0, esto es,

iel d
sja AV St = 0, y en consecuencia sja § s,t ¢t

Estamos en condiciones de probar el siguiente lema :

ITI.1.4., LEMA, Si (S,d) es un dlgebra de Lukasiewicz n-valente Fun-

cional monadica, entonces el operador I tiene las siguientes pro-

piedades :
EO) 10 =0
E1) £ ¢ AF
E2) A (F A TWg) =3F A T g

E3) BJ[siF] = si[HlF), 1 ¢i ¢ n=-1,

~
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Demostracidn, Claramente EO y E1 son consecuencias inmediatas de

la definicidén de 3 .

E2) T (FATgIx) = V (FaBglixd = V (Flx) o V glx)) =

xe X x€X xeX

(lema II.1.1) \/ glx) A ( \/ F(x)) = D glx) A AF(x) =

xeX x€X

(TF A Fgllx].

£3) 3 (s, FI(x) = \/ (s,F)(x) = V s F(x) = (lema II.1.3)

xeX xe X

= s, V fix) = s, (3 FI0x),

x6X
La siguiente definicifn surge en forma natural

I1.1.5. DEFINICION. Un &lgebra de Lukasiewicz n-valente monddica

es un par (A, 3] formado por un dlgebra de Lukasiewicz n-valente A

Y un operador unario I definido sobre A (cuantificador existencial)

gue verifica:

EO) 3 0 =0
E1) x ¢ 3 x

E2) 3

=)
X
>
w
<
(]
I

Ix A Ty

E3]) 3 s;x=s;3x , 15 ig n-1,

Claramente, las algebras de Lukasiewicz n-valentes funcionales mo-
niddicas son ejemplos de &lgebras de Lukasiewicz n-valentes monddi-

cas.

Denotaremos con LnM la clase ecuacional de las &lgebras de Lukasie-
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wicz nm-valentes monadicas.

Algunas consecuencias de la definicidn estdn contenidas en el si-

guiente lema

II.1.6. LEMA. si (A, 3] ¢ L M, se tiene :

E4) 3 1 = 1

ES) 3 3 x =3 x

EB) Si x ¢ y entonces 3 x ¢ 3 y
E7J~xvsn_13x=1
E8) 3 x v S 4™~ % = 1
- , s
Oemostracion. E4 resulta haciendo x = 1 en E1. Si hacemos x = en
E2 y usamos E4 resulta 3 (41 A 3y) = 3 1A 3y, luego 3 3 y = Yo
y se tiene ED,.
De x ¢ y, como y ¢ 3 y tenemos x ¢ 3 y, luego x A 3 y = x, y por
E2, 3 (x A 3 y) =3 x A 3y =3x, luego se tiene EB.
Para E7, utilizando L13, LS y E1, tenemos 1 = ~yx v S 4% <
§ ~xvs_ _,3x. Por dltimo, como x ¢ 3 x, por L13,
1= x v S g™ X & 3 x v S _4~ X%, Y se tiene E8.
II.1.7. DEFINICION. Un elemento k de un &lgebra de Lukasiewicz mo-

nddica A se dice una constante o un invariante de A si 3 k =

Notaremos K[A) = { k € A ;: 3k = k}.

I1.1.8. LEMA. K(A) es cerrado con respecto a las operaciones

<1 70 -
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~Y S, 1 i ¢ n=-1.
( K(A) es una L-subalgebra de A, esto es, es una subdlgebra de A

como algebra de Lukasiewicz n-valente].

Demostracidn. Si x, y € K(A), entonces x = 3 x, y = 3 y. Luego

xAy =3 xA3y=13I[xnaA3y) 3 (x A y). Luego x A y € K({A].
Sea x € K(A), esto es, 3 x = x. Aplicando sucesivamente EO, L8,

L4, la hipdtesis, E3, E2 y E3, tenemos

0=30=3 (s, x A~vs,x) =3 [s.xAS ,.,~xJ) =
i i i -
=3 (s.3x A s .,~vx) =3 [Fs.x A s .~Ax) =T s.xA 3 s ~N XS
i n-i i n-i -
= 3 S;X A S _s d~ex,
Luego s, 3ux £ ~vw3 5, x = ~us, Ix = ~vs,Xx = s .~ x <3 s ~ X =
n-i i i n-i n-i
= s ., d~x., Lluego s . Ivx = s .~ox, 1 =1, 2,..., n-1.
n-i n-i n-i
Por LB resulta que 3~x = ~x, y por lo tanto ~ x € K(A],.
Por Gltimo, si x € K(A), esto es, 3 x = x, entonces s;3x = s;Xx,
para i = 1, 2,..., n-1, y por E3, 3 S;x = s;x, esto es, s.x € K({A).

II.1.9. COROLARIO. Si x, y € K[A), entonces x v y € K(A).

En toda algebra de Lukasiewicz n-valente monddica, valen las dos
reglas de célculo siguientes. Reproducimos la demostracidén dada en
(339, p. 26)

ES) 3 (x vyl =3 xv 3y

E10) 3~3 x = ~ 3 x,

En efecto, como x ¢ x vy e y £ x v y, entonces por EB,



3 x ¢ I(x vyl y 3y ¢ 3x v y),
Lu=go 3x v 3y £ 3(x v y). (i)}

Oe E1, resulta : x v y

N

Ix v 3y, luego por EBG,

3 (xvy) £ 3(3x v 3y). Pero de ES y I1.1.9, tememos que
3 (3x v3y) = 3x v 3y. Luego 3(x v y) € Ix v Iy. (ii)
De (i) e (ii) resulta : 3(x v y) = 3x v3y y se tiene EQ,

Por otro lado, como 3Ix ¢ K(A), sabemos que ~3x € K(A), luego

I~ 3I x = ~ I x, lo que prueba E10,

Los siguientes lemas fueron también probados en (39) para n = 3.
II.1.10. LEMA, Si s, % € K(A) para i = 1, 2,..., n-1, entonces

x ¢ K(AJ.
Oemostracidn. Si S;x € K(A), 1 ¢ i ¢ n-1, entonces ZBsix = s %,
1 i g n-1, Por E3, s, Ix = s, %, 1< 1ig n-1, ¥y por LB, 3Ix = x,

luego x € K(AJ].

IT.1.11. LEMA, S8i x ¢ B = B(A), entonces 3I x ¢ B,

Oemostracidn. Si x € B, entonces S;x = x cualquiera que sea i. En-

tonces BSix = 3 x, y por E3, si3x = 3dx, o sea 3Ix e B.

II.1.12. COROLARIO. El sistema (B(A), 3) es un dlgebra de Boole mo-

nadica.
II1.1.13. LEMA. Si B(A) = K[A), entonces 3x = x para todo x € A.

Oemostracidn. Si x € A, s;x € B{A), 1 ¢ i< n-1. Luego como
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B(A) = K(A)], S, Xx € K(A), 1 €£i € n-1, y por II.1.10, x e K(A).

Luego 3x = x para todo x € A,

En particular, el lema anterior implica que en Cn el Gnico cuan-

tificador existencial que se puede definir es el trivial,.

Se define el cuantificador universal en la forma usual, es decir,

Vx T~ 3J~ X,

Se tiene : 3Ix = ~ Vux, Ademds 3IVx = ¥Vx y VI x = Ix; en efec-
to, sabemos por E10 que 3 ~ 3Ix = ~ 3Ix , luego 3IV¥x = Fe~I~vx =

= ~3~x = ¥Yx y VIx = ~3~3Ix = Ix, También se prueba facilmen-
te que Ix = x si y s6lo si V¥x = x, lo cual resulta del hecho que

K es cerrado con respecto a ~ .
Sefialemos por Gltimo las siguientes dos propiedades que, entre
otras, tiene el cuantificador universal

Vx € x ¥y A(x A Yy) = 3FIx A Vy,

La primera de ellas resulta de la correspondiente propiedad del

operador 3 : x £ 3Ix, Aplicando sucesivamente E10, E2 y E10 se
tiene : 3(x A Vy) = 3(x A ~3F~y) = 3F(x A I~3 ~y) =
= dIx A JnvI~vy = Ix A ~drvy = 3Ix A Vy. Estas propiedades se

usardn mis adelante.
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I1.2. SISTEMAS DEDUCTIVOS MONADICOS.

Recordemos que en un &lgebra de Lukasiewicz se tiene definida una
operacidn binaria —» , llamada implicacidén débil, mediante la F&ér-
mula X—y = s XV y. Esta operacidén fue introducida por

A. Monteiro para el caso trivalente (29, 32) y generalizada por

R. Cigrnoli (11) para n arbitrario.

IT.2.1. DEFINICION., Si A € LnM’ un_subcon junto D de A se dice un

sistema deductivo monddico si satisface las siguientes condiciones:

D1) 1 e D
D2) Si x €e D y x—+y € D entonces y € D

D3) Si x € D, entonces Vx ¢ D.

Esto es, D es un sistema deductivo del &lgebra de lukasiewicz A,

que verifica ademé&s la condicidn D3'

En un reticulado distributivo L con primer y Jltimo elemento, se
define la nocidn de filtro de Stone como un Filtro F tal que para
todo x € F existe b e F n B(L) tal que b ¢ x (33, 9).

~

R. Cignoli (11) probdé que en un &lgebra de Lukasiewicz n-valente A,

la nocién de filtro de Stone es equivalente a la nocidn de Filtro

con la propiedad : x € F implica s,x € F (Ver parrafo I.1). Esta

equivalencia es consecuencia de que B(A) = s1(AJ.

Ademd@s, en las dlgebras de Lukasiewicz n-valentes, las nociones de

sistema deductivo y filtro de Stone son equivalentes (11, p. 17),
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luego los sistemas deductivos monddicos son los filtros de Stone
gue verifican la condicidn D3, o sea, aquellas partes de A que ve-

rifican : D es un filtro, s1D =D y VD<D.

II.2.2. DEFINICION. El sistema deductivo monadico OM(H) generado

por una parte H de A ¢ LnM es la interseccidn de todos los siste-

mas deductivos monddicos de A gue contienen a H, De la misma forma

F(H) es el Filtro generado por H y D(H) es el sistema deductivo ge-

nerado por H,

I1.2.3. LEMA, Si H es una parte de un &lgebra A € L_M, entonces

D(H]) = F[51H].

Demostracidn. Veamos que F(s ,H) es el menor sistema deductivo que

1

contiene a H, Sea h € H, como s,h ¢ h y s

Pl h e F[51H], entonces

1
h e F(s,H), luego H & Fls H).

Sea x € F[51H], entonces existen h h, € H tales que

R

y luego por L9,

<
51[s1h1 Ash, A L. A s h) € s,x. Como sy A AR € B(A),

entonces s h, A s h, A . Ash g s,x

171 172 - 1 4%s luego s

1% c F[s1H].

Sea D' un sistema deductivo tal que H < 0', entonces claramente

s,H= D', y como D' es un filtro, F[51H]55 D*'. Luego D(H) = F[s1H].

En particular, si H={a}, D(a) = F(s1a], esto es,

D(a) = { y €A : s,a <y }.
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En forma similar se prueba el siguiente lema, que L. Monteiro de-

mostrd para n = 3 (339]).

II.2.4. LEMA, Si H es una parte de un &lgebra A € L_M, entonces

OM(H) = D{ v H).

Se tiene entonces que en el caso H = {a} , bM(a) = D(va) =

= F[s1Va] = F[Vs1a].

II.2.5. LEMA. Si A e L My a e A, entonces Fla) es un sistema de-

ductivo monddico si y sb6lo si a € K{A] n B(A).

Demostracidn. Supongamos que F(a) es un sistema deductivo monédico.

Entonces s,a € F(al y Va ¢ F(a), esto es, a ¢ s,a y a ¢ Va, de

1 = 1
donde a = s@y a = va, luego a € K{A) n B(A).
Reciprocamente, si a € K(A] n B(A) entonces a = s,@yas= Va, luego
a = s,¥a. Por lo tanto, Fl(a) = F[51Va] = DM(a) y en consecuencia

F(a) es un sistema deductivo mon&dico.

De la misma manera que en el caso trivalente (39), en un &lgebra

de Lukasiewicz n-valente A podemos considerar las siguientes &lge-
bras: el dlgebra de Lukasiewicz n-valente de los invariantes o cons-
tantes K = K(A) = { k € A: 3k =k}, el dlgebra de Boole moniddica

B = B{A) de los elementos complementados de A,y por Gltimo el dlge-

bra de Boole B(A) n K({A].

En consecuencia, podemos considerar el conjunto M de todos los
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sistemas deductivos monddicos de A, el conjunto B de todos los sis-
temas deductivos (o filtros de Stone) de K(A), el conjunto U de
todos los filtros monddicos de B(A) y el conjunto F de todos los

filtros de B{A) n K[{A). Y las siguientes aplicaciones

L?1 :M—D , @(D) = DnK({A)=3D
LPE;M——*U, kPEED)= DnB[A]=s1D
g3 : B —F, (PBCD'J = 0*'n B(K) = s,D"
P : U—F , (94(:—-] = F n K(B) = 3F,

Resulta asi que

IT.2.6. LEMA. Si ordenamos los conjuntos M , D , ¥ y F por la
relacién de inclusibén, entonces las aplicaciones Prr Por Qg Py

son isomorfismos de orden, siendo el diagrama

94

conmutativo.

Demostracidn. Que ?3 es un isomorfismo es un resultado de la teo-
ria de las &lgebras de Lukasiewicz n-valentes (11), y que ?4 es

un isomorfismo es consecuencia de un resultado de la teoria de las
&lgebras de Boole mon&dicas.

Si De M entonces es claro gue (D) = D nK(A) € D D es
’ q 1 Y
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el Filtro generado por D n K({A). Reciprocamente, si O0' ¢ D, en-
tornces D = F(D') € M es tal que D' = D n K(A). Por II.2.3 y

11.2.4, oM(D']) = F[S1VD'J = F(D').
Andlogamente, si D € M , entonces ?a[D] =D n B(A) € U, y D es

el filtro generado por O n B(A). También, si D' € U, entonces
D=F(D') €¢ M yD'=0n B(A). Por II.2.3 y II.2.4, OM(D') =
= F(D').

Por Gltimo, (9,0 (D) =D 0 KCA) n B(K) y
{ @4 o QEJ[D] =D n B(A)n K(B), y se verifica la igualdad como

consecuencia de que B[{K[A])]) = K(B(A]]) = B(A] n K(A].

Del lema anterior resulta gque las nociones de sistema deductivo
mon&dico maximal, sistema deductivo monddico irreducible y siste-
ma deductivo monddico completamente irreducible, cuyas definicio-
nes son las usuales, coinciden en las &lgebras de Lukasiewicz
n-valentes monddicas, dado que ellas coinciden en las &lgebras de

Boole, y la transformacidn P @, (6 Y, o (Pe} respeta estos

conceptos.

Resulta también en forma inmediata del lema anterior que todo sis-
tema deductivo monddico propio es interseccidén de sistemas deduc-
tivos monadicos maximales, y también gue la interseccidén de todos
los sistemas deductivos monddicos maximales de un &lgebra de

Lukasiewicz n-valente monddica es el conjunto {1} .
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El lema anterior proporciona tambié&én una importante caracteriza-
cidén de las &lgebras de Lukasiewicz n-valentes mond&dicas simples,

como veremos a continuacidn,
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IT.3. CONGRUENCIAS Y ALGEBRAS SIMPLES.

La nocidn de homomorfismo entre &lgebras de Lukasiewicz n-valentes
monadicas tiene el sigmificado usual en &lgebra universal. Como en
I.2, llamaremos L-homomorfismos a las aplicaciones que preservan
la estructura de &lgebra de Lukasiewicz n-valente subyacente.

Las nociones de epimorfismo, mornomorfismo, etc, son también las

usuales,

Asociado a cada homomorfismo f estd su nicleo N{f), el cual veri-

fica

I1.3.1. LEMA, El nlcleo de un homomorfismo es un sistema deductivo

monadico.

Demostracidén. Sea h : A —sA' un homomorfismo, A, A' ¢ L M, y sea

D = N(h). Como h es un L-homomorfismo, entonces D es un sistema de-
ductivo. Si x € O, entonces h(¥x) = Vh(x) = v1 = 1, luego Vx € D,

por lo tamto D es un sistema deductivo monddico,

Sea A € L M, D un sistema deductivo monddico de A y f el L-homomor-
fismo matural de A en A/D. Entonces, si X4 ¥ x5 son elementos de A

y F[x1J = F[xe], existe un elemento d € D tal que x, A d = x_ A d,

1 2
y en consecuencia X4 A d A Vd = X5 A d A Yd, de donde
x4 A Vd = x, A Vd, De aqui se tiene 3[x1 A vd) = 3[x2 A vd), y
por lo tanto 3x1 A Y] = 3x2 A Vd, y como D es un sistema deducti-

vo monadico, VYd € D, luego Flax,) = F[Bxa]. Por lo tanto, D deter-
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mina una congruencia sobre el algebra de Lukasiewicz n-valente mo-
nadica A. Esto significa gue podemos transformar el &lgebra de Lu-
kasiewicz n-valente A/D en forma natural en un &lgebra de Lukasie-
wicz nm-valente monddica definiendo 3|x| = |3x| , donde |x| = f(x)
indica la clase de congruencia mddulo D determinada por x (9,c.VI],
Por otro lado, si = es una congruencia sobre A, el conjunto

D = { x € A x =1 } es un sistema deductivo moné&dico, y se veri-
fica que el conjunto ordenado de todas las congruencias sobre A es

isomorfo al conjunto de todos los sistemas deductivos monadicos or-

denado por inclusidn.

Los teoremas de homomorfismos son vdlidos por resultados de &lge-

bra universal.

II1.3.2. DEFINICION, Un &lgebra de Lukasiewicz n-valente mond&dica A

se dice simple si : 1) A tiene m&s de un elemento y 2) las dnicas

ima&genes homomdrficas de A son A y el dlgebra con un solo elemento.

Como consecuencia de un teorema de Birkhoff (9, p. 137), un &lge-

bra A ¢ LnM es simple si y sdlo si {1} es el Onico sistema deducti-

vo monadico propio de A, y como consecuencia se tiene que un siste-

ma deductivo monddico O es maximal si y sdlo si A/D es simple.

Esto, juntamente comn el lema 1I1.2.6, proporciona una caracteriza-
cidn de las &lgebras de Lukasiewicz n-valentes monadicas simples.
En efecto, decir que A es un &lgebra simple es equivalente a decir

que A tiene un Unico sistema deductivo monddico propio, y esto es
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lo mismo que decir que K[A) tiene un dnico sistema deductivo pro-
pio, esto es, K[A) es un &lgebra de Lukasiewicz simple. Esto tam-
bién equivale a afirmar que B(A) tieme un Gnico Filtro monddico
propio, o sea, B(A) es un &lgebra de Boole monddica simple. Por
Gltimo, esto es eguivalente a decir que B{A) n K(A) tieme un dnico
filtro propio; o lo que es lo mismo, que B[(A]) n K(A) es un &lgebra

de Boole simple,

Observemos que del lema II1.2.5 también se deduce una caracteriza-

cidén de la simplicidad para el caso finito.

Observemos en este momento que el algebra funcional mon&dica

X i

(c_, 3} = C,b x es simple. En efecto, por el lema II.2.5, es sufi-
H

ciente praobar que B[Cn,XJ f K[Cn,XJ = {ﬂ, 1} . Pero si F € C X

entonces £ € B(C. ] si y sélo si FlX)s {o, 1} C, v Fekic )

H

si y sb6lo si F es una funcidn constante,

n
[
7
3J
!
-

Luego si consideramos las funciones ej, 0 , tales que

ej[x] = ;%T para todo x, entonces K[C:,XJ = {ej} i=0, 1,...,n-1"

Luego B[Cn,X] n K(Ch’x = o o

Observemos ademas que toda subdlgebra de un dlgebra simple es sim-

ple, luego las &lgebras funcionales mon&dicas Cn—valuadas, esto es,

las subdlgebras de C; x 1 Sson todas &dlgebras simples.
2
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El hecho mé&s importante es que estas algebras son esencialmente
las Unicas &lgebras simples de la variedad L _M. Esto es una con-

secuencia del siguiente lema

I1.3.3. LEMA, Sean A y C dlgebras simples de la variedad LnM' Si

h : A—>C es un L-homomorfismo inyectivo, entonces h(3a) = 3h(a)

para todo a € A,

Demostracidn. Por el principio de determinacitn de Moisil, es su-

ficiente probar que sih(aa] = siBh[a), para i = 1, 2,..., n-1,

a € A, Ahora bien, sih[aa] = h[siBE] ; pero

s;3a = BSia € B(A) n K(A), para i =1, 2,...,n-1 y a € A. Como A
es simple, s;3a ¢ {o, 1} , luego h[siEaJ = sihCBa] € {0, 1}
Por otro lado, también siBh(a] € B(C) n K(C), y como C es simple,
siHh[a] € {0, 1}, para todo i y para a € A. Tenemos entonces

s;h(3a) € {0, 1} y s.3n(a) € |0, 1}

1

Es suficiente probar entonces que siHh[a] 0 si y sblo si

s.h(3a) = 0.
i

Si siHh(a] = 0, como h{a) < 3n(al, sih[a] = 0, esto es, h[sia] = 0,
y como h es inyectiva, s;a = 0, luego BSia = 0, de donde hCESia] =0
o sea, sih(Ba) = 0.

Analogamente, si sih(Ba] = 0, entonces h[siEE) = 0, y como h es un
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isomorfismo, siaa = 0, de donde BSia = 0, De aqui se tiene s;a = o

y por lo tanto h[sia] = sih[a) = 0. Luego 35ih[a] = siBh[a] = 0,

Como consecuencia de este lema se tiene

I1.3.4. TEOREMA., Si A es simple, A es isomorfa a una subalgebra

.
L

de Cn,X'

Demostracidén. For el teorema de representacién de Moisil (11, 25

p. 134), A es isomorfa,como &lgebra de Lukasiewicz n-valente, a
una subdlgebra de un producto directo de &lgebras Cn , digamos C:

Sea h : A-—%»C: el L-homomorfismo inyectivo y consideremos el &1-

gebra C: Como A vy C: son algebras simples de la variedad LnM’
’

, X X

por I1.3.3, h es moma@dico y por lo tanto A es isomorfa a una sub&l-

A

gebra de Cn,X'

I1.3.5. TEOREMA., Un &lgebra de Lukasiewicz n-valente monadica A es

producto subdirecto de una familia {Ai} ieI de &lgebras similares

si y s6lo si existe una fFamilia {Di} de sistemas deductivos

ieI

monddicos de A tal que 1) f_T Di = {1} y 2) Ai = A/Di para todo
jel

Resulta del teorema de Birkhoff (9, p. 140) y de la correspondencia
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entre relaciones de congruencia y sistemas deductivos monadicos.

Se tiene entonces el siguiente teorema :

I1.3.6. TEOREMA. Si A € LnM Y A es no trivial, A es semisimple,

esto es, A es producto subdirecto de una familia de &lgebras simples.

Demostracibén. Basta considerar la familia { Mi} i ¢ e todos los

sistemas deductivos mon&dicos maximales de A, Sabemos que (_]Mi ={1},
iel

luego si S, = A/Mi’ por el teorema anterior, A es producto subdirec-

to de la familia {S.} Ademés, las algebras S, son simples.
i ’ i

ieI”

I1.3.7. TEOREMA. Toda &lgebra de LnM no trivial, es producto sub-

by
oL

directo de una familia de subalgebras de Cn X
Y

Demostracidn. Es uma consecuencia del teorema 1II1.3.5 y del teore-

ma I1I.3.3.
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II1.4. SUBALGEBRAS Y AUTOMORFISMOS DEL ALGEBRA C: X"
’

Los resultados anteriores nos inducen a caracterizar las subdlge-

ale

bras de C: esto es, las &lgebras de Lukasiewicz funcionales

,X ’

monadicas Cn—valuadas.

Para cada o € X, vamos a considerar la aplicacidn HQL:'C:,X-——*Cn
definida por T () = F(s) , F € CX

Es claro que T, no es un homomorfismo, sino sélo un L-homomor-
Fismo. En efecto, T (I F) = (@ FI(e) = \/H[FJ Y

Bfnx[F] = 3f() = fFl¢] pues en Cn el cuantificador es trivial.

Ahora bien, en general f(od] # '\/H(F) , pues si, por ejemplo, X =N

1 si x es par
y f estd definmida por Ff(x) =

0 si x es impar
\/H[F] = 1

0. Luege T (3F) # 3T (F],

entonces WHCHIFJ = (mFI(1)

3F(1) = 30

y 3ﬂ1[F]

II.4.1. LEMA, Si S es una subSlgebra de C.

entonces
n,X Y —

Wa(S] = 'ﬂu[S n K[C* J] , para todo o € X.

Ny X

)) = T ls).

Demostracidn, Claramente TT (S n K[C*
oL Ny X

Sea a = -f— € TTN(S] ; entonces existe f € S tal que

Flod = a.

3

Rﬁ

S
"
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].

Consideremos el elemento g = 3 (F A nJSn_J_1F

Aty

Es claro que g € S n K(C

n,X)' Veamos que ﬂol(g) = a,.

myle) = gl = B(F A ~vs o FI(ed = N (F A ~ s 4P =

x€X
= \// Flx) A ann_._1F(x].
x€X J
f i .
0 si F{x) = S—7 con ig
Ahora bien, s_ ., f{x] = <
Nn-j=-1 5
| 1 si F(x] = -—3 con i > ]
[ 0 si F(x) < a
Luego Sn—j—1F[xJ = < ’
| 1 si F(x]) > a
1 s1 F(x) ¢ a
entonces ~Nos _,_1F[x] = <
L 0 si F(x) > a

Flx]) si F(x) ¢ =a
y por lo tanto f(x) A «an_j_1F[x3 =
0 si F(x) > a

Como por hipdtesis existe un elemento o € X tal que Ff(x) = a, en-

tonces \v/ (F A ﬁlsn_j_1F][X] = a, luego glx) = a, esto es,
x€X

(gl = a.

IT1.4.2. COROLARIO. Si S es una subdlgebra de C: entonces

’X !

TTd[SJ = HP[S] , para todo DL,?GX.
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Demostracién. En efecto, observemos en primer lugar que si

F e KCCn x

)} , entonces fl]) = F[?] para todo dwp € X, y por 1lo

My (F), o4peX. Luego TI (S n K[C':’x]] =

tantole[F]

= TTPCS n K[C: x]], y por II.4.1, T“¥(SJ = TTﬁCS], para todo

u,@ € X, como se queria probar.

Observemos que la restriccidon de mn, = K[C: X] es un L-isomorfis-

mo sobre C_. En efecto, si f, g e K[Cn’x] y m(F) = m_(g), enton-

ces fla) = gl), y como F y g son funciones constantes, f = g.
Ademds, dado a € c, la funcidn F : X —=C_ definida por F(x) = a
para todo x ¢ X, es tal que T _(f) = a.

Tambié&n, S n K[0: X) es isomorfa a una subdlgebra de C

Nos interesa particularmente, para célculos posteriores, el caso

en que C; es finita. Supongamos entornces que el conjunto X es

X

P

Finito de cardinal m, X = { 1, 2,..., m} , ¥ notemos C_ en vez
’

Sea A una L-subdlgebra de C vy sea B una subdlgebra (Booleana) de

B[C::: J

n,m- "

Observemos que B(c ) % ZX, donde 2 es el &lgebra de Boole con

n, X

dos elementos. Esto resulta del hecho que f € BCCﬁ XJ si y s6lo si

’
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F(x) e {0, 1} € c_, para todo x € X.

124

En particular, B(C® ) 2™, y es por lo tanto, un &lgebra de Boole

n,m

Ll
con m atomos,

Sabemos que existe umna correspondencia biunmivoca entre la familia

de las subdlgebras de 2™ y las particiones del conjunto de sus &to-

s 5= . - m
mos. Ademds, cada particidém del conjunto de &tomos de 2 se corres-

ponde en forma natural con una particién del conjunto X = {1,...,m}.
Existe entonces una correspondencia biunivoca entre sub&lgebras de

2" y particiocnes de X.

Sea P = {P1, Poyeny Pr} la particidén del conjunto X determinada
por la sub&lgebra B. Es sabido que los elementos de B estén carac-

terizados como los elementos F € C: m tales que F(x]) € {O, 1} para
)

todo x € X y tales que F(i) = F(j) si i, j € Pt'
Consideremos entonces el siguiente con junto
s(A,B) = { F ¢ Com F(i) € Ay F(i) = F(j) si i,] € Pt} ,

que notaremos indistintamente S(A,B) o S(A, P), segin que queramos

destacar la subdlgebra booleana B o la particiém P asociada.

Al

Entonces S(A,B) es uma subdlgebra de C .
L

0N
pd

Veamos que estas son las Unicas subdlgebras de C .
14
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als
3R

Sea S una subdlgebra de C .

n,m
Sea A = TH(S]. (Recordemos que ‘ﬂi(S] = TU(S], para todo i, je€ X]
Sea B = S n B[C:,ml, ( =8(sS)) y P ={ Pas Posenny Pr} la parti-
cidén asociada a B,
Vamos a probar que S = S[A,B).
i) 8 = s(A,B).
Si Fe S, entonces f(i) = ﬂi[F] € T&(S] = ﬂ1(S] = A

Veamos que F(i) = f(j) si i, | € Pt' Supongamos que i, | € Pt con

FC(i) # F(j). Sea F(i]) = —7 < ;%T = f(j). Entonces

sn—kF € Sn B(Cn,m] = B, y por lo tanto (sn_kF)Cl] = csn-kF][JJ’
pero la componente i-&sima de s _f ©s cero, es decir,
£Sn_kF][iJ = 0, mientras que (Sn_kFJ(j) = 4, lo que es una contra-

diccidn.

ii) s(A,B) = s.
Sea f € S(A,B), esto es, F(i) € A para todo i € X, y f{(i) = FLj)

si i, j € Pt' Sean h .y hr definidos por

12 Par--
1 s1i i ¢ Pj

h (1) = , 1

0O siid¢g Pj

N
(.
A
J

Claramente hys Poyenny h_. son los dtomos de B y, en particular,

h.€8S5 , 15 jgr.
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Para i € P1 , sea fF(i) = x. De x, € A. existe g € S tal que
1 1

ﬂa[g) = x; . Sabemos que (ver demostracidn de 1I1.4.1) existe un
1

elemento g,

i D (g A m;sjg] , para algdn j, tal que Tg(gi ) = x,

1

1 1 1
y g; € S n K[Cn m]' Luego 9; (j) = X, para todo | € X,
1 ’ 1 1
En forma andloga existen elementos g, ,..., g. € S n K(C¥ ]
i, i n,m

y tales que Tkiggi°2 = fle],

Entonces f = (gi A h1) v (gi A hEJ Y [gi A hrJ s
1 2 r

luego f € S.

Se tiene entonces :

I1.4.3. TEOREMA, S es una subdlgebra del &lgebra C: o Siy sdlo si

S = S(A,B), donde A es una subdlgebra de C,by B es una sub&lgebra

de B(Cn’mJ.

Sea S(A,B) una subdlgebra de C:'m , donde A es una subdlgebra de C.
’

B es una subdlgebra de B(Cn’m] ; sea P = {P1, Poyeney Pr} la par-

ticién de X determinada por B, e Y ={ Yqs Yor+ees yr} un conjun-

to de cardinal r, Se tiene entonces :

I1.4.4, LEMA. E]l &lgebra S(A,B) es isomorfa al &lgebra funcional

A-valuada con dominio Y : (AY,HD].

-9 -
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Demostracién. En efecto, si g e [AY,HJ), definimos

¢ :(AY,3 ) —=S(A,B) por medio de @(g) = F, donde, si i € X con
ie PJ., entonces fF(i) = g(yj]. Claramente (P(g) € S(A,B) y P es bi-
yectiva. Como Rlg) = ALY (g)), v (BJgllx) = VA(g) = t, entonces
LP[EDg] =t y D2LP(g)) = t.

Se prueba facilmente que (P es un L-homomorfismo.

II1.4.5. OBSERVACION. Con las notaciones anteriores, si A tiene s

elementos, N[S(A,B)] = s . Es claro también gue el ndmeroc de subdl-

gebras de C: m ©S igual al producto del ndmero de subdlgebras de
3

2L

Cn por el nimero de subdlgebras de B(Cn mJ” Ademds, si B1 y B2 son

isomorfas, entonces S(A,B1J y S[A,BEJ son isomorfas.

I1.4.6. LEMA. Para gue S(A',B') = S(A,B) es necesario y suficiente

gue A'c A y B'c B.

Demostracidn. La condicidn necesaria es inmediata. Veamos la con-

dicidn suficiente. Si B' < B, la particidom P asociada a B es una
subparticidn de la particién P!' asociada a B' (todo elemento de
P' es unién de elementos de P, esto es, P es mis Fina que P'],
Luego si f € S(A',B'), F(i) € A' para todo i y f(i) = F(j) si

i, je P!, con PlLe P', Entornces, fli) € A, y si i, je P € P

t hH ’
como P = P! para algin t, tendremos f(i) = ().

IT1.4.7. COROLARIO. Las subdlgebras maximales de S(A,B) son las

subdlgebras del tipo S(A',B), donde A' es una subalgebra maximal
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de A, o del tipo S(A,B'), donde B' es una subdlgebra maximal de B.

es una familia de subdlgebras,

I1.4.8. LEMA, Si {SfAi,BiJ}i € I

entonces r—] S[Ai,Bi] = SEr‘] Ai’ r*] Bi].

iel iel - iel

Demostracidn. Es claro que : a) S((—) Ai’ r“] BiJ c S(Ai,BiJ para
iel iel

todo i ¢ I. Veamos que : b) Si S(A,B) € S[Ai,Bi] para todo i € I,

entonces S(A,B) < S[l ' A, I l B.J.
. i )} i
iel iel
De S(A,B) = S[Ai,Bi] para todo i € I, por II1.4.6, A C Ai y Bc Bi

para todo i e I, luego A < [—1 Ai y B = [_] Bi , Y de nuevo por
iel iel

I11.4.6, s(A,B) = stm Al ﬁ B,J.

iel iel

De a) y b]l, s(m Al m B.) = m sCA,, B.J.

iel jel iel

e
8

Nos interesa en este momento conocer los sutomorfismos de C x Y

de sus subdlgebras. En general, si C € LnM, indicaremos con Aut(C)

el conjunto de todos los automorfismos de C y con AutL[CJ el con-

junto de los L-automorfismos de C.

I1.4.9., LEMA, Sea C un &lgebra simple de la variedad L M. Si H es
n 21 es

un L-homomorfismo de C en si misma, y si k € K(C), entonces H(k) =

- g3 -
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Demostracidén. Si fuese H(k) # k existiria jo y 1< Jj_ g€ n=-1, tal

que s. H(k] # s. k. Luego H(s. k) # s. k. Pero s. kK € B{C) n K(C) =
ig ig ig io Jo

”»

= { 0, 1} ; entonces tendriamos H(0) # 0 & H(1) # 1. Esto es una

contradiccidn porque H es un L-homomorfismo.

En el lema siguiente, usaremos el resultado de Monteiro-Ribeiro (36)

gue damos a continuacidn : Si P es un operador unario definido so-
bre un conjunto parcialmente ordemado X, K = { x € X : Px = x by
si P verifica : 1) x ¢ Px , 2) si x ¢ y entonces Px ¢ Py ,

3) PPx = Px , entonces K es condicionalmente completo, esto es,

si x € X, existe x = min{k € K : x ¢ k } 5 ¥y x € K. Ademas

x = Px. (Ver 39, 36). Vale también la reciproca.

Si A ¢ LnM’ el operador 3 definido sobre A es un operader unario

que verifica las condiciones anteriores. Luego si K es el con junto
de las constantes de A, se tiene que para todo x € A,

Ix = min]k € K : x g k }.

I1.4.10. LEMA. Si C es un &lgebra simple, entonces Aut(C) =:AutL[CJ.

Demostracidn. Es claro que Aut(C) < AutLCC).
Sea H € AutL(C). Sea a € C y probemos que H(3a) = 3H(a).

De a ¢ 3a, resulta H(a) ¢ H(3a), que es una constante, por II1.4.9.
Veamos que H(3a) es la menor constante que sigue a H(a).
Sea a' € K(C) tal que H(a) ¢ a'. Como H(a') = a', entonces

~

H(a) € H(a'), y como H es un L-automorfismo, a ¢ a'.
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Luego H(3a) < H(3a') = H(a') = a'.

Entonces, por la observacidén anterior, 3IH(a) = H(3a).

s
3L

En particular, Aut(Cn,XJ = AutL(Cn’XJ.

Supongamos ahora que X es finito, X =1{1, 2,..., m}.
x = !

II.4.11. LEMA, N[AutL(Cn’m)] m!

Demostracidn. Sea B(X) el conjunto de todas las biyeciones de X.

o -
b4 3K

Si o € B(X) y definimos @ : Cn,m——*'cn,m por o(f) = Foao

N
pd

entonces O es un L-automorfismo de Cn m
b

Veamos que la correspondencia O ——» 0 es inyectiva.

Sea U # 01 y veamos que O # 01, esto es, gque existe f ¢ C; m tal
’

que JG(F) # GH[F]. De 0 # 0, existe x_ € X tal que (T(xD] # O}CXOJ.

1 si i = U'CXDJ
Sea f la fumcidn definida por F([(i] = i e X.

0 si i # U(xD]

Veamos que O (f) # E1CFJ, esto es, que f o0 #¥ f o a,.

En efecto, (fo O'](xO] = F[O‘[xDJ] =1, y (Fo U1J(x03 = f( U1CXDJ)=

0, ya que 01[x03 # (I(xD].

'

Como N[B(X)] = m! , entonces N[AutL(C:,m]] > m!

Por otro lado, si oy f son L-automorfismos de C: m tales que
s

b
>R

% , entonces o = P .

PIB(C* )

o
IB(Cn,m) n,m
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Luego N[AutL(C:,mJ] < N[Aut[B(C:,m]J]= m! , y por lo tanto

N[AUtL[Cn,mJ] = m!, como se queria probar,

De I1.4.10 y I1.4.11 resulta que N[Autlc® ] = m!
’

Si consideramos ahora una sub&lgebra S(A,B) de C: o €on particidn
s

asociada P = { Pys PE’""’ Pr} y @ntonces, por I11.4.4, S(A,B) es

isomorfa al &lgebra funcional (AY,E], donde Y es un conjunto con

r elementos, y por lo tanto N[Aut[S[A,BJJ] = r!
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IT.5. ALGEBRAS FINITAS.

Supondremos ahora que A es un algebra de Lukasiewicz n-valente
monddica fFinita, y deduciremos algunas propiedades que nos seran

de utilidad mas adelante.

En primer lugar, todos los sistemas deductivos monddicos son fil-
tros principales, m&s precisamente, por IT1.2.5, los sistemas deduc-
tivos mon&dicos de A son los filtros generados por los elementos

a e B(A) n K[A].

En consecuencia, F(a) es un sistema deductivo monddico maximal si

y sélo si a es un &tomo del &lgebra de Boole B[(A) n K(A).

< X

~

Si notamos [O, x] el conjunto de elementos y € A tales que y s
[D, x] es un reticulado con primer elemento 0 y Gltimo elemento x.
Si x € B(A) n K(A), entonces [0, x] es cerrado con respecto a los

operadores s ,Sn 4 Y con respecto al cuantificador 3; si

g1
a € [0, x] y escribimos ®Ra =~a A x, entonces [O, x] es también
cerrado con respecto a ® . Ademds, la aplicacidén h : A——> [0, x]
definida por h(a) = a A x, respeta las operaciones de &lgebra de
Lukasiewicz mond&dica, y como LnM es una variedad, entonces [O, x]
es un &lgebra de Lukasiewicz n-valente monddica. Es inmediato que
N(h) = F(x), y por lo tanto, el segmento [O, x| es isomorfo al &1-
gebra cociente A/F(x]).

Por otro lado, si {xi} es una familia de elementos de

1 ¢ i
r

B(A) n K(A) tales que \v/ s x, A xj = 0sii# j, la

1=1

1
N
<



r

aplicacidén h de A en } I [O, xi] que a cada a € A le asocia la
i=1

funcidn h, definida por ha(i] =aAx, 15¢1ig¢r, esun isomorfis-

mo de &lgebras de Lukasiewicz n-valentes, y es inmediato que tam-
bién es monadico.
En particular, se tiene el siguiente resultado que mejora el teo-

rema [I,3,6 en el caso que A es finita,

I1.5.1, TEOREMA, Toda &lgebra de Lukasiewicz n-valente mond&dica

’

-
Finita A no trivial es isomorfa al producto directo I I A/Mi
i=1

donde { M.} . es la familia de todos los sistemas deducti-
—_—— il 1 ¢ i gr

vos monadicos maximales de A,

Demostracidn. Resulta de lo anterior, ya que los sistemas deducti-

vos monddicos maximales son los filtros generados por los &tomos

de B(A) n K(A].
Nos interesa estudiar con mayor detalle la estructura de los seg-
mentos [O, ai], donde a; es un dtomo de B(A) n K(A).
Como [O, ai] es isomorfa a A/F[ai] y F[ai] es maximal, A/F[ai] es
simple, por lo tanto [D, ai] es simple. Luego por I1I.3.4, II1.4.3 y

L] - - L s x
11.4.4, [D, ai] es lisomorfa a un algebra funciomal momddica (5™, @),

donde S es una subilgebra de Cn Yy X es un conjunto finito.

Como S = {ao=0,a1,aa,...,ar=1 } &s una cadena, es bien conocido que
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. . X .
el conjunto de los elementos primos del reticulado S§° es el conjun-

to

TT= {Fia :X—=S : F(i]:aj#o y f(i')=0 para todo i#i', i,i'e X} .

Luego si t es el cardinal de X, T es una suma cardinal de t cade-
nmas de longitud r ; cada cadera estd en correspondencia con los

elementos no nulos de S:

1a ca ta
r r r

f f s

a4 Sl B34

(%)

f f F

132 2a2 uaa

f:1::-1 FZa Fta

1 1 1

Observemos que como los operadores modales estdn definidos pun-

tualmente, entonces

ol ia.

s ,(F ) = S&[Fi'aj) , i, 1" e X, 2, € S,
J

t
VAN
a. . 13

También es claro que 3 F,
i i=a J

Em cuanto a la transformacidn (? de Birula-Rasiowa definida sobre
el conjunto de los elementos primos del &lgebra (SX,IEJ se tiene

ia. i'a

F - . > - =
que (P ( iaj] . i si y sbdlo si (P[Fi,aj] F, i , ya gue

sX es un algebra de Kleene y (P es un antiisomorfismo de periocdo 2.

En consecuencia (P invierte cada cadena de (3],
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Como el segmento [O, ai] es isomorfo al &lgebra [SX,BIJ, el con-
junto Pi de los elementos primos de [O, ai] , esto es, el conjun-
to de los elementos primos de A que preceden a a,, tiene la forma

(%) con los operadores s y 3, y con la transforma-

S o s e gS
1’727 T n-1
cidn ? , definidos en la forma indicada. Estas observaciones se

utilizardn en la seccidén II.7.
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ITI.56. ALGEBRAS LIBRES.

Vamos a ver en primer lugar que el &lgebra de Lukasiewicz n-valen-
te monadica libre M = M(r) sobre un conjunto G de generadores de
cardinal r finito, es finita.

Si A eL My X < A, indicaremos con S(X) la sub&lgebra generada

por X, y con SL(X] la subdlgebra de Lukasiewicz generada por X

I1.6.1. LEMA, Si A ¢ LnM y G € A es un conjunto de generadores de

A, entonces A = SL(G u K(A)].

Demostracidn. Si x € SL(G U K(A)) entormces 3x € SL(G v K[A)). Lue-

go SL(G u K(A)]) es una subdlgebra de A gue contiene a G. Por lo

tanto S(G) € SL(G v K(A)), y de S(G) = A resulta el lema.

IT.6.2. COROLARIO. Si G es un conjunto de generadores de C: x ¥ G

At
es Finito, entonces Cé es Finita.

X

Demostracidn. Sabemos que Kﬁc: X) g C, (Ver p. 88). Luego
5
G u KCC; X] es un conjunto Finito. Como S(G) = C" x 3 Por el lema
) ]
anterior, SL{G v K(C: X]J = C: x » Que es finita porgue toda alge-
’ ’

bra de Lukasiewicz n-valente finitamente generada es finita.

I1.6.3. CORDLARIO. Toda &lgebra simple y finitamente generada es

Finita.

Demostracién. Inmediata, por lo anterior, ya que las &lgebras sim-
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ples son las dlgebras funcionales A-valuadas, donde A es una su-

balgebra de C.-

Observemos que C; x &8 LN &lgebra de Post, donde las operaciones
]

O-arias de esta estructura son las constantes ej, J = 0,1,...,n-1

b fo

' entonces CA

(pdg. 82). Luego, si SL(G u K(C" ) =¢C

n, X n, X puede

s K
ser generada por G como &lgebra de Post. Esto proporciona una aco-

tacidn del nimero de elementos de C: X" En efecto, si N[G] =r
3

b ] ]

£ n
entonces N[Cn,x <

Si N es el conjunto de todos los sistemas deductivas monddicos
maximales de M y si M € N, entonces M/M es simple y tiene un na-
mero de generadores mencr o igual que r, luego por I1.6.3, M/M es

finita. Ademés, por II1.3.4 y la observacién anterior, existe un

r ; i
nimero m = n  tal que todos los cocientes M/M son isomorfos a su-

At At
>R 2L

) = C = C r

)
s m n,m n,nN

b&lgebras de (Cn

Como M es isomorfa a una subalgsbra de I l M/M | para ver que
Me N

M es finita es suficiente entonces probar que N es finito.

Es inmediato verificar que el conjunto F[G,Cx ] de todas las fun-

n,nN

whs
. o . s . . .
ciomes de G en Cn " tiene la misma cardinalidad que el conjunto
b
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Hom( M,C: nr] de todos los homomorfismos de M en C_ r (ver I.9.3).
3

Por otro lado, la aplicacidn que asocia a cada f € F[G,C: nr] el
H

ndcleo Me del homomorfismo extension h. es suryectiva, y por lo tan-

to, N[N] g N[F(G,C: r].

Luego N es finito y en consecuencia M es finita.

Por lo tanto M = | | M/M
Me N

Vamos a analizar por separado los casos n par y n impar,

Primer caso : n par,
n-2

Sea Ati s i=1,2,...,st= e—ql » un@ subalgebra de Cn con 2t elemen-
tos, y sea Bk , k = 1,2,..,,np, una subdlgebra de B[C: ) con k

’

k sk

- : 3 =
dtomos. Sabemos que S[Ati,BkJ es isomorfa a [Ati’ ] Ati,k
Consideremos N(ti,k) = {M e N : M/M 2 Ati,k }

y sea o (ti,k) = N[N(ti,k)].

| | o o (ti, k)
Entonces M(r) = ~ DAl 13
1<k ¢gn ’
n
< —
1 ¢ tg 5
1 ¢ 1 g S,
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Queremos calcular los ndmeros o(ti,k],

La aplicacidn s que lleva cada epimorfismo h de M en A;i K SN su
H

nicleo M_ es uma suryeccidn de Epi( M,A",

h i ) en N(ti,k) ; ademds,

k

si M e N(ti,k) y s(h) = M, entonces 5—1[M] ={0£D h :ote Aut(A;i kj}’
’

y por lo tanto
N[Epil M,AT. | ]]

o~ (ti,k]) = OEE—
N[Aut[Ati,k]]

Por otro lado es claro que existe una correspondencia biunivoca
entre el conjunto Epil( N,A;i kJ y el conjunto F(ti,k] de todas las
H
funciones F de G en A;i < tales que fF(G) no estd contenido en nin-
?

guna sub&lgebra maximal de A", .
ti,k

Entonces  N[Epi( M,Ati k)]= N[F(ti,kﬂ.

’

Vamos a fijar el &lgebra A¢i K Y vamos a suprimir el indice i, es-
’

t
cribiendo Ai,k en lugar de Aii,k , ¥y Flt,k) en lugar de F(ti,k).
Las subdlgebras maximales de Ai,k son de la forma S[Aéj’ak]’ donde
Aéj es una subdlgebra maximal de At’ 1< j < t-1, o bien de 1la for-

- 3 k)
1 f
ma S(At,BkhJ donde B, ©s una subdlgebra maximal de Bk’ 1 ¢ hg (2 .

Si notamos con G(t,k] el conjunto de todas las funciones de G en

N
32

At"< , 6ltj,k) = {F e 6lt,k) : F(B) S[AEJ,Bk]} y

G(t,kh)

{ Feole,k) : FlB) =s(A,,B )} entonces
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- (3

Flt,k) = 6(t,k) - [U Gltj,k) u L_J G(t,khJJ .

j=1 h=1
Sea O = { 1,2,...,t—1} , entonces
t-1
N[U G(tj,k]] = Z t—ﬂN[x]'1 N[ﬂ G(tj,k)] .
j=1 XesG jeX
X # 0

Pero

r_]G(tj,kJ = { F e Glt,k) : F(B) = mS(A;: ’Bk] = S(m At s |<

JeX jeX jeX
Luego N[r_q G[tj,k]J = (2t - EN[X]Jk'P . De donde
jEX
t-1
N U G(tj,k)] = Z [—1JN[X]'1 (2t - 2N[x])'<"" =
j=1 X G

X #9

£=1 .y
2 =i ( . ) (2t - 21)%-"
i=1 *

Sea ,/X = { 1,2,...,(;)} , entonces

(3)
N[H G(t,kh)] Z - IY]-1 [m G(t, kh]J

Y= A heY
Y#£P

Pero ﬂ G(t,kh) = { Ff € G6(t,k) : F(B) < m s(A_,B! ) b=
heY heY
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{ Feclt,k) : F(G) = s(A ,l | B
t
heY

Si con fLCY) indicamos el ndmero de dtomos de la subdlgebra r—WB

hey <P

. /L(YJ
entonces S(At,r_] Béhj tiene (2t) elementos, y por lo tanto

e ly)
N[F"W G(t,kh]} = CZtJr s s, Y Z D
heY
k
()

r.oou(Y)
Luego, N [L_J G(t,khJJ = EZ:: C—1]N[Y]_1 (2t) 2 .

h=1 Y=A
Y#£ D

Por Gltimo,

k
- (2)
N[L_J Gltj,k) n L_J GCt,kh]J [ l J Gltj,k) n G[t,khJJ =
j=1

h=1 1< jgt~-1

k
veme 3

:E::: -13N2l - [ (] Gltj,k] N GCt,kh]]

Z<eBxN (i,hlez
z#p

Pero G(tj,k] n G(t,kh)

{ Fe Glt,k) : Flels SlA 8L )}
Si Z1 y Z2 son las proyecciones de Z sobre O y N\ respectivamente,

entonces
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f—l 6(tj,k) n G(t,kh) =] F e G(t,k) : F(G) m S(AL;.BL)
(j,hlez (j,h)ez

={FeG(t,k]:FEGJCSEMA MB'

J€z1 i heZ
P /1[2 )
[ m G(tj,k) n 6(t, kh]J = (2t - 2N
(i,hlez
k
(2)
Luego N[L_J G(tj,k) n L_J G[t,khj] =
j=1 h=1
r.oum(z)
= § (_1JN[Z]'1 (2t - an[z,]) [ e
Z =TGN
Z#p
y por lo tanto : N[F(t,k]] = (2e)™ % -

)} -

r.ulY)
Z -0V =1 o - an Z CoagNIYT=1 oy P +

Xes YeAN
X# P Y # @

. o (Z))
. E coN[Z]-1 (oe an[z,]) Frtet alr,t,k).
. Z=0Tx AN

zZ 7P

Este nimero es independiente de i; luego o> (ti,k) = alr,t,k) .

k!

Acabamos de probar que :

II.6.4. TEOREMA. Si n es un nimero par, entonces
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, et/ alr, t.k)
M =[] el o
15"(.‘.\5 i=+1
1¢kgn’

En particular, se tiene

I1.6.5. COROLARID. Si n es par

1, Py
N[ MR = T oo !

-
N
ct
A

J M3

-

N
~

/A

Segundo caso : n impar.

Sea As una subdlgebra de Cn con s elementos, 2 ¢ s ¢ n, y k tal
gue 1 £ k < A
Sea F(s,k) el conjunto de todas las funciones de G en C tales

sta
3R

s,k

que la subdlgebra generada por F(G) es S(AS,Bk] = A ; se trata
de calcular o¢(s,k] = N[F(s,k)].
Para ello vamos a considerar por separado los casos s par y s

impar.

Caso a) : s par.
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n-1

Si s =2t, 1 ¢ t g 5 » con un razonamiento similar al anterior
se tendrd : N[F(2t,k)] = alr,t,k).
Caso b) : s impar.
n-3
n-1 e
Sea s = 2t + 1, 1 ¢ t ¢ = - Sabemos que hay £—1 subdlgebras
de Cn con s elementos, que indicaremocs ASi = A[2t+1Ji = Ati .

N
Py

r‘ —
Para cada k, 1 ¢ k ¢ n , sea S[Ati,k] = Ati,k

& la correspondiente

sts

subdlgebra de C e
H

Si N(ti,k) = {Me N : M/M = A"

o } , Se trata de determinar
ti,k

o (ti,k) = N[N(ti,k)]

e
P

Supondremos i fijo y escribiremos At K
’

y otl{t,k].

.

t,k

Sea F(t,k) el conjunto de todas las funciones f de G en A tales

que la subdlgebra generada por f(G) es At K
’

Sabemos que At contiene t subdlgebras maximales, una con 2t ele-

mentos, gue notaremos Aéo s ¥ el resto con 2t - 1 elementos, que
notaremos A%j s J T 1,2,...,t-1,
Recordemos también que si 1 < j1 <o <. < Ji € t-1, 1<igt-1
entonces N[A;:j g Aéj n ... n Aéj_] =2t + 1 -2i , vy
1 2 i
N[A;;D n A£J1 noL.. N Aéji] =2t - 2i (Ver p. B60).

), 1 < h S(k) las subal-

), 0g j<g t-1,y S(A_,B 5

'
kh
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sk

gebras maximales de At,k'

o
<

Si G(t,k) es el conjunto de todas las funciones de G en At Kk Y
’

G(tj,k) y G(t,kh) los conjuntos definidos como en la pagina 104,

(k

e )

entonces F(t,k) = G(t,k) - [ U scej, v L G[t,kh]]
j=0 h=1

Aazonando como en casos anteriores se obtiene

t-1

NF =N LJ sctj,k)J -
i=0
t- t=1
. t-1 . t=1
= i: (-—1)1-1( i )[Et + 1 - aijr'k +§_,[-1)l ( i ) (2t - EiJP'k
i=1 1=0

()

k
2

y NZ = NIL,J G[t,kh]]
=1

ZE:: C—1JN[Y]'1 N[f"W G[t,kh]] =

k= YN heY
Y £ 8
_ § oMY=t oy s 1 By
Y=sA
Y # D
Sea G = {0,1, ,t—1} = {0} v G , entonces

k
. t-1 (2)
N; = N[L_J Gltj,k) n L_J G[t,khJJ= N[ ~ Glri,kn G(t’khJJ )

j=0 h=1 (i,h)e Bx A

= N[[_J Glto,k) N G(t,kh]) y L J G(tj,k]) n G[t,kh]] =
ke A (i,h)e Tx A
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N[U G(to,k) n G(t,kh]} + N l L_J Gltj,k])n G(t,kh]] -
he A (i,ple T x A\

- N[U Glto,k) n G(t,kh] n l__J G(tj,k) n G[t,kh]] =

he /A (i,ple Tx N
= Z E—ﬂNM"I N[ﬂ Glto,k]) n G[t,kh]J +
Ye A heY
Y £ 0

+ Z [—1JN[Z]_1 N[ [ G(tj,k) n G(t,kh]] -

Z = TGxA (j,hlez
Z £ P

- N[ LJ G(to,k) n 6(tj,k) n G[t,kh]] =

(i,h)eT«A
r.oou Yl

- E :c-n“‘m‘1 20y +

YE A

Y#D

r.ulz))

+ E : (—1JN[Z]'1 (et + 1 - an[z,]) fret

Z =TxNA\

zZ#¢ P

r.ou(z,)

- E : (-1)”[21'1 (et - anfz, ]2 ) e

Z =TxA

zZ £8P
Entonces, si blr,t,k) = (2t + 1]P'k - Nf - N: + Nz , Se tiene que
o< (t,k) = blr,t,k) que es independiente de i.

k!
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Luego

I1.6.6. TEOREMA, Si n es_impar

n-3
2
t-1 alr,t,k) blr,t,k])
_ I | CA* ) k! {A* j k!
M(r) = l ] (2t)i,k * Y ee+1)i,k
n-1 _
1¢tg— 1i=1
N2
1<¢kg nr

Se puede calcular féacilmente el nimero de elementos del &lgebra

M(r) para n impar, a partir del resultado anterior.

I1.6.7. EJEMPLO. Calculemos el &lgebra de Lukasiewicz trivalente

monadica con un generador libre, esto es, n = 3 5y r = 1.

Entonces C3 = { o, %, 1} . La Gnica subalgebra de C3 con un ndme-

ro par de elementos es A, = { o, 1} , [Aat , con t = 1),

Por lo tanto se tienen las siguientes subdlgebras de C: L C; 3
b ’

SCAZ:B4) = A5 4 5 S[A,,B,) = Aa,a 1 SUAZ,B3) = A5 4

Calculemos los correspondientes nlmeros alr,t,k)

Para A: g ¢ a(1,1,1) = 2 (T=8,\N=g ).
Para A:,a : al1,1,2) = 2% e =2 (T=p, N={1})
Para A23 al1,1,3) =2 - 328+ 32" 2" -0 (T=p A= {1,2,3})

La dnica subdlgebra de €, con un namero impar de elementos es
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Ay = { o,

N~

Para k = 1,2,3

Al
3%

S(A;,B_) = A

3,k

Para A§,1 : b(1,1,1) = 3
Para Az’e : b(1,1,2) = 3
Para A§,3 : b(1,1,3) = 3
+

Entonces M(1) = [Ag’

En (39), L. Monteiro , con la notacidn B

obtuvo : mM(1)

lo gue coincide

, 1} (A

2t+1

se tienen las siguientes subdlgebras de C

(2
s 1

con (#).

, con t = 1),

)

;(82]

1

xAg, « AT

(

ot

2*"3,1

2
2)x[T1
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II.7. RELACION ENTRE LAS ESTRUCTURAS CICLICA Y MONADICA DE UN

ALGEBRA DE LUKASIEWICZ n-VALENTE,

Vamos a probar en este parrafo que en toda Algebra de Lukasiewicz

ciclica es posible definir una estructura de &lgebra de Lukasiewicz

monddica. Veremos también que las dlfebras de Lukasiewicz monddicas

Finitas pueden ser transformadas en &lgebras de Lukasiewicz cicli-

cas,

Sea (A,T) un &lgebra de Lukasiewicz n-valente k-ciclica, y para
x € A, defimamos

Ix = x v Tx v ... v T .

II1.7.1. TEDREMA, El sistema (A, 3 ) es un &lgebra de Lukasiewicz

mo -

nadica,

Demostracién. EO y E1 resultan en forma inmediata. Probemos que
verifican E2 y E3. Como T3dx = 3Ix , entonces
_ k-1
3(x A Fy) = [(x A 3By) v T {xadylv ...vT (x A 3y) =
_ k-1 _
= (x A3yl v {(Txazay)l v ... vI([T x A dJdy) =
_ k=1
= (xv ITxv ... v T x) A Jy = 3x A 3Ty.
. _ k-1
Fimalmente, 3s,x = s,x v Ts,x v .,. v T S, x =
i i i i
= si[x v Tx v ... v Tk-1xJ = s, 3x.

se

Recipracamente, supongamos que (A, 3) es un dlgebra de Lukasiewicz

n-valente monadica finita, y consideremos el dlgebra de Boole
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PYRRRFLE los atomos de B{A)} n K{A). Para
i, 1¢ig¢r, sea Pi el conjunto de los elementos primos de

A que preceden a a; .

IT.7.2. LEMA, Los con juntos P

1’P2""’Pr determinan una particidn

del conjunto X de los elementos primos de A,

Demostracidn. Es claro que P. # @ para todo i, 1 ¢ i ¢ r
*

~ ’

y que los

-
con juntos PysFPs,...,P  son disjuntos dos a dos. Ademds X = UJ P
i=1

En efecto, basta ver que si p € X, existe un &tomo a del &lgebra

de Boole B{A) n K(A) tal que p ¢ a. Pero de O # p ¢ 3p < sn_13p

resulta s IJp # 0 , y ademds s 3p € B{A]) n K(A). Luego existen

n-1 n-1
t
dtomos a, ,...,a, de B(A) n K[(A) tales que s dp = \/ a,
i i n-1 . i,
1 t i=1 J
t
Luego p ¢ \v/ a; , y como p es primo, p < a;, Ppara algdn j.
=1 J J

Como consecuencia de lo observado en I1.5, se tiene que para cada

. . . i
i, 11 gr, F’i es una suma cardinal de cadenas { Ct} 1

St g o
!
todas de la misma longitud s = s(i} : P, = E :Ci
=1
A i i i i i i
Si C =
t { Peq 0 Pea se-vs pts[iJ} COM Prq < Pea < v S Pigri)
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i
Peea,

i
ini : ., — P h, ) o=
definiendo h, P. Pl por l[th] ,

si 1st<o(i
i .

. si1 t =
P1J
es claro que hi es un isomorfismo de orden.
Ademas hi conmuta con los operadores S; y con la transformacidn @ .
Sobre el conjunto X = P1 + Pa + ...t Pr podemos definir una apli-

cacidn h : X——X del siguiente modo : h(p) = hi(p] , Si pe Pi'

Entonces h es claramente un isomorfismo de orden del conjunto orde-

nado X, que respeta los operadores SJ y la transformacidn Q .

Si x € A, y x \/ { P :pPg< x, pPpE X}, vamos a definir

Tx

V {hip) : pgx, pex}.

IT.7.3. TEOREMA. El sistema (A,T) es un dlgebra de Lukasiewicz

k-ciclica.

Demostracidn. Es sabido que T es un automorfismo de reticulados tal

que Tp = h(p) si p € X. Ademds T(~ x) = ~T(x). Esto resulta del

teorema 3.4 de (42), cuya demostracidn adaptamos a nuestro caso,

En efecto, sabemos que ~x = V {p : p ¢ X,P(p) ¢ x} . Entonces
Tl~x) = TCV {p : pe X, 9(p) g x}) = VA{Tp) : p ¢ X, 9{p) g x I=
=V {hip) : p e X, 9(p) ¢ x} .

Por otro lado, ~T(x) = A\V4 {p : p € X,(P(p] 4 Tx.}. Para probar en-
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tonces que T(~x) = ~T(x) necesitamos probar que los conjuntos

TT1= { hip) : p ¢ X, (p) ¢ x} yﬂ2={p=peX,cp(pJgT(xJ}

son iguales.

Sea o € TT1 , esto es, « = h(p) , p e X, 9(p) g x.

De ¢(p) ¢ x resulta que ¢ (p) no precede a ningumo de los elemen-
tos primos que preceden a x, esto es, LP(p] § g9 si gg< x, qgex (=],

luege h( 9 (p)] g h(qg), o sea, Y(h(p)) g h(q), si g ¢ x.
T(x) = TV {g :qgeX, gg x}) =‘\/{T(q] g e X, gg x} =

=\/{I1(q] :ge X, g¢ x} y entonces si @ (h(pl) ¢ T(x) , como

¢ (h(p)) es primo, existe q, tal que ¢ (h(p)] < h(qDJ, a, € X,

9, § x. Luego (Y (p)) < h[qO] y por consiguiente @(p) < Ay s lo

que contradice ().

Luego ¢ (o] = (P[h(p]) € T(x). Por 1o tanto o € rTZ'

Reciprocamente, sea p € TTé , esto es, p € X y @(p) ¢ T(x].

Comoc h es un isomorfismo, existe g € X tal que h{g) = p, de donde

@ (h(ql) ¢ T(x), esto es, h( P (ql)) ¢ T(x). Si fuese P(p) < x, en-
tonces T((P(p]] < T(x) y como (P[p] € X entonces h(q>[p)] < T(x),

lo gque es una contradiccidn.

Por Gltimo, T[six] = siT(x). En efecto, esto resulta porque T coin-

cide con h sobre el conjunto de los elementos primos y teniendo en

cuenta que los s, ¥ T respetan el supremo,
. %4 k
Es claro que hi =1Id. , 1< i ggr, y por lo tanto, T = Id., donde

~
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r
k = \V/(xi y \/ indica el minimo comin miltiplo de los di. Luego
i=1

(A,T) es un &lgebra de Lukasiewicz n-valente k-ciclica.

A partir de esta &lgebra (A,T) es posible recuperar la estructura

monddica original, esto es, si sobre (A,T) definimos ahora

~ =
Ix = x v Txv ... v T 1x
entonces 3Ix = dx,
i i i i i i
i = + =
En efecto, si Pi C1 + C2 ve. t Co(i , donde Ct { Peqo "pts[i]}
i
i i i i i
apl =V
con pt1 < pt2 < < pts[i] y Sabemos que P, . e ptj
. i i 2 i k-1 i
Ahora bien, para cada t, { ptj , Tptj , T ptj A ptj }
es una permutacidn de { pi pi pi 1 1t 1
1j! EJ 3 ey dij ’ uego resu a claro
e 5 o= pf v Tpt. v v k=11 = i v v i =
qu th ptj th . ptj P1j PEJ puiJ
i
= 3 .
ptj

Por consiguiente, como los operadores 5 y 3 coinciden sobre el con-
junto de elementos primos de A, resulta que Ix = dx, cualquiera
gue sea x perteneciente a A.

Sin embargo, si partimos de un dlgebra de Lukasiewicz k-ciclica
(A,T) y comstruimos el &lgebra de Lukasiewicz monadica (A, 3], vy

a partir de ésta construimos el &lgebra de Lukasiewicz k-cfclica
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(A,T'), en general T # T', Pero se puede ver ficilmente que existe
ot € Aut(A) tal que T' = o« o T, siendo o una adecuada permutacidn

de las cadenas de cada Pi'
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