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-PREFACE -

Les logiques Classigue et Trivalente de ILuka-
siewicz admettent une gymétrie, qui est donnée par sa PYro-
Pre négation., Moisil (1942) a étudié dtautres logigques
qui posstdent une symétrie tout & fait analogue, laqlelle
est caractériséde par le fait d'@tre une transformation
involutive qui renverse ll'ordre donné par l'implication.,

Une de ces logiques, précisémeht la logigue

Symétrique Générale, peut eétre caractérisée ‘en ajoutant

aux connectifs, axiomes et rdgles de la logique positive

de Hilbert et Bernays un nouveau connectif -la négation-,

deux axiomes schémas et une régle de déduction. Cesg der-
nidres traduissent justement les caractéristiques de la

symétrie: le principe de la gdouble négation et la réagle

de contraposition.

Il est bien connu que si aux axiomes du calcul
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propositionnel intuitionist on ajoute l'axiome
T3 CCCprqllCqpgy , on obtient le calcul propositionnel

trivalente de Heyting {(1930) . Le présent travail porte

sur l'étude d'un cas particulier du calcul propositionnel

symétrique gé€nérale, celui qui s'obtient en ajoutant

ltaxiome T3~ aux axiomes de Moisil,

Pour étudier ce systéme foruwel en faisant usage
de techniques algébriques nous commengons par définir la

notion d'algdbre de Heyting trivalente involutive,

Al premier paragraphe nousg reparguons gue les
algdbres de Heyting trivalentes involutives -é&tant une
classe particulitre dtalgbbres de Heyting trivalentes-
sont une généralisation des notions dtalgdbres de Boole
involutives ou symétrigues et celle d'algbbres de Luka-
siewicz trivalentes. >

Nousg introduisons la notion dtalgbtbre de Luka-
siewicz trivalente symétrigue, gui sont des algkbres de
Lukasiewicz trivalentes munies d'un automorphisme invo-
lutif, en se donnant une caractérisation des algdbres de
Heyting trivalentes involutives & l1ltaide de ceé gtruc tii-

res,
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Une autre caractérisation des algkbres de Hey-.
ting trivalentes involutives est donnée au moyen de deux
opérations unaires définies sur un treillis distriobutif
ayant un plus petit et un plus grand élément. Ce résul-

tat est utilisé dans la définition d’alsdbres de Heyting

tpivalentes involutives d'ensembles, qui est ltexemdle

plus général, comme il en résulte en vertu d'un théoréme
de représentation du "type Stone” .

4 continuation nous étudions les noyaux des
homomorphismes et sa caractérisation au moyen de la no-

tion de filtre. On introduit la notion d'implication fai-

ble, ce quil permet de gonner une autre caractérisation
des noyaux dea homomorphismes et en conclure la gemi-sim-
plicité des structures considérées. Par rapport b cette im-
plication le théordtme de la déduction es't satisfalt.

fn faisant usage des filtres premiers et de 1'in-
volution de Bialynicki-Birula et Rasiowa on indique une
caractérisation des noyaux maximaux, I1 existe quatre al-
geébres de Heyting trivalentes involutives simples, ayant
deux, trois, quatre et neuf éléments; les trois premikres

sont des sous-algbbres de la guatridme et de plus nous
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démontrons que toute alghbre de Heytiung trivalente involu-
tive ayant plus d'un élément cst isomorphe & un sOUS-Pro-
duit direct d'algkbres simples.

Quant & ltalgkbre de Lindenbaum du calcul pro-
positionnel étudié elle est ltalgkbre de Heyting trivalen-
te involutive libre ayant autant de générateurs comme va-
riables d'énoncé. Par ailleurs l'algkbre de Heyting tri-
valente involutive simple ayant neuf éléments est préci-

sément la matrice caractéristigue finie du calcul consi-

déré,

Nous indiquons les algébres de Heyiting trivalen-
tes involutives engendrées par un systbme finic de zéné-
rateurs libres et grice au systdéme déterminant de 1talgd-
bre de Heyting trivalente involutive lidbre ayant un gé-
nérateur nous donnons une construction, moyeunant des en-
sembles, de l'algkbre de Heyting trivalente involutive
libre.

Finalement, une classe particulidre d'algdbres

de Heyting trivalentes involutives -dites centrées- se

caractérisent comme des anneaux gqul sont isomorphes & un

sous~-produit direct de corps de Galois ayant neuf et



trois éléments. Une démonstration directe de ce résultat,
~sans faire usage de 1l'axiome du choix- a été aussi ré-
alisé, & l'aide d'une machine. IAns ce travail nous avons
ex la gentille collaboration de WM. Guy Tagsart de lﬁinsn
titut de Calcul de Grenoble,

Cette thbse a été effectude sous la direction
de 1. Antonio Monteiro qui, avec M, Antonic Diego, a
guidé et introduit précieuses suggestions dans la rédac-

tion de cet exposé.



CHAPITRE I

INTRODUC 7T OX

AN

&=

L~ ALGEBRES DE MO

Une application ~ 4d°'un enssnble ordonné Hi

sur lui-meme est dite une &ymétwie ok une involution sur

o,

T  ei quels que poicat les 8ldments x,y € 11 on a:
Lo vz w oI

2+ x &y si et seulement si ~ny & A~ X

-

(G. Birkhoff, 1948, p.4).
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Un systéme {A,~) est dit un treillis de

Morgan si1 A est un treillis distributif et ~ une sgy-
métrie définie suir A . Dans ce cas ~ peut etre carac-
térisde comme une opération unaire définie sur 4 telle
que:

N1} n~nex =X

N2} w~niX A §F) =X VNy

(Gr. Moisil, 1935, p.91 et J. Kalman, 1958).

Si le treillis de Morgan (A,~ ) possdde un
plus petit élément O 11 posséde aussi un plus grand
élément 1 =a~0 . Dans ce cas on dit que le systdme (4, ~)

est une algdbre Quasi-bocléienne ou une algéhre de Morgan

(4. Bialynicki-Birula et H. Rasiowa, 13957, et A. Mon-

teiro, 1960).

Ltopération ~ est dite un quasi-complément

ou une négation de Morgan. De N1) et N2) nous tirons

ltautre loi de Morgan
N'2) wi(x vy)=n~nXx A~y .

Bialynicki-Birula e+ Rasiowa ont considéré la



transformation f définie sur l'ensemble T de tous les.

filtres premiers de l'algbbre de Morgan (4,~) de la

fagon suivante:

- g1 P est un filtre premiér de A , alors Y(P) = C(~ 2,
oi ¢ est le complémentaire par rapport & A et
NPzimp: ol pePi .

Si P est un filtre premier de l'algbbre de
¥organ (A,~) alors P est un idéal premier et C(~P)
est un filtre premier. La transformation P de T sur TT
est biunivoque et de plus:

1-  y(vy(p)) =7
2- P ¢ Q si et seulement si Y(Q) < Y(P) ,

ctest-a-dire ¥ est une symétrie sur l'ensembdle T .

Tout treillis distributif fini A est détermi-
né, & une isomorphie prds, par lfensemble ordonné T de
tous les filtres premiers de A (G. Birkhoff, 1937) et
toute algbbre de Morgan finie (A,~n ) est déterminée, 2
une isomorphie prés, par le couple (Ti,¥) , ot ¥ est
l*'involution de Bialynicki-Birula et Rasiowa (A. Monteiro,
1960, p.5 et 1962) . Dans le cas fini tous lés filtres

premiers P sont principaux P = F(p); on peut dounc iden-



tifier 1] avec la famille de tous les éléments premiers -
de A et supposer que Y est définie sur l'ensemble des
éléments premiers de A . Le couple {7, ¥) est dite

le gystéme déterminant de 1l'algdbre de Morgan. Pour

tout xed la négation ~n est définie au moyen de (T, ¥ )

\Y4

P <
P(p) £

de la fagon suivante:
/

4
M
i

X

Ung algébre de Morgan (4,~) est dite norma-
le ou de Kleene si pour tout x,y €A on a:
N3) (x Anvx) Ay vaoy)l = x Anx
'(J., Kalman, 1958, p.485 et Kleene, 1938, p.153 et

1952, p.334).

Dans une algbbre de Morgan normale la proprié-
té W3) équivasut & celle suivante: pour tout filtre pre-
mier P , les filtres P et Y(P) sont comparables
(Bialynicki-Birula et Rasiowa, 1958 et A. Monteiro,
1962},

La négation de Morgan ~ sur le treillis dis-



tributif 4 est dite une négation de XKalman-Kleene si

elle satisfait & N3) et dang ce cas se note " - " |

IT- ALGEBRES DE BCOOLE INVOLUTIVES OU SYMETRIQUES

Les algbbres de Boole involutives constituent

une classe particulibdre dtalgbbres de Morgan, Tlles sont
des gystdimes de la forme (A,~) , ot A est une algbbre
de Boole et n une négation de Morgan sur A (A. Montei-

ro, 1966, p.39 et 1969) . Dans ce cas la transformsastion

oh X ® - ~vX , 0ob -~ espt le complément booléien sur A4 ,

eat un automorphisme involutif de (4,~) , c'egst-&-dire
un automorphisme « de (A,~ ) tel que «{ & (%)} = x

pour tout xeA ., Les algbbres de Boole involutives peu-

vent &tre aussi définies comme des systémes (A,oL) , of

A est une algdbre de Boole et ot un automorphisme in-

volutif de A . DIe ce point de vue elles ont été considé-

rées par Gr. Moisil, 1954, sous le nom df.lgtbres de

Boole symétrigues,




I11- ALGEBRES IE HEYTING INVOLUTIVES

En regardant le role gue les symétries jouent
dans les calculs propositionnels, Gr. Woisil, 1942, p.7T7
a considéré le calcul propositionnel symétrigue général.
Pour étudier ce calcul du point de vue de l'algébre on
introduit la définition suivante.

Une algbbre de Heyting involutive est un sys-

téme (A, ~) , o A4 est une algbbre de Heyting et
une négation de Morgan sur A

Une algdbre de Heyting A egt un treillis re-
lativement pseudo-complémenté ayant unm plug petit élément,
autrement dit un treillis ayant un plus petit élément tel
que pour chaque couple dt'éléments a,beh , 1l'ensemble
des x €A qui vérifient a ~x <b admet un élément
maximal, gu'on notera a =»b . A4 egt un treillis dis-
tributif ayant un plus petit élément O et un plus grand
élément X == x = 1 .

Comme un exemple dtalgdtbre de Heyting involu-~
tive nous pouvons considérer llalgbbre de rdeyting A du

diagramme donné, sur laguelle on définit l'opération rv



de la facgon suivante:

, & f
w(O =1 3 wa = f ;0 b e
/

o
2t e d ;s ~a = : 3 = b o3 /<

f
¢
N,

Etant données deux algdbres de Heyting involue

Ll
fi

i
()
2
[

i

i
Q

~f =8 3 ~1

tives (4,~v) et (B,~) on dit guune application h

de 4 dans B est un homomorphisme de {A,~) dans

(By~) 8i h est un homomorphisme en tant quialgbbre
de Heyting et si en outre h{~x) =~h{x) , pour tout
X&ah .

IL'homomorphisme h est un isomorphisme de

(Ay ) dans (B, ~) si ltapplication h est biunivogue.

Un automorphisme de (A, ) €8t uUn homomor-

phisme de (4, ~) sur elle-méme. L'application identique
e de (A,~n) est ltautomorphisme trivial. Un automor—
phisme de (A,~) est propre s'il n'est pas trivial.
Un automorphisme h de (A, ) est involutif
si h{n(x)) = x pour tout xec A4 ; autrement dit si h = hmla

Les notions de sous-algbkbre dfune algdbre de

Heyting involutive et de produit direct d'une famille



dtalgdbres de Heyting involutives se définissent & la
manidre habituelle. lLes images homomorphes des sous-al-
gbbres sont aussi de sous-algdbres. Si (A, ~) est le

produit direct des algébres involutives i(Ai,m)g jeT °
les fonctiouns projectious Tl'i s (A, AN)  conmey (Ai,,rv)

sont des homomorphismes de (A, ) s8ur les axes (Ai,/u)a
Etant donnée une partie G d'une algdbre {A,~ ),
l'intersection (G,~) de toutes les sous-algtbres de

(A,~v) contenant G est une sous-algkbre de (A,n~) .

On dit que G est un systdéme de générateurs de (§,~)

et que (G, ) est la sous-algdbbre engendrée par & .

Si G est un eusemble fini et la sous-algkbre
engendrée par G coincide avec ltalgbbre (4,nv) on dit
qu"elle est de type fini. Si h et h' sont deux homo-
morphismes de (A, A) =em—p (B, ~) gui coincident sur

¢ alors h=nh' sur (G,n~) .

IV~ ALGEBRES IE HEYTING TRIVALENTES INVOLUTIVES

Revenant au probléime des symétries dans les



calculs propositionnels nous allons considérer dans le
présent travail un cas particulier du calcul proposition-
nel symétrique général de Gr. Moisil.

4 cet égerd nous allons introduire la notion
dtalgtbre de Heyting trivalente invelutive, qui est une

algbbre de Heyting involutive varticuliére.

Définition 1. Une algbbre de Heyting trivalente involu-

tive (A.H.T.I.) est un systiéme (4,n~)
ol A est une algkbre de Heyting trivalen-
te et ~ une négation de Morgan définie

sur 4 .

Une algtbre de Heyting trivalente A est une
algbbre de Heyting satisfaisant &4 la condition
P3= ({a=»c) = b) = (({b = a) = b) == b) =1
quels que soient a,b,c €A (I. Thomas, 1962 et I,
- Monteiro, 1964, p.3)
Pour qu'une algbbre de Heyting A soit triva-

lente il faut et il suffit que tout filtre premier de A

80it ou bien un filtre premier minimal ou bien un ultra-
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filtre et que chaque filtre premier soit contenu dans

un seul ultrafiltre; autrement dit, pour tout filtre

premier P qui nfest pas un ultrafiltre, il existe un
et un seul filtre propre U contenant P comme partie
propre (L. Monteiro, 1964, p.7).

Dans une algbbre de Heyting trivalente involu-

tive chaque ultrafiltre contient comme partie propre au

pius un filtre premier. En effet, supposons qu'il n'en

801t pas ainsi. Alors il existerait deux filtres rremiers
P,Q, P #Q, contenus comme partie propre dans un
ultrafiltre U , c'est-fi-dire (1) PclU et (2) QcU
alors (3) (U) < $(B) et (4) ¥{U)c P(Q) , ce
qui contredit le résultat précédent,

Dans une algbbre de Heyting trivalente involu-

tive on a de plus: P est un filtre premier mwinimal si

et seulement si ‘Y (P) est un ultrafilire. En effet, goit

P un filtre premier winimal., Si Y{P) n'était pas un

ultrafiltre il existerait un filtre premier U tel que
Y(P) ¢ U , alors “(U) ¢«¥¥(P) =P et P ne serait
pas minimal. Inversement, soit Y (P) un ultrafiltre.

Si P ntétait pas minimal il existerait un filtre Ppremier
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Q@ tel que Qe¢P , alors Y(P) «c¥(Q) et Y(P) ne
gerait pas un ultrafiltre.

Une 4.H,7.I. dont l'importance va se détacher
plus tard est fournie par l“éxemple suivant. Considérons
l'algbbre de Heyting du diasgramme donné. On définit 190
pération m de la fagon suivante:
(Gr. Moisil, 1942, p.95)

VNG =1 3nva = 5 b s og

i

no c ;vd =4 3 ve = 2 3

i
o

H

~vE =a s vg s Db o]

Soit 89 = {O, a4y b, ¢, d, e, f, g lk . Le systéme
(Sg,nJ) est une algébre de Heyting trivalente involutie-
ve, dite l’algkbre Sq ’

L'algtbre Sg posséde trois sous-~algbdbres pro-

pPres, dites les algkbres 3., 5., 54 dont les diagrammes
&, ]

sont donnés ci-dessous.

S 1 S
5 I 3 1 34 1
0 c =rue ~3=4 (<i>bme
0 0

Si & la place de 19égalité T3~ on considére
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na

la suivante:
B~ ({({b==2a) ==Db}) =b) =1
on obtient, en particulier, les algkbres de Boole invo-
lutives ou symétrigues.
Ure autre classe particulidre d'algbbres de
Heyting trivalentes involutives est donnée par les al-

g v " - ). - ph
gbbres de lukasiewicz trivalenies., Elles veuvent etre

définies comme des systémes (A4, = } ol A est une al-
gébre de Heyting trivalente et = une négation de
Kalman-Kleene définie sur A (L. Monteiro, 1870, p.453}.
Tans ce cas la négation est déterminée d'une manidre
unique (R. Cignoli et A, Wonteiro, 1965, p. 679) et
pour cela le systéme (A, - } sera noté de fagon abré-
gée par la lettre MA"

Er tenant compte de l'équivalence entre la

théorie des algdbres de Boole involutives et celle des

algdbres de Boole symétrigues on va caractériser vlus

loin les algdbres de Heyting trivalentes involutives com-

me des algdbres de Lukasiewicz trivalentes munies d'un

automorohisme involutif <{ .

A cet égard on introduit la définition suivan-
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te:

Définition 2. Une algdbre de Lukasiewicz trivalente sy-

métrigue est un systéme (4,L) ob A4
est une algbbre de Lukasiewicz trivalente

et & un automorphisme involutif de A .

Etant donnédes deux algdbres de Lukasiewicz
trivalentes symétriques (A4,<\} :t (B,=) on dit qu?

une application h de A dans B est un homomorphisme

de (A,ol) dans (B,ot) si h est un homomorphisme
en tant qu'algdbre de Lukasiewicz trivalente et si en

outre h(s x) = o h(x), pour tout xeci .

V- REGLES TE CALCUL VALABLES DANS UNE A.H.T.I.

Nous suppeserons connu la théorie concernant
les algkbres de Heyting trivalentes. Ltopération de né-
gation intuitioniste 7 s'exprime au moyen de la formule:

Tx =x = 0 .
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Grace & la négation intuitioniste ™ et & celle
de Morgan ~ orn définit l'opération © dgite la négation
faible: TxX =AM .

Nous posons, pour abréger: ¥x =T71x et
Lx =wVux = T x ,

Un élément x d'une A.H.T.I. est dit un inva-
riant si Vx = x ; ceci dquivaut & dire que A X =X ,
Si k est un invariant alors ~k = T~k ., Les éléuents

X et Cx sont invariants,

Ltensemble K de tous les invariants ordonnés
dfune fagon naturelle est une algdbre de Boole. D'aprds
I~9x =nvUx on déduit gque si x est un invarians

il en est de méme de ~ x . Le systéme (%X, ~) est donc

ure algbbre de Boole involutive.

Pans une A.H.T,I. sont valables les rigles de
calcul indiquées ci-dessous:
Al X A7 x =0 A2~ X vOx =1
A3~ I1x & T x (En général, x vIx #1, x ACXx #0,
X Avx#FO0,x~vrNx#l, Tx£€vx ,mvx £ %,
~xXx £ X , TxLux 3 il suffit de les vérifier sur

lralgsbre Sq Y .
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A4~ 70 =1 s 71 =0
AS- Bi x gy alors Iy <x, Vysvox , vy<n~x .

Ab—- L x = T x & X €77 X 5¢X

#
#

ATwe ¥ x T x 1 x

x

#

rrvx

i

AB- AT X
A= (x v y) =1x ANy A0~ THx Ay) =X vy
Alet{x Ay) =Tx v ¥y Al2-T{x v y) =CX AC Y
Al3-9(x AY) =9X ATy Al4-(x Vv Yy) =9X v T ¥

Al5=A(x AY) =0x Ay Alb-n{x vy) =bx v A Y

Al7- 71x ~7x =1 AlB- Mx A1 x =0

A19- Tx ATCXx =0 £20- Tx v {iTx =1

A21l- TTAX 4 ~T1 % A2~ T x =X

A23- FOax =Vx A2d - Trx =OHX

425« L UX £ 9 X

A26- Si vx = vy et LOX = Oy alors X =y

{Principe de détermination de Moisil)

Raissonons par l'absurde et supposons gqu'il existe
deux éléments distincts x et ¥y tels gue Vx=Vy
et Obx = Oy . S1i x££y il existe un filtre premier
P tel que (1) xeP et (2) y £P . Puisque =x £VX

DYy £ ¥ et P est un filtre, il en résulte que

-
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(3) 9x =9y eP et (4) ax=A4y P.

81 P est minimal , de (1) on déguit (voir Dar
exemple 4. Monteiro, 1948) qu'il existe un (5) =z & P
tel gue x v z =1 , alors O&(X v zZ) = O0X v A z =
= 401 =1, clest-b-dire (6) O4x vA z = 1e¢P ., Puisque
P est premier, de (€6) et (4) on tire (7) A zeP
et d'aprés Az <z on a z€?P ce qul contredit (5} .

S1 2 est maximal , de (2) on déduit qu'il exisw
te un (8) peP telque p Ay =0 , alors ¥ ip A y) =

U L

L]

=Jp AVy = 90 =0  clest=b~dire (G) Vp AT Y
Puisque D <¥Yp , de (&) ona (10) vpe? . De (9)
et (10) on tire (11) vy &€ P , ce gui contredit (3).
Si ¥y £ x la démonstratior est analogue.
Sauf gquelques différences cdans les notations

ceite démonstration est dle 4 J.C. Varlet, 1968, v.405,
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Efinition 3. Une A H,7.I. est dite centrée si elle pog—

&)
-

stde un élément le centre , tel gue

O o

1

7 oo= 1 et o

&

D

Les images homomorphes d'ure A, H,T.I. centr

sont aussi des A H.T.T. centrées ot une AEBE.T.T. centrée

¢

ne peut pas admettre plus d'un centre,

Nous verrons plus tard le rapport qu'il existe

% une elasse particulidére

[§Y]

entre les 4,H.T.7. centrées

dtanneaix ayant eéliédment unisé,

ORI o ¥ ) ¥y POpS -



CHAZITRE II

DEUX CARACTERISATIONS 7ES A4, H.T.I,

TNV QTN T T
P‘L.,H, T. . :D'El'i h.i.‘t‘-ljlhh

€2}

I- IW5 A H.T.I. ET 1% LUKASIZWICZ SYMETRIQUES

Etant doanée une algdtbre de Heyting trivalente
involutive (A, ) on peut définir au moyen des opéra-
tions données une nouvelle opération, gu'on noﬁe -
dtaprés 1'égali té:

-x = 1x vix A Cx)}) .



PEUX CARACTERISATIONS TES A.H.T.I,

I- 1%5 AH,T.I. ET I% LUKASIZWICZ SYYMBTRIQULS

Etant doanéde une algdébre de Heyting trivalente
involutive (4,~ ) on peut déFinir au moyen des opéra-
tions dounnées une nouvelle opération, gu'on noﬁe -
d'apréds ltégalité:

-x = 1x v{x A rx) .
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O

Les propriétés suivantes sont valables:

Low =X = X

==X = =(1 X v{xacx)) =1x v{x AtV (X vIXATE} ) A

AT{Ax V(X ATX))) = {(9x A1z vax)) v{{ 1% v X)A

AT X A\vxnl)= Ovax vOvix ancx) = xAl = x

2= X AF) = ax v -y

Ttaprés le priucipe de détermination de "oisil, nous
allons démontrer gue:
V-(x ~n y) = V(-x v ~-y)

) 3
- hYd ““Ifr J @

i
[
—

A-{x A )

T (x A¥Iv{xay aT(x AF))) =

t

V-(x A y)
= 1 (XA VIVIOX A9y AC{x A 7)) =
= TX vy v VX AT A{CXx vy o=

= 1Al Aa{rmxvry)= Ux v v .

J{-x ~v ~y) =9{1x vix ATXIVIY v Ty AC YY) =

+

= X vf“?:?x s F’iﬁ:?} v 1y w’("&?':»’ AT Y=
= (1a0x, v(1 Avy)s=
= Tx v i"y
ol=(x Ayl)) =a(ix Ayl vixay Aclx Aay))) =



1]

MHx Ayyviax aay Alcx vroy)) =
= (X AYIVOVE = (x AY)
Al=x v =¥) = A(9% v x ATxIVIY vy ATy)) =

MTEXVvO vy v0O = Ux AY)

]

[

3 ~X wvVXx =

il

-X v Vx Tx v{(x ATX)vex =1

4- X AN =X ® X A 7 X

XA(1x v(x ACx)) =0vi(x ACx) =

b
>
i

4
i

X ~ U x

(7% vI{x ATXI)AVX = OV(X AC X ATX) =

-X AV X

") - - A X T oA =X

I
2
e
I

Tex vi~x AT X) = (TNX \/ux}/\hwx vl'“NX) =

L

(T~X vaX) A~ X

=X = '\/( y Xv{x A\"'X)) = N7XA(~X VNI-X) =

#

~1 X A{~vx viaux)

6-—:\/—7 X & ] v oax

V=T X E AT X =0T X VAT A TATX)

#
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= TalxvinvIx An1TX) = Iax
TJau=x=2Ta(1xv(x AT x)) = TNIXv(lanx AT x)=

= T~arTx .

Nous allons montrer dans ce qui suit que la

théorie des algdbres de Heyting trivalentes involutives
coincide avec celle des algbbrea de ILukasiewicz trivalen-

tes symétriques, les deux théordmes suivants ont pour but

la démonstration de ce résultat.

Théordme 1, Etant donnée une alghbre de Heyting i{rivajen-
te involutive (A, a) noua pouvons définir
un syatbme (A, ) qui est une alghbrs de
Lukasiewicz trivalente aymétrique.

Démonstration,

D'aprds l'hypothdse A est un treillis diatridbutif
ayant un plus grand élément 1 ., Considérons l'opération
de négation « définie plus haut et ll'opérateur V=17,
Les propriétés 1l., 2., 3=, 4= ot Al3~ entralnent que
le aystéme (A, = ) est une algdbre de Lukaai;wicz tri-

vajente (A. Monteiro, 1963) et d'accord & la coavention



Ay}
ae]

faite on 1la note A .

Nous posons sur A: ol x = w-x , On a donc:

i

A (X AY) Fvel(x A Y)Y =X v ~Y) FaueX A=Y =

= ALX MY

it

KX vy} =nve{X v ¥) =X A =y] ==X v -y =
FolX vy
A{lX) Sv=emwX = v =Xx = =X B s X

A{Ux) =ak{ 77 X) =rv= 7T7%x = T ~-x = Vi X

H{=x) =at{V1TX v{x ArX)) =7 Vit X A ©TXx) =

TorX VI X ActvInX)) FlatX v X Aalvx X) =

i

- A X .

Puisque o est une application inyective de 4 sur
4 on a dfaprds les égalités précédentes que o €8t un
automorphisme de A . En outre o est un automorphisme
involutif de A parce quUe Ao X TN= as =X SN ==X = X,
Le systime (A,L) est donc une algdbre de Lukasiewicz

trivalente symétrigue.

Inversement:

Théordme 2. Etant donnée une algdbre de Lukasiewicz tri-

valente symétrique (4, ) nous pouvons dé-



finir un systdme (A,~ ) qui est une algd-
bre de Heyting trivalente involutive.

Démonstration.

Diapres l'hypothdse A est une algbbre de Lukasiewicsz
trivalente, et en particulier, une algbbre de Heyting tri-
valente.

Nous posons sur A : ~ X ot =x . On a donc:

v X E ook v X) Tore(d X)) TAA==X =X

i

~v(X A ) A= A F) Fol(=X v =¥) TA=X vl =y =
= X v
Le systbme (A,~) est donc une algbbre de Heyting

trivalente involutive,

De plus v =X = o ={-X}) =t x .

Remarquons gue si h est un homomorphisme de
ltalgbbre de Heyting trivalente involutive (4,~n ) dans
(By~) alors h est aussi un homomorphisme de l'algdbre

de Lukasiewicz trivalente symétrique (A, ) dans {3B,x) .



11~ UNE AUTRE CARACTERISATION DES A.H.T.I.

Les algtbres de Lukasiewicz trivalentes peuvent
se définir (J.C.Varlet, 1968, p.404) comme des systdmes
(A, 7,0) o A est un treillis distributi® ayant un
plus petit et un plus grand élément tandis que 1 et ¢
sont deux opérations unaires définies sur A satisfai-

sant aux axiomes suivants:

X A1x =0 3 Ux A y)=1x v1y 1 ¢ =1 ;
X vrx =1 : {x v y) =Ux Ary ; €1 =20 ;
si Ix = Ty et Tx = 0y , alors X =YV .

Les trois prémie:]r's de ceg axiomes caractérisent
un treillis de Stone {Matsumoto, 1950), c'est-h-dire un
treillis distiributif pseudo-complémenté satisfaisant &
liégalité Tx v 1Ix = 1

Remarguons que dans ce cas la négation de Kalmane
Kleene peut s'exprimer (Moisil, 1942, p.49) au moyen de
la formule

=X = 7% vi{x ~CX)
Les algbbres de Lukasiewicz trivalentes sont

des A.H.T.I. particulidres; il est donc naturel tacher



de caractériser ces algbtbres parmi les treillis distri-
butifs ayant un plus petit et un plus grand élément,sur
lesquels sont définis deux opérations unaires satisfai-

sant aux certaines conditions.

Théordme 3. Pour g'un treillis distributif A ayant un

plus petit et un plus grand élément O et 1
soit une A H.T.I. il faut et il suffit que
sur A on puisse définir deux opérations

unaires 7 et ~ satigfaisant aux épalités:

[
[

11) X A 7YX

I

12) Hx A y) =% vy

p—_
-
-
H
b

meY  ~(x A ¥y) = X Vay
1) si 1x =ly  ei lux =lay alors x =y

Témonstration.

= goit (A, ~) une AJLT.I.. D'aprés la définition
ltopération ~ satisfait aux conrnditions N1) et HW2) .
Tropdration  Tx = X = O vérifie les égalités 11),17)

et 73) . Pour montrer 1N) supposons que TIx =]y et
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MTwx =Yy, alors (1) wx =10x =11y =Vy et
(2) Ax =wlilwx =Nwy =4y . De (1) et (2) , en
vertu du principe de détermination de Moisil on tire gue
X =¥ o
&= Dlaprds les axiomes 711), 12} et 73) Matsumoto,
1950, a montré les dgalités 1l- & 6= indiquées ci-des-
sous avec les démonstrations données par cet auteur.

1= Tx v 1Yz = 1

#

MUx A1 x) M0 =1

i

Ux ATXx) Tx vilx , alors Ix vilx =1

2- 51 x <€y . alors 1y £7x .

Si x<£y alers x =x A~ y ; donc 1x =Hx A y) =
=x vy , c'est-bli-dire Ty &€ 7 X

3= Si X A y<z , alors X A 12875 .

Diaprds X A ysz on tire -z <l1(xAy) =
=7x vy 3 alors x A1z £xA(Txvy) = (X AT X))
VX ATlY) =O0V(X ATyY) =X ATTY £V

4 X €717 x

Puisque (x v y) A z =(x A 2)v(y A 2z) alors
(7x v1MIx)Aax= (1x ~ x}v (11x A~ x) ; done

1 Ax=0v{11x A %), clest-d~dire x = x AN} X
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et ¥ £97x .

- WMx v y) = Ox Ay

Apartir de 1xA{xvy) ={1x A x)v{(1x A ¥) =
= tx Ay £y on a dlaprés 3- 1i)1x Aly <Hx v ¥).
Mais x <€ X v ¥ et y<x vy , dlaprés 2. on dé-
duit 1{x v y)<£x et W(x v yY<1y alors
i) 1 {x v ¥) 29x A1y . De i) et ii} or a 5=,

b 11X = 1 X

De X <£71x on a d'aprés 2- i) T77171x €71 X .
e 4- , ii) U1x «¢7J11x . De i) et ii) oo obtient 6=
Ea tenant compte des axiomes N1) et N2) on déduit
les égalités suivantes:

T n 1l =0 ; B nlx v y) Eux oAwny

Posons pour abréger [ x = ~lwx . Par dualité on

i
a de meme:

Qe X vVrOx =1 1 10~ m(x v ¥y) = UX A0y
1l- rl1=20 1 12« Tx AT Xx =0
- 13- Si X £y alors Vy < X%

14= Si z€x vy alors Vy £x o (2
15« ©0x £ x 3 16— T{(x AN y)=Tx vy

17- ©6fx = [ x



De plus:

18- x £ U x

Puisgle x Al1x =0 on tire {(x A x)v X = (x|

1Aa{Tx v T x) =

i

ctest=b-Adire {(x vix) A{ x v i x)
=17x vix=¢x , donc Nx <« U x .

19- v x £77x

I1 en résulte en raison de 4- et 15- .

Diaprés les égalités 11), 12}, 713) et ses duales
Qw, 10-, 11~ et en tenant compie gque l'axiome 7T} peut
gtécrire: si VYx = Vy et Ax = Ay alors X =y 4
nous pouvons établir, grace au résultat de Varlet, gque
A est une algbbre de Lukasiewicz trivalente et par consé-
guent une algbbre de Heyting trivalente, Dtune fagon plus
directe, i ltorn définit ltimplication = sur 4 au
moyen de l1'égalité:

X==y = 1x v ¥y vIirx A1}y

on peut en céduire que A est une algbbre cde Heyting
trivalente.

A ce propos on établit 1l'un aprés ltautre les g
lités suivantes:

Hlw X == X = 1
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Tx v x v{rx A1x) =

]
J
E
[

(1x v vex)a(1x v X vIx)

&

Diaprés G- et l- , x =ax = Ax v DAalx vl =1

Ho= (x = y) Ay = ¥

(X = ) Ay ={(1x vy v({Cx AT¥)) Ay =¥

H3- x Al{x =y) =X Ay

xAa(x=y) =xaAlr1xvy virx A11y)) =

Ovi(ix Ayivi{x Antx AT7Y)

H]

Voyons que (X Ay)ivi{xalx AT11y) = X A Y .
De 5-, 12) et 6~ on tire: MWIx A y)v (X AT X ANIY)) =
= (IX VA A{(TXVITX v1y) =0x vy =1 {x A ¥)
les égalités 8-, N2), 12), 5-, N1) et 71) entralnent:
Av({x AYIv{(x ATx ATIY)) = Tn(x A y) v
V{(Tax ATIVX ATy = T (x A y)

Dtaprds 7IN) on a: (X A¥Y)vw(X AT X ATTYy) =

= X A Y , donc H3-

Hi-_ X = {(y ~ 2) = (x = yIA(x = 2]

X =2(y A 2) s 1xv(yAz)virx AVI(y A 2)) =
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((Txvy)A(tx v z))v(rx ATy AVI2) =

(y vex)a(axvaiy)al(ax vy viizialz vIx)a
ArIx vz vIITIAa{ax v1z) = (¥ vox)a(x vIiyin
Az vix) Az viir2z) (1)

(x = y)nlx =2z} = (Nx vyv(cx ~ATN¥)) A

Al vzulox Atz2)) = (yvex)a(x vIIy)Aa

Az vex)A(x v z) (2)

De (1) et (2} on obtient H4-.

HS- (x v y) = 2z = (x =z)A(y =2)

(xvy)= 2= J{(xvy)vazv(r{(xvy) A11z2) =

("X ANY) v 2v(T X ATY AT12Z) =

i

((1x va)a(ay v 2))v{TXATY A 2) =

#

(z vexialaxvzvey)aldlx v 112} A

]

ATy vavrx)Alz viyIaA(1y viI12) = (z v X} A

A1 vzl a(z veoy)a(ay v 2) (1)

(x = 2) Ay = 2) s (1x vzv(rcx A112))A

Alayvzv(ty A12)) = {2z vex)A(nx v112z)A

Nz voeyin(ny v rroz) (2)
De (1) et (2) ona H5-

Les égalités H1- & H5- expriment que A
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est une algdbre de Heyting (A. Monteiro, 1955, p.151).

On établit de meme 1'égalité
- (x=2)= y) = ({({y =%x) = y5) =y) =1

Dans une algdébre de Heyting la condition P3- est
équivalente &

(((x =» 2) = y)A({y=%) = V)) =y =1, clest-
b-dire & ({x = 2)v(y = X)) = ¥ < vy . En utilisant
la définition de = et gquelques propriétés déjh montrées
on obtient: ((x = 2)v(y = X)) = y =
= (Txvzv({x aMz2)vVigvxv{Cy A1) = ¥y =
= ({((z vrxviy v x)a(nxviizvly v x)) Vv

V{ry ATIX))=>y =

(1A(1xvIlzvx veyda(7xvNzvly vix)) = y =

(1TxvMzvxvrey) = y-=
=M 7x vzviviy)vyv{r(1xvNzvz vry) Ally) =

= (11X A ZANX AICY) vy v(F1X ATTIZ ATX ACTY) =

Ov{yverx)A{yvrzg) A(y vix) Ay . Ta dernisdre
- expression est évidemment plus petit que y , ce qui
prouve bien T3~ ., A est donc une algebre de Heyting
trivalente et le systéme (A,~ ) est une A,H.f.I,,

Dans le cas des algbébres de ILukasiewicz tri-



valentes, 0on a que wlx = 77X =VX alors 71x =A~X

d'oli X =AX et x =~0x =VU~x , Donc l'égalité
X =y =X vy v{x Ally) peut se écrire aussi sous
la forme X = ¥ =b~X vy v{T~X AQY) . Cette expression

est celle utilisé par L. Monteiro, 1970, p.458.

IIT- A H.T.I. D'ENSEMBLES

Soit T un ensenble non vide et ‘f une invo-
lution de T sur T . %n posant ~X = CY{X) pour tout
X&T 1l en résulte que toute “amille de sous-ensembles
de T <fermée par rapport aux opérations O, v et o~
est une algébre de WMorgan. Toute algbbre de Morgan de ce

type est dite une algébre de Yorgan d'ensembles, lLa mé-

thode de Stone entraline que toute algdbre de Morgan est
isomorphe & utne algbbre de Morgan diensembles (A. Bia-
lynicki-3irula et H. Rasiowa, 13957, p.2509-261) .

Si l'on pose de plus R‘?Xﬁ X v (X) pour
tout X<T on voit que ~X w9 X =T, X ATX =

= nmX n X WX n Y)EVX AV Y , et le systéme
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(2"

s Tya,u,n, V) est une algdbre de Iukasiewicz tri-
valente si et seulement si 1l'involution Y est la trans-
formation identique (A. Monteiro, 13966 b) . Mais il peut

avoir des socus-algtbres de Morgan de (QT,A/)

qui soient
fermées par rapport 4 l'opération ¥V et qui de plus satis-
fassent & l'inclusion:

VX AR Y € 9({(X A Y) s
ctest-b-dire qui soient des algbbres de Lukasiewicz tri-

valentes. Les algkbres de ce type sont dites des algbbres

de Lukasiewicz trivalentes dfensembles, et tout algdbre

de Lukasiewicz trivalente est isomorphe & une algébre de
Lukasiewicz trivalente d'ensembles (A. Monteiro, 1966 b).

En vertu de ces résultats nous allons consigdé-
rer la construcvion suivante.

Seit T un ensemble non vide sur lequel on dé-
finit deux involutions ¥ et « de T sur T telles
que pour tout x €T on a f&(x) =AM (x) .

Pour chague partie X de T on définit les
opérations ~, et ] au moyen des égalités:
cY (%)

C(X v P« X)

r~ X

it

X
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Ces opérations ont les propridtés suivantes:
N1) vn~nX = X s W2) ~{(X A Y) snX unnvY
1 g=r1 P 2) X An1X= ¢
3) 17X Y € 13X A ¥

Remarquong de plus:

(X AY) =c{(XAaY)vf(XnY)) =

=C{XaY) v (PtX ApaY))=

= C((X vPX) n (XuvaY) A{Y v X)) A (Y uval X)),
AX Y = (X voexX)wC{Y oY) =

= C{X uadX) n (Y UuatY))
alors pour que (X n ¥Y)eX w1 Y , il faut que:
B (X varX) A (Y oY) s (X u¥ Y)Y A (Y w el X)

Les conditions X =7Y et I~X =7~Y

peuvent s'écrire: C{X uvwaX) = (Y uolY) et

H

C{CYX v PACYX) = C(CYY u¥x CYY) ; ce qui revient
au meéme de dire:
L wugr = 7T utadY
B)
L gt = ¥ Aagar Y
Pour que le systime (ET, Tsvsn,~,1 ) s0it

une A, H.T.I. il doit vérifier la condition A4) , et 3B)

doit entralner X = Y .
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Si ¥ =g 1la condition A} s'éerit :
Y uPrY =%4Y n ¥ , clest-bi-dire YA Y = Y , alors
_ =1 s o v
o= s . Dans ce cas la condition B) entraine X = Y,
-1 ) . s 4o
Inversement, s8i Y=« la condifion 4&) st'écrit
X nY<eX oY cequi est toujours vrai et B) eatralnc

X= Y,

1

Ia condition Y =« ~ n'est pas vraie en gé-

T

néral et le systéme (27, T ,v,n,r,7) ) ne sera pas

une A H.T.I.. Mais il peut exister des sous-algtbres de

T

Morgan de (27, T ,w,n,r~; 1) qui scient des A.H,T.I..

Définition 4. Soit T un ensemble non vide sur lequel

gont définies deux invelutions Y et o4
de T sur T telles que Wor(X) = o (%)
pour tout x&T . Toute A,H.T.I. de la for-
me (S,v,n,1,~) ol 8 est une famille
de sous-ensembles de T , fermée par rap-
port aux opérations v ,n, ~ et 7 o'
¢ (X))

X wpa X)

f

~ X

RS

est dite une A.H.T.I., d'ensembles déter-
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minée par T , Y et & .

Nous allons montrer par la suite gue toute
A.H.T.I. est isomorphe & une A H.T.I. d'ensembles, eun
utilisant les méthodes de Stone, 1937, et de Bialynicki-
Birula et Rasiowa, 1857.

Ttant donnde une algtbre (A, ~) so0it E
1'ensemble de tous ses filtres premiers, Pour tout PeE
nous posons:

c ~P

$(P)

A(P) = =P .

Nous avons bien deux involutions ¥ et &« de E sur k
telles que “PA(P) = (P} , pour tout PeE .

Pour tout aed soit nh{a) 1la classe de tous
les filtres premiers P tels que ae? .

Diapres Stone on sait que le systéme (A'=h(A), v, n)
est un anneau de sous-ensembles de ¥ isomorphe au treillis
distributif (A,v , ~A) . Bialyanicki-Birula et Rasiowa ont
ean outre montré que h(~a) = h(a) .

Pour chague X £€E nous posouns:

97X = C(X v tX) .
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Il est clair que Jg =EF , X A 1X=§¢ et
T v 1Y <S(X ~ ¥) . De plus si a €A alors
Maeh et hina)ed' . Il nous faut montrer que:
1- 1 h{a) = h( a)
2~ le systéme (4';,~) est une A,H.T.I. .
Demonstration de 1l-. En tenant compte des équivalen-
ces: P £ h(a) &> Peh{a) vfah{a) = il existe

un filtre premier P tel que a el et P =P ou

1 1 1

P ==\%L(Pl) . Si P = Pl puisgue ac-:Pl ona Ja gPl =

P et alors P £ h(na) . Si P =Y4P

1 alors Y« P =

Pl et a&Y¥P ., Puisque Yo P =4C 4 -P = C-P et

- satisfait & la loi de Kalman-Kleene il résulte que
P et Y~P sont comparables,

Si P est maximal alors Y4 P € P et puisque ae{a?

ona aeP , donc lag?P et P £ n(ha).

Si P est minimal on a P SfLP et de aefAP on

déduit Na £¥LP et 7a P, clest-t-dire P & h(7 a).
Nous avons ainsi démontré que: P & 71 hi(a) équivaut

& P £&n{1a) , clest-h-dire n{(7a) =71h{a) .
Démonstration de 2-. (X A Y) =7(h(a) f\ (b)) =

=1(n{a A DB)) =h(7(a~n b)) =h{1a vib) =
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= h(7a)uh(1b) =7h{(a)v 1 h{b) =7TX v 1 Y . Supposons
que “lh(a) =7h(b) et (~h{(a) = J~n(b) , alors
n{1a) = h{7 b) et h{(1~a) = h(Q~b) et puisque h
est un isomorphisme Ta =7b et J~a =0~0D et en
vertu de IN) , a =b et h{a) = nh(bv) .

Le systéme (A'=h{A),~) est alors une A.H.T.I.

d'ensembles isomorphe & l'algtbre (A4,~)

————— 000 = mm ==



CHAPITRE III

SYSTEMES TEDUCTIFS. THEOREME DE REPRESENTATION

I- DEFINITION

De fagon abrégée on dira en général "l'algk-

bre A " au lieu de dire w1 eg]gbbre de Heyting tri-

valente involutive (A,n~) " .

Seit h 1'homomorphisme de l'algtbre A dans

l'algdbre B . L'ensemble N{h) de tous les xe A tels

que h(x) =1 est dit Je noyau de 1t'homomorphisme h .
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Pour que l'homomorphisme h so0it un isomorphisme il
faut et il suffit que N(h) = 21 1
Le noyau N(h)} d*un homomorphisme satisfait
aux propriétés suivantes:
nl- 1et(h)
D2- Modus Ponens. Si X,x=y <N(h) =alors yeN(h)
D3~ Contraposition, Si X=sy e N(h) =alors

Ny = ~XeN(h) .

Définition 5. Une partie D dfune algdbre A est dite

un systeme déductif (s.d4.) si elle satis-
fait aux conditicens DIl-, D2- et D3-.

Un s.d., D est propre si D # A .

Dans une algbkbre de Heyting les parties qui
vérifient Dl- et D2- coincident avec les filtres
(A. Monteiro, 1954, p.157). Dans une A H,T.I, tout s.d.
est un filtre tandis que la réciproque est inexacte.
Considérons par exemple l'algtbre de Heyting du diagram-
me donné sur laquelle on définit ltopération ru de la

fagon suivante:
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n0 =1 3 e =d ; w~b=Co0oj 1

ne = b 3 ~nd=a : ~1 =0 . o 3
Lfensemble D = jc , 11}est a b

un filtre de A mais il ntest \\f//

pas un s.d. parce gue d==>b = CceD et wb = ~nvd =

= c=9ga= afgolh.

Une caractérisation des s.d., au moyen de 1& NG

tion de filtre est donnée par le résultat suivant,

Théordme 4. Pour qu'un filtre D soit un s.d. il faut

et il suffit qu'il satisfasse & la condition
{D) pour tout 4 €D 1l existe un d'e D tel
que ~d A d' =0 .,

Démonstration.

La condition est nécessaire. Supposons gque D 80it un

s.d. alors en particulier il est un filtre. 51 deD
on a donc d=1=9deD et dtaprdés D3~ ,~vd == mnl =
= wd = 0 =Tud v0O v{f~nd AVO0) =1nwd = d%e D

et vd A dt maud AT d = 0

La condition est suffisante. Soit D un filtre gqui sa-

tisfait & (D) , alors Dl- et D2~ en sont vérifiédes.
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Il reste donc & montrer D3- . Soit d4d = x=ye D alors
i1 existe un (1) dte D tel que ~{x=y) A d' =0.
ponc (2) 4 €in{x = y) . Mais (3) Tw(x=y) <

¢ (ny=>r~x) parce que: Ja(x =y) =

= {1 x vy v{cx A9 y)) =avx viey vV ANTY)
Ny:_é,-,, NX =Y VNX V(TN T ATNX) =loY vax vinY AVAX)
et ~VXx £~x . D2 (1), {2) et (3) comme D est un

filtre on tire que ~NY = ~NXED .,

En vertu de ce gue nous venons de voir pour gu?
un s.d. D soit propre il faut que si deD alors
~d & D . La condition est aussi suffisante, puisque du

fait que 1€ D nous avons ~1 =0 £ D et D est propre.

Si D est un filtre d'une algebre de Heyting
A, la relation a = b (mod D) définie par: a = b (mod D)
si et seulement si (a=d)Aa{b=2a)e D est une relation
d'éguivalence compatible avec les opérations v, A,=s , 7 ,
définies sur A (Rieger, 1949).

S D est un s,d., la relation " " oest

i

aussi compatible avec ltopération ~ ; autrement dit
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si a =b (mod D) alors ~b z=wa {mod D) . En effet,
a = b (mod D) exprime bien gque a=>b,b=>a €D et
dtaprés D3-, vb=s wa,~va == ~ b eD , c'est-b-dire

va = ~b {mod D).

Soit | x| 1la classe d'éguivalence contenant
ltélément x , et A' = A/D 1'ensemble des classes
dtégquivalence (mod D). En raison de la compatibilité
existant entre les opérations V , A, =, |, v de A
et la relation = , on peut définir une structure al-
gébrique sur A' A& l'aide des égalités:

Xl v Iyl=1lx v ¥y | 5 X =1¥yl=ix = ¥i 3

FXE A 1YL= 1X A § ; qfx {= 1 x! ;

H

~ x| imxg
Signalons gque I coincide avec une des clas-

gses d'équivalence (mod D), précisément D = |1} et si

l'on pose D= 1' on peut établir 1°'énoncé suivant:

Théordme 5. L'algébre quotient (A'= A/D, ~ ) est une

A H,7.I. ok 1' est le plus grand élément
de A' , ILtapplication canonique h(x) = | x|

est un homomorphisme de A sur A° de
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noyau D .,

Le réault&tlprécéden% peut etre considéré
comme une conséguence des résultats obtenus par Gr.
Moisil, 1942, p.77-82.

Toutes les images homomorphes dfune A H.T.I.
peuvent se déterminer de cette fagon. Autrement dit, si
A" est une image homomorphe de A par rapport & l'ho-

momorphisme f de noyau D et si 1lfon défirnit la rela-

tion 2 = b (med D) si et seulement si f(a) = f(b)
alors l'algdbre A/D = A' est isomorphe & A" .
8i D est un s.d. d'une AH,T.I., la condi-
tion a = b (mod D) est équivalente A&:
(E) il existe un deD tel gue a A d=bad.
Soit h un homomorphisme appliquant A sur
B . Diaprés les définitions de s.d., image complidte in-
verse et Y, on démontre:
l- si D' est un s.4. propre de B 1l'ensemble D =
= h”l(Dﬂ) est un s.d. propre de A .
2- gi D' est un s.d. maximal de B alors .D = hml(D*)

est un s.,d. maximal de A .
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3~ pour tout filtre premier P de B, hml(\f(P)) =
= ¢ (n7H(P))
Cette dernidre propriété peut se déduire des Im=-
plications & savoir:
xeh“l(\f(l?)} &= n(x)ey (P) > hix) d vP <=
= on(x) P = n(~x) dF &= nx g h(B) o=

= X ;ﬁwhal(P} = X G ‘f(hnl(k’)) .

Nous aurons besoin plus loin de certains ré-—
sultats valables pour les algbbres de Heyting que nous
rappelons ici:

- étant donné un filtre F et un élément a g F il
existe un filtre premier M maximal parmi tous les s.d.
contenant F et ne contenant pas 1l'élément a . ﬁ se-

ra dite un filtre vremier maximwal par rapport & a .

Ies filtres premiers maximaux par rapport &
un élément fixe a peuvent se caractériser (A. Montei=-
ro, 1960 a) au moyen de l'opération == , de la fagon
guivante:

- un filtre ¥ est maximal par rapport & 2" sl et

geulement si:
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le a g W
2= pour tout LM , X = aeW ,
- tout filtre propre d'une algkbre de Heyting est ltin-

tersection de filtres premiers.

IT- L*IMPLICATION FAIBLE ET LES S.D.

Tans wne algébre de Lukasiewicz trivalente
(4, I, Ay v, = , V) A& ltaide de l'implication de Luka-
siewicz »» , oh a4 =2 b = -avbvi{yg-a A¥b) on

peut définir une nouvelle opération, dite implication

faible -—» , de la fagon suivante:

8 —» b= 8ss(8+pb) = Ve v b ,

Les noyaux N(h) des homomorphismes peuvent
se caractériser commes les soug-ensembles de A satise
faisant aux conditions:

l- 1 e&WN(n)
2« Modus Ponens. Si a;a—sbeN(h) alors beN(h).

(A. Monteiro, 1963 a) .
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En ce qui concerne les algébres de Boole invo-
Iutives (A,~) , A, Monteiro, 1969, a aussi démontré
que les noyaux N(h) peuvent se déterminer comme les
sous-ensembles de 4 vérifiant aux conditions 1l- et

2- données DPlus haut en prenant l'opération d'implica~

tion faible -—— au moyen de 1'égalité;

a—-'»"b:“avwa\/b ®

Ces résultats adwettent une généralisation
aux A H.T.I. .

HMoyennant les opérations définies sur une A.H,
T.I. A on considére une nouvelle opération, dite 1time-

plication faible diaprés l'égalité:

& —b=1ra vVwa v b , pour tout a,bei .,
Cela posé on peut démontrer les propriétés sui=-
vantes,

l= Si a £ b alors a -—p b = 1

De asghb on a b <ra et en conséguence
b vOb<£b vea ., Mais b vCb =1 alors ls
£€b vVa£b vfavina = a—sb , clest-b-dire

2 =% h =1
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2w 8 — (b —a) =1 (loi de simplification)

b

En effet, a —(b —a) = Fa vVva vib vV~b v a =

3 a ~{b — c) (a — b) —»(a —»c) (loi de Frege)

ravvea vib vinb v ¢ et

L]

a —ﬁ(b»—ac"}
(2 >1b) = {8 —>c) =(a—b) vUV~v{a —sb)vla viwa v ¢ =

T(Ta viva v D) vV~(T a vV~va v b}vila vi~ag v ¢ =

it

(recaniva acb)v{i~anrfa A9~b) vfa vU~va v ¢©

il

(reaaiva Al TY vV~b)lvia v9~a v ¢ =

(rra viavVma v e)a(l~aviavimrva v C) A

H

A{rb vI~nb via vira v ¢} =0Cb vinbvia vina ve .

4= t{{a —» b)—a)va=1

r((a "'?b) —sa)va ;"r( f‘(a «@b)\;‘\?fu(a__:,b)v 8.)\/ g =

(rr(a‘Qb) f‘«m‘)u(a_—ab} Al a) v a =

{(re{ravima v D) Aiv(T avi~a v b) AT a) v a

]

i
fl

({raviwaviTb)Aa{Y~va via vivb)Aara) v a

Ffawvas=1

L}

5- ({a —»b)—a)—ea =1 (loi de Peirce)

((a = b) —a)—a=r({a—b)—a)vi~{(a —b)—s8a) vas=]

6 a=>b <a -—-b , clest-h-dire (& =2d)==(a—1b) =1

Rappelons nous qu'on peut écrire: x =y = ﬁx v yvi{rxavy'

Tonc:
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(8w b) == (a —1b) =Y a=2b) v(a—d) v (c(a=sb) avia —Db))=
;'ﬂ(7adb virtaaybd))vra vieavd v

vir{1avbv( caAnvbd))A¥9(ra vUuavb)) =
={Vaalbnlaa vidv)vravieavb v

v{ivanatd A(sa vib) Al raviva vVDb)) =

= (W vigaald)vraviwa vb v

v {rvasa)yviva z;"lb))m(r“av‘vuava))=

= {(va Aadb)vravwea vd v 0 v FWW~&)V(FbAﬂaAVb)v

V(92 3rRTa) v(9aalbavua)vO =
a an

(van1B)v{{(l Al A(raviwa vob)) =

il

(vavravimavgb) A{7buravivaveb) = 1

]

7- (a=> b))~ (~b =» ~va) = 1

Bn effet, (a=2b) —{~b=>w~va) = E’(a=¢b)~;‘7~(a =5 b) v
V(~b= ~a) , ¥ontrons que Vw{a =b)v (~b=swa) = 1
Ww(a=b) v(i~nb = nva) =0u(lavbovl{ra ATDB)) viab vaea v
V{TnND AU~NE) =aTa AVD AlTmva va9b))vinb veva v

V{~nTID AT~va) = (Pebalva) v (~]8AnP0)vled v va v

]

V(M"]b I\Vfua) (VN’b f\jNﬁ") V(( 1A(NVhV7ubVNa))V

i

v{~lb AV~ 2) ({ L A(vavaVbvicebd vaa)) vi~aTb AV~ 8) =
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= (uave¥b v wavelbd) A{jvavedovivb vOwma) =1

8. Si x =1 et x-—y =1 alors y =1 (Modus Ponens)

Dlapréds x =1 et x-»y =1 ona l-—y =

=]l vWwl vy =1, Mais (1

i

0 ,V~1 =0, alors y =1 .

{'est un fait bien connu que les conditions
2-, 3- et 8- entralnent que ltimplication faible satisfait
au théordme de la géduction.

Nous aborderons le probldme de caractériser les

s.d. d'une A.H.T.I. au moyen de l'implication faible.

A cet égard on démontre le résultat suivant.

Théordme 6, Pour gqu'une partie D d'une A.H.T.I. A

soit un s.d., il faut et il suffit que D
satisfasse aux conditions
Dil- 1le?D

D2~ Modus Ponens . Si a,a—»beD alors beD.

Dénmonstration,

Ia condition est nécessaire. Soit D un s.d.. Dbs que

I satisfait aux conditions DTl-, D2- et D3~ on veit

que D'1 est aussi vérifide. Montrons D'2. Supposons
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que (1) aeD et (2) a-—»b =rFavWavbeD. 5i
(3) b £ D alors D est un filtre propre, donc il exis-
te un filtre premier P tel que DsP et (4) D E€P .

Par ailleurs, dtaprés (1) et en vertu du théordime 4

on voit que (5)lvaeDSP et (6) Tiviwva = AVn~a

=pAaeDSP . Mais Tna AV~a =0 et ba AT a=0,
alors de {5) et (6) on tire respectivement (7) Y~a £P
et (8) va gP , Comme P est vremier, les conditions

(2), (7) et (8) entrafnent beP , ce qui comntredit (4).

La condition est suffisante. Soit D une partie que sa-

tisfait aux conditions D'1 et D'2 , alors Dl- est
évidemment vérifiéde. Pour montrer D2~ , supposons (1)
a,a=sbeD . D'aprés 6~ et 1- on voit que (2)
(a=b)—{a—D) =1eD, et de (1) et (2) on tire,
en vertu de D'2- gque (3) a—s>beD . Dtaprés (1) et
(3) et en raison aussi de D'2- on a de méme be D .

Reste & montrer D3-. Supposons que (1)
a=b&€D . Diaprés {7) ona (2) (a=b)—(wb=mwma) =
=1e€eD et de (1) et (2) on tire, en vertu de D!2

que w~wb = ~vaed.
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Remargue 1, Dans les cas particuliers des algkbres de

Lukasiewicz trivalentes et des algtbres de Boole involu-
tives la définition de 3 —» b =TavVva v b coincide
avec les expressions données auparavant.

Remarque 2. Nous avons indiqué plus haut la construction

de 1l'algdbre guotient A/D au moyen de la définition
x =y (nod D) si et sewxlement si (1) {(x=y)Aa(y=>x)e D
Mais en général il ne faut pas croire gu'on puisse rem-
placer (1) par (2) {(x—y)A(y —x)eD . Considérous
par exemple les éléments a et b de l'algbbre S9 .
Ltensemble D = {1} est un s.d., {(a—Dbv)a(b—a) =1eD

tandis que (a==DblA(b=22) =0 &€ D.

I1T- S.D. MAXIMAUX ET SIMPLES

Un g.d4. est dit maximal s'il est propre et
s'il n'est pas contenu, commue partie propre, dans un
autre s.d4d. propre.

La famille de tous les s.d. propres.ordonnée

par inclusion est inductive supérieurement. D'aprds le
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lemme de Zorn, chague s.d. propre est contenu dans un
s,d. maximal.

En tenant compte des propriétés 2-;, 3=, 5= e%
8-~ auxguelles l'implication faible satisfont et la ca-
ractérisation des s.d. donnée au paragraphe II on conclut
que l'intersection de tous les s.d. maximaux d'une A.H.T.I.
est réduite & l'ensemble {1} (A. Monteiro, 1960 a, 1963a
et 1970) . Ceci revient & dire gque les A.H.T.I, sont

seni-gimples.

Nous allons maintenant caractériser les s.d.

maximaux d'une algbtbre A au moyen des ultrafiltres de 4 .

Remarguons gque:
Iemme 1. Si D est un s.d. et P un filtre premier tel
que D&¢P alors D < (P) .

Démonstraticon.

Si D& $(P) il existerait un élément 4 tel que
(1) de?P et (2) & £v¢v(P) . La condition (2) équivaut
& dire gue (3) de~P , clest-b-dire (4)~deP . En
raison de (1) comme I est un s.d. il existérait un

(5) 3'¢ DSP tel que (6) ~d A d' =0 . De (4), (5)
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et (6) on tire 0e?P , ce qui contredit le fait d"étre_

P un filtre premier.

En général l'intersection P A (P) ntest pas
un s.d.. I1 suffit de considérer dans 1ltalgbore S9 le
filtre P = F(a) , Y¥(P) = ®b} ; P nY (P) = P £)
nfest pas un s.d. car 1= = fe®f) , mais ~vf=> n1=
=a=0=¢e g PT) .

I1 y a lieu, d‘'aprés les caractéristiques de

cet exemple d'énoncer le résultat suivant.

Théorsme 7. Si Ul et U2 sont deux ultrafiltres tels

que \f(Ug') < Ul ’ \{’(Ul) < U2 , alors

S = Lf‘(Ul) A ~f(U2) est un s.d. propre.

Mdmonstration.

g est un filtre propre puisgue L{’(Ul”} et ~{>(U2)
sont filtres propres. Il reste alors & montrer gque S
vérifie la condition (D) . Supposons que (1) desS
alors dc:-f(Ul) et 4 (—.\f(Uz) , c'est-h-dire (2 ma & Uy
et (3) md €T, . Pe (2), (3) et du fait que U, et

U2 sont ultrafiltres on déduit (4)Iwé € Ul n U, .
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De plus (5) ¥~d ATImva = 0 et de (4) et (5) on tire
(6) V~md ¢ Ul et (7)V~a g U, clest-t-dire (8)

Umvd £ P(U,) et (9) Uv4 £v(U]) . Mais

J~egd v 1~ d = 1 et les filtres ‘f(Ul) et \((32) sont
premiers alors de (8) et (9) ona 4'=7T]~d €
Q‘f(Ul)rﬁ*f(Ug) =8 ., Comme ~d ~~d = 0 la condition

(D) est satisfaite.

Théortme 8. Si P est un filtre premier tel que P eY(2)

alors P est un s.d, maximal,

éronstration.

Te fait d'8tre P un s.d. est une conséguence im-
nédiate du théoréme précédent.

Reste & montrer que P est maximal. Supposons qu'fil
n'en gcit pas ainsi. Alors il existerait un s.d. ¥ Ppro-
pre tel que (1) PcH ., Seit x un élément tel que (2)
xeM et (3) x £P . De (2) on déduit (4) ~xX £,
et de (1) et (4) ona (5) ~x g7 et (6) x £~2 ,
ctest-b-dire (7) xefP(P) . De (2) et (7) on tire
(8) M sv¥(Pp) .

Dtapreés (1) et (8) on conclut () PcM ey (P)
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et comme lfalgdbre est trivalente on en géauit {10)
M = ‘% (?) . Dtailleurs , (3) entraine (11) ~x €~P
clest-bedire (12) ~x (P} =M , ce gui contredit (4;.

On a bier la maximalité de 2 .

Définition 6. Un s.3. S est dit sinmple s?'il existe

deux ultrafiltres U.L et U2 s, Avec

\f’(Uz) < Ul s L{’(Ul‘) < U, , tels gque

5 = ‘f(Ul) m‘f(Ug) .

Théortme 9. Tout s.d., propre D dune AH,T.I. es3
contenu dans un s.d4. simple.

Démonstration.

Soit T wun s.d. propre et & e&D . Alors ~d £ D .
Comme D est un filtre propre il existe un filtre premier
P tel que DEP et ~ad g P . D'aprés le lemme 1,

D E&f(P) , c'est-a-dire D <SP AP(P) .

TLtun des deux filtres P e

ct

\f’(‘?) est minimal,
Supposons par exemple que P est minimal,
a- Si P s¥(P) , en prenant Ul = U, = ¥ (P) on dé-

auit f(U}) = $(U,) =P et alors DS =(U) At



57

o S est un s.d. simple.

b= Si P £Y(P) , il existe un ultrafilire U tel que
PSU et Y(U) ¢ f(P) . En posant U, =U et
U, = (P} on conclut D €38 = ‘P(Ui} ~ f’(UQ) s

oh S est un s.d. simple,

On étadblit de meme si Y (P) est minimal.

Nous allons donner dans ce gui suit une carac-

térisation des s.d. maximaux d'une A.H,T.I. moyennant

les ultrafiltres de l'algdbre,

™éordme 10, Pour qutun s.d. ¥ soit maximal dans une
Q

AH,T,I. il faut et il suffit qut'il soit
simple.

Démonstration,

Ia corndition est nécessaire, Scit ¥ un s.d. maximal.

Comme I est propre, dfapreés le théordme G , il est
contenu dans un s.d. simple S . En tenant compte de la
maximalité de M ona M =S et M est simple.

Ta condition est suffisante, Soit & wun s.d. simple. Il

existe donc deux ultrafiltres Ul et U2 tels que
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5 = N(UD) ~AY(U) , (0 =T, , P(U,) € U)o

Si S n'est pas maximal il existerait un s.d4. M Ppropre
tel que ScM . D'aprés le théordbme 9 il existe deux

ultrafiltres Ui et U;
\-f (Ui) < Ué ’ \{’(Ué} < Ui , alors S =‘F(Ul) n\f’(Ug)c

tels que M (U3 Ay (TR ,

CY¥(U]) A (U . I1 en résulte:
(1) (U AUy < F(8)) et
(2)  9(U) ~plUy) cq(uy) .
Comme ¥ (U!) et f(U4) sont filtres premiers

1

ninimaux , de (1) et (2) on tire respectivement:

(3) w(u)) = ‘¥ (uy) ou (4) (U,) =+v(U]) et
(5) (Uy) = p(U3) ou (6) $(U,) =v(Uy) .
Si (3) et (5) sont valables on a (7) M c\(U) =

=\f(Ué) =‘~{J(Ul) C—.U2 , et alors (8) Ms‘{’(UQ) . De

(7) et (8) on conclut (9) Me*f(U;) ay (U,) =5,
ce qul est inexacte.

Une démonstration analogue montre le théoréme lors-—
gue (4) et (6) sont valables.

Si lton aurait (4) et (5) ou (3) et (6) alors

S =M , ce gqgui est aussi inexacte, Ceci achdve la 3dé-
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monstration.

IV~ 5.D. COMPLETEMENT IRREDUCTIBLES.

THECREME DE REPRESENTATION.

Parmi tous les s.d. d'une A.H.T.I. nous allons

considérer avec Birkhoff et Frink, 1948, les s.d. complé-

tement irréductibles.

Définition 7. Un s.d. propre D est dit compldtement

irréductible si et seulement gsi D = f\ D.
iel 71

entrafne qu'il existe un indice i€l el

gue D = Di . Autrement dit, si D ne
o}

peut pas s'exprimer comme une intersection

des s.d. autres que lui-meme.

L'existence de s.d. compldtement irréductibles

dans une A,H.T,I., est assurde var les lemmes suivants.

Lenme 2. Etant donné un s.d. (propre) D et un élément
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a#Z D il cxiste un s.d. ¥ maximal parmi
tons les s.4. contenant D et ne contenant

pas lféldment 2 .

Lemme 3, Un s.d. D est compldétement irréductible si
et seulement s'il existe un €¢lément a &€ D
tel que P est un s.d. maximal parmi tous les

5.d. ne contenant pas lidélément a .

Diaprés les lemmes 2 et 3 on tire aisément:

Théordme 11l. Tout s.d. propre D est l'intersection des

s.d. complitement irréductibles.

Théordme 12, Tout s.d., completement irrdductible et un

S.d. siuple,

Démonstration.

Soit D un s.d. compliétemeant irréductivle, il exis-

2

te donc un ¢élément a ¢ D tel que D est un s.d. maxi-
mal parni tous les s.d. ne conternant pas 1l'élément a .

Comme D est en particulier un filtrz, 11l existe un fil-

tre prenicer P omaxiral par rappdrt 4 a2 tel que
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(1) DsP . Alors (2) Dsf(P) . Btant donnés les fil- .
tres P et M(P) , 1l'un des deux est minimal. Suppo-
sons par exemple gque P est minimal., Ians ce casil exis-
te un ultrafiltre U tel que (3) PSU , clest-i-dire
(4) Y(U) «¥(P) . Mais (5) DsU , d'oh (6) D <¥(U).
D'aprés (1) & (6) on conclut que D est contenu dans
uz s.d. simple S = P AY(U) . De méme si Y(P) est mi-
nimal,

De plus a €S car a g P . BEn raison de la maxima-
lité de D parmi les s.d. ne contenant pas 1'élément a ,

on déduit D=5 et I est un s.d. simple.

En tenant compte des théordmes donnéds plus haut
on a:

Corollaire. Tout s.d, propre D est l'intersection de

s.d. simples.

En rapprochant les théortmes 10 et 12 et le

lemme 3 on conclut: dans une A.H.T.I. les notions de

s.d. simple, s.d. maximal et s.d. compldtement irréduc-

tible sont équivalenies.
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Dans ce gui suit nous alloans monitrer un théo- .
réme de reprdsentation.

Théordtme 13. Toute algtbre A ayant plus d'un élément

est isomorphe & un sous-produit direct des
algbbres quotieats A/Mi , ok {Mig sel
est la famille de tous les s.d. simples de

Démonstration.

Soiv M4 la famille de tous les s.d. simples
12 iel
de A . Cette famille n'est pas vide, puisque comme A

posséde plus d'un élément le s.d. D =41} est propre et

' -
en counséquence il estlintersection des s.d. simples. Pour

chaque 1 eI considérous l'algtbre guotient Ei = A/Mi.

Soit hi 1l'homomorphisme canonique de A sur Ei et

E = {E& Ei le produit direct de ces algdtbres. On no-

tera x = (xi)ieI les éléments de E .

Pour chaque a €4 ©posons h(a) = (hi(a))iel . h
est une application de A4 dans = , De plus:
l- h est un isomorphisme de A dans E . En effet h
est évidemment un homomorphisme de A dans E et

soient a4 et b deux éléments distincts de A . Si

a £ b il existe un filtre premier P tel que aeP
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et b€ P . Or, l'un des deux filtres P et Y{(P) est .
minimal, Si par exemple P est minimal il existe un ule-
trafiltre U +tel que P SU . L'intersection M =P oy (U)
est un s.d. simple et par rapport & la relation d'égqui-
valence moduloc M 1les éléments a et v n'appartieant
pas &4 la méme classe car s'il était a = b (mod M) il
serait a = b&SSP et comme acecP d'aprés le modus
poneas on aurait beP , ce qui n'est pas vrai. De mEme
si Y(P) est minimal. Tonc hi(a) # hi(b) et h(a) #
h(bv) .

2- Soit A' = nh{(A) . Alors A' est une sous-algbbre
de T isomorphe & A .7

3- Pour chaque ielI , TTi(iﬁﬁ ;'Ei , ok TTi quf.

la projection de A' sur l'axe Ei . T

A

D'aprés 1-, 2- et 3~ o0& é%abli 1lassertisa.,
[ wh . \‘ %’\\,2‘7;3 . 1 ¥ e

S
RS
LS

Iorsque A est finie, le résultat précédent
: 0y

sténonce;

Théoréme 14, Si les s.d. maximaux d'une algbbre finie A
sont 'Ml' Mz, ceey Mn alors

N
AE oAM x AN, X ..ox AN .
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moastration.

Dfapres le *héoréme précédent 4 est isomorphe A
une sous-algkbre A' du prodult direct A/Ml X A/MZ‘X
X cu. X A/mn et l'isomorphisme h est donné par (1)
h{a} = (hlﬁa}a hg(a),gu,,hn(a)} , ol hi est 1'nomo-
morphisme canonique de & sur A/Mi .

Dins ce cadre pour montrer le thdordme il suffit de
prouver que li'application défianie par (1) est surjec-
tive, c'est-&-dire, étant dounéde la n-upla (al,az,o,,,anﬁg
ol a.E.A/Mi s leien il existe un élément ae 4
tel que h.{(a) =a, , 1gign ,

i i

BEtant doané 1'8lément -aiémmﬂ%“ s l'ensemble
A, = ix €A tels que hi(x) = a2, i n'est pas vide car
1'aomomorphisme canonigue hi @3t une application de

[ -

J . AT, .,
A sur &/’l

Soit x. = /A\ ¥ . Puisque l'algbbre A est fi-
il X eﬁi e

nie  x. e A, , clest-h-dire hj(x) = a. .,

e i i i
Fol
Considérons 1'éldment \v/
g = X, .
i=1 i

¥ontrons précisément que h{a) = (al,ag,no.,an) s Clest-

L-dire hi(a) =a, l1£ign .,
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Si vour un indice 1 hi{a) # a, ona a & ‘Ai s

c'est-a-dire a # Xy {mod I’J’{i) .

Btant doané i?‘.?[i il existe deux ultrafilires Ul et

U, tels que M, = W(U) af(U) , 9(U)eT, ,

¥ (U2) < Ul . Notons Pk s 12k<¢<4 ces quatre filtres

premiers, Puisque a # Xy et X.s8a 1tun des filtres

premiers Pk vérifie les conditions aéPk et X, ng .

n
Du fait d'etre a = \/ X.e? et P premier il
i=1 1 k k

Xiste un X, ¢ X, . Yais . r 5 07
existe un 3 tel que J[JQPR_ ais X, 4 P alors on
a x.e? ol 1 ¥ 3 .

J k

Considérons le filtre principal F(aj) < A/MJ. . Le

filtre prinecipal F(xj} coincide avec hgl(F(aj))

dtaprds les équivalences:

¥ @ Mx.) &= x_ <£x n(x. )eh (X) e a.<h. (x
= h}.(x} eF(aj) = xeh;l(F(aj)) . De plus ,

%

M. € RN t er b iene i . Lt ‘
3 F(XJ) « et en c?o 1séquence jef(Pk) Ltun des

filtres Pk R \f(Pk) est minimal, Supposons par exemple

que Pk egt miniwnal., Donc il existe un ultrafiltre U

4

tel que PkEU , et en conséquence MJ_EY(U) et



CHAPITRE IV

ALGEBRES STIMPTLES

Il y a lieu de préciser, d'aprés le résultats
précédents, la structure des algdbres A/M , o M est
un s.d4. simple de A .

Nous appellerons A.H.T.I. ayant neuf, quatre,
trois et deux éléments 4 toute algébre isomorphe respec-
tivement & l'algébre S, , S, » S ou S, .

9 4 3 2

Théoréme 15, S1i A est une A H.T.I. et M un s.d.
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simple de A , alors ltalgébre quotient
A' = A/¥ est une A.H.T.I. ayant neuf,
quatre, trois ou deuwx éléments,

Mmonstration.

Soit ¥ un s.d., simple de A . I1 existe aleors

dewx ultrafilires Ul et U,

tels que W =*f(U1)r\¥’(U2) 3

Nous sommes ainsi amenéds & distinguer les sous-ensem-

bles que voici:

L, = (U ~ P (U,) i Dy =M(U)) AT A ST
13 = ‘f(Uz)r\Ug A C f(Ul) 3 L, = \f(Ul} n CUy ;
L5 = ‘f(U2) A CU2 : Lﬁ = Uzr\C(lejf(Ul)) ;

L, = UjalUy, ~ c(P(U)) vy (Us)) ;
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~ oo 5 N r -
{L8 Ul ) {,(Uz v ‘kaQH ;L
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C(Ul ) U2)

Chacun de ces sous-ensembles est une classe dfégqui-

valence module M . En effet:
1= Ll est une classe d'éguivalence modulo M , car
;1 =[1]= M.

L L2 .est une classe dtéguivalence mcdulo N |

So?ent a,belL, , alors {1) a,bcaf(Ul) .
(2) a,b!aUl et (3) a,b ¢~f(u2) . Mais bga=sDb ,
a<b=>a et Mf(Ul) est un filtre, donc de (1) on
gdduit (4) a =b,b=a & (U;) De plus Y(U,) est
maximal par rapporit aux éléments 2z et b  puisque

a,b ¢ Uy ~n C ¥(0,) , alors (5) a=0b,0=a ef(U,) .
Te (4) et {5) on tire (6} a=Db,b=aclt
d'oh a = b (mod M)

Si x est un &lément tel que a = x {(mod M) , on
a (7) a=s>xe¥ ., Drautre part (8) M sf(Ul) , et de
(7 vet (8) on conelut (9) 8 =sx Q*f(Ul) . e (1)
et (9) dtaprds le modus ponens, (10) x &\f(Ui) .
D'aiileurs (11) ¥ EUI , et de (7) et (11) on ti-
re tl?) a=xe¢U, . De (2) et (12) en raison du

1
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modus ponens, {(13) x eUl . De (10) et (13) on dé-

guit {14) erl m"f(U’l} . Mais a¢111 et Ll est

une classe dféquivalence alors de a = x on conclut

th

{15) % & L.L De {(14) et (15) on a xeLz.

3- L est une classe d'éguivalence modulo M,

3

La démonstration est analogue & celle précédente.

4= L, est une classe d'éguivalence modulo M .

-

Soiznt a,b ¢.14 , alors (1) =a,b e‘*{’(Ul) et
{(2) a,b e CUl . Mais a<b=2a , Dbsgca=b et ‘f(Ul)
eat un Tiltire douc de (1) on déduit (3) a==D,

v ef(U.) . De (2) et er vertu d'etre U, un ul-

trofiltre on & (4) 2 =>b,0 =a €l De (3) et {4)

1 -
or tire (5) a=50,b=>5 e, o ‘f(Ul‘) . Or (86) a==Db,
o=ra g L, . pzrce que dans les cas contraire \f(UQ)
serait maximal par rapport aux ¢éléments a==b et O =wa
et alors a=y{a==b) = a ==b a“{’{Uz) et b =(b =»a) =
= b=a ew{"(Ug) , ce qui est impossible car ?(UZ) et
L, sont disjoints. De (5) et (6} on conclut a =D,
b=w8&l , c'est-t~dire a = b (mod X) .

Si x ent un élément tel que a = x {mod M) , alors

(7} ?,x@Xa’.’:E‘Iﬁkf(Ul) . De (1) et (7) drlaprds le
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modus ponens, (8) x e‘"f"(Ulf} . Si x eLlu L2 , comme

Ll et ."LQ sont deux classes d'éguivalences on aurait

a eLlu L, , ce qui contredit (2) . Done (9) x £ Llu L.

e (8) et {(9) on a bien xaL4 .
5= L5 est une classe d'éguivalence modulo M.

1a démonstration est analogue & celle précédente.

&~ L6 est une classe d'égquivalence modulo M .
Soient a,b e1’;6 alors (1) a,b eU_ , (2) a,b £ T
{(3) a,b0 £ ‘f(Ul) . Comme U, est un ultrafiltre, de (2)

on déduit (4) a=Db,b =»acecU De (1) et (3) ona

]
que \{’(Ul) est maximal par rapport aux éléments 2 et
b , alors (5} ‘afmh,bmaE?(Ul} . De (4) et (5)
on tire (6) a==b,b=2a eUl n‘f(Ul‘) . Mais (7)) a =D,
b=ra £ L, , puisque dans le cas contraire \P(UQ) serait
maximal par rapport aux éléments a=»b et b=va , et
alors a ={(a=>0b) = a =D E.“?(Uz) et b={b=a) =
b= a é‘f(U2) , ce qui est impossible car ~f(U2) et
1, sont disjoints. Te (6) et (7) on conclut (8)
4 =b,b =acl, clest-a-dire a = x (mod M) o

Siw»x est un élément tel que a = x (mod M) alors

(9) a=x6eM<U, . De (1) et (9) en raison du mo-
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dus ponens (10) x e‘f.‘U? . 831 xe Ll v L2 v LB N, 14 , comme .

L et 1,4 sont classes d'éguivalences on aurait

L 12, 3

19

a eLluL,;u L.j u'LA s ce qui contredit {2) ou {3) . Alors {1

x g Lyv I,V LBUL4 . Supposons que x eL?, . 2 az=x on

a (12) x===sfaé_??'!i’EU:1 . De xa'l';?, on déduit (13) XEUl .

De (12) et (13), d'aprés le modus ponens a &l ce

1 ¥
qui coniredit (2) , alors {14) x £ L7 . e {11) et

(14) on conclut {15) x £ I,lu].}guL3u ]&4\;];7 . De (10)

et (15), xel, .

7- L,? est une classe d'éguivalence modulo .

Soient a,b £L7 , alors (1) a,be»Ul 5 s

(2) a,b;{_kf(Ulj et {3) a,b ‘,ﬁé‘f(ﬂ'z) . De (1) et

n U

(3y , ‘{(UZ) est wn filtre maximal par rapport aux £18-
ments -a et b , donc (4} a=sb,b=>a e*f(U?) . De
(1) et (2 , wt'?’(Ul) est un filtre maximal par rapport
aux éléments a et b , alors (5) a=%b,b=sa é{’(Ullﬁo
Te (4) et (5) ou obtient (6) a=sb,b=a ef(Ul)q\{)(U?}:

= M , clest-a-dire a =5b {(mod M) .

Si x est un élément tel que a

i

x (mod M) alors

(7) a=xe¥ . De (1), (7) et (8) M $P(U,) ¢ Uy,

d'aprés le modus ponens on a (9) x@,Ul . e (1), (7)



et (10) ¥ E-*f(_Ul) ¢ U, , d'aprés aussi le modus ponens

9
¢

on déaduit (11) xe€U, . De (9) et (11) on conclut

o ] [ i : " ‘ o+
(12) =x ebl ~ Ug . 81 xe Ll v .L? v L3 , comme Ll” L2 at
L3 sont classes d'égquivalences on aurait a eLl vIisaul, ,

< 3

ce qui contredit (2) ou (3), donc (13) x £ Llu L2u Z,.
et
De (12) et (13), x«aL7 .

8- L est une classe d'égquivalernce modulo M .
8 4

La démonstration es® analogue 4 celle précédente.

g~ I'o est une classe d'équivalence modulo M .

Soient a.,heLD ;, alors (1) a,b,éUlu L’u’2 . Mais
Ul et U2 gont deux ultrafiltres, donc de {1) on dé-

duit (2) a=b,b => acl_nU. . Le filtre kf(U,,) est

1 2

maximal par rapport aux éléments de Ul NG ‘f’(UE) et

'\f(Ul) est maximal par rapport &4 ceux de U2 A C\f(Ul) ,

alors de (1) et (2) on tire (3) a=(a =b) =

= a=b e*f{Ul‘) AN (Ug) et (4) bP=(b=sa) = b=sa e

e “?(Ul) /\‘f(UE) . De (3) et {(4) on conclut

(5) a==D0,b=>8&M , clest-h-dire a = b (mod M) .
Soit X un élément tel que a = x (mod M). Comme

Li s 1 # 0 sont classes d'équivalence, si xe¢ Li s 1 # 0

on aurait a eLi s Ce qui est impossible, alors x¢ Lo"
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Dans le diagramme ci-dessous ncus avons les

trois cas particuliers gui sont & distinguer:

L 1P :UZ:
- L, © S =
U, =(v) =iy
1° cas 2% cas 3° cas
lO cas. Ul f! U2 3 \{’(Ul) = U2 9 ‘WP(UZ) = Ul

Il existe quatre classes d'dguivalence modulo M:

i

g
}

1 = \f(Ul) A ﬁ’(UZ) ; L2 ' U2 N CU1

=
il

it

U mC‘U9 .

3 1 G{Ulu Ug)

o}
o = = i

2 cas. Ul U2 . kf(Ul) -f(Ug) . ¥€(Ul) d Ul

Il existe trois classes d'équivalence modulo IMs

= '1 » S * =
L \(’(Ul)n‘f’(Ug, i I, Ulnc~f(U1) i L, = CU .

3% cas, U, = U2 = ‘f(Ul) = \f(UQ) .

Il existe deux classes dféquivalence modulo X:

I = MU AU, 5 oL = co

En tenant compte des différents cas consiaérés, ltal-

gtbre guotient A' = A/M est une algbbre ayant respecti-



vement neul’; gquatre, trois ou @

ktablisscns le diagramme d

algbbres.,

Soit a, el , 1 =0, 1,
Si a, ¢ b, sur A4 , on a

i i

5 | =lg |« | = = i
la;=2b,l=lel=|b,]=|1l= X
c'est-a-dire |a, < |b,| sur
i i

Ltalgtore A' = A/M est celle

diquée dans le diagramme ei-prd
Le tableau correspondant &

est le sulvant:

x Lo L X ~E
Jo 1 R
Ly o L
8 i 3 L7 | M7
Le | Lo Lpi Ly
En effet:
1l nsz 2WL1 . S0it x er ’
(2) x & U2 . L2s conditions
lentes & {3) ~x 4a“f(Ul) et
et (4) on tire ~x e L, .
2 v Lg i”LB Seit xelg
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ekx éléments.

e chacune de ces guatre

2y +0a3 B alors |aiﬂ= Li .
a,
Aﬂ
ife
S,
la opération ~ sur A?
X | ~X
L3 1 L8
L2 { L6
L1 I Lo
alors (1) x E U1 et
{1) et (2) sont dguiva-

x el

alors 1

(1)

?
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(2) x £ ¥(U,) et (3) x£ Ug.ne'(l) on aéduit .

(4) leé\f(Ul) . De (2) ona (5) :'\))(G.U2 . e (3)

on conclut (&) ~x é.‘f(Ug) . D'aprés (4), (5) et

(6) on tire ~x e L, .

3

3~ ~ L6 :_L2 . (voir la démonstration de 2-)

4~ NLS _=___L5 . Soit xc-,L5 , alors (1) xe\f(Uz) s

(2) x £ U, - De (1) ona (3} ~x ¢U2 et de (2)
on géduit (4) ~x e ¥(U,) . De (3) et (4) on tire

'\JXEIJS °

5 s L Soit xel., , alors (1) xeU, ,

7 =Ly - 7 1
(2) xel,, (3) x £9(U) et (4) x £59(0,) . D (1)
on déduit (5) ~x #£ \f(Ul} ; de (2) ona (6)

~X £ *f(U2) ; de (3) on obtient (7) Nerl et

dtaprés (4) on conclut (8) ~er2 . De (%), (6),

(7) et (&) on tire NxeL,[,

6= _~L, =1, . (voir la démonstration de 4-)

Comme A' est un A H,T.I. on déduit que mL3 = I‘B o
NL2 = L6 et le = LO . Alors l'algbbre At est

une A,H.T.I. ayant neuf éléments.,

En particulier:
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4* = A/M sont respecti-

-

1°, 2° et 3° cas., Les algkbres

vement les A.H.T.I. indiquées par les diagrammes:

L o1
L
N 1
|
IJO
Lo wL
0

Les théorémes 13 et 15 se combinent pour

donner le suivant:

Théordtme 16. Toute algbbre A ayant plus d'un élément

est isomorphe & un sous-produit direct g@°

S S

L

algébres S5 SB, 4’ g

Démonstration.

Soit {Mig ieT la famille de tous les s.d. siamples
de A . Chaque guotient A/Mi est une algkbre ayant

neuf, guatre, trois ou deux éléments, alors nous Jouvous
sur i
°d S g

considérer ltapplicatiorn biunivoque  T.: A/Mi

i .
ot S est une des algkbres 52, SBy 34, S9 .

Si hi est l'homomorvhisme canonique de A sur
A/Mi , la composition p, = T; © hi est une applica=-

tion de A — Sl . Pour chague a €A posons
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p(a) = (Pi(a)). . I1 en résulte que A est isomorphe.

iel
& un sous-produit direct d'algdbres S , k = 2,3,4 ou 9 ,

k

Si 1l'algdbre 4 est finie , elle est isomorphe
4 un preoduit direct d'algdbres Sk , £ = 2,3,4 ou 9 . Re~
marquons que si A est une algbbre de type fini , oh G
est le systdime fini de générateurs, la restriction de
h: A ----vSk 4 G est une application T t G — Sk . Dks
que G est un ensemble fini il n'y a donc gu'un nombre
fini dfapplications différentes de & dans Sk s k= 2,
344 ou 9 . Le nombre d'homomorphismes distincts de A
dans Sk est alors fini; par conséquent l4algbtdbre 4
est isomorphe & un sous-produit direct d'un nombre fini
d'algtbres S et A est donc une algdbre finie.

k

Définition 8. Une algbbre A ayant plus d'un élément

est dite gimple si elle n'a pas d'images
homomorphes autres que A4 elle-méme et

ltalgbtbre réduite &4 un seul élément,

Les A,H.T.I. simples sont caractérisées au mo-
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yen de l'énoncé suivant:

Théordme 17. Toute A,H.T.I. gimple est isomorphe & une

des algbbres S, , S

2 3’

Démonstration.

Soit A vune A.H.T.I. simple. Comme A ©posside

plus dtun élément il existe un s.d. simple M . Alors

ltalgtbre A' = A/M est une algdbre S, 53, S4 ou Sga
Dans chacun des ces cas lialgdbre A' posséde plus d'un
élément et alors A' T S, ou A ¥ 83 ou A' = S4 ou
AY E s,

9

En raison des théordmes précédents on montre:

Corollaire. Toute A.H.T.I. ayant plus d'un élément est

isomorphe A4 un sous-produit direct dtalgdbres

simples.

Définition 9. Une algdbre A est dite sous-—directement

irréductible si pour toute famille non vi-

] + < & i
de QAik el d*A.H.T.I. telle gue A est
isomorphe &4 un sous-produit direct A' de

$A.4 . - 4 il existe un indice ieI ge
1“4 1é&l
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sorte que 1'homomorphisme TTi de A!

sur Ai s0it un isomorphisme.

Cette définition étant posée, il résulte du
théortme 16 que l'on peut énoncer:

Corollaire. les uniques A.H,T.I, sous-directement irré-

ductibles sont les algbtbres simples.



CHAPITRE V

ALGEBRES LI BRES

I- TEFINITION ET EXISTENCE

I1a notion d‘A.H.T.I. libre se définit & la

manidre habituelle.

Mfinition 10. Soit I une AH.T.I. et G un sous-en=-

semble de 1 tel que G =1 . 0n dit

que G est un systdme de générateurs 1li-




bres de 1 si toute application f de

G dans une algdbre A quelconque peut
se prolonger en un homomorphisme h de
L dans A , ctest-d-dire si f(g) = n{g)

pour tout gefG .

L'homomorphisme h est univoquement déterminé
par les images des éléments g de G ; autrement dit si
h et h' sont deux homomorphismes de L dans A tels

que h(g) = h'(g) pour tout geG alors h = h' ,

Définition 11. Une 4. H.T.I. est dite libre si elle pos-

stde un systéme de générateurs libres.

Corme les A,H.T.I. sort équationnellement défi-
rissables, il existe des A,H.T.I. libres engendrées par
un systdme arbitraire de générateurs libres; de plus deux
AH.T.I. libres engendrées par un systéme de générateurs
libres d‘*égal puissance sont isomorphes (G. Birkhoff).

S0it T une algébre libre. Si la puiseance de

G est ¢ nous dirons que I est l'algbore libre ayant
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¢ générateurs.
Nous aborderons le problime de domner une

construction de ltalgbbre libre I ayant € générateurs,

En ce qui concerne l'étude des symetries dans
les calculs propositiornels, Moisil a congidéré le cal-
cul propositionnel symétrigue général, 1942, p.77 -

Ce calcul peut se caractériser en ajoutant au
calcul propositionnel positif de Hilbert et Bernays un

nouveau connectif, dit la négation et les axiomes et

régles exprimant précisément les caractéristiques de la

symétrie: le principe de la doble négation et la loi de

contrapogition.

Soit T un ensemvle de puissance € et consi-
dérons l'ensenmble de symboles gque voici:
1- une famille non vide G =§_gii ier de symboles g,

dits variables propositionnelles

2= les connectifs = G A GV g,
3- les parenthéses { 4 )

L'ensemble £ des “ormules (bien formées) est
le plus petit ensemble tel que:

Fl- g; € ,Z , pour tout iel
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72~ si X,Yéugalors (X =2Y), {{ANY), (X Vv7Y
3~ si Xedalors (~X)ed .

d'apris les axiomes {schémas) et régles suivaants:

HB) les axiomes du calcul propositioannel positif de
Hilbers et Bernays

N1) (v X = X)

N2) (¥ = ~nX)

R1) X, (X =Y} (Modus Ponens)
Y
R2) (X = v (Contrasosition)

(VY = ~X)
Parmi les propriétés plus intéressantes gul
peuvent se déduire de ces axiomes nous avons les foriu-

fal

Ll
‘etre v Une

ot
o))

les de A ., de Yorgan exprimant le
guali té:
(A (X ANY) = (v v YY)
(A{X vY) = (AT A ~Y))
({~vX v vY) = ~{(X A Y))

(VX AnY) = ~(X v Y))

Un cas particulier du cslcul propositionnel



symétrique général s'oovtient en ajouvant aux précédents
l'axiome:

3= (((X=» 2) = Y) = (((Y = X) == Y) = Y))
(références de cet axiome on peut les trouver dans:

I. Thomas, 1362 et L. fonteiro, 1964, p.13-14) .

Remarguons gque si au calcul ainsi obtesu nous
ajoutons en cutre l'axiome:
K= (X AnvX) = (Y v ~Y))
nous avons & faire avec un calcul propositionnel éguiva-
lent au calcul propositionnel trivalente de Lukasiewicz

(L. Iturrioz, 1965, p.150)

Pour sout couple (X,Y} d'éléments de é{ nous
posons X<£Y si et seulement si (X = Y¥)e . La rela-
tion € est réflexive et transitive et dlaprds Ni) et
N2) aous avons X £~wX etz w~nE £ X . la régle R1)
peut s'écrire; si XY alors ~Y =~ X .

On dit gque X = Y (mod ¢ ) si et seulement
si (X ==Y)eclU et (Y=>X)eUlT. C'est un fait oien

connk ce gue = est une relation d'équivalence sur g?

compatible avec les opératioans binaires = , A,V . De



plus, = est compstiole avec llopération A, clest-b-

dire si X = Y (wod 1) alors o~X = ~Y¥Y (modql) . =n

i

e"fet, de X = Y (mod 7) oa déduit X <£Y et Y<EYA e

t

dtaprés RZ) ona ~Y £~X et ~X & ~Y , ce gui
montre bien ~X 2 ~Y (mod 1) .

Pour chague formule X on notera | X| 1la
classe d'éguivalence contenant X et 1 1la classe
(X = Xl =17. Soit L =e¥/z ltensenble de tous les
classes dtéquivalence module T .

Dtune Tagon aaturelle posgons entre les élé-
ments de L

leAiY1=%.;A'YI ; JXV:Y‘;IXVY:

[ X| = | Y{=]|X = Y| ; v X E e X

TiXl=i{Xl =0 , ok 0=~1 .

d'aprds RE) , si | X] € ;Y| alors 1 =X = Y| =
=|{nY = ~ X1, autrement dit ~ ] Y] <~ |X] . De plus
w{ XA YD N[ X valY ).
Ltalgébre de Lindeabvaur L est une algébre de
Heytiag trivalente (L. Monteiro, 13864, p.l4) ‘et le sys-

téne (L, ) est une 4,H.7.1.
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La structure des formules de _f exige gue
l'ensemble dtéléments {gi{ engenére L .

En suivant une marche tout & fait analogue &
celle de H. Rasiowa et R. Sikorski, 1963, p.256-262,
pour le calcul propositionnel classique nous allons io=-
terpréter les éléments de Z .

So0it A une A H.T.I. donnée, Tout élément
du produit cartésien AG est dite une

valuation dans &4 .

Chaque “ormule o de £ peut stinterpréter

. G .
comme une transformation o(A: A" ~—s A , dite fonc-

tion polynomiale. Soit ,{A l'ensemble de ces formules.

Une formule « de .z{ est dite valide dans une

algdtbre A si la fonction polynomiale o{A est iden-
tiquement égale & 1 dans A , c'est-h-dire si =, (a)=
= 1 vpour toute valuation a dans A .

Cn notera TA ltensemble de toutes les fonc-
tions polynomiales valides dans A . On vérifie aussitdt

que les axiomes de T sount des formules valides dans A ’

clest-b-dire [

n

TA .

Si gi ’ ga. sout deux variables proposition-
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nelles distinctes on a ;giy#ggji . S'il n'en était pas
ainsi & = gj serait une tautologie et alors valide
dans toute algebre A , autrement dit (gi=a gj)A(a) = 1
pour toute valuation a dans A , ce gul en général
n'est pas vral.

Soit lTAl la fanille de toutes les classes

dtéquivalences de I contenant des ¢leéments de T, .
o

Liensemble iqu est un s.d. de L et en posant
sur
P L 5 4 , comme W (lal) = =, on prouve
que LATAiz‘ZA .
Soit f : : b jGl| = R
°oit f : |Gl —> A © | G {'glii "
et considérons la valuation k = {f{ | &1 ))ieI e A%,

Seit s l'homomorphisme de J{n — 4 tel que
A
s{et,) = GLA(k) . La composition h = s o ¥ estun
8
homomorpnisme de I —s A qui proloage ¥ . Donc

ltalgébre de Lindenbaum {(L,~) est 1'AH,.T.I. libre

ayant € @énérateurs, ot C est la puigsance de l'len-

semble I .
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IT- MATRICE CARACTERISTIQUZE FINIE

Ztant donnde une algbbre & nous avons intro-
duit l'ensemble Tq de toutes les fonctions polynomiales
valides dans A et montré que toute tautologie est une

formule valide dans 4 .

Définition 12. Une algdbre A est dite matrice caractd-

ristigue pour le calcul propositionnel

introduit si T = TA .

Le calcul propositionnel ern considération POS=~
s&de une mairice caractéristique finie. De fagon précise

nous montrercns que L = TS .
S

Liélénment go = {4 gii )iE.I de LG est dit la

valuation canonigue ou point caractéristique dans I =<{/?

Etant donnée une formule o/ de ;? on mountre

aisément cCL(go) = | & | €L .

Du fait d'@tre l'algbbre S9 une A,H.T.I, on

tire L < TS . Pour établir l'autre inclusion soit ob
S
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une formule valide dans S9 , 4'0ol elle est valide dans

S . Ia formule = est donc valide dans tout

S

S

37 74
produit direct dtalgtbres 82, 83, S

59
4 S9 et dans toute
sous-algébre de ce produit direct. En raison du théordme
16 A est valide dans toute A H.T.I. .

En particulier « est valide dans L , c'est-i-
dire L L(a) =1 pour toute valuation a . Ainsi .

pour a = go on a oiL(gO) =1 . Alors |eotl =°<L(go)=

= 1 et o e T

Ce résultat fournit une méthode de décisioun

par rapport au calcul propositionnel en considération,

I1I- THEOREME DE REPRESENTATION POUR LES

A,H,7.I., LIBRES ITE TYPE FINI

Soit I.-n 1'A,H,7.I. libre engendrée par un
ensemble fini G = {gi, Boseees gng . Comme Ln est
de type fiml est finie. Nous savons alors gue ~Ln est
isomorphe & un produit direct dfalgtbres simples. Nous

allons préciser, par la suite, ce résultat.
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Théoréme 18, Ltalgdore Lm ayant n générateurs libres .
est isomorphe au produit direct d'algbbres

simples que voici:

9n_(4n+3n)+2n 4n~2n
. 2 2
& 3

Ln S9 X Sy X

3nu2n n

S X S 2

x 3 2 a
Démonstration.

Soit M un s.d., simple de Ln es h l'homomor-
phisme canonique de Lh4—~a LH/M . G étant un systdime
de générateurs ge Ln s h(G) est un systéme de géné-
rateurs de h(Lr) = Ln/M . L'algdbre Lq/M est isomor-

S ou S
3" 4 S

d'aprés l'isomorphisme r y On voit donc gque la restric-

Phe & une des alghbres simples Sg, S

tion de l'homomorphisme h & G est une application
f: G — S » k = 2,3,4 ou 9, donnée par f(g) =

k
=(ro g)i(ag) .

Inversement étant donnde f: G —— Sk y K= 2,3,4 ou
considérons liautomorphisme o de Sk défini par 11'é-
galité o X =~ -x , Ia composition f2 =X 0 fl est

une application de §& — Sk . Comme Ln est une

A.H.T.I. libre les applications f, et f, de
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G —> Sk peuvent se prolonger en deux homomorphismes
h et h de I =—> S, . L'homcomorphisme

1 2 ri K
A O hlz Ln — Sk coincide avec l'homomorphisme

h2 sur G puisque (K 0 hl}(g) =o<(hl(g)) =¢*(fl(g)) =

= (O‘LO fl)(g) = f?(g) = h2(g) ¥ donc h2 =Xo0 hl $

et le diagramme

n
L __ui_g S
n Sk
PN
) S

est commutatif, autrement dit N(hl) = N(hg) .

Ltalgbbre Sk est simple alors elle posside un

unique s.d. propre, le {1}, gqui est maximal et par
conséquent N(hl) = hzl(l) = N(n,) = h;l(l) est un S.Gd.
simple ¢de L_ .
1
Nous voyons ainsi que tout s.d. simple M de Ln

donne lieu & une application f: G —s S k= 2,3,4 ou g,

k ¢

mais si Sk posséde un automorphisme propre ol alors

les applications différentes fl et « © fl de

G — S, donnent lieu au méme s.d. simple M . de L, -

Cela étant, il faut préciser d'adbord le nombre de

s.d. simples M de Ln tels que Ln/M = 82 . Dans ce
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cas la restriction de lthomomorphisme h: Ln —— 82

£y G est une application f: G — S? . Le nombre de

telles applications est 2n . Comme 82 nta pas dtauto-

morphismes propres il y a une correspondance biunivogue
entre les applications considérées et les noyaux des ho-

momorphismes extensions, Dfohk résulte bien qu'il existe

gf s.d. simples M de Ln tels que Ln/m = 32 .

Un raisonnement du meéme genre va nous permettre dé-
terminer le nombre de s.d. simples M tels gque Ln/H g'83 .
L'ensemble h{&) engendrant Ln/M e 83 il doit exister

un ge€G tel que hi{g) = ceS le nombre de s.d. sim-

3 L
ples M de L tels que LH/M = 83 est donc 3" - 27,

Si ¥ est un s.d. simple de I tel que L /% = S,
et n l'homomorphisme canonigue associé il doit exister

un g eG tel gue n(g) = 4 ou e de S4 . Ces homonor-

phismes donnent lieu & 4n -2t applications différentes

de G — S4 . Du fait que 84 posséde ur automornhisme

propre, le nombre de s.d. simples M tels que L /U = 5,
est 4'n o 2n o
2

Finalement si Lq/M = 89 et h est l'homomorphisme

canonigque associé il doit exister un geG tel que
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teurs coincide avec le nombre d'éléments de l'algbbre
de Lukasiewicz trivalente libre ayant 2n générateurs,
ce qui a été conjecturé par A. Monteiro.

> ' * . I P
Si Ln est 1'A.H.T,I1. centrée ayant n

générateurs libres, les quotients Ln*/M sont iso-

morphes & 8§, ou §., ., D'aprds une démonstration analo-

9 3
gue b celle du théordme préesdent on dédduit que:

Soit L;y 1'AK,7I, ayant un géndrateur libre

€ « D'aprbs le théorbme 18 ;

Dy fait que L} est libre tout hemoworphigme
h Iﬁm—s Si; y k=2,3,4009 doit transferner
le génératevr g de I, dane un générateur de B,
Les algkbrep S, et Sy Possbdent un autemorphisme
propre, done si h est En{hamamerphism@ de I‘l — 8};,
k = 4,9 , l'homomorphisme % Qo h de Llh—ﬁﬂ.rsk '
k =4,9 domne ligu 4 la mBme image homomorphe. Nous

pouvons en conglure:



36

avons:

o

Bn e
N(ozn) = 377 .2 (4. ¥Morteiro, 1966 b)

Soit .;I*’ 1'algébre de Lukasiewicz trivalea-

2n
te ayant 2n générateurs libres et o une involution
sur l'ensemble de générateurs définie par: oi(gi) = 8u.1 !

l€<ig<n . Comme ..24- est libre l'application oL dae

2n
G sur G peut se prolonger en un homomorphisme oL de
ltalgdbre 4 e sur elle-méme. Montrons gue le couple
(°¥2n’°4) est 1'A.H,T.I. ayant n générateurs libres
(Ln,m) . En effet, 81v Bpr o1 &y engendrent Ln et
soit f une application de l'ensemble de ces générateurs
dans une A.H.T.I. (4,¢) . Ltapplication ¥ peut se
prolonger en une application de G — A en posant

f" = = ¥ j C ! L] -
‘(gml) f(,c(gi)) B *(gi) , lsisn . Comme 1l'al
gtbre _-gzn est libre, f se prolonge en un homo-
morphisme h de Ln dans 4 , en tant gqu'algdbre de

~ Lukasiewicz trivalente. De plus pour tout g l€ign
on a f(o‘(gi)) s O £{ gi) et alors h{«(x)) =0h(x)

pour tout xeLq . Nous pouvons dounc coaclure que le

aombre d'éléments de 1'A.H.T.I. libre ayant n généra-
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9 ’
B! i | i
Ei ...l e o ® ?
é i | 4
ol 4B o0 = 4" 3n¢2n+9n_(4n+3n)+?n: 9nn4n

Si lton désigne par N(Lp) le nombre d'é1lé-
ments de l'algdbre libre L'1 alors:

n n n
9°~4 o4

L
(s

N(Ln) ; ce gui égquivaut

2n .2n 2n
N(Ln)

]
(o)
o

N
o

En particulier , si Lq est une algtbre de
Tukasiewicz trivalente les filtres P et Y (P) sont

comparables; pour cette raison dans (TTp,kf) les en-

sembles du type

P ') et l:>éI T I:ﬂiz

9%-(4%437) 2"

ot

ne pewvent pas a araTftre. Doac si .f est l'algbkbre
PP " g

id

de Lukasiewicz trivalente ayant n générateurs libres

®
ct

NL}IQ désigne le nombre de ses éléments, nous
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n(g) = a,b,f ou g de S, . Ces nomomorphismes se corres-

9
‘ , n n ! r . . :
pondent avec 9 - (4 + 3) + 2  applications dis-
tincts de G — S9 . L'algtbre S9 posskde un auto-

morphisme propre alors le aombre de s.d. simples M tels

que Ln/M = S9 est 9" - (4" 4 3™ 4 oF

2
¥n résumé:
9n_(4n+;p)+2n 4" - 2" 38 _o0 o0
2 - -
Lq 4 S9 X S4 b ¢ S3 X 82
Remargue. Le systtme déterminant (lln,‘f) de L est

1la somme cardinale des ensembles suivants:

?Q...Q Gaid---d

L J [ ] - ° . tanand

[\
W

- 2

47 - 2" 97-(4"+3%) 42"

Du fait que Lp est un treillis distribuiif

il en résulte que, en tant que treillis, Lq est le

produit cartésien des chalnes indiquées ci-dessous:
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le gystéme détermi
‘ inant (Trl,\f) est le suivant:

Q@ ¢ (] = I><I <]



CHAPITRE VI

CONSTRUCTION DE L'A,H.T.I. LIBRE AU MOYEN D'ENSEMBLES

Il y a lieu de donner une construction de
1'A,H.T7.I. libre L ayant ( générateurs i l'aide d'en-~
sembles., La construction que nous allons faire a été
suggérée par les résultats connus dang leg eés des algh-
bres de Boole, algdtbres de Morgan et algbbraes de Tuka~
siewicz trivalenfés (Stone, 1937 a , 0. Chateaubriand et
A. quteiro, 1969, A. Mahteiro et R. Cignoli, i965, P.152-

153) .
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Pour cela il faut d'abord noter gquelques ré-
sultats concernant 1'A.H.T,I. libre Ll ayaat un géné-

rateur.

1-

&)

tant doané un générateur g nous cherchons la

forme des éléments de l'algbbre libre Ll .

Comme les opérations 1 et v satisfount awx

propriétés
T(x Ay) =70x v 1y ; M(xvy)=s11x A0 Yy
~(XAY) =NX v~y s vz vy) = ANy,

nous pouvons supposer que celles s'appliquent directement
gur le générateur g .

Appliquons nous les opérateurs 1 et ~v gsur g .
De proche eun proche on obtient les dix éléments distincis
g, 18 ~E V& 1~E VU~ ~I& ~VE T & b6 8,
oh Vg=Nlg , o8g=~Vrg, Tg=~clnrg .

Parmi toutes les intersections finies gque nous

pouvons calculer avec eux considérons les suivantes:

'91 2 Ag ATV E : p2 = NEgE ANV E

i

T8 ATINME

a3
W
i

~VE AT 8 5P4

i

‘[’5 =08 NVE A~MTE i Pg B ~NU~g A~T1E
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P, = gAmlg AT g i pg = VeawWe ~nC g
Py = &NTE ~ve i Pp= VE ATE NIVE
Pi1= ~E AIg ~nnl g P Pyo= U~8 Al g Ag
Py3= 8 AV E ATE AN g j pl4=VgAV~g ACg ANTTE

Comme L1 est un treillis distributif fini

chaque filtre premier P est engendré par un élément
premier p ,c'est-d-dire P = P(p) , P premier, et

tout élément xel, 4 X # O peut s'exprimer comme

une borne supérieure d'éléments premiers.
Les éléments Pys Pps soes Pyy indiqués sont

précisément les quatorzes éléments premiers de Ll s CO

qQui peut Stre prouvé en calculant ces expressions dans

chacun des axes de la décomposition de l'algtbre Ll .

D'une fagon schématique:

Piyg Pg P20 Pg P
o o ( | > ><I ><
o o o
P2 P3Py | Pp B Py P Py

Tout élément x de Ll admet une représenta-

tion de la forme:
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14
N
R (B, ~ By
ol ik-—-o ou €, = 1 .

2~ Considérons maintenant le cas oh le systdéme G de
générateurs est de la forme G = {gi} se] - Pour cha-
que g, 1nous pouvons construire les éléments Piy o
k=1, 2, «e.y 14 .

A 1l'aide de ces élémeuts nous considérouns ies

éléments X.. gqui suivent:
i 14

X3 % e (&g A By oo oo
qui dépendent de J et k .

Soit R le treillis engendré par les élémeris

xij . Tout élément x de R peut se mettre sous la
forme (Birkhoff, 1948, p.1l45):
m n{r)
X® 1 s=1 xi(r,s)j(r,s) '

Moatrons nous que R est 1'A.H.T.I, engendrée

par G .
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3 &; € R puisque ils peuvent glex- .

primer comme une borne supérieure d'éléments premiers.

b- ~vX,., 77X

1

Comme

ij 6 R -

14

V

ij k=1

( € A Psy)

s, alors

14
i3 ° k=1
14

/\

ij T k=1

) et

(1) (~E

4
b

sk Y~ Py

(2) 1 x (1f_jk v 1 Pik) .

Les éléments Pix et 1 Pix s'expriment

comme une borne supérieure 4'un nambre fini d'éléments

premiers, alors (1) et (2) indiquent le fait que
~ xij et xij sont bornes inférieures d‘un nom-
bre fini d'éléments de R , douc v X400 1 xij € .R.
c- 8L Xxe€R alors ~X , 1XER .
Puisgque \:m/ n{ r)
X2 re1 g=l x:l,,(r,ns);)(r,s) ’
on as . n( 1)
~MES 1 gel ™ Xi(r,8)j(r,8) ’
et d'aprés b- on déduit ~X€R . Un raisonnement ana-
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logue permet de montrer gue TXER .

I1 en résulte que R est une sous-algdbre
contenant les générateurs, ctlest-b-dire CsR,
D'autre part tout élément de R 8'obtient en appliquant
les opérations A,V,~,1 & partir des éléments de G ,

donc RS G . Doi R=2G .

3- Nous azllons donner des coordonnées aux élsments
premiers  Pyy Dy -oes b14 . En vertu d'étre L, un
treillis distributif fini il est isomorphe & un anneau
d'ensembles. Il suffit de prendre pour chaque X éLl
ltensenble s{x) de tous les éléments premiers p tels
que pé&Xx

Dans (TTl,\f‘) cherchons nous les ensembles
de la forme s(g) , s(-g), s(e~vg), s(eag) .

Ainsi:

--

8(8) ={Py +» Py » Ps » Pg s Pq s Pgs P13l
B( -g) = {_P3 ? p4 ’ p7 9 pg ? pll $ p12 ? plE&
S(N g)= {Pl ’ p3 ¥ P5 |/ p? ? p8 L 2B pll ? p133

8(oA8)=3%, » P, » Pc » Pg v Pypn? Paq s P
2 4 5 g 10? P11 13
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Désigrons par KY la foncition caractéristigue:-
Ge 1l'ensenble X e+ & chaque élément premier p faisons

correspoadre les coordonnées

Ry (P + oy + Koo (B 1 Ko (@) -

On a donc:

Py = (1,0,1,0) i Py = (1,0,0,1) ; Py = (0,1,1,0)

P, = (0,1,0,1) Py @ (1,0,1,1) Pe = (1,0,0,0)

Py = (1,1,1,0) ; Pg = (0,0,1,0) ;5 pg = (1,1,0,1)
;o= (0,0,0,1) i pyy= (0,1,1,1) 5 pyp= (0,1,0,0)
P13 (1,1,1,1) B W (0,0,0,0) .

4~ En ce qui concerre la construction de 1A H. LT

~

libre ayant ( générateurs considérons l'ensemble C
contenant les 14 points donnés plus haut el soleni o
et ¥ deux involutions de C sur C définies au mo-
yen des égalités:

o (X’y,uvv) = (Vau:yvx)

\f(x,y,u,v) = (1-u , l=v , 1-x, 1-y )
pour tout (x,y,u,v) € C . .

Or vérifie aussitdt ot (X,¥,u,v) =4 P(X,¥,%,¥)
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Soit I un ensemble de pulssance ¢ et consi-.
dérons le produit B = H C, ot Ci = C pour
tout iel .

Soit E' 1le sous-—ensemble de %  contenant les

points gui ne possddent pas, en méme temps, une coordonnée

xi appartenant & 1l'engemble %.PS' p..,, pg. pll" Pl3g

et une autre % dans l'ensemble Sz_ps. Pgr Pygr P1or 9143 .

M A | .
Pour tout % * (xi)iﬁe ) posons:

d (x) & (0‘. xi)iGI 9

C(x) ® ($xy), 1
Les transformations o et 'f gont deux involuw~
tions de E' eur Ef commutant entre elles.

A 1'aide de ces deux involutions o et f

nous allons définir, pour chague partie X de E' les

epérations:
Tx e ofX viX)
~X = C¥X
-X = CYaX .

En posant VX = 77X on deduit VY =

= X VXX . Comme o et f sont dewx involutions ,
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A(X U ¥) =xX v Y L(X YY) =X ncx Y 3

ACX = CHKX ; $CXx= CHX

Pour tout i1ieél soit Gi 1'ensemble de tous

) ¢ B gont 1la coordonnée d'in-

les points )
es poin x = (x el

i

dice i appartient & l'ensemble %_pl » Pyy Dgs Pgr P
Pgr P13 § -

Posous G = {Giﬁ jeT si 1# 3 , dtaprds
la définition de G,  om déduit Gy # Gj et par
6onséquent, la puissance de G es? égal & celle de I .

Pour chaque Gi prenons les éléments de la

forme P K = 1,...,14 considérés plus haut. On a:

ik
ik i(xi)iel / x5 = Py E , 5i ¥=1,2,3,4,5,7,9,11,22

Hd
L]

ik $(x)5ep /7 xieipk_l,pkkg, si %=6,8,10,12,14

td
n

Remarguons:
\{*Pik = Pik , Si k = 1,2,3,4,6,8,10,12,14 .
‘?oLPik = Pi(k+l) - Pik , 81 k = 5,7,9,11,13 .

Montrons que la famille %GigieI vgrlfle la

condition:
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- o <
L) (Pik u“f.,(?ik) n (ij v L ‘jq) =

€ (p,, w4 P ) 0 (B UP=B)

Bn effet , si P = WAT, alors A) est

ik ik ?
vérifiés puisque

P P UYLP. ) € 2. € (2. P, , 3
0 (Byqu ¥t Byg) = Py (By vt Py) M (Fyq ¥ ik’

Te la méme manidre si P, =4AP .
B ja

Si k,q € §5,7,9,11,13 { alors

(1) (Pik U Pet Pik) o (ij v el ij) =
=i/ x e PP1l % e%_pq’Pq-f-lsg

(2) (B, v¥*Py) A(Fy uga Py =

= i(xi)iel / x5 = Py et xj = pq ou
Xi = pk+l et xj = Dq+l S
Dbs que les points de coordonnées X, =y o
(
Xj = pQ+1 et xi = pk+l N xj = Pq_ y k1q€i5,7?

9,11,13 } nigppartient pas & E' , les ensembles (1)
et (2) -coincident.

4 P = : r
I1 en :Il'zsulte T(Pik A jq) RR PR 7 jq °

. . Y _
et si Xij o1 (ijk A Pik) comme 1{(X v Y)
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= & Vo=
1IX AlY , on tire W(QJr\Xhﬁ TXU Vﬂxhl.

Soit I le treillis distributif des sous-ensem-

les de E' engendré par les ensembles Xij , L satis-

fait & la condition (X A ¥) =1X v Y.

Montrons que le systbme (L,et) est 1'AH. 7.1,

de sous-engembles de E' eugendrée par ls famille G =

=6}, ; - o effet: --X= Cget CpetX = X s (X~ Y)
= CYA(X A Y) = CYtXuw Oy = =X v =Y 5 -X uVX =
FCYP2X UK wi+X = E' 3 X An-X=X nlX = cwx&(xuka
= X AUX s V(X AY) =1UX A ¥) =7(1X vY) =

=77X A17Y =9X AaQY 5 &(~X) = CY¥2X = CYulutX = =t X ;

A(VE) =A(X ugX) =ctX v ¥X =V X .

Pinalement, nous allouns montrer:

Théortme 19. (I, x) est 1'AH.T.I. ayant ( générateurs

libres.

Témonstration.

Soit A une A.H.T.I.. Nous pouvons supposer gue
A est une A.H.T.I. de sous-ensembles d'un ensenble T .
Pour chaque €T soient @ et Y les involutions de

T sur T telles que:
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it

MX= X v b X

~X cvy X .

Soit f une application de l'ensemble G = iGiSiEI

gans A . Posons pour chagque 1iel , f(Gi) = Hi . Nous
avons A démontrer qu'il existe un homomorphisme h  de
I dans A qui est une extension de .
Nous allons définir une transformation K de T
éans E' . Pour ceci considérons d‘abord pour chaque teT

1'application Ki de T dans Ci au moyen de 1l'égalité

B0 = (g (0 Tog (90 Koy (90 Kop ()7
= (Knl(t) y 1 = K?YHi(t) y 1 = K“’rHi(t) 3 KE’Hi(t)) o

Soit K(t) = (Ki(t))ieI . Mortrons que K est une
application de T dans E' , clest-b~dire, que les points
(K, () y me posstdent pas, en meme temps, une coordon-

née xié={p5, Pqr Pgs Pyyr Ppy % et une autre

x e{ps, Pg» Pigr Py P}

supposons que K.(%t) =¥

5 (1,0,1,1) ou Ki(t) =

=P = (0,1,1,1) ou Ki(t)_f_pl3 = (1,1,1,1) .

Alors (z) =0 et K - (t) =1 , clest-b-dire
i

K
'3: 8



. . %w
tfé‘rﬁi et t e PH, (1),_ o

#

Si Kj(‘t) Pg = (1,0,0,0) ou Kj(t) =Py = (0,1,0,0)

ou Kj(t) =Dy, = (0,06,0,0) , =alors K?Hj(t) = 1 et

K%Hj(t) =0 . dong teTHj et t g‘(:ﬂj (2) .
pe (1) et (2) on tire

t e(‘r’Hi v B Hi)(’\("f’Hj v P Hj) R
En tenant compte de la condition 4)
(X uyeX) n (Y vYbY) = (X ugpY) n (Y v¥eEX)
on 2 t@.(ﬁrﬁiu (‘.‘:Hj)(‘\(‘rﬁj u%Hi) R

diok ¢ e(wHi v B Hj) , ctest--dire ou teYH,

ou t e%ﬁi , ce qui .contredit les nypothéses.

{1

53 Kj(t} = PB = (0,0,1,0) ou Kj(t) = (0,0,0,1) ,

P10

alors KH (t) =0 et K (t) 1 , c'est-b-dire
J

‘c,éEj et te—.@‘fﬂj (3 .

" De {1} et (3) on tirc
tc—.(@ﬁi v Y Hi)n(ﬁj u\f(sHj) et
d'aprés la condition A)

te(@Hiu~rq>Hj)n(Hj u‘T'Hi) , d'oh
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e O , i d y e H.
te‘-rHi v Hj s c'est-b-dire ou te‘rHi ou t I%I.;J

contrairement aux hypothéses.

Supposons que mK_i(t) = Po Z (1,1,1,0) ou Ki(t}___=

= = : t) = 1 t t)y = O
_,__Pg (1,1,0,1) alors KH:L( ) e K%YHi( )

) .
donc  tEH, et .t ¢’WH1 (4) .

8i Kj(t) = Pg = (1,0,0,0) ou Kj(t) =Dyp = (0,1,0,0)
ou Kj( t) = pM = (0,0,0,0) , alors K‘f Hj(t) = 1

et K?Hj(t) =0 , donc % eerj et t £0 Hj (5).

De (4) et (5) on dgéduit

- L[4
t e (@vH v H.) o (Y Hy v ¢ Hj) et dtaprés A)
t e(&y Hi N, @Hj) ~ (v Hj ] Hi) alors
t € pYH, uQ>Hj , clest-b-dire ou teRYH, ou
t e Hj ce qui contredit les hypothéses,
Si Kj(t) = pg = {0,0,1,0) ou Kj(t) = P07 (0,0,0,1) &

alors KH {t) =0 et KQ‘;’H (t) =1 , c'est-b~dire
J 3

t £ H'j et te@ij (6) .

e (4) et (6) on conclut
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] l ¢ P .
t e(an H, v Hi) o (Y Hj v Hj) et dtaprbés A)
te(pyH, v HJ.) o (py Hy v H,) dtob
t c(g;eri v Hj) , c'est-h-dire ou t&%‘rl‘{i ou ‘tiéHj R

contrairement aux hypothéses.

]
Soit h la transformation de 2"E dans 2T aéfinie
par la formule:
pour chague X&Ef : n(X) = K”l(X) .

I1 est clair que:

(X v Y) = h{X} w n(Y)
(X A Y) = n(X) n ©w{Y)
h(e") = 7

Nous allons prouver:

a- n(«X) = phu(X) , autrement dit K'"l(a-i X) =(5K-l(]{)

it

b- h{y X) ¥ h(X) , c'est-h-dire K'l(%‘}() =Y I{“l(}{} .

s -1 .
Montrons a-. La condition teX (=« X} équivaut & chacune

#

des conditions suivantes: X(t) &« X ; & X(1)

fl
]

(€ B (D)) ; & X ot LK (%)

il

(

(g (90 1=K g (9, 1=K g (9, Ky (2D)

Q’Y Hi i

Te plus nous avons les équivalences gui suivent:
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K@Hi(t) =le= tEPH, o ftel; mxﬂi(@t) =1

K () = 1l e teYH, &= §TE€ H. & K (pgt) =1
'in i Y Y i %THi %
K?*Hi(t) = le= tePYH & b e“rHimK‘in( gt =1

KHi(t) = 1le= teH, == (teply = K@Hi(@wt) =1

Bn remplagant:

L K (1) = (K.Hi(@ )y Ko Hi(@ t), 1-K Hi((bt), K(sHi(%t'}“s

= K; (g t)

Tone « K(1t) = (O(Ki(t))iel = (Ki({:;t))ieI = K(@,t) e X,

l(X) , ce gui équivaut A

clest-h-dire &t € K
t€p K™H(X)

Montrons b~ La condition téI{J(&fX) dquivaut & chacune

des conditions suivantes: K(t)e¥X ; wK(t) =

= (9x (), €% oh PE D) =

= (K (t), 1-K (t) o 1~ (ty 5 K (t))
YHy ¢y B e Hy

En outre:

K () =1 e tEYH, = Y(VEH = K, (43 =1
2

=
~—
ct
'
i

1o tepH <= Y(tlewp H, =py H, =
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> K o (yt) =1
= ?Tﬂi‘f

Ry (1) =1 &= teH, o= Y(t) € YH, e Kury(\f 3) = 1
i 3 9

K@Y?Jt)::l & LERTH, &= YD) evey H, = § H e
== FQ’ H]( vty =1
EZn remplagant: N Ki( 1) =
= ( ( t) 1 -X ! ( t) 1l - K (L.;r t) , K ( % ) ‘‘‘‘‘
KH:L \?' ¢ 1lb‘f H'l Nr 9 " Hl (D Hl \r

= Ki( v t) . Dot
tf’K(t) = (\fl{i(t))mI = (K:i(“rt))im =xX{wvt) ¢ X , ce
qp,i éguivaut & Y+t e K“I(X),, ctest-h-dire te‘fK"l(K}.
Montrons maintenant gue: h(1 X) = 1 hi{X)
h{~X) = ~ h(X)
En effet:
{1 X) = n(C(X v¥+X)) = C(h{X v¥<X)) = C(a(X) v h{4=X)) =
= (X)) vy n{xx)) = C{h(X) v T{bh(}{')) = 71 h(X) et
n(~X) = B(CYX) = C(h(¥Y X))= C ¥t n(X) = ~u(X) .
I*homomorphisme h est une extension de £ , autre-
ment dit h(Gi) = f(Gi} = H’i . Il en résulte des &-

quivalences suivantes:



i

1

1

e t & K (Gi} h(Gi) o
11 reste A montrer gue h est un homomorphisme

de 1 dans A , c¢'est-h-dire h(L) € 4 .

m
oy

Nous savons gue n(L) est une sous-algkbre de =<
et n(G)c 4 : mais G étant un systime de générateurs
de L , h(G) est un systime de générateurs de n{L)

et alors h{(L) <A ; ceci achbve la démounstration,



CHAPITRE VII

IES ALGCEBRES CUNTREES TT LES ANNTAUX

Ce chapitre se propose de préciser le rapporst
qu'il existe entre les A H.T.I. centrées et un type
spécial‘d'anneau ayant élément unité, Cet étude a été
suggéré en examinant les résultats connus dans les cas
particuliers des algdbres de Boole, algbtbres de Boole
involutives ei de Lukasiewicz trivalentes,

Sur une algbbre de Boole on peut définir une

structure d'anneau vooléien ayaat éiément unité, cfesi-
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)

gpdire un anneau ayant élément unité dans lequel tous
aeg éléments sont idempotentes (x2 = x) ., la condi-
tion x° = x entratne xy = yx et 2x = 0. Inverse-
ment, Stone, 1935, p.104 a dénoniré & son tour gue sur
un anneau booléien ayant élément unité on péut définir
yne structure d'algbbre de Boole.

Par rapport aux algdbres de Boole involutives

Moisil, 19054, a considéré lrtalgdbre A que voici:

A 1 x | ot (x)
0 0
a b a ko]
b a
0 1 1

et les opérations + et . définies au moyen des ta-

bleaux:
+ 0 a b 1 . L 0 a b 1
0 ! 0 a b 1 0 0 0 0 O
a é a 0 1 b a 2 v 1 a
b | b 1 0 a s 0 1 a dv
1 /1 b a © 1 0O a » 1

Le systime (4, + » . ) est le corps de Galois

2 X .
GP(27) , oh A(x) = x2 . Toutes les fonetions &'une va-

riable de GF(22) dans lui-méme peuvent s'exprimer &
1'aide de polyndmes de troisiéme degré au plus &

coefficients dans le corps et sur l'ensexnple de

toutes ces fonctions on peut définir une structure
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dtalghbre de Boole involutive au moyen des égalités:

le)

2 2 2 2
X Ay = Xy +XJF + XY
_ 2.2 2 2
X Vy= Xy +X¥ + Xy + X + ¥
x + 1

2
b4

it

X

i

A {(x)

Moisil a2 montré eun général qu'étant donnée une

algdtbre de Boole involutive (4,« ) on peut définir sur
A, gréce aux opérations primitives, une structure

dtanneau, en tenant compte des opérations + et . sui-

va.n’ces:

(x A 9)vi{y A -x)

X+ ¥

.7 =(XAY ARE AatTI V(=X A =F AL X Ak Y)V

V(X A =okX ALYIVIFA=-AT Aot X)
IL'anneau qui en résulte posskde élément unité
et satisfait aux propriétés st =x et 2x=0.

Moisil a démontré aussi la réciprogue., Etant

dgnné un anneau ayant élément unité et satisfaisant aux
conditions x4 =X et 2x =0 il y a moyen de définir
sur celuimgi une structure d'algbbre de Boole involu-

tive, si l'on considdre les opérations A4V, - et «

en faisant usage des égalités données plus haut.,
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N Les algbbres de Iukasiewicz trivalentes une
sont pas en général des anneaux, mais Moisil, 1941, =
montré qu'étant donnée une algtbre de Lukasiewicz tri-
valente centrée on peut la munir dfune structure d'an-
neau & l'aide des opérations + et . définies de la
fagon suivante:
X+37=(-VXAAy)v(nvyAax)v(vavyAv-a AT =7}V
vie Al(=T%A9y AV 7))V (97 ATX ATV -X) v(BX Aoy}
x .7 =(8% A F)v(TX ATY AV-X AV-Y) V

vieAllax agy avy)Ivisy Avx N
oh ¢ est le ceutre de 1talgtbre, L'anneau résultant

32

X

admet élément unité et satisfait aux propriétés X
et 3x =0 .

Inversement, Moisil a aussi démontré que sur
up anneau ayant élément unité et satisfaiéant aux condi-
tions x> =x et 3x =0 peut se définir une structure
dtalgbbre de Iukasiewicz trivalente centrée au nmoyen des

o?érations:

fi

2 2
X AN Y x2y2 + 22Xy + 2Xy + 2Xy

]

2 2 2 2 )
X Vv Yy 2Xy 4+ X ¥ 4L XY + XYy +X+Y

2x + 1

-X
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I'élément c¢ = 2 est le centre de cette algdbre,

Dtaprés les résuitats énoncés i1 y a lieu de

considérer les anneaux ayant élémens unité (A, + 5 o 5 1)
b b

. . g 9 i
et satisfaisant aux conditions X = X et 3x = 0 pour

toput xX€4i .

De la condition x9 = x on tire gue l'anneau

A est commutatif (Jacobson, 1945, p.702) .

Nous allons essayer, daas ce qui suit, gtintro=-

duire sur un anneau A de cette nature, une structure

d'A.H.P.I. centrée,

I'anneau A ne posstde pas d'éléments nilpo-
tents non triviales, alors son ril-radical (autrement
dit l'intersection de tous ces idéaux premiers) est ré-
guit & (0) . Il en résulte gue l'application canoni-

due A —> (] 4/P oti P parcourt la famille
8

de tous les idéaux premiers est inyective. Pour chague
jaéal premier P , A/P est un domaine d'intégrité
dans lequel tout élément est une racine de 1l'éguation

x9 -x =0 , donc A/P est fini -plus préci-
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sément, A/ contient au plus neuf éléments~ et par
conséquent est un corps. Sur A/P les conditions x9 =
=x et 3x =0 sont aussi satisfaites pour tout

x ¢ A/P , et alors le quotient 4&/P doit 8tre isoumor-
phe & GF(3) ou GF( 32) .

Nous pouvons en conclure gue 1tout anneau A

ayant élément unité et satisfaisant aix conditiouns xg =

=x et 3x =0 pour tout xe A est isomorphe & un

sous-produit direct de corps de Galois ayant neuf et

trois éléments.

Considérons le corps GF(32). Tout €lément de

ce corps peut se mettre sous la forme 13 1 +e .,

ok El y &, € Z, = GR(3) et o& est racine, par
~ 2 . . .

exemple, du polynome x° + 1 , celui gui est irré-

ductiblie sur 23 . Les éléments non nuls de GF( 32)

constituent un groupe cyclique par rapport au produit,
ayant par générateur a un guelconque des éléments
1+l o1+ 2k, 2+ 5, 2+ 2« . Les éléments
wr 58 _ 2 3
de GP(3°) sont donc 0, a =1+ o, & = 2ok, @7 =

=1+20’~,a4=2 ,a5=2+2o<,a°=o¢,a7=
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= 2 + ok s & = 1 , avec lesquels on peut construire
les tableaux des opérations + et . .

Le corps GF(}Q) admet un unique automorphisne
o , autre que 1'identité, domnné par ltégalité < (x) =
= x3 : il possdde de plus un unigue SOUS-COIPS, le
GF(3) = 23 qui n'admet aucun automorphisme propre.

Nous allons donner un ordre sur GF(32) de

telle fagon qu'il soit coincident avec celui de ltalgd-

bre S9 et que llautomorphisme o (X)) = x3 soit le coxrrase

rondant Ge l'automorphisme propre de S9 . Une telle or-

denation est possible,
par exenmple, de la ma-
nidre indiquée par le

diagramme,

Liordre du sous-corps GPF(3) coincide avec

celui de la sous-algtbre 83 .

Toute fonction P : S9 — S9 veut sfex=-
primer au moyen d'un polyndme de degré 8 au plus et
3 coefficients dans le corps GF(3Z) . D'une maniére

explicite P peut se calculer 3 1l'aide de la formule

dtinterpolation:
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8

- - o Ky /

2(x) =P(0) L (x) + ¢m Fla) Lix) ,
ok ,Lk(x) s K=0,1,.0.,8 sont les polyndmes d'in-
terpolation , cl'est-a-dire tels que:

LO(O) = 1 et Lo(x) = 0 pour tout x ¥ O )

Lk(ak) = 1 pour k=l,...,05 et Lk(x) = 0 pour tout
X
x #a .

11 est imrédiat que Lo(x) = 2x8 + 1 et

tous les autres peuvent s'obtenir par une "translation®:
k
Lk(x) = Lo(x +22a) , k=1,...,8

(Moisil, 1969) .

En utilisant la formule dtinterpoclation, les

opérations unaires 7T , ~ , o définies sur 89 stex-
priment de la fagon suivante:
Tx = 2x6+2x4+x2+1 (1)
~ox o= 2% 4 1 (2)
& X = x3

Les fonctions P: S9 X 89 — S9 .sont

aussi polynOmes & deux variadbles et peuvent s'expriner

de la manidre suivante:
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8
2(x,7) = P(0,0).L (X).L (¥) + EL; P(0,2) . L (%) I (¥) +

k=1 j=1 k=1

8 8 8
+ Z Z P(ak,aj).Lk(x).Lj(;V) +Z p(2",0) LK(X)eLO(y)

ot Lk(x) ,» L.(y) sont les polyndmes d‘*interpolation
4 une indéterminée donnés ci-dessus,

En effectuant les calculs, lesquels sont en be-
tants & réaliser, nous pouvons donner les expressions

des opérations binaires A et v sur S9 . Ainsi:

6 3

X Ay = 2x6y6+ x6y4+ 2x Yy T+ Xoy2+ x4y6+ x4y4+ 2x{y2+

3,6 3.3 24

2 2
4 ¥ o+ 22Xy T+ x3y + x3y+ b'e y6+ 22Xy '+

+ 2X'y+ 2x

2 2
+ X y3+ 2x2y + 22y4+ xy3+ Xy (3)

z " oo 2
x6y6+ 2x6y4+ x°y3+ 2x0y2+ 2x4y6+ 2x4y4+ x4y +

M

<

«
]

2 2
+ x4y+ x3y6+ X y3+ 2x3y + 2x3y+ 2x y6+ x2y4+

23

+ 2X ¥+ x2y6+ xy4+ 2xy3+ Xy+ X + ¥ (4)

Remargue. Si & la place de l'ordenation indiguéde des

éléments Qde GF(32) nous prenons, par exemple, celle du
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diagramme gue voici, les opéra-
tions A,V , 7 et ~ peuvent

s'exprimer:

X Ay = x8y8+ 2x8y7+ 2x8y5+ 2x8y4+ x8y3+ x8y+ 2x7y8+

‘ n
+ 2X7Y7+ 2X7y6+ 2x7y4+ X7y3+ x7yL+ 2x7y+ 216y7+

5 8 4

6,6 6,3 ¥y o+ 2x5y5+ 2x5y +

+ 2X Y + X ¥+ 2x6y2+ 2x§y+ 2x

+ 2x4y8+ 2x4y7+ 2x4y5+ 2x4y3+ x4y2+ x3y8+ x3y7+

3.6

+ XY + 2x3y4+ 2x3y3+ 2x3 2

2 2 2
¥y + X y7+ 2x y6+ x y4+

2.3

+ 2X ¥y 4+ xy8+ 2xy7+ 2xy6+ 2Ky

8 3

X vV y= x8y8+ 2x8y6+ 2X Yy T+ 2x8y2+ 2x8y+ x7y7+ x7y6+

3 7.2 7

75 7,4 + 2Xy + 2X'y+ 2x6y8+ x6y7+

+ 2XY T+ 2X Y+ 2x7y

+ X6y3+ x6y2+ x6y+ 2x5y7+ x5y5+ 2x5y4+ x5y3+ 2x4y7+

3.8 3.7

4y ¥+ 2X7y '+ x3y6+

+ Xy + 2x4y3 4,2

+ 2%y + x4y+ 2x

JRE N S NS T P T AN L P )

2 2 2 2 2
+ X y3+ 2X 'y + 2% y+ 2xy8+ 2xy7+ xy6+ xy4+ 2xy
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+ X + Y
1x = 2x8+ x° v 2% 4 ox% + x 4+ 1
~NX = x6+x4+2x3+x2+1

Nous nous proposons de donner sur l'anneau
A une structure 4'A.H.T.I. centrée, Nous savons gue
l'anneau A est isomorphe, & l'aide d'un isomorphie ‘f .
4 un sous-anneau A' du produit direct de corps de
Galois GF(32) et GF(3) . Chacun de ces axes, avec
les opérations définies a'aprds les égalités (1), (2},
(3) et (4) est une A.H,T.I. gentrée, ob ¢ =2 est
le centre; il en egt de méme du produit de ces axes
et A' .

Pour tout x,y€A , solent X Ay, XV Y,

1x , ~ X les éléments de A tels que:

P (xAy) = 2(x) A ¥ (¥)
¢ (xvy) =) v (¥
(1 x) = 1Y (x)

P(~x) = ~% (x)
Ces éléments de A sont univoguement définis ﬁuisque‘{

est inyective et A' est fermée par rapport aux opé-
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rations A,V, 7T et ~ .

Chacun des axiomes caractérisant une A.H.T.I.
centrée peut etre vérifide sur A car A' est une
AH.T.I. centrée, Il en résulte gque le systime (4,n~)
est une A H.T.I. centrée.

Kous avons ainsi établi:

Théordtme 20. Soit (4, + , . , 1) un anneau satisfaisant
S _

aux conditions X X et 3xx =0 our
tout xeA . Si sur A on définit les opé-
rations A ,v,; ) et ~ au moyen des for-
mules (1), (2), (3) et (4) , alors 4
est un treillis distributif par rapport

aux opérations A et v , o O et 1
sont respectivement le plus petit et le

plus grand élément, et le systime (A,~ )

est une A.H.T,I. centrée, oi ¢ = 2 est

le centre.

Une prouve directe de ce résultat repose sur

la démonstration, moyennant les propriétés des opérations

d'anneau, de la validité de chacun des axiomes gui carac-
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terisent une A.HfT.I. centrée. A ce Propos, nous avons
réalisé une démonsiration, & liaide d'une machine, exn
tenant compte des difficultés présentées dans les cal-
culs des propriétés associatives et distributives. Le
programme, dont nous avons eu besoin, a été réalisé par

M, Guy Tassart de l'Institut de Calcul de Grenocble,

Nous aborderoans, par la suite, le probldme

inverse.
Soit (A,~) une A H.T.I. centrée dce cen-
tre ¢ . Nous savons que A est isomorphe, d‘aprés

ltapplication h & uae sous-—algébre A' du produis

direct d'algtbres simples Sk , kK = 3,8 .

Nous allons définir sur S9 deux opérations
+ et . de telle fagon que le systéme (Sg, + 4 o 3 1)
s0it un anneau ayant élément unité et satisfaisant awx
conditions x9 = X et 3x = 0 pour tout X € 89 .
Les expressions des opérations X + ¥ et
x . y doivent 8tre choisies de sorte que, en rempla-
cant les indéterminées x et y par les éléments de
S on obtienne les tableaux correspondants de la somme

)

et du produit sur GF(32) .



Pour chague x , considérons les expressions

de la forme X, k=1,2,...,14 dintroduites au chapitre

précédent.
Nous posons sur S9 :
14 14
X*r I T =1 i= (x,1) K N T4 M

vic N }:é n=1 ‘(m,n) (xm A yn) g (5)

oli:
€(k,i) = 1 si (k,i)ei(lg3),(ls4-}’(1v12)’(293)s(2’4)9
(2,5),(2,22),(3,6),(3,7),(3,9),(3,12),(4,6),(5,5),(6,12},

(7,11),(8,8),(8,10),(8,14),(9,11),(20,10),(10,14),(11,14),

(14,14) ‘& v SL les paires symétirigues des précédentesi

et T .y =0 pour toute une autre paire
(kyi)

(mny =1 st (mn) e $(1,1),(1,2),(1,5),(2,2),

’

(4,7),(4,9),(4,14)}~4{les paires syméiriques des précédent—ui

)

et & = 0 pour toute une autre paire
(m,n)
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14 14

?“y=>=/rt 1\=/1 E(k,i) (x, ~ ¥y v
14 14

oh:

Cr,q) =L (k,1) € {(1,2),(1,8),(1,12),(2,2),

(2,6),(2,7),(2,9),(2,13),(4,4),(4,6),(4,8),(4,11),(5,5)
(5,11),(5,14),(6,10),(7,7),(7,12),(8,14),(9,9),(10,12),

(10,14),(12,12),(14,14)E‘.Rles paires symétriques des

(k,i) = 0 pour toute une autre paire

3 si (m,n) e {(1,1),(1,4),(3,14),(4,9)])v

(m,yn) )

{1es paires symétrigues des précédentes X

et E.( )~ O vpour tout une aLtire paire

Bn suivant un raisonnexent tout & fait analo-
gue & celui donné plus haut, nous pouvons mwunir 1talgdk-
bre cenirée A d'une structure, de telle fagon que le
sysitme (4, + , . , 1) s0it un anneau ayant élément

S

tnité et satisfaisant aux propriéiés x7 =X et

3x = 0 pour tout xé& i .
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Nous avons ainsi établi:

Théoréme 21, Soit (A, w~) vune A H,T.I. ceantrée. Si sur

A on définit les opératicons + et . al
moyen des formules (5) et (6) , alors A
est un anneau par rapport aux opéraitiocans +
et . , ayant 1 comme élément unité et
satisfaisant aux propriédtés x9 =X et
3x =0 pour tout XxXeA .

De plus, si sur (A, + , . , 1) on définit
les opérations 1 ,~, A et Vv données par
les égalités (1), (2}, {3) et (4) on re-

trouve l'algdbre (4, ) .

Cette dernidre pariie du théordme se déduit dtaprds
la construction réalisée,
Nous pouvons conclure, grace &4 ce gue nous avons

montré que la théorie des A.H.T?.I. centrées est éguivalen-

te & celle des anneaux ayant élément unité et satisfaisant

S

aux conditions X~ =X et 3x = 0O pour tout x .,

e L L LT
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