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L'ARITHMETIQUE DES ESPACES TOPOLOGIQUES
par

ANTONIO MONTEIRO

INTRODUCTICN.

La notion d'ecspace topologique peut etre considerée,
comme une généralisation de la notion de nombre réel. Cette
idée se trouve clairement formulée par Pontryagin (*) (pag.
26) qui s'exprime de la manidre suivante: "Just as the theo
ry of group studies the algebraic operation of multiplica-
tion in {ts purest aspect, so abstract topology sets as <its
goal the investigation of the operation of passing to the
limit, discregarding all other propartieslof the elements
under consideration. If a group can be regard as a generali
sation of the concept of real number, then a topological
space should also be treated as a gencralisation of the sam»
real numbers. Only in the first case the operation of mulii-
plication is gencralized, while in the second it is the Lim-
iting operation, or, what 1is the same, the concept of limit
point which s gencralized".

Comme la notion de nombre réel cst aussi une généralisa-
tion de cellc de nombre entier, nous pouvons considérer la

notion d'espace topologique comme une généralisation de la

(*) Voir la liste bibliographique a la fin de ce travail.



notien de nombre entier et 1l'on se trouve placé devant le
prebleéme de déterminer les propriétés arithmétiques des en-
tiers qut subsistent dans les espaces topologiques.

L'ensemble de tous les nombres réels considéré comme un
espace topolegique joult en réalité de propriétés arithmé-
tigues intéressantes COmMmME NOUs le verrons par la sulte.
Cela montrerait une fois de plus, que la structure topolo-
gique de la droite cuclidienne est toujours une source de
problémes et nous placerait devant des propriétés arithméti
gues communes #u "continu' et au "discontinu”

Tout d*abord il faut savoir quelle est la notion qui
dans un espace topologique doit remplacer celle de nombre
entier. Un espace T1 est completement déterminé lcrsqu'on
donne la famille R de tous les ensembles fermés et tous les
probleémes importants sur 1'espace considéré peuvent étre ré
solus en raisonnant sur R. Cela nous conduit a envisager
chaque ensemble fermé comme une généralisation de la notion
de nombre entier; mais 1'expérience montre que cette idée
est insuffisante. On est alors amené A penser dans les fami
lles d'ensembles fermés, parmi lesquelles 1f faut distinguer
les filtres de R comme des familles particuliérement simples.

P. Samuel (pag. 111) a mis en évidence, d'une maniere
tres claire, la signification de la notion de filtre en topo
logie: "Topology deals escentially with infinite sets, while
it s much easier to operate with fintte sets. It 18 there-

fore mecessary to have a tool

permiting the passage from de
finite to the infinite (or conversal by using dual methods).
Phe necessary tool has to have finite features in its defi-
nition, but to be infinite in tls essence; and the filters
Fulf<il both requirements".

11 est donc raisonnable de penser que cet instrument

permettant le passage du fini.a 1'infini est particulieére-
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ment adapté a jouer le rdle des entiers.

Comme remarque encore P. Samuel, pour gu'ils soient u-
tiles les filtres doivent aveir des rélations avec la struc °
ture de l'espace topologique sur lequel ils sont définis.
Pour se placer dans ces conditions il suffit de considérer,
avec H. Wallman, des filtres d'ensembles fermés c.a.d. des
filtres de R.

Nous allong done considér

Y

r I Filtres de R comme une
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extension de la notion de nombre entier, et chercher des
propriétés arithmétiques des "entiers" d'un espace topolo-
gique. Cette tdche serait inabordable si le développement
récent des mathématiques n'avait pas déterminé presque com
plétement le chemin i suivre. Nous pensons surtout, en ce
moment, a la théorie des réticuléds {(lattices) distributifs
et en particulier des algebres de Boole, telle qu'elle peut
se trouver dans les travaux de M. Stone oll cet auteur a éta
bli, pour la premiére fois, des relations entre la théorie
des réticulés distributifs et celle des espaces topologiques
en ouvrant ainsi le chemin pour toutes les recherches ulté-
rieures.

Au point de vue de l'arithmétique nous devons surtout
signaler les théorémes de représentation de G. Birkhoff et

r

M. Stone: "Tout filtre d'un réticuld distributif est le m.m.
e. de filtres premierc”, que peut &tre considéré comme le
premier résultat sur l'extension des propriétés arithméti-
ques des entiers a la théorie des espaces topelogiques.
Cette notion de filtre premier a un rdle trés important
a jouer dans ce travail, La notion d'ultrafiltre est un cas
particulier de celle de filtre premier. Au point de vue de
l'arithmétique nous nous sommes laissés guider par 1'idée

A~

que lee ultrafiltres doivent jouer le role des nombres pre
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des puissances des nombres premiers.

I1 est un peu surprenant de voir apparaitre constam-
ment les ultrafiltres dans la théorie des espaces topolo-
giques, tandis que la notion de filtre premier, qui est en
général distincte de celle d'ultrafiltre, ne semble pas
avoir €té utilisée que par Kaplansky dans 1'étude du réti-
culé des fonctions numériques-continues définies sur un es
pace d'Hausdorff compact,

C'est apreés les travaux de H. Cartan, développés par N.
Bourbaki et ses collaborateurs, que les notions de filtre
et d'ultrafiltre ont étés considérées comme une généralisa
tion de la noticn de suite et de la méthode diagonale de
Cantor. Dans le traité de N. Bourbaki la technique des fil-
tres est utilisée presque partout; mais comme ces auteurs
considérent les filtres de toutes les parties d'un espace
topologique, il n'y a pas lieu de distinguer entre un fil-
tre premier et un ultrafiltre.

Nous voyons donc que dans les travaux des auteurs que
nous venons d'indiquer se trouvent déja developées les tech
niques nécessaires pour notre objectif et formulées des
idées qui nous ont guidé dans ce travail.

Beaucoup de résultats que nous avons obtenus sont vala
bles dans les réticulés distributifs, mais si 1'on veut se
maintenir aussi prés que possible de la notion d'espace to-
pologique, il y a lieu de se demander quels sont les réticy
1és distributifs ol 1'on peut développer un calcul symbo-
lique analogue au calcul topologique. D'aprés Janiszewski
(pag. 82) "Un des avantages de 1'introduction du caleul
a
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concerne le calcul topologique il peut se développer d'une
fagon satisfaisante dans les réticulés distributifs, ol
chaque &lément a un sup-complément. Ces réticulés, considé
rés pour la prémigére fois par G. Birkheff, seront appelés

réticulés topologiques.

Dans le Chapitre I nous étudions les réticulés topolo-
giques en insistant sur la notion de voisinage d'un élément
et sur les axiomes de séparation. I1 parait que la notion
de voisinage n'a pas été formulée auparavant dans les réti-
culés topologiques, oll pourtant elle peut s'exprimer trés
simplement. Cette notion, dont 1'importance a &té mise en
évidence par Fréchet, prend alors un caractére algébrique.
L'axiome de la compléte normalité aparait ici 1ibé&ré de la
considération des parties de l'espace qui ne sont pas fer-
més.

Dans le Chapitre II nous étudions, en développant une
idée d'Alexandroff, la notion de voisinage au sens absolu.
Il ne s'agit plus du filtre des voisinages fermés d'un
point ou plus généralement d'un ensemble fermé, mais sur-
tout de savoir quel sont les filtres qui doivent étre con-
sidérés comme des voisinages. Alors on peut parler du réti
culé des voisinages et chaque voisinage est divisible par
un ultravoisinage.

La théorie des voisinages prend une forme trés simple

dans le cas des réticulés topologiques normaux.

} Le Chapitre III est consacré & 1'étude de la notion de
filtre premier. Nous montrans d'abord que les seuls réti-
culés ol chaque filtre est le m.m.c. de filtres premiers

sonts les réticulés distributifs. La considération des



représentations minimeles wous ~ cmené & Ctudier les arith

P

¢
métiques finies, en indiquant ure caractérisation intrin-
séque des réticuljs correspondants.
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Dans le Ckapitrc AV nous Stvdiacs dla notion d'ultra-

filtre et l'arithmétique corrospondcnie. Aprés avoir indi-

qué une caractérisatlwn duws ultratrtiltres dans les réticu-
l1és distributifs nous déter ivons les réticulds distribu-

tifs ou tous les filtwes prenievs sont des ultrafiltres en
généralisant 1fgérement 1%imporicnt thioerime de Stone-Nach-
bin: "Pour gque dons un réiiculé distributif R contenant un
premier et un dernier é1l¢ment, tout filtre premier soit un
ultrafiltre il faut et il suffit que R soit une algébre de
Boole™. Nous analysons aussi la notion de filtre premier

maximal, qui sera utilisée plus tard.

Dans le Chapitre V nous &tudions 12 notion de puissance
prémiére, qui nous permettra dz corvictdriser 1'arithmétique
des espaces topologiques normaux et complétement normaux,
des semi-arithmétiques de M. Ward et des espaces topologi-
ques extrémement disconexes. On arrive alors & avoir une
id€e assez claire de¢ la distribuiticn des filtres premiers
dans ces divers r3ticulés.

-

Les propiét3s arithnitiques Stnudi

-
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cs sont les suivantes:

1) Chaque filtre preiier es+t divisible par un seul ultra- |
filtre;

2) Tout filtre qui divise un filirc premier est un filtre
premier;

3) Deux filtres premiers incoumparcbles sont relativement
premiers;

4) Chaque ultafiltre divice un seul Filtre premier maximal.



Ces propriétés caractérisent respectivement les espaces

qui vérifient 1l'axiome de la normalité, celul de la norma-
1ité compléte, les semi-arithmétiques de M. Ward et les es-
paces topologiques extrémement disconnexes.

Dans le Chapitre VI, nous développons 1'étude de 1l'arith
métique des espaces topologiques normaux. Pour cela nous
introduisens la notion de facteur primaire et plus générale
ment celle de multiple primaire. Un filtre F’' est un multi-
ple primaire du filtre F si F divise F' et si tout ultra-
filtre que divise F' divise aussi F. On démontre alors que
le voisinage V(F) du filtre F est un multiple primaire maxi
mal de F, c.a.d. tout multiple primaire de F est un diviseur
de V(F). Nous &tudions aussi la famille de tous les diviseurs
primaires d'un voisinage V, dans laquelle il existe un divi-
seur minimal F(V){dans le cas des espaces COmpacts F(V) est
un filtre principal). La théorie des vltra facteurs primaires
correspond au cas particulier ol V est un ultravoisinage et
F(V) un ultrafiltre.

Nous démontrons en passant que chaque voisinage est le
m.m.c. d'ultravoisinages. Nous croyons avoir ainsi mis en
évidence le caractere essentiellement arithmétique de la no
tion de voisinage. Pour obtenir un ultravoisinage nous n'a-
vons qu'a prendre un ultrafiltre U, déterminer toutes les
puissances maximales de U, et calculer son m.m.c. Tout ultra
voisinage peut &tre obtenu de cette maniére. Un ultravoisi-
nage n'est pas un filtre premier mais c'est le multiple pri
maire maximal dfun ultrafiltre.

En définissant le radical d'ur filtre F (én notation
Rad F) comme le m.m.c. des ultvafiltres qui divisent F nous
démontrons les formules suivantes: Rad F = Rad V(F); V(F) =
= V(Rad F). Cela peut nous conduire 2 penser que la nota-
tion de voisinage est analogue a celle de variété algébri-



que.

Finalement nous remarguons que la représentation norma
le d'un filtre comme le m.m.c. de facteurs primaires univg
quement détérminés permet l'extension immédiate des régles
8lémentaires de calcul du m.m.c. et p.g.c.d. de deux entiers.

Dans le Chapitre VII nous montrons que plusieurs prob1§
mes de représentation des réticulés distributifs peuvent
&étre considérés comme des constructions pour plonger un Té€
ticulé distributif dans un autre qul a une arithmétique noxr
male. C'est ce qu'on fait par exemple dans la compactifica
tion de Cech-Stone d'un espace complétement régulier. Il
faut cependant distinguer deux types de représentations 1isQ
morphes: les sup-représentations et les inf-représentations.
Nous indiquons, en passant, une technique pour obtenir des
sup-représentations d'un réticulé distributif a partir des
filtres de R.

En résumé nous avons pour but principal, dans ce travall,
d'étudier l'arithmétique des filtres premiers des espaces
topologiques normaux; mais comme nous penscns qu'il n'est
pas nuisible de se débarrasser des hypothéses inutiles, nous
avons été conduits a travailler dans les réticulés topologi
ques. Un lecteur intéressé par la logique peut envisager un
réticulé topologique R comme une logique spéciale plus géné
rale que celle de Brouwer et interpréter les filtres de R
comme des systémes deductifs (Tarski); 11 trouvera alors des
résultats assez précis sur l'arithmétique des systemes dé-
ductifs, parmi lesquels il est convenable de distinguer les
voisinages V comme des systémes déductifs ou la méthode de
réduction a 1'absurde est applicable dans une certaine me-

sure.



Une conclusion que résulte de ce travail c'est que la no-
tion de voisinage est assez subtile - au point de vue de
l'aritmétique - car les ultrafiltres sont, en général, in-
suffisants pour décrire un voisinage. Cependant cette no-
tion a été introduite (sous une forme plus restrictive) par
M. Fréchet dés les débuts de la topologie générale et il
€st un peu surprenant de voir qu'elle a un rapport direct
avec l'arithmétique (tout au moins dans le cas des espaces
topologiques normaux).
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CHAPITRE I

LES RETICULES TOPGLOGIQUES

1. RETICULES.

Nous allons indiquer dans ce chapitre les notions de
la théorie des ré&ticulés que nous aurons a utiliser par 1la
suite. Nous étudions surtout la notion de réticulé topolo-
gique introduite par Garrett Birkhoff en montrant qu'un cer
tain nombre de théoreémes de la topologie générale sont va-
lables dans ces réticulés.

Un ensemble ordonné est un ensemble, non vide, R sur le
quel est définie une relation binaire x € vy telle que:

01) x Cx
02) Si x €y et y € x alors x = y
03) Si x Cy ety C z alors x C z

Si la rélation d'ordre C vérifie encore la condition:

04) Quel que soit le couple x, y de R on a: soit
x €y soit y C x.

nous dirons que R est une chaine, un ensemble totalement or
donné ou un ensemble lindairement ordonné.

Un ensemble ordonné R sera dit un rdticulé (lattice) si
tout couple x,y € R a une borne supérieure x U y (supremun
de x et y) et une borne inférieure x Ny (infimum de x et y).
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Nous répresenterons par RO un réticulé qui contient un
premier é&lément 0, par R, un réticulé qui contient un der-
nier €lément 1 et par Ro ] un réticulé qui contient 0 et 1.

»

Nous aurcns surtout & nous occuper des réticulés dis-

tributifs, c.a.d. tels que:
xN{yuz)=({xny)u (xnz)

Indiquons quelques exemples de réticulés distributifs que

nous aurons a rappeler para la suite:

EXEMPLE 1. L'ensemble R=N, des entiers positifs:
1,2,... ordonné par la relation "a divise b" est un réticu-

1é distributifs ol 1 est le premier é€lément.

EXEMPLE 2. L'ensemble R=N° des entiers: 0,1,2,... or-
donné par la relation "a dZvise b'". L'entier 0 est le der-
nier élément de N°.

EXEMPLE 3. La famille R de tous les ensembles fermés
d'un espace fopologique ordonné par la rélation d'inclusion
< . L'ensemble vide @ est le premier élément de R et 1l'en-
semble 1 de tous les peints de 1'espace est le dernier élé-
ment de R.

EXEMPLE 4. La famille R de tous les ensembles ouverts
d'un espace topologique,

EXEMPLE 5. L'ensemble R de tous les nombres réels, or
donné par la relation a < b (a plus petit ou égale 3 b).

EXEMPLE 6. L'espace euclidien & n dimensions R", ol

les points x ='(x1,...,xn), y = (y1,.,.,yn), ... sont or-

donnés par la relation x € y si et seulement si X; Yo
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pour i = 1,2,...,n.

Une chaine est un réticulé distributif. Par cette rai-
son nous donnerons parfois aux chaines le nom de réticulés
linéaires. _ .

2. COMPLEMENTS.

Les réticulés distributifs les plus intéressants sont
ceux dans lesquels il existe une complémentation.
Nous dirons, avec Garrett Birkhoff, que x° est le sup-
complénent de X si:
1) x v x° =1
2) x uy = 1 entrzine x% cy.

Si x° existe est univequement determing.

DEFINITICY 2.1. Un réticuléd distributif RO 1 sera dit
2
un t

réticuld topologique si chaque élément de Ro 1 @
¥

un sup-coipléinent.
On démontre Té&cilement qus:

3) 1° = 0 3 0° = 1

2y x°% ¢ x

5) Si » C y alors yo Q‘XO
6) <G82 _ O

) xay)?® =" 0yt

8Y (U y]o ¢ =% n yo

(
9y (xwu y)oc = x%°°u yoo
¢

10 (= ny) =
c



12) (xuy)® = (x° n y©)°°,

A partir de chaque élément x on peut obtenir (par l'inter-

médiaire des opérations ©°

. o) 00 o] o]
savoir 0, x N x ~, x O, XNx, x, X

» Y, N ) au plus sept éléments, a

® et 1. Le diagrame de

Hasse de ces €léments est indiqué dans la figure ci-jointe.

On définit d'une fagon duale la notion d'inf-complément X,

de x et les formules duales des formules 3-12 sont encore

valables.

Le réticulé de 1'exemple 3 est un réticulé topologique.
Nous dirons que x' est un complément de x N x' = 0,

X UXx" = 1. Un réticulé distributif ol chaque élément a un

complément est ce qu'on appelle une algibre de Boole.

DEFINITION 2.2. Un 4ldment X d'un réticulé topologi-

que est régulier si x°° = x.

I1 est connu que la famille A de tous les éléments régu-
liers d'un réticulé topologique, ordonnée par la relation
€ est une algeébre de Boole. (Glivenko, Stone [1], pag. 66),
'Si x et y sont réguliers la borne supérieure de x et y dans
A est x Uy et la borne inférieure est (X N y)oo.
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Une algébre de Boole peut étre définie comme un réticu

1é topologique ou tous les éléments sont réguliers.

Les réticulés des exemples 2 et 3 soht des réticulés

topologiques.

Un élément tel que x%® = 1 sera dit rare (Bourbaki [3]).

Un réticulé topologique est vare si tous les éléments X¥#1
sont rares. Le réticulé de 1l'exemple 2 est rare.

I1 est facile de voir qu'un réticulé topologique est
rare si et seulement si les seuls éléments réguliers sont
0 et 1.

Dans le réticulé de 1l'exemple 3 les éléments réguliers
sont les domaines fermés c.a.d. les fermetures des ensem-—
bles ouverts. Comme exemple d'un espace Tl compact qui est
rare nous pouvons indiquer un ensemble infini I ou la fami-
lle des ensembles fermés est constituée par les parties fi-
nies de I, I et @.

D'aprés les formules 3), 6) et 11) les éléments de la
forme x n x° son rares. Réciproquement si x est rare (x°=1)
alors x = xn 1 =xn x°, L'élément 0 est rare. S¢ 0 est le
seul élément rare de R, alors x N x° =0 quel que soit Xx,

© est 1le complément de x, donc R est une algebre de

c.a.d. x
Boole. Réciproquement si R est une algebre de Boole, 0 est
le seul élement rare de R. Wous pouvons done définir les al
gebres de Boole comme les réticulés topologiques ayant un
seul élément rare; c'est 1'extreme opposé des réticules ra-
1"28.

Le seul élement régulier qui est rare c'est 1'élément 0,
car si x = x%% et x® = 1 alors x = 0. Cela peut nous condui

re a penser que les réticulés topologiques les plus simples



.sont ceux ou il existe des éléments réguliers en quantité
suffisante pour déterminer les autres €léments de R (cela
peut se faire de plusieurs manieres que nous ne précisons
pas, pour le moment). Si x et y sont réguliers, alors
XUy, x% et yo sont aussi réguliers, donc le sous-réticu-

ié B engendré dans R par L'ensemble A des éléments vrégu-

=
@

liers s'obtient en formant les bormes inférieures d'un nom
bre fini d'éléments réguliers. L'hypothese la plus simple

qu'on puisse faire a ce propos c'est dfadmettre que B = R.
Nous indiquons ci-joint le diagramme de Hasse d'un réticu-
1é topologique pour lequel B # R.

Un réticulé tel que R = B sera dit extremement régulier.

Le réticulé de la Fig.1 n'est pas extrémement régulier,
mais il est clair que toutes les algeébres de Boole sont ex-
trémement régulidres. De 1'identité évidente

o} 0. P co oz :
x =x°% U (xnx J on déduit que chaque élément de R est
la borne supérieure d'un élé&ment rare et d'un &lément régu-

lier. Donc pour qu'un réticulé topclogique soit extrémement

régulier il faut et il suffit que chaque é€lément rare soit
l'intersection d'un nombre fini d'éléments réguliers.

I1 serait intéressant de déterminer les réticulés to-
pologiques extrémement réguliers.

Une hypothése moins restrictive que celle de 1'extréme
régularité est celle introduite par Stone [2] et QUi con-
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siste a admettre que:
Chaque élément de R est la borne inférieure d'élément

réguliers (en nombre fini ou non).

Nous dirons alors que R est semi-régulier. On peut
méme dire que certains axiomes de séparation introduits en
topologie on pdur but de déterminer les &léments rares a
partir des éléments réguliers.

11 est convenable de remarquer que si un élément X est
la borne supérieure d'élément réguliers (en nombre
quelconque) alors x est régulier, donc pour obtenir de nou-
veaux &lément a partie de A il faut faire intervenir 1l'opéra
tion borne inférieure.

I1 existe una relation importante entre un réticulé
topologique R et 1l'algebre de Boole A des &léments réguliers
de R, signaléde pour la premiére fois par Glivenko, a savoir:

L'opération f(x) = x%° est un homomorphisme de R sur A.

Pour la démonstration de ce résultat et d'autres détails,
veir G. Birkhoff ({ 1], pag. 147-149).

A propos de la couverture d'un élément x par des €léments
réguliers il convient de signaler le résultat suivant:

5'il existe une famille d'éléments réguliers T, ayant
une borrne supérieure b = U r, telle que: 1) x € b;

2}y x n T, est rare guel que soit 1; alors X est rare.
En effect: comme x N T egt rare noOus aurons:

I =(xxn ri]O =x°u rg, quel que soit i, donc
X" 2 1. =T, et par conséquent x°2b=uU r; 2X d'ou

X7 = xuUuXx =] et Xx est rare.



3. VOISINAGES.

Dans un réticulé topologique on peut introduire d'une
fagon trés naturelle la notion de voisinage de la manieére
suivante:

DEFINITION 3.1. Si R est un réticulé topologique nmous

. v . O
dirons que V est un voisinage de X st X n v = 0.

Devuv® =1 on déduit x

U (xn vo)
est contenu dans chacun de ses voisinages.

it

xnNnlI=xn{{vu VO) = (x N VYU
=x Nnvdonc x Cv, c'est-a-dire tout élément

(o]

De v~ = (VOO)O

. (8] . ..
- on deduit que vP® est aussi un volsinage
de x, donc chaque voisinage de X contient un voisinage de x

qui est régulier et nous aurons en géneral.

C - 00 - ¢ 0

X v “ v , avec X Nv =

Les voisinages de x ont les propriétés suivantes:

V1) S%€ v est un voisinage de X alors x C v.

V2) 57 v est un voisinage de X 1l en est de méme
pour vOO,

V3) 52 v' et v" sont des einages de X alors

voi
v N vY est un vozeinage de X.

“

V4) 87 v est un voisinage de X et v C w alors W
est un voisinage de

x.
ce qu'on établit sans aucune espéce de difficulté.

Il est maintenant naturel d'introduire la définition
suivante:

DEFINITION 3.2. Un réticulé topologigue R sera dit
régulier si tout élément de R est la borne Infériecurve

de ses voisinagges.
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En tenant compte de la propriété V2), on voit qu'un réti-
culé topologique régulier est semi-régulier (au sens de
Stone).

Si R est le réticulé des ensembles fermés d'un espace
T1 on voit facilement gqu'on peut définir les espaces topo-

logiques réguliers de la maniere que nous venons d'indiquer.

REMARQUE. Il est facile de déterminer tous les voisina-

ges réguliers d'un &€lément x. Pour que v soit un voisinage

régulier de x il faut et il suffit que v scit le sup-complé
ment d'un élément y incompatible avec x (c.a.d.: 1) v = y°
2y xny = 0.

En effet si v est un voisinage régulier de x nous aurons,

par définition de voisinage: x € vo0 = donc les condi-
tions 1) et 2) sont vérifiées en posant y = vO,

Vs,

Supposons maintenant que v vérifie les conditions 1) et
2); de la condition Yoo Cy et de 2) on déduit que x N y°°=0

et cela veut dire que yo = v est un voisinage régulier de x.

L. NORMALITE.

L'axiome de la normalité de Uryshon peut étre formulé
dans un réticulé arbitraire de la maniére suivante:

DEFINITION 4.1. 8¢ R = Ro,l 2st un réti ulé, nOUE
divrons que l'axiome de la normalité est vérifié
pour chaque couple d'éléments incompatibles X, x2
11l existe des éléments v, et v, tele que:

1) Xy c Vi, X, < Vo 2) X; NV, =X, Ny, = 0
3) v, Uuv, = 1. (H. Wallman)

Si R est distributif alors la condition 1) est une

conséquence de 2) et 3), car X

=X, N I= X, 0 (Vi N vz)
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= (x1 nv)u (x1 nv,) =x, NV donc x, € v,. De méme on

1 1? 1 1

démontre que x, C v

2 2°

LEMME 4.1. Dans un réticulé topologique, l'axiome de

la normalité N1 (déf.4.1) est dquivalent a chacun des

deux axiomes suivants:

N2) Chaque couple d'élémente incompatibles ont des

voisinages réguliers disjoints.

N3) Chaque couple d'éléments incompatibles ont des
voiginages disjoints.
Dém. N1) entraine N2). Soient x, et x, des éléments incom-

1
patibles, v, et v, des éléments qui vérifient les conditions

2) et 3) indiquées dans la définition 4.1). De 2) on déduit

que 1, = vg‘est un voisinage régulier de X,. De la condition

3} on déduit que T, = vg c v, .

v, étant incompatible avec x, (d'apres 2) il existe un

2
s = X, nw = 0;
e

3w, v w, = I. De 2') on déduit que r, = w?

ge régulier de x, et 3') on déduit que r, E,wz.

couple Wy, W, tel que 2') vV, NW

st un voising

Alors rNr, Cv nr, =0et N2)

i 2 1

Nnw, =0, doncr 2

est démontré.

I1 est évident que N3) est une conséquence de N2). Dé-
montrons finalement que N1) est un conséquence de N3).
Scient donc Vis YV, deux voisinages, respectivement de Xy
Xy, qui soient disjoints; c'est-a-dire: a) X, Nx, = o ;

- . 0 - O = = o
b) v, 2 v, 0 ; c) X, Ny X, NV, 0. Posons W, Vs
W, =V alors de b) on déduit w, Uw, = I et ¢c) exprime
que X, Nw, = X, nw =0 donc l'axiome N1) est vérifié.

I1 y une classe tres importante de réticulé topologi-
que réguliers qui sont nécessairement normaux.
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DEFINITION 4.2. Une partie C, non vide, d'un réticulé
Ro est dite compatible si chaque partie finie de C

a une borne inférieure différente de 0. Nous dirons
que R est compact si pour chaque partie C = {xi} com
patible de R Il existe un élément z # 0 tel que

z € x , pour tous les 1i.

DEFINITION 4.3. Un &lément X d'un réticulé R est dit
compact, si la famille des éléments z tels que 2z € X
est un réticulé compact.

Nous pouvons maintenant démontrer que:

THEOREME 4.1. S¢ deux élément incompatibles X et y
d'un réticulé topologique R sont tels que:

1) X est 1g borne infériecure de ses voisinages.

2) y est compact; alors X a un voisinage disjoint de
y (Uryshon).

Dém. Soit alers x = N v, ol x N vg = 0 et y compact.
I1 suffit de montrer qu'il existe un i tel que v, nys=

= 0, et alors v? est un voisinage de y disjoint de x.

Suppbsons que ¢, = Vv, Ny # 0, quel que soit i. Comme 1la
borne inférieure d'un nombre fini de voisinages de x est un
voisinage de x les c; forment un ensemble compatible d'élé-
ments tels que s C y. Mais y étant compact il existe un z
z # 0 tel que z S ¢, C v, ,quel que soit idonc z £ x =nv,
et alors z CxnNny =20, c.a.d. x = 0 et cette contradiction
démontre le théoreme.

COROLLAIRE 4. Un réticulé topologique régulier et

compact vérifie l'axiome de la normalité,



I1 y a encorc une forme de l'axione de la normalité
qu'il est convenable de signalar:
N4) 57 X et y asont incompatibles 21 y wn votetnage v
de X incompatible avec Y.
s 1aible que N3), mals en rea

1ité il entraine M1). In efi2t nar hypothése x N v = 0 et

Cet axiome est apparermeocunt piud

in

vy = 0. Alors x' = v et y' = v vérifient les conditions
2 x 0yt = x" oy = Ny 3} xt Uy = I, c.a.d. 1'axiome N1)

est vérifiés.

r

5. NORMALITE CONMPLETE

Ltaxiome de lz complste normalité, quion introduit habi
tuellement dans la thforic des c¢spaces topologiques, est
plus subtile que les axiomes de la cemi-régularité, de la
régularité et de la normalité.

On dit qufun ~space topolog:l T wérifie 1'axione de

la normalité comml@te si:

Les propriicic 1) et 2) fort intervenir expllcltement
les parties : 2% y ce 1iPesnace gud ne sont pas nécess-

artremznt Ferrmds. Donc pour Souvol formuler cet axiome
J I :

dans la thécric viticulds towelooigues il faut gu'il

existe une foirun Ecunivalonte de ne faisant in-

w0

tervenir que 123 paritiecs Fermée = l'espace., C'est ce qui

a effectivoment Aio corms 1o mentras ‘ doreme stivante:



THEOREME 5.1. Pour qu'un espace topologique I vérifie
. - - e ~ - »

ltaxiome de la normalité complete i1 faut et 71 su-

ffit que la famille R des parties fermées de 1 jouisse

de la propriété suivante:

C) 8¢ X, ¥ et 2 sont des parties fermées telles que

XUy Cz 2l existe deux parties fermées, X' et y'

'Llesque: 1)}1(’\%" = oyt Ny =XNY

Pém. La condition est mécessat

P

ire. Soient x, y et z des par-
ties fermées telles que x U y € z. Posons (1) ¢ = z-{x N ¥y)
c.a.d. ¢ est la partie formée des points de z quil n'appar-
tiennent pas a (x N y).

Alors: c=zn (I - (xnvy); , z=cuU (xny)..Possons:
(2) a

Alors: (4) a = x N c

i}
bt
=4

- (X ny) 3y b=y - (xny)

x étant fermée dans I, a est une partie fermée dans c¢: en
outre: (5) x = au (xnvy).
De meme on voit que b est fermée dans ¢ et que

(6) b =y nc (7} y =bu (xny)



Alors: {8y anb=xnync=20

Le sous-espace ¢ €tant normal, a et b deux parties disjoin-
tes, fermées dans ¢; il existe deux parties de ¢, fermées

dans ¢, a' et b' telles qgue:
(9 anb'" = a" Nnb = 0; (10 a' U b' = ¢

D'ou

Mais a' et b' étant fermées dans ¢, il existe des parties

fermées de I, x' et y' telles que
(12} a* = ¢ nx' b' = ¢ ny’

Monstrons que nous pouvons choisir les parties fermées de I,

x' et y*, de telle maniere que:

(13) x ny © x'

I

(1) x ny € y!

in
3

Pour cela 11 suffit de poser:
x* = (x nyy)u znx")
yE o= (x my) u (z Ny
qul sont des parties fermés de 1, vérifiant les conditicns:
(xnNy)y&Sx*<Sz ;3 (xny)Sy* Sz

En outre:

C Nox* cN{xny)u {znx") = (cnxny)u

J{cnenx')y = 0wy (ecnx') = a'

-

de méme on voit que ¢ n y* = b

Supposons donc que x' et y' vérifient les conditions
(13) et (14). De (11), (12), {(13), et (14) on dBduit:
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(15) a*' Cx"<C z ; b Cy" Cz

Donc en tenant compte de {(15), (13) et (14)

a' U {xny)yCx' U (xny)=x"<z
b v xny) Sy'u (xny) =y &z
et alors, en utilisant (10) et (1)
at ub'uvuxny)=cu xny)=zCx'uy' €z

cl'est-a-dire
{(16) x'" U vy' = z
Montrons finalement que
(17) xNy' =x'Nny=xny

En utilisant successivement les formules (5), (14}, (4)
(12) et (9) on voit que

xNy'=f{avu@Eny))ny'=(@any'yu xnyny'}) =
= fany'yu (xny) =
= (xnNnc)yny)uxny)s=

= {(xNbH') U (xny) =

= ((lau (xny)) nb')u (xny) =

= fanbJuxnynb'yu xny) =
= {(xNyNb'yu (xnNny} =xnNnYy

De méme on voit que x' ny = x Ny. Les formules (16) et
{17) montrent que la condition C) est nécessaire.

La condition est suffisante. Supposons que la famille R

des ensembles fermés d'un espace topologique I vérifie la
condition C}. Montrons que toute partie a de I est un sous-
espace normal. Soient u = a Nx, v = anNny, ol x,y €R

sont deux parties fermées dans a telles que u nv = 0., Soit
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z = I; x', y' les éléments de R qui vérifient les conditions

1), 2) indiquées dans 1'énoncé du théoreme et posons
(18 u' =anx', v'=any'
Alors:

(19Yy u' uv' = an (x'"Wy'y =anil-=a

L

(20) u n v fanx)nNni{any') =ani{xny')y =
=sanNnxny=unv =270

De méme

(21) u' nv {

Les formules (18) montrent que u', v' sont des parties de
a, fermées dans a; (19}, (20) et (21) montrent que le sous-
espace a est normal et la démonstration est terminée.
Nous sommes ainsi conduits a introduire la définition

suivante:

DEFINITION 5.1. Nous dirons qu'un réticulé R vérifie

Ltaxdiome de la nmormal<téd relative si:
NR) étant donnés X,y,z € R tels que X Uy C z <1 exis

te deux éléments X', y' € R tels que:

Z
5
>
~
4
"
2
~
W
i
=
e

3) x €x' 5 vy C

Cette définition a un sens, méme si R n'est pas distri-
butif et ne possede ni un premier élément ni un dernier él1&-
ment; elle a donc une portée plus générale que la définition
de normalité, tout en étant une notion plus restrictive.

REMARQUE: S1 R est un réticulé distributif des condi-
tions 1) et 2} on déduit la condition 3). En effet x=x nNnz=
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=xn x'uy')y = (xnx'Ju xny') = xnx'Yu {xny).
De 1) on déduit que x Ny S x' donc x Ny € x N x' et alors

1'égalité précédente prend la forme x = x N x', c.a.d.

x € x'. De méme on voit que y C y"'.

Nous pourrions aussi dire qu'un réticulé R vérifie 1'axio
me de la normalité relative, si tout segment de R {c.a.d.
l'ensenble de tous les x tels que a £ x € b, vérifie 1l'axio
me de la normalité et cette remarque justifie la terminole-

gie que nous avons introduite.

I1 est bien clair qu'un réticulé Ro,l vérifiant 1'axiome
de la normalité relative vérifie aussi 1'axiome de la norma-
1ité, Dans la figure ci-jointe est indiqué le diagrame de
Hasse d'un réticulé distributif fini, qui vérifie 1'axiome
de normalité sans vérifier l'axiome de la normalité relative;
car pour les éléments x, y, z, indiqués sur la figure les

€léments x', y' de 1'axiome NR)} n'existent pas.

Z

x o /;>o

-

0. Ore {26] a considéré un axiome plus restrictif que NR) a
savoir:

AXIOME DE ORE. S¢ x Uy € z 21 existe des &léments x',
y' € R tels que: 1') x' ny' =xnNny, 2) x' Uy’ = z
I xCx', yCy'.

I1 est bien clair que 1'axiome de Ore entraine 1'axiome



de 1la normalité relative, mais la réciproque n'est pas exac

te. Pour le voir il suffit de considérér, dans un réticulé

distributif R_,, un couple x, y (X,¥ £ 0) tel que X Ny = 0.
,1

et prendre z = 1, alors les &léments x', y' de l'axiome de

it ©

Ore vérifient les conditions x' N yt =0, x'" Uy' = I, donc
y' est le complément Booléen de x'. Alors le réticulé de
tous les ensembles fermés d'un espace topclogique complete-
ment normal et connexe {(la droite par exemple) ne vérifie

pas 1'axiome de Ore.

REMARQUE. L'axiome de la normalité complete peut etre
enoncé sous une forme plus simples, dans le cas d'un réticu
18 distributif ayant un dernier élément:

-t

Pour chaque couple X,y € R 70 existe un couple X', Y

tel gue X Ny' = x"' Ny = X NY; xtuy' = 1I.
Alors si z est tel que x Uy & Z, posons x" =z NX', V¥
= z N y'. Nous aurons:
x"uUyt=zn {x'uy') =z
xny'=xn(zny') =xnN y' = X Ny

et de méme X" Ny = x Ny.

6. DISJONCTION.

\ous n'avons pas parlé, jusqu'ici, de l'axiome de Fréchet

"les points sont des encembles fermée' ou ce qul revient au
~ p . ! » . o

méme "toute partie de l'espace est la réunion d'ensembles

fermés'.

H. Walmann [1] a introduit la définition suivante:

DEFINITION 6.1. Un réticulé R est disjonctif si pour

chaque couple

[vs]

ents X,y € R_ qui ne vérifie pa

d'élém
8]
1q relation y € X 21 existe un E1lément W tel que
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xNw=0, vynw#O.

On peut, si l'on veut, supposer dans la définition précéden
te que w €y, car w' = w Ny joult de cette propriété.

Si un espace topologique jouit de la propriété suivante:
“rout ensenble ouvert est la réunion d'ensembles fermés™,
plus faible que 1'axiome de Fréchet, alors la famille des
ensembles fermés de 1l'espace considéré jouit de la propriété
de disjonction de Wallman. Mais malgré cela la propriété de
disjonction de Wallman se préte 2 remplacer l'axiome de

Fréchet.

DEFINITION 6.2. Un réticulé distributif disjonctif qui
vérifie l’azxiome de la normalité sera dit un réticulé
; 7 F P e 2 de la v 14t8 o T ot enco
normaL, St Lo ariome ae g normaillte complele €8 enco

re vérifié, nous divons gque le réticulé est complete-

ment normal.
Alors

THEOREME 6.1. Un néticulé topologique normal est ré-

gulier.,

oém. Soit R un réticulé topologique normal et suppOsSons que
x n'est pas la borne inférieure de ses voisinages V.. Il
existe alors un &lément z tel que: 1)} z & v quel que solt 1;
2} la relation z € x n'est pas vérifiée. Dans ces conditions
i1l existe un 8lément w # 0 tel que 3) w € z; 4} wnx = 0.
De 4) on deduit qu'il existe un voisinage v. de X incompati
ble avec w, mais w & v donc w = 0 et la démonstration est
términée.

I1 parait plus difficile de-trouver un remplagant, dans
les réticulés topologiques, pour l'axiome de Hausderff, Ce-
la peut se faire dans une algeébre de Boole topologique,

dont la définition sera indiquée plus loin, mais 1'enoncé
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correspondant a une forme trés compliquée.

7. RETICULES ET LOGIQUES DE BROUWER.

Lorsqu'on cherche les propriétés arithmétiques communes
3 la théoric des entiers et a celle des espaces topologiques
on est frappé par les complications qui s'introduisent si le
nombre zéro est consideréré comme un entier. 11 faut penser
aux réticuld R qui n'ont pas nécessairement un dernier élé-
ment. La notion de réticulé de Brouwer, introduite par G.
Birkhoff, semble adaptée a des applications multiples.
M. Ward [38] a d'ailleurs développé une étude sur 1l'arith-
métique d'une classe spéciale de réticulés de Brouwer dont
nous parlerons plus loin mais les restrictions qu'il impose

nous écartent des espaces topologiques les plus courants.

DEEINITION 7.1. Un wnéticuldé R sera dit un réticulé
¥

de Brouwer, si por chaque X,y € R il existe un £lé-
ment z tel que: 1) x Cy U z; 2) §¢ x Sy U W alors
z C w (nous divons gue z est la "différence” z = X = y)

Une Logique de Brouwer est un réticulé de Brouwer

<+

s
e

ayant un dernier Elémen

Un réticulé de Brouwer est nécessairement distributif
(G. Birkhoff [ 11, pag. 148, M. Ward ). Toute Logique de
Brouwer est un réticuléd topologique car x° = 1 = x; mais la
réciproque n'est pas exacte. Nous renvoyons aux travaux de
Birkhoff, M. Ward, Tarski et Mac Kinsey pour 1'étude des pro
priétés de 1'opération de "différence". Signallons seulement
la formule suivante, gque NoOus aurons a utiliser plus tard:

20 [} o] : -~ N oQ Q
x%% = x° = x°°% | drou x° = x°% = x".
; ¥ o 00 - Q [aX o]
Pour la démontrer remarquons que X C x  uUXx .. D'au-
- a0 (o] r (&) (8] o) ~
tre part si1 X C x~ uwalors 1 = x7 UX C x“ uw, d'ou
»



x> Uw = 1, donc x°° C w et cela suffit pour démontrer que

Q0 . O o0
X - X = X .

La famille des ensembles fermés d'un espace topologique

est une Logique de Brouwer et cette notion semble bien adap

ée au développement d'un calcul topologique (voir & ce pro
pos les travaux de Tarski et Mc Kinsey [22]).

Rappelons maintenant la définition suivante:

DEFINITION 7.2. (Terasaka). Une algebre de Boole
o}

- b, a -
A sera dite une algebre de Boole 1 !

logique st l'on

4.

<

po
.

se donne une cpération qui a

it
ASELN

O

iément x € A

Q
X.z
&

hagque

€ 21le mantere

P

de

ri

)
<t
¥

fait correspondre un élémen

ot
X Ry

My

1Tés:

®©y

ent v

o,

que les arxiomes suivants So

L+;

=)
i
d

0=0,XUy =XxUy; x €X;

On montre facilement que les &léments fermés x = X de A
forment une Logique de Brouwer et toute logique de Brouwer
peut etre obtenue de cette maniére (Tarski et Mac Kinsey).
La différence x ~ y doit etre définie comme 1'élément X N y'
(ol x et y sont fermés et y' est le complément de Boole de y).

Un exemple trés important d'algébre de Boole topologi-
que compléte est, d'aprés L. Nachbin, 1'algébre quotient A
de toutes les parties de la droite par 1'ideadl des ensembles
de mesure nulle. A vérifie l'axiome de Frechét “"tout X € A
est la borne supéricure d'éléments fermés' auquel on peut
donner, avec L. Nachbin, une forme plus faible "pour chaque
X # 0, x € A, 21 existe un éldment fermé £, tel que 0 C £ C
c x",

L. Nachbin a trouvé aussi une maniere de formuler 1l'axio
me To dans une algébre de Boole topologique. Il serait inté
ressant de formuler 1'axiome To dans une logique de Brouwer
et méme dans un réticulé topologique.



Nous ne voyons pas clairement quel rdle pourrait jouer
1'operation de différence, dans le développement de la to-
pologie. Indiquons en tout cas un exemple, ol il est commo
de, tout au meins, de s'en servir.

I1 est bien connu que dans un réticulé distributif com-
plet 1'existence de la différence x =~ y, pour tous les cou-

ples x,y, est équivalentc a la loi distributive:
x u (N yi) = N (x U\yi}

Alors, si dans une Logique de Brouwer compléte les é&lé-
ments rares sont réguliers on peut démontrer fdcilement que
tous les éléments sont réguliers. En effet pour chaque x po
sons: x = x°° U (x nx%). Comme n = x N x° est rare nous ay

&)
rons n = N Vs avec n N v, = g, donc:

xn (xX°° uv.)® Cxn x°n vg) = nn vz =0

1
Cela montre que les w = x°° U v. sont des voisinages
de x.
En outre
oo [eXe . [sYe)
X = X Un =X U N vi) = N {x U vi} =N W, .

et tous les €léments sont réguliers.

Les notions de véticuléd distributif, disjonctif, normal,
completement normal, montrent que l'existence d'un sup-com-
plément n'est pas absolument indespensable pour étudier un
certain nombre de notions. Tout ce qu'on peut dire c'est que
dans les réticulés topologiques certaines notions se pré-
sentent sous une forme plus simple (la notion de voisinage,
par exemple).

8. CONNEXION.

Dans un réticulé topologique on peut introduire la no-
tion de frontiere,



DEFINITION 8.1. La frontierc de X € R est, par défi-

3 . PR . ~ o
nition, L'élément Fr(x) = x N X .

La frontiere de chaque &lément est par conséquent un éléu
ment rare et réciproquement chaque €lément rare est la fron
tiere d'un élément de R. On démontre sans difficulté les for
mules de calcul:

1} x = x°% U Fr{x) , donc Fr(x) € X

2) Fr(x%) = Fr(x°°)

3) Fr(Fr(x)) Fr(x)

4 Frix ny) = (Fr{x) ny) u (Fr{y) nx) & Fr{x) u Fr(y)
5) Fr{x uy) € (Fr{x) ny) U (Fr(y) n x) € Fr(x) U Fr{y)

f

{

Les éléments qui sont identiques a leur frontiére sont
les éléments rares, a chacun desquels on peut donc donner
le nom d'Zléments Fronmtieres. Toutes les complications qu'on
peut trouver dans un réticulé topologique ont pour origine
les éléments frontieres. Si 0 est le seul ¢lément frontiere
alors

x n x° = 0, quel que soit X

c.a.d. R est une algébre de Boole.

Les éléments x ayant une frontiere vide sont les églé-
ments de R qui ont un complément de Boole, dans R; nous
dirons alors que X est ouvert. Il en est ainsi pour 0 et 1.
S'il n'y a pas dfautres €léments ouverts, on dit que R est
connexe. Soit G la famille de tous les €léments ouverts. I1
est dvident que tous les éléments de G sont réguliers et
que G est une algébre de Boole et un sous-réticulé de R.

Nous avons donc en général G < A, A étant la famille

des éléments réguliers de R.

Le cas extréme, opposé a la connexion, est celui ol



tous les éléments réguliers sont ouverts c.a.d. G = A, Ce-
tte condition peut s'exprimer en écrivant, plus simplement;
e DO .
XT Nx = 0 , quel que soit X.
Nous dirons alors que R est extrémement disconnexe; mais
i1 faut employer ce langage avec précaution, car un réticu-
1é rare serait simultanément connexe et extrémement discon-

nexe.

11 faut donc exiger que R contienne des éléments régu-
liers distincts de 0 et 1. En réalité les cas les plus inté
ressants sont ceux ou l'on exige, par exemple, que R soit
un réticulé topologique régulier ou normal.



CHAPITRE Il

FILTRES ET VOISINAGES

1. LES FILTRES.

Dans 1'étude de la topologie on ne peut pas se borner
a la consideration d'un ensemble fermé; on est, trés sou-
vent conduit a considérer des familles d'ensembles fermés.
C'est ce qui arrive lorsqu'on formule, par exemple, les ng
tions de compacité et de voisinage fermé. La famille V(p)
de tous les veisinages (fermés) d'un point fixe p, joue un
trés grand réle dans la topologie. Dans le cas des espaces
réguliers la connaissance de V(p) détermine univoquement
la topologie de l'espace considéré. La famille V(p) est un
exemple particulier d'un filtre.

DEFINITION 1.1. Une famille F d'élément d'un réticuléd
R sera dite un filtre si: 1) x € F et x C y entrai-
nent y € F; 2) X,y € F entraine x N y € F; 3) F # R.

S1 R contient un premier élément nous pouvons remplacer
la condition 3) par 3') 0 & F.

La famille de tous les éléments z tels que x C z, ol
x # 0, est un filtre qui sera representé par F(x) et appe-

1€ filtre prinecipal.

Ce n'est qu'a une époque récente que la théorie des fil-
tres a €té développée d’une fagon convenable, aprés les tra
vaux de Tarski, Stone et Birkhoff. Ces auteurs s'occupent
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surtout de la notion d'idéal qui est duale de celle de fil
tre. Stonc a donné aux filtres le nom de a-idéaux et pour
Tarski qui était surtout interessé par des applications a
la logique un idéal était un systéme déductif. Ces auteurs
€étaient principalement intéressés par la théorie de la re-
présentation des algebres de Boole et des réticuléds distri-
butifs.

En ce qui concerne ses applications a la topologie c'est
avec H. Cartan, en 1937, que cette notion apparailt, pour la
premiére fois, comme une généralisation de la notion de su-
ccession. N. Bourbaki et ses collaborateurs ont fait un usa
ge systématique des filtres et des ultrafiltres dans 1'étu-
de des espaces topologiques, mais ils utilisent surtout les
filtres de 1l'algébre de Boole de toutes les parties d'un en

sembles fixe.

Nous allons nous intéresser exclusivement par les fil-
tres du réticulé R des ensembles fermés d'un espace topolo-
gique, auxquels on pourrait donner le nom, avec P. Samuel,
de filtres fermés. La notion de systeme de générateurs d'un
filtre fermé& a é€té utilisée de bonne heure par Alexandroff
et Uryshon, a propos de la notion d'espace compact (bicom-
pact dans la terminologie de ces auteurs). H. Wallman a uti
1lisé les filitres fermés pour compactifier les espaces T1,
en montrant, par cela méme, que les filtres fermés sont su-
ffisants pour résoudre le probleme en question.

Un espace topologique T1 étant déterminé univoquement
par le réticulé R de ses ensembles fermés il est naturel de
prévoir que, en général, toutes les questions importantes
sur les espaces T1 puissent étre résolues en travaillant

sur R.
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Dans la suite de ce travail nous verrons que les filtres
fermés jouissent, dans certains espaces topologiques, de
propriétés arithmétiques analogues a celles des nombres en-

tiers.

Nous supposerons connues les propriétés les plus impor-
tantes des filtres d'un réticulé distributif; qui se trou-
vent exposés, par exemple, dans un travail de Stone [3].
Voir aussi G. Birkhoff [1i].

Les notions de base de filtre, systéme de générateurs
d'un filtre, etc. seront supposées connues. Voir a ce sujet:
P. Samuel, A. Monteiro [1].

Rappelons seulement qui si 1'on considére R comme un
filtre (imprope) alors la famille ®(R) de tous les filtres
de R est une Logique de Brouwer complete et compacte, si
1'on ordonne ®(R) de la manieére indiquée dans la définition
suivante:

DEFINITION 1.2. Nous divone que le filtre F est un

seur du filtre F' si l'ensemble F contient F' et

(&

y
v

Q.

ous éEcrirons F C F'.

3

Un ultrafiltre est alors un élément minimal dans la fa-
mille des filtres propes et l'ordre que nous avons introduit
se trouve en quelque sorte renversé par rapport au langage
habituel. De méme la borne supérieure des deux filtres F,F'
est le filtre F U F' (au sens du calcul des complexes) et
la borne inféricure des mémes filtres est le filtre F N F’
{au sens du calcul des complexes). Cela veut dire que F n F',
par exemple, est la famille de tous les éléments de la for-

me fnf', o £f &€ F et £f' € F'. R étant le plus petit élé-
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ment de ®(R}; deux filtres sont incompatiples si1 F N F' =
= R, c.a.d. s'1l exite f € F, {f' € F' tels que f Nn ' = 0.

La connaissance de la structure d'un réticulé distribu-
tif dépend essentiecllement de la connaissance de ¢(R). Ce
probléme a été étudié d'une fagon approfondie, dans le cas

des algébres de Boole, par H. Stone [4] qu'a a écrit a ce
a

<3

Fa s v P L2 R | i g e A <
roduced and discussed a certain ol

propos "we have in

N S o b e it ey T h - Tt g § e s -y 4 o
fication of the ideale in a Boolean ring (or generalis

o

Boolean algebra). Here we propose to carry cut a deta
study of that classification, with the particular purpose
of discovering what types of Boolean ning can be caracteri
sed by properties of the {deal-structure''.

Dans ce travail nous reprenons la méme idée, pour les
réticulés distributifs, en cherchant les réticulés distri-
butifs les plus généraux pour lesquels les filtres premiers

jouissent des propriétés fixées d'avance.

Dans cc chapitre nous allons nous occuper de la notion
de voioinage dans le réticulés topologiques. Dans la topo-
logie on parle de voisinage d'un point. Mais en 1939, Alex
Alexandroff a considéré pour la premiere fois, semble-t-il,
la notion de volisinage au sens absolu. Nous allons volr ce
que devient cette notion dans la théorie des réticulés to-

pologiques.

2. LES FILTRES. REGULIERS.

Si 1'sn s'intéresse par des applications a la logique
on peut interpréter un réticulé topologique R comme un en-
semble de propositions; x Ny, X Uy, x® comme les propo-

sitions: "x et y", "x ou y" et "non Xx". Alors nous aurons

toujours x U x° = 1, et il peut arriver que x N x° # 0 (ce



tte interprétation est donc duale de celle de Brouwer). On

peut aussi interpréter, avec Tarski, un filtre comme un sys

teme déductif. Il y a donc lieu de chercher les filtres qui

ne peuvent pas contenir simultanément les propositions x et

[s) . . ;
X", quel que soit x, a chacun desquels nous donnerons le nom

de filtre semi-rigulier. Mais si1 1'on veut se maintenir au-
ssi prés que possible de la logique classique, il y a lieu

d'introduire la définition suivante:

DEFINITION 2.1, Un filtve F sera dit régulier si X €

. B OO "
entraine X & F,

Il est clair gu'un filtre régulier propre est semi-régulier

mais la réciproque n'est pas exacte, comme le montre le fil

-

tre principal F({x) de la Fig. 1 du Chapitre 1.

Nous allons maintenant indiquer les relations qui exis-

tent entre les filtres réguliers de R et les filtres de 1'al

gebre de Boole A des éléments réguliers de R.

Soit H la famille de tous les éléments réguliers d'un

filtre régulier F. Si p, q € H, alors p Nn g € F, donc

(p N q)°% H. Or (p N q)°° est la borne inférieure, de p et g

dans A. Cela montre que H est un filtre de A. En outre H

est une base de F, car tout élément x € F suit un élément
régulier de H a savoir x°°. Ainsi 3 chaque filtre régulier
de R correspond un filtre de A qui est une base de F (dans
R). Réciproquement soit H un filtre de A. L'ensemble H est
dans R une base dec filtre, car si p, q € H alors r=(p N g)
est un €lément régulier de H tel que r C p N q. Scit F le
filtre engendré dans R, par H; il est évident que H est

la famille des éléments réguliers de F.

o0

2



I1 y a donc une correspondance biunivogue entre les Fil

tres réguliers de R et les filtres de A.

Voyons maintenant que si F cot un filtre semi-régulier
il existe un filtre régulier K divisant F. En effet soit K

PP P ~ 00 ~ o
la famille de tous les éléments de la forme x°°, ol x € F,

et montrons quec K est une base de filtre. Soient x°°, y°° e
K (donc x,y € F}, alors (x N y}°% € K et (x N yjoo c x°° n

n y°%; i1 stagit donc de montrer que (x ny)°® # 0. Or z =

=X Nyé&€F, donc si z°° = 0 on aurait z° = 1 et alors z,

2° € F ce qui est impossible, par hypothese. Il est évident

que le filtre F' engendré par K est régulier et divise F.
I1 est aussi evident que si un filtre régulier divise F il
divise F' et nous pouvons parler du filire régulier engen-

dré par un filtre semi-pégulier.

Les filtres semi-réguliers F sont ceux qui ne contien-
nent pas des propositions rares, c.a.d. de la forme x N x7;
et nous venons de voir qu'en ajoutant a F les doubles néga-
tions des propositions de F et toutes ses conséquences on

obtient un filtre régulier divisant F.

3.- LES FILTRES VO!SINAGES.

Le réticulé #(R) des filtres d'un réticuld distributif
R étant un réticulé topologique, nous pouvons définir un
voisinage d'un filtre F comme tout filtre V tel que F N y°=
= R et il se pose naturelement le probléme de caractériser
d'une manieére intrinséque les voisinages qu'on peut obtenir
de cette maniére. Probablement il faut faire des restric-
tions convenables sur R, si l1'on veut obtenir une théorie
satisfaisante. On peut aussi chercher les réticulés R tels
que ®(R) soit régulier, normal complétement normal etc. Nous
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n'avons pas réussi a resoudre ces problémes. Pour les appli

cations que nous allons faire il nous suffit d'établir les

résultats que nous allons indiquer par la suite:

DEFINITION 3.1. 5S¢ un filtre V d'un réticuld topologi
que est tel que chagque élément de V est un voisinage

d'un élément de V, nous dirons que V est un filtre

voisinage, ou plus simplement que V est un voisinage.

La famille V(x) de tous les voisinages d'un élément x

d'un réticulé topologique R est un filtre qui n'est pas né-

cessai
me de
finiti

rement un filtre voisinage; mais si R vérifie 1l'axio-
la normalité V(x) est un voisinage au sens de la dé-
on 3.1. Si R est la famille des ensembles fermés d'un

espace topologique régulier, la famille de tous les voisina

ges fermés d'un point est un filtre voisinage de R.

On démontre sans difficulté les propositions suivantes:

1)Chaque voisinage est un filtre régulier.

2)54 V', V" sont des voisinages compatibles alors

V' N V" est un voisinage.

Dém. Soit V = V' N V". Les éléments de V sont de la for

me v =

vi nvY, ou v' € V', v" € V", v' est un voisinage de

x' € V', et v" un voisinage de x" € V". 11 suffit de montrer

que Vv
V. En

est un voisinage de x = x' N x'" qui est un élément de
effet x nv® = x n vt nv")? = x n (v'® u vh%) =

= (xnNnv'°® U (x nveey = p.

3) 84 V' et V" gont des voisinages alors V' U V" gst

un voisinage.

Dém. Les éléments de V = V' U V" sont de la forme v =
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= v! ygv'", ol v' € V' est un voisinage de x' € V' et v'"€ y»
est un voisinage de x" € V', Posons x = x' U x" et montrons
que v est un voisinage de x € V. En effet x n v°=(x'U x") N
NVt uv®c x ux)n (v'°nv"® = 0 donc x nv® = 0.

REMARQUE. Si 1'on ajoute a la famille de tous les voisi
nages le voilsinage impropre R, nous pouvons dire que la fa-
mille de tous les voisinages est un réticulé et méme un sous-
Téticulé de ®(R).

4) La famille des filtres voisinages est inductive in
férieurement, et alors chaque voisinage est divisi

ble par un voisinage minimal.

DEFINITION 3.2. 4 chaque voisinage minimal nous donneg

rons le nom d'ultravoisinage.

Dans un espace topologique régulier la famille de tous

les voisinages fermé€s d'un point p est un ultravoisinage.

DEFINITION 3.3. 57 F est un filtre nous représente-
rons par V(F) la famille des voisinages des éléments
de F.

On reconnalt immediatement que:
5) V(F) est un filtre; F C V(F)
6) 8¢ F' C F" alors V(F") C V(F")

7) Pour que F soit un voisinage il faut et tl suffit
que F = V(F).

THEOREME 3.1. Dans un réticulé topologique, qui véri
fie L'axiome de wnormalité, V(F) est un voisinage quel
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que sotit le filtre F.
Dém. Nous savons que V(F) est un filtre. Pour montrer
que V(F) est un voisinage soit v un voisinage de x € F,
Comme x N v® = 0 il existe un volsinage w de X incompatible
avec v° (voir Chapitre I, n°4, remarque finale). Alors
w N v® = 0 montre que v est un voisinage de w € V(F), ce

qu'il fallait démontrer.
COROLLAIRE 3.1. V(V(F)) = V(F).

I1 est clair qu'un élément rare ne peut pas étre le voi
sinage d'aucun élément x # 0.

THEOREME 3.2. Dans ur

un réticulé topologique normal tout
€lément qui n'est pae rare appartient & un voisinage

tout au moins.

Dém. Démontrons d'abord le théoréme pour le cas d'un elé

- . . . o0

ment régulier qui ne soit pas rare: r = T # 0. Nous ne pou
3 o ¢] p .

vons pas avoir r C r° car autrement r° = 1, r°° = 0, Il exis
P oo - - o

te alors un élément x € R, x # 0, tel que x Cr, x N1~ = 0;

cela voulant dire que r est un voisinage de x, r appartient
au voisinage V(F(x)) déterminé par le filtre principal F{x).
Dans le cas ol X est un &élément quelconque qui n'est pas ra
re, nous aurons x°° # 0. Comme il existe un voisinage V con
tenant x°° alors x e V.

En ce qui concerne les relations entre les ultravoisina
ges et les ultrafiltres, nous renvoyons le lecteur au chapi
tre VI.

L. LES FILTRES D'ALEXANDROFF.

Dans un travail tres important sur les extensions des



espaces topologiques, Alexandroff [ 1]

a consideré une cla-

sse de filtres ouverts, que nous allons examiner icCi.

Alexandroff les appelle filtres réguliers tandis que nous

utiliserons cette expression dans un autre sens.

.
(o

Il s'agit de vo
fermés qui pourront

guliers.

ir, surtout, quels

cuvert G (c.z.d.

2w ]

topologique est dit ré-
[ exicte un en-

G 7
gue g' € g.

tfiltres
jouer le rdle des filtres ouverts ré-

seront les

LEMME 1. S G = [gi] est un filtre ouvert alors 1'en-
sembie B = (gi) et la base d'un filtre fermé régulier.

Dém. Soient f' = g' et f" = g" des &éléments de B; alors
comme g = g' N g" € G nous aurons g # O et £ =g =g ng” C

_C_E'ﬂg":f'ﬁf"

. Cela suffit pour montrer que B est la

base d'un filtre fermé F. Les éléments de B étant des domai

nes fermés (c.a.d. des ensembles
est un filtre fermé régulier. En

fermés réguliers) alors F
outre les ensembles de B

forment un filtre
fermés réguliers,
f C(f' n £7)°°
que (f' N £M°%° est
quons pour cela que

C

Mais de g' € f', g"

g Ci(f') n i(f"), donc h

(f' n fn)OO

St G est un filtre ouvert veprdsentons par

#

tre fermé régul

.

dans 1'algebre
car de

rer engendr

de Boole A, des ensembles
f =g ¢ f'n" fee

f' N £"; il nous reste, donc, i montrer

on déduit
la fermeture d'un ensemble h € G. Remar
(' n £M°° =T NI =1 AL,
C f" on deduit g' C i(f'}; g" C i(£"y,
1(f")y n i(f") € C et de

h on déduit que: (f' n £")°° € B.

G le fil-

€

g par B =

@D



LEMME 2., sS4 F
lors L'ensemb

ouvert

semble

Soient g'
£ e
0 alors f°°
que £°° € F.
i{f' n £
se d'un filtre

Dém,

alors comme
i(f)

B

1({)

?’t)‘t’

Démontrons
THEOREME 1. o

i(0)
}?

1(F)

bém. G étant

Dans ces

3t un 4
eoi koI

maintenant

un filtre ouvert,

Le

Lf i J a8t unA j-‘.f.
G [1 tf i yoest
{(1(x)

reprd
£

= i(£Y), g" = ilf
N t" € F nous aur
= 1(f) = 0 et cel
conditions g =

# 0 et comme g =

ouvert régulier.

3

-

tre fermé

.
ndré par C

il Epe

3t un J
ig

S e P S -
g8t un feiltre

F

Litre

le théoreme

Fermé

2 o i e
ta base d"un F<

PP S e
LoLmrTarl g

"} des éléments de G,
i(f) # 0 car:
sible
1 (f")

C, G est

ons S$1i

a est imposs parce
N 1(f")=

la ba-

g' ng”
i{f) e

E’:p oL

suilvante:

) PR Ea
onvert pé gulirer arors
. 2 .

grmé pé ].4 tier al cr

G est formé par les

ensembles fermés f pour chacun desquels il existe un g &G

tel que g C f. De g
i(f) € G c.a.d. i(G

chaque g € G il exis

G est régulier pour

Cgcf
y €6, 11
o un s

on dédui
nous re
F
chaque g € G il

t: g C i(g) i(f), donc
ste a démontrer que pour
tel que 1(f) € g. Comme

existe un ensemble ou-

vert régulier g' = i(f"), ol f' est fermé, tel que g' C g,

g" €6G. De g' C f' on déduit g' C f' donc f' € F, i(f') =

= 8" £ g, et la démonstration est terminée, c.a.d. G = i(G).
50it maintenant F un filtre fermé régulier, Le filtre

i(F) a pour base les ensembles ouverts réguliers 1(f). Re-

marquons que i(f) = i(f°%) donc i(f) € £f°° C f. Soit g un
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ensemble ouvert de i(F), c.a.d. tel que i(f) C g, ou f € F,
et £’ un ensemble fermé de I(F), c.a.d. tel que g C fr, ou
g € 1(F), alors i(f) Cg Cg Cf', i(f) = £°° C £, et
comne £°° € F alors f' € F. Nous venons de démontrer que
i(F) € F. Soit maintenant f € ¥ alors iffy € £°° C f ou

i(f) € i(F), donc I(f) = £°2 C f et comme 1{(f) € 1(F) alors

f € 1(F). Nous venons de démontrer que F C 1(F) et alors
F = I(5).

Les lemmes précédents montrent qu'il existe une corres-
pondance biunivoque entre les filtres fermés réguliers et
les filtres ouverts réguliers. Parmi les filtres ouverts ré
guliers nous devons signaler les filtres d'Alexandroff qui
jouent un role treés important dans la théorie des extensions

des espaces topologiques.

DEFINITION Z. Un filtre ouvert G sera dit un Fii
d'Alexandroff si pour chaque g € G 11 emiste un g' € G

tel que g' C g.

Il est évident qu'un filtre d'Alexandroff est un filtre
ouvert régulier, mais la réciproque n'est pas exacte. Nous
allons donc déterminer les filtres fermés réguliers qui peu

vent remplacer les filtres d'Alexandroff.

T

LEMME 3. 857 G est un filtre d'4lexandroff alore F = G
F

.. s
i 4 . 1Y LAYy .3 ey
ggt un voisinagge. 5S4

ur voisinage alors G = i
d'Alexandrofyf.

Dém. Soit G un filtre d'Alexandroff et f e F, alors i1l
existe un g € G tel que g C f. Comme g € G il existe g' €6
tel que g' Cg' Cg CgCf et alors £ est un voisinage fer
mé de f' = g' € F. Donc F est un voisinage.

Soit maintenant F un voisinage et g € i(F) = G. I1 exis



te alors un £ € F tel que i(f) € g, F étant un voisinage 1l
existe un £' € F tel que f* € i(f) € g. Mais g' = 1({') €
€ Cdonc g' = 1(f'y) € f' €Cg et estun filtre d'Alexandreff

Dans ces conditions les voisinages jouent dans le réti-
culé des ensembles fermés d'un espace topologique le role
des filtres d'Alexandroff. Dans 1'étude des extensions des
espaces topologiques réguliers R les ultravoisinages sont
les points de 1'espace «(R) d'Alexandroff.

I1 serait intéressant d'examiner, au point de vue ou n
nous plagons ici, les filtres ouverts considérés par Yany
Fraenkel, dans son travail sur les criteres de compacité
des espaces topologiques.

De ce que nous venons de dire dans ce chapitre il ré-
sulte qu'il serait nécessaire d'étudier plus en détail le
réticulé des voisinages. Dans le chapitre VI nous montre-
rons que dans le cas des réticulés topologiques normaux, la
notion d'ultravoisinage a un caractere essentiellement arith

métique.
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CHAPITRE III

&RITHMéTIQUE DES FILTRES PREMIERS

1. FILTRES PREMIERS.

La notion de filtre premier joue un rdle tres important
de voir que dans 1'étude des espaces topologiques seuls les
ultrafiltres aient joué un rdle considerable, a partir, sur
tout des travaux de H. Cartan, H. Walmman, N. Bourbaki et
ses collaborateurs.

Le premier travail ou la notion de filtre premier est
étudiée d'une fagon étendue est (d'apres les renseignements
que nous possédons) celui de M.H. Stone [3] ou l'auteur dé
montre que chaque filtre d'un réticulé distributif est 1'in
tersection de filtres premiers, en déterminant les caracté-
ristiques topologiques de cette réprésentation et ses rela-
tions avec les logiques de Brouwer.

I. Kaplansky, plus récemment, a montré qu'on peut déter
miner les points d'un espace de Hausdorff compact I a par-
tir des filtres premiers du réticulé distributif des fonc-
tions numériques continues définies sur I.

On peut espérer qu'une étude plus approfondie des fil-
tres premiers des réticulés distributifs soit susceptible
d'aider 4 comprendre la structure des différents espaces to
pologiques. Dans ce chapitre nous allons indiquer les pro-
priétés fondamentales des filtres premiers que NOUS aurons

3 utiliser par la suite.

DEFINITION 1.1. Un filtre P est dit premier si
XUy € P entraine x € P ou y € P.
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La famille de tous les filtres premiers de R sera ré
présentée par w(R), ou plus simplement par ¥, s'il

n'y a pas d'ambigufié.

Par dualitéd on définit la notion d'idéal premier. Pour
gu'un filtre F soit premier il faut et il suffit que 1'en-
semble R - F scit un idéal (Rirkhoff [1], pag. 141).

Dans un réticulé distributif, pour qu'un filtre P soit

premier il faut et il suffit que: P = F, UF, entraine

P=F ouP=F, (G. Birkhoff et Frink [ 1], pag. 308).
Parmi le diviseurs premiers d'un filtre F 1l est par-
ticuliérement important de considérer ceux qui sont indi-

qués dans la définition suivante:

DEFINITION 1.2. Nous divons que le filtre premier P
est un diviseur premier maximal de F st : 1) P divi-
se F; 2) Si P' est un filtre premier tel que P C P'C
C F alors P = P'.

Une autre notion importante est celle de filtre premier
complétement irreductible, introduite par G. Birkhoff et
0. Frink (1], pag. 306).

-

DEFINITION 1.3. Un filtre F est completement irréduc-

tible st F = U F, entraine F = F. pour un indice 1.
i

I1 est évident que tout filtre compldtement irréducti-
ble est un filtre premier, mais la réciprcque n'est pas
exacte.

~ Le premier probléme qui se pose est celui de savoir si
dans un réticulé il existent des filtres premiers. Le ré-

ticulé dont le diagramme de Hasse est indiqué ci-joint ne



contient aucun filtre premier. Un autre cas extréme est ce
lui ou tous les filtres sont premiers. A ce propos il est

facile de voir que:

1.1) Pour que tous les filtres de R
coient premiers il faut et £l suffit que

R soit un réticuléd linéaire.

En effect: d'aprés la définition méme de réticulé linéal
re il est évident que la condition est suffisante. Supposons
que R est un réticulé dont tous les filtres sont premiers.
Soient a et b deux éléments distincts de R, alors a U b
n'est pas le premier élément de R; le filtre principal
F(a U b) étant premier, un au moins des €léments a et b
appartient a F(a ub). S'il en est ainsi pour 1'élément a
nous aurons a U b € a et comme a C a U b, alors a Ub = a.
Dans l'autre cas nous aurens a U b = b et R est linéaire.

De méme, on démontre la proposition duale:

1.1') Pour que tous les idéaux d'un réticulé R
sotent des idéaux premiers il faut e

suffit que R soit linéaire.

Entre les deux cas extrémes que nous venons de signaler
il est particuliérement important d'étudier le cas ou il est
possible d'obtenir tous les filtres de R a partir de ses fil
tres premiers. Rappelons que si l'intersection d4'une famille
dennée de filtres n'est pas l'ensemble vide, cette intersec-
tioneest un filtre. Il est donc naturel d'étudier la propo-

sition suivante:

THEOREME DE L'ARITHMETIQUE DES FILTRES PREMIERS. Tout

filtre est l'intersection de filtres premiers.
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Nous nous proposons de déterminer tous les réticulés

ou ce théoreme est vérifié.

THEOREME 1.1. Tout réticulé ou ie théoreme de L'arith
métique des filtres premiers est vérifié eet un réti-
culé distributif.

pém. La relation (anc) U (bnc) € (aub)nNcest
valable dans tout réticulé. Si R n'était pas distributif
il existerait trois éléments a,b et ¢ tels que (a N c) U
Ubnece) < (aubdb)nc. Le filtre principal F({a u b} n ¢)
étant 1'intersection de filtres premiers il existe un fil-
tre premier P contenant F({a U b) N c) sans contenir 1'élé-
ment (a Nnc) u (b nc). D'autre part (a v b) nc € P, donc
c €EPet aubeP. P étant premier on a so0it a € P soit
b € P. Dans le premier cas on a: a N ¢ € P, donc (a Nc) U
u (bnc) &P ce qui est impossible: dans le second cas
bnce Pdonc (anc)u(bnc) €P ce qui est impossible.
Donc R est distributif.

En réalité nous venons de démontrer que: si tout filtre
principal de R est 1'intersection de filtres premiers alors
R est distributif (nous devons cette remarque a M. Alvercio
Gomes).

Le théoréme dual de 1.1 est aussi valable.

M. H. Stone a démontré que le théoréme de l'arithméti-
que des filtres premiers et son dual sont valables ([ 3],
pag. 11, Théor. 9) dans les réticulés distributifs. Sa dé-
monstration s'appuie sur un théoreme de Garrett Birkhoff
({21, Théor. 21.1) relatif a 1'existence des filtres pre-
miers dans les réticulés distributifs, contenant au moins
deux éléments. Nous allons reprendre la démonstration de
cé théoréme parce qu'il est possible de le préciser un peu
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.plus.

THEOREME 1.2. S¢ un réticulé distributif contient un
filtre F et un idéal 1, disjoints, i1l existe un fil-
tre premier P diviseur maximal de F (définition 1.2)
et un ideal premier M diviseur maximal de 1 tels que

P et I sont disjoints.

pém. Soient F et 1 dans les conditions indiquées dans
le théoréme. Soit F = {F 1} la famille de tous les filtres
que contiennent F et sont disjoints de 7. Cette famille,non
vide, de filtres ordonnée par la relation C est inductive
inférieurement; il existe donc un filtre minimal P de la fa
mille F. Démontrons que P est un filtre premier. Soit
Soit x Uy € P,

Démontrons successivement que:

1°) Une des deux conditions suivantes est nécessairement

vérifiée:
a) xNpé&l1 gquel que scit p € P
b)) y np & 1 gquel que soit p € P.

En effet si a) et b) n'étaient pas vérifiées, 1l existerait
deux éléments p', p'" € P tels que x Np' =acl, ynp"-=

b e I. En posant p = p' n p'" on aurait x Nnp Ca, ynp¢g¢c
C b et par conséquent: (x Uyl np=(xnp)uilynplc
Caubel. Comme p et X Uy sont des €léments de P il en
est de méme pour (X U y) n p et la relation précédente mon-
tre que dans ces conditions on aurait a U b € P, ce qui est
impossible car P et I sont disjoints.

2°) 87 la condition a) est vérifide alors x € 1, car autre-
ment on aurait x Np € I, oh p € P.

3°) 8% la condition a) est vérifide, soit P' la famille de
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tous les éléments z pour chacun desquels il existe p € P
tel que x N p € z. On vérifie immédiatement que P' est un
filtre que contient P et 1'élément x et est disjoint de I,
c'est-a-dire P' € F, Comme P est minimal dans ¥ et P' 2 P
on a P' = P et alors x € P.

Si a) n'est pas vérifiée, de la definition b) on déduit
d'une maniére analogue, a celle que nous venons d'indiquer,
que y € P. Donc P est bien un filtre premier. Alors 1'en-
semble n = R - P est un idéal premier que contient 1'idéal
1 et est disjoint de F. En outre il est bien évident que 7
est un idéal premier diviseur maximal de I. En partant du
filtre F et 1'idéal I on démontre par dualité qu'il existe
un filtre premier P diviseur maximal de F et.disjoint de I.

THEOREME 1.3. Dans un réticulé distributif R tout fil
filtre F est l'intercection des diviseurs premiers

maximaux de F.

Dém. Si x & F alors 1'idéal principal I(x) est disjoint
de F et il existe (Théor. 1.2) un filtre premier P diviseur
maximal de F disjoint de I(x) donc x € P et le théoréme est
démontré.

Finalement nous pouvons dire que:

THEOREME 1.4. Pour que le théoreme de L'Arithmétique
des filtres premiers soit vérifié dans un réticulé R

i1 faut et suffit que R soit distridutif.

Le théoreme dual est aussi valable.

La représentation d'un filtre F comme intersection de
ses diviseurs premiers maximaux (Théor. 1.3) a un role a
jouer par la suite. Il s'agit d'une repré&sentation disting
te de celles de Stone (ou chaque filtre est représenté



comme intersection de tous les filtres premiers que le con
tiennent] et de Birkhoff {ou F est représenté comme inter-
section des filtres premiers completement irréductibles qui
le contiennent}). -
C'est ce qu'on voit dans le cas d'un réticulé linéaire
ou chaque filtre étant premier la représentation correspon
dant au Théor. 1.3 contient un seul filtre premier. Pour ce
tte raison nous dirons que la représentation de F indiquée

dans le théoréme 1.3 est la représentation minimale de F.

2. LES ARITHMETIQUES FINIES.

Nous allons maintenant considérer une classe de réticu
1€s qui est simple au point de vue de 1'arithmétique des

filtres premiers.

DEFINITION 2.1, a’
tif sera dit d'cr

contient n filtree premicrs.

. s R R T ) " [ R P -
era dite d'ordre < n, g1 chagque Filtre a un opr-
are s n; elle sera dit dlorvdre n, st glle est d'ordre

P fom ot m o ey - :
<n gt nest pas d'ordre < n-1.

arithmétique d'or
dre 1; 2°) Les réticulés distridbutifs finis, car tous les
filtres étant des filtres principaux il ne peut y avoir qu’
qu'un nombre fini de filtres premiers; 3°) L'espace eucli-

dien a n-dimensions.

DEFINITIOXN 2.2. Nous dirons qgu'un filtre F, d'un ré-
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tieulé distributif, a une représentation finie lors-—

que: F = P UP, U ... UP ., ol nest un entier posi-

tif et les Pi (1 <1 €n) sont des filtres premiers

de R. Cette représentation sera dite rrréductible s7
t

chaque P, n contenu dans aucun Pj, pour 1i#j.

La représentation minimale d'un filtre d'ordre n est évi-
demment une représentation irréductible. Démontrons la réci
proque:

présentation minimale.

Dém. Soit F = P, U P, U ... UP une représentation irrg
ductible de F. Soit P' un diviseur premier maximal de F,
alors P' C F, donc P' doit diviser un des filtres Pi’ mais
P' étant un diviseur premier maximal de F en doit avoir P'=
= Pi. Cela montre que le nombre des diviseurs premiers maxi
maux de F est fini; représentons les par P!, ... , Pi .
Alors F = Pi U o.ou Pé est une représentation irréductible
de F. Il est bien connu que deux représentations irréducti-
bles coincident & 1'ordre des facteurs prés et le théoréme
est démontré.

Soit R 1'ensemble des entiers positifs ordonnés par la
relation "a divise b". Tous les filtres de R sont des fil-
tres principdaux et chacun d'eux F(x} a un ordre fini. Ce-
pendant l'arithmétique des filtres de R n'est pas finie.

Nous nous proposons, maintenant, d'indiquer une carac-
térisation intrinseéque des réticulds qui ont une arithmé-
tique d'ordre n. Pour cela nous avons besoin d'introduire
les définitions suivantes:
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Dém. Soient X15 Xgp e, X des éléments de R indépen

dants par rapport a U. Posons Y, =X, UX, U ... ux, ;U
kai+1 U oen UX 3 X=X UX, U e UX 5y f Yy 0y, N
ny_. .

Il est évident que Yy #x (i=1,2,...,n) et ¥ U yj = X,

pour i # j. Si les Y €tailent dépendants par rapport 3 N,
11 existerait r d'entre eux (r < n), par exemple Yis Yoreo-
Ye» tels que y =y, ny, N ... ny_. Choisissant un Y; ou

j > r, nous aurons Yy N oo nNy_ =y c yj donc

Yy = OpNeeenyJuy, = ypuyd N0y, y;)=

3

XXM ..NXxX = X
et cela est impossible car y # x. La réciproque se démon-
tre d'une fagon duale.
On peut démontrer 2.3, méme si R n'est pas distributif.
Dans ces conditions nous pouvons parler, sans ambiguité,

du degré d'indépendance d(R), supposé fini, d'un réticulé R.

2.4, 87 un réticulé distributif R contient un filtre
F d'ordre n, alors R contient n &léments indépendants.
Dém. Soit F = Py P, u ... U P_1la représentation mini

male du filtre F. Alors il existe un &élément xfi) de R tel
que xDe p, x(B g p (i=2,3,.. 0,

En posant x = xfz) N xf3) N eee N xfn), nous aurons

D ' .
x, € P et X, & Pj pour j#1

En général on peut trouver x, tel que
1

X, I Pi et X, g Pj pour j#i

En particulier X,  F et X, # X, pour i#j. D'autre part
]

X = X b'e ... X & F.
U 2 U U a

Démontrons que les X, (i =1,2,...,n) sont indépendants.
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Considérons n-1 de ces £léments, par exemple X1sXgseeesX 15
chacun desquels n'appartient pas a Pr, donc sa somme ne pou

. v
vant pas appartenier 3 Pn ni a F est différente de X et ce-

la suffit pour conclure que les X, sont indépendants.
. &

a

2.5, 8% un réticulé distributif R contient n €léments
tndépendants alors R contient un filtre (principal)

d'orndre =2 n

Dém. Soit x = xl U xz

dants. Considérons la représentation minimale du filtre prin
cipal F(x):

U U X ou les x, sont indé-

F(x) = U Pi' Dans cette représentation il existe un Pi
diviseur premier maximal de F(x) qui ne contient pas
S; TXLUXyU e UXe U X U e UX L Alors Poocon-
tient x;, et ne contient aucun X, pour j#i. Les n filtres pre
miers Pi diviseurs maximaux de F{x) sont distincts deux a
deux, donc l'ordre de F(x) est > n.

Une conséquence immédiate des Lemmes 2.4 et 2.5 est la sui-

vante:

4

- a
THEOREME 2.1. Pour gque I'arithmétique des filtres pre
éticuld distributif sott d'ordre n 21 faut

nr

fit que le degré d'indépendence de R soit n.
Dém. Evidente.

Une autre conséquence importante est la suivante:

THEOREME 2.2. Pour que l'arithmétique des filtres pre

miers d'un réticulé distributif soit d'ordre n <1

faut et <1 suffit que l'ordre de chaque filtre princi
e

pal s0it € N et qu'il existe un Filire principal
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d'ordre n.

Dém. Supposons gque R ait une aritmétique d'ordre n.
Alors chaque filtre principal a un ordre < n. Par hypothese
il existe un filtre d’ordre n, denc d'aprés le lemme 2.4 il
existe n éléments sup-indépendants Xx,,...,x_. Posons
X =X, U ...UXx_. D'aprés la démonstration du lemme 2.5
1'ordre du filtre principal F(x) doit 2tre > n elle est donc
égale a n. Cela montre que les conditions indiquées sont
nécessaires. Suppcsons maintenant quée ces conditions soient
vérifiées. S'il existait un filtre d'ordre n+1 il existerait
d'aprés le lemme 2.4 n+1 &léments indépendants et par con-
séquent il existerait d'aprés le lemme 2.5, un filtre prin-
cipal d'ordre n+1 ce qui est impossible. Lfaritmétique des
filtres de R est donc dfordre n.

Ce théoreme nous montre qu'on peut remplacer dans les
définitions 2.1 les filtres par des filtres principaux.
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CHAPITRE 1V

ARITHMETIQUE DES ULTRAFILTRES °

1. CARACTERISATICN DES ULTRAFILTRES.

Parmi les filtres d'un réticulé R, les ultrafiltres ont
un role -important & jouer dans ce travail. Mais il faut re-
marquer qu'il y a des réticulés qui ne contiennent pas des
ultrafiltres comme c'est le cas des exemples 5 et 6.

Un ultrafiltre est par définition un filtre propre qui
est seulement divisible par lui méme. C'est donc une notion
analogue a celle de nombre premier dans la théorie des en-
tiers. -

Si R contient un premier élément, un ultrafiltre U peut
etre caractérisé comme un filtre que jouit de la propriété
suivante:

U - 5% X est compatible avec U alors x € U.
Les ultrafiltres pouvant exister dans les réticulés qui
n'ont pas un premier €lément, il est désirable d'obtenir une

caractérisation intrinséque des ultrafiltres sans parler de
premier élément.

Dém. La condition est necdssaire. Soit U un ultrafiltre

a et x des éléments vérifiant les conditions indiquées dans
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1'énoncé du théoreéme.

Si a=x, prenons y € U et posons u = a U y = X U vy,
Alors u € U et a = x N u. Supposons donc que a C X.

Sia # X Nu quel que soit u € U, soit W Ta famille de
tous les €léments z € R pour chacun desquels il existe un
€lément u € U tel que x Nu € z.

Montrons que a ¢ W. En effet s'il existait un u € U tel
que x Nu £ a alors 1'élément v = a U u appartient 3 U et
(x na)u (xnNnu) = auvu

I

est tel' que X Nv = x n (a v u)
U (x nu) = a, ce qui est impossible par hypoth&se. Donc W
€5t un ensemble qui ne contient pas a, mais qui contient U
et X. On voit immédiatement que W est un filtre divisant U
et distinct de U et cette contradiction montre bien que la

condition est nécessaire.

La condition est suffizante. Soit U un filtre véri-
fiant les conditions indiquées dans 1'énoncé du théoréme.
S1 U n'est pas un ultrafiltre, scit W un filtre divisant U
et WAU. Soit x € W-U et r &€ W. Alors a = X N r ne peut pas
appartenir a W, donc a C x et il existe par hypoth&se un
¢lément u € U tel que a = x N u. Mais dans ces conditions
a & WetxnNuégWet cette contradiction démontre le théo-

réme.

Remarques 1}. La prémieére partiec de la démonstration
précédente est valable pour un réticulé modulaire et la se-

conde est valable pour un réticulé quelconque.

2). I1 existe des réticulés non-modulaires contenant
des ultrafiltres qui ne vérifient pas les conditions indi-
quées dans 1'€noncé du théoréme précédent, comme le montre
l'exemple ci-joint. ’

La nécessité de la condition indiquée est signalée dans
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Bourbaki ((2), Exercice 10, pag. 30) dans le cas particulier
ou R est la famille de toutes les parties d'un ensemble
donné.

3). La condition U a l'avantage de caractériser les ul-
trafiltres dans tous les réticulés qui possédent un premier
é€lément.

2. IDENTITE ENTRE LES FILTRES PREMIERS ET ULTRAFILTRES
DANS LES RETICULES DISTRIBUTIFS.

Dans un réticulé distributif tout ultrafiltre est un
filtre premier. On peut le démontrer directament, mais c'est
aussi une conséquence du Théoréme de Stone, d'apres lequel
tout filtre d'un réticulé distributif est 1'intersection del
filtres premiers. On peut naturellement se proposer de cher
cher les réticulés distributifs R ol tous les filtres pre-
miers sont des ultrafiltres. Si R a un premier et un dernier
€lément, la réponse a ce probleme est fournie par 1'impor-
tant.

THEOREME DE NACHBIN. Pour que dane un réticuld dis-
tributif R s 1 tous les filtres premiers scient des
uZtraftltres 1 faut et <1 suffit que R y1 so<it

une algebre de Boole. {Nachbin).

Le théoreme dual de celui-13 est aussi valable. Le théo
réme 1.1 va nous permettre de résoudre le probléme dans 1le
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4

général. Pour cela introduisons d'abord la définition sui-

vante:

DEFINITION 1.1. Wous dirons qu'un réticulé distribu-

tif est relativement complementd, si pouv chague X
tel que a &S x ©b 71 existe un x' tel que a = X N X',

b =xux'.

Dans les réticulés distributifs les compléments sont
univoquement déterminés, chaque fois qu'ils existent. Comme
exemple de réticulé distributif qui n'a pas de dernier &1é&-
ment nous pouvons indiquer des anncaux de Boole (au sens de
Stone). Comme exemple d'un réticulé distributif relativement
complementé qui n'a pas un premier ni un dérnier élément,
indiquons la famille R de tous les voisinages d'un point p

nages d'un point g du méme plan tel que p#q.

THEOREME 2.1. Pour que tous les filtres premiers d'un
réticulé distributif R soient des ultrafiltres 1

faut et 1l suffit que R soit relativement complementé,

2

Dém. La condition est suffisante. Soit R relativement
complementé (la distributivité n'est pas nécessaire, pour
démontrer la suffisance). Si un filtre premier P n'est pas
un ultrafiltre il existe un filtre F#P et divisant P. I1
est toujours possible de choisir des éléments a, x et b tels
que:

1) a€ R-F;, xe& F-P; be?P
2 aCxChbh

Soit x' le complément de x relativement a a et b, c.a.d.

3) a=xn0x'; 4y b = x U x°



&
Comme P est premier et ne contient pas x, de 4) on déduit
que x' € P et alors a = x N x' € F, ce qui est en contradic

tion avec 1).

La condition est nécessaire. Supposons que tous les fil
tres premiers d'un réticulé distributif R sont des ultra-
filtres,

Soit a € x € b. Démontrons que X a un complément relative-
ment a a et b. Soit X = {x;} la famille de tous les x. € R

tels que:

1) x n X, = aj; 2) X C b.

Si x n'a pas un complément relativement 4 a et b alors
3) x U X, # b, quel que soit i.

Remarquons que X n'est pas un ensemble vide, car a € X.

Dtautre part si X;sX, € X alors X, UXx, & X. Considérons
1'idéal T engendré par x et X. 11 est formé par les éléments
yj pour chacun desquels il existe un élément X, tel que
Y; ©X U x;. Il est évident que b & 1. Comme R est distribu
tif 11 existe un idéal premier P contenant I sans contenir b.
Posons P = R - P, alors P est un filtre premier contenant
b sans contenir x. Comme P est un ultrafiitre, a € x et
x & P il existe un élément p-€ P tel que a = x N p. Comme
b € P alors b N p = q appartient 3 P et nous aurons.

]

4) x nqg=xn (b np)
5) ¢ €b

XNp=a

De 4) et 5) on déduit que q e X < I < P. Mais g ne peut pas
appartenir a deux cnsembles complémentaires P et P et alors
X a un complément relatif.

Dans le cas ol x=a, ol x=b l'existence d'un complément
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relatif est assurée,

Il est clair que le théoreme dual du théoreme 2.1 est
aussi valable; c¢.a.d. si tous les filtres premiers sont des
ultrafiltres alors tous les idéaux premiers sont des ultra-
idéaux et réciproquement.

3. ARITHMéTIQUE DES ULTRAFILTRES.

Dans les réticulés distributifs relativement complemen-
tés (auxquels nous pourrions donner le nom de réticulés de
Boole) nous pouvons affirmer que:

1) Théoreme de 1l'arithmétique des ultrafiltres-chaque

filtre est 1'intersection d'ultrafiltres.

2) Théoreme de l'arithmétique des ultra-idéaux- Cha-

que idéal est l'intersection d'ultra-iddaux.

La propriété 1) peut &tre vérifiée dans un réticulé distri-
butif R sans que R soit un réticulé de Boole. C'est ce qu'il
y & lieu dans l'exemple suivant, signalé 2 1l'auteur par MM.
L. Nachbin et J. Dieudonné. R est formé par un ensemble in-
fini I et les parties finies—de I. Tous les filtres sont
principaux et le seul filtre premier qui n'est un ultrafil-
tre c'est le filtre principal F(I).

Si les théoremes 1) et 2) sont vérifiés dans un réticu-
1é distributif R, nous dirons que R a une arithmétique max i
male. Nous ne connaissons aucun réticulé distributif ayant
une arithmétique maximale et que ne soit pas relativement
complementé.

Une propriété moins restrictive que 1) est la suivante:

3) Chaque filtre principal est l'intersection d'ultra
filtres. ‘
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D'aprés un théoréme de H. Walmann, les seul réticulés dis-
tributifs contenant un premier élément et ayant la proprié-
té 3} sont les réticulés disjonctifs {(dont la définition a
€té indiquée au chapitre Ij. Nous voyons ainsi que l'axio-
me de Fréchet {les points de l'espace sont fermés) a déji
un rapport direct avec l'arithmétigue des ultrafiltres.

On peut faire a ce propos une remarque gul n'est peut-

étre sans intérét.

Dans les espaces Tl compacts les seuls filtres qui sont
l'intersection d'ultrafiltres ce sont les filtres prinei-

pauE.

En effet supposons que le filtre F soit l1l'intersection
d'ultrafiltres et qu'il ne soit pas un filtre principal.
L'intersection des ensembles de F est un ensemble fermé
x#0 et comme F n'est pas principal x € F. Il existe donc
un ultrafiltre U contenant F sans contenir x. L'intersec-
tion des ensembles de U est un point p. Or p n'est pas con-
tenu dans X car autrement x € U. D'autre part tous les en-
sembles de F doivent contenir p et alors x n'est pas 1'in-
tersection des ensembles de F. Cette contradiction termine
la démonstration. Il va sans dire gque cette démonstration

est valables dans tout réticulé complet et compact.

Si 1'on s'intéresse surtout par les analogies entre la
l'arithmétique des entiers et celle des espaces topclogiques
nous voyons que dans les espaces T1 compacts les filtres
principaux, c.a.d. les ensembles fermés, doivent jouer le
role des nombres entiers qui se décomposent dans un produit
de facteurs premiers distincts deux & deuxz. Cela nous con-
duit de suite a penser, qu'il faut considérer la famille de
tous les filtres du réticulé des ensembles fermés, si 1l'on

veut étudier les propriétés arithmétiques d'un espace topo
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logiques. Cela veut dire que les filtres fermés doivent

jouer le rdle des entiers. ¢

Nous allons maintenant indiquer quelques résultats sur

l1'arithmétique des ultrafiltres:

-

THEOREME 3.1. Pour gque le théoreme de l'arithmétique
des ultrafiltres soit vérifié dans un réticulé distri
butif complet R 721 faut gue R soit une logique de

Brouwer.

Dém. I1 nous faut démontrer que la "différence" b = a
existe quels que soient a et b. Cela est évident si b € a,
car alors b - a = 0. Si la relation b € a n'a pas lieu,
soit F la famille de tous les éléments Cj tels que
b Cau cs- F est un filtre, b € F et a € F. D'apreés le

Théoréme de Wallman, R est un réticulé disjonctif, donc la

famille W des z; tels que

1) an z. =0; 2)bn z; #0; 3) Z; Cb

n'est pas vide. Alors nous aurons

2. =z. NbCz. n{awec.) = 2. Nc. Cc.
1 1 i ‘ 3 i 3 N|

quels que soient les indices 1 et j, donc

z. Cc =nc.

1 J
Si1 b - a n'existe pas, la famille des cj n'a pas un pré-

mier élément et alors
4) zi_C_cch; 5 b€ auc d'ou: 6) auc & F.

Comme F est 1l'intersection d'ultrafiltres, il existe
un ultrafiltre U contenant F sans contenir a U c. En par-
ticulier a € U donc U contiendra un é€lément m tel que
anm= 90, Mais b € U et alors:
bnNnmeldU

Z
Q
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1"Yanz =anbnm-=0

2’)bnz0==bnbnm#0

3ty z Cb
[&]
Donc z, € W. De 4) on déduit Z, CcdonccelU, aucel,

ce qui est impossible et la démonstration est terminée.

THEOREME 3.2. §¢ le théorome de L'arithmétiqg.e des
ultra-tdéaux est vérifié dans un réticulé topologi-

ue R, «lors R est une atgebre de Boole.
q 2

Dém. Supposons que a € R, n'a pas de complément et soit
I la famille de tous les éléments de R incompatibles avec a.

I est un idéal qui ne contient pas a N a®. I1 existe al
alors un ultra-idéal M contenant I sans contenir a N a°,
donc a®, a & M. Mais si a € M il existe un élément m € M
tel que aUm = I et alors a° C m, donc a® € M. Cette con-
tradition termine la démonstration. (P. Samuel, pag. 108,
Monteiro [1], fasc. 2, pag. 125).

Des Théoremes 3.1 et 3.2 on déduit que
THEOREME 3.3. Zes algébres de Boole completes sont

les seuls réticulés diestributifs complets qui ont une

arithmétique maximale.

4. LES FILTRES PREMIERS MAXIMAUX.

Dans la classe de filtres premiers il y a lieu de dis-
tinguer la classe des ultrafiltres. Une autre classe tres
importante de filtres premiers est celle des filtres pre-
miers maximaux que nous allons maintenant étudier.

DEFINITION 4.1, Un filtre premier M sera dit maximal
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st le seul filtre premiecr divisible par M est M.
:

Tout réticulé distributif qui contient un dernier élément

&
L

I, contient aussi des filtres premiers maximaux; ce sont
d'aprés le Chapitre II1, les diviseurs premiers maximaux du
filtre principal F({I).

Si M est un filtre premier maximal, 1'ensemble complé-
mentaire R-M est un ultra-idéal et réciprequement. Nous pou
vons donc caractériser les filtres premiers maximaux de la

maniére suivante:

PP 1 P .
THEOREME 4.1. Pour gue dane un réticulé topologique

le filtre premicr M soit un filtre premier maximal <1
faut et @1 suffit que: un et un seul des éléments X,

X~ appartien a M.

Dém. La condition egt nécessaire. Comme M est un filtre
premier un des éléments x, x° doit appartenir a M car
xux®=1¢eM. Supposons maintenant que x, x° & M. Comme M
est un filtre premier alors N = R-M est un idéal. Montrons
que x U n # 1 quel que soit n € N. In effet s'il existait
n &N tel que x Uun = I, alors x° C n et x®° € N ce qul est
impossible.

Alors N et x engendrent un idéal contenu dans un ultra-

idéal U, donc P = R-l est un filtre premier distinct de M

f

et divisible par M. Cette contradiction montre que la con-

dition est nécessaire.

La condition est suffisante. Soit M un filtre premier
qui contient un et seul des &léments x, x° (quel gue soit
X). Si M n'etait pas maximal il existerait un filtre pre-
mier P#M et divisible par M. Soit x € M-P alors x° € P et
X, x® e M.

Voir a ce propos le théoreme IV de P. Samuel pag. 107)
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qui se rapporte idéaux du réticulé topologique R: "pour qu'
un idéal I de R soit maximal il faut et il suffit qu'un et
un seul des éléments x, x° appartienne a I'".En réalité P.Sa-
muel se place dans une situation plus générale, car il &tudie
des réticulés qui ont un sup-complément, mais qui ne sont
pas nécessairement distributifs.

Cherchons maintenant les relations qul existent entre
les filtres premiers maximaux et les filtres réguliers de R.
I1 est évident qu'un filtre premier maximal est régulier,

car si x e M, x° ¢ M, donc x°° e M.
b

THEOREME 4.2. Pour qu'un filtre premier soit régulier
il faut et il suffit qu'il soit un filtre premier maxi

mal.

Dém. 11 nous reste a démontrer que la condition est né-
Cessaire. Soit M un filtre premier régulier et supposons qu'
il divise effectivement un filtre premier P. Soit x € M—P,‘
alors x° € P donc x N x° € M, et (x N x°)° = ¢ e M, ce qui
est impossible.

THEOREME 4.3, Pour qu'un filtre régulier soit premier
il faut et <1 suffit qu'il soit un filtre premier maxi

mal.

Dém. Si P est régulier et premier il doit contenir un
des éléments x, x° et ne peut pas contenir x et x° car
(x n x°)°° = 0; donc P est un filtre maximal. La suffisance
est évidente.

Nous avons établi au chapitre II une correspondance biu
nivoque entre les filtres réguliers d'un réticulé topologi
que R et les filtres d'agébre de Boole A des €léments régu-
liers de R. On voit bien maintenant que les ultrafiltres de
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A correspondent précisément aux filtres premiers maximaux
de R. Nous verrons plus loin quel est le role de ces fil-
tres dans l'arithmétique des filtres des réticuléds topolo-

glques normaux.



CHAPITRE V¥

LES PUISSANCES PREMIERES

1. LA NOTION DE PUISSANCE.

Dans les espaces topologiques le plus courants la no-
tion de filtre premier est distincte de celle d'ultrafiltre
et comme nous 1'avons déjd signalé seuls ces derniers ont
joué un rile décisif dans la topologie générale., En tout
cas le simple fait que la notion de filtre joue un rdle im-
portant dans la tepologie (comme on s'appergoit, par exem-
ple, en lisant le traité de N. Bourbaki) peut étre consi-
déré comme une indication pour étudier cette notion d'une
fagon plus détaillée,

Si l'on cherche a dégager de la théorie des filtres des
résultats aussi proches que possibles de l1'arithmétique des
entiers on est conduit, tout de suite, a penser a la notion
de puissance, qui n'a pas €té utilisée, semble-t'il, dans
la topologie.

La situation n'est pas trés comode, car si 1'on pense
a la notion de puissance on est conduit a se demander ce
qu'on doit entendre par I'exposant correspondant. Une théo-
rie satisfaisante de la notion de puissance, sera probable-
ment possible dans les espaces a structure uniforme, car il
faut avoir des moyens pour déterminer "la méme puissance'
de deux filtres distincts. Nous nous bornons a étudier 1la

notion de puissance sans nous préoccuper avec les "exposants'

correspondants. Cela nous permetra, guand méme, d'établir
un certain nombre de distinctions fondamentales,
Dans 1'arithmétique des entiers positifs, ordonnés par



la rélation "a divide b", tous les filtres sont des filtres
principaux. Les ultrafiltres sont de la forme F(p) ou p

est un nombre premier et les filtres premiers sont de la
forme F(pn}'oﬂ p es51 premier et n un entier positif. Cela
peut nous conduire Z penser dans les ultrafiltres comme une

extension de la notion de nombre premier et 3 la notion de

filtre premier comme une extension de la notion de pulssan-
¢ce d'un nombre premier.

La situation dans les réticulés distributifs n'est pas
aussi simple que dans le cas des entiers, car un filtre pre
mier peut étre multiple de deux ultrafiltres distincts,
comme le montre la figure ci-jointe. On est alors conduit

a introduire la définition suivante:

DEFINITION 1.1. un Ffiltre premier P sera dit une puis

T

sance s'tTl est divisible par un seul ultrafiltre U,
(Bous dirones que P est une puissance de Uy,

Il est évident que les ultrafiltres sont des puissan-
ces,

2. LES ARITHMETIQUES NORMALES.
Des réticulés particulierement simples au point de vue

de l'arithmétique des filtres premiers sont indiqués dans
la définition suivante:

DEFINITION 2.1. WNous dirons qu'un réticuld distribu-

tif a une aritimétique normale s< tous les filtres
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premiers gont des Pursauance s,

Une notion analogue a celle-la a €té considérée par F.
Klein. Nous regrettons de ne pas connaitre ce travail, mais
d'apres une référence de M. Ward {a la fin du N°9) 1a dé-
finition 2.1 serait identique a celle de F. Klein dans le
cas ou tous les filtres de R sont principaux, Nous nous pro
posons maintenant de caractériser intrinséquement tous les

réticulés gqui ont une arithmétique normale.

oy - . g > . “ » v
THEOREME 2.7, Pour gu'un réticuld distributif RO 1
¥
att une arithmétique normale 71 Faut et 21 suffit
qu'il vérifie I'axiome de la normalité de Uryshon

(chapitre 1 , DEF. 4.1).

Dém. La condition est suffisante. Soit R = ROm1 un reé-
ticulé distributif vérifian: 1'axiome de la normalité de
Uryshon et P un filtre premier de R. 5i P est divisible par
deux ultrafiltres distinct UL et I.J'25 11 existent x € Ul et
y € U2 tels que x Ny = 0. Soient x', y' les éléments dont
I'existence est postulé dans 1'axiome de la normalité,

Comme x' U y' = I, nous aurons par exemple x' € P, car P

est premler. Alors x' My € U, est cela est impossible car

e

X' Ny =0,

o

¢, 501t R un réticuld distri-

La condition est
butif ayant une arithmétique normal. Soit x Ny = 0; X 1la
famille de tous les éléments x' € R tels que:

X1) x & x' ; X2} x"'ny = Q:

et Y la famille de tous les &léments y' € R tels que:

Y1) y &y o Y2} x noy! = 0.
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11 est évident que les classes X et Y sont additives (c.a.

do si x', x" € X, alors x' U x" € X; de méme pour Y).

5i l'axiome de la normalité n'est pas vérifié par le
couple x, y, alors x' U y' # I, quels que soient x' € X,
y' € Y; et 1'ensemble X U Y est la base d'un idéal I qui
est contenu dans'un idéal premier P dont le complémentaire
P=R-P est un filtre premier qui ne contient aucun élément
de X et Y.

Montrons que X est compatible avec P. Dans le cas con-
traire il existerait p € P tel que x np = 0., Alors 1'élé-
ment g = p U v appartient 4 P et vérifie les deux condi-

tions suivantes:

Y1) v € q YZ2) xng= {xnNnpluyuixny)=20,

)
c.a.d. g € Y, ce qui est impossible. On voit de ménme que
y est compatible avec P. Soit “1 un ultrafiltre contenant
P et x, U2 un ultrafiltre contenant P et y; alors Ul et U2
sont des ultrafiltres distincts divisant P; or cela est im-
possible donc il existe un couple x', y' tel que x' U y'=

et l'axiome de la normalitéd est vérifis.

DEFINITION 2.2. Deux élédments X 2t y incompatibles

o

d'un réticuld distributif R sont dits séparables si

liaxiome de la normalité est vérifié par le couple

X, ¥. Ilg eeront dits imséparables dans le cas con-

tratre.
Alors nous allons démontrer la proposition suivante:

THEOREME 2.2. Pour que dewx wltrafilires U', U" di-
visent un meme filtre premier <1 faut et 1l suffit
le

{2
que chaque couple d'éléments incompatibles x € U',
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y € U sofent inséparables.

Dém. La prémiere partie de la démonstration du théore-
me 2.1, montre que la condition ¢st nécessaire. Il nous res
te a montrer que la condition est suffisante. Soient donc
U, U deux ultratiltres tels que chaque couple d'éléments
incompatibles x &€ U', y € U" soient inséparables. Scit X la
famille des ¢lcments de R que n'appartiennent pas a U'u U'=
= Ut A U, Soient a et b des éléments de X et montrons que
atb # 1. En effet, si au b = I, nous aurons: a € U' - U»
et b &€ 0" - U' ou alors a € U - U', b € U' - U"., Examinons;
le premier cas.

Il existe a_ &€ U" tel que a N a, = 0 et un bo e U' tel

que bo Nb =10, Posons a' = anNnb_, b" =bn a_ . Alors:
L

1) a*nbdb' =0, at€UlU' , b'eu"

Lt
as
M
o
o

™
o

4:" 4 i b ks In

Alors a' € U’, b' € U" seraient separables, ce qui est
impossible par hypothése., L'ensemble X engendre donc un
idéal qul est contenu dans un idé€al premier dont le comple-
mentaire est un filtre premier divisible par U' et U™ et la

démonstration est terminée.

COROLAIRE. Pour que deux ulitrafiiires distinets U',
U™ ne divisent pas un méme filtre premier i1 Ffaut et
7

1L suffit qu'il exietent deux Eléments s5é

aelU', b g U,

parables

&

Ecrivons U' ~ U" pour indiquer que U' et U™ divisent un

méme filtre premier., Il est important de remarquer que la
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relation ~ n'est pas une relation d'éguivalence, car elle
n'est pas transitive, comme le montre le réticulé indiqué
ci-joint, ou il existent trois ultrafiltres U', U, U"' et
deux filtres premiers P’ P" qui ne sont pas des ultrafiltres.
On a: U ~U”, U ~ U"', mais la relation U' ~ U"* n'est

pas vérifiée,.

P?n

Toutes les complications qui existent dans les réticulés
qui ne vérifient pas l'axiome de la normalité proviennent
de 1'existence de filtres premiers qui ne sont pas des puis-
sances (déf. 1.1).

Il est évident que les réticulés ayant une arithmétique
normale peuvent etre caractérisés par la propriété suivan-
te:

St deux éléments X, v € R sont compatibles ave

.

o e
filtre premier P qlors X Ny est compatible avee P.

Alors le seul ultrafiltre qui divise P est formé par la
famille de tous les #léments compatibles avec P.

Une autre proprieté qui n'est pas sans importance est
la suivante:

81 U et U sont deux ultrafilires distinets, alors

tous les filtres premiers P' multiples de U' sont in-

compatibles avec les filtres premiers P" multiples
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de U™,

Car 11 s'agit d'une propriété qui caractérise les arith
métiques normales, comme il ficile de reconnaitre. On pou-
rrait 1'énnoncer.en disant que dewx puissances prémiires
de deuw ultrafiltres distincts sont relativement prémiéres.

Nous reviendront plus loin sur 1'étude des aritméti-

ques normales.

3. ARIT’HHéT'IQUES RELATIVEMENT NORMALES.

Dans les réticulés ayant une arithmétique normale, nous
pouvons penser a la noticn de filtre premier comme une no-
tion analogue a celle de puissance d'un nombre premier,
dans la théorie des entiers. I1 y a donc lieu d'étudier la

Propriété suivante:

A. Tout filtre que divisé un filtre premier est un
filtre premier.
Cette propriété n'est pas nécessairement vérifide dans les
réticulés ayant une arithmétique normale, comme le montre

la figure ci-jointe.

Nous pouvons donc introduire la définition suivante:



DEFINITION 3.1, Un réticulé distributif a une arith-
métique completement normale (ou relativement normale)
st tous les filtres qui divisent wun filtre premier

sont des filtres premiers.

Advant d'indiquer une caractérisation intrinseque des
arithmétiques complétement normales, démontrons le théore-

me suivant:

THEOREME 3.1. Pour gu'un réticulé distributif ait une
4 J
arithmétique complétement normale 11 faut et 11 suffit

que l'une quelconque des deux conditions suivantes

ottt vérifiée:

)

B) La famille de Tltres qui divisent un fil
tre premier est un chaine.
C) La famille de tous les filtres premiers qui divi-

: a e . ‘ L A
sent un filtre premier est une chaine.

Dém. 1} B) est une conséguence de A). Soit P un fil-
tre premier F' et F" deux filtres divisant P. Si1 F' et F"
etalent incomparables il existeraient des éléments x, vy,
tels que x € F'-F'", y € F"-F', Mais alors le filtre F=F'uF»
divise P, contient l'élément x U v, sans contenir ni x ni

y. Or cela est impossible car F est premier dfaprés A).
2} C est wune conséguence de B,

3) A est une conséquence de C. Suppesons que ) est Ve
rifiée et soit F un diviseur du filtre premier P. Si F n'est
pas premier il existent x, y € R-F, tels que x Uy € F. Mais
F étant l'intersecticon de filtres premiers il existent des
tfiltres premiers P', P" divisant F et tels que y g P,

x ¢ P, et alors P', P" sont deux filtres premiers incompa-

rables divisant un meme filtre premier P, ce qui est en con



tradiction avec C).
I1 est important de remarquer que dans les €noncés A),
B} et C) n'interviennent pas les notions d'ultrafiltre, de

premier élément et de dernier €lément.

Nous sommes maintenant en mesure d'indiquer une carac-

térisation intrinséque des réticuléds ayant une arithmétique

complétement normales.

une avithmétique complétement normale 11 faut et i1
suffit que l'axiome de la compléte normalité sot

e s
rifiée.

Dém. Nous allons démontrer que 1'axiome de la compléte
normalité {(c.a.d. l'axiome de la normalité relative; déf.
5.1, Chap. I, pag. 25) est equivalent a la proprieté C).

Supposons que l'axiome de la normalité relative est vé
rifié. Si C) n'est pas vérifiée 11 existent deux filtres
premiers incomparables P', P" divisant un méme fiiire pre-

. oo L Do v g - TR "y 1 e g TEAE L SwR . R '
maer L Sosent x G PP, v & PUAPYL o alars oaow v & ¥,

K -y - i P I ™ " i PR e g e e e R - T - P o ®~ ~ EE
L S A co ST Erenons oan Fifment oL 8 Tol guc

. L. pe - A o " Lot . . - o T e o e A A T
Aood e W BLELATTL R, PR A A AT + SV S ST A O AR 1T
CEU s libe® W3 s Taw b normasate relative, C.oald.

tels que

1} x Ny =x"Nny = x Ny’

De 2} on déduit qu'un des éléments x', y' appartient a
Or cela est impossible car si1 x' & P, alors de x' € PV et
y € P" on déduit x' Ny = x Ny € P, ce qui est en contra
diction avec x Ny ¢& P,
Nous pouvens donc affirmer que R a une arithmétique complé

P.
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tement normale.
Supposons maintenant que R a une arithmétique complé-
tement normale. Soient X, y, z tels que x Uy C z.
Soit X la famille de tous les €léments x' tels que
17 x € x¢ 7o 2) x'"Ny =xnNy

et Y la famille de tous les éléments y' tels que:

1"y vyCy'<Cz; 2') xny' =xnNy

et supposons ¢gu'il n'existe un couple x' € X, v' € Y tel

que

3} xtwuy' =z,

Remarquons que X et Y sont des familles additives. Dans
ces conditions l'ensemble Z des éléments de la forme x' u v’
est la base d'un certain idéal 1 qui ne contient pas = et
11 existera un 1dé€al premier P contenant [ sans contenir z.
Alors P=R-P, est un filtre premier qui Contient Z sans con
tenir aucun élément de X et de Y.

Montrons mailntenant qu’'il n'existe aucun é€lément p € P
tel que x M p & x N y. Autrement 1'élément q = (p U y) N z

vérifierait les conditions suivantes:
1"y vy€q€z; 2'y xng=xn((puy)nz-=
=X N (puy) = {xnoplu{xny)=xn0y

c.a.d. on aurait q € I,or cela est impessible car q e P.
Dans ces conditions P et x engendrent un filtre F' qui
ne contient pas y et il existera un filtre premier P' divi-
sant F', sans contenir y. De meéme on démontre 1'existence
d'un filtre premier P" divisant P, et contenant y sans con
tenir x. Alors P' et P" sont deux filtres premiers incompa-
rables qui divisent le filtre premier P. Cette contradiction

montre qu'il existe un couple x', y' vérifiant la condition
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jative est vérifié.

Lo novmolite r

[#3]
—at

51 un ri distributif a upe arithmétique relative-

ment normale il & rturellement une arithmétique normal.

COROLAIRE . Towr gu 'uw: Lopologique atit une arith
" e 7
e

t 21 suffit que

.
1

métigue conpliétemnznt

I 'axdome de wnopmalicé

“ovs les espdaces métriques, et en par
ciculier damns la droitc, tout filtre ferm& qui divise un
filtre fermé premier est un filtre premier.

La famille 7 de tous les filtrss premiers d'un réticulé
distributif ayant une arithmétigue complétement normale a
un diagrame de Hasse assez simples, car les éléments de ¥
qui divisent un &lément donné de ¥ forment une chaine. Si
nous coensidérons seunlement les filtres premiers qui sont
des miiltiples d'un ultrafiltre donné U, le diagramme de
Hasse correspondant rassemble « un arbre (voir la figure ci-

-

jointe) ot 7 aura l'aspect Jlune {dret.

I1 est assez curieux de trouver de tels résultats pour les
e c

s topoleoiques complétement normaux, car les ensembles



lineairement ordonnés sont, avec la topologie des intervals,
des espaces complétement normaux.G. Kurepa a étudié d'une
fagon treés approfondie les ensembles ordonnés ou les divi-
seurs de chaque élément forment une chaine, en cherchant
la solution d'un probléme célébre de Souslin sur la droite.
I1 serait particulierement important de caractériser
les espaces métrisables par des propriétés arithmétiques
des filtres premiers. I1 est évident que pour les espaces
topologiques T1 ayant une base dénombrable le probleme est
est résoluble par le théoréme 3.2. Nous pouvons donc affir
mer.

COROLAIRE. Pour qu'un espace T1; ayant une base dénom
brabie, scit métrisable il faut et il suffit que le
réticulé des ensembles fermés ait une arithmétique

complétement normale

Les espaces topologiques normaux ayant une base dénom-
brable étant complétement normaux nous pouvons remplacer
dans 1'énoncé précédant 1l'expression "arithmétique complé-

tement normale" par "aritiméiique normale'.

4, LES SEMI-ARITHMETIQUES DE M. WARD.

Dans un travail sur les réticulés de Brouwer, M. Ward
a étudié les réticulés indiqués dans la définition suivante,

auxquels il a donné le non de semi-arithmétiques.

DEFINITION 4.1. Un réticulé de Brouwer R est dit une
semi-arithmétique st les deux conditions sutvantes

P
sont varitliees:

o - dat e ‘/ - 7
1) Za condizion de la chrafne descengante ¢8t valal:ie



Nous allons nous intéresser par la condition 2), en
cherchant les propriétés des filtres premiers qui la carac
térisent.

Commengons par quelques remarques préliminaires. Dans

la théorie des entiers, on a la propriété suivante:
R prog
C'. Les filtres premiers multiples d'un filtre pre-

a - » " " S .
mier donné forment une chaine.

ou ce qui est équivalent:

-

C'. Les iddaux premier gui divisent un idéal premier

- ]
donné forment une chaine.

Cette propriété est équivalente, aux propriétés suivantes:
AV, Tout idéal ‘qui divise un <déal premier est un
tdéal premier,

»

B". Leg tdéaux qui divigent un tdéal premier forment

jas}

3

une chaine.

e

On le voit en employant des raisonements duaux de ceux qui
on été inqués au n° précédent.
wous pouvons généraliser la définition de M. Ward, de

la maniére suivante, gui sera justifide par la suite:

by

L. 3
P, "o
ol e e (ol

-

DEFINITION 4.2, “»n pdoiould diate:

e Semle

£
o
s

o et g & ey y H P Dol " ¢ w1 S a3 oo
aritamdiigue si la condition CF est vérifiée.

D'apres les résultats du n® précédant nous pouvons énoncer
le résultat sulvant:

THEOREME 4.1. Pour gu'un réticulé distributif soit

e 2

une semi-arithmétique 11 faut et <1 suffit gque le

»

dual de l'axiome de normalité relative soilt vérifiée,
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Pour avoir une condition sur les filtres premiers plus

maniable que C', nous allons démontrer que

THEOREME 4.2. Pour gu'un réticulé distributif sott

. . e cyoa ‘ o e ‘ ,
une semi-arithmdétique 11 Ffaut et 11 suffit que deux

w

filtres premier incomparables sotent relativement pre

.
miaers.

Dém. Supposons que C') est vérifiée et soient P', PV
deux filtres premiers incomparables. S’'ils ne sont pas re-
lativement premiers alors F = P' N P" est un filtre qui est
contenu dans un filtre premier P; c.a.d. P’ et P" sont des
multiples incomparables de P, ce qui est Impossible, donc
P' et P sont relativement premier. Réciproquement si deux
filtres premiers sont toujours relativement premiers alors

') est vérifiée.

Ltexistence d'un dernier &l&ment ne j'oue aucun role

dans le théoreme suivant:

THEOREME 4.3. Pour gu'un réticulé de Brouwer scit une
semi~arithmétique <1 faut et ©1 suffit que

x =v)in({y ~x)=20.

o¢m. Supposons que {(x =~ y) n {y = x) = 0, gquels que
scient x ¢t v. Etant donnés deux éléments arbitraires de R,

*

X et v posons x' = X & vy el v' s ¥ = X, alOors nous auroens:

1) x U vh = X' Uy = X Wy ; 2y xP oyt = 0

et le¢ dual de l'axiome de la normalité relative est vérifié.
Supposons maintenant que le réticulé de Brouwer R véri
fié le dual de 1'axiome de la normalité relative. Etant
donnés x et y, scient x' et y' des é€léments qui vérifient
les propriétés 1) et 2). De x U y' = x U v on déduit que:
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y', car y -~ x est le plus petit élément parmi

3) y - x &
gui véritfient la condition x U X U y. De méne

De 2}, 3) et 4) on déduit que

e o

ek

-~

les z
4y x -y € x'.
x=y)n = x)
fustifie

0.
la définition

i

Cela suivante:
sera dit un

Un réticulé de Brouwer
= 0,

DEFINITION 4.2. Un
c{x Sy n (y & x)

réticulé de Brouwer-Ward s<

On peut naturellement se demander ce qui devient cette
notion, lorsqu’on 1'applique au réticulé des ensembles fer-
més d'un espace topologique. Pour cela démontrons la propo

sition suivante:
rouwer~Ward est extrémement disconexe,

Urne logique de

o 0o _

c.a.d. X NX = 0.
oo O o) oo

‘ = x , donc x~ N x " "=0.

En effet: x°° + x% = x°°,
Nous devons donc renoncer a exiger 1'axiome de Ward si
1'on veut surtout étudier l'arithmétique des filtres des es
paces topologigues les plus courrants.
Il est convenable de remarquer qu'il existent des Logi-
ques de Brouwer extr@mement disconnexes qui ne sont pas
des Logiques de Brouwer-Ward, comme le montre la fifure ci-

jolnte.
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Cela nos conduit a caractériser l'arithmétique des ré-

ticulés topologiques extrémement disconnexes:

THEOREME 4.4. Pour qu ‘un réticulé topologigue soit

»~ . w -~ -
extremement disconnexe 11 faut et <1

L osuffit que cha-

e

que ultrafiltre divice un seul filtre premier maxt-

mal.

Dém. 501t R un réticulé topologique extrémement dis-
connexe. Supposons qu'un ultrafiltre U divise deux filtres
premiers maximaux P', P* distincts., Soit r un élément régu-
lier de P'-P", alors r° € P" et comme r N r® = 0 cela est
impossible, donc U divise un seul filtre premier maximal.

Réciproquement supposons que chaque ultrafiltre U d'un
réticulé topologique R divise un seul filtre premier maxi-
mal et qu'il existe un élément x € R tel que x° n x°% # 0.
Soit U un ultrafiltre contenat x° n x°°. Posons Y = R-U.

Si y € Y montrons que y U x° # I en effet si y U x® =1

°® € U on aurait y € U ce qui est

alors x°9 C y et comme X
impossible. Dans ces conditions Y et x° engendrent un idéal
qui est divisible par un idéal minimal M dont le complémen-
taire P' est un filtre premier maximal divisible par U.
D'ailleur P' ne contenant pas x°, doit contenir x°°. De
meme on démontre 1l'existence d'un filtre premier maximal P"
divisible par U, contenant x°° sans contenir x°. P' et P"
€tant incomparables la démonstration est terminde.

Un réticulé topologique R peut etre extrémement dis-
connexe et avoir une arithmétique normale, sans aveoir une
semi-arithmétique, comme le montre l'exemple indiqué dans
la figure précédante. Mais il est clair qu'un réticulé topo
logique extrémement disconnexe et vérifiant 1'axiome de

normalité compléte est une semi-arithmétique.
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Dans une semi-aritmétique les filtres premiers qui di-
visent un filtre premier maximal ont un diagrame de Hasse
ayant la forme d'une racine. Dans un réticulé topologique
extrémement diaconnexe €t ayant une arithmétique compléte-

ment normale, les filtres premiers multiples d'un ultra-
filtre donné forment une chaine.
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CHAPITRE VI
LES FACTEURS PRIMAIRES

1. NOTION DE FACTEUR PRIMAIRE.

Dans le chapitre précédant nous avons étudié surtout
des relations entre les filtres premiers et les ultrafil-
tres. Il y donc lieu d'étudier aussi les relations du méme
type entre les filtres et les ultrafiltres. Une des pro-
priétés les plus importantes de l'arithmétique des entiers
est la suivante: si un entier n est divisible par un seul
nombre premier, alors n est une puissance d'un nombre pre-
mier. La proprié&té analogue dans la théorie des filtres
serait la suivante:

87 un filtre F est divisible par un seul wltrafiltre

alors F est un filtre premier.

Dans la théorie des espaces topologiques cette proprié-
té ne peut avoir lieu, comme nous le verrons par la suite,
que dans le cas des espaces complétement normaux extrémement
disconnexes. Il y donc lieu d'introduire la définition sui

vante:

DEFINITION 1.1, Un filtre sera dit un facteur primat-

re 8’2l est divisible par un seul ultrafiltre.

La théorie des facteurs primaires aura pour but d'avoir
une idée aussi claire que possible de la distribution des
facteurs primaires lorsqu'on fait des hypotheses sur le
réticulé R.
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"Comme chaque filtre est 1'intersection de filtres pre-
miers un facteur primaire F peut donc &tre répresenté comme
le m.m.c. de filtres premiers qui sont des multiples de 1°
l'ultrafiltre U que divise F.

Cela nous conduit a introduire la définition suivante
qui est moins restrictive,

DEFINITION 1.2. Tout filtre qui peut &tre répresenté
comme le m.m.c. d'une famille de filtres premiers mul
tiples d'une méme ultrafiltre U, sera dit un facteur

primaire faible.

Un facteur primaire est nécessairement un facteur pri-
maire faible mais la réciproque n'est pas vraie. Dans un Té
ticul€é topologique qui ne vérifie pas 1'axiome de 1z nor-
malité il existe tout au moins un filtre premier P qui est
divisible par deux ultrafiltres distincts. Alors P est un
facteur primaire faible qui n'est pas un facteur primaire.
On comprend ainsi 1'intérét du théoréme suivante:

THEOREME 1.1. Pour que dans un réticulé distributif

Ro'] tout facteur primairve faible soit un facteur pri
I —

maire il faut et 21 suffit que l’'axiome de la norma-

iité soit vérifié.

Dém. Nous venons de voir que la condition est nécessai-
re. Montrons qu'elle est suffisante. Supposons donc que R
vérifie 1'axiome de la normalité. Soit U un ultrafiltre et
F un filtre de la forme F = U P, ou les P. sont des pui-
ssances de U, c.a.d. des filtres premiers divisibles par U.
Nous venons donc d'admettre que F est un filtre primaire
faible contenu dans l'ultrafiltre U'.Si F n'etait pas un
filtre primaire il existerait un ultrafiltre U' disctinct
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de U et divisant F. Choisissons x € U, v € U' tels qgue

Xx Ny =0 et scient x', y' des &léments tels que 1) x ny's=

i

xt'' vy = 0; 2) x'uy' = I. Alors x' € U-U', y € U -U.
Comme x' & F et F est 1'intersection des P, 11 existe un in
dice i=j tel gue x' € Fj,‘maia alors on doit avoir y' € Pj
ce qui est impossible car x ny' = 0. Donc F est un facteur
primaire.

Appelons puissance maximale d'un wilirafiltre U a chaque
| F

filtre premier maximal P divisible par U.

DEFINITION 1.3. S¢ U est un wltrafiltre d'un réticulé

distributif qut vérifie 1’ z

ey .
Lfaxtome de la normalité,

-7

e
nous donnerons le nom d'ultrafacteur primaire de U

au m.m.c. F(U) de toutes les puissance maximales de U.

Il est clair d'aprés le théoreme 1.1 que F(U) est un

facteur primaire.

THEOREME 1.2. Dawns un

fie l'taxiome de la normalité chague ultrafacteur pri-

distributif qui véri-

maire est un facteur primaire maximal.

Dém. S'11 existait un facteur primaire F multiple pro-
pre de F{U}, F ne serait pas l'intersection de filtres pre-
miers.

Dans ces conditions nous pouvons affirmer, en tenant

compte des résultats obtenus dans le chapitre précédant, que

COROLAIRE. Pour gque tous les facteurs primaires d'un
réticulé topologique normal R solent des filtres pre

miers 11 faut et 71 suffit gque R soit extrémement

-

digconnexe et vérifie L'axiome de normalité compleéte.
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R doit etre extrémement disconnexe pour que chaque ul-
trafacteur primaire F(U) soit un filtre premier et doit vé
rifier 1l'axiome de normalité compléte pour gue chaque divi-
seur de F(U) soit un filtre premier. (Il est évident que
tous des diviseurs de F(U) sont des facteurs primaires di-
visibles par U}.

Nous savons donc que dans les espaces topologiques les
plus courrants, il existent des filtres primaires quil ne
sont pas premiers; mais comme 1ls sont toujours le m.m.c.
de puissances prémieres d'un méme ultrafiltre, on peut se

demander quel rb6le ont-ils a jouer dans la topologie.

2. RAPPORT ENTRE LES FACTEURS PRIMAIRES ET LES VOISINAGES.

Nous allons nous ococuper exclusivement dans ce chapitre
des réticulés qui vérifient l'axiome de la normalité et
nous é€viterons donc, de le répéter a chaque instant.

Voyons maintenant qu'il existe un rapport intime entre

les ultrafacteurs primaires et les voisinages.,

THEOREME 2.1. Dans tout réticuls topologique qui vé~-

rifie I'axiome de la normalité tout ultrafacteur pri-

matre est un ultravoisinage et réciproguement.

Dém. Soit F(U) 1'ultrafacteurs primaire de U et consi-
dérons le voisinage V{U). Si v & V{U} il existe un x € U
tel que x N v°® = 0 donc v® ¢ U et par conséquent v doit
appartenir a toutes les puissances premieres de U, c.a.d.
V{U) est divisibles par F(U). $i V(U) ne coincidait pas
avec F(U) il existerait z € F(U) - V(U). Comme V{U) est
1'intersection de filtres premiers il existe un filtre pre
mier P divisant V(U) tel que z ¢ P et alors P ne peut pas
étre un multiple de U. Soit U' un ultrafiltre divisant P.
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Alors V(U) serait divisible par deux ultrafiltres distincts
U et U'. Soient x € u-ut, y e yr-u, x',y' tels que x N y'=
=X’ Ny =0, x'Uy' = I, De la on déduit que x' € V(U)
et que y'° C x°,

Comme y'® est un volsinage de x € U, alors y'% e V(U
et X' € V{U). Cette contradiction démontre que V{U) = F(U).

Démontrons maintenant que V(U) est un ultravoisinage,
S1 V(U) n'était pas un ultravoisinage il existerait un voi-
sinage W divisant effectivement V(U). W ne peut étre divi-
sible par U, car s'il en €tait ainsi on aurait W C Vv{U).
I1 existe donc un élément y € W-U, incompatible avec x € U.
Utilisant le raisonnement qQui nous avons indiqué précdde-
mment on termine la démonstration. Nous venons donc de dé-
montrer que chaque ultrafacteur est un ultravoisinage.

R€ciproquement soit V un ultraveisinage et U un ultra-
filtre divisant V. Le raisonnement du début montre que V
est divisible par F(U). Comme F{U) est un volisinage et V
un ultravoisinage alors V = F(Uy.

D'aprés le théoreme que nous venons de démontrer, dans
les réticulés topologiques normaux les notions d'ultravoi-

sinage et d'ultrafacteur primaire sont identiques.

COROLAIRE. Dans wun pétioulsd topologique vérifiant
t'axiome de la wnopmalitd U-F(U) est formé par I'en-
semble de tous les éléments X domt les frontierves
appartiennent a U (on ce qui revient au méme dont

les fromtieres sont compatibles avee F(U)).

Dém. La frontiere d'un élément de F(U) est incompati-
ble avec F(U), donc avec U. Au contraire les éléments de
U-F(U) ont des frontieres compatibles avec F{U), donc com-
patibles avec U,
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On voit bien, maintenant gue 1'existence des filtres
premiers P multiples d'un ultrafiltre U et distincts de U,
est due a ce que U contient des éléments rares. Toutes les
complications proviennent des éléments qui ont une frontie-
re dappartenant a U.

L'étude de 1l'arithmétique des filtres premiers aparait
ainsi comme un moyen pour étudier les &léments rares, qui
sont la source de toutes les complications qu'on puisse
trouver,

En utilisant seulement la notion d'ultrafiltre on ne
pourra pas faire un certain nombre de distinctions impor-

tantes.

Une autre conséquence immediate des résultats précé-
dants est la suivante:

de la forme V(U) ou U est

Voyons maintenant les rapports gui existent entre les

voisinages et les ultravoisinages:

i

THEOREME 2.2. Tout voisinage e L'intersection d'ul

travoisinages.

#

Dém. 501t V un voisinage et x & V. I1 existe un filtre
premier P divisant V sans contenir x. Alors P divise un ul
travoisinage W qui divise nécessairement V et la démonstra

tion est terminée,

-

Les voisinages sont donc des filtres qui peuvent se ré-
presenter comme le m.m.c. d'ultrafacteurs primaires: ils
ont ainsi caractere de simplicité au point de vue arithmé-
tique, tout en &€tant une notion plus complexe que celle de
filtre principal (c.a.d., d'ensemble fermé). Nous savons
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que dans un espace T1 compact les seuls filtres qui sont le
m.m.c. d'ultrafiltres sont les filtres printipaux. Il se-
rait intéressant de décidir si dans un réticulé topologique
normal compact les filtres qui sont le m.m.c. d'ultrafac-
teurs primaires sont nécessairement des voisinages. Quoi
qu'il en soit les résultats précédants nous montrent que la
notion de voisinage, telle que nous l1'avons formulé en sul
vant Alexandroff, se présente dans les espaces topologiques
normaux comme une notion étroitement liée a la notion de
filtre premier et a celle d'ultrafiltre.

Méme dans le cas géneral d'un réticulé topologique quel
conque nous pouvons affirmer que:

"

S1 V est un voiert

=

iage, tout filtre premier P qui ne
divise par V est incompatible avec V (c.a.d. relati-

vement premier avee V).

En effet si P premier ne divise par V il existe v € V
tel que v & P. Mais v est un voisinage d'un élément X € V,
c.a.d. v® nx = 0 et comme v® € P alors P et V sont incompa
tibles.

3. LES MULTIPLES PRIMAIRES.

La notion de facteurs primaire peut etre généralisée
de la maniére suivante:

DEFINITION 3.1. Wous divone que le filtre F' est un
multiple primaire de filtre F si 1) F divise F';

i

2) tout ultrafiltre qui divise F' divise F.

Alors on voit bien qu'un facteur primaire est un mul-
tiple primaire d'un ultrafiltre et réciproquement un mul-
tiple primaire d'un ultrafiltre est un facteur primaire,.



'Si 1'on applique cette définition au cas des entiers
positifs on reconnait que lfentier y est un multiple pri-
maire d'un entier x, si dans les décompositions de x et y
en facteurs premiers figurent les mémes nombres premiers.

Etudions maintenant les rapports gquli existent entre la

notion de multiple primaire et celle de voisinage.

THEOREME 3.1. Dans un réticulé topologique qui vé-

rifie llaxiome de la normalité le voisinage V(F) d'un

filtre F est un multiple primaire de F.

Dém. Soit F un filtrec et U un ultrafiltre divisant le
voisinage V(F). 81 U ne divise pas F il existent deux é18é-
ments incompatibles u € U et £ € F., Solent u', £f' tels que
unft =ut Nt =0, utyf' =71, Deu" nf =0 on déduit
que u'® est un voilisinage de f, donc ﬁ’m € V(E). De u' U {'=
= I on déduit que u'® C f' et alors ' € V(F), donc {' € U.

Comme u € U et un f' = 0, nous arrivons a une contradic
tion, <¢e qui termine la démonstration,

Il sTaggit maintenant de s'avoir gu'elles relations

exlstent entre les divers multiples primaires d'un filtre F

THEOREME 3.2. Dans un réticuld topologique gui véri-

fie ['axiome de la normalité, tout multiple primaire

.

d'un filtre ¥ est un diviseur du voisinage V(F).

Dém. 5'11 existait un multiple primaire F' de F ne di-
visant pas V(F)}, il existerait un v € V(F)-F', voisinage
d'un €lément x € V(F), c.a.d. tel que x N v® = 0 et ceci
entraine x € v. Si v® etait incompatible avec F' il exis-
terait un y € F' tel que y n v® = 0. Mais alors v serait
un voisinage de x Uy € F', car (x U ¥) nv® = 0 et alors

de x Uy C v on déduit que v € F' ce qui est imposible,
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par hypothesc.

Inorealltd nous venons de demontrer un résultat un peu
plus péndéral, a savoir: i un voisinage Vo odiun réticuld to
tologique est un multiple d'un filire ¥ aloys tout multiple
primaire de 1P oest un diviseur de V. Lfaxiome de la norma-
Lité tigure duns 1U'énonce «du Théor. 3.2, pour assurcer que

VIF) est un voisinage.
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Nous allons voir gue tous les multiples primaives de B
ont pour voisinage le Filrre V{F). Pour obteniy tous les
filtres qui ont pour voisinage un voisinage donndé ¥ il su-
frit de considérer la famille de tous tes ultralilires il
divisent V calculer le mom.c. F{V) de ces ultraliltres.
Alors les liltres gul ont V pour veisinage sont des mul-
tiples do F{V) qui divisent V.

Co résultat nous montre qui les ultrvatfiltres sont im-
puissants pour distinguer entre un {ilTve of son vois nage.
Mais nous n'avons pas démontrd que FOV) g pour voisi
nage V. Pour ccola supposons qu'il existe un voisinage w de
e FV) tel que w g Vo alors w est compatible avec Vo (car

autrement w scerdatl un voisinage d'un fldment v ode V oet
alors w © V). Soit U un ultratfiltre divisant le {iltre en-
gendrdé par Voot w”. Comme x N w” = O, x ¢ U ¢t cela est
mmposible car x & F(vy,

Ces considérations nous ammcenent i introduaire la defi-
nition suivante:

DLEINITION 3.2, S F eut oun flltee

1 !
s NOUD donacrong Lo
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cal Jde F o {en notation Rad ') aw m.m.c.
7 7 y o . -
1w tous ltes uwltrafil a2 rent F.

Il est claixy gque Rad F € F, Rad Rad F = Rad F.

THEOREME 3.3. Rad F = Rad VI(F).

em, [ le théoréme le voisinage V{F) est un

multiple primaire de ¥, donc Rad V{(F) € Rad F; d'autre part
de I C VIiF) on déduit Rad F € Rad V(F) et alors Rad ¥ =

Rad V{Iy.
Nous pouvons aussi aifirmer que

-

THEOREM

= V{(Rad F).

Dém. Le rauilsonement indiqué a la fin de la page précé-
dante montre gque le radical d'un voisinage V a pour voising
ge V, c.acd. V{Rad V) = V. En remplagant V par V(F) dans
cette formule nous aurons V(F) = V(Rad V(F)) = V(Rad F).

51 F est un facteur primaire son radical est un ultra-

tiltre et son voisinage est un ultraveoisinage.

Dans un espace d'Hausdor{{ compact le radical d'un
Liltre est un filtre principal (Chap.IV, pag.65). Soit V un
volsinage d'un tel espace, alors d'apres le ThéoT.E.S
Vo= V(V) = V(Rad V. Comme Rad V est un filtre principal
Fix) nous aurons V = V{F(x}} = V(x), c.a.d. V est la fami-
Ile Vix) de tous les voisinages (fermés) d'un ensemble feg

S1 un espace topologique normal n'est pas compact cha

que volsinage est le voisinage d'un radical.

4. REPRéEENT%TIOM NORMALE D'UN FILTRE.

Tout filtre d'un réticulé distributif peut etre repré



w
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senté comme le m.m.c. de filtres premiers et parmi ces re-
présentations nous avons distingué la représentation mini-
male de F (Chap.JTI 4 la fin du n®1} F = U P.. Cette repré

sentation a 1'inconv

rent suivant: les filtres Pi ne sont
pas rclativement premiers a moins que R vérifie des condi-

réalisées dans

ticns tres spéciales qui ne se trouvent pas
le cas des cspaces topologiques les plus courants. La théo
rie des facteurs primaires a précisément pour but de reme-
dier cette situation de la maniere suivante:

Parmi les filtres premiers gui divisent F considérons
ceux gui sont multiples d'un méme ultrafiltre U et calculons

< 51 1'ultrafiltre

SO m.m. . Pu~ Convennns dl'écrire Fu

U est incompatible avec F. Dans le o général nous dirons

que Pu est la composante primaive Jde F relativement a 1'ul-

tratrafiltre U. 51 R est un réticulé vérifiant 1'axiome de
la normalité chague F” # R est un facteurs primalre et nous
pouvons écrire

Fo= g F

25 F“ C¢tant relativement premiers deux a deux. Cette repré

sentation de F sera dite normale. Si 1'on se domne un ultra

D

"
4

filtre U la composante Fu se trouve univoquement determinée.
Clest donc avec les facteurs primaires que nous pouvons ré-
tablir une situation analogue & celle que 1l'on trouve dans
la théorie des entiers.

Considérons les représentations normales des filtres F',
E"

Fro= oy B ; Frow oy FY

u ’ 13

i

i
i

Posons S v R T ' F" et solent

S =8 : T = 7T
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qui sont précisément les regles pour calculer
p.g.c.d. de deux nombres entiers a partir des

en facteurs premiers.

99

1tations normales de 5 et T. On voit sans difi-

le mm.c. et

décompositions
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CHAPITRE VII

La théorie de la représentation des réticulés distribu-
o~ . - -y e 1 ~ . =~
tifs est intimement lide a beacoup de problemes d'algébre
et de topologie. Considerons pour le moment les représen-

tations par des familles d'ensembles.On se donne un réticu-

1¢ R et un ensemble E. Réprésentons par les signes V et A

[R

la réunion et l'interscction des parties de B. Supposons
I I

quad chague élément x € R on fait correspondre une partie
f{x) de . Considérons les propriétés suivantes de la trans
formation f:

1y £{x moy) = F{x) on fiyvy 5 (2) flx uy) = {(x) V £ (y)

51 (1) est veéritide nous dirons que f est un <nf-homo-

51 (2] est véri{iée nous dirons gue f est un sup—-homo-
morphisme,

Si1o (1) et (2) sont vérifiée nous dirons gue f est un

nomomorphieme et gque la famille d'ensembles £{x) est,

Tespectivement, une sup-reprdeenia tnf-reprisentation,

reprégsentaciion de R. Chacune des conditions (1) et (2} im-

plique la condition:

{(3') 81 x €y alors f{x) < (v},

4 A

ou < est la relation d'inclusion entre les parties de E.
t est une transformation biunivogue qui vérifie la con-

dition {(3') et
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(37 Si o {xy = I'{y) alors x € vy

nous dirrons guo Loest un e
Nous wllons {aire guelques yemargues sur les représen-
tatons dPun réticuld distributat par de familles d'ensem-
bles.Nous conseillons, & ceo propos, la lecture d'un article
de Garrerr Birkhoff ¢t Crrin Frink: ou les idées se trouvent

tres clairement oxprims

$1 1'on veut determiner les inf-représentation 1somor-
phes d'un réticulé R, on ne diminue pas la généralité (loc.
cit.) en supposant gue les points de l'ensemble E sont des

filtres de R et 1'on peut proceder de la maniere suivante:

LRI T - v g e @7 - P T
TECHNIQUE AL on . W Ele, wmown vede, B ode
Al ! . P 3 s e F oo g s ey ~ 7 31 Y e
j Lo Prea e By i VI Qownerans e xnom

S 4 a e Py 3
ie o poinl, A ohag K own failt correspon

+ o ~o o v 3 7 *
I j] . 7 A L . oA 7 T s i -

[ K (e LT & i %-x\ L iy Loyl e LU E 2 il PO el
oty ] vy sy S T A i e o
i LR i (S04 et L L Telamaent X,

Alors on deémontre facilement gue f eost une inl-représen
tation, Pour qguc {, ainsi définie, soit une représentation,
Coulde pour la condition (2) soit sussi o vérifiée, il faut
et 11 sulfit gue tous les {iltres de @I soient des filtres
premicers. Bans ¢ cas R est représenté par un anneau d'en-
sembles.

Pour gque 1'inf-représentation f so0it un isomorphisme il
faut et 11 suffit gue pour chaguce couple x, y d'éléments de

R 11 existe un ftiltre de £ contenant un des éiéments x, ¥

filtre principal soit 1'intersection de {iltres de E.
Dans ces conditions peur obtenir une représentation iso
morphe de R il sutfit de prendre une famille de filtres pre

miers de R satisfaisant aux conditiens que nous venons d'in



digquer. Dans ce cas le réticulé R doit &tre necéssairement
distributit. Nous avons ainsi unc méthede générale pour ob-
teniy towice les wepréxentw+'~ﬁs isomorphes d'un réticulé
distributit K. On obtient la représentation de Stone [ 3]
s1 B oest la tamille de teus les filtres premiers de R. S3
Ioest la famille de tous les {1iltres complétement irreduc-
tibles on arrive a la représentation de €. Birkhoff. On ob
tiendralt au autre type deo représentation en prenant pour
E la famille de tous les filtres premiers gul interviennent
dans la représentation minimale des divers éléments de R.

Cette technique de représentation n'est pas satisfaisan
te, car clle contient en soi certaines limitations, surtout
si 1'on cherche a 1'appliquer & la théorie des espaces topo
logiques. Mais cela ne veut pas dive qu'elle ne puisse pas
rendre des services et résoudre conplétement des problémes
bien déterminés

Supposons par exemple gue 1'on veuille déterminer les
représentations compactes d'un rvétriculé R.

DEFINITION 1.1, Une famille dierncembles F cot dite

al

compacte, ai la condition suivante ecst vérifide :tou
te partie compatible de T g une intersection nown vi-
de. (Note une purtie F' de ¥ cst dite compatible si

toute famille fini d'ensembles de F' a une intersecc-

tion non vide).

Alers nous pouvons énoncer le résultat suivante:
LEMME 1.7, Pour gu'une famille E de filtres d'un ré-

-
7

tieulé dictributif R fournisse, par I‘'intermédiaric

de la technique A, une inf-représentation compacte <1
Faub et <1 suffit gue 1) chaque Ffiltre de R soit di-~

vieible par un filtre de E.



Dém,
do om
géené
{ilt
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de E
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espa

sent

moins forts. Cherchons les inf-reprd

51 les £{x_) forment une famille compatible il en est
cme pour les X, ct réciproguement. On ne diminue pas 1a
ralité du raisonement en suposant que les X forment un
re F ode R. Alors pour que l'intersection des f(xi} ne

pas vide 11 faut et il sulfit gqu'il existe un filtre

divisant ¥,
Dans le cas ou R & un premier ¢lément ont peut remplacer
ondition 1) par la suilvante:

L e ;A T ode oy P P R P 8 e [ S U )
17 Tout wltrafiltre de R appartient a L.

Lorsqu’on pense dans les applications a la théorie des
ces topologigues 11l {faut toujours exiger que les repré-

ations vérifient des axiomes de séparation plus au

sentation gui vérifient

1'axiome de Fréchet:

o~

DEFINITION 1.2, Nowue dirone gu'une famille F de souwe-

. N S TR AT PP, T s T oy T £ T A pim ot o - A
cneembles dlun engembie B véry JL fe Llamiome T s 81 e~

wnts p,q € E 40 existe

: . . .
tant dennée deux points diget

ey B D o - R . N N S SR S
un encemble de F econtenant v suns contenir q.

Alors on démontre facilement le résultat suivant:

[o s

LEMME 1.2, Pour gqu’une famille E de filtres d'un rd-
ticulé R fourndesent, par 1'intermédiaire de la tech-

nigue R, une wnf-représentation gut vérifie llaxtome

T 5 7 o - 0 SR R YIC Al Lo 2y T oo P ) A 5 —~ e A e
TV, <0 Faut et {1 suffit que les filtres de E soient

Nous pouvons allors énnoncer la proposition suivante:

THEOREME 1.1. Pour gqu'une famille E de filtres d'un
réticulé Ro, contenant un premier &élément, fournisse

0

par l'intermédiaire de la technique A, une inf-repré
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fta Jamelile de ftows les wlivefvltres de Ro. Pour gque

tinf-reprisentation soit ‘aomovrphe 11 faut et i1 su-
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Ffét que craque Flitre privnedpal de Ro soitl 1 'inter-
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tif ). G en est ainst et af RO est un réticulé dis

tributef alurs L'inf-veprésentation fsomorphe consi-

5 2 o o e . - . a2 P
dere ¢t une reprdgentaloeon,

On voit bien, ainsi

4

quel est 1l'origine de la méthode
de compactification de Wallman pour les ¢spaces T1. Elle
est essentiellement 1iée a ta technique A, largement utili-
sée pur M. Stone dans la théorie des représentations des al
gebres de Boole,

Wallman o aussi démontré que la représentation associée
a la ftamille de tous les ultrafiletrves d'un réticulé distyi-
butif{ disjonctif H@,R vérilic 1'axiome de separation de
Hausdort{ seulement 4

Te cas ou L véri{ie [laxiome de

T oz

Ta normalite, La technigue A n
obtenir la compactification de Cech-Stone d'un espace complé
tement régulier; mals Alexandroff [ 1] a indiquée une métho-
de pour obtenir la compactitication de Cech-Stone a partir
de celle de Wallman. Alexandroff lui méme a obtenu directe-
ment la compactification de Cech-Stone d'un  espace comple-
tement régulier en utilisant les filtres gqu'il appelle com-
pléetement réguliers maximaux.

On peut denc se demander si la cempactification de Cech-
Stone ne peut pas &tre considérée comme un cas spécial de
la théorie de la représentation. Si 1'on insiste a obtenir
une inf-repreésentation isomorphe la réponse est certainement
negative comme nous venons de démontrer.

On peut alors chercher a résoudre le probléme par une



sup-repréventation teomorpphe, construite a partir des fil-
tres de R; mals on ne pourra pas utiliser la technique A.
Mous allons donc indiquer une autre méthode pour obtenir

des représentations dfun réticulé Jdieiributif.

TECHNIQUE B. 9n se donre une famille, non vide, E de
fFiltres o'un edtdicenlé distributif R, a chacun des-
guels viouws donnerowns ife non de point, A chaque 81é&-
ment X € R faisons correspondre la famille £{(x) de

tous Lee filtres de la colleciion B gui sont compa-

»Montrons que f{x) est un¢ sup-représentation de R. En
effet soient x, y deux élément de R, F(x) et F(y) les fil-
tres principaux correspondants et F un filtre de E. Dans
un réticuléd distributif nous avons
Flxuy) nF = (FX) UFly)) nF = (F{x) n Fy u (F(y) nF)
et cette formule suffit pour montrer que g(x) est une sup-
représentation,

Cherchons les conditions pour gue g(x) soit aussi une
inf-représentation. Il est clair gue dans tous les cas nous
nouvens affirmer que

g(x) A gly) 2 gix 0y)
IJ1 nous reste donc a exprimer que
glx) A gly) € glx ny)
Pour cela il faut et 11 suffit que la famille de fil-

tres E jouisse de la propriété suivante:

ttililes wvee wn filtre F de E,

o

5t ox et y sont comp

alore x Ny est compatible avee F.

Cette condition exprime précisément que chaque filtre



de E doit &étre contenu dans un seul ultrafiltre, c.a.d. les
filtres de I doivent &tre des facteurs primaires.

Nous venons de démontrer la propriété suilvante:

“ - 7 e I o s oy e B vy o e ke e e e o Yoy
LEMME 1.3, FOWr que {4 SUp-reprgLsentaliion £ ( X \} [ g
L T 2
réticulé distributif R, obtenue par Liintermddlair:

Ao 7 - S ye o epny o Y P : RN RV . 27
de la tecnnigue B, colt une vepréseniation de R <0

faut et <l suffit gque lec filteese do L soient des

i

facteurs primaires,.

Nous voyons ainsi qu'on pecut obtenir des représentations
d'un réticulé distribusif en utilisant des filtres qui ne
sont pas nécessairement premicrs. Pour qu'une représentation
de Ro’ par la technique B, soit compacte il faunt et il su-
ffit que chaque ultrafiltre de R, divise un filtre de E.
Pour que la méme représentation vérifie 1'axiome T1 i1 faut
et 1l suffit que les filtres de E soient incompatibles deux

a deux.

LEMME 1.4, Poupr guc la sup-repréeentation gi(x) Jfun

péticuld distributif R opteny par [ Tintermddiaire

de la technique B, coit une reoprésentation T1 et com
pacte il faut ¢t suffit que chaque ulitrzfiitre de R
contienne un et seuwl filtre Jo B ot gue chacue

7 -

3oy A
oy A PR
Tra (AP L 7N

. . , )
de E goit contonwe darne wun coul u

Dans ces conditions 1l existe une correspondance biuni-
voque entre les filtres de I et les ultrafiltres de RO, La
représentation T1 compacte g(x) sera isomorphe sculement si
RO est disjonctii ¢t nous retournons a la cnmpuctificatian
de Wallman.

Une technique équivalente a la technique B a été utili

s¢e par Alexandre{f pour obtenir la compactification de
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Wallman dans le cas des espaces topologiques normaux. Ale-
xandroff prend comme points les ultra-voisinages du réticu-
1& des ensembles fermés de 1'espace normal donné. Les ultra
voisinages vérifient bien les conditions indiquées dans le
lemme 1.4.

Ce changement de technique introduit par Alexandroff
n'est pas sans importance, car il a pu obtenir la compacti-
fication de Cech-Stone d'un espace complétement régulier
en utilisant la technique B. e

Un voisinage V sera dit completement régulier si pour
chaque é€lément v € V il existe un x € V tel que:

1) x nv® = 0; 2} il existe une fonction nimerique continue
prenant la valeur 0 sur x et la valeur 1 sur v°. La familic
des voisinages complétement réguliers est inductive infé-
rieurement. Les voisinages complétement réguliers minimaux
sont les points de l'espace o' d'Alexandroff. 11 applique
alors la technique B. En prennant la famille g(x) comme une
sous-base d'ensembles fermés il obtient la compactification
de Cech-Stone des espaces completement réguliers.

Nous pouvons donc affirmer que la compactification de
Cech-Stone est une sup-représentution teomorphe d'un espa-
ce complétement régulier. L'espace donné cst plongé dans
un espace de Hausdorff compact (par l'introduction de points
idéaux) donc dans un espace normal. On voit bien ainsi que
si 1l'espace donné n'a pas une arithmétique normal sa compac
tification aura une arithmétique normal.

Nous pouvons donc dire que la compactificaticn de Cech-
Stone d'un espace complétement régulier arrive a réstaurer
une avithmétique normal la ou elle n'existe pas.

Il serait tres important d'obtenier la compactification
de Cech-Stone par des méthodes purement arithmétiques, mais
pour cela il faudrait auparavant caractériser l'arithméti-
que des filtres premiers d'un espace completement régulier,
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ce que ne semble pas facile. Il serait convenable de voir
la signification arithmétique d'un memoire de Lubben, ou
cet auteur cobtient la compactification de Cech-Stone en tra
vaillant sur des bases de filtre. 3

P. Samuel a obtenu la compactification de Cech-Stone
sans utiliser les nombres réels, en travaillant sur une
structure uniforme.

Le théoreme Garrett-Birkhoff sur la représentation d'un
réticulé distributif R par un anneau de sous-ensembles d'un
ensemble donné I peut aussi &tre considéré comme une norma-
lisation de R, car la famille de toutes les parties de I ¢&-
tant une algébre de Boole a une arithmétique normale.

Nous voyons donc que dans beacoup de problémes on ob-
tient a partir d'un réticulé donné un autre plus large ayant
une arithmétique normal et contenant une partie isemorphe
R, 11

@

a R. C'est ce qu'on peut appeler la normalisation de

-

nous semble qu'il serait important d'unifier et généraliser
s

t re
les diverses méthodes de normalisation utilisées jusqu'ici,

2. LES ARITHMETIQUES FINIES,

Dans le numéro précedent nous somme occupé des r
tation d'un réticulé par des familles de sous-ensemb
d'un ensemble donné I.

L'ensemble donné I peut &tre considéré comme un produit
d'algebres de Boole chacune desquelles contient seulement
deux é&léments; c.a.d. on prend un systhdme d'axes chacun
desquels contient seulement deux coordonées, on fait le pro
duit cartesien I de ces axes, qui est au fond un systeme
de coordonnés pour décrire les éléments de R. Comme chaque
axe a seulement deux cocordonnées il faut un grand nombre
d'axes pour décrire chaque point de R. Si R est la droite
euclidienne (exemple 5), 1la représentation de Stone, ou



bien celle de Birkhoff, décrit chaque point de la droite

par une infinité de coordonnées.!l cn est de méme dans le
cas de l'espace euclidien a n dimensions (exemple 6), mais
ce n'est pas ainsi dans l'exemple T, oli chaque élément a

un nombre fini de coordonnées (nom borné dans son ensemble} .,
métique finies (voir Chap. I11).

Plus généralement nous pouvons prendre une famille de
chaines L, considérer le produit cartesien K = ﬂLi et étu-
dier les faprésenﬂaﬁimms de R par un sous-réticuléd de K.
Pour obtenir toutes les représentations de ce type 11 suffit
de déterminer toutes les représentations linégires de R,
¢.a.d. toutes les représcntations Je R sur des chaines Li‘
On reconnait immédiatement que cc probléme se reduit a 6tu-
dier les chaines de filtres premiers de R, et poUr aveoir
le maximum de coordonnées nous pouvons considérer des chaf-
nes maximales de filtres premiers de R a chacunc desquelles
nous donnerons le nom d’axe coordonnd maximal Lﬁ (nous con-
sidérons R comme un filtre premier, pour simplitier 1'expo-
sition; mais 1l peut se faire que cette coordonnée devienne
inutile).

Pour avoir une représentation de R sur Li 11 suffit de

faire correspondre a chague x R L'intersection x(i) de
tous les filtres de L, qul contiennent x. S5i une famille
(Li) draxes maximaux de R contient tous les {iltres premiers
de R, alors la fonction x(i} établi un isomorphisme entre
R et un sous réticulé de K = II L.

11l est surtout intéressant d;étudier le cas ou le nom-

bre d'axces est minimum. Dans le cas des arithmétiques dor-

miers de R au moyen de n axes coordonnés maximaux.

En effet, on reconnait immédiatement que la famille II
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de tous les filtres premiers d'un réticulé distributif a-
yant une arithmétique d'ordre n, vérifie les conditions sui

vantes:

1} 1T contient n éléments incomparables deux a deux.
2} Etant donnés n+1 éléments de I deux d'entre eux sont
comparables.

et réciproquement. Si un ensemble ordonné I vérifie les con
ditions 1) et Z) nous dirons que I a le degré de comparvabi-
lité n. Nous avons dementré, avec heaucoup de dificulté,
qu'un ensemble ordonné de degré de comparzbilité n peut etre
€puisé au moyen de n chaines, mais c'était un résultat
annoncé par Dilwerth depuis 1944, comme cet auteur nous a
fait connaitre dans une lettre. Lo démonstration corres spon-
dante a du paraitre dans un travail de cet auteur publié
dans les Annals of Mathematics dc 1'6té de 1949, Dans le
résumé de Dilworth indiquée précedemment cet auteur indi-
quait aussi une caractérisation intrinséque des réticulés

distributifs {inis ayant une arithmétique d'ordre n; mais

la forme des énoncés ne se préte pas a une généralisation
au cas des réticulés infinis (les propriétés en question
ne sont pas valables dans les espaces a n dimensions). Nous

pouveons ainsi affirmer que les réticulés ayant une arith-

métique d'ordre n peuvent &tre représentés comme un sous -
réticulé d’'un produit de n chaines, et cela est impossible
pour un nombre de chaines plus petit. Nous pouvons donc

dire que R a la dimeneion cartceicnne n.

Dans ce cas nous sommes arrivés encore a plonger un ré-
ticulé qui a une arithmétique complétement normale, car les
filtres premiers d'un produit de chaines {chacune desqguelles
contient au moins deux éléments) est un ensemble ordonné
dont le diagramme de Hasse est formé par n chaines telles
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que chaque é€lément d'une de €es chalne est incomparable
avec tous les ¢léments de toutes les autres chaines. Donc

son dual sont verifiés,

1'axiome de la normalité relative e
On a bien une situation tres simples au point de vue arith
métigue tandis le réticuld initial peut avoir une arithmé-

tlque beaucoup plus compliquée.

Nous pouvons donc considérer cette technique de repré-
sentation comme une technique qui permet non seulement de
normaliser, mals aussi de normaliser completement R (direc-
tement et duallement).

Le résultat que nous venons d'indiquer nous a permis en
particulier d'obtenir une caractérisztion de l'espace a n
dimension comme un rvéticuléd distributif particulier, en gé-
néralisant le théoreme Cantor sur la caractérisation ordina
le de la droite. Nous reviendrons sur ce probléme et sur la
théorie générale des représentations cartesiennes dans un
autre travail.

Dans ce chapitre nous voulons surtout mettre en éviden

=

ce que dans plusieurs problémes de repr sentation on arri-
q I P

ve en poursuivant d'autres buts a construir des réticulés
distributifs ayant une arithmétique normal. I1 parait donc
que 1'étude de l'arithmétique des filtres premiers des ré-
ticulés distributifs est susceptible d'aider a comprendre

des phénoménes de nature variée.
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L'arithmétique des filtres et les espaces topologiques

Por ANTONIO A. MONTEIRO

Facnltad de Ingenieria, San Juan, Argentina

1. INTRODUCTION. La notion d’espace topologique peut étre consi-
dérée .comme une généralisation de celle de nombre réel. Cette idée
se trouve clairement formulée par L. Pontrjagin (19, p. 26] qui s’expri-
me de la maniére suivante :

Just as the theory of groups studies the algebraic operation of mul-
tiplication en its purest aspect, so abstract topology sets as its goal
the investigation of the operation of passing to the limit, disregard-
ing all the other properties of the elements under consideration. If a
group can be regarded as a generalisation of the concept of real num-
bers, then a topological space should also be treated as a generalisa-
tion of the same real numbers. Only in the first case the operation of
multiplication is generalized, while in the second it is the limiting
operation, or, what is the same, the concept of limit point which is
generalized.

La notion de nombre réel étant aussi une généralisation de celle
de nombre entier, nous pouvons considérer la notion d’espace topolo-
gique comme une géndralisation de celle de nombre entier et ’on se
tronve placé devant le probleme de déterminer les propiétés arithméti-
ques des entiers qui subsistent dans les espaces topologiques.

Pour étudier ce probleme il faut savoir, tout d’abord, quelle est la
notion que dans un espace topologique doit remplacer celle de nom-
bre entier. Si Von remarque qu’un espace accessible de I'réchet
{¢.a.d unespace T1) est complétement déterminé lorsqu’on se donne
la famille R de tous les ensembles fermés de Iespace, il est raison-
nable d’étudier tous les probleémes relatifs 3 I'espace topelogique
considéré en raisonnant exclusivement sur la famille R, en laissant,
done, de c6té toutes les parties de ’espace qui ne sont pas fermées.
Cela peut nous conduire 3 envisager chaque ensemble fermé comme
une généralisation de la notion de nombre entier, mais I’expérience
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montre, de suite, que cette idée est insuffisante et l'on est alors
amené 4 penser dans les familles d’ensembles fermés, parmi lesquel-
les il fant distinguer les filtres et les idéauz de R comme des familles
particuliérement simples.

Pirre Samuel [20, p. 111] & mis en évidence, d’une maniére tres
claire, la signification de la notion de fltre en topologie :

Topology deals essentially with infinite sets, while it is much
easier to operate with finite sets. It is therefore necessary to have a
tool permitting the passage from the finite to the infinite (ov conver-
sely by using dual methods). The necessary tool has to have finite fea-
tures in its definition, but to be infinite in its essence ; and the fil-
ters fulfill both requirements,

Il est donc raisonnable de penser que cet instrument permettant le
passage du fini & Vinfini est particuliérement adapté i jouerle role
des entiers. Comme le remarque encore le méme auteur, pour que les
filtres soient utiles ils doivent avoir des relations avec la structure
de Pespace topologique sur lequel ils sont définis et pour se placer
dans ces conditions il suffit de considérer avec Henri Wallman, les
filtres fermés, ¢. . d, des filtres de R.

Nous allons donc considérer les Jiltres de R comme les étres qui doi-
vent jouer le réle des entiers dans la théorie des espaces topologiques et
chercher les propriétés arithmétiques des filtres fermés dans les
diverses catégories d’espaces topolcgiques. On pourrait tout aussi
bien étudier les idéauz de R, mais étant donné le caractére asymétri-
que de la notion d’espace topologique il faut s’attendre a ce que la
théorie des filtres de R ne soit pas identique 4 celle des idéaux. En
réalité nous pensons que les idéaux de R sont plus importants aans
Vétude de certains problemes ; cependant comme la connaissance de
tous les filtres de R détermine univoquement R il n’y a aucun incon-
vénient, tout au moins théoriquement, a étudier les filtres de R,
d’autant plus que les propriétés arithmétiques des filtres que nous
aurons a envisager par la suite, peuvent se traduire facilement dans
le langage des idéaux.

La tiche que nous venons @’indiquer serait inabordable si le déve-
loppement récent des mathématiques n’avait pas déterminé, pour
ainsi dire, le chemin i suivre. Nous pensons surtout, en ce moment, 2
la théorie des réticulés distributifs et en particulier des algébres de
Boole, telle qu’elle se trouve dans les travaux de Marshall Stone, ot
cet auteur a établi, pour la premisre fois, des relations entre la théo-
rie des réticulés distributifs et celle des espaces topologiques, en
ouvrant ainsi le chemin pour toutes les recherches ultérieures, par-



L'ARITHMETIQUE DKS FILTRES KT LES ESPACES TOPOLOGIQUES 181

mi lesquelles nous devons distinguer celles de Henri Wallman, que
nous cherchons & approfondir dans ce travail,

Etant donné le rdle capital et presque prépondérant qu’on a fait jouer
en topologie jusqu’ici auwx espaces compacts (André Weil, [25], p. 38), il
est naturel d’avoir pour but prineipal 1a caractérisation abstraite de
la famille de tous les filtres fermés des espaces compacts. La solution
de ce probleme (A. Monteiro |17],3), que nous reproduisons ici,ne doit
pas nous empécher d’étudier des problémes de nature plus générale,
si nous pensons qu’il n’est pas nuisible de se débarasser des hypo-
théses inutiles & la validité des raisonnements; et c’est ainsi que
nous sonmes conduits & P’étude arithmétique des réticulés distri-
butifs qui ont un rapport direct avec la théorie des espaces com-
nacts. Nous trouvons alors des renseignements assez précis sur les
iltres fermés des espaces normaux qui nous permettent de mettre
en lumiére les relations de nature arithmétique qui existent entre
les méthodes de compactification que Henri Wallman et Paul Ale-
xandroff ont indiqué pour ces espaces.

Les méthodes d’Alexandroff nous ont conduit & introduire dans la
théorie des réticulés distributifs la notion de voisinage et celle de
variété. 1l est alors un peu surprenant de voir que la notion de voisi-
nage — introduite des les débuts de la topologie générale par Mau-
rice Fréchet — a des rapports assez subtiles avec Parithmétique
des filtres irreductibles, que nous arrivons & mettre en évidence,
tout au moins dans le cas des espaces normaux.

Nous indiquons aussi -une propriété arithmétique équivalente a
Paxiome de la compléte normalité et pour de tels espaces Panalogie
avec 'arithmétique des entiers devient presque compléte si nous
faisons des hypothéses arithmétiques équivalentes A I’axiome d’ex-
tréme disconnexion de Marshall Stone.

Les recherches indiquées dans cette note n’ont en réalité d’autre
but que d’interpréter au point de vue de arithmétique les axiomes
de séparation que des auteurs bien connus on été amenés A consi-
dérer, dés les débuts de la topologie générale, et il va sans dire que
beaucoup de problémes de cette nature attendent encore une solu-
tion, parmi lesquels nous voulons signaler le plus important d’entre
eux que consiste & caractériser au point de vue arithmétique Vaxio-
me de la complete régularité de Tychonoff. La caractérisation arith-
métique de la droite euclidienne, des espaces euclidiens & # dimen-
sions et des espaces métriques aurait aussi un grand intérét.

Si nous remarquons que la famille de tous les ensembles fermés
d’un espace topologique est non seulement un réticulé distributif
mais aussi une Algébre de Brouwer il est naturel d’étudier ces alge-
bres au point de vue ol nous nous plagons ici. Nous montrons en
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particulier que les representations homomorphes d’une telle algébre
sont univoquement déterminées (c. a. d. & moins d’un isomorphisme)
par les idéaux de I’algébre donnée, tandis que les filtres ne Jouissent,
pas de la'méme proprieté.

Un lecteur interessé par la logique trouvera dans cette note,
.moyennant des interprétations convenables, des renseignements
assez précis sur arithmétique des systémes déductifs.

Nous profitons de cette ocasion pour faire une mise au point des
résultats bien connus sur Parithmétique des réticulés distributifs qui
ont un rapport étroit avec ceux que nous voulons mettre en évidence.

2. LES RETICULES ET LES FILTRES. — Soit R un ensemble or-
donné, c.a. d. un ensemble sur lequel est définie une relation < telle
que: 01) a<a; 02) Si a < et b <« alors a = b; 03) Si a<b et
b < c alors a < ¢. Pour indiquer que R contient deux élements 0 et
1 tels que: 0<x <1, nous représenterons R par Ry, et nous dirons
que 0 est le premier et 1 le dernier élément de R.

Nous dirons que R est un ensemble dirigé (P. Samuel) ou 1éticulé
inférieurement si chaque couple d’éléments a et b de R a une bhorne
inférieure @ A b. Sichaque couple d’éléments de R a aussi une borne
supérieure @ \/ b nous dirons que R est un réticulé. Un réticulé est
complet si chaque famille, non vide, d’éléments de R a une borue
supérieure et une borne inférieure.

Dans les applications les symboles a=<b, a Ab,aV b peavent
recevoir des noms variés ; ainsi, en arithmétique nous dirons respec-
tivement : «a divise b », «le plus grand commun diviseur de « et b »,
«le plus petit commnn multiple de « et b ».

Sia A b= 0, nous dirons que a et b son inecompatibles ou relati-
vement premiers.,

Un élément a 5= 0 sera dit: 1°) un atome si pour tout x tel que
0<®<a, on a, soitr =0 soit @ = a; 2°) drreductible (inférieure-
ment) si égalité a = » V y entraine soit « = & soit ¢ — ¥3 3°) com-
plétement irveductible si Végalité a = \/ «; entraine existence d’un
indice i tel que a = @, ; 4°) premier on primitif si la relation e <a\/ y
entraine soit a < « soit @ < y; 5°) primaire si a est divisible par un
et un seul atome ; 6°) une puissance si a est primaire et irreductible.

Nous dirons, avec Leopoldo Nachbin, qu’un élément x est infé-
rieurement compact ([18], 2, p. 137), dans un réticulé R complet, si
étant donnée une famille non vide (#;) Q’éléments de R telle que
Ai®; < 2, il existe une sub-famille finie non vide, ¢, ®,, ..., 2, de la
famille donnée, telle, que @, A 2, A ... Aw, <. On pourrait aussi
introduire des définitions duales de celles que nous venons d’indiquer.

Un filtre d’un réticulé R est une famille F d’éléments de R telle
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que F'0) F n’est pas vide; F1) sia e Feta <balors beF; I'2) si
a,bel alorsa AbeF. On pourrait supprimer Paxiome F0), mais
comme, dans cette note, nous aurons surtout 3 nous occuper des
réticulés qui ont un dernier élément nous préférons postuler Fo).

La famille F (a) de tous les éléments # de R tels que a < x est un
filre qu’on appelle le filtre principal engendré par a.

Remarquons que si @ <b alors F (0) est une partie de F (a). Cela
nous conduit & ordonner la famille & — ¢ (R) de tous les filtres de
R de la maniére suivante : nous dirons que le filtre ¥, divise le filtre
I, (et nous écrirons F, < 1) si Fy est une partie de F,. Cela n’est
pas d’accord avee les nsages les plus courants, mais nous permettra
déerive: F(a) < I (b) lorsque @ < b. Dans ces conditions ® a pour
premier élément le filtre R que nous representerons par la notation O.
Dans les cas olt Ra un premier slément 0 nous aurons O=F (0) =R.
Si R a un dernier élément 1, & aura pour dernier élément le filtre
I (1), que nous représenterons aussi par 1.

Un filtre sera dit propre si F =+ 0.

La notion d’idéal est duale de celle de filtre.

La notion de filtre peut se rattacher a celle de valuation inféricure.
Pour cela soit V un réticulé contenant seulement deux éléments
distincts 0 et 1. Une transformation univoque ¢ définie sur R et
prenant ses valeurs dans V sera dite una valuation inférieure si:
1°) Il existe un élément x de R tel que v (@) =13 29 v(a AD) =
t(a) A\ v (D).

Le noyau de la valuation infériewre v est la famille I de tous les
éléments x de R tels que » (#) = 1; et alors on démontre facilement
que la condition nécessaire et suffisante pour qu’une partie F de R
soit le noyau d’une valuation inférieure de R ¢’est que T soit un
filtre de R. On peut donc remplacer ’étude des valuations inférieu-
res par celle des filtres (G. Birkhoff [3), 1).

D’une fagon duale on définit les valuations supérieures. Si v est
une valuation supérieure et inférieure nous dirons que v est une
valuation de R. Pour qu’un filtre F soit le noyau d’une valuation de R
il faut et il suffit que F soit un filtre propre tel que si @ \/ b e T alors
ouae Foube . Silon tient compte du fait que ¥ est unréticulé
onmontre facilement que les conditions que nous venons d’indiquer
sont équivalents a dire que F est un Jiltre premier ou primitif.

Ces relations entre les filtres et les valuations sont trés sugestives
dans le calcul des propositions si 'on interpreéte les symboles a <b,
a A b, a Vb comme des représentations des expressions «b est une
conséquence de a», «detb», «aou b» et si nous donnons a 0 le
nom de «proposition absurde» et & 1le nom de « proposition uni-
verselle ». Alors il est naturel de donner aux filtres Ie nom de syste-
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mes deductifs (Tarski) et interpréter la valuation inférieure v cor-
respondante an filtre F' de la maniére suivante : «si »(z) = 1 nous
dirons que « est vraie, ou bien que x est démontrable ».

3. L’ARITHMETIQUE DES RETICULES. — Nous allons maintenant
rappeler quelques résultats fondamentaux sur la théorie des filtres.

Nous nous proposons tout d’abord d’indiguer une caractérisation
abstraite de la famille ® de tous les filtres d’un réticulé R et pour
simplifier Pexposition nous allons supposer que R contient un pre-
mier et un dernier éléments. Ce probleme a été résolu par Atuo
Komatu [14], et a été étudié aprés par G. Birkhoft et Orrin Frink [4).
Leopoldo Nachbin [18],2 a perfectionné et complété les résultats
indiqués par ces auteurs, et nous suivrons de pres son exposé.

If faut tout d’abord savoir comment peut-on retrouver les élé-
ments de B dans le réticulé &b, ec qui est équivalent a déterminer
une propriété caractéristique des filtres principaux I («). Alors on
démontre le résultat suivant: pour qu'un filtre F soit principal i funt
et il suffit que F soit un élément inférieurement compact du réticulé .

La réponse au probleme indiqué est alors la suivante :

Powr quun réticulé b soit isomorphe & la famille de tous lex
Jiltres d’un véticulé Ry, ilf(mt et il suffit que b posséde les
propriétés suivantes :

b 1) O est wun réticulé complet,

P 2) Tout élément de I est la borne infériewre d’une famille,
non vide, A’éléments inférieurement compacts

D 3) La borne supirieure de deuw éléments infériewrement com-
pacts est un elément inférieurement compact.

D 4) Le premier élément O de D cst inférienrement compact.

Leopoldo Nachbin a aussi indiqué une caractérisation de la famille
de tous les filtres d’un ensemble dirigé (loc. c¢it.). Dans un réticulé
les élements les plus importants, au point de vue arithmétique, sont
les éléments irreductibles; mais il peut arriver qu’un réticulé ne
contienne aucun élément de cette nature. An contraire dans ¢ il
existent toujours des éléments completement irreduetibles.

Garrett Birkhoft et Orrin Frink (4], dans un travail sur les repré-
sentations des réticulés par des ensembles, ou les idées se trouvent
trés clairement exprimées, ont indiqué des résultats que nous allons
maintenant rappeler.

Dans un ensemble ordonné nous dirons qu’un élément m est niini-
mal 8’il n’existe aucun diviseur de m distinet de m. On peut démon-
trer que dans un réticulé R, lu famille des filtres de R qui ne con-
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tiennent pas un certain élément x donné (nous supposons x == 1) est
un ensemble ordonné qui contient des éléments minimaux (qui sont
des filtres complétement irreductibles) et que réciproquement si un
filtre F est complétement irreductible alors il existe un élément « de
R tel que I soit un filtre minimal dans la famille de tous ceux qui ne
contiennent pas 'élément x. De ce résultat fondamental on peut
déduire le théoréme suivant de Garrett Birkhoff et Orrin Frink :

Tout filtre propre d’un réticulé R est la borne supérieure de filtres
complétement irreductibles.

Ce résultat s’applique comme nous venons de le dire & un réticulé
mais il 0’y a aucune difficulté 3 le démontrer pour un ensemble di-
rigé. On pent donner au théoréme que nous venons de rappeler le
nom de Théoréme Fondamental de I’Arithmétique des réticulés.
Nous pouvons aussi dire que tout filtre propre est la borne supé-
rieure des filtres irreductibles.

Nous allons maintenant compléter ces résultats, par Pétude de
certains cas particuliers que nous aurons a considérer par la suite.

Si Ry, | est un réticulé complet alors pour caracteriser b nous devons
remplacer Ia condition ® 3) par la suivante:

® 3Y. La borne supérieure d’une famille, now vide, d’éléments inf¢-
rieurement compacts est un élément inférieurement compact.

Parmi les filtres complétement irreductibles nous devons distin-
guer les uitrafiltres, c.a.d. las atomes de &, qui existent toujours, car
nous supposons que R = R, , a un premier élément. Nous voyons
donc que méme si R n’a pas d’atomes, il existeront toujours dans .

Un réticulé Ry, , sera dit compact si 0 est inférienrement compact.
1y aprés ® 4), & est tonjours compact, méme si Ry, , ne V’est pas. On
démontre facilement le résultat suivant:

Pour que Ry, soit compact il faut et il suffit que les atomes de §
soient inférieurement compacts, ou ce qui revient an méme que tous
les nltrafiltres soient principaux.

Un élément = sera dit atomique, s’il est la borne supérieure d'une
famille, non vide, d’atomes. Dans un réticulé R les éléments x F0
ne sont pas en général atomiques, et 'on peut se proposer avec
Henri Wallman [23], de déterminer les réticulés R tels que les filtres
px;incipaux propres F (x), soient des éléments atomiques de ¢. Poar
cela, dous dirons qu'un réticulé Ry, est digjonctif (H. Wallman [23])
si étant donnés deux €léments a et b tels que a == a A b il existe un
élément ¢ == 0, tel que:c<<a et ¢ Ab = 0. Alors on démontre le
résultat suivant:

Pour que Ry, soit digjonctif il faut et il suffit que tous les filtres
principauz propres soient la borne supérieure dultrafiltres.



136 A. A. MONTEIRO

Cette propriété peut s’exprimer dans ® de la maniere suivante :
«'Tous les éléments inférieurement compacts distinets de O son ato-
miques ». Ce résultat a été démontré par H. Wallman, dans le cas
des réticulés distributifs, mais il est encore valable pour un réticulé
(G. Birkhoff et O. Frink [4]) et méme pour un ensemble dirigé
(P. Samuel |20]).

En général les éléments atomiques de P ne sont pas inférieure-
ment compacts, & moins que R véritie certaines conditions spéciales.
A ce propos signalons le résultat suivant :

8i R est complet et compact tous les éléments atomiques de ‘b son infé-
rieurement compacts.

Dans ces conditions si R est disjonctif, complet et compact ily a
identité entre les éléments atomiques et les éléments inférieurement
compacts de P, et réciproquement si cette identité a lien dans &
alors R est disjonctif, complet et compact.

Nous aurons par la snite & utiliser le résultat snivant :

Pour qu'un réticulé & soit isomorphe a la JSamille de tous les filtres
dun réticulé eomplet, disjonctif et compact il faut et il suffit que ® véri-
plet, awsy d p q
Jie les conditions suivantes :

I) ® est complet et compact

11} Tout élément de I est lu borne inférieure, d’une famille,
non vide, d’éléments inférieurement compacts.

1) Les éléments inférfcurenient compacts de D distincts de 0
coincident avee les éléments atomiques de d. (A. A. Mon-
teiro [17], 3).

Apres cette introduction sur la théorie générale des filtres, nous
allons étudier au point de vue arithmétique des réticulés de nature
plus spéciale, qui ont un rapport plus direct avec la théorie des
espaces topologiques.

4. ARITHMETIQUE DES FILTRES PRIMITIFS. — Nous avons mon-
tré que les valuations d’un réticulé se rattacbant directement i Vexis-
tence de filtres primitifs ou premiers. 11 y a des réticulés qui ne
contiennent aucun filtre primitif et il peut arriver que tous les filtres
propres soient primitifs. On reconnait facilement que les seuls réticu-
1és ot tous les filtres propres sont primitifs sont les réticulés linéai-
res, c.a.d. ceux dans lesquels pour chaque couple a et b on a: soit
a < b soit b < a. Entre ces deux cas extrémes il y a lieu de considé-
rer les réticulés qui vérifient le



L'ARITHMETIQUE DES FILTRES ET LES ESPACES TOPOLOGIQUES 137

Théoreme de U arithmétique des filtres Primitfs. — Tout filtre propre
est la borne supérieure de filtres primitifs.

G. Birkhoff ([3], 1, 2, 3) a demontré que les réticulés distributifs
contenant plus d’un élément, ont toujours des filtres primitifs,
G. Birkboft ([3], 3 ) et M. Stone ([21], 3) ont démontré que le théoréme
de Parithmétique des filtres primitifs est vérifié dans les réticulés dis-
tributifs. En outre G. Birkboff et O. Frink ont montré que dans un
réticulé distributif tout filtre irreductible est primitif et récipro-
quement. 1l n’y a aucune difficulté a préciser ces résultats. On peut
en effet démontrer que :

Pour que le théoréme de Darithmétique des filtres primitifs soit vérifié
il fuut et il suffit que R soit distributif. (A. A. Monteiro ([17]1; 2),
pag. 88).

@’olt on deduit, en tenant compte du théoréme sur Paritmétique
des filtres irreductibles que :

Pour quun réticulé R soit distributif il faut et il suffit que tous les
Jiltres irreductibles soient primitifs (Iseki [12]).

On peut remplacer dans cet énoncé le mot «irreductibles» par
« complétement irreductibles » (L. Nachbin).

Dans ces conditions dans la théorie des réticulés distributifs it
1’y a pas lien de distinguer entre les filtres irreductibles et primitifs.

5. ARITHMETIQUE DES ULTRAFILTRES. — M. Stoue ([21], 1) a dé-
montré que dans une algébre de Boole et méme dans une algébre de
Boole généralisée tous les filtres irreductibles sont des ultrafiltres
et tous les idéaux irreductibles sont des idéaux maximaux (ultra-
idéaux). Nachbin ([18],1) a démontré le remarquable résultat suivant :

Ni dans un réticulé distributif Ry, | tous les filtres irreductibles sont
des ultrafiltres alors R, | est une algébre de Boole.

On peut généraliser ces résultats au cas des. réticulés qui n’ont
pas nécéssairement un premier ni un dernier éléments. Nous dirons
que R est un réticulé de Boole: si 1°) R est distributif, 2°) pour chaque
x tel que @ < z < b il existe un élément y tel que @ = 2 Ay, b=xVy.
Alors on peut démontrer que la condition néeésaire et suffisante
pour que, dans un réticulé distributif R, tous les filtres irreductibles
soient des ultrafiltres c¢'est que R soit nn réticulé de Boole (A. A.
Monteiro [17]1, 2).

Dans les réticulés de Boole sont done vérifiés les deux théorémes
suivants:
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Théoréme de VArithmétique des Ultrafiltres : Tout filtre propre est
la borne supérieure, une Jamille non vide, d’ultrafiltres.

Théoréme de U Arithmétique des Ultra-idéauw : Tout idéal propre est
la borne supérieure dune famille, non vide, d'ultra-idéaus.

Si ces deux théorémes sont verifiés dans un réticulé distributif nous
dirons que R a une arithmétique mazimale. On peut démontrer le
résultat snivant :

Pour qu'un réticulé distributif complet soit une arithmétique mawi-
mal il faut et il suffit que R soit une algébre de Boole (A. A. Monteiro,
[1711,2).

Mais nous ne savons pas s’il existent des réticulés distributifs (non
complets) ayant une arithmétique maximale et qui ne soient pas des
- réticulés de Boole.

Comume la famille R de tous les ensembles fermés d’un espace to-
pologique T1 est un réticulé distributif complet, alors R ne peut
avoir une arithmétique maximale a moins qu’il s’agisse de la topo-
logie discrete.

De tous ces résultats il résulte que dans la théorie des filtres fer-
més des espaces topologiques en géneral les filtres irreductibles ne
seront pas des ultrafiltres et dualement les idéaux fermés irreducti-
bles no seront pas des ultra-idéanx.

Une hypothese plus faible que le théoreme de Farithmétique des
ultrafiltres est la suivante :

Tout filtre principal propre est lo borne supéricure d’ultrafiltres
{H. Wallman).

que nous avons déja considéré et qui se trouve vérifié dans le reti-
culé des ensembles fermés d’un espace accessible de Fréchet (espaces
T1). Un réticulé distributif et disjonctif sera dit orthogonal. Si Ry, |
est orthogonal alors la borne supérieure de tous les ultrafiltres est Je
filtre principal T (1).

La borne supérieure de tous les ultrafiltres (ultra-idéaux) d’un
réticulé Ry, ; sera dite le filtre (idéal) radical de Ry, ,.

Un élément » de 150, i sera dit raresi: 1°) r==1; 2% sir V w =
alors w0 = 1. On peut démontrer que dans un réticulé Ry, , (distributif
on non) la famille des éléments rares est identique & Vidéal radical de
Ry, ;.

I’ensemble complementaire® ®’an ultra-idéal d’un réticulé distri-
butif est un filtre irreductible qu’on peut appeler un suprafiltre,

6. LES ARITHMETIQUES NORMALES. — Nous venons de voir que
dans les réticulés distributifs qui ne sont pas booléiens il existent
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des filtres irreductibles qui ne sont pas des ultrafiltres. Pour assurer
l’existence (Q’ultrafiltres nous allons supposer que R a un premier
élément : R = R,. La relation la plus simple qui puisse exister entre
les filtres irreductibles et les ultrafiltres est indiquée dans la défini-
tion suivante :

Nous dirons qu'un réticulé R, a une arithmétique normale si R, est
distributif et si chaque filtre irreductible est divisible par un et un scul
ultrafiltre— c.a.d. si chaque filtre ivreductible est une puissance.

F. Klein [13}, dans un travail publié en 1932, avait déja considére
les réticulés que nous venons de définir, dans le cas treés spécial ou
tous les filtres sont principaux, ou ce qui revient au méme dans le
cas des réticulés qui vérifient la condition de Ja chaine descendante
(comme il y a lieu, par exemple, dans le cas de ensemble des entiers
naturels N = {1, 2, 3,. .., n, ...} ordonné par la relation « divise »);
mais il n’arrive pas, d’aprés ce que nous connaissons, a obtenir une
caractérisation algébrique de la propriété indiquée. Pour étudier ce
probléme introduisong la définition suivante :

Un véticulé R, sera dit normal s'il est distributif et s"il vérijfie
Vaxiome suivant : étant donnés trois éléments a, L et u tels
que I') a Ab=10; 2°) a\/ b<u il evistent des éléments
a, by tels quea ALy =a, Ab=20; a, Vb, =u

Dans le cas oit Ry a un dernier élément 1, Paxiome que nous ve-
nons d’indiquer prend une forme plus simple et plus familiere dans
la théorie des espaces topologiques. Pour cela il est convenable de
définir Ja notion de voisinage dans un réticulé distributif, R, ;.

Nous dirons que v est un voisinage de a, 8'il existe un élément i
telque:1°) v Vo =1, 2°) a A w = 0.

La famille V (a) de tous Iles voisinages de a est un filtre qu’on
appele le filtre des voisinages de a. Nous dirons que a est separé de b
§'il existe un voisinage de « incompatible avec b et s’il en est ainsi
b est aussi séparé de a.

Alors, on voit de suite que ’axiome que nous venons d’indiquer
-dans la définition procédente est équivalent dans un réticulé distri-
butif Ry, , a:

1L’azxiome de la normalité : Si a et b sont incompatibles alors a est
séparé de b,

Nous dirons que « et b sont complétement séparés si ces éléments
ont des voisinages incompatibles. L’axiome de la normalité peut
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étre formulé sous In forme suivante: « chaque couple d’éléments
incompatibles sont complétement séparés ».

Si I'on postule I'uxiome de la normalité, pour le réticulé des en-
sembles fermés d’ un espace topologique, nous obtenons ’axiome de
la normalité que Paul Urysoln a considéré dans ses importantes.
recherches surle probleme de la metrisation. L’axiome de la normali-
té a €té formulé dans un réticulé distributif Ry, , par H. Wallman [23].

Tl est bien connn que Paul Urysohn a démontré que pour qu’un
epace topologique vérifie ’axiome de la normalité il faut et il suftit
qu’étant donnés deux ensembles fermés disjoints A et B il existe
une fonction numérique f continue dans tout l'espace prenant la va-
leur 0 sur A et la valeur 1 sur B et telle que 0 < f(x) <1.11 est
intéresant de remarquer que ce théoréme peut étre étendu au cas
des réticulés distributifs R, , qui vérifient Paxiome de la normalité,
moyennant une définition convenable de la notion de fonetion conti-
nue, comme nous ’avons montré dans une conférence, en 1945, a la
Faculté de Philosophie de Siio Paulo.

Nous pouvens maintenant indiquer la solution du probléme posé.
Pour quun .réticulé R, soit normal il faut et il suffit que chaque filtre
irreductible soit divisible par un seul utrafiltre.

Comme exemples d’un réticulé normal n’ayant pas de dernier élé-
ment nous pouvons indiquer 1°) Les entiers naturales ordonnés par
la relation «divise». 2°) La famille de tous les ensembles compacts
@un espace (d’Hausdorft) localement compact.

Leopoldo Nachbin dans un travail (inédit) ott il montre, en parti-
culier, que dans le réticulé des ensembles fermés d’un space (’Haus-
dorft) compact (infini) il existent des filtres irreductibles qui ne sont
pas des ultrafiltres; a aussi démontré que chaque filtre irreductible
est divisible par un seul ultrafiltre. Nous voyons maintenant, non
seulement que cette propriété a lieu dans tous les espaces qui véri-
fient I'axiome de la normalité, mais aussi qu’il 0’y a pas d@autres
espaces ol elle puisse avoir lieu.

Le théoreme dual de celui que nous venons d’indiquer est aussi va la
ble et & ce propos il est intéressanc de signaler que les seuls espaces
topologiques qui verifient ’axiome de la normalité dual sont ceux qui
vérifient 'axiome de Uextréme disconnexion de Stone, ¢.a.d. les espa-
ces ot la fermeture d’un esemble cuvert est un ensemble ouvert. Dans
ces conditions les seuls espaces topologiques ot le réticulé des ensem-
bles fermés posséde les deux propriétés arithmétiques suivantes :

1°) Chaque filtre irreductible est divisible par un seul ultra-
filtre.
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2°) Chaque idéal irreductible est divisible par un sel ultra-
idéal, ou ce qui revient au méme : chaque ultrafiltre divise
un seul suprafiltre.

sont les espaces qui vérifient "axiome de normalité et celui de Pex-
tréme disconnexion.

Nous dirons qu’un réticulé distributif Ry, , est régulier si tout 61é-
ment est la borne inférieure de ses voisinages. Tout réticulé distri-
butif régulier est orthogonal. 11 serait important de déterminer une
propriété arithmétique équivalente a la regularité.

Dans les applications a la topologie nous aurons i considérer avee
H. Wallman les réticulés qui sont orthogonaux et normaux, auquels
nous donnerons le non de réticulés orthonormauc. Indiquons en pas-
sant les résunltats suivants :

1°) Tout réticulé orthonormal Ry, , est régulier.

2°) Tout réticulé régulier et compact est orthonormal.

3°) Dans un réticulé orthonormal tout élément irreductible
est un atome.

Remarquons encore que si R, , est normal alors & est aussi normal
et réeiproquement.

Nous pouvons maintenant indiquer une ecaractérisation de la fa-
mille de tous les filtres fermés d’un espace (d’Hausdorff) compact.

Pour quun réticulé & soit isosorphe & la famille de tous les
Jiltres fermés d>un espace (d’ Hausdorff) compact il faut el il
suffit que ® ait les propriétés suivantes

I) b est distributif, complet et compact. *

IT) Tout élément de © est la borne inférieure d'élements infé-
rieurement compates.

IIT) Les éléments inférieurement compacts de P, distincts de
0, coincident avec les éléments atomiques de P.

1V) Chaque élément irreductible est divisible par un seul atome
ou ce qui est équivalent & vérifie Vaxiome de la normalité
(A. A. Monteiro, [17], 3).

$Si nous voulons caractériser la famille de tous les filtres fermés d’un
-espace métrisable compact il suffit de remplacer Paxiome I1, par le
suivant :

I’y 1 existe ume famille dénombrable K, d'éléments inferieu-
ment compacts, telle que tout élément de«d soit la borne infé-
rieure d’éléments de K.
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1l est intéressant de remarquer. qus ¢ ne peut étre orthogonal a

moins que Pespace compact donné soit formé par un nombre fini de
points.

7. LES ARITHMETIQUES COMPLETEMENT NORMALES. — Nous
nous proposons d’étudier ’une fagon un peu plus détaillée les
filtres des réticulés orthomormaux, mais suparavant nous allons indi-
quer une caractérisation arithmétique des espaces topologiques qui
vérifient Paxiome de la complote normalité, c.a.d. eaux pour lesquels
tous les sous-espaces vérifient I’axiome de la normalité, ou, ce qui
revient au méme, cenx pour lesquels « deux parties séparées A et B
(c.a.d. tellesque A A B=A A B = O) ont des voisinages disjoints».
Les deax définitions que nous venons d’indiquer font intervenir des
patties de Pespace qui ne sont pas nécessairement fermées ; done
une difficulté essentielle consiste & trouver une définition de ces
espaces ne faisant intervenir que les parties fermées de I’espace
considéré.

Etant donné un réticulé R, nous dirons qu’il est complétement nor-
mal ou relativement normal s'il vérifie lex deux conditions suivantes:
1°) R est distributif; 2°) Tout segment [a, b] (c.a.d. la famille de
tous les éléments » tels que a < ¢ < b) est un réticulé normal. Alors
on peut démontrer que : «la condition nécessaire et suffisante pour
quwun espace topologique vérifie Paxiome de la compléte normalité ¢est
que le réticulé R de ses ensembles Jermés soit complétement normal ».
Nous allons maintenant indiquer une caractérisation arithmétique
des réticulés complétement normaux :

Pour quun réticulé distributif R soit coniplétement normal il
Saut et il suffit que les filtres de R vérifient une quelconque
des conditions suivantes :

I) La famille de tous les filtres qui divisent un JSiltre irreducti-
ble est linéariement ordonné.

11) Tout filtre propre qui divise un Jiltre irreductible voo crreduc-
tible.

IIY) La famille de tous les filtres irreductibles qui divisent un
Jiltre irreductible est un ensemble linéairement ordonné.

En particulier pour que dans un espace T1, les filtres fermes vérifient
une quelconque des conditions, I, IT, et I11 que nous venons d’indi-
quer il faut et suffit que ’espace soit complétement normal.

Nous voyons ainsi que dans les espaces complétement normaux les
filtres fermés ont une arithmétique analogue 3 celle des entiers:
donc la méme propriété a lien dans les espaces métriques et en par-
ticulier dans la droite euclidienne. Dans de tels espaces les filtres
irreductibles qui sont des multiples d’un ultrafiltre donné ont un
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diagramme qui ressemble & un arbre et la famille de tous les filtres
irreductibles a un diagramme qui ressemble & une forét. 11 est assez
curieux de trouver de tels résultats pour les espaces completement
normaux, car les ensembles linéaires, avecla topologie des intervales,
sont des espaces complétement normaux. George Kurepa [15], dans
ses études sur le célebre probleme de Souslin, a 6té conduit a con-
siderer des ensembles ordonnés ot les diviseurs de chaque ¢lément
forment une chaine.

1l est aussi intéressant de considérer axiome de la compléte nor-
malité duale. A ce propos on peut démontrer le résaltat suivant :

Lour qu'un réticulé distributif R véri ifie Paziome de la complé-
te normalté duale il faut et il suffit que les filtres de R véri-
Jient une quelconque des conditions suivantes :

1) Les filtres irreductibles multiples d’un filtre irreductible Jor-
ment un ensemble linéuirement ordonné.

1) Deux filtres irveductibles incomparables sont velatirement
premiers.

Si R a un premier élément chacune de ces conditions peut étre
remplacée par «les fitres irreductibles muitiples d’un ultrafiltre for-
ment une chaine ».

Un réticulé peut vérifier Yaxiome de la normalité et son dual saus
vérifier Paxiome de la compléte normalité ni son dual, mais si un
réticulé completement normal vérifie Paxiome de Ia normalité dual
il vérifie aussi 'axiome de la compléte normalité dual.

La situation la plus simple au point du vue arithmétique est donc
celle qui est indiquée dans la définition suivante :

Nous dirons quw'un réticulé a une arithmétique hypernormale ou
linéaire 8’il vérifie Vaxviome de la compléte normalité et son
dual.

Le diagramme des filtres irreductibles d’un réticulé qui a une
arithmétique linéaire est formé par une famille de chaines (c.a.d.
d’ensembles linéairement ordonnés) telle que deux éléments qui
appartiennent & deux chaines distinctes sont incomparables ¢t 1'on
se trouve alors dans une situation complétement analogue a celle de
Parithmétique des entiers.

D’apres les remarques précédentes, pour que le réticulé des ensem-
bles fermés d’un espace topologique ait une arithmétique linéaire il faut
et il suffit que Vespace en question vérifie Vaziome de la compléte nor-
malité et celui de DVextréme disconnexion.
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Dans ces conditions les espaces T1 pour lesquels les filtres fér-
més ont une arithmétique linéaire sont les espaces complétement
mormaux et extrémement disconneés, c.a.l. les espaces hypernor-
maux, dans la terminologie de Kdwin Hewitt ([11], p. 328, Def. 17).

Ces espaces on été envisagés pour la premieére fois, semble-t-il,
par Paul Urysohn {22] comme des espaces tels que si A et B sont des
parties séparées (c.a.d. telles que AAB=AAB= O) alors il
existent des voisinages fermés de A et B qui sont disjoints et E.
Hewitt a montré que cela revient i supposer que Pespace est com-
pletement normal et extrémement disconnexe. I)’aprés les remar-
ques que nous avons faites nons pouvons définir ces espaces en ne
faisant intervenir que les parties fermés de Vespace.

Noiis voyons que lorsqu’on considére les espaces normaux, com-
plétement normaux et hypernormaux on se rapproche de plus en
plus, au point de vue arithmétique, des entiers naturels et ’on pour-
rait ainsi dire que étude des axiomes de séparation a un caractere
nettement avithmétique.

Etant donné le role fondamental des espaces (Q’Hausdorff) com-
pacts il est naturel d’étudier ’'une fagon un pen détaillée Varithméti-
que des espaces normanx et plus généralement des rétienlés normaux,

3. ARITMETIQUE DES VARIETES DANS LES RETICULES NORMAUX.
Dans ce paragraphe R = R, sera supposé un réticulé normal.

Parmi les multiples primaires d’an ultrafiltre U nous devons dis-
tinguer ceux qui sont irreductibles de ceux qui ne le sont pas; les
premiers sont ceux que nous avons appelé les puissances de U.

Parmi les puissances de U nous aurons 4 considérer les puissances
maximales de U, c.a.d, les suprafiltres divisibles par U.

Dans un véticulé normal la borne supérieure W de tous les multiples
primaires d'un méme ultrafiltre U est un filtre primaire, c.a.d. la fani-
lte de tous les multiples primaires de U contient un élément maximal
W et nous dirons par cette raison que W est un filtre primaire maxi-
mal.

On montre facilement que la borne supéricure de toutes les puissan-
ces mazimales de Pultrafilre U coincide avec W.

Por mettre en évidence l'importance des filtres primaires maxi-
mauk nous allons introduire une nouvelle notion.

Nous dirons qu’un filtre V d’un réticulé distributif est une va-
riété si chaque élément de 'V est le voisinage d’un élément de V.

On démontre de suite que si V' et V” gont des variétés alors les
filtres V' A V7 et V'V V” sont aussi des variétés; nous pouvons
«lonc affirmer que la famille de toutes les variétés est un réticulé qui
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a pour premier élément le filtre O et pour dernier élément le filtre 1.
Nous dirons qu’une variété V est propre si V3= 0. La famille des
variétés propres est inductive inférieurement donc chaque variété
propre est divisible par une variété minimale. Aux variétés mini-
males noms donnerons le noms d’ultravariétés.

Si F est un filtre nous représenterons par V(F) la famille de tous
les volsinages des éléments de F. On reconnait inmédiatement que :
1°) V(F) est un filtre tel qne F < V(F); 2°) 8i F' < F” alors V(F) <
V(EF”); 3° Pour que F soit une variété il faut et il suffit que F = V(F).
Si R est normal alors V(F) est une variété quel que soit F, donc
VV(F)=V(F), en particulier daus un réticulé normal la famille de
tous les voisinages d’un élément x est une variété. Le filtre V(F)
sera dit la variété du filtre F. Nous avons alors le théoréme suivant:

Dans un réticulé normal la variété dun ultrafiltre U est une
ultravariété, qui est identique au filtre primaire maximal asso-
cié ¢ U, c.a.d. W = V(U).

Nous voyons done que pour déterminer une ultravariété il suftit de
déterminer la borne supérieure (c.a.d. le plus petit multiple commun)
de toutes les puissances maximales d’un ultrafiltre U et on peut mon-
trer que toutes les ultravariétés peuvent étre obtenues de cette ma-
niére. En résumé dans les réticulés normaux nous pouvons identifier
les ultravariétés avec les filtres primaires maximaux. Nous voyons
ainsi qu'il existe dans les réticulés normaux une correspondance
biunivoque entre les ultrafiitres et les ultravariétés de telle maniere
que chaque ultrafiltre divise une senle ultravariété,

Dans un réticulé normal chaque variété propre est la borne su-
périeure d’une famille, non vide, d’ultravariétés et en parti-
culier chaque variété est la borne supérieure de puissan-
ces maximales. Nous voyons ainsi que les variétés ont un
certain caractére de simplicité au point de vue arithmétique.

La notion de filtre primaire peut étre généralisée de la maniére
sunivante : Nous dirons que le filtre F’ est un multiple primairve du fil-
ire F si F’ est an multiple de F et si tout ultrafiltre que divise I/
divise F. D’apres cette définition un filtre primaire est un maltiple
primaire d’un ultrafiltre et réciproquement. Si Ion applique cette
«éfinition au cas des entiers naturels on reconnait que I’entier n’ est
un multiple primaire de entier » si dans la décomposition de n et nt
en facteurs premiers figurent les mémes nombres premiers.

Dans les réticulés normaux nous avons les résultats suivants : 1)
La variété V(F) du filtre F est un multiple primaire de F; 2° Tout
maltiple primaire de F est un diviseur de V(¥F); 3°) 8i une variété V

2
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est un multipie de I alors tout multiple primaire de F divise V; 4°)
Les multiples primaires de F ont pour variété le filtre V(F).

Nous donneront le nom de radical du filtre F & la borne supérieure
de tous les ultrafiltres qui divisent F, que nous representerons par la
notation Rad F. Nous aurons naturellement Rad F < F, Rad (Rad F)
=Rad F.

Dans un réticulé normal les notions de variété et de radical véri-
flient les deux formules snivantes :

Rad F = Rad (V(I'); V(F)= V(Rad I)

Si F est un filtre primaire son radical est un ultratiltre et sa varié-
té est une ultravariété.

Interprétons ces résultats dauns le cas particulier oit R est la fami-
lle de tous les ensenbles fermés d’un espace (’Hausdorff) compact.
On peut montrer que le radical @’un filtre F est un filtre principal
Rad F = F,(x). Si V est une variété de R son radical sera un filtre
principal Rad V = F (2) et on prouve que V est la famille de tous
les voisinages (fermés) de ’ensemble fermé .

Nous voyons que les ultrafiltres sont insuffisants pour distinguer
un filtre de son radical. En particulier la représentation d’une varié-
té comme le p. p. ¢. m. de filtres irreductibles doit faire intervenir, en
général, des filtres irreductibles qui ne sont pas des unltrafiltres.

Nous savons que tout filtre propre F peut étre représenté comme
le p. p. c. m. des filtres irreductibles: F — ViP;y ou ies P; sont
irreductibles. Cette représentation a Pinconvénient suivant : les.
tiltres P; ne sont pas, en général, relativement premiers & moins
que R vérifie des conditions trés spéciales qui ne se trouvent pas
réalisées dans le cas des espaces topologiques les plus courants. Les
filtres primaires ont pour but de rémedier, dans une certaine me-
sure, & cet inconvénient,

Parmi les diviseurs irreductibles de F == O considérons ceux qui
sont multiples d’un méme ultrafiltre U et determinons son p.p.-c.m.
I*,. Convenons d’écrire F, — O si U est incompatible avee F. Si R
es normal chaque F, 3= O est un filtre primaire et nous pouvons
écrire I' = V Fy, les F, étant relativement premiers deux a deux.
Cette représentation de F sera dite normale.

Si F'=vyF, et F"= \/F; sont des représentations normales et
si nous posons S, = ¥/, VFy Ty = FyAF, S=F\F, T=FAF"
alors nous aurons 8 = VS, et T=V Ty ; ce sont précisement les
regles pour calculer le p.p.c.m. et le P- g. ¢.d. de deux entiers.

Dans le cas particulier o R a une arithmétique linéaire les filtres
primaires qui figurent dans une représentation normale sont irreduc-
tibles, et alors chaque filtre propre est le p. p. ¢. m. de puissances re-
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lativement premiéres deux 3 deux F — V Py, ot les puissances (de
U) P, ont en outre 1a propriéte suivante : si P’, est une puissance
de U telle que P/, =< F alors P/, <P,;c.a.d. les P, de la représen-
tation normale de F sont «les plus grandes » puissances de U qui
divisent F. L’analogie avee les entiers est alors presque complete
avee Pexception du fait qua dans la représentation normale on peut
eventuellement suprimer plusieurs puissances ; ¢’est ce qui a lien par
exemple dans les algébres de Boole (infinies).

Le cas particulier des réticulés distributifs qui vérifient la condi-
tion de la chaine descendante a été considéré, par F. Klein, -dés les
débuts du développement de Ia théorie des réticulés ; mais il s’agit,
naturellement, d’un cas trop particulier, pour qu’on puisse Pappli-
quer a la théorie des espaces topologiques.

9. LA COMPACTIFICATION DES ESPACES TOPOLOGIQUES. — La
théorie de la représentation des réticulés distributifs par des fami-
lles d’ensembles est lide 3 certains problomes de topologie.

Seit R = Ry 1 un réticulé distributif et E un ensemble. Suppo-
sons qu’a chaque élément  de R on fait correspondre une partie f(x)
de E. Nous dirons que J est une représentation inférieure si (1)
S@AY) = f(a) A f(y) et une représentation superidure si V(e y)=
S@)V f(y); si(1)et (2) son vérifides J sera dite una représentation
de R par une famille d’ensembles. Chacune des conditions (1) et (2)
implique la condition : (3) «siz <y alors f(®) < f(y)». Si fest une
transformation biunivoque qui vérifie (3) et (4) «si S @) < f(y) alors
® = y» nous dirons que f est un isomorphisme,

Si I'on veut déterminer les représentations inférieures qui soient
de§ isomorphismes on ne diminue pas la généralité (voir G. Birkhoff
et O. Frink [4]) en supposant que les points de E sont des filtres de
R et I’on peut procéder de la maniére suivante.

Technnique A. On se donne une famille, non vide, & de filtres pro-
pres de R, & chacun desquels nous donnerons le nom de point.
A chaque élément x de R ont Jait correspondre la JSamille £ (x)
de tous les filtres de la collection E qui contiennent Délément X,

on démontre facilement que [ est une répresentation inférieure ;
pour que f soét une représentation il Jaut et il suffit que tous les Jiltres
de E soient premiers et Pour que f soit une représentation isomorphe il
Jaut et il suffit que chaque filtre principal soit la borne supérieure de
Jiltres de’la famille B. On obtient 1a représentation de Stone [3] si E
est la famille de tous les filtres irreductibles de R et celle de G. Bir-

khoff si E est la famille de tous les filtres complétement irreductibles
‘de R.
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Daus ces conditions un réticulé distributif R est isomorpbe & un
anneau d’ensembles (Théoreme de G. Birkhoff) ¢.a.d A une famille
A de parties E telle que intersection et la réunion de deux ensem-
bles de A est un ensemble de A (comme nous supposons que R =
Ry, 1, A contient ensemble E et-la partie vide). Si R est une algebre
de Boole, R est isomorphe & un corps d’ensembles (Théoréme de M.
Stone [21], 1).

La famille A peut étre prise comme base d’ensembles fermés A’une
topologie sur Pespace E; Pespace topologique ainsi obtenu aura des
propriétés qui dépendent de R et de la famille E de filtres irreducti-
bles choisie sur R,

Si E est 1a famille de tous les filtres irreductibles Pespace topolo-
gique a des propriétés qui ont ét6 étudiées par M. Stone [21], 3).

A ce propos nous voulons faire les remarques suivantes:

1°) Pour que Pespace topologique E ait 1a propriété de Borel Le-
besgue il faut et il suffit que tous les ultrafiltres appartiennent & la
famille E;

2°) Pour que les points de E soient des ensembles fermés il fant ot
il suffit que les filtres de I# soient incomparables deux & deux.

En particulier pour que Pespace topologique E soit un espace T'1
qui vérifie 1a propriété de Borel-Lebesgue il faut et il suffit que E
soit la famille de tous les ultrafiltres de R. Dans ce cas pour que [
80it une représentation isomorphe il faut et il suffit que R soit dis-
jonetif (H. Wallman [23)). Nous voyons ainsi, quelle est Vorigine de 1a
méthode de Wallman pour obtenir des extensions des espaces T1,
qui vérifient la propriété de Borel-Lebesgue ; elle est essentiellement
liée a la technique A, largement utilisée par M. Stone dans le théo-
rie des algébres de Boole.

Appelons filtre radical a tout filtre de la forme Rad F, en conve-
nant, que Rad O=0; alors la famille de tous filtres radicanx d'un ré-
ticulé distributif R, ; est isomorphe 4 la famille de tous les ensem-
bles fermés d’un espace T1, qui a la propriété de Borel-Lebesgue.
Henri Wallman a démontré que si Ro, 1 est orthonormal alors I’espa-
ce topologique en question est compact, ¢.a.d 1’axiome de sépara-
tion d’Hausdorft est verifiée. En appliquant cette construction de
Wallman & la famille R de tous les ensembles fermés d’un espace
normal E, on obtient 1a compactification de Cech-Stone de Pespace
donné E (voir Paul Alexandroff (1]). H. Wallman a aussi démontré
Pélégant résultat snivant : pour que I'espace topologique obtenu par
la construction précédente soit un espace d’Hausdorff il Sfaut que le
réticulé Ro,; soit normal; cela montre en particulier que l’espace de
tous les ultrafiltres fermés d’un espace topologique ne sera pas un
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espace compact & moins que espace donné vérific ’axiome de la
normalité.

Panl Alexandroff (1], dans le remarquable travail que nous venons
de citer, a indiqué une autre construction de la compactification de
Walliman W (E) d’un espace normal E et pour cela il utilise une
technique distincte de celle que nous venons d’indiquer.

Technique B. On se donne une famille, non vide, E de Jiltres pro-
pres de R=Ry ; & chacun desquels nous donnerons le nom de
point. A chaque élément x de R on fait correspondre la Sfami-
Ue £ (x) de tous les filtres de la collection B qui sont compati-
bles avec x.

On voit de suite que [ est une représentation supérieure de R. Pour
que f soit une représentation il faut et il suffit que tous les filtres de
la famille B soient primaires.

Si R est un réticulé orthonormal et si B est la famille de toutes
les uitravariétés de R (qui sont des filtres primaires maximaux) alors
J est una représentation isomorphe de R par un anneau B de sous-
ensembles de E. Si nous prenons B comme base d’ensembles fermés
pour définit una topologie sur E, nous obtenons un espace compact
A (R), que nous appelons la compactification @ Alewandroff de R, et
on peut démontrer que A (R) est homeomorphe & la compactifica-
tion de Wallman W (R). Si Von applique cette construction 3 la fa-
mille R de tous les ensembles fermés d’un espace normal, on peut
démontrer que la méthode indiquée est essentiellement identique &
celle que Alexandroff a utilisée pour obtenir la compactification de
Cech-Stone d’un space normal (voir loc. cit.).

Nous voyons ainsi que dans les méthodes de compactitication de
Wallman et d’Alexandroff, E est une famille de filtres primaires du
réticulé orthonormal R et tandis que Wallman considére la famille
L de tous les filtres primaires minimauwe (c.a.d. les ultrafiltres) Ale-
xandroff utilise la famille E de tous les filtres primaires mazimaux
(c.a.d. les ultravariétés). Les résultats que nous avons indiqués sur
Parithmétique des réticulés orthonormaux mettent en évidence les
relations de nature arithmétique qui existent entre les « points» de
Wallman et ceux d’Alexandroff.

Si R est une algébre de Boole tous les filtres primaires sont des
ultrafiltres, donc les deux méthodes précedentes sont identiques et
coincident avec celle qui a été indiquée par M. Stone pour démon-
trer que le réticulé de tous les filtres d’une algébre de Boole est iso-
morphe & la famille de tous les ensembles fermés d’un espace com-
pact totalement disconnexe,
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Les résultats que nous avons indiqué sont suffisants pour obtenir
une caractérisation de la famille de tous les filtres d’un réticulé nor-
mal ou orthonormal.

Leopoldo Nachbin ([18],1) a obtenu une caractérisation de la famille
de tous les filtres d’une algébre de Boole et plus généralement une
caractérisation de la famille de tous les idéaux d’un anneaun booléien.

Dans les espaces topologiques qui ne sont Pas normaux, le réticulé
R des ensembles fermés contiendra des filtres irreductibles qui ne
sont pas primaires et par couséquent ils auront une arithmétique
beaucoup plus complexe. Les plus importants d’entre eux sont les
espaces de Tychonoff, c.a.d. les espaces completement réguliers, qu’il
faudrait caractériser au point de vue arithmétique. Nous n’avons
obtenu aucum résultat dans cette direction. Nous allons deng, par
la suite, nous borner & Pétude du probléme de la compactification
de certaines catégories d’espaces complétement réguliers qui ne sont
pas nécéssairement normaux et nous renvoyons pour cela au nnméro
suivant,

Nous vonlons auparavant faire quelques remarques sur la méthode
de compactification B. Soit R = Ry, ; un réticulé distributif.

Nous dirons qu’un élément » est un voisinage normal de a, 8'il
existe un élément w tel que 1°) v V w = 1; 2"5 @ et w sont séparés,
Nous dirons que deax éléments a et b sont complétenent séparés «'il
existent des voisinages v et v (respectivement « et b) qui sont in-
compatibles. Il y a lieu de considérer les réticulés qui vérifient
Iaxiome suivant:

Awiome de la Presque-normalite : Siaet b sont séparés alors a et b
sont complétement séparés,

plus faible que I’axiome de la normalité. Dans un tel réticulé nous
dirons que deux ultrafiltres U’ et U” sont équivalents s’ils divisent
un méme filtre irreductible. Alors on peut démontrer que la relation
que nous venons de définir est non seulement reflexive et symétrique
mais aussi transitive et nous ne savons pas si la réciproque est
exacte.

Nous dirons qu’un réticulé distributif R = R, , est presque-normal
8’il est régilier et vérifie 'axiome de la presque-normalité. Dans un
tel réticulé nous dirons qu’un filtre propre V est une varieté normale
si chaque élément » de V est un voisinage normal d’un élément (e
V. La famille de toutes varietés mormales est inductive inférieure-
ment. Soit E la famille de toutes les ultravariétés normales, c.a.d.
des variétés normales minimales. Si 4 chaque élémeant  de R on fait
correspondre la famille f({x) de toutes les ultravariétés normales
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compatibles avec « alors f est une représentation supérieure de R
qui ne sera pas en général une représentation. En prenant les ensem-
bles de la forme f(®) comme base d’ensembles fermés pour définir
une topologie sur E, nous obtenons un espace compact.

Un espace T1 tel que le réticulé des ensembles fermés 80it pres-
que-normal sera dit un espace presque-normal. On peut démontrer
qu’un tel espace est complétement régulier, mais nous ne savons pas
localiser ces espaces parmi les espaces connus et nous ne connais-
sons non plus un exemple d’un espace presque-normal qui ne soit pas
normal. En tout cas, les remarques que nous venons de faire mon-
trent que nous pouvons nous attendre & obtenir Ia compactification
d’an espace tépologique en utilisant des filtres qui ne sont pas pri-
maires, comme Pa montré Paul Alexandroff (1] en ‘considérant des
filires d’ensembles ouverts, dans la définition desquels il fait ingter-
venir explicitement les nombres réels.

La difficulté principale que nous trouvons dans ’étude des espa-
ces completement réguliers, ¢’est que nous ne connaissons aucune
caractérisation de ces espaces an moyen de propriétés du réticulé R
de ses ensembles fermés, dans laquelle n’interviennent pas d’une
facon trop directe les nombres réels, permettant d’obtenir les pro-
priétés arithmétiques équivalentes.

10. LES ESPACES BOOLEIENS. — Nous allons maintenant étudier
les espaces booléiens, c. a. d. les espaces compacts totalement discon-
nexes ou ce qui revient au méme les espaces compacts de dimension
zéro, que M. Stone a étudié dans sa théorie de la représentation topo-
logique des algébres de Boole.

Un élément 2 d’un réticulé distributif B = Ry,; sera dit booléien
si 2 a un complément.Nous allons étudier les réticalés (assez proches
des algébres de Boole) indiqués dans la définition snivante :

Un réticulé R sera dit réguliérement disconnexe si tout élément
x de R est la borne inférieure d’éléments booldiens.

McKinsey et Tarski disent qu’une algébre de Brouwer A est totale-
inent disconnexe si A est un réticulé régulierement disconnexe,
d’aprés la définition que nous venons @’indiquer. Comme exemples
de réticulés régulidrement disconnexes nous pouvons indiquer: 1°)
les algebres de Boole; 2°) le réticulé des ensembles fermés d’un es-
pace booléien ; 3°) le réticulé des ensembles fermés des espaces ré-
gulierement disconnexes, c. a. d. des espaces T1, dans lesquels cha-
que ensemble fermé est Pintersection d’ensembles fermés et ouverts.

Pour indiquer un exemple de nature plus générale introduisons
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les définitions suivautes. Une famille (’ensembles fermés d’un espa-
ce topologique sera dite une base (fermée) de ’espace si tout ensem-
ble fermé est I'intersection d’nne famille, non vide, d’ensembles basi-
ques. Une base est multiplicative si Vinterseetion de deux ensembles
basiques est un ensemble basique. Une base sera dite distributive
8i elle est un réticulé distributif lorsqu’on ordonne les ensembles ba-
siques par Ia relation d’inclusion. Une base distributive n’est pas
nécessairement multiplicative.

On peut démontrer que : toute base distributive d'un espace booléien
est un véticulé réqulierement disconnexe. Nous nous proposons de
démontrer que I’exemple le plus général de réticulé régulierement
disconnexe est celui que nous venons d’indiquer.

Nou§ dirons qu’un filtre S de R est stonien si pour chaque s de S
il existe un élément hooléien b de S tel que b < 5. La famille de filtres
stoniens propres est inductive inférieurement ; les éléments mini-
maux de cette famille seront appelés witrafiltres stoniens, et ne seront
pas en général irreductibles.

Nous dirons qu’un filtre C est connere si les conditions C=A V B;
O=AAB impliquent C= A ou C=B. Les filtres irreductibles sont
connexes. La famille de tous les filtres connexes est indnetive supé-
ricurement ; les éléments maximaux de cette famille seront appelés
les composantes connexes.

Chaque filtre counexe propre divise une et une seule composante
connexe et deux composantes connexes distinctes sont incompatibles.
En outre on peut démontrer les résultats suivants :

1°) Les seuls filtres stoniens propres et connexes sont les
ultrafiltres Stoniens.

2°) Les notions de composante connexe et d’nltrafiltre stonien
sont identiques.

3%) Chaque composante connexe est la borne inférieure de
filtres booléiens.

Il se trouve que les composantes connexes sont des éléments natu-
rels dans Pétude des réticulés régulierement disconnexes.

Soit R réguliérement disconnexe et S 1a famille de tous les ultra-
filtres stoniens de R. A chaque r de R faisons correspondre la fami-
Ne X = f(x) de tous les ultrafiltres stoniens de B >mpatibles avec
®. Prenons la famille de tous les ensembles de la forme X = f(z)
comme sous-base fermée (en réalité il s’agit d’une base) pour définir
une topologie sur ensemble S. On peut démontrer que Vespace topo-
logique ainst obtenu S (R) est un espace booléien et nous dirons que
S (R) est 1a compactification de Stone de R. Si R n’est pas régulidre-
ment disconnee, S(R) est aussi un espace bdoléien, mais alors la



LAARITHMETIQUE DES FILTRES ET LEs ESPACES TOPOLOGIQUES 153

transformation f'(#) n’est pas biunivoque; précisement pour que f
soit biunivoque il faut et il suffit que R soit régulierement dis-
connexe.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat suivant :

Pour qu'un réticulé R soit isomorphe & une base distributive d’un
espace de Boole il faut et el sufjit que R soit réguliérement
disconnexe. il en est ainsi, f(x) est un isomorphisme de R
sur une base distributive de la compactification de Stone S (R)
du réticulé R.

Des résultats que nous venons d’indiquer on déduit facilement les
résultats suivants, obtenus par M. Stone ([21), 2;:

1°) 8Si R est une algebre de Boole, nous obtenons le théoreme de
M. Stone qui se rapporte A la représentation de R par la famille de
tous les ensembles fermés et ouverts d’un espace de Boole.

2°) Si R est le réticulé de tous les ensembles fermés d’un espace
régulierement disconnexe I, on pent démontrer que YVespace boo-
léien S(R) est une extension de Pespace K. On retrouve alors le
théoreme 55 de M. Stone ([21],2), d’apreés lequel : pour qu’nn espace
topologique E ait une extension qui soit un espace booléien il fant
et il suftit que B soit réguliérement disconnexe.

Nous nous proposons d’indiquer wune caractérisation descriptive
de Pespace S (R).

Soit H un espace topologique réguliérement disconnexe dont 1%
est le réticulé des ensembles fermés. La compactification de
Stone S (R) de R s’applique continucment sur toute extension
booléienne de Uespuce E et dans cette application les points de
E sont invariants. Réciproquement si L' est wune caxtension
booléienne de Pespace réguliérement disconnexe 13 telle que -
pour chaque extension booléienne ¥ de Pespace E il existe
wne transformation continue de I/ sur R qui laisse inva-
riants les points de B; «lors 1 est un espace homeomorphe
la compactification stonicnne S (R) du réticulé R.

Pour user une expression plus sugestive nous pouvons dire que S(R)
est la plus grande extension booléienne de Iespace régulierement
disconnexe E.

Il serait important d’obtenir une caractérisation arithmétique des
réticulés régulierement disconnexes.

Remurquons que dans un réticulé réguliérement disconnexe, cha-
que ultrafiltre stonien est divisible, en general, par plusieurs ultrafil-
tres. Four veir qu’il en est ainsi il suffit de montrer que:
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Dans un réticulé distributif R, , les quatre propriétés suivantes sont
Squivalentes :

1°) Chaque ultrafiltre stonien est divisible par un seul ultra-
Jiltre.

2°) Chaque filtre qui divise un filtre connewe est un JSiltre connexe.

3°) Ry, vérific Vaxiome de la disconnexion normale c.a.d. pour
chaque eouple a, b d’éléments de Ry, tel que a A b = 0, il
existe un élément booléien z tel que a <z, b A z = 0.

4°)  vérifie Vaxiome de la disconnexion normale.

Un réticulé sera dit normalement disconneze §’il est orthogonal
(c.a.d. disjonetif) et vérifie Paxiome de la disconnexion normale. Un
tel réticulé est toujours régulierement disconnexe.

Si nous appliquons la construction de Wallman & un véticulé ré-
gulierement disconnexe R, nous obtenons un espace W (R) de Fré-
chet, qui vérifie 'axiome de Borel-Lebesgue et la fonction qu’d
chaque élément x fait correspondre la famille f(x) de tous les ultra-
filtres (de R) qui contiennent @ est un isomorphisme de R sur une
base multiplicative de W (R). Cependant Pespace W (R) n’ est pas,
en géuéral, un espace booléien, car la famille de tous les ultrafiltres
contient un nombre excessif de points. Pour que W (R) soit un es-
pace booléien il fant et il suffit que R soit normalement disconnexe
et v’il en est ainsi W (R) est un espace homeomorphe & la compacti-
fication de Stone S (R). En outre, dans ce cas particulier S (R) est
aussi homeomorphe & la compactification d’Alexandroff, A (R).

On pourrait étre conduit au méme résultat en démontrant qu’une
base distributive R d’un espace booléien est multiplicative si et sen-
lement si R est normalement disconnexe. Cela montre bien que les
bases distributives d’un espace booléien ne sont multiplicatives qu’a
titre exceptionnel,

Nous avons ainsi obtenu une caractérisation algébrique simple
des bases distributives (férinées) des espaces compacts de dimen-
sion zero. Il serait important de résoudre le méme probléme pour les
espaces eompucts quelconques,

11. LES ALGEBRES DE BROUWER. — Les résultats que nous
avons indiqué sur Parithmétique des filtres ont été établis dans des
systémes algébriques trés simples, & savoir: dans les réticulés dis-
tributif, Ry, ; ; tandis que la famille des ensembles fermés d’un espa-
ce topologique est nn réticulé distributif d’une nature plus spéciale;
il est donc naturel d’étudier les réticulés que Garret Birkhoff ({3, 1
et 2) a appelé «Logiques de Brouwer » et pour lesquels nous adopte-
rvons, avec A.Tarski et McKinsey [16], le nom d’ Algébres de Browwer.
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Nous allons d’abord indiquer une caractérisation de cette notion
an moyen d’axiomes indépendants.

Si A est un ensemble sur lequel sont définies trois opérations
binaires N\, \/, | qui vérifient les aziomes suivants (ou 0 et
1 sont des éléments de A)

(ch)_J_a=(c_[_a)\/(bJ_a)
el (@aANby=(c ] a)\y (¢ b

nous dirons que A est une algébre de Brouwer.

BO) 1vae=1
Bl) a]la=0
B2) (a]bva=a
B3) bvie|b=aVvid
)
)

B4
B5

On peut démontrer que ces axiomes sont indépendants et que la
notion d’algébre de Brouwer que nous venons de définir coincide
avec celle qui a été introduite par Garrett Birkhoff sous le nom de
Logique de Brouwer. On démontre en particulier, & partir des axio-
mes indiqués, que A est un rétieulé distributif par rapport aux ené-
rations A et \/ et que (a | b)ales propriétés caractéristiques sui-
vantes: 1°) a <(a | b) V b; 2° si « est tel que a<z\/ b alors
a | b<ua.

Un exemple simple d’une algebre de Brouwer c’est la famille A de
tous les ensembles fermés d'un espace topologique o :

1°) a AbetaV b représentent Vintersection et union des
ensembles fermés a et b

2°) 0 et 1 représentent ensemble vide et ’espace tout entier
3°) Sia et b sont deux ensembles fermés alors a | b repré-
sente 'ensemble ¢ A b’ (b’ étant Vensemble complément ai-

re de’h et ¢ Padhérence de Pensemble x).

Une algebre de Boole est aussi une algébre de Brouwer par rapport
aux operations: a A b, a\Vbeta | b=a A V.

Il est intéressant de remarquer que les algébres de Brouwer peu-
vent étre caractérisées au moyen des deux opérations :

a+b=(a bV | aeab=aAb
si on postule les axiomes suivants :

Al) a +b=0b+aqa
A2) a+ 0=na
A3) Téquation a+x=0 a une solution et une seule (—a)
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Ad) (ab) ¢ = a (be)

AD) ab= ba

A6) aa = «a

A7) al =a

AS8) (ax + «br) 2 = axx + abze

A9) (a+b) — ab=a + (b—ab); on a—b=a+ (-by

Al0) (a+b—ab) — «w =b—ab
All) (a+b+ (—a)b) +ab=a + b
Al12) (a+b—ab)e = ac + be — dabe.

Alors on démontre que A est une algebre de Brouwer par rapport
aux opérations : aVb = a+b — ab; aAb = ab et alb=a+ab de
telle maniére que a+b == (a_| b) v/ (b ] a).

Nous avons ainsi pour les algébres de Brouwer un résultat analogue
a celui que M. Stone ([21], 1) a démontré pour les algébres de Boole.
La situation actuelle est beaucoup plus complexe, car dans une alge-
bre de Brouwer A 'adition (a+ b) n’est pas associative & moins que
A so0it une algébre de Boole, ¢. a. d. A n’est pas un groupe par rap-
port a Padition et en outre la multiplication (ab) n’est pas distribu-
tive par rapport a ’adition.

Dans une algebre de Brouwer il est important de considérer Popé-
ration définie an moyen de I’égalité ' == 1 [ @, qui possede les pro.
priétés suivantes :

yave' =1; 2) Sizyy=1 alors o' <y; 3)1' =0

4) 01 =15 5) o' <w; 6) Si x <y alors y' <a';7) el =gty
8) (2Ay)' = a'vy'; 9) (2vy) <a'Ay';
10) (z\/y)'! = altyylt; 11) (z Ay = (& Ay,
12) (e Ay )t =03 13) (e\vy)! = (2 Ay,

Nous dirons que z' est le complement supérieur de 2 (voir & ce pro-
pos G. Birkhoff ([3], 1, 2).

Nous donnerons le nom de frontiére de x  I'élément fi (x)=2Ax'.
On pert démontrer les formyles :

14) @ = 2"V fr(2); 13) fr (@) = /i (&) 16) fr (fi (@)= fr (a).

Un élément n sera dit rare (ou élément frontiere) s’il vérifie une
des conditions suivantes (qui sont équivalentes): n1) /i (n) = n;
n2) a'=1; n3) a'' =0; n4) il existe un élément ¢ tel que
n==2Aa'; nd) n!n'=0; n6) (na) =1.

Pour montrer importance des éléments rares indiquons les résul-
tats suivants:
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1°) La famille N des élémentes rares est un idéal du réticulé A,
qui est identique a Pintersection de tous les idéaue mazimaur
de A, c.a.d. N est le radical inférieur de A.

Si nous appelons semi-simples les algébres de Brouwer dont le ra-
dical inférieur se réduit & Pélément 0, alors on peut prouver que:

2°) Pour qu’une algébre de Browwer A soit semi-simple il faut
et il suffit que A soit une algébre de Boole.

Nous voyons ainsi que toutes les complications quon peut trouver
dans une algébre de Brouwer ont son origine dans Vexistence d’élé-
ments rares distinets de 0, ou, ce qui revient au méme, dans exis.
tence d’éléments ayant une frontiere distincte-de 0.

Un probleme important que nous n’avons pas réussi & résoudre
est celni de déterminer les conditions nécéssaires et suffisantes qui
doivent véritier les filtres irreductibles d’un réticulé distributif
A = Ry,,; pour qu’il soit une algébre de Brouwer., En tout eas nous
pouvons démontrer que dans une algébre de Brouwer tout idéal irre-
«ductible qui contient le radical inférieur est un idéal maximal.

Une autre classe importante d’éléments d’une algebre de Brouwer
est celle G des éléments x tels que x''=w», & chacun desquels nons
donnerons le nom d’éléments de Glivenko [10] (ou éléments réguliers,
daprés certains auteurs). A G nous donnerons par la suitte le nom
dalgébre de Qlivenko de A. Si I'ca ordonne les éléments de G par
la relation < alors G est une algébre de Boole (Théoreme de Gli-
venko). Si « et b son des éléments de G, la borne supérieure de a et b
(dans G) est a Vb, la borne inférieure (a A b)'! et la transformation

f(x) = x'! est une représentation de A sur G,

Soient A et A’des algébres de Brouwer, Nous dirons qu'une trans-
formation Wnivoque fde A sur A’ est un homomorphisme de A sur
A siz 1) flanb) = fla) AF(B); 20 f(aVb) =f(a) v f(b); 3°
fla_ld) = f(a) L f(b). Nous dirons aussi que A’ est une représenta-
tion ou image homomorphe de A. L'ensemble N de tous les éléments
z de A tels que f(x) = 0’ (ol O est le premier ¢lément de A’) est ce
qw’on appele le noydu de ’homomorphisme /. N a les propriétés
suivantes :

N1) 0e N; N2)siaeN et b | ae N alors b € N. Pour qu’une par-
tie N d'une algebre de Brouwer ait les propriétés N1) et N2) il faut
et il suffit que N soit un idéal.

Si deux images lLomomorphes A’ et A” de A ont le méme noyaun

;alors A’ et A” sont isomorphes.
Soit N un idéal de A et posons @ =10 (mod. N), (a congruent avec
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b par rapport au module N) sia + be N. Alors on démontre que la
relation = est reflexive, symétrique et transitive et que

Cl) Si a=aq, et b=b, alors aN b=a, \/b;
aNb=a, Ab; @ | b=a, | b (mod. N).

Les classes d’équivalence relatives a la relation =, forment une
algebre de Brouwer que nous représenterons par A/N et qui s’appele
algebre cocient de A par N. Si i chaque élément a de A nous faisons
correspondre la classe d’équivalence J(@) que contient ’élément «
alors la transformation S(a) est un homomorphisme de A sur A/N,
qu’on appele homomorphisme naturel de A sur A/N; le noyau de cet
homomorphisme est N. Toutes les représentations homomorphes de
A peuvent ¢tre obtenues de cette maniere ot létude des représen-
tations de A se reduit douc & Pétude des idéaux de A.

Soit F la famille de tous les élements de A qui ont pour transfor-
mé 'élément 1" de A’ dans nn homomorphisme de A sur A’; nous
dirons que F est Vantinoyau de f. On montre que I est un tiltre de
A et que denx images homomorphes A’ et A” (non isomorplies) peu-
vent avoir le méme antinoyau, c.a.d. les filtres de A ne déterminent
pas (@ moins d’un isomorphisme) les images homomorphes de A. Ce
résultat montre que les algébres de Bronwer sont asymétriques au
point de vue arithmétique.

Si Pidéal N est identique a A, alors A/A estune algébre de Brou-
wer formée par un seul élément. Si N se réduit A 'élément 0 de A,
alors A/N est isomorphe 4 A. Ces deux représentations homomor-
phes de A seront dites triviales. Une algébre de Brouwer A sera dite
simple si: 1°) A contient plus d’un élément ; 2°) toutes les représen-
tations homomorphes de A sont triviales. Powr qu'une algébre de
Brouwer A soit simple il Jaut et il suffit que A soit Jormée par deuw
éléments distincts 0 et 1, c.a.d. que A soit nne algébre de Boole avec
denx éléments,

Lour que AN soit une algébre de Browwer simple il faut et il
suffit que N soit un idéal mazimal et pour que A/N soit semi-
simple il faut et il suffit que Didéal N soit Dintersection (c.a.d.
la borne supérieure) d’idéaus mazimaux, ou ce qui est équi-
ralent que N contienne le radical inféricur de A,

Si N est le radical inférieur de A, c.a.d. la famille des éléments ra-
res, alors A/N est isomorphe 3 Palgébre de Glivenko G de A. Appe-
lons représentation booléienne de A 3 toute algébre de Boole qui
80it image homomorphe de A. G est la plus grande représentation
booléienne de A, c.a.d. toute représentation booléienne de A est une
représentation de G.
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Les idéaux de A qui contiennent N sont en correspondance biuni-
voque avece les idéaux de G. En ce qui concerne les filtres la situa-
tion est plus complexe.

Nous dirons qu’un filtre I' de A est semi-régulier 8’il ne contient
pas des éléments rares. Un filtre sera dit régulier si la condition
we I implique z'' ¢ F. Un filtre propre régulier est semi-régulier,
mais la.réciproque n’est pas exacte. En tout cas si ¥ est un filtre
semi-régulier et K la famille de tous les éléments de la forme f!*
(ot f€ F) alors K est la base d’un filtre régulier qui divise F et qui
est le plus grand divigeur régulier de T,

St a chaque filtre régulier F nous faisons correspondre la famille
H de tous ses éléments réguliers alors on prouve que H est un filtre
de G et Pon établi ainsi une correspondance biunivoque entre les
filtres réguliers de A et les filtres de I'algébre de Glivenko G de A.
Pour qu’un filtre régulier de A soit irreductible il faut et il suffit
qu’il soit un suprafiltre, c.a.d. un filtre irreductible maximal, 1
existe donc une correspondance biunivoque entre les suprafiltres de
A et les ultrafiltres de ’algébre de Glivenko G.

Parmi les algébres de Brouwer il est intéressant de considérer les
Algébres de Stone, c.a.d. celles qui vérifient la condition &' A ' = 0.
Pour qu’ane algébre de Brouwer soit une algébre de Stone il faut
et il suffit que chaque ultrafiltre divise un seul suprafiltre, c.a.d. que
I'axiome de Ja normalité dual soit vérifié dans A. Pour ces algébres,
zlni sont normales, il existe alors une correspondance biunivoque
entre les ultrafiltres de A et les ultrafiltres de algebre de Glivenko
correspondants.

Pour que le réticulé A de tous les ensembles fermés d’un espace
topologique soit une algébre de Stone il faut et il suffit, bien entendn,
que la fermeture d’un ensemble ouvert soit un ensemble ouvert.

Une autre catégorie intéressante d’algebres de Brouwer sont les
Algébres de M. Ward [24], c.a.d. celles qui vérifient la condition
(a1 b) A (b la)=0. M. Ward (loc. cit.) a démontré que cette condi-
tion est vérifiée si nous avons (aAb) L ¢ = (a_ic) A (ble) on ¢ |
(a\yb) = (¢ a) A (e_Lb) et que les trois conditions que nous venons
@’indiquer sont équivalentes si A vérifie la condition de la chaine
ascendante. Pour qu’une algébre de Brouwer A soit une algébre de
Ward il faut et il suffit que A vérifie ’axiome de la compléete nor-
malité dual. Dans ces conditions pour qu’un espace topologique nor-
mal soit hypernormal il faut et il suffit que le réticulé A de ses en-
sembles fermés soit une algébre de Ward.

Si Palgébre de Brouwer A est complete, algébre de Glivenko cor-
respondante G est aussi compléte ; ¢’est ce qui a lieu, en particulier,
dans le cas o1 A est la famille de tous les ensembles fermés d’un
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espace topologique I8, Dans ce cas Ia famille de tous les filtres régu-
liers de A (ou ce qui est équivalent la famille de tous les filtres de
G) est un réticnlé isomorphe & la famille de tous les ensembles fer-
més d’un espace compact extrémement disconnexe S (K) auquel nous
donnerons le nom d’espace stonien de E, pour utiliser une terminolo-
gie introduite par J. Dixmier [8].

Supposons que E est un espace normal; alors A est une algébre de
Brouwer orthonormale. Les variétés de A sont des filtres régu-
liers particuliers et nous pouvons donc les identifier avee des ensem-
bles fermés de Pespace stonien S (H). A chaque suprafiltre S de A,
oa.d. & chaque point de S (B), nous pouvons faire correspondre le
senl ultrafiltre U qui divise S. Nous avons ainsi une transformation
U = f(S) qui i chaque point S de S (E) fait correspondre un point U
de espace de Wallman W (A). L'ensemble /=1 (U) est la famille de
tous les suprafiltres multiples de U, que nous pouvons identifier
avee 'nltravariété W = V (U), qui est un ensemble fermé de S (I%).
Soit iR un filtre radical de A, ou ce qui revient au méme, nu ensem-
ble fermé de W (A). Les « points » de IR sont les ultrafiltres qui divi-
sent R. Soit 'V la variété du filtre R : comme toutes les variétes sont
des filtres réguliers. nous pouvons identifier V avec un ensemble
fermé de S (E). En remarquant que V est un multiple primaire de R,
on peat montrer que [~ (R) = V, d’olt 'on dédunit que [ est une
application continue de S (E)sur W (A)., Les points de W (A) sont
ainsi représentés, d'accord avec les idées de Stone ([21],2), par des
ensembles fermés d’un espace booléien particulier.

Ces remarques sont suffisantes pour montrer que 'étude arithmé-
tique des algébres de Brouwer est susceptible d’aider a éclaireir la
théorie des espaces topologiques.

On peut interpréter une algebre de Bronwer, conime une logique
intunitioniste, mais on peut aussi adopter l'interprétation duale ou
les symboles aAb, aVb, alb, a' représentent les propositions
«aet by, «aonb», «aréfuteb» et «nona»; 0 la proposition
absurde et 1 la proposition universellement vraie. Les filtres serons
alors des systemes deductifs et les idéaux des systeémes de réfutation.
Comme a\/a' = 1 et en général a Aa' == 0, nous avons une situation
opposée, pour ainsi dire, & celle qu’on trouve dans la Togique intui-
tioniste.

Les résultats ¢ue nous avons indiqué sur la théorie des filtres peu-
veut étre considérés conme des indications sur la théorie des syste-
mes deductifs d’une telle logique. Nous ne voulons pas insister dans
<cette note sur des considérations de cette nature.
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