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PREFACIO

Estas notas presentan algunos aspectos de la teoria
de las 1dgicas modales proposicionales, que pueden ser de

interés particular para los matemdticos,

Zn el primer capitulo se define la clase de todas
las légicas modales autocongruentes, y se€ estudian desde
ua punto de vista sintdctico algunas de las suoclases ¥y
elementos. 1os capitulos subsiguientes tratan de los mo-
delos. =1 segundo capitulo en particular se ocupa de las
dlgevbras rodales, su uso COmo modelos para las ldgicas moda
les autocongruenies y las propiedades algebraicas intrinse-
cas, Tl tercer capitulo estudia modelos relacionales pare
18gicas modales regulares., Una addenda trata brevemente de

las relaciones entre 4lgebras modales y modelos relacionales.

0 se mencionan nmuchos éspectos de la l1lbgica modal.
Por ejemplo no se estudian las 16gicas modales cuantificadas,
y adn dentro del campo dc la légica modal proposicional no
se @iscuten las 1ldgicas modales que no son autocongruentes.
Pero dentro de los temas que se tratan, se sudraya lo general.
Esto significa que se presta muy poca atencién a las 1légicas
modales especificas y que el estudio se concentra sobre pPro-
piedades generales y amplias clases de ldgicas modales, més

que sovre el comportamiento de sistemas aislados.

Algunos de los resultados gque se inciuyen en estas
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notas son nuevos. =SEntre ellos 1.12 y 1.123 del capitulo 1;
2.4, 2.5, 2.6 del capitulo 2, y gquizds también algunos en-
“re los 2.12-2.14, 2,17-2.25. Ia definicidén de un modelo
relacional que se da en el capitulo 3 es nds general que la
comén, y utiliza un concepto nuevo, el de conjunto cerrado

de evaluaciones en un marco relacional. Con este definicidn
rds generalizada podemos establecer 3.8 y 3.22, que se basan
en resultados ya conocidos, pero los amplian. Sin embargo,
como sé senala en la addenda, es necesario un refinamiento aln
mayor del concepto de un modelo relacional para lograr una
teoria de las relaciones entre modelos relacionales y dlgebras
modales que sea realmente elegante. Los resultados 4,1-4.5
que se presentan en la addenda sin demostracibn, van nds alld
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INTRODUCCION

Bs dificil estudiar légica modal sin una explicacidn
de las ideas generales que la sustentan. Nuestro trabzajo
es en cierta manera‘independiente de esas ideas. Las estruc
turas que investigamos y las propiedades que demostramos que
tienen, son de cardcter matemdtico. Pero estas ideas ge-
nerales prestan un interés y una motivacidn a2 un tema que

puede fdcilmente aparecer tanto drido como arbitrario.

Temdremos que suponer que el lector estd algo familia-
rizado con ia légica proposicional cldsica de funciones de
verdad. Esta es la 1légica de los operzdores proposicionales
tzles como 1, N,V , Dy =, gue forman propoSiciones
a2 partir de proposiciones, de una manera muy especial: el va-
lor de verdad de una propdsicién'compleja formeda por medio
de tales operadores es determinado Unicamente y uniformemen-
te por los valores de verdad de las partes més simples. ILas
ideas centrales de la légica de funciones de verdad son las
de unz tautologia y una contratautologia. Hasta aqui llega
lo que se da por sentado.

La légica modal se ha desarrollado como resultado de

ciertas limitaciones aparentes en 10s medios de expresidn

de la légica cldsica. Ia ldgica de los operadores funciona-

ies de verdad, combinada con la légica de los cuantificadores,
es suficientemente general para muchos fines. ZEn particular,
y segin la opinidén de muchos ldgicos, es lo suficientemente*

general como para permitir laz expresidén de todos los



prineipios de inferencia y variedades de deduccién que son
realmente utilizados en matemdtica. Pero en algunos aspectos,
14 1égica cldsica puede aparecer algo limitada. Existen cier-
tos conceptos légicos, ciertos operadores de una naturaleza
16gica aparente, que esta clase de légica parece incapaz gde

dominar,

Los mds sencillos entre éstos son los conceptos de

necesidad légica y de posibilidad ldgiqa. Naturalmente podemos

utilizar estas nociones de una cierta manera, a¥n dentro de
los limites de la 1légica cldsica. Podemos, por ejemplo, llamar
necesaria a una férmula de légica proposicional cldsica si es
una tautologia, y posible si no es una contratautologia. Pero
esto significa utilizar los conceptos de necesidad y posibili-

dad meramente como propiedades o predicados de férmulas y

proposiciones. En otras palabras, significa tratar posibilidad
y necesidad como conceptos de un metalenguaje, utilizados para
clasificar expresiones de uvn lenguaje objeto. Sin embargo, PO
driamos desear ir aun mds lejos. Podriamos desear tratar los

conceptos de necesidad y posibilidad como operadores, gque for

wman proposiciones a partir de proposiciones dentro de un mismo
lenguaje. Asi entendidos, los conceptos forman parte de, ¢ por
lo menos se reflejan en, el mismo lenguaje objeto, como opera-
dores del sistema. Siguiendo esta idea, podemos introducir en
la légica cldsica nuevos operadores unarios Dy & , y enten~
der expresiones de la forma X y < o como correspondientes
a las afirmaciones: "es ldgicamente necesario que X" y " es
ibgicamente posible que o« * respectivaménte. Podemos entonces

construir reglas para definir el comportamiento de estos



operadores., Es en esie punto donde pueden comenzar las inves-

tigaciones matemdticas.

Si estuvidramos primordialmente interesados en los aspec
tos mds Tiloséficos del tema, podriamos incluir aqul varios
tépicos serios de discusidén. No trataremos de desarrollarlos

en gran detalle, pexro deberdn por 1lo menos ser compreadidos.

Un aspecto concierne la misna legitimidad del intento de

representacidén del concepto de necesidad légica y de posibili
dad, dentro de un sistema. En varios articulos estimulantes
w.V.Quine ha sostenido que 1los conceptos de posibilidad 1légica
y necesigad son primordialmente predicacipnales, y que el uso
operacional de los mismos tiene sentido sélo si se puede tra-
duecir en uso predicacional., Zn OTIES »elabras, los conceptos
de necesidzd y posibilided son en primer lugar metalinguisti-
cos, y no pueden ser correctamente iwciuiéos. dentro de un ien
guaje ovjeto.

Otro tépico e discusidn 10 COLsTiITLYe 1 utilidad de iz
tarea. Muchas vecss sSe& ha sertalado gue si bpien podemos usar
técnicas matemdticas en el estudio e sisienmas de 1légica modal.

N
b

al para el andlisis

£z

no parecenos necesitar ninguna légica moO
de los principios de razonamlenio expleados en las matemdticas
propiamente dichas. Si hay aigunocs modos de inferencia a los
cuales corresponde la 1légica modal, se deben enconirar fuera
de las matexédticas.

En respuesta a este punto, se sugiere a menudo gque la

1égica modal puede ser valiosa para el estudio del concepto



de implicacidén 1ldégica. Se sugiere que podemos reducir el

concepto de implicacidn 14gica al de necesidad 1légica de

una implicacién material, En otras palabras, podemos defi
nir el significado de una proposicidn de la forma: "
implica légicamente ? " en los términos de la aseveracidn:

n es légicamente necesario que o materialmente implique & *
En simbolos, d—e%se transforma en O(x > { ). Se arguzenta
también que nociones modales pueden ser usadas para iluminar
algunos otros conceptos, en particular la idea intuicionista
de la prueba, que a su vez, segin algunos, puede dar mayor
comprensién que la misma légica cldsica, de la légica de las

nratemdticas.

Cada uno de estos puntos puede ser discutido extensamente,
v las problemas gque originan son complejos e importantes., Sin
embargo, como nuestro objetivo princival es tratar aqui los
aspectos matemdticos de la situacidn, nos debemos contentar con
dejar de lado toda discusién ulterior. Las ideas principales
pueden resunirse asi: Las légicas modales son tipicamente for-
radas tomando ciertos operadores L y & y agregdndolos 2 una
base inalterada de ldégica cldsica. Estos operadores tienen,
heuristicamente al menos, las interpretaciones: nes l16gicamen~
te necesario que ..." y "es légicamente posible que ...". Pue-
den entonces construirse sistemas de légica, teniendo en cuen-
ta estas interpretaciones informales, y estudiarse sus propie-~

dades.



CAPITULO I

Iégicas Modales Autocongruentes

Si consigeramos 1 y { como operadores unarios arvi-
trarios, estamos en completa libertad de construir cualquier
1dgica que deseemos. Si adn asi no olvidamos el sigiificado
de asos operadores que hemos sugerido, tenemos algunas pautas

a seguir.

A grandes rasgos, aay 40S maneras principales de counstruir
una 1ibgica modal: sintdcticamente, por medio de axiomas ¥y regles
de derivacién, y seménticamente, por medio de modelos y un cou-
cepto de valicdez dentro de una clase de nodelos. Comenzareros
en este capitulo por encarar el provleme de la manera sintdcti
ca, debido a su relativa sencillez,  D&Saremos en capituios

posteriores a encarario por medic de odelos.

La primera tarez es decidir gué es 1o gue consideraremos
como férmulas. A lo largo de estas piginas, férmulas serén
las expresiones construidas a partir de una lista denumerable
de variables proposicionales, por meiio de los operadores =
vy /N, junto con el operador adicional unario. 3 . Intro-

ducimos otros operadores de la 1ldgics clédsica, como V , D

y = , como abreviaciones de la manera nabitual, y el opera-
dor ¢ se introduce como une abrevizcidén de {5 7] , de
scuerdo con la deseada interpretacién de T y de & . Podria-

mos, si asi lo desedramos, haber elegido algln otro conjunto fun-

cionalmente completo de operadores parz la légica cldsica,



v podriamos haber tomado { como primitivo, considerando a
7 como abreviacién de 17O T . Son también posibles o-
tras opciones ain de operadores primitivos. No importa de-
masiado cudl opcién se haga: la hecha aqui es el resultado

de marginales razones de elegancia.

Si § es cuzlquier conjunto de férmulas, diremos gue S
es cerrado con respecto a substitucién si pare cada férmula
o , 8i €S serd $() € S, para cada férmula 2Z( )

obtenida de o substituyendo férmulas arbitrarias por varia-

tles proposicionales. Diremos que un conjunto S de férmulas

es cerrado con respecto a separacidn si para cada X, @ , 81

ot eSSy (<> ¢ )¢S entonces ( € S; y diremos que S es
cerrado con respecto a congruencia si para cada X, @ , 81
(ot = p) € S entonces serd (OO0 A = 0O (5 ) € S. Definimos

una 1légica autocongruente modal como cualquier conjunto S

de férmulas que contiene todas las tautologias en 77 y A,
y que es cerrado con respecto a substitucién, separaciém, y

congruencia., Definimos la légica modal C como la 16gica par-

ticular determinada tomando como axiomas todas las tautologias.
y tomando como reglas de derivacidén sélo las reglas de substi-
tucidén, separacién y congruencia. Claramente C es la menor de
las légicas modales autocongruentes. Nos ocuparemos de la
clase de todas las ldégicas modales autocongruentes junto con
algunas de sus subclases, y algunos de sus elementos mds no-
tables.

Es necesario estar advertido de que en la literatura, el

nombre C ha sido a veces utilizado para referirse por lo menos



a otras dos légicas modales. Es necesario también estar
Prevenido de que hay légicas modales que no son autocon-
gruentes. En particular, las légicas de Lewis S1, 52, S3,
S6, S7, y S8 no satisfecen la condicidén de congruencia, y
caen asi fuera del dmbito de nuestra definicién. Por otra
parte, los sistemas S4, y S5 de Lewis, el sistema T de Feys,
el asi llamado "sistema Brouwersche" y muchas otras 24gicas
modales son autocongruentes. Ias razones por las cuales nos
restringimos en estas pdginas a las légicas modales autocon-
gruentes, descuidando as{ las otras, son en parte formales Yy
en parte informales. Desde el punto de vista informal, las
légicas que satisfacen la condicidn de congruencia parecen
estar mds de acuerdo con la interpretacién bdsica de los o-
peradores modales que aguéllas gque no la satisfacen. Desde
el punto de vista formal las l6gicas autocongruentes modales
tienen estructurasmds manejables y mds fécilmente tratables

algebraicamente,

Antes de proseguir, deberemos atraer la atencidén del
lector sobre algunos puntos bastante sutiles acerca de las
definiciones. Hemos definido una lé6gica modal autocongruente
como un conjunto de férmulas, que satisface ciertas condiciones.
Como comsecuencia gde ellq, es muy ambiguo hablar de afiadir un
axioma o una regla-de derivacidén a una légica modal dada. F1
resultado de una tal adicidén depende no sélo de la légica
misma, es decir gdel conjunto de las tesis, sino también de 1la
particular axiomatizacién o presdntacidén de 1la misma, que
estd siendo sobreentendida. Asi debemos siempre hablar,

explicita o implicitamente, de agregar un axioma o una regla
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Ge derivacidn a una axiomatizacidn variicwior de la légica,

en vez de agregarlo a la légica misma.

Un simple ejemdlo ilustrard egie pumta. Se puede @emos—
trar que la 1égica C que recién hemes ¢efinido no tieme nin-
guna tesis de la formea ol., ¥or consiguignie podemos dar
a C otra axiomatizacidn, agregemdc simplemente ia regZla
Dot | & Aola las reglas de nuestirs aricmeiizaciéa origina.
Ahora la nueva axiometizacidn produse ersiiamente las mismas
tesis que 12 anterior, y asi dstermina Js misma légieca C.
Pero si zhore zJadimos la férmal&‘iﬁﬁg\i}g& a2 la nuweva axio-
matizacién, obtenemos una légica incemnsistente, mientras qus
si afladimos la misma férmula LUI(pwip) & la antigua sxionsti,
zacién, obtendremos una lbgica Que puede Jenostrarse que es

consistente.

Para resunmir, no tiene soatido hablsr de afiadir wr axio-
ma o0 una regla 2 urz .dgica, caanio dsta Witime es interpre-
tada como un conjurse de T“drmuias. 2o vexz de este, cousidalt

mos la adicidén a una cieria prasentvacidm ée la légiee.

Otro aspecto que dehe TOLATLER @ ocuents es que, en 1o
gue tocz a la l1légicz ( y & lz soyor parte &e sus extemsiones
autocongruentes, hzy una imporsamte diferencia entre la cou-
dicidn de clausura Qe separacidm por uvna parte, y aguélias
de substitucidn y congruencia jor la otra. Esita diferencia
puede expresarse Ciciendo gque ziewtras la primera es interna-

lizable, las Gltimas condiciones mo_son iptermsligzsbles.

Para explicar la diferencia supongencs que comnstruimes las
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férmulas que "corresponden” a las condiciones de clausura.
Para la separacidén, las correspondientes férrmulas son todas
éauéllas de la forma (o A{at D G )):>@ , ¥ son todas tesis
de la misma C, pues son ejemplos de substitucibén de tauto-
logias. Pero para substitucidn las correspondientes férmu-
1as son todas aguéllas de la clase « D 2( o ) donde S ()
es cualquier ejemplo de substitucidén de < . Hay muchas
f£érmulas de esta clase que no son tesis de C. Por ejemplo
la férmula P:)(ﬁ A‘Ta) donde p ¥y q son variabdles proposicio-
nales. Nuevamente, para la condicidn de congruencia las
férmulas correspondientes soun aquéllas de la forma

(ol = (o) > (Oo= C.’@) y es posible demostrar usando modelos
gue no todas son tesis de C. Z=n particular, si p y q son
variables proposicionales, entonces (fE': 3{) > (DP EDE) no

es una tesis de C.

Esta observacidén corresponde a un aspecto caracteristico
de la interpretacidn intuitiva de la 1ldégica. Deberiamos in-
terpretar unea regla de derivacidén o una condicidén de clausura
como diciendo: si tal y tal es una forma l6gicamente vdlida,
entonces lo es tal y tal. Bs sélamente en circunstancias es-
peciales que podemos decir correctamente también: si una pro-
posicidn de tal y tal forma es verdadera, entonces la corres-
pondiente proposicién de la forma tal y tadi también es verda-
dera. Ia ovservacién tanbién origina una pregunta que con-
cierne mo sélo 2 la 1légica modal, pero también a la légica

proposicional en generzl.
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cuestion 1.1

éEodemos decir algo interesznite sobre las condi-
d&iomes bajo las cuzles una condicién de clausura de un2

16gica proposicional es internalizable?.

Rchemos ahora unz nirada a 12 clase de todas las 16—
giczs autocongruentes. 3i encaramos el problema 4o un nodo
bastante z2bstracto, podemos considerario topoldégicamente.

Si S es cualquier conjunto de férmulas, podexos definir 4 (8)
como la menor enitre las légicas modzales autocongruentes gue
incluyen 2 S. Z=s clars gue {,(S) siempre existe, ¥ 2dn néds,

que satisface las siguienvtes condiciones generales.

Observacibn 1.2

Sean S y S' conjuntos de férmulas. Entonces
S 2(s), 24(s) = 4 (), L($) =cC. ¥és aln,
S <€ St implica que G (8) < 4(s*), ¥y S es una légica mo-

0

dal zutocongruente si y solamente 81 S = 'C (s).

Otra manera de encarar la misns situzcidén es por inter-
medio de los conceptos de lz teoria de reticulados. Ia cla-
se de todas las légicas modales autocongruentes es parcial-
nente ordenada por iz inclusidén de conjuntos, y de hecho te-
nemos lo siguiente. ‘

Observacién 1.3

12 clase de todas las légicas modales autocon-
gruentes forma un reticulado conmpleto con respecto a la in-
clusién de conjuntos. Si Sy S' son légicas modales autocon-

gruentes entonces su {nfimo S X S' en este reticulado coin-



cide con su interseccidén ciomo conjuntos. Su supremo S+S¢t
en el reticulado es la menor entre las légicas modales auto
congruentes que contiene S v St', en otras palabras, es

4 (S usS'). Claramente S v S' € S+St, pero la inversa no

se cumple generalmente.

Estas observaciones pertenecen mis a la "légica univer-
sal" que al estudio especifico de la 16gica modal, y no Po-
demos obtener mucha informacién de esta manera a menos de
que podamos encontrar propiedades especificas de la opera-
cidén de clausura 4 y del suprema S+3°'. Hasta ahora, Se
ha trabajado poco en esta direccidén. En verdad, se conoce
muy poco sobre 1z clase de todas las 1ldégicas modales auto-
congruentes, y 1o p0CO que s¢€ conoce-como en el teorema 2.2
del capitulo 2 - se puede demosirar sin utilizar conceptos
de topologiz o de reticulados. 4 este nivel de generalidad,
a¥n el problema siguiente astd abierto, aunque con toda Pro

babilidad, su respuesta sea negativa.

Cuestion l.4

{21 reticulado de todas las 16gicas modales auto-
s

congruentes es distridbutivo?.

Digamos gue una légica modal autocongruente S es una

18gica modal regular si ( O ( f'\c") = (GP/\D q )) € S.
Definimos R como la menor entre las 16gicas modales regula-
res. Claramente, R puede ser axiomatizado anadiendo la
férmula K pA i) = (D? A D q,r) o nuestra axiomatizacién

original de C. A pesar de su flaqueza, R tiene ya algunas
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propiedades interesantes., Digamos que un conjunto S de férmu-

1as es cerrado con respectoc a monotonia si para todas las fér-

milas oL , ® si (oLDQ)ES entonces (Do(Z)D(:) € S.

Observacidr 1.5

1a 1l6gica R, y en reclidad toda 16gica modal regular, es

cerrada con respecto a nonotonia.

Verificaciébn

Supongamos que (ot D &) € Ss donde S es una légica modal
regular. Ahora la f6érmula {(o( >2¢) (= (ot AQ ))] es
an ejemplo de substitucidn de una tautologfa, y entonces es
elemento de S. Por consiguiente, como 35 es cerrado con res-
pecto a separacibn, (ot =(( A (5)) € s, y asi por congruen-
cia, (O« = 0( L AD)) € S, Pero también tenemos que
(C(L A \’5) =(O0« AD (5)) € S, y usando un ejemplo de

substitucién de una tautologfa con dos aplicaciones de separa-

cibn, (Qu>O @;) € 3.

Observacidn 1.5

Todas las férmulas de las clases siguientes son tesis de

R, y por counsiguieunte de cualguier 18gica modal regular.,

T 2 )2 (Dot >00¢) Ot > @) > (Qet 20p)
O(« = 3) o (Gt =Tp) Olx = ) > (O« =)
O(et > p) > (@ >08)

(O AoB) > O (et AR
ol vp)= (0o veop
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Verificacibn Parcial
£l modo mds directo de verificar la observacién es cons

truir un esquéna de derivacién en R para cada uno de los es-
quemas delférmula. Algunos de éstos son bastante largos.
Consideremos, como un ejemplo, la derivacién para el esquema
<t >p) > (O« >3p6).

Ahora y luego, hablaremos brevemente de una tautologia, cuan-
do para ser exactos, significamos un ejemplo de substitucién
de una tautologia, y hablaremos de aplicar separacién cuando,
para ser exactos, queremos decir aplicacién de separaciébn
una 0 més veces.

Ahora, [((OL >R)A o) D @J R
porque es una tautologfa. Por consiguiente, COmO POr la Ob-

servacién 1.5,R es cerrada con respecto a monotonia,

lfﬁ((cf >R Aol) D E%] €x
Pero también HD((«A > %) A d)g = {D(oa )@)AB«U €R
y as{, usando una tautologfa y separacién, tenemos
[Q](oa >6) A ) D{]@] €=
Otra tautologia y separacidn da
(O(= > > (A= >0p)] €7

Observacién 1.7

El reticulado de todas las légicas modales regulares

es un subreticulado del reticulado de todas las légicas mo-

dales autocongruentes,

Bsbozo de verificacidn

Como clase, es un subclase, y 1z relacibén de orden es

1a misma; inclusién de conjuntos. En cada reticulado el
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infimo es la interseccibén de conjuntos, ¥y as{ los infimos

coinciden. BEs también facil verificar gue los supremos

coinciden.

Estamos ahora en condiciones de comsiderar otras 16gi
cas modales, nés fuertes. Una manera de formar una légica
modal regular es por medio de la adicién de un nimero finito
o infinito de axiomas a nuestra axiomatizacién de R. Algu-
nos candidatos posibles serian los siguientes:

Oo(Cpvie)
10( e ~Ap)
oe 2@

ge >0O0e
P 200¢

ILa adicién de selecciones de estos cinco axiomas a nues
tra axiomatizacién de R da origen a un mdximo de 2= 32 1égi
cas, incluyendo la misma R, En realidad, no todas estas 1651
cas son diferentes., Por ejemplo, si agregamos la tercera fér
mula Oeop a R,
podemos derivar la segunda, 10(pA1p)

Nuevamente, si agregamos la Ultima fdrmula
Po>COp - a R,
podemos derivar la primera férmula
Clevae
M4s afin, nuestra lista de candidatos para axiomas es bastante
arbitraria: las férmulas consideradas son reconendadas prin-
cipalmente por su plausibilidad intuitiva y su simplicidad.

Pueden ser también consideradas férmulas més complejas, tales
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como: DDﬁ, > (Be > O P)

(proq)y2>0(q ~r0p)
Lemp A Tg) > 9B (pr3)
(op A 1QDOp) D <(ODp ADHOP)
y asi{ sucesivamente. Cada una de éstas, y muchas otras, tie-

nen algin interés ,desde el punto ée vista formal y desde el

punto de vista de su interpretacién intuitiva.

De este rango seleccionaremos un concepto importante.
Decimos que una 1légica modal autocongruente es una 16gica mo-

dal normal si es regular y contieue también la férmula

| o(e vie
Definimos la 18gica N como la 1légica determinada por la adicién
de oCe v e

como un axioma, & nuestra axiomatizacién de R. Desarrollando
esta definicidn, N es formado pdr la adicién de
CK?M@E(EQAﬁi) y OCevip)
a nuestra axiomatizacién original de C. Claramente, N es la
menor entre las légicas modales normales. Hay que estar adver
tido de gue en la literatura la palabra "normal”® ha sido &
veces_utilizada en este sentido (ver por ejemplo Lemmon 1966)
y algunas veces en un sentido méds restrictivo (ver por ejemplo
Xripke 1963). Ia légica N tiene tarbién oiros nombres(ver por
ejemplo Lemmon 1966, Makinson 1968).

las l1légicas normales tienen mucha estructura y muchas pro-
piedades atractivas. Utilizando la misma vexificacién que pa-

ra la observacién 1.7, tenemos:
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Observacién 1.8
El reticulado de todas las légicas modales normales es un

subreticulado del reticulado de todas las légicas modales regu
lares, y as{ a su vez un subreticulado del reticulado de todas

las légicas modales autocongruentes.

Digamos que un conjunto S de férmulas es cerrado con res-
pecto a necesidad si para todas las férmulas K , 81 A €S
entonces o € S. Hay conexiones estrechas entre la norma-
lidad de una légica y su clausura con respecto a necesidad,

como surge de las siguientes observaciones.

Observacidén 1.9
Si S es una légica modal regular, entonces S es normal si

y solamente si S es cerrada con respecto & necesidad.
Verificacidn
Sea S una l1légica modal regular. Supongamos primero que S

es normal., Ahora sea c('cualquier férmula y supongamos que

o €& S. Entonces usando una tautologia y separacién,
Cpvip)oet) € 5
Como hemos supuesto a S regular, tenemos por observacidén 1.5
que S es cerrado con respecto a monotonfa, asi
— .
(@le v1e)o0ux) e S
‘Pero como S es normal, OCevilp)le S
asi gque por separacién Ot e S

Para la reciproca, supongamos que S es regular y que es

cerrada con respecto a necesidad. Ahora ( P vie) &S
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porque es una tautologia. Asf que por la condicién de ne-
~~esidad OCepvile) €5

y entonces S es normal,

Observacién 1.10

Sea S cualquier conjunto de férmulas. Entonces S es
una 1légica modal normal si y solamente si S contiene todas
las tautologlas, Qe ) > (Op >0q) ,

y es cerrado con respecto a substitucién, separacién, y nece

sidad.

Verificacién

Supongamos que S es una 14gica modal normal. Entonces
por definicién S contiene todas las tautologias y es cerrado
con respecto a substitucibén y separacién., Mis atin, como S
es normal, S es regular, y sabemos por la observacién 1.6
que cada légica modal regular contiene la férmula

0(e >9) > (Op 209)
Pinalmente de la observacidén 1.9 sabemos que S es cerrado con

respecto & necesidad.

Para la reciproca, supongamos ahora que S contiene todas
las tautologlas, ol e > q) > (DP ggcﬂ )
y es cerrado con respecto a substitucién, separacién y necesi-

dad. Debemos mostrar que S es normal.

Primero verificamos que S es cerrado con respecto a mono
tonfa. Supongamos gque (o> @) €S

Entonces por la condicién de necesidad
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Ol > e) €5 . Por consiguiente
usando OC(e>9)>@p >0 %) junto con subs-
titucién y separacién, (oL D) €S

Luego verificamos gue S es cerrado con respecto a con
gruencia., Supongamos que (4 =p)es . Enton-
ces utilizando tautoiog:’.as y separaciénm,

(L >@) €5 y (&>x)e€S . Por

consiguiente, como S es cerrado con respecto a monotonia,
(O > Op)e S y (B >0 e

En consecuencia, utilizando_ una tautologfa y separacién,

(D:AED@) €S

Luego verificamos que
(Cl(e/\ﬁ) = (Op Aljﬁ)) € S
Ahora  ((png)> p) €Sy ((pnrg)>9) €S ,pues ambas
son tautologias., Por consiguiente, como S es cerrado con
respecto a la monotonia,

(@(pnrg)>Tp)esS v (@ pag)omg)es

De aquf usando una tautologie y separacién,

(T(prq) > (BprOaNeES
También, [\: >(qa 2 (pnrg))] €5 , pues es una
tautologfa, y as{ como S es cerrado con respecto a monotonia,

[DP >U(g> (\M‘}))J es

Pero como S contiene la férmula

O(e>9) >(@p>09)

y es cerrado con respecto a substitucién, tenemos



{D(%v (pnrq)) » (@3> D(w@)} €S

Por consiguiente, usando una tautologla y separacidén tenemos

i . -
(Tp > (O3 >8(eaq)| €5
y entonces usando otra tautelogia y separecién,

r i _

L(E’\?ADC;)) D(Q,\a)je> . Ahora
juntando las dos férmulas condicicnzles, tenemos por una tal
tologla y separacién que la férmula dpicondicional

O(pra) =@p ~04)
es elemento de S.

As{ sabemos que S contiene toéas las teutologfas y tambidn
contiene ole ~ ) = (Op Ad9) , ¥ es cerrzdo
con respecto a substitucién, separacidén, y congruencia. De a-
guf que por definicidn S es una 1dgica modal regular., Pero cc
wo S es también cerrado cou respecto a la condicidén de necesi-
dad, tenemos por la observacidn 1.9 que S es normal, y la veri

ficacién es completea.

La observacidn 1.10 nos da una caracterizacién muy Gtil
de la clase de todas las Léziccs modales normales. Produce,

como consecuencia irmediata, oira avicmatizacién de N, la me-

nor entre las légicos modales noramales.

Observacién 1.11

La 1égica modal N puede ser axjomatizada tomando como
axiomas todas las tautologias ¥

[]( P2 q,) > (ﬂ poad 3) v » COmMO 'reglas de
derivacidén sélo substitucién, separacibn, y necesidad.
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' Verificacidn

Sabemos que N es la menor entre las 1légicas modales nor-
males, y claramente la axiomatizacién hecha determina una
16gica que es el menor elemento de una clase gue, por la ob-
servacidn 1.10, es idéntica a la clase de todas las légicas

modales normales.

Parece ser que el primer autor que caracterizé légicas
modales del mismo modo que las observaciones 1,10 y 1,11 fue
Kurt G¥del. A pesar de que G8del no considerd esta légica N,
llamaremos al sistema axiomdtico mencionado en la observa-

cién 1.11 la axionmatizacién G8deliana de N . Cualquier sis-

tema formado por la simple adicidén al mismo de un nimero de

axiomas, ya sea finito o infinito, serd llamado un sistera

G8deliano de axiomas.

Llegamos ahora a un lema que, Si bien feo, es bastante
poderoso y util, Lo utilizaremos para mostrar que el reti-

culado de todas las légicas modales normales es distrivutivo.

Lema 1,12

Sea S cualquier légica modal normal, y sea S' cualquier
conjunto de férmulas que.es cerrado con respecto a substitu-
cién y necesidad. Entonces les siguientes conjuntos de
férmulas son idéntiéos:

(1) La clausura del conjunto S v S' con respecto a sepa-
racién, '

_,(2) El conjunto de todas las férmulas Q» tales que para



21

algin o€ Sy algunas o , ceeesy Sy € S*, la férmula

. (d\/\a;/\,o.i\&ih)g(:}
es un ejemplo de subtitucién de una tauntologia,
(3) Le menor entre las légicas modales normales que in

cluayen S u S°t.

Prueba

Para ser breves, nos referimos & los conjuntos como
T, T2, T3 respectivamente. Debe quedgr bien claro, per
l8gica cldsica, que T, c T,: para una verificacidén deta-
ilada hay que hacer una induccién en el nimero de aplicacig
nes de separacién. Asimismo,' T, < T3, pues cada légica
modal normal contiene todas las tautologias y es cerrado
con respecto a substitucién y gseparacién., Queda por demos-
trar que Ty Cc T,. Para ello es suficiente mostrar que T,
es una 1légica modal normal que incluye S v S', y por con-
siguiente necesitamos solamente verificar que Tl €8s una

16gica modal normal.

Ahora como por hipétesis S es una légica modal normal,
S contiene todas las tautologias y asimismo, por la observa-
cién 1.10, la férmula aCe>4q) >(dp aﬂq’)
Por consiguiente, como - Ss(sufs) ¢ T, , el
conjunto ‘1‘1 sontiene todas las tautologias y

o(e >9) > (Tp >09)

Por comstruccidn, Tl es cerrado con respecto a separacidén.
Podemos probar que Tl es cerrada con respecto a substitucidn
por medio de una argumentacién inductiva simple, utilizando

la hipétesis de que tanto S como S' son cerrados con respecto
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a substitucibn. 4si en vista de la observacién 1,10 la prueba
e? completa si podemoc demostrer que Tl es cerrado con respectc
a 1la condicién de necesidad., Para ello, argumentaremos induc.-
tivamente de la siguiente mznera.

Si %e T, entonces por la definicidén de Ty s () se puede
obtener por medio de um nfmero finito de eplicaciones de sepa-
racién, partimndo del conjunto S v S’. Supongamos que este
nfimero, n, es cero, Entences ¢ S u S', entonces P € S
6§ e S'. Pero por nipStesis S*! es cerrado com respecto 2
necesidad, y también por hipétesis S es normal, luego por la
observacibén 1.10 es cerrado con respecto 2 necesidad. Por cou-
siguiente 0O & S é DE e s , v as{

o e Su S
de modo gue g@ ¢ '5’,‘

Para el paso inductivo, supongamos que n= k, y que @ es

cbtenida por separacibn de o ¥ A D @ . ’

Entonces tanio o comc 4 D (% es obtenible en menos gue k
aplicaciones de separacién, y entonces por lz hipétesis de la
induceibn OX e T, y Q(x2p) eT,
Pero ya sabemos que {ole29) > (@p > qu)) ¢ T,
y que T, es cerrada con respacto a substitucién y separacidn.
De agquf es claro que (O 38(3) c T,
v entoncess

E]Q < Th

Teorema 1.13

El reticulado de todas las logicas modaies normales es dii-
tributivo.
Prueba

_Sean S, S', S* légicas modales normales, Es suficiente
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demostrar que S x(s'«S") ¢ (SxS) + (s« SY)
pues sabemos por teorf{a general de reticulados que las otras
]jeyes distributivas pueden ser obtenidas a partir de ésta.
Supongamos que < e Sx{35'+3S")

Luego por las observaciones 1.3 y 1.8 tenemos que o & S

Y ot e {S'+S")

De esta Gltima tenemos por el lema 1.12 que hay férmulas

i

i [ 4“ i
oL'e S Y Ky yeee ok, €8
tales que (LA A o Aal)ox
es un ejemplo de substitucibén de una tautologfa. Como Sw
es una 16gica normal y cada uno de los X, . ., S
0 . " i Y
es elemento de S", tenemos gue oA = (dq Ao .. A (Xn)

es elemento de S", ZEntonces tenemos

S'e S , <" ¢ S"
tales que (KAL)
es un ejemplo de substitucibén de um tautologia. De aquf es
claro gue (ot v (& A ")) D =
yyor counsiguiente también

({arve)y A (tvet)) D o
son ejemplos de substitucién de tautologfas. Pero como

A € S S =' e Sl

Tenenos (xva) e S Y (st v ) & S
de modo que (x v <) e (S xSH
Similarmente, como L eSS ¥ L' e s
tenenos (g v <) e S y CX .,4“) ¢ s”
de modo que CRY, 4") ¢ (5 xS
De aqui, claramente (0,4\/94*) A (= Vi(”) 6(5%3‘).‘\. /\ngz)
Como esta 1légica es normal y por tanto contiene todas las
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tautologias y es cerrado con respecto a substitucidn y separa

cidn de (5xs) +(5x5"),

vy la demostracidn es completea.

21 razonamiento utilizado en el lema 1.12 es bastante
tipico de las pruebas sintdcticas de teoremas sobre 1dgicas
rnodales, o realmente sobre cualquier otra ldégica. 21 punto
central lo counstituye generalmente ura induccidn: ya sea en
la longitud e una derivacidn, el ndmero de aplicaciones gde
varias reglas, la longitud de una férmula, o algin otro indi
ce sintdctico. 2=stos argumentos son a menudo largos, ero
algunas veces inevitables. Zn varticular, no parece haber nin
guna otra manera fdcil de establecer el teorema 1.13. Sin em-
vargo algunos otros resultados gue pueden ser obtenidos del
lema 1.12, pueden ser ovienidcs mds eleganterente usando mode-

.

los. Z=n particular, se podrias Geducir del lema 1.12 que hay
s6lo dos légicas modales normales corsistentes maximales, pe-
ro vereros en el capitulo‘2 gue este resultado es séio un ca-
so yarticular de un teorems mds general gue probaremscs usando
métodos algevraicos.

Ahora gue hemos establecido algunas vroviedades bastante
generales de la clase de todas las 1légicas modales normales,
ecrermos una mirada a unas pocas 1légicas modales normales espe
cificas. Hay una infinidagd disponivles, y en liugar de iratar

de abarcar a muchas de ellas, seleccionaremos solamente Cuatro

42}

de las mds conocidas: la 1dgica T de Feys, la S4 de Lewils, 1la

1légica "Brouwersche" 3 de Becker, ¥y al

tn

5 de Lewis., ZEstas 1d8gi
o

£as se pueden definir axiomdticamente, como sigue.
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Ta 1égica T de Feys es el sistema determinado por lz adicidén

del axioma DF > p a la axioma-

W . N
tizacidén G8deliana de N.

Ta ldgica S4 de Lewis es el sistema determinado por la adieidn

de los axiomas dp>p v UP 500 P

2 la axiomatizacidn G8delianza de N.

Ta 1égica "Brouwersche" B de Becker es el sistema determinado

por la adicidén de los axiomas

ap>p 9 pDUo?

a la axiomatizacidn G8deliana de N.

Ta 1égica S5 de Lewis es el sistema determinado por la adicidn

de los axiomas

Op>p , DOpo>oOp Y poCQp

a la axiomatizacidn G8deliana de N.

-

lar cue se obitienen los mismos sistemas

i\

Vale la pena sefn

si afAadinos estos axiomas a nuestra axiomatizacién origgnal

[e}

e N, Ia légica S e Lewis puede tanmbién ser axiomatizada

5 4
agregando sélo DP > p y & po0 ()P
a cualguiera de las do0s axiomatizaciones de N. Asi tenexos
uatro légicas gue, cuando se consilderan junto con las légicas
Cy, R, ¥y N, se encuentran en las siguientes relaciones una con

la otra.
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s5

N

e Gt bt b .10

-8
by

[

a
v

Tas l6gicas gue se eacuentran en vosiciones nds por arriva

. " . . . Sm = . m s 5
ciones de inclusidn entre estas légicas gue aguéllas implicadas
vor el diagrama., Cada 1ldgica tiene su propia reserva de tesis
Yy sus propiedades especificas. Terminaremos el capitulo con la

iista de algunas de las tesis nds interesantes de cada una.

Cbsexrvacidn 1.14
Todas las férmulas de las clases siguientes son tesis de la

1égica 7 e Peys:



N
(6
s’

s D & ol OOt

A C =Ry OOt D)

Observacidén 1.15

Todas las Férmulas de las clases siguientes sorn tesis de

la idbgica S4 de ILewis:
OxX 200« QO DOK
0(«>p) 2 O(@« 2 ap)

@ vap) = olae= vag) (Qal AOB) ZOQ= AOR)

Observacidn 1.16

modas las férmulas de las clases siguientes son tesis de

la légica "Brouwersche' 3 de Recker:
* DOOK OO0 >
(4 ~0R) > 08 AO)
(O« AOR) D O (st AOODR)

Cteervacidn 1.17

Todas las férmulas de las clases siguientes son iesis de

ia légica S5 d= lewis:

O 200 QO DO
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la del teorema 1.18,

o

Otra propiedaé de S5, serejante
vpuede ser expresada usando. la idea de una Iférmuia completamente
%

modalizada. Decimos gue una Térmulia K es completamente moda-

lizada si cada aparicidn de cada variable proposicionalr en A

cae dentro Gel 4wbito de una aparicidn del operador modal Li.

¥

Peorema 1.1S

Si ol es una férmula complietanmente modalizada, entonces

(=) € S5

2shbozo de Prueta

Induzcanos en la longitud de &K, usando la observacidm 1.1i7.

A partir de este resultado, Priocr ha ccnstruido una eiegan-—

te axiomatizacidén ée S5.

Corolaric 1.20 (Zrior, Iemmon)

S

La 1égica S5 puede ser axiomatizada tormando coxo axionmas
as las tauvoiogias y como reglas de derivacidan sdlio sudbsiitu-

&
cidn, separacidn, y las dos reglias siguiente

w

A D

.v'o-)

/ D420 L, .
A si A es completz

x> P S DiTIP mente modaiizada,

Esbozo de Prueva

Coxmparamos este sistema axiomdtico con, por ejemplo, el

Sistema axiomdtico G8deiiarno vor el cual definimos S5. Counstruya

20s esguenmas para derivaciones para demostrar que cada 1dgica -
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EEpTAULO IT.

TedEids Algebraicos

Por @ié sxaiigk 169 modelos de una 1légica proposicional?
Tesie & Pwits &8 Vishe del matezdtico, la respuesia es simple:
i8S FEEELES Sor &S IATéresanies que las férmulas de la iégica
EEERE,. SEE erbi¥Fgd, &84 desde el punto de vista del 1dgico, los
ESEELES Weden ser WiEies. 4 menudo ocurre que los modelos ofre

daie ig Gaica tdenica razonable para estavlecer un resultado so-

ore FTér-ulas, &dn cuanic s cavealacidn del resultado no mencione
expilicitarente los nodelos., I8T0 ées variticularzente frecuente en
resultados de una naturaleza 'negativa", que establecen la indepen
dencia de un axioma, 1z no derivariiidad de una érzula, o la dife
rencia entre dos idgicas. ZEn esT0S casos 1os modeios proveen
ntdrminos interzedios” pa;a arguzentos del siguiente tipo: cada
Zér=ula &K en S es vélida en el =nodelo 4, pero la férmuvlia GS no es

ke ol ot Sao .A. v

vdlidza en el modelo A, entonces Q> ne es elemento de S. Hay tanm-
»idn teoremas vassanite generales Je una rnaturaleza nés "positival

ue soun néds elegantemente establecidos por medio de odeids.

Verenos algunos ejenmplos de esto en este capituloc.

on la teoria de Algebras

],.
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{ b
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3
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O
o
te7)
(¢)

e 3oole. Tefinimos un £igebra modal como una estructura
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Se deberia también prestar algo de atencidén al concepto
de validez de una regla de derivacidén de una iégica. Diremos
due una regla de derivacién es vdlida en un 4lgebra modal A
si para cada secuencia.de (n+l) FOrmulas o, eeeceseeey y , &
gue estdn entre si en la relacidn indicada por la regla, si
cada una de las X, ,.eee00e00y i, es vdlida en A entonces p
es vdlida en A. Diremos gque la regla de derivacidén es fuerte-

mente vélida en A, si para cada una de tales secuencias X, 5.

ceecsaey oy O tenemos lo siguiente: para cada homomorfismo
n de férmulas, en 4, si h{d) = hit)z -+« =hi{sga) =4
entonces N (@Q: A

La diferencia entre validez y fuerte validez de una re-
gla es mds bien sutil, pero asimismo bastante importante.
Decir gque la regla de separacidén es vdlida en un dlgebra mo-
dal A, es simpiemente decir que para todas las férmulas £ ¥

® , si oL es vdlidaen iy (x2 ®) es vdlida en A,
entonces Q es vdlida en A. Decir gue la regla de separacién
es fuertemente vdlida en A es decir algo mds: dado cualquier
homomorfismo de férmulas, en A, si Al)= 4 1

A D) =4 entonces R
Bn general, la fuerte validez de una regla en un dlgebra im-
plica su validez, pero la reciproca no es siempre cierta. Pa

’ . o . .
ra algebras modales tenemos 1o siguiente.

Observacidn 2.1

Sea A un 4lgebra modal. E=Entonces cada tautologia es vdli

da en A. Las reglas de separacidn y congruencia son fuertemente
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v4lidas en A. La regla de substitucibén es vélida en A, pero si
A tiene m&s de un elemento entonces la regla de substitucién no

i . A
es fuertemente v4dlida en A.

Verificacibn
Del hecho que ( A ,— 5, 0) es un 4lgebra de

Boole, resulta por medio de argumentos de légica clédsica que c2

da tautologfa es v4lida en A. Para mostrar que separacién es
fuertemente vdlida en A, sea h cualguier homomorfismo de £érmu—
las, en A, y supongamos que:
h(et)= 4 9 W« > ) =4
Coro h es un homororiismo,
Wt > B) = — ki) U W (®)
Como h(et) =4 tenemos
que (k) U h(® = 0u he) = h®)
vy asi h{®) =4
Para mostrar que la regla de congruencia es fuertemente védlida
en A, sea h cualguier homomorfismo y supongamos que
hML= @) =

Como h es un anomomorfismo,

H — P v oy

hMA =) =(-h@ oh(e)a (- h(@v hid)),
y de aqui este Gltimo es igual a 1. DPor consiguiente, por ar-
gumentos de la teorisz de las dlgebras de Boole,

Wiat) = h(e) . ast x h(t)z % W{P),

asi que W(Bx) = h(3p)
y asi L\(aaa = @) =4

Para mostrar que la regla de subs titucibn es védlida en A,

o

sea of una férmula hecha de las variablesS PrjeeccccceceePns ¥V
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N

sez 2 L&) una férmuiz obtenida de K , substituyendo
.QDA;"‘“/ Q"f\ parsa P“’-’")P“
respectivamente. Supongamos gue 3 (<) 1o es vélida en A.
Entonces hay un nomomorfismo k de féramuvias, en 4, tal que
(2 () == 4
Sea g una asignacién definida por
G (e = L(GL)
para cada L &n , dando a g{q) un valor arbitrario en 4
vara cads otra variable ¢. Z=ntonces, usando lz misme leitra &g
vara la extensién Grnica de g, podemos mostrar por induccidn en

la longitud de & que g(ot) =n{ 2 (X)), asi que

& (4) # 1

v asi K no es védlida en A.

Pare mostrar gue la regla de substitucién no es fuertemen

te vdlida en 4, si A tiene mds de un elementd, sea p cualguier
POz

o]
[+

variable proposicional, ¥y sea g una asiganacidn definida

o}s kg) = A
dando & g(¢) un valor arbiirario en A Para cada otre varia-
tie g. =ntonces, usandc la misma letra g pare 2a extensidn Uni
ca de g, tenemos a(e) =4
mientras que a1pd=0c F 4
vy evidentemente la férmulia TP es un ejemplo de suvstitu-

cién de la variable proposicional .

Los Unicos modelos algebraicos de gue noOS preocuparencs en
estas pég;j.nas son las élgebras nodales. Se necesita alguna jus-
tificacibn para esta decisién: después de todo, hay en la litera

tura conceptos mucho méds ampliios de un modelo. En un sentido
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¢o general del término, que es precisamente 10 que Qqueremos
evitar aqui. ZEn lugar de esto, referiremos al lector a la

investigacidén fundamental de Harrop sobre la teoria general
de modelos para axiomatizaciones ge légicas vroposicionales,
resunido en el articulo Ge Harrop 1965. Debemos subrayar sin

exbargo que el teorema es vélido sélo para aquellcs modelos en
los cuales las reglas de substitucidn, separacibn y también de
congruencia son védlidas. 2sto significa, en efecto, que si

=
ramos & counsiderar las 1légicas modales no autocongruentes, 16z

cas tales como 10s sistemas
Si, s2, 83, sé, 87, y S8

de Lewis, no podriamos restringlr la atencidn z las dlgevras mo

dales: tendriamcs cue tratar vambidn ds modelos

>

:/\A).D "’,f\,ilfc)
en el sentido general del iérzino, en los cuales al conjuato O
de exementos distinguldos se le pernmite tener nds de wn elemen—

to.
Llegamos ahora & un tsorena gue es Tundamental para el de
sarrolilo del resto de este cerliulo. DTa una caracierizacida a~

gebraica para cuslguier Ldgica modzl autocongruente,

Teorema 2.2 (Lindenbaum, Tarsyi, Yo Xins ay)

Sea S cuaiguier légica wmodal autocongruente. =Enionces
hay un 4igebra modal que caracteriza a S, con a 1o sumo un

ndmero numeradle de slementos.

Zsbozo de Prueda

Construimos un 4lgebra {Sl , llamada el 4lgedbra de




Lindenbaun de la 1dgica S, con las propiedades deseadas. 21

é.Lgeora {S) estd forwada como una estructura cociente sobre el
conduato S de férmulas, y la idea bdsica de la construccidn
serd familiar para cualquier lector que ya conoce la Fformacidsa
del dlgebra de Lindenbaum Ge la 1légica proposicional clédsica.

Si ALy © son férmulas, diremos qQue son eguivalentes

médulo S, y escribimos : K X & (mod S), si
(4= @) es

Anora como S es una légica modal autocongruente contiene todas
las tautologias y es cerrado con respecto a suvstitucidbn y se-
raraciba, y de esto es Tacil verificar que la relacibdn definida
es una genulira relacidn de eguivalencia: reflexiva, transitiva y

simétrica. Del misro zodo, podemds bamvién verificar que la re

lacidn de eguivelencia es comuatidle con 1los operadores

! . /\
i '}i .
Es decir, si RO & (“ﬁ\c,cxd <)
entonces Tt 2 1P (Mo )
¥y si awoos <N s (meas) i 2@ (mod S5)
[N { PO R /"}\ SR 4 ~ A
envonces LA A ol e AR {mod )

lds atn, como £ es unaz 18zica modal au utocongruente, la relacidr,-

de equivaleuncia es comoavibvle con el operador i . 2s decir,
si oL \’5 (fmo o %)
entonces (at=0) ¢S

v asi por la condicidn de congruencia

¥y entonces Dot ~ O & (mod o)
Asi la relacidn A x B (oo 3) es una

genuina relzacidn 3de equivalencia qus es conma”clole con los tres



operadores de S, y por consiguiente podemos formar una estruc
§ura cociente {si= ( isi L7, 0, %)

cuyos elementos son las clases de eguivalerncia determinadas por
la relacién, y cuyas operaciones -, 0, % pueden ser bvien

definidas por:

- Jeti= |1l
| 4] n [ @l = | 2 A @i
¥ || = | Ol

Entonces, a partir de la suposicidén de que S es una légi
ca modal autocongruente, es facil verificar gque la estructura
ISl = (is] ,-, 0, %)
es un 4lgedbra modal.
El elemento unidad de esta dlgebra es el conjunto de to-
das las férmulas o ‘tales que
A Y (evie) (wex S
Yy esto coincide con el mismo conjunto S. ¥4s aln, dada cual-
quier férmuwla o« , es fécil verificar gue o e S si
Vv solamente si o es vdlida en | Si . Finalmente, como las
férmulas son construidas a partir de una lista denumerable de
variables proposicionales, hay s6lo un nimero denumerable de fér
nulas, y por counsiguiente, como mdxims un nlmero denumerable de
clases de eguivalencia de férmulas. Bs obvic que la 1égica S
e¢s consistente si y sélamente si el dlgebra modal (S| tiene al

nenos dos elementos.



ELl paso esencial en la prueda anterior, mds que el razo-

EX
namniento ya usadc parsa el resultado correspondiente en la 146-
gica clédsica, reside en la ovservacidn de cue si lé idgica S
satisface la condicidén de congruencia, es decir gue siemdpre gue
(=) esS entonces (O« =) €5

la relacidn de eguivalencia médulo S es compatible con el ope-

rador i . 51 un conjunto S de fdérmulas no satisface la cox
dicidn de congruencia, entonces no se puede sosterner este argu—

-

mento, 3in embargo, aun en estos casos, es a veces posibdle
ootener resultados similares a los del <ecrema 2.2, definiendo

-

ura relacidn de eguivalencia mds compleja gue sea compatidle

qu
con el operador T . Por ejemplo, l& légica modal S2 de Iewis

n0 satisface ia coundicidn de congruencia, vero satisface uns

til gue es que siempre gue

O{A= @) € 52 entonces G(O«=0e) € S2.

S
DN N N T - e K A = b o e :
éoilmente equivalente & ¢ méduio S2, si y solamente si

S compativlie con el operador [ s, asi-

como tampién con los operadores de negacidn y conjuacidn, Sin
e15argo, como en estas p4ginas estamcs restringiendo ls atencidn

a las I1dgzicas modales auvtocongruerntes, dejarexos de lado el tra-

-

La imporzancia del teorema 2.2 reside ern la maners en gue
avre la pueria z las técnicas algebraicas., SIS es una ldégice

modal autocoungruente, podemos Jormar su digebra de ILindenbaum
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|sl , sabiendo que [S| es un 4lgebra modal y que [l es carac
teristica para S. Podemos entonces examinar S| desde un punto
3é vista algebraico, aplicando toéo lo que ya sabemnos sobre las

4dlgebras de 3Boole, y usando instruczentos tipicos de andlisis al-

gevraico, tales como 10s concepios de subalgebrs, relacidn
de congruencia, homomorfismo, suwoproducto directo, etcétera.

Comenzaremos por un ejemplo trivial.

Corolarioc 2.3

Sea S cuzlguier idgice modal autocongruenve. Sean Pjsess9Pn
variavles proposicionales (nz4) , Yy sea R %0
cualquier animero entero positivo. Entonces havrd solamente un
ndmero finito de férmulas construidas & partir de, al mdximo, las
veriables Pj,...esPp » Que son de profundidad modal £ R ' Y

-

gque son nmutuamente no eguivaientes médulo 3.

Demostracidn
Sea lSi:(\Si-)—-}f\,*>
el dlgedbra de Lindenbaum de S. Sea

& = 51_\?4\)..9,'\\>Aig/

donde escrivimos |l para indicar la clase de férrulas eguivalen

tes & oA wmddulo S. Definimos urna secuencis
. > ] *
B , B , B, By , ...
de suvconjuntos de |S| como sigue.

(1) Sea ©; la clausura de © con respecto a ias operacio-

nes de 2oole - ¥ A .

A Q ‘ *
(2) Para cada L% 0 , sea O, = S\*X- T X € 6;,13
7 -~ - - - v - *
(3) Parz cada L 70 , Sea ©__, ia clausura de 6
con respecto a las operaciones de Boole,



Ahora estd claro que, como S es una ldégica modal autocongruen
te, v \Sles el dlgebra de Lindenbaum de S, el numero de férmu
las que pueden construirse a partir de las variables proposi-
cionales Pyseeeescsee;,Py CONR UNA profundidad modal £ R y
mutuamente no egquivalentes médulo S, es igual a la cardinali-
dad de Eﬁk . Pero tambidn resulta de la teoria de dlgebras de
Boole que como @& es finito, B es también finito.

Daremos ahora una aplicacidn més profunda del teorema 2,2,
que determinard los eiementos mdximales consistentes de una cla
se muy amplia de 1dgicas modales autocongruentes. Comenzaremos

con alguna terminologia.

EZn el capitulo 1, hemos ya definido el concepto de monoto-
nia para un conjunto S de Férmulas. Si recordamos la definicidn,

se dice que un conjunto S de fdérrmulas es cerrado con respecto a

nonotonia si siempre gue

(4> @) eS entonces (Deatdmp)ed

Coumplementaremos esta definicidn diciendo gue urn conjunto S de
férmulas es cerrado cou respecto & antitonifa si siempre que

(2 ®) € S entonces (OPp>0«x) ¢S

Diremos que un conjunto S de Fdérmulas es consistente si no exis-

te una férmula A tal que e S v L €S . Nos
proponenos demostrar gue cada 1ldgica modal autocongruente consisten
te que sea cerrada con respecto a monotonia o con resgecto a anti
tonia es una suvldégica de, al menos, una de cuatro légicas nmuy

simples.
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Ahora bien, la mds simple de las dlgebras de Boole, a-
varte del dlgebra trivial de un elemento, es el dlgebra de
300le de dos elementos. Asimismo, las 4dlgebras modales més
simples, aparte del dlgebra trivial de un elemento, son Ob-
viamente las cuatitro dlgebras gue se puedeﬂ obtener por la a-
dicidn de una operacién x al dlgebra de Boole de dos ele-
mentos. BEn estas cuatro Algebras, la operacidén X sSe coun-

corta de las cuatro maneras siguientes:

¥Az A , X0 = A
XA =A ; #% 0 =90
x4=0 , % 0 =4
¥ A4=zo0 % 0 =0

7
- ’. " o g
Ilamaremos & estas cuatro dlgebras, el algebra modal de unidad
1

dlgedra modal de identidad, el dlgebra modal de complemento

e
el dlgebra modal de cero, respeciivamente.

&

Cada una de estas cuatro dlgedras determina un conjunto
correspondienie de férmulas, definido como el conjunto de To-
das las férmulas que son vdlidas en esa dlgebra. ZEs facil ve
rificar que cade uno de esios cuctro conjuntos de férmulas es
una ldgica modal autocongruente y consistente, y que cada uno
es cerrado con respecto a monotonia o antitonia. Es también
claro que se puede dar a cada una de estas cuatr idgicas una
axiomatizacidn completa por la adicidn de una sola férmula a
wna axiomatizacidn apropiada de la 1ldégica cldsica, siendo los
axiomas adicionales las fdérmulias

op, (gp=e¢) , (ge=7%) , 10¢
respectivamente. Llamaremos a esiaScuatro 1ldgicas modales au

tocongruentes consistentes, la légica de unidad, la 1ldgica de



identidad, la 1ldégica de comvlemento la 1ldégica cero, respec
1 ’ S —_—— —_—

tivamente. Nos referiremos a las cuatro como constituyendo

las 1ldgicas modales degencradas.

Teorema 2.4
Cada 1légica modal autocongruente consistente que es cerrz

f%
——

da con respecto a monotonia o con respecto a antitonia, es una
sublégica de al menos una de las cuatro ldégicas modales degene

radas.,

Prueba

Sea S cualgquier 1dgica modal autocongruente consistente,
y supongamos que S es cerrada con respecto a monotonia o con
respecto a antitonia. Sea

\st= (isi,-, a, %)

el dlgebra de Lindenbazum de S, construlda como en la pruebva del
teorema 2.2. Por el teorema 2.2, |S] existe y es un dlge
bra modal caracteristica para S. Como S es consistente, 15|
tiene por 1o menos dos elementos.

Advertimos ahora que si S es cerrado con respecto a mono

tonia, entonces el 4lgebra modal |S| es monotdnica, en el

sentido gque siempre gue
X L9 entonces %A Lo b\
Tembién, si S es cerrado con respecto a antitonia entonces {si

es entitdénica, en el sentido que siempre que

A& DY entonces *‘k <& % x
Para verificar 1o primero, supongamos gue X, 2 son ele-

mentos de |5 ¥ que xé) . ZEntonces -X U 4= 1
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Pero como X, e 19]
tbnemos que x =\ o| vy que 4 =|@l para
algunas férmulas & y © . De aqui

=l v Pl =4
de modo gque [Tt v ) =4 ,
asi que (L2 €5
De aqui si S es cerrado con respecto a monotonia,

(Qa>0Op) e S
asi, retrazando nuestros pasos,

(Mo« vOpl=1
de modo que - %\l U ¥ | Q1=
asi —%X VU ¥k =1, *® X £ *'\3.
Una computacién similar abarca el caso de antitonia.

Dividiremos ahora el argumento en dos casos, segin que

S sea cerrado con respecto =2 monotonia o sea cerrado con Ires-—
pecto a antitonia.
Caso I. Supongamos gque S es cerrado con respecto a monotonia.
2ntonces como hemos observado recidn, el dlgebra modal {s| es
monoténica. Consideraremos tres subcasos posibles.

Para el primer subcaso, supongamos que

XA zZA y %0 =0
donde 1 y O son los elementos unidad y cero del dlgebra mo-
dal tsi = (isi,—-, a, %)
Entonces el conjunto S& A, 04 es cerrado con

respecto a las tres operaciones N, x ,

W
y asi determina una subdlgebra de (S| que coincide claramente
con el 4lgebra de identidad. Ahora bien, basdndonos en el dlge

»ra universal, cada férmula v4lida en |S| es v4lida en todas
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las subdlgebras de (S| . DTe aqul que como |S| es caracte-
ristica para S, S es una sublégica de la 1ldégica de identidad.
En mds detalle: si ol es una férmula y «€ S , entonces

es vdlida en | S| pues | S| es caracteristica para S,
asi A es vdlida en el 4lgebra de identidad, pues esta dltinma
es una subdlgedbra de |S| , y entonces < es una tesis de
la ldgica de identidad, por la definicidn de esta ldgica.

Para el segundo subcaso, supongamos que

K A# A
EZntonces por resultados bien conocidos de las dlgebras de Boole
hay un ultrafiltro V de |9S] , o mds exactamente del 41-
gebra de Boole (sl , =, 0)
suoyacente, con XA €V

Ahora bien para todo xX al|3s] , X 2 A
v asi como |S{ es monotdnica,
X X £ o5 A
v entonces como V es un filtro y
¥4 4V tenemos XX ¢V ,
para todo x e |si.
Ahora definimos una funcién h de [S| en el 4lgebra cero hacien
do h(x) =4 |
para cada x e V “ h(x) =0
para cada X ¢ Vv
Como ¥V es vn ultrafiltro, la funcidén h es homomdrfica con res
pecto a las operaciones de Boole. UVé4s audn, es homomdrfica con
respecto a la operacidén mocdal, desde gque para cada x & |Si ,
W{¥x) =0 = % h(x)
Por consiguiente, h es un homomorfismo de (S| en, ¥y claramen

te sobre, el dlgebra Ge cero. Ahora, basdndonos en el £lgebra
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universal, cada férmula que es véiida en |S] es valida
en todas las imdgenes homomdrficas &e |3f . 7Por consiguien
te como [S| es caracteristica pars 3, £ &5 wna sublégica de
le légica cero.
Para el tercer subcaso supongamcs cue
%0 O

Zntonces por resultados bien conocidos de dlgebras de Boole,

hay un ultrafiltro V¥V de \si con ®%0¢c V.
Ahora para todos 108 xelst , ¢ 4x
y asi como |95} es monotdénica

%0 & %X

v de esta manera como V es un filtro tenemos que

Ax & V
vara cada X & \5|
Definimos una funcidn h de (S| en el 4dlgzbra de unidad haciendo
a hix)z A sl xeV % hx)=e % X ¢V
como antes. Entonces, por un arguxents similar al del subcaso
previo, h es un homomorfismo de {s] sovre el dlgebra de unidad.
Anora dien, cada fdrmula que es vdlida en |S| es vdlida en to
das las imdgenes homomdriicas de |Sl, y entonces como (S| es
caracteristica para S , tenemos gque S5 es una subldgica de

la 1dégica de unidad.

N

Caso

Supongamos anora que S es cerradc con respecto a antito
afs . Entonces, como hemos ya dicko, (5! as antiténica. Nueva
mente vamos & considerar tres subcascs posibles, segin que

¥A=0 b *0 =4 ,o © que HA$0, o gqve 0 F 4
PP e o / o
y podemos verificar por argumentos similares a aquellos de los
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correspondientes subcasos del primer caso, que S es una sub-
1égica de la 1ldgica de complemento, o de la 18gica de unidad

¢ de la 1légica cero, respectivamente. Isto completa la demos

tracidn.

Corolario 2.5

Sea S cualquier 1légica modal autocongruente consistente.

Entonces:

(1). Si S es cerrada con respecto 2 monotonia, entonces S es
une subldégica de al menos una de las légicas de unidad, identi
dad, y cero. Zn particular, si S es wa 1dgica modal regular,
entonces S es una subldégica de por lo menos una de esas tres
légicas.

(2). Si S es cerrada con respecto & monotonia y contiene 1la
férmula OCpvie)

entonces S es une subldégica de por lo menos una de las l1ldégicas
de unided y de identidad. ZEn particular, si S es una ldgica mo
dal normal, S es una subldgica de por lo menos una de esas dos
légicas.

(3). Si S es cerrada con respecto a monotonia y contiene la
férmule T0(eAT R

entonces S es una sublégica de por lo memos una de las 1égi

cas de identidad y de cero.

(4). si S es cerrada con respecto a monotonia y contiene tan
to la fdérmula OCpvie)

como la fdérmula Tg(eAle

entonces S es una sublégica de la 1ldgica de identidad. En

particular, cada ldégica modal autocongruente counsistente que



inciuye al sistema T de Peys es una subldégica de la ldgica

Verificacidn

Para (1) podemos referirnos al primer caso de la prueka
del teorema 2.4, o0 podeumos observar gque si §> es cerrada con
respecto a monotonia entonces

\
(= (pr1p) D ®(PV 1)) €S
de modo que S no es subldégica e la ldégica cde complemento.
Recordemos tanbidn de la obdservacidn 1.5 &el capitulo I gue
cada 1dgica modal regular es cerrada con respecto a monotonia
Pere {2) observemos que
DL\D\/ 7?>
no es tesis de la 1dgica de cero, y para (4) observemos que
- \
1 B(P/\"}P/
no es tesis de la 1ldgica de unidad. Para (4) basta recordar

del Capitulo IT.

'-._J
o

[e]
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)
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Quizds valga la pena sefialar cue el teorema 2.4 no es

T zs 18gicas modales gue ns son auto-
congrusnies, y tampocc pars les ldégicas modales auvocongruen-
tes gue no sou ni cerradas con respecTto a mounotonia, ni cerra
das con respecto & anititonia. DPor ejemplo, los sistemas S7
v S8 de ILewis no son autccongruenites, y &S facil mostrar a
vartir de sus definiciones axiondticas hadituales gque ningune
de estas 16gicas es una sublégica de alguna de las cuairo 16
gicas modales degeneradas. XNuevanente, sea

A:(A’—,(‘\/aﬁ)

el dlgevra modal definida poniendo (/\)-—l n) como el
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O

dlgebra de Boole de cuatro elementos,

’\, o, - o, o
y poniendo % como la funcidn tal que

A= oo ¥oo=o0 , ®O0 z=-—-& ¥x-o.z A,
Zntonces si S es el conjunto de todas las fdérmulas que son
vélidas en el £lgebra modal A, es Fdcil verificar que D es
una 1légice modal autocongruente, pero no es ni cerrada con
respecto a monotonia ni cerrada con respecto a antitonia.
1ds adn, S no es una sublégica de alguna de las cuatro 1légi
cas nodaies degeneradas, pues itenemos
81((3/\7?)&3

1o gue elimina la 1ldégicz de ceroc y la légica de identidad, ¥y
también tenemos 7[12(?\/7?)63

o gue elimina las ldégicas de unidad y de complemento.

[

21 tecrema 2.2 nos dice gue cada ldgica modal autocon—
gruente tiene un dlgebra modal caraciteristice con a lo mdximo
un nimero denumeravle de elementos. Is natural gue tratemocs
de mejorar este resultado, buscando Zlgevbras Tinitas caracte-
risticas. Sin exbargo un teorema nuy elegante de Dugundji nods
dice gue en muchos casos, y de zecho los casos nmds interesan-

tes, no existe tal dlgebra finite caracteristica. Para for-

mular el resultado, definimos como sigue la secuenciz de

Dugunéii  de férmulas fbj_ }~5) - e
— ’

It Slei =P

/-‘*'5 = D(?‘E\’z) v D(?a-?s)"ui?z‘i?s)
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Agui Py1Dpreeens son varisplss proposicionales
diferentes unas de otras. Desde el punto de vista de su in-
“terpresecibn intuitiva cada Férmula Fa Tresa Que pars
cualouier seleccidn ée n proposicicnes, hay por 1lo menos Eos ce

entre ellas Qgue son necesariamente eguivalentes.

Ters 2,6 {G88el, Dugundji)

Sea S cuslouier conjunto de férmulas gue contiene la

¥y cue es cerralo C
4/ (« v /(%Vo‘)

Entonces si nay un élgebra rmodal firnita qu

para S , alguna férmule de lz secuenciza de Iugundji es un

elemento e S .

Temostracidn

w
0]
[\
>

:(AI- ,ﬂ,%ﬁ)

cualguier dlgebra modal Firita con digamos o elemertos, ¥y sSu

s

pongaros Gue A sea caracieristica pare S . Queremos mosty
Qu

Sea n cvalguier asignacidn de variables proposicionales

en A. Conmo A tiene solaxmentze n elementos, ray nlmeros enteros
i,3 con 1 £1 <5 <£ el
tales que 2p.) = nlz.).
~ * L 4 :‘) N \
Te aqui que nf r“7> = ﬁ(f”;él’
donde }a' es la
nrl
férmula obvtenida, de -
reemplazando cada vez gue aparece ., DOr D, . Pero re

- Y -~
sulta clarc gue fb; - es una férmula disjuntiva,
[T R



LG}
N

unea de cuyas paries es la fdérmula

v asi por las condiciones del Zeza

/J:'\v'\ C-S

Por consiguiente, comc 4L es caracteristice varsa 3 tenemocs
2 -~ 3

: /

de noco que N _
(/‘ﬁi’\ 1-4) = A
Tero h es cualouier asignacidn de variavles oroposiclonales

Iy

en 4. De agui gque como A es caracteristica para D
/ Ns A S S

Tema 2.7 {Dugundji)

Ninguna de las férmulas de la secuencia de Dugundji es

Verificecidn

. e . S 7
Construiremos un dlgebra modal A= (A=, 0, %)

deZiniendo (A —,0)
como el £lgebra de Boole de todos 1los suoconjuntos del coenjunto

de los n¥mercs naturales, y definiendd

X A= A
xientras cue ¥ X =O.
pare cada x ¢ A
tal cque X #F A
=s ?4cil verificar vor induccidn, usandc la definicidn axiomé-

tice de S5 en el Capitulo I, que cada tesis de S5 es védlida

en A. Sin embargo, ninguna de las férmulas en la secuencia de



)i
)

Tugungii es vdlida en A, DPorque si a es la asignacién

-

ine n (FI-_) cono 32_/&_3 , entonces claramente

H;

we de

|0

Jra) =€
pars cafa a2

OJ

Peorema 2.8 (Dugundii)

») ¢

Sea S cuvalouier conjunto de férmulas gque contiene L
+F wila o~ e
v cue es cerrado con respecto & sussiitucidn y a las reglas

A [ (kv @) 5 </ (pva)

o

v a2l cue S ¢ S5
SnTonces no kRay un dlgedbra modal Finita gue sea caracteristica

SR o <A R Lo~
Inrediata & partizr Ge los lexas 2.8y 2.7.

@]

- - —— [ YN - Sl
orolario 2.5 {Tugurndii)

. .- - 4 - . ..
Ninguvna 1dgica nmcdal normal izcluida en S5 tiene un

3 > - N U P
algeora mocdel finitz caracterisiica.

Como las dlgevrazs Tinitas caracteristicas tienen tan 20—
ca avlicacidn en légica modsal, dirigiremos nuestra atencidén a

- - . o /
tn concepto mzés &8til, vero relaciocunade con aguellas: la pro-

viedad de woldelos Finitos. Agui, sin erbargo, GelLemos ser vas

-

tante cuvidadosos con nuestra terminologie, porgue existen dos
niveles diferenvtes en los cuales vpodemos Iravajar: el nivel de
las 1l4gicas modales y el nivel de las axiomatizaciones de las

18gicas modales.
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Se dice que una légica proposiciounal tiene la propiecad
de modelos finitos si para cada Férmula <« gue no es una
‘%esis de la ldgica, hay un modelo finito en el cual todas las
tesis de la ldgica son v4lidas perc en el cual K no es vélida.

Se dice que una axiomatizacidn de una 1ldgicea proposicional

ne la propiedzd de modelos Finitos si para cads Iérmula K
que no es ura tesis de la 1légica, existe un modelo finito en el

a zxiomatizacidn son vélides, y to-

'..J

cual todos los axiomas de

erivacidn de la axiometizacidn

(o]
(0]
joX)

das las regias primitivas
son vdlidas, pero en el cual ot unc es védlida.
De los dos conceptos, el Ultimo es mucho méds fundamental,

dos razones principales.

J
o]
H

En primer lugar, el concepto de la propiedad de modelos
finitos para uce 1légica proposicional es trivial, en el sentido
gue toda ldgica proposicicnal tiene esa proviedad,si es cerra-
da con resvecto a substitucidn, como ne nctadc G. Fassey en un
erticulo gue, en el nmomerntc en gue estoy éescribvilendo, estd en
vias de publicacidn. De znecho, si S es una 1dgice proposicio

nal cualquiers gue es cerrada con respecto a substitueidn, y

)

si ol es una Férmula con A g
entonces podemos counstruir, & partir de las sudfdrmulas de K
y Ge un elemento adicional, un modelo finito en gue todas las
férmulas en S son vdliidas, Dero en gue oL 10 es valida.
Zg decir, la propiedad de nmodelos finitos para una lég}ca PYO-
posicional, es tan general gue 7o discrixins entre ldgicas nwy
diferentes en sus estructursas.

Sn segundc lugar, la aplicecidn principal ée la propiedad

de rmodelos Tiritos es la de ser un paso en el canino para provar
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decidavilidad, y para conseguir este vropésito necesitanmos

la propiedad de modelos finitos para una adecunagda axiomati-

zecidn de l1la 1dgice. Ia propiedad de modelos finitos esté

- -2

relacionada con la decidabilica or el siguiente razonamien

[¢))
Le]

puede ser axiomatizada poOr

[

to. Si ura 1dgica proposiciocns
redio de un conjunio finito de exiomas, la regla de suosti
cidn, y un conjunto finito cde otras regias egguens cicas", en
tonces el corjunto de sus tesis es recursivanmenie enuneravle.

¥ds avn, si una tal axiomatizacidn de la ldgica tiene la pro-

e

piedad de modelos {initos, entonces el conjunto ce todas iyas
férmulas que no son tesis, es tarbida recursivamenie enuzera-
ble. Ahora, poOr urn teorema general de la teoris de procedi-

mientos efectivos, si F es un conjunte recursivey S es un

supconjurto de F tal gue anbos S yv{(§F-9 ) son re-
cursivarente enumeravies, enitonces S es recursivo. Re-

laciorandc todo esto: si una 1dgice proposicional puele ser
wate Tinito de axiomas, la regla de

supstituweidn, ¥ un conjunto finito Ge ovras reglas “"esguemé-

2

Ticas"; y si esa axiometizacidn tiene iz yropiedad &e moldelos

finitos, ertornces ls 1dgica tiene un conrjunto recursivo de

- -

tesis, es decir, la 1dgica es deciditie

*

Asi, cuando nos ocupamos de la proypie
tos, deberiamos prestar atencidn a ls exioumatizacidrn de una
18gicza, tantc ccmo a la 18gh

c
axiometizaciones de una 18gica proposicional singular tienen

H
},J.
<
1Y
o
(e
O

i
5
t

exactamente las mismas regias primitivas de de
tonces si una axioxatizacidn tiene 1
nitos, tembién lo tendrd la otra. Dero cuando las reglas de

derivacidn son diferentes, no las podemos suponer sin una ve-
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la propisdad 8e modelos Finivos. Atn queds edviersa la cues-
+idn Qe si todas las extensiones normales e
34 , ¢ ée 3

oéelos finitos para sus xionmeatizacio

Asi, mientras que agy muchos resultados particuiares
asociados con la propiedad ce modelsns Firnitos en la logica
mcdal, hay pocos resultados generalies. Seleccionaremods Unos
socos resuliados. I=Zn esie capitulc descritireros una técnica
de ¢ Xinsey que es eficaz para varias 18gicas modales. Va-

xamen gene—

l 9]
S
[()

+al de 4igevras modales simpies ¥ susdirectanente irreluci-

rles, y aplicarencs 1o0s T suitsdos & S5 y sus extensiones,

or un capitulo posterior presentardkos el resuliado negativo

el autor. Sin embargo OnmiTiremos la prueva del tecrexa ée

Comenzaremos vor ia técrnica de Ilc ¥insey pars estavle-

cer lz propiedad de modelos Tinitos pers varlias 1égicas. Sea

)
cualiguier &lgebvra modal, y s£ea =) caliguier subconjunto Fi-
nite de A . TDefiniremos la reduceiosn de e Xinsey e A 2
travds de B como el digebra modal
C: LC)—,('\/E
donde: (1) C es el menor susconjunto de A cue incluye
& , countiene X o , ¥y es cerradc coun respecto 2 ias Oo-

peraciones de 3ocle de A )
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cxiste entre todos los pares x, e AL

neond 2= .
Tntonces no es dificii mosvrarn, como urn resulita
Yuniversal, Que un dlgevra modal es sixple si ¥y

no tiene ninguna reiacidn deconsruencia aparte

congruencia totax. Asimisumo,

hay un par x, 3 de e.ieme

“ra con X F oy perc tal gue »ara ca da rei
enciz no srivial sobre A, x 2y .
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Claramente, si A es un £igedra modal, entonces los conjun

t0s iAgy A  son ambos Tiltros autocongruentes de A

en efecto; si (xeﬁwz) =/
entonces x=4

y entonces A X = %

de modo Gue (*xé___, *2).—./

Liamarenos 2 &éstos los filtros autocongruentes trivial vy total

respectivamente.

P

Si A es ur 4igebra modaly 2 es una reiacidn
e congruencia sobre A , derfinimos el nicleo de @ co
= SLX e A . x A,YS

2rntonces es Técil verificar 1o siguiente, a partir de las de-

finicionegs anteriores.

Coservecidn 2.12

joh

S: A es un dlgevbra modal y XX es una relacidn de

=

congruencia sodbre A, entonces el a¥cleo de ~ es un fiZ
tro autocongruente de A . ¥4s atn, si N~ es la congruen-—
ciz trivial o lz toral, el nucleoc & es el fiitro autg.:

congruente trivial o total, resgectivamente.

si A es un dlgebra modzl y ¢ es un Filtro autocon-
—rvente &e A, @diremos gue elementos X,y e A son

cquivalentes médulo y escribirercs

si (X,g——> z) e F .
onces es T4cil verificar Lo sigulenie, COLO wn tipo Ge re-

-—

T
ciproca ce la observacidn vprecedente.
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Observacidn 2.13

Si A es un dlgebra modal y ¥ es un filtro autocon-
gruente de A , entonces la relacién
x 2y (mod. ¥ )
es una congruencia sobre A ; ¥y si t es el filtro autocon
gruente trivial o total, entonces
x N Y (mod. Fo)

es la congruencia trivial o total, respectivamente.

TTeando estas observaciones, obtendremos una caracteri-
zacidn de las dlgebras modales simples, ¥ de las subdirectamen

te irreducibles, en términos de filtros sutocongruentes.

Cbservacidn 2.14
Sea A un dlgebra modal. IZntonces A es simple si

y solamente si no tiene £iltros autocongruentes, aparte cel
+rivial y del total. A es subdirectamente irreducible si
y solamente si o es un dlgebra trivial o la interseccidén de 1o
dos sus Tiltros autocongruentes no triviales es distinta del

filtro trivial.

Tlamaremos & un 4lgebra model
A:»LA)-— ,h,*)
regular si para todos X, u e A,
*(xay)= (#x 0 5y).
Tlamaremos normal a A si es regular y tambidén
XAz A

Tlamarexos & A un 4lgebra 1 si es normal y tambien




satisface la condicidn de que para todo x e A
/

¥ X < 3

Ilamaremos & A un dlgebra S4 si es un 4lgebra T y sa-

tisface tambidn la condicidn
LI S AR I

Ilamaremos & A un dlgebra de Brouwer si es un dlgebra T

y satisface la condicidn
X £ % -%-x.

Tinalmente llemaremos a A un dlgevra 55 si es tanto un

4lgebra S4 como un dlgebra deZrouwer. 2n la literatura,
y particularmente en 10S travajos de Halmos y de A. onteiro,
las dlgeoras S5 son a veces llamadas "dlgebras de Boole mo-
nidicas". Asimismo, las dlgebras S4 han sido llamadas "gl-
gebras de clausura' por ¥cC Kinsey y Tarski, ¥y "dlgebras de

Boole topoldgicas" por Rasiowa ¥y Sikorski.

Ts claro que estos conceptos algebraicos corresponden
/- . - . o -~ 7 s -
a aquellos introéucidos para las logicas modales en el capitu

lo anierior. =Es en verdad trivial verificar la:

Coservacidn 2.15
Sea A un dlgebra rmodal. Sntonces A es regalar/

normal / un dlgerra T / un dlgebra 5S4 / wn dlgebra de

Brouwer / ua dlgebra S5, si ¥y solamente si todas las tesis

de las légicas modales

R/N /T /> /& /5

respectivamente, son védlidas en A .




mambidn vale la pena notar lo siguiente, que es and

logo a las observaciones 1.5y 1.6 del capitulo I.

Observacidén 2.16

Sea A un dlgebra modal regular. Entonces A es

monoténica, y ademds para todo X,y & A e
¥(><——>‘3) ¢ (Xx—>%9)
¥ (xe—svy) & (x2x&s 49

Verificacidn

Para la primera parte de la observacidén, supongamos

cue <
< x S N

Entonces Ay =X

y entonces £ (% ny) = X x

y asimismo por regularidad
(%% n 2 y) = xx
lo crval inplica que Xx & K1,
Para la segunda parte de la observacidn, notemos que
en todo d4lgebra de Bocle, ‘

(x— 2) A X £ %
asi que por monotonia y regularidad,
¥ (- ) 03X & %75
asi que por uvna propiedad de 4digevras de Boole,
¥ (x—>4) & xx —> %3
y entonces por regularidad y lz definicidn de <«
tenemos también

¥ (~>c.¢ra»15) ¢ (¥xe>% 3
Sefialemos que también se puede verificar la segunda
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parte de la observacidén indirectamente, usando la observa-

cién 2.15, v la observacidén 1.6 del capitulo anterior.

Cuando un £lgebra modal es normal, la condicidn de

gue un filtro sea autocongruente puede ser expresada de una

manera muy sencilla, Llamarenos normal a un filtro ¥ de
un 4lgedbra modal A , si para todo xecA , 81 2ek
entonces X x ¢ . 2=n la literatura, particularmente

en trabajos de Halmos y A. Monteiro, filtros normales han si

Go 1lamados "filtros monddicos".

Observacidn 2.17

si A es un dlgebra modal normal, entonces los filtros

autocongruentes de A son precisamente los filtros normales de

A

Verificacidn

sea A un 4lgevra modal normal, y sea F un filtro

de A . Supongemos primero gque + es autocongruente, y sea

x ¢ F.
Queremos mostrar gue xx e ©.
Ahora X = ( xes A)

en todo 4lgedbra de Boole, asi que
Lx. > A) c F
=ntonces como ¥+  es avtocongruente
(x> &= %4) &F

Pero como el dlgebra A es normal, X Az 4,



(@)
0

de modo que (v xes A) € F .

Entonces, cCoOmo (A x & 4) = %X

jbenemos Xx ¢ F

Para la reciproca, supongamos cue v es normal y sea
Cxeny) & .

Queremos mostrar que (w«x <> * *3) e ¥,

Anora como el filtro F es normal, tenemos
x (x> y)eF
Dero como el dlgevra modal A es normal, es regular, y enton-
ces por la odservacidn 2.16.
*(xeny) ¢ (s <oxy)
de modo que como ¥ es un filtro,

(¥ x <> 24y) €F

Con estos resultados generales en la meno, podemos 00

tener resultados mds especificos sobre la simplicidad e irredu

cibilidad en dlgebras modales. Comenzaremos pOT la sizplicidad.

(o2

]

Oteervacidbn 2.18

Sez A un 4lgevra modal monotdénica, con rds de dos

©

3}

elementos. =ntonces si A es simple,

X A= 4 by X 0O

Se puede probar esta observacidén cor el razonamiento
de la Qemostracidn Gel teorema 2.4, primer caso, segundo y ter-
cer subcasos. Ofra pruebz es como sigue.

suponganos que * A F 4 . Sea a un elemento



e A que satisface las siguientes condiciones: si

ey

‘ %4 %o
entonces Ol - % A

)
nientras gue si *A=0O
entonces a es un elemento de A con
Cx A1 , & # 0.
Por hivdtesis A tiene mds de dos elementos, de manera que un
+al a existe. Sea ¥ el filtro engendérado por a, €S decir,
F = ﬁkx,.’,xeA , & £
Se puede verificar qQue F no es el filtro trivial ni el filtro

total de A . Zn particular , x A ¢ ©.

Ahnora para todo x e A , x £ A,
y asi por monotoniz X3 £ X/
Zntonces, como XA ¢ F 4 F
es un filtro, ¥ x ¢ ¢ para todo x €A , e
1080 que (auz s> ¥2) & F
para todo 4,2 & A,

2s decir, F es un Filiro autocongruente de A , de modo gue
A  tiene un Filtro autocongrusnie aparie del trivial y del

+o+al. TDe agui cue por la observacidn 2.14 el dlgebra A o0

) a
es simple. Un razonazmien®o sirmiler abarce el caso en que
¥O #FO.
neorema 2.18

Sea A wm 4 nitocnces A es simple si

y solamente si para todo x A , St x F A

'._J
02
(DJ
L
2]
W
i3
O
©a
Y
H
3
N
£
N
‘,.J
1

entonces nhay un entero nN70

tal cue A
ﬂ * x =0
&

A
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x = K )
escribimos F(x) para el menor en-—
ntengan x . Por la ob-

©
X
il
es tn Filtro autocongruente de A .

v asi sucesivanente.
?

Para todo x ¢ A
tre los filtros normales de A Qque coO
servacidn 2.17, F ()
siempre gu

iemy yue x4, F(x)
A . I4s a¥n, no es dificil ve

[Py

n *’-A;X. SVA

Asn

Asimismo,
no es el filtro trivial de
*x & A 5

gue vara todo
vare alg

car g
iﬁsé’A .

x A,

a simple, ¥y que

A

servacidn 2.14 que el fil
o el
saberos gue

1208 %
ol filtro trivial de

X+ A Y x & F(x) ,
, v asi €(x) es el

0 e Flx)

agui gque
vars algin n 7 O.
=ntonces

teneros
~AEn
= la reciproca gue A no es simple.
A +iene ua filtro autocongruente
1, y por la ovser-
filtre

el

ooy

Supongamos »ar

por la observacidr 2.14,
distinto del Filtro trivial y del filiro tota
A es normal, tenemos que

fa
A\

vacidn 2.17 como el dlgebr
es normal. omo € no es trivial, exisde un
x & F x F+ A .
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Anora claramente F(x) ¢ F
qDe 2qui que, como ¥ o es total, o ¢ € , de modo que
o ¢ FL*—) . de modo gque no hay vm Mm7o
tal que N +%x =0
Aastm

Tsto completa la pruedva.

Corolario 2.20
Sea A un 4lgedbra T . Entonces A es simple si y solamen

te si para todo = & A Y x F A \

entonces existe un entero A 70 tal que ¥ % =To

Verificacidn

Recordemos gque un dlgebra T se define como un dlgebra mo

dal normel en la cual XX £ x

Corolario 2.21
Sea A un dlgedbra SY . IZntonces A es simple si y sola

mente si para todo X €A, si XF A

entonces ¥ 2 =0

Verificacidn
Recordemos gque un &lgebra sy se Gefine como un dlgebra T

en la cual ¥ X £ ¥ % X

Ahora trataremos de la irreducivilidad subdirecta, donde

es posible obtener resultados similares 2 los de simplicidad.

meorems 2,22
Sea A un 4lgebra modal normal. Entonces A es subdi-
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rectarente irreducivle si y solaumente si o A es un 4lgedra

;:ri vial o existe wn o e A con a F 4 v tal cue
para 1040 x € A, si 2 F A entonces hay un
entero N70 tal gue N s
X o £ oo
AEn
Temostracidn

Coro ern la prueba del teorexna 2.13, revresentaremnos POT
Flx) 21 menor de los Filtros normales de A gue
contengan x . Como antes, sefialamos que por 1z observacidn
2.17, ¥{(x) es siempre un Iiltro sutocongruente de A

Siempre gue x F4 , ()

~0 es el Filtro trivial de A . v4s atn, vara todo X & A

F\x)__ixéA; para algin N30 * x.év})i.

Ancre Supongemnos Que A es subdirectament e irreducibdle.
Tntonces por 1a observacidn Z.14, si A no es un dlgebra tri-

vial, la intersecc 1dr de todos los Tiltros autccongruentes 10

triviaies de A es distinta del Tiltro trivial, y entonces

contiene ua element o FE AL

sea x. cualguier elemento de A con xFA . Zntonces
F(x) es un filiro autocongruente no trivial de A )

y entonces tensamos oL € F(x). 2or o nsiguiente

Suporngamcs lara L& reciproca gue A nc es suodirecivea-
s

mente irreducitle. ZIEntonce A 1o es wn dlgebra trivial.



Tomemos cualquier o. ¢ A con oo F A . Por la
qp"oservacién 2.14 nay un filtro autocongruente = de A,
tal que F  no es trivial, 1y & ¢ F.

Como € no es trivial, hay un = e © con x ¥ A y ¥

como el 4dlgedra A es normzl, tenemos por la observacidn
2.17 que el filtro F  es normal. ¥or consiguiente,

Fix) ¢F
y asi como o ¢ F  tenemos o. ¢ F(x) . Z=ntonces no hay

tn eniero n70o tal que

Corolario 2.23

Sea A  un dlgebra T no trivial. Entonces A es sudb-

o & A con oL F A
v tal gue para 10do x e A si X # A
. a
entonces hay un enterc N 70 tal gque ¥ X Loo

Verificacidn

Recordenos que un &lgebra T es un dlge

mal en la cual ¥ x £x

Tencionarexos coxmo una O riosidad gque e corolario 2.23

tembidn es cierto para las dlgebras modales normales aténmicas.

(o4

U lgebra modai, o méds generalmente uUn digebra de Boole, se

[S26

,
AU

ilema atdmica cuando parz cada X Fo nay un dtomo & cou

O. £ 2.



74

Rntonces no es dificil derivar el siguiente resultado del teo

rema 2.22 .

Corolario 2.24

Sea A un dlgevra modzl normal atémica y no trivial.

2Iatonces A  es subdirectamenie irreducible si y solamente si

hay un o & A con o = 4 y tal
que vara todos los x e A |, si x % 4 “entonces hay
un entero n 770 tal que iﬁ“xéq,_

Corolario 2.25

Sea A un dlgebra 5S4 no trivial. Zntonces A es
subdirectamente irreducible si y solamente si hay un o €A
A v tal que para todo x & A

*
si X F A entonces ¥ X sa.

Verificacidn

Recordemos gue un &lgebr S4 es un dlgedbra T en

L =]

la cual X3 & X % 2.

Corolario 2.26 (Birkhoff)
Q

ea A un dlgebra SH . Si A es subdirectamente

irreducivle entonces para T0do x, Y e A
81 XX v ¥ W < A

entonces XX = A Il ¥4y = A
Verifticacidn

=s inmediata del corolario 2.25.



=
Ui

Corolario 2.27 {3Bull)

Sea A un dlgedbra 54 que satisface la condicidn

% (etx_ —;*3) v ¥ (t"é—-—‘}%x.) = A
Si A es subdirectamente irreducivle entonces el conjunto

%_ XX &A ¢ x.:;/\zg
es una cadena con respecto a la relacidn £ del 4lgedra
de Boole subyacente. ¥ds aivn, si A nc es un dlgevra Tri-
vial, esta cadena tiene un 1i{mite superior que es un elemento

de la cadena.

Verificacidén

2g inmedizta de los corolarios 2.25 y 2.26

gorolarioc 2.28 (Halmos)

Sea A un dlgebra S5 no trivial. Entonces A es sub-
directamente irreducible si y solamente si para t080 X &A

si X F A entonces X % =0

Verificeacidn:

Supongarcs Que para Toao
x & A si R F A
entonces XX zo

Entonces por el corolario 2.25, naciendo a=0, A es

X

supdirectamente irreducinle.

AL

Supongamos reciprocamente Que A es supdirecTamenie

irreducicie. Sea x e A , X FA
Yy SuUpONLELOS DOT reduceida al avsurdo gue
XX $£O



vy vor el corolario 2.25 hay un

o e A con o+ A
Vv tal gue arbos ¥ X & o y X — X % £ a
De agul X X U x-— % % £o.

Pero se puede mositrar gue en toda £igedbra S5,
X X v X - % R = A
Te aqui que &= A 1o que

es una contradiccidn.

21 corolario 2.28 nos &z unae caracterizacidn muy Util de
las dlgebras S5 sudbdirectamente irreducibdles., Derinizos

~

digebrs de Henle como un dlgevra modal

A:(A/—,A/ *)

conde ¥ Az A
wienires £ X =0

S
Sea A  un 4igecra S5 . Zntonces las siguientes con-

diciones son eguivalentes: A es suddirectamenve irreduci-
ble, A es un dlgebra de Henie, A es sinmple.

2s inzmediata & partir de los corclarios 2.28 y 2.21.
2 tarbidn posible counsiruir uns prusba nds directa de este

pray

teorena



Tas £lgevbras de Henle

tiener algunas propiefades Ty
entre las cuales mencionarewos la siguiente.
Opservacidan 2.30
Czda £lgebra de Henle finitamente generada es Finita:

es el ndmerc de generadores
. 2
ndxino QF

el dlgevra tiene
elementos.
Adends, nay una secuer

Ao, An, Ay, - - -

ez

ge Zlgejras de Ee“_e fiqnitas, donde cada dlgedra A
actarente 27 elementos, donde A, es un subdlgebra de Af

si y sciamente si ~ & g y tal gue ©

cepre de Henle Tinita es isomorfa a algin dligedbra A

ig secusuciz.

R 4 KFY
Verificacion
n S AR o e mowmFawm Aa e RaPivnips {w A S
%8 1inredliata & 9@4. vl e L& geriniclion ce pes
T mem ~ A < S~ AL ATA AAY < A A i LY o .
Zenie ¥y L& Bropreqaaes ~nien conocidas e las algeonra

3ooie

avlicarencs estls resu dos algeovraic

S5 y sus extensiones autocongruentes.

~

- L U R
12 Li0gicta

[eX]

como

-

€2
[V VER

3

oda &I~

=

os al esvt

r~ - -
Tecrexa 2.3
. e ™ o mant ommm T A e ;e A Ao - [,
Sea S  cualcuier 1dégice modal aulocorngruenie cCon
Ss ¢S
e o LTS Y e N v | S
Zla JO0nLCesS p&a.a Cecs ‘0.....1.{...6.
Y - L W T 3 T 5 - T - - AR -3 SN
nay un &igetra de Henle Iinita ® tal gue toda fornmu

-

ce

disebra de

.es
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Demostracidn

Bs inmediata a partir del teorema 2.33 de Scroggs ¥y

el lema 2.6 e G8del y Dugundji.

merminaremos este capitulo con un resultado negativo
sobre dlgevras modales finitas generadas y subdirectanente
irreducibles. Una propiedad nuy Uil de las dlgebras SIS
como se ve en los teoremas 2.29 y 2.30, es que cada dlgebra
55 s
es Tinita. 2Is natural preguntarse si lo mismo es cierto pa-

N

vdirectamente irreducivle y finitamente generada,

-

ra, Gigamos, las dlgebras de Brouwer O las 4lgebras SH
21 teorema siguiente nos dice que no es cierto para las dlge

oras Sy,

Teorenma 2,36

Ixiste un dlgebra SY suvdirectamente irreducivle, en
< ?

la cusl es vdlida la férmula

Y

e >o9) v olog >ae)

que es gernerada por un sukconjunto con solamente dos eleren-

W
e
[l

tos, pero gque es infinita.

Demostracidn

Sea W el conjunto de toéos los ordinales

n+4£< w
sea - :
J A—(A—-’(\)'%)
el £igebra modal definida como sigue. Tomemos A como el

conjunto de todos los subconjuntos de ¥ y a - 3 O como
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las operaciones de complementacidn e interseccidén de subcon
juntos de W . PFinalmente, para cada a e A defininmos

¥ Q COIRo

%'ne.\«l-:, para todcs 10s M & n , nme&]&.

Sea X €A el conjunto de todos los ordinales < Ww
y sea Yy cA el conjunto de todos los ordinales pares 2n < w

Sea [_3(.,3_1: =] :-L(’D)",f\l ’K)
1 sucdlgebra de A generada por el par
{ 7
>, 4%

Teseamos mostrar que © satisface las condiciones del teore
8.

Ahora, no es dificil verificar que A es un dlgebra
Sy en iz cual es vdlida la férmula

oloeoag) v o(dg>Tg

De aquf que como ® es un subdlgebra de A , tanmbién satisfa
ce estas condiciones.

Para demosirar que © es subdirectamente irreducible,

ec suficiente en vista del corolario 2.25, demostrar que hay

un b e B con b £4

y tal que para todo C & & si CF A

entonces RC € b .

Resulta claro que el elemento > e © satisface estas
condiciones. ‘

Por consiguiente, queda por mostrar que ® esinfinita,

Sesa bo, b/\, bz)-».

1a secuencia de elementos de & definidos como sigue:

(1) bo = \3
(2) para todo L 70 si A es par entonces
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b,{,*/\ = - % no= X bA;
(3) Para todo A 70 si A es impar enton
ces :

BLia = WoN - X- by

Istd claro que cada b, ¢© . ¥4s aln, se puede verificar
por induccidn en 4 que para todo ne W - %\wk

n ¢ o.

A
si y solamente si tanto n= L (mod 2)
como A LN,
Tamnbién se tiene que los elementos
bol bA’ bz l - -~ -

son distintos, por lo siguiente. Sean

oy, b |
elementos de la secuencia con A4 R
Coxzo A= A {mod 2) ¥ /éf.x
tenemnos N € “’S
Pero como Az R resulta R 4 A
de modo que A & -

Asi el 4lgebra © es infinita y la demostracidn es completa.



CAPITULC IIT

LODELOS RELACICNALES

Ias 4lgebras modales, segir las hemos definido, son
41gevras de Boole con una operacidn adicional. Asi, si un
dlgebra modal es finita, tiene 2f\ elementos para algin

n . 3Isto significa que las dlgebras modales nds pequenes,
aparte del 4lgevra trivial, tienen dos, cuatro, y ocho ele
mentos. s alld Ge ese punto, se nace dificil diagramar
o visualizar. =n este capitulo definiremos 03IIro +tipo cde
estruciura, ilamada modelo relacioral, gque tiene la siguien
te ventaja prictica: cada dlgevra modal finita con 1“ ele-
mentos es equivalente, en un sentido que puede hacerse Jre-

ciso, a un modelo relacional con solamente n elementos.

Para explicar el concepto de un modelo relacionaj,
es conveniente referirse a una idea ce ILeioniz. Segin
Leibniz, una proposicidn es Iégicamente necesaria si es
cierta en "todos los mundos posibles", y es idgicamente poO-
sible si es cierto en "por 10 menos un mundo posivle". ZE1
concepio de ur modelo relacional se construye a partir de
esta idea. Cada modelo relacional estd bvasado sovre un cCon
junto, que es pensado heuristicarente como un conjunto de
"todos los mundos posibles", y ei valor &e verdad de una
rérmuie  [Jet en ua rmundo posidle dado estd determinado

or las valores de verdad e A en varioz murdos posi-~

o]

bles. Con el fin de hacer el concepto de un rodelo rela-

IR PR e — ) Z
cional tan general como sea posinié, Se introducen ‘tambdien
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truida a partir de variables sroposicionales usando sole-
mante 103 operadores T, N,

es vdlida en K . Ta férmula

olen~gq)= (Opang)
es vdlida en K . Ias reglas de separacidn y congruencia
son fuertementie vdlidas er K. Ia reglia de substitucidn es
vélida en K , pero si K es completo entonces la regla de

substitucidén no es fuertemente vdlida en K

Verificacidn

(1) Sea oL cualguier férmula construide a pariir de
b} e

’1' A . Supongamos que oL NO es védlida en K : que-—
remos mostrar gque oA 1o es unx tauntologia,

Oomo ol no es vélida en K , nay una evaluacidn

he +
y un elemento R e K
tal que ht, R) =0
Ahora sez {\: . ¢ — i/\,o‘g
1a funcidn del conjunto de todas las varisbles proposicio
rales, en el conjuato 3 4,07%
definido por (= h Ce. )
varz cada variadble pr’oposicional P - Sez i* la tni-
ca extensidn de § 2 ur nromowmorTisme del conjunto de
to0das las férmulias en T, N , en el 4lgebra de Boole
de 3os elementos, IZntonces podenmOs verificar por una induc
cidn enla longitud de ot Que § N ()= (L, Rr).
Asi, como hist, R} =0



S
‘ ¥

tenemos £ (&) =0

de nodo que oA no es una tautologisa

. 2) Supongamos por  reduceidn al absurdo, gque la fér
oula A = D(?/\o")z— /\g? ’\Gi)

no es védliida en K . ZEntounces nay una evaivacion

h € H

y un elemento e K
Taies que h(e, &)=o0

n, ~nY +aviem — r — —
Te agui tenemos (u(?,\cﬂ‘\o\\} =+ h(uelxuci, r)
v asi uno de dos casos posibies es v4iido.
Pgra el primer caso, SLPONZAELOS Que
ho(epag), &)

zientras gue hW(Op AOq ")

\
0

Coro V\LD? AE%/ h)—;g
n 0P, =0 o b\(ﬂcx rY=0
s la D

~nonsideranos la orimers aliernativa; el arguzenio para la
segunda es similaxr., Cono

L\LD?,‘K) =0

tenenos oor i& definicidn de une evaiuacidn gue ya sea

RgnN § sien existe un k' e K
con (. r) e R
val que "‘(?,K‘ =0
Ahore si R & N
Tenenos L\{DOL p)= O
i ate]

para cada féroula o , Ge modO gue en BATLL cuiar

hW{o(eng) ,h wv)=0 :

v s1 hay vn k'€ K



O
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con (k,r") ¢ &
tal cue W e, R}y =O
ﬁéntonces Tenenos
hipnagq , k') =0
de modo que hWg(eng) ,w)=0 : contradiceidn.
Para el segundo caso-, supongamos gque

W(awe ADg, R)=4

mientras gue i 'LD ( erq), g) =0
Como hQDL?nq‘,) , R)=0
tenemos vor la definicidén de una evaluacidn que
R &N § vien W(png, RO=O
para algin k' eK
con (e, v) e
Lhora si R ¢N
tenenos hW(dot, RY=0O

para toda férmula <L, de modo que

KO g, e)=0

asi que h(O ¢ Adq , R)=P : contradiceidn.
Y si L\k?'\% 'K\):o

para algin e W con (r,r)eR

tenemos ya sea h{e.r)=0 é h(g ., ®)=0

de modo que W(lO e, R)=o

é vien W(ODg,®)=0

y asi h(Opadg , &)=o : contradiccidn.
(3) Para la regla de separacibn, sean of, ( f8raulas,
sean heH Re W

y Supongaros gue h(a, R)= 4

y W(o2@® , W)= 4



2ntonces usando la definicidn de una evaluacidén y el hecho

gue > 6
ies una abreviacidn para (2 AT R
tenemos [ ( &, ) =1

Asi la regla de separacidan es fuertemente vdlida en w

(4) 7Para la regla de congruencia, sean of, @ férxnlas,

sean he H R e K

)

y supongamos gue h(Oo«=af, r)=0

Dara moStrar que la regla de congruencia es fuertemente véli

dga en WK , es suficiente mostrar que para algtn k'e K
(st = C ., R\) =0

ANo: b3 - -

Anora COomlo "\(EIoL :D(’ ,R),O

tenemos que considerar dos casos: el caso en que

h(det, R) =4

mientras gque h(a e, RYzo
vy el caso en que W(O, R)=O
mientras que h(de, w42

axaminaremos el primer caso: el segundo es similar. Como

h{(Det, &) =4

tenemos. gue k. e N

De aqui que como h(Oe.,r)=0
hay un k' e

con (e, &) R |

vy tal que hW(®, R)=o0
Pero coxo WO o, Yz A
tenemos que (&, R) =4

de modo que h(t= &, kD=0
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(5) DPara la regla de substitucidn, seaz <« cualquier férmu
Ig . . . . s
la constiruida a partir de variables proposicionales, y a las
cuales podemos suponer sin ninguna pércila de generalidad,
v 3 ] o 3 3 *
como siendo las primeras n variables P, , - - -, Pa
1 uencia fijad - 7.
en la secuencia fijada <PL7: ..
de todas las variables proposicionales. Sea
2 ()
wne férmula obtenida de o por la substitucidn de las va-
riables Pa, - -+, Pn
simultdneamente por las férmulas Q,, L. (é
» ) n
respectivanente. Supongamos gue
2 ()
no es vdlida en K  :queremos mosirar que o no es vdlida
en K,
Cozo 3 (=)
no es vdlida en K , existen

he H ke K

/

tales que WL 2() ,R)=0

o) LY.

Sea Rl s

cuvalguier secuencia enumerabvle de férmulas cuyos primeros n

elementos son @, o - -, Ba

H
o]
b
Q.r
o]

ta
14
¢
jn
(o)
jul
O
o]

v sea W la asignacidén defi
R} 1 N . N
W (o, RY= W(GL, %)
vara todo0 A ¢ w

y todo ke k.
Usamos la letra W para representar tanpidn la UYaica evalua-
cidn que es una extensidén de la asignacidén q - Anora por

una yarte es claro gue como hew y W es cerrado,

tenemos gque W e H,.
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Tor otra parte se puede verificar por una induceidn en la
longitud de ot que para todos los ke K

W (e, RYz h({2(L), k) .
Asi en particular, kK'(«,R) =z h(32(X) ,k)=o0

de modo gue oL no es vilida en K .

(6) Queda por mostrar que si K es completa enicnces la
regla de substitucidn no es fuertemente vdlida en K .
Sea P cualguier variable proposiciocnal fija, ¥y sea h
cualquier asignacidn en el marco

(k, N, ®)
tal gue pare todo ke , h{p.rR)=4,
Zntonces tenemos h(op.®r) =0
para t0do ke K
aunque la férmula 1p

es un ejemplo de sudbstitucidn de P

Corolario 3.2 _
Sea K= (kK,N, & H) _ cualquier

rnodelo relacional. Zntornces el conjunto de todas las fdm}_}:

las que son vdlidas en K es una ldgica modal regular.

Temostracidn

Es inmedizta a partir de la observacidn 3.1 y la defini-

cidén de una 1dgica modal regular.



O

6

=stos resultados deverian compararse con L& observacidn 2.1

del capitulo previo. Si A es un dlgedra modal, entonces el con-
> ) = o » ] - L4

junto de todas las férmulas gue son vdlicdas en A4 es una 1dgica mQo
dal autocongruente, peroc en general noO &S uUn 1dégica rodal regu-

l.._'

ar. Xientras los modelos relaciornales siempre dan validez & la

'_

£érmula 0(enrq) = (Op AO9)

las £igedras modales no lo hacen asi. Asi las digebras wmodales
son un poco més generales gue tos modelos relacionales, y esto su

giere la cuestidn siguiente.

Cuestidn 3.3

¢?odemos generalizar el concepto de un modelo reliacional, de

as las Térzvlzs cue son vdlidas en

(6]

tal modo gue el conjunto de to
un modelo relascional dado, sea siexmpre una 1dgica modal autocongruen

te, aungue no siempre sea reguiar?

Nuestro propésito principal es anora mostrar gue cada ldégica
wodal regular consistente S tiene ua mcdelo relacional caracteris

tico: es decir, un modelo relescional X ai, Jue para cada férmuia

[4M]
10}
,_J
®
w
<
o
¢
t
¢
13y
®
4
™

A A & S , 81 vy solaxent

l,..}
6
w
Y
5
Ay
)
o
o
=
w
o
H
£
5]
o
’,..

o
v

o
W

Pera estaplecer este resultado neces

y leras.

o
o
;
S
4
b
C
o
e
o
b4
o)
®
3
®
’..
0
)
i

See S cualguier ldgica modal autd

pitulo 2, decimos cue S es consistente si no azy una Idérmula
tal que tan®o o e S foTorite} T e S

Generalizando mds, si S es una ldgica moia
es un conjunto arsitrario de Fdrmulas, diremecs gue X es consis-

tente mddulo S si no nay Férmulas Ay, %,, .+ - ., o € X

ot

ale

w

gue T Hx Ay, AL, Aa) e S,

Teciros que un conjunio X de Férmulas es un ulitraconjunto mdééuio S
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si: X es consistente médulo S y tamvién, para cada corjunte Y
de férmulas, si X <Y 2 Y

ds consistente mdédulo S entonces X =Y

Bn otras palsbras, un ultraconjurio médulo S es un elemento precz P
ximo de la clase de todos los conjuntos Gue son consistentes
médulo S. Ios ultraconjunitos son andlogos sintdcticos de los
ultrafiltros: especificamente, se puede verificar gus si 3 es
una légica modal autocongruente y X es un ultraconjuntc de S,
entonces el conjunto de las clases de eguivalencia de elemen-
tos de X, con respecto a2 la relacidén de equivalencia mdaulo S
definida en la prueba del teorema 2.2, es un ultrafiltro del

dlgevra de Lindenbaun {sl de S.

Lema 3.4
Sea S una ldégice modal autocongruente cualquiera y sea X

cualguier conjunto de Férwulas. Si X es consistente médulo S,

entonces nay un ultraconjunto Y mé8ule S tal que
X €Y
Temostracidn

Resulta claro gque la clase de todos los conjuntos Y Ge
férmulas tales que tanio X &Y como Y es
consistente médulo S, es parcislmerte ordenada por inclusidn
ée conjuntos. Si X es cdnsistente wddulo S, entonces la clase
no es vacia., 1¥s aun, la unidn de cualguier subcadenz de la
clase es en si misma un elemento de la clase. Asi, por el lema
de Zorn si X es consistente mddulo S, ia clase tiene ur elemen
to mdximo Y . Claramente Y satisface las condiciones del

lema, Notemos de pasc que como el conjunto de todas ias férmulas
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o

ec recursivamente enumeravle, es posivlie reemplazar el presente
argumento por otro, algo mds largo, que no utiliza ninguna de las

formas del axioma de eleccidn.

Corolario 3.5

Sea S cualguier légica modal autocongruente consistente.

Entonces existe por lo menos un ultraconjusto médulo S.

Dermostracidn

Se sigue de las definiciones que si S es una 1dgica modal autg
congruente, entonces S es consistente si y solamente si es con-

sistente médulo S. =sto rnos permite aplicar el lema 3.4

Ios ultraconjuntos de ldgicas modales autocongruentes se
compertan bien con respecto a todos los operadores cldsicos.
21 lema siguiente puede ser verificado usando argumentos Tamilia

res de la teoriaz de uwltraconjunitos d¢ Lu 1dgica clésica.

Sea S cualguier ldégica modal autocongruente y sea X cual

z

guier ultraconjunto médulo S. Intonces para todas las fdrmulas

<, B tenemos:
(1) T L e ¥ iy solamente si « € X
(2) (*AB)eX siy sclamente si o &% y beX
{(3) S/ «xe¥ v (-043(5) e X entonces BeX
(4) S ¢ X

Bl prdéximo lema se aplice solamente a las 1égicas modales

[¢]
Qo
£
(0]
fo)
Y
-
o
)]
)
w4
cf
(o]
(¢
O
b
(¥
®
e
ot
[4V]
w

regulares, y no a todas las 1dgi
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en general. Describe el comportaxiento de 10S ultraconjuntos

con respecto al operador modal.
"

Leme 3.7 (M¥akinson, SCOTT)

-

Sea S cualiquier 16gica modal reguiar. Sea X cualguier
ultraconjunto médulo S gue satisface la condicidn de gue Qw & X

-

vara algura férmula o ., Sea © cualguier Térxmulsa tal que

TadPeXx . Sea Y el conjunto Formadc por 1@ ¥
+todas las férmulas K tTalies gque o= & X . Entonces Y

es consistente mééulo S.

Verificacidn

Supongancs por reduccidn a1 avsurdo gue Y ne es
consistente mbdulo S. BEntonces nzy Idérmulias Ky, e,y {ny0)
tales que T € K

Como X contiene

poderos suponer

Ahnors con

Q P b} < Yt PR RPN - .
y como S es una 16gice modal reguliar, TENemos

M
wn

Id
A N N

b i~ < - I e e e ey o e ey e [P
Pero tampidn, comc S es una L46gica ndidal regulsar $5a08L0S, PO

ia observacidbn 1.5 del capitulic 1, Cus S es cerraca COL res—

pecto a monotonia . Asi Tenemos o (<, AL .. A }D TR €S
3 3 - o - S AaA / ) -~ -
de odo Qque por regu.iarida WSy AL v o AT O 3 €.
Perc por el lema 3.6, Y o % v asi tenemos gue
I — N . -
(Qoty ne. . AT way> 33 €X
De agui que como cada una &e 185 Tw, , - » -, T,
/ L}

es un elemento de X, tenemods por el Lema 3.6 gue Dpe X
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Como también por hipétesis Tope e X , el con-
junto X no es consistente médulo S, lo cual contradice la

hipétesis de que X es un ultraconjunto médulo S.

Teorema 3.8

Sea S cualquier 1légica modal regular consist<nte, Enton
ces hay un modelo relacional, cuyo conjunto tiene como méximo

la cardinalidad del continuc y que caracteriza a S.

Demostracién

Construimos un modelo relacional NS =(K,N, R, H)

llamado el modelo relacional candénico para S, y verificamms

que tiene las propiecdades deseadas.

Definimos K como la clase de todos los ultraconjuntos
médulo S, y definimos N como la clase de todos los ultraconjun
tds X médulo S tales que para alguna férmula «, Qo ¢ X .
Définimos la relacidn R poniendc (x,vyY€R donde X, vyekK
y si solamente si para cada férmula § , si O % & X entonces

@cX . Como por hipbtesis la 1légica S es consistente, tene
mos por el corolario 3.5 que X no es vacia, de modc que la es
tructura (X ,N ,R) es un marco relacional: 1o llamaremos el

marco relacional candénico para S. Como hay solamente un ntme

ro numerable de férmulas, el conjunto X tiene la cardinalidad
del continuo, como méximo. Debemos ahora definir un conjunto

H adecuado de evaluaciones en el marco.

Sea he ¢+ Fx K —> 14,0}
la funcién definida poniendo ho(et, X) =4
si A &K y he (=,%X)z 0 si A EX

para cada férmula &L y cada X €K . Usando los lemas 3.4,
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3,6, 3.7 podemos verificar que la funcidn h. es una evalua-
cidn en el marco relacional (X, N, R): la llamaremos la eva-

& . s .
Juacién canénica. Ahora definiremos H como el conjunto de

todas las evaluaciones he Fx K > 34,0}

i ia . de férmulas
tal que existe una secuenci C BeYe e
tales que para todo L LW y todo X € K,

h(Qre, X) = he (B2, X)

para demostrar que la estructura (X, N, R, H) es un mo
delo relacional, es suficiente demostrar que el conjunto H
de evaluaciones es cerrado. Es claro que he € H y asi
H no es vacfo. Sean h,k' evaluaciones en el marco (K,N,R)
y supongamos que existe una secuencia < X‘S>‘Séw de férmu-
las tales que para todo yiw Y todo X &K

W (ry, XY =h (%5, %) (1)

Supongamos que WeH : debemos mostrar que heH . Ahora
como heH , tenemos por la definicién de H, que existe una

secuencia L@ >4;<.u.‘7 de férmulas tales que para todo
CLw y todo x & W

h Cpe, XY = hoe (e, X) (2)
Ahora para cada AL w sea > (’55) la férmula obte-
nida a partir de ‘é'& por la substitucién de las variables
proposicionales §p; por las férmulas (:n; para t0do L qw
En simbolos, definimos 2 (X’i) como sigue:

Z (3)
(3’,&3: Subk  pL — B (%5)
L Lwr
Sigue de (2) y (3), por una induccidn en la longitud de la

férmula X-ﬁ que para cada ALW ¥ cada X €K

h (%5 ,%x) = he (20¥4), X)
y de esto juntamente con (1) tenemos, para todo 4 4w
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y todo X € K |

. h ey, )= ha (2 0¥5), %)

y asi por la definicibén de H, tenemos W eH . Esto com-
pleta la verificacién de que el conjunto H de evaluaciones

es cerrado, y asi completa también la verificacién de que la
estructura Hsil = (K, N, &, H) es un modelo rela
cional. Queda por demostrar gue Iisii es caracteristico para S.

Sea ok una férmula cualquiera y supongamos que K ¢S:
gueremos demostrar gque o no es vdlida en 5] . Como o4 &s
el singleton ivazg es consistente médulo S, de modo que poOr
el lera 3.4 hay un ultraconjunto ¥ médulo S con I« &€ X
como T £X tenemos por el lema 3.6 que o ¢ X de modo gue por
1a édefinicidbn de la funcidn h, tenemos que ho (o, X)=o0
Asi existen ho €H , X &K tales que ho(«,x)=o0 de
modo que o no es vdlida en i Sj .

Para la reciproca, supongamos gue « no es védlida en liSil:
gueremos demostrar que 4¢SS . Como. X nO es vdlida en {15
existen he H , YeX tales que

W (o2, XY zo (4)
Por la definicién del conjunto H, hay una secuencia <L),
de férmulas tales que para t0do AL «w y todo 2 e K

WiPe ,2) = ha (22,2) (5)
Definimos £ ) como la férmula ovtenida de = substituyendo

ias variables proposicionales p: por las férmulas Q;,;_ para

t0d0 L<w. En simbolos, definimos S () como sigue:
< . 6
= \ei) = Sub PP — Pa () (6)
A LT

Sigue de (5) y (6), por una induccién en la longitud de la
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férmula <. , que para todo 2 &K
L, 2) = ho (2(R);2)

ide modo que en particular, W, Y) = he (2C4),Y)
y asi, usando (4), tenemos ho (2{1) ,X) =0
Entonces por la definicidén de la funcidn h, tenemos que

S (k) €Y . De aguf, como Y es un ultraconjunto
médulo S, sigue por el lema 3.6 gque S)éE S . Pero
como S es una l1légica modal regular, es cerrada con respecto
a substitucidén. Entonces como S(aYE S , tenemos

que oL &S . Esto completa la prueba del teorema

Los modelos caracteristicos dados por el teorema 3.8
tienen como méximo la cardinalidad del continuo., También es
pasible obtener modelos caracteristicos que son como maximo
enumerables. Para realizar esto, notemos primero gque resulta
del lema 3.4 y del axioma de eleccidn que para cada idégica mo-
dal autocongruente S existe una funcidn X —s ><+ gue torna
cada conjunto X de férmulas que sea consistente médulo S, en
un ultraconjunto x* médulo S, cou X & x'. #n realidad, como el
conjunto de todas las férmulas es recursivamente enumerable,
atdn esta forma reforzada del lema 3.4 puede ser establecida
sin apelar al axioma de eleccidén o a cualquier principio infi-
nitistico equivalente. Anora, en lugar de tomar a X como la
clase de todos los ultraconjuntos méduvlo S, lo podemos definir
como la menor clase de ultraconjunios médulo S tal que:

(1) Para cada férmula « , si < & S entonces SL";oa}i'e K,

(2) Si X&K , y existe una férmula o con OK ¢ X ,
entonces para cada férmula (é , 81 70%é&X entonces Y+ ¢

donde \’:%_b’; ¥z 16 0« axe.x§



104

De esta definicidén se sigue que X es finita 0 enu-
merable. Es posible continuar hasta el fin el resto de la
prueba del teorema 3.8, con sbélo cambios menores, para
obtener un modelo relacional bhasado en este conjunto X, que

caracteriza a S .

Hemos usado la coastruccidén descripta en la pruebda
del teorema 3.8, aun cuando no nos da la mds baja cardina-
lidad que sea posible tener, porque parece tener interés
por derecho propio, En particular,kel modelo relacional
candénico li5i de S definido en la prueba del teorema 3.8,
depende solamente de la l1ldégica S, mientras gue el modelo
caracteristico méds pequefic para S depende también de la

., . +
funcidén X — X

®1 teorema 3.8 también sugiere una cuestibén gque, por
lo menos en el conocimiento del autor, aun no ha sido resuel

ta.

Cuestibn 3.9

Para cada 1légica modal regular S hay un modelo re-

lacional completo que caracteriza a S ?

Saul Xripxe, 1967 ha obtenido una respuesta parcial

a esta cuestibén. Ha construido una légica modal regular S que
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tiene entre sus tesis la férmulsa

A= 0O i_D (?DD P)DD P& DiQDPDDFX
¥y ha demostrado, en una prueva no publicada, gue oA 1o es
vdlida en la complecidén del modelo relacional candnico de S.
Este resultado sugiere que la respuesia a la cuestidn 3.8 es

provavlemenie negativa,

Dada ura férmula particular cualquiera, podemos pregin-

33

ar gué condiciones debe satisfacer un modelo relacional para

sue la férmula sea v4lida en el modelo. ILas observaciounes 3.10
v 3.11 nos dan algunos ejemplos. Observemos que la 3.10 es

nds fuerte que la 3.11.

Ovservacidn 3.10

Sea (X, N, R, H)} cualguier mocdelo relacional. Entonces
el modelo satisface una condicidn de la siguiente lista si y
solamente si la fdérmula correspondiente es vdlida en el mode

lo.

Condicidn I: N=X

Férmvla I ol P Vv \;)

Condicidn 2 : Para todo ReK, si ReN entonces existe un
R' € K tal que (R, R') ¢ R

P6rmula 2 :

Verificacidn Pzrcial

Consideramos, como ejemplo, la condicidn (1) y la férz;zg
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(@]
(@)

ta (1).

Supongamos primeroc gque o(ev o) no es véli
"da en X. Zntonces hay un hed , ReXK tal que

h(O(pvip), R)Y=0
Te agui gue o bien RéEN 0 existe un
R' € K con (r,r) ¢ R

tal que k(?v"(? , k') =0
Pero por la observacidn 3.1 esto ¥ltimo es imposible. Por
consiguiente R d N v entonces Nz K.

Para la reciproca, supongamos gque Nz K . En-
tonces existe un R ¢ K tal que R ¢ N
Cozo H no es vacio, hay un he H y claramente

WO, ) =0
vara toda férmula , de modo gue en particuler
W(O(p vaip), R)=0
y asi la férmula O (pved

no es vélida en X,

Opservacidn 3.11

Sea (X, N, R, B) cualcuier modelo relacional. Zntonces

si el modelo satisface una condicidn n de la lista siguiente,

-

la férmula n correspondiente es védlida en el modelo., También,

o]

si el modelo es completo y si una férmula e 1a siguiente

-

lista es vdlida en el modelo entonces el

I

condicidn n correspondiente.

Condicidén 3: Para todo ®eK , si ReN  entonces

(Rt R) < R
Rrmula 3: dpe > P

é
odelc satisface la



Condicibn 4: Para todo R, R ,R" ek , si K, kR'enN
y (k, R') ¢ R y (&, &") el entonces
(R, &") ¢ R
Pérmula  4: Dp 2o (O(gqv 713 >0 )
Congicién 5: Para todo R.r'eK si &,k eN y (R r)eR

entonces (rr) €K

Pérmula 5 p> (O(qv14)>200p)

Verificacidn Parcial

Consideramos, como ejemplo, la condicidn (3) y la fér-
mula (3). Ias verificaciones para las otras condiciones y
férnulas son andlogas.

Supongamos primero gue Deop

no es vdlida en X. ZEntonces hay un heH
¥ un R eK tales gue
W (a3 Pop . R)=O
=ntonces h(Qp.r)= A v h{p.R)=0O
Como W {(Op, v)=1 | tenemos que
ReN y tarbién gque parsz cada Ric K
con  (k.,RYEeR WP R =4
EZntonces como ~n{p.RY=0 , (r._) &R

de modo que el modelo no satisface la condigidn (3).
Supongamos para la"reciproca" que el modelo no satisface

lz condicidn {3) v que el modelo es conxpleto: queremos mnOS—

trar que la férmula O pop .

no es vdlida en el modelo. Como el:mofelo no satisface la

condicidn (3) exisite un R eN con (R, r) ¢R.

Sea 7 cualqouier asignacidén tal gue xn{p,k) = O mientras que



hp. v)=4
vara todo g e K tal gque (i, r) e K.
"Como (e, ) ¢ &
:na tal asignacidn existe. Usamos la misma letra h para de-
signar la tnica evaluacidén en el marco (X, X, R) que es uzra

extensidn de esta asignacidn. Anora es claro gue

h(Oe, ®)

mnientras que AP R)=0O
de modc que h(iOpop, R)=O
Pero como el modelo es completo , h & R . Z=ntonces la fér-

mela Opop o

e en el modelo.

o
w
<
9'&
|,.|.
o))

-

Tos resuliados contenidos en la cbservacidn 3.11 puelen

ser extendidos indefinidarente. Para cada Férmula K Dodew

708 encgnirar uxe coxndicid 1 gue la férmula y la condicidn
estér vincuiadas vor la relacidn indicada en la ocoservacidan
3.11. Sin embargo, agui se debennacer des advertencias. In

cadza cond ...cxén referen

-.

z
te 2 modelos relacionales existe unea férmula tal gque la fér-
a condicidn se encueirar en la relacidzn indicada en iz

v
observacidn 3.11. fTomemos por ejenplo la cocadicidén de que 1a

relacidn del modelo no sea reflexiva., Si K es una férmula
vy ¥ ={(% ¥, R H) es un modelo relacional en el cual S 4

no es védlida, podemcs siempre enconTrar o%tro modelc relacio-
nel X' = (X', ¥', 2!, I') con solamenie un elemento méds gue X
cuya relacidn R! no ee reflexiva, ¥y exn el cual oL 10 es vélg._
e Ia segunéa adveriencia es cue la siguiente cuestidén per-

.
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manece todavia abierta, y en la opinidn del autor, su res-

puesta es probablemente negativa,

Cuestidén 3.12

iExiste para cada férmula O una condicidén tal que la

férmula y la condicidén se encuentren en la relacién indicada

en la observacidén 3.107

Decimos que un modelo relacional X = (K, N, R, H) es
normal si N=K. Se deduce inmediatamente de la observacién

3,10 y el corolario 3.2 que:

Observacidn 3,13

Un modelo relacional es normal si y solamente si el con

junto de todas las férmulas vdlidas en é1 es una ldgica mo-

dal normal.

Cuando restringimos muestra atencidén a los modelos rela-
cionales normales, podemos simplificar correspondencias como
las expresadas en la observacidén 3.11. ZEn particular, tene-

mos lo siguiente.

Observacidn 3.14

Sea (K, N, R, H) cualquier modelo relacional normal. En
*

tonces si el modelo satisface una condicién m™ de la siguien

te lista, la férmula correspondiente ~m* e vdlida en el mo-
delo. M4s atn, si el modelo es completo y si una férmula m*
de la lista es vdlida en el modelo, entonces el modelo satis-

face la condicién ™M™ correspondiente,



[
-2
O

.. % . - .
Jondicidn 3 : La relacidén R es reflexiva en X

Pérmula 3 ¥ Opo> ¢

-~ e ¥* . . . 4 e
Condicidn 4 : la relacidn R es transitiva en K

Férmula 47 : Op>200°7

Condicidén 5% : Ia relacidén R es siméirica en X

Térmula 5% ¢ PDDOV

Verificacidn:

®s inmediata a partir de la ovservacidén 3.11 y la pri-

mers parte de la ovservacidén 3.10.

Corolario 3.15

TLas l8gicas modales R, X, 7, S4, B, S5 son distintas

unas de otras.

Verificacidén Parcial

Es fédcil construir pequefios modelos relacionales finitos
que, en virtud de 3.1, 3.10 y 3.14, éan validez a todas las
tesis de una légica, pero no a todas las tesis de otra,
Consideremos por ejemplo las 1dgicas modales S4 y S5. A par
tir de sus definiciones en el capituio 1 saberos que

S4H £S5
y por eso deseamos construir un modelo relacional en el cual
todas las tesis de S4 son vélidas, pero en el cual la férmula
p 2O0O0p

gue es una tesis de S5, no es vdlida. Pongamos



K= §42y , N=K , ®= § <y 42,27, <4, D)

Al marco (X, X, R) asi definido se le puede dar un diagrana

conveniente.

4

Q Q
2

Ahora tomemos el modelo relacional completo er este mal
co. De las observaciones 3.1, 3.10, 3.14 y de la exiomatizz
cidn Ge S4 Qada en el primer capitulo se deduce gue todas las
+esis de S4 son vdlidas en este mcdelo. Pero tampién se de-
duce de la observacién 3.14 gque la férmula

po>0<e

no es védlida en el modelo.

Por supuesio, 10s resuliados &e independencia dados en
el corolaric 3.15 pueden tarcién estatlecerse usando modelos
algevraicos en lugar de molelcs relacionales. Sin embargo
los modelos relacionales gque podemos usar son nds pegueRos ¥y

=£s fdeiles Ge visualizar gque sus coantrapartidas algebraicas.

Anora daremos un ejexplo del uso simulténeo de modelos
algebraicos y relacionales, para establecer un resultado del
autor; nay una 1égica rmodal normal, gque llamaremos T ( w )
intermedia entre las 1légicas T y S4, tal que ningin sistema
axiomdtico para T (w) que tenga substitucidn, separacidn
y congruencia entre sus reglas de derivacidén, tiene la propie-

-dad de modelos ‘finites.
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Definimos 2z T (w) como la 1légica determinada por los
axioras:
todas las tautologias
O(png) = (OpaDy)
Olp v F>
Op>79
(Oe A ’\DZ?) > O(sz A3 P)

v las reglas de cderivacidn: substitucidbn, separacidn, y con-

i

‘o n
gruvencia, Agui escridimos U como abreviatura para una

-8

secuencia de n cuadrados. ZIZs claro que T (w) es una ldgica

moéal normal, con T &€ T(w) €54
sea . la éraul Op >Ttp

-

2rotenods nuestro teorema por medio de dos lemas.

-

La férmula /.& ro es una tesis de T (W)

Demostracidn

Construimos vrn zodelo relacional infinito
x=(Z%X N, B H)

en el cual todas les tesis de 7 (w) son vdlidas, perc en el
cual joo B0 es vélide,

Sea X el conjunto de todos los nimeros naturales 0,1,2,...
y sea X=K. Si x,y son nimeros naturales ponemos  (>x,4)e R
si y solamente si X & ou o+ A | |
Notemos que la relacidn R es reflexiva en X pero no es ni tran
sitive ni sizétrica en XK. Pinalmente sea

X=(X, N, By H)
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el modelo relacional compleio en el marco (X, N, R)

Saverocs @e la observacidn 3.1 que cada tautologia es
¥4lida en X, que la fdérmula

ale~q) = (@p ~T9)
es védlida en X, y que las reglas de suvstitucién, separacién,
y congruencia son vdlidas en K. Saberos de la observacidn 3.10
que como N = K, la férmula g(e v 1e
es vdlida en X. Para mostrar que cada tesis de T (w) es
vdiida en X, gueda por verificar gque la fdérmula
<£= (Jdp A 'lDzP) >0 (Dz() IS ‘lD?’p)

es védlida en X.

Supongamos por reduccidén al absurdo que o no sea
vdlida en X. ZEntonces hay un h e H y un x e K
tales que ' W, Y=o
Asi; (O p, x) =1 (1)

2(z*p, x) =0 -- (2}
(O (O 2 A0 2, ) = 0 e (3)
gomo  (x, X+1) € R teneros de (3) que:
h (o A15§3? , >xA)zo {+)
vy asi ¢
] s 2
W(O%, x+4) =0 (4.4)
6 vien
3
V\(G p,x+/\)=/‘n (4.,2)

Consideremos cada uno por separado y Obtenemos una contradic

sl

cidn. Supongamos primero gque (4.2) sea cierto. Ahora



(XyA’D(.)QQ

y enionces h (O B.x) =4

10 que contradice (2). Supongamos por otra parte que (4.1)
sea ciertc. XZEntonces hay un y con
(x+4, '3} e K

es decir con Rarli-2sY tal gque

h(a p, }):o

Pe aqui gue existe un Z con (y.2) e R , es decir,
con V2244 , tal gue
W{ g, 2)=0o
Pero como x & < 5 2 zFA
tenemos gue XX £ ZxA

asi (2, 2) ¢ &

v
Le agqui gque de (1) tenemos

h{p 2)=4

lo cual nos da una contradiccidn. As? todas las tesis de T (w)
son vdlidas en el modelo X.
Para mostrar que la Féreula
. = Opo>ooie
no es védlida en el modelo K, sea h  la asignacidn Gefinida

voniendo hip,.e) =0
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zientras que hip, )= 4

para cada nimero natural x 70
ytonces es claro que h{Oop.2)=4

mientras que h(o?p,2)=°

de modo que L\(rb,z) =0

y entonces , COmRO he H

la fdérmula /w no es vdlida en el modelo X.

Tema 3.17 (Mekinson)

Cada modelo algebraico finito que da validez & todas
las tesis de T (W) y a las reglas de substituciébn, separacidn

y congruencia, da validez a la fdérmula /w .

Derostracidn

Sea A cualguier modelo algebraico que da validez a to-
das las tesis de T (w) y a las reglas de substitucidn, se-
paracién y congruencia, pero no da validez a la férmula }w
Deseamos demostrar que A es infinita. _

Anora en la enunciacién de este lema, estamos usando
el término "modelo algebraico" en el amplio sentido indicado
en los comentarios que siguen a la o"oservacién 2.1 gel capitu
1o 2. ©Pero también por estos comentarios, no hay pérdida de
generalidad si suponemos que A es un digebra modal

CA, -, 0, %)

Como T ¢ T (w)

y todas las tesis de T (w) son vdlidas en 4, tenemos por la
ovservacibn 2.15 del capitulo 2 gue A es un dlgebra T, En o-

tras palabras, tenemos que
x(acAab) = & n b *»Az A
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y X o &a
donde a,b son elementos arbitrarios de Ay donde 1 es el
blemento unidad de A.

Como por hipdiesis la férmula )4, no es vdlida en A,
hay un homomorfismo h de las férmulas, en 4, tal que

h{p) # 4.

De aqui es claro gue

nae) 2 A @)

Yy entonces como ® A < oo

para todo G & A

h(Q%*p) <« n(@p)

Ahora supongamos como una nipdtesis de indueccidn, que
n
~(Oa ) <« w(@O%p)
donde n 74 .+ deseamos mostrar que

H(thlP) < 1‘\ (Gnql\ ?>
Por la hipdtesis de la induccidn tenemos que

hig" » % w(a"e)

naA

K

de modo que

hio™ p ~10%) #o0

y entonces, como todas las férmulas de la forma

(O ot A O%4) >0 (O2a ~10%«)
son, por hipdtesis, vdlidas en A,
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""{Q(Gn‘mpl\ _’DAO.P»#O

Pero como X A=A tenewos que -—-%-0 =0 y enton-

ces P\(D“MP A')Dn'zp) *0
de modo que

hia™p) = h (O™ e

y entonces como %6 ¢o_ para todo a & A

"'\(DA*L P) < k(UnQA P)

Asi, por induccidn tenemos

hOe) 7 W@ze) 2 n@?*e)>» - . .
Yy entonces cada uno de estos elementos de A es distinto.
De aqui resulta que A tiene un nimero infinito de elementos

¥y la pruebva es ccupleta.

Teorera 3.18 (Hakinson)

Ninguna axiomatizacidén ée la 1idgica modal T (w) que
tiene entre sus reglas de derivacidn las de supstitucidn,
separacién y congruencia, tiene 12 propiedad de nmodelos fi-

nitos.

Dexostracidn

Por el lewa 3.16 la fdérmula /.,«.: gp 07 P
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no es una tesis de
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(w) . 7Pero por el lema 3,17 cualguler

k3

rodeio algetraico firnito que ¢&a validez a todos 10s axiomas

y todas las reglas de derivacidn de una tal axiomatizacidén

de T (w)itaxpién da validez a ia Térmvla f~ .
s posible dar a 1a 1dgica T (w) una axiomatizacién
G8&eliana, en l&a cual la regla de necesidad aparece =n el iu-

gar de la regia de congruencia ( para terminologia, ver

_los comentarios que siguen a la ovservacidn 1.1l del primer

capitulo) To particular, podemos elegir como axiomas todas
las tautoiogias, DO(eAg)>{d3p>34) , 0Oer>p

(opncle) O @2 e ~ANO® P)

J

v como reglas de derivacidn, las de substitucidn, separacidn
y necesidad.

Peorenz .15 (Yakinson)

¥ingune axiomatizacidn de la légice modal T (w) gque
ciene enire sus reglas de derivacidn las de substitucidn,

il U

separacibn y necesicad, tiene la propiedad de modelos finitos.

-

Se puelde verificar cue si A es un modelo zlgedbraico tal
gue tocdas las tesis de.N, ia menor eantre ias 1bgicas modales
norrales, son vdliées en 4, y ‘tamonién las regias de substitu-

cidn, separacibn ¥y necesidal son vdlidas en 4, entonces la

nos permite apli-

°.

(€3]

regla e congruencia es vdlida en A. Zst

car ios lemas 3.18y 3.17.
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ATTENDA

RELACIONES ENTRE ATGEBRAS MOTAIES Y MODELOS RRIACT ONALZ=S

Zs posible establecer cierias relaciones entre dlgedras
modales por una arte y modelos relacionales vor la otra.

Lograr una teoriza realmente elesante en es—

1
Te sentido, es conveniente modificar la definicidn de un = de

c
10 relacional, adovtando en varticular una definicidn mds fina
de un conjunto cerrado de evaluaciones en un rmarcd relaciocnal.

y donde X es un conjunto cerrado de svaluaciones en ese marco.
2 ©t0 de clausura. Direm0s Que unr con-—
%z el marco (X, N, R) es cerrado si sa

tisface as Gos condicicnes siguientes:

(1) Para cada sudconjunto finito J de X existe una evaluz

cide neH , tal gue vara T0d0S 1os

R, e T si R# W
entonces nay una Férzuls o« con

(2) Para cada evaluacidn h ez el marco (X, X, R) tenexmos

mentos de H, y una secuencia

PO 7 tede RrRe K



)
N
=

h (FLJR)‘: h;(&}u/h)
Resulta claro gue estas condiciones son mds restrictivas que
las dadas en el capitulo 3. Sin exbargo, no es dificil ve-
rificar gue todos los teoremas enunciados en el capitulo 3
son también cierios vara el coancepto m€s restringido de un
modelo relacional., HNds aun, ahora podemcs provbar ciertos
teoremas gque vinculan modelos relacionales con dlgebras moda

les.

Si A= (A) -, nlié) es un dlgevra wodal regular y ndo tri-
vial, definiremos la estructura
§ (A)= (K, N, R, R)
como sigue: X es el conjunto de todos los ultrafiltros de 4,
y X es el conjuanto de todos aguellos ultrafiltros V de A

taies gque existe por 1¢ mends un

o e A con *xa & V
R es la relacidbn sobre ¥ tal gue para todos los ultrafiltros
v, 9 de 4, (v, v') € R
si y solamente si para cada e A, si xa& e V
entonces G e V' .

Tefinimos & H como el conjunto de todas las evaluaciones h en

el marco relacional (X, ¥, R) wal cue exisze una secuencia

-

~ 7 PR

de elementios de A tal que vara tOd0 L&w ¥ L0806 vewr
nieL ., 9) =14

si y solaxente si
a. ¢ V

A
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Reciprocamente, sea X = (X, N, R, H) cualquier
modelo relacional, y definiremcs

g_’( :(%,—,ﬂ,*)

como sigue. 3B es el conjuato de todos los sudconjuntos J de
X tales gue existe una hec i vy una férmula X

con J=§ rekK: hix,r)=42}

Definimos a -~ y A como l1as operacidones usuaies en

las subconjuntos de X. Definimos a2 X cozo le operacidn u-

naria X: &8 — 8 tal que
vara todo Jed 5 *x I = N A {aeK;
vara vodo R'e K , si (k,r' )R entonces R'e Ig

zntonces es posivlie provar los siguientes teoremas, que

axmpiian resultados de Lemmon 1966 y de Jonsson y Tarski 1951.

Teorema 4.1

Sea A cuvalguvier dlgebra modal regular y nc Itrivial. 3Za-
tonces la estructura cf (A) es ua modelo rela-

cional, mds alin, para cada Iérmula o oL es védlica

en 4 si y solamente si o es vdlida en ¢ (A)

Obvservacidn 4.2

Si A es un 4lgedvra modal regular y no ITriviasl si A es
> o $

ke —
finita con 27 elementos, entonces el molelc relacional 9 (A)

es compieto y su conjuntc subyacente tiene n elexentos.

Teoreza 4.3

Sea X = (¥, X, R, H) cualguier nmodelo relacional. ZIZEnton-
b 2 ? %

ces f '\K) es un &lgevbra modal regular y no triv?‘.al,
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v ademds para cada fdérmula A, A es védliida en X si ¥y so-

lamente si A es vdlica en Y (K) .

Cohservacidbn 4.4,

31 X es un modelc relacional finito con n elementos, en-
tonces K es completo y ademds el 4lgedra modal Y (K)

. n .
tiene 27 elementos.

Teorera 4.5
Sea A cualcuier dlgevra modal regular y no trivial. =o-
tonces A es isombrfica a i (& (M),

Zn vista Ce estos resuliados de tan amplio alcance, la
definicidn modificada de modelo relacional parece ser mds in

teresante que la utilizada en el capitulc 3.
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GUIA PARA I.A BIBIIOGRAFI!

Pueden encontrarse introducciones generales a la 1légica
modal, desde el punto de vista del 1d6gico mds gue el del nma-
temdtico, en Prior 1955 y en las primeras secciones de Hughes
y Cresswell 1668, =ste dltimo trabajoc se ocupa ampliamente

del tema y contiene una extensa bibliografia.

Quine 1647, 1953, 1860, 196€ discute cuestiones filosé-
ficas asociadas a ia ldégica modal, Barcan 1962, 1867 presenta
un punto ée vista vbastante diferente del de Quine. ZIZEntre mu-

chos otros trabajos gue discuten el tema, mencionaremos &a

Kneale 1962, Kuneale y ¥Xneale 1562, lMakinson 15660b.

I0s estudios mds amplios sovre ldégicas modales realiza-
dos desde un punto de vista axiomdtico sonr los de Hughes ¥y
Cresswell 19868 y Peys 1965. DPara La aplicacidbén de los méto-
dos de CGenvzen er 1ibgica nmcdéal, ver Schutte 1969, Oanishi

1661, Onnishi y Matsumoto 1957, 1859.

Los 1ibros Ge Rieger 1667 y Rasiowa y Sikorski 1863 ira-
tan del uso de téenicas algedbraicas en idgica. Zste Ultimo
travajo contiene ademds un estudic ce dlgebras S4. ZEn los ar
ticulos de McKXinsey y Tarski se puedle encontrar nds material
sobre dlgedvras modalies. I2n Halmos 1962 nay un estudio de
ias dlgebras S35,

. 1 A

Las referercias fundamentalies score la propiedad de nmo-

delos finitos para ldgicas progrosicionales se encuentran en
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Harrop 1958, 1965. Nuestra terminologia es diferente de la
de Harrop, pero hemos seguido sus ideas. También son impor
#antes para la propiedad de modelos finitos Anderson 1968 y

el articulo préximo a aparecer de Iassey.

Los modelos relacionales fueron introducidos por Kripke
1959, 1963, 1963 a, 1965, 1965a y han sido también estudiados
por Makinson 1966, Lemmon 1966, ZILemmon y Scott 1966, Cresswel
1867, 1967a, 1568, Segerberg 1969, y otros.
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