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AXIOMES INDEPENDANTS POUR LES
ALGEBRES DE LUKASIEWICZ THIVALENTES

par

Luiz F.T. Monteiro

La théorie des algébres de Lukasiewicz trivalentes
a été fondée et développée par Gr.C. Moisil (1940,1941,
1960).

A. Monteiro a montré que la définition suivante est
équivalente & celles qui ont été indiquées par Gr.C.
Moisil.

DEFINITION (1): Un systéme (A, 1 ~N V. A . V)

formé par; 1°) un ensemble, non vide, A3 29) un é16-

ment 1 de A; 39) deux opérations unaires, & , V

définies sur A: 49) deux opérations binaires. A .

(1) cette définition a &té indiquée per 4. Monteiro dans
son cours sur les algébres de Lukasiewicz trivalen-
tes (premier semestre 1963), cua il a posé le probline
d'étudier 1'indépendance des axiomes Ll,....,L8.



V , définjes sur A, sera dit une algébre de Luka-

siewicz trivalente si les axiomes sulvants sont vé-

rifiés (pour tout x,y.z de 4A).

L) xvl=1

L2) xAa(xvy) = x
L3) xA(ywvz) = (zAax)V(yAax)

Lll-) o~ N X =X

L9) m™ (xAy)=~N xvNy

L6) ~xvVx=1

L) xanNx=~xAVx
18) V(xay)= VxrVy
Des axiomes L1, L2 et L3, on déduit, d'aprés M.

Sholander (i951), que le systeme (4, 1,A,V ) est un
réticulé distributif ayant 1 par dernier élément.
Dl'aprés les cing premiers axiomes le systéme (4, 1,~,
A,V ) est une algébre de Morgan (A. Monteiro, 1960)
et par conséquent o =~ 1 est le premier élément du
réticulé A.

Nous allons démontrer L1 & partir des autres
axiomes et montrer que chacun des axiomes Li(i= 2,..
«eey8) est indépendant des restants. Dans ces conditions
L2,L3,L4,L5,L6,L7, et L8 sont des axiomes indépendants

pour la rnotion d'algébre de Lukasiewicz trivalente,

Dépendance de 1'axiome Ll. En remplagant dans L6, X par

~ X, et en tenant compte de l'axiome L4% nous avous



(1) xvVemx = 1. D'un autre c6té dans tout réticuld
sont valables les égalités suivantes:

(11) xvx = x3 (1i1) xv(yvz) = (xvy)v z.

Alors, en utilisant successivement (i), (ii1), (ii) et
(1) nous avons: xv1l=xv(xvVw x) = (xvx) vVwx =

= xvVem x =1,

Indépendance de 1'axiome L2. Soit M un ensemble conte-

nant au.moins deux élémegts distincts o et l. Consi-
dérons les quatre opérations définies, sur M, de la ma-
nidre suivante:

1) v x = x R Vx=1 pour tout x de M
ii) xAy =1, xvy=1 pour tout x,y de M
On vérifie facllement que les axiomes L1, L3,....,L8
sont valables tandis que L2 ne 1l'est pas cars

oan(ovl) =1%o

Indépendance de 1'axiome L3. Soit A le réticulé dont

le diagramme de Hasse est indiqué dans la figure 1,
et posons: 12)Vx = x pour tout x de 4. 29)mo = 1 3
~na = byvb =ajve =djnd = c3wl= 0. Alors les
axiomes Ll,L2,Lh,....,L8 sont valables, et L3 ne 1l'est

pas cars an(cvd) = a tandis que (dAa)v (CA.,a) = 0



Fig. 1 Fig. 2

Indépendance de l'axiome L4. Soit T le réticuldé distri-
butif dont le diagramme de Hasse est indiqué dans 1la

figure 2, et posons: 19)r~vx = 1 pour tout x de T.
22) Vx = x pour tout x de T. Alors les axiomes L1,L2,L3,
L5y...,L8 sont valables tandis que L% ne l'est pas car:

~N~ 0 =10

Indépendance de 1'axiome L5. Soit T le réticulé distri-

butif indiqué dans la figure 2, et posonss: 12)mvx = X
pour tout x de T, 22)V x = 1 pour tout x de T. Alors
les axiomes Lly...,L%,L6,L7,L8 sont vérifiés tandis que
L5 ne l'est pas carsirnv(oaa) =~ 0 = o tandis que

~N OV 8@ = OVE = &

Indépendance de l'axiome L6. Soit T le réticulé distri-

butif indiqué dans la figure 2, et posons: 19)mv o = 1g

~a=ajmb=Dbjol=o0. 22)Vx = x pour tout x de T.



Alors les axiomes Lly¢...,L5,L7,L8 sont vérifiés tandis
que L6 ne l'est pas carsawbvVb=DbVvb=bs+1.

Indépendance de 1l'axiome L7. Soit T 1le réticuléd dis=-
tributif indiqué dans la figure 2, et posons: 19)m 0=
=ljva =ajob=Dbjnl=o0. 22)Vo= 03Va= b;VUb = aj;
'W1= 1. Alors les axiomes Ll,....,L6,L8 sont vérifiés
et L7 n'est pas valable car: aA~a=aaa=a tandis

que ~va AVa = aaAnb=o0 .

Indépendance de l'axiome L8. Soit T 1le réticulé dis-

tributif indiqué dans la figure 2, et posons: 19)

no =1ljva =ajub=bs~ol= o0, 22)Vo=o0etVx=1
pour tout x de T distinct de o. Alors les axiomes Ll,..
«eyL7 sont vérifiés et L8 n'est pas valable car:
V(aab) =T o=o tandis que YVa A¥b = 1Al =1,

R. Maronna (°) a démontré qu'un systime (AyruyA,V)
vérifiant les axiomes L2-L5 peut &tre défini comme un

systéme (A, v,A) vérifiant les axiomes:

(2) R. Maronna %A characterisation of Morgan lattices"
(& paraitre).



ML) x=xAnN(NXANY)

M2) xAnN (uyAmz)= v (N(zAX)AN (YAX))

& condition de poser par définition

D) xvy=n(vwxAny)

A. Monteiro nous a fait remarquer que ce résultat
permet immédiatement de définir une algébre de Lukasie-
wicz trivalente comme un systéme (4, 1,V ,nu,A) véri-

fiant les axiomes M1), M2) et

M3) v (x AnvVx) =1
M) xAvx= v xAVx

M5) Vi(xay)= VxaVy

& condition d'adopter la définition D).

Les axiomes M1l) - M5), ainsi obtenus, sont encore
indépendants, comme le montre les exemples indiqués
pour établir, respectivement, 1'indépendance de L2, L3,
L6, L7, L8. Pour voir qu'il en est ainsi il suffit de
remarquer que 1l'égzlité d) est vérifiée dans tous ces

exemples.
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