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3UR LA DEFINITION DES ALGEBRES

DE LUKASIEWICZ TRIVALENTES

par

Antonio Monteiro

1. INTRODUCTION
La notion d'algdbre de Lukasiewicz (trivalente) in-

troduite par Gr. Moisil ([8],[9],[10]) (1) joue dans 1le
calcul propositionnel trivalent de Lukasiewicz ([5],[6])

(1) Voir la liste bibliographique d la fin de cette note.



un r8le analogue & celul des algdbres dé Boole dans le
calcul propositionnel classique. Pour voir qu'il en est
ainsi il suffit de remarquer que l'algdbre de Lindenbaum
du calcul propositionnel trivalent de Lukasiewicz est
l'algébre de Lukasiswicz ayant sutant do générateurs
libres qu'il y a de variables propositionnelles.

Nous nous proposons dans cette note d'indiquer une
définition des algdbres de Lukasiewicz au moyen d'axiomes
moins nombreux que ceux qui figurent dans les diverses
définitions 1hdiquées par Moisil, tout en conservant les

opérations primitives choisies par cet auteur.

2. LES ALGEBRES DE MORGAN

Les réticulés distributifs ont &té définis par
M. Sholander [14] comme les systdmes (A, A, V) formés
par un ensemble, non vide, A sur lequel sont définies
deux opérations binaires A et V qui vérifient les

axiomess

81) alA(aVb) = a
82) aA(bVe) = (cla) V(b Aa)



La démonstration de ce résultat est assez longue et

nous la supposons connue.

81 A contient un élément 1 tel que:
1Vx =1, quel que soit x € A

nous dirons que 1 est le dernier élément de A.

2.1. DEFINITION; Un systdme (A, 1,~,A.V) formé
par; 19) un ensemble, non vide, A, 22) un élément
1 € A; 32) une opération monaire ~ et deux opéra-

tions binaires A et V définies sur A; sera dit

une algdbre de Morgan si les axiomes suivants sont
vérifiéss

Axiome 13 1Vx =1

xiome 23 xA(yVx) = x

Axiome 33 xA(yVz) = (z2AX)V(yAX)
Axiome 43 x= ~vx

Axiome 53 ~(xAy)= ~xVoy

Cette notion a été étudiée par A. Bialynicki-Birula
et H. Rasiowa [1] sous le nom d'algdbre quasi-Booléenne.
8i nous supprimons ltaxiome 1 nous aurons affaire a4 un
réticulé de Morgan, notion considérée par Gr. C. Moisil
([7] , page 91) et étudiée par J. Kalman [2] sous le
nom de "distributive i-lattice"). Nous adoptons icl la



terminologie que nous avons introduite dans [11].

On démontre de suite que dans les réticulds de Mor-
gan nous avons ~(aVb)= ~aA~Db, ot que dans une

alg2ore de Morgan 0 = ~ 1 est le premier &lément de A.

Un réticulé de Morgan A sera dit normal [2] , ou
linéaire [11] si 1a condition:

(K) xA~vx £yVany

est vérifiée. C'est ce qui a lieu dans les algdbres de
Boole et dans les groupes réticulés.

Les algébres de Mqorgan que vérifient la condition
(K) seront dites des algdbres de Kleene([3] page 153,
(4], p. 334).

Les N-lattices de Helena Rasiowa [13] qui jouent un
r8le fondamental dans le calcul propositionnell cons~-
tructif avec négation forte sont des exemples parti-
culiers d'algébres de Kleems et nous verrons plus loin
qu'il en est de m8me pour les algdbres de Lukasiewicz

trivalentes.



Dans un autre travail nous montrerons que la notion

d'algdbre de Lukasiewlcz est un cas particulier de cel-
le de N-lattice

Nous nous proposons maintenant d'indiquer une défini-
tion des algdbres de Lukasiewicz (trivalentes) équiva-
lente & celles qui ont été indiquées pur Gr. C. Moisil.

3.1, DEFINITION: Un systdme (A, 1,00 V. A, V) for-
mé par; 19) un ensemble, non vide, As; 292) un élément
1 € A; 39) deux opérations monaires ~ et V définies
sur A; 49) deux opérations binaires A et V définies
sur A; sera dit une algébre de Lukasiewicz trivalente,

8i les axlomes suivants sont vérifiéds:
AL 1Vx =3

42) xA(yVx)=x

43) xA(yVz) = (zAx0)V(yAx)

AY) x=oovx

A9) ~(xAy)= ~nvzxVuy

46) ~xVVUx =1

A7) xA~x = ux AV

48) V(xAy)= VA Uy

our simplifier le ngage nous dirons aussi que est




une al,cbre de Lukasiewicz.

dous pouvons affirmer d'aprds les axiomes Al-A5 que
4 est une algdbre de Morgan. Si nous posons o = rvl,

alors o est le premier élément de A.

Nous supposerons connues les régles de calcul va-
lables dans une algdbre de Morgan. Démontrons mainte-
nant des régles de calcul valables dans les algdbres
de Lukasiewicz, ol intervient 1l'opération V.

49)  x £Vx

En tenant compte de A1), A6) et A7) nous pouvons
écrire:

x=xAl = xA(~xV Vi)
= (xA~zx) V(xAVx)
= (~xAVx) V(xAVx)
= (vxVx) AVx4Vx

En effet nous avons V1 £ 1 et, d'aprds 49), 14
£V1 done V1 = 1. |

1 Vo =

En utilisant Al) et A7) nous pouvons écrires
© =0Al =0Nmno=moAVo =1AVo= Vo



A12) 81 x £y alors Vx4 Uy,
De x £ y on déduit x = xA y dtoli, d'aprés A8):
Vx = VxAVy clest-a-dire Vx < Vy.

Al3)  xV Vex =1

En remplagant x par ~x dans A6 nous aurons

~rxVVAax =1, d'ol 1'on déduit la formule Al3) (en
tenant compte de A4).

Al}) VAT v x £x

En appliquant l'opération ~ aux deux membres de
1'égalité Al3) nous aurons:
(a) mx AVvVAx =0
En tenant compte de All), (a) et A8) nous pouvons
écrire:
(b) o=Vo=V(vxA~Vn~x)
=V ~vxAV~NTOvx
En utilisant (b), A13), A6) et Al) nous aurons:
x=xVo =xV(Vaux\NU~Yx)
(xVVUrx) A(xVV A~V v x)
IN(xVU~NT N x) =2 xVOVT NV x

et cette égalité montre bien que Alk4) est vérifide.

AlS5) YNV VU~V x = Vrux

De AlY4) on déduit:

~nx £ VAV o ox



dtoll par Al2)
(a) Vux L YV AV x
D'un autre cbté en remplacant x par V~x dang Al3)
nous auronss
(b) VoVUAnU A x £ 7rx
De (a) et (b) on déduit A415).

A16) V~vVUx est le complément boolden de Vx.

En remplagant dans Al3) x par V= nous avons
(a) VaVv Aavyx =1
De A6) on déduit xA~ Vx = o done
‘(b) o= Vo= V(xAVV3x)= VXAV~VX
De (a) et (b) on déduit A16).

Al7) ~Vzx est le complément booléen de Wk

En remplagant dans A9) x par ~Vx nous auronss
~Vx £V ~Vx dlod
ViAo V€ VAU ~Vx
et alors par (16): VxA~ Vx £ o0, clest-a-dire:
(a) VxA~ Vzx =o0. En prenant 1a négation des deux
membres de (a) nous pouvons écrire:
(b) VxVAaVx =1,
De (a) et (b) on déduit Al7).

418) V~Vx = ~vvx




Dans un réticulé distributif chaque &1ément a un
seul complément booléen; donc Al8) résulte de A16) et
Al7).

Al T T v x = v T ogx

On obtient cette formule en remplagant x rar ~x

dans Alg) .

420) VYV Vx = Ux
De Al18) on déduit
NI VY X 2 MUY X = UX

diol
(1) VoV ~NOx= VX
D'un autre c8té, en remplagant x par ~x dans 415) nous
avonss
(2) VvV vx = Vx
et A20) est une conséquence de (1) et (2)

2. INITION; Un élément ¢ € A sera dit constant

ou invariant si Ve = c¢c. L'ensemble de.tdutes les
constantes de A sera représenté par K.

Montrons maintenant que:

A21) K contient les 81éments O et 1 et?est invariant

par rapport aux opérations ~,.V.A,V,




DEMONSTRATION: Dtaprds les égalités Al0) et All) on

peut affirmer que 0, 1 € K. Montrons maintenant que

a) gl a, b € XK alors alb €K

En effat éi a, b € K nous aurons V(aAb)= VaA Vb=
= alb donc alAb €K
b) 81 a € K alors wa €K

Supposons que Va = a alors, par Al8), nous pouvons
gcerite Vrna = VewVa = ~Va = ma clspu-d-dire
~a €K.
c) 81 a € K alors Va € K.

Clest une conséquence immédiate de A20).

d) 81 a, b € K alors aVb € K
sia, b €K par (b): ~a, ~b € K d'ol par a):
aah vb € K ot alors par (b) ~(~aA~b) = aVb € K.

A22) V(xVy)= VxVvUy .

Des relations x £ % Vy, v 4 xVy on déduit par A12):
(1) Vx<£ V(xVy)
(2) Vy4 V(xVy)
d'ol
(3) VxVVy £ V(xVy)
D'un autre cbté par A9): x4 Vzx, y& Vy d'ol
(%) xVy &£ vx VVvy
En tenant compte de la rdgle A12), de (4) on déduit:
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(55 V(xVy) £ v(VUz YTy

Comme d'aprés A20), Vx, Vy € K nous pouvons affirmer,
d'apréds A2l1),

(6) V(vxVVvy) = Vx Vvy

Da (5) et (6) 1l résulte

(7) vzxVy) & vxVVvy

et A22) est. une conséquence de (3) et (7)

423) vVex V(VIAVO )V T x =1

En tenant compte des régles déja démontrées et en par-

ticulier de Al7) nous pouvons écrire

NV nuxV(VIAVN x) /o Tz = (v TaxVTx Vo Tx) A
A(vTnxVVmx VaoVzx) = (Vo x V(T VAT ) A
A(v Uz y Vox)Ver V) = (MTZ v VI)A(LVA UX) =
=1A1=1

L. Monteiro [12] a montré que, & 1l'exception de Al,
chacun des axiomes que figurent dans la définition 3.1
est indépendant des restants; donc, d'apréds cet auteur,
les axiomes A2) - A8) sont des axiomes indépendants pour

les algdbres de Lukasiewicz.

Remarquons que lt'opération Vy(définie sur le réticuléd
distributif (A) a des propriétés analogues A celles de
l'opération de fermeture dans les espaces topologiques,

ctest-3-dire, nous avons:
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1) Yo =0
2) x £ Ux

3) VxVy)= vxVVy
4) VVx = Vx

Cela nous conduit par analogie avec la définition

d'intérieur, 3 poser:

3.3, DEFINITION: Ax = ~vV™x

Dans les algébres de Lukasiewicz il existe un prin-

cipe de dualité qui peut &tre exprimé par la table de
dualité suivante:

0] 1l
~N A
v A
vV | A

3.6, DEFINITION; Etant donné une propriété relative

aux algébres de Lukasiewicz nous appellerons proprié-

té duale de P la propriété P' gu'on obtient en rempla-

gant dans 1'énoncé P chacun des symboles 0, 1,V , D,

V, A, respectivement par 1, 0,8, V. A, V,

Pour montrer que:
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est valable dans toutes les algdbres de Lukagiewicz,
alors la propriété duale P! est aussi valable.

I1 suffit de d-wruirer ovs les rdgles de calcul

suivantes sont vérifidess

A6') ~mxABx =0
'En effet en utilisant la Déf. 3.3, A5), A&:

IXNAX = vxIAN Vv x = (XY ITINSI)= AL = D

A7') xVeox = vx VAX
Car d'aprds la Déf. 3.3, A5), A7), A5) et A4)

~IVAX = vx VAV x=~(xAVex)

= ~n(XANMX) = vx VX

A8') A(xVy)=_ AxV Ay
Il est clair aussi ques
A(xVy) =2~V (2Vy)= v VimxAny) =
= (VoxAVny)a v Tvx~onuVny
= AxVVy

DEFINITION DE MOISI:

Parmi les définitions d'algédbre de Lukasiewicz triva-



1

lente indiquées par Gr. Moisil ([7], [8], [9]) nous allons
choisir le systdme II, indiqué dans [10] en remplagant le
symbole s+ par ¥. Moisil considdre un systéme (4, 0, 1,
~yVy N, V) formé par: 12) un ensemble non vide Aj 29)
deux 6léments 0, 1 € A3 392) deux opérations monaires ~ et

V ot deux opérations binaires A, V définies sur A.

11 suppose tout d'abord que le systéme (4, 0, 1, A, V)
est un réticulé distributif ayant un premier O et un der-
nier é1ément 1. Nous pouvons exprimer cette hypothése,
sous une forme abrégée, en profitant des résultats de M.

Sholander [14] , au moyen des axiomes sulvants:

M0) oAx = o

ML) 1Vx =1

M2) aA(aVb) = a

M3) a A(bVe) = (cAa) V(cAb)

En outre Moisil suppose que jes axiomes suivants sont

vérifiés:
M) ~(x Vy) = ~x A ~y
M5) ~(xAy) = ~vxVry

M6) ~~x =X

M7) VixAy)-= VxzAVy
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M8) V(xVy)= Vzxv Vy

MI) xAVx =x

MIO) VVX = Vx

M1l) ~V~ V¥V x = Ux

M12) xAnvx = X AV X

M13) ~V v x V(VXAVAX)Ve X =1

Nous allons maintenant montrer que cette définition
est équivalente 3 celle que nous avons indiquée au para-

graphe précédent.

Tout d'abord les propriétés MO - M13 sont des consé-
quences de Al - A8 comme nous l'avons montré aux §2 et

3, en supposant connue la démonstration du théoréme de

Sholander [14] .

Pour démontrer la réciprogue il suffit de montrer,
avec Moisil, que l'axiome

A6) ~vxVox =1
est une conséquence de MO - M13. Démontrons successive-

ment que:

19) 81 x £ v alors ~y £ ~Aux

Soit x &y, ctest-d-dire x = x Ay: alors par M5)

nous pouvons écrire ~x = vx Vway done ~y £ o~ x,
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20) WV~ x £

Par M9) nous pouvons écrire x £ ¥ x et en particulier
~x & g~ x, d'ol par 12) et M6)s

~Vex £ x =X

32) vx VU~ xAVX)VM Vo x =1

En effet de M13) et 22) on déduit
x V(V~xAVX)VVvVUx =1
d*oh 1l'on déduit 39) en remplagant x par ~x et en te-

nant compte de Mé).

Mais A étant un réticulé distributif, la formule 32)
peut s'écrire sous la forme: '
(vx VU Vo ox)A(Vvx VYV AV VUVx) =1

dtol 1l'on déduit en particulier que

49) NLVVXVNVNX =]

co———

D'un autre cdté par 22) et M9) nous pouvons écrire
~V ~x & x &£ Vx

donc

50) vV vxVVUx = UXx

et alors par 42) et 52) nous avons
~xVUx =1
ce qu'il fallait démontrer.
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Remarquons que d'aprds les notations de Moisil
VS/A— et A = )’
mais nous préférons les notations que nous avons adoptées

car le symbole A apparait comme le dual de V,

Indiquons une des propriétés les plus importantes des

algdbres de Lukasiewicaz:

4,1, PRINCIPE DE DETERMINATION DE MOISIL: Pour que
X=1y il faut et 11 suffit que Ax = Ay et Vx = Vy

(L8, [91, [10])

que fournit une méthode pulssante pour démontrer des

égalités. De ce principe on déduit le:

4,2. CORQLLAIRE; Pour que x £y il faut et il suffit
que Ax £ Ay et Vx £ Vy.

Comme application démontrons que:

4.3, THEOREME; xA~x £ yV~y quels que solent x

et y.

DEMONSTRATION: Remarquons tout d'abord que
l= vxVVXx £V ~xVVx = V(~vx V)

i
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donc

(1) v(~xVx) =1

et par dualité nous avons aussi

(1') A(~xAx) = o

De (1!') on déduit

(I) o= A(~xAx) & A(~yNy)

Par (1) nous pouvons écrire

(II) V(xA~x) £1 = V(yVn~y)

De (I) et (II) par 4.2 on dédult:
xAvx £y Vay

pour tout x et tout y.

Nous voyons ainsi que les algdbres de Lukasiewicsz

sont des algébres de Kleene.

Cette circonstance joue un rdle important dans la
théorie de la représentation des algébres de Lukasiewicz

par des ensembles que nous développons ailleurs.

Instituto de Matemitica
Universidad Nacional del Sur
Bahfa Blanca - Argentina



19

BIBLIOGRAPHIE

{1)] LIALYNICKI - BIRULA (A.) and RASIOWA (H.) - On the

representation of guasi-boolean-algebras. Bull.

Acad. Polonaise Sci. Cl.II1I, 5(1957), 259-261.

(2] KATMAN {J.A.) - Lattices with involution. Trans. khu.
Lratha SOC©9 87 (1958), )'*’85-)‘1'910

(3] KLEENE (Stephen Cole) - On notation for ordinal nwr-

A e e e e e e ettt 125"

bers. Journal of Symbolic Logic. 3(1938), 150-155.

(4] XLEENE (Stephen Cole) - Introduction to Methamathe-

matics. North-Holiand Publishing Co. Amsterdam (1952).

(5] LUKASIEWICZ (Jan) - O logike trojwartosciowej. Ru. '
Filozoficzny 5 (1920}, 170.

(6] LUKASIEWICZ (Jan) - Elementy logilki matematycznej.
Warsawa (1929).

(7] MoIsiL (Gr.C.) - Recherches sur 1'algdbre de la 1. .-
gigue. Ann.Sci.Univ.Jassy. 22(193%), 1-117.



20

[8] MOISIL (Gr.C.) - Recherches sur les logiques non-
chrysmpiennes. Annales Scientifiques de 1'Universi-

té de Jassy. 26(1940), 431-466,

[9] MOISIL (Gr.C.) - Notes sur les logigues non-chrysip-
piennes. Ann.Sci.Univ.Jassy. 27(1941), 86-98,

[10] MOISIL (Gr.C.) - Sur les i1déaux des algdbres Luka-

siewicziennes trivalentes. Analele Universitatii

C.I. Parhon. Seria Acta Logica. 3(1960), 83-95,

[11] MONTEIRO (Antonio) - Matrices de Morgan Caractéris-
tiques pour le Calcul Propositionnel Classique. Anais

da Academia Brasileira de Ci8ncias, 52(1960), 1-7,

[12] MONTEIRO (Luiz) - Axiomes indépendants pour les al-

gébres de Lukasiewicz trivalentes. (A publier).

[13] RASIOWA (Helena) - N-lattices and constructive logic
with strong negation. Fundamenta Mathematicae. 46

(1958) 9 61"800

[14] SHOLANDER (Marlow) - Postulates for distributive

lattices. Canadian Journal of Mathematics., 3(1951),
28"‘30 ]



