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CARACTERISATION DES ALGEBRES DE NELSON PAR
DES EGALITE

par

Diana Brignole et Antonio Montelro

1. INTRODUCTION
La notion de N-lattice, introduite par Helena Rasiowa,

[13] , [14] , joue un réle fondamental dans 1l'étude de la
logique constructive avec négation forte considérée par
David Nelson [12], et A. Markov [8] . Le calcul proposi-
tionnel correspondant a été aussi étudié par N. Vorobiev,
[16] ’ [17] . ot

Ce réle est analogue & celui qui joue la notion d'al-
gébre de Boole (de Heyting) dans 1'étude du calcul propo-
;itionnel classique (intuitionniste).

Les axiomes indiqués par Helena Rasiowa pour caracté-
riser les N-Lattices, auxquelles nous donnerons dans cette
note le nom d'algébres de Nelson, sont assez nombreux, et
en outre ils ne sont pas tous des égalités.

Nous nous proposons d!'indiquer une caractérisation des

algébres de Nelson par des égalités, au moyen d'un nombre



assez réduit d'axiomes.

Nous supposeroné connus les résultats indiqués

dans [11].

2. LA DEFINITION DE H. RASIOWA

Rappelons tout d'abord la définition suivante:

2el. DEFINITION; Un systéme (A, 1,~,A,V) formé
par 12) un ensemble, non vide, A: 22) un &lément

1€ A; 39) un opérateur monaire o défini sur A;

42) deux opérations binaires A et v définies sur

sera dit une algébre de Morgan, ou une algdbre
guasi-booléenne, si les conditions suivantes sont

vérifiéeg;
N1) xvl1l =1

N2) xA(x Vy)
N3) xA(yvaz)

X

(z Ax) Vv(yAXx)

ll

Nt) ~m~vx =x

N5) ~(xAy) = ~xV~y

Un systéme (A, A, V) vérifiant les axiomes N2.), N3)
est, d'aprés M. Sholander [15], un réticulé distributif.
De N1) on déduit que 1 est le dernier élément de A. On
démontre immédiatement que

N5') ~(xVy)= ~xA~y
et que 0 = ~1 est le premier élément de A. A propos de



cette notion voir (1), [2],[4),(7], (10).
Rappelons maintenant la définition de N-lattice in-
troduite par H. Rasiowa [14].

2020 DEFINITION‘. Un sgstéme (AQ 1,~vy 1y =, A, V)
formé pars 19) un ensemble non vide A3 29) un 414-

ment 1 € A: 39) deux opérations monaires ~, 1 dé-

finies sur A3 49) trois opérations binaires —

Ay, V, définies sur A, sera dit une Algdbre de Nel-

son si les axiomes suivants sont vérifiés:

Axlome l: S1 nous posons a—b pour indiquer que
a—b = 1 alors:
la) a—a
1b) Si a—b et b—~c alors a—ec
Axiome 2: Le systéme (A, l,»~, A,Vv) est une algébre
de Morgan et en outre la relation < définie par

1t'équivalence

E) a<b si et seulement si a={b et b~ ~ &

coincide avec la relation dfordre du réticulé A.
Axiome 3: Si a—(c et b—c alors (avb)=<c
Axiome 4: Si c—<a et c—b alors c—(a Ab)
Axiome 5: ~ (a—b)—(aA ~b)

Axiome 6: (aA ~Db)—< ~ (a—b)

Axiome 7: a—~{r~ Tla

Axiome 8: ~ “Ja—(a

Axiome 9: (aA~a)—b =1



Axiome 10: a—<3(b=c) = 1 si et seulement si
(aAb)=c =1
Axiome 1l: Ta = a=0 (o1 0= ~ 1)
Dans cette définition figurent, en réalité, plus de
11 axiomes. Si nous utilisons la définition 2.1 d*'Algébre

de Morgan; l'axiome 2 est une fagon abrégée d'indiquer 7

axiomes,

D'un autre cbté, ltaxiome 11 peut 8tre considéré comme

une définition de 1l'opération 7T .

Rappelons encore que, d'aprés H. Rasiowa [1l]

2.3s LEMME: Dang une algébre de Nelson nous avonsg
N6) XxA~vx< yV~y guels gue solent x, y € Ae

La condition N6) est vérifibe dans le calcul proposi-
tionnel considéré par S.C. Kleene [5], p.153,[6] p.334.

2.4%. DEFINITION: Une algébre de Morgan qui vérifie

la_condition N6) sera dite une élgébre de Kleene.

Cette notion a été considérée et &tudiée par J.Kalmann

(4], sous un autre nom.

3. L'IMPLICATION INTUITIONNISTE

Un ensemble ordonné A sera dit réticulé inférieurement

si chaque couple ordonné (a;b) d'éléments de 4 a une bor-



ne inférieure a Ab. Rappelons la définition suivante:

(qui a2 un sens dans les ensembles réticulés inférieure-

ment A est qui est bien connue)

Jo1l. DEFINITION: Nous dirons qu'il existe 1'implica=
tion intuitionniste du couple ordonné (a, b) d'élé-

ments de A, s'il existe un élément ¢ de A tel que;
I1) adAc=b

I2) 8i x est tel que aAx <Db alors x & ¢, Pour

indiquer 1'él1ément ¢ nous écrirons ¢ = a=b [3].

-

On voit de suite que si 1'élément a =db existe 11l est

univoquement déterminé.

Nous ne savons pas si dans les algébres de Nelson A
X=y existe pour tout couple ordonné (x, y) d'éléments

de A. En tout cas on peut démontrer que

3¢2. THEOREMEs Dans une algébre de Nelson 1'é1ément

a=3(~a vb) existe pour tout couple ordonné (a, b)

d'éléments de A et en outre a—b = a=v(~a Vb)[11].
Rappelons les résultats suivants que nous aurons &

utiliser par la sulte et qui sont valables dans tout

ensemble réticulé inférieurement A.

3.3. LEMME; Si A contient un dernier élément 1 alors




les deux conditions suivantes sont équivalentes:
(1) a=b (2) a=3b existe et a=b =1

3.14s LEMME; Si a=5b existe alors
aN(a=db) = aNb; (a=3b)Ab =D

Jeo. LEMME: Si a=sb et a=dc existent alors a=s(bac)

existe et en outre

a=3(bAac) = (a=b) A(a=dc)

Démontrons maintenant que

3.6, LEMME; Si A est une algébre de Kleene dans
laquelle a=p(~va Vb) existe pour tout couple ordonné

(a, b) d'éléments de 4, et si nous posons a—b = a=>

=(~a Vb), alors les égalités suivantes sont véri-
fides;

N7) a—a =1

N8) (a—b)A(~a Vb) = ~a Vb
N9) aA(a—b) = a A(~a Vhb)
N10) a—=(bAc) = (a—b) A(a—sc)

I) a-s(a—b) = a—b

DEMONSTRATION:

N7) De a= ~aVa et de 3.3 on déduit 1 = a=s(~aVva)=

= a--a.



N8) Par 3.4 nous avons ~a Vb £ a=(~ a vb) = a—b d'ol
l'on déduit NS8.

N9) Comme a=p(a a vb) existe, N9 est une conséquence
de 3.k,

N10) Par hypothése .
a-(bAc) = am(~a V(bAc)) = a=s((~ a Vb) A(~ave))
Comme a=(~aVb) = a—b et a=s(~a vVe) = a »c exis-
tent nous pouvons écrire d'aprés 3.5

a-=(bAc) = (a->b) A (a-c)

Montrons finalement
I) a-(a-b) = a—b |
Dtapré&s N8)
~aV(a—-b) £ a—(a—b)
et comme a—b £ ~a V(a—b), nous pouvons écrire
I') a»b < a—(a—Db)
1l nous reste donc 3 démontrer que
II') a—=(a—-b) « a—b
Par N9) nous avons:
aA(a—(a-b)) = aA(~av(a—ob))=
=(aA~a) v(anr(a=sd)) =
=(aA~a)v(an(~avb)) = ah(~a Vb) < ~ avb
ctest-3~dire
(1) aA(a—=(a->b)) = ~a vp

et comme a=>( ~a Vvb) = a—b existe par hypothése,



de la condition I2 (D&f. 3.1) et de (1) on déduit;

a—(a—-b) = a—b et la démonstration est terminée.

Comme conséquence immédiate de 3.2 et 3.6 nous pouvons

affirmer que

o/. COROLLAIRE; Les égalités N =N10) et I) sont

valables dans toute algdbre de Nelson.
. CARACTERISATION DES ALGEBRES DE NELSON PAR DES EGALITES

Les résultats précédents nous conduisent 3 étudier les

systémes (4, 1,~ 93 Ay V) que vérifient les égalités
N1)-N10) et I. |

4.1, LEMME; Si le systdme (Ay 1.~ , =, A, V) est tel

que les égalités N1)-N10) et I) sont vérifides alors
a=(~avb) existe pour tout couple ordonné (ay b)

d'é1éments de A et en outre a—»b = a=(~a vp),
S=-cments de A et en outre a—b - )

DEMONSTRATION: Démontrons tout d'abord que
M) 81 b= ¢ alors a—b = a—c

Supposons que b = ¢ c'est-3-dire que b = b Ac alors
en utilisant N10), nous aurons
@a-b =a-(bAc) = (a—b)A (a—c)

c'est-a-dire a—»b < a—e et M est démontrée.



Pour démontrer que a=(~a vb) = a —»b nous avons 3
démontrer dtaprés 3.1 que
I1) aA(a—b)=< ~ a vb
I2) 81 aAx=~avb alors x < a-b
I1l) est une conséquence immédiate de N9)
Pour démontrer 12) supposons que
aAx € ~avVvbp
En tenant compte de N8) nous pouvons écrire
a)\x = (~a Vb) A (a—b) < a-b
d'ol par (M)
a-(aAx) < a—->(a—b)
C'est-3-dire, d'aprds N10) et I)
(a—a)A (a-»x) < a—b
ou encore d'aprés N7)
(1) a—»x = a—b
Dl'autre part d'aprdés N8):
(2) x £~ avx =3-5x
De (1) et (2) on déduit x = a —»b; ce qu'il fallait Gé-

montrer,
Rappelons maintenant le résultat suivant:

L o, THEOREME: Si (A, 1,~,A,v) est une algdbre
tec. THEOREME: Si ( bre

de Kleene dans laquelle a =(~ g VDb) existe pour tout

couple ordonné (a, b) d'éléments de 4 et si nous po-
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sons a=b = a=(~avb) et Ta = a—0 alors le sys=-

téme (A, 1,~, 1,2, A V) vérifie les axiomes (1)~

(9) de la définition 2.2. Pour que l'axiome 10) soit

aussi vérifié 11 faut et il suffit queg

N1l) a—=(b—c) = (aAb)—c [11].

‘Des résultats précédents on déduit immédiatement (en

remarquant que I) est une eonséquence de l'axiome N1l):

%,3. THEOREME:; (1) Pour que le systime (A, 1.~ ,—,
Ay V) solt une algdbre de Nelson il faut et il suf-

fit que les égalités suivantes
N1l) xV1 =x

N2) xA(x Vy) = x

i

N3) xA(yVvz) = (zAx) v {z Ay)
N4) ~~x =x

N5) ~(xAy) = ~xVy

N6) XA ~x = (xA~%x)A(yV~y)
N7) x-»x =1

N8) (~xVy)A(x—oy) = ~xVy
N9) x A (Xx-oy) = x A(~x VYy)
N10) x—=(yArz) = (x—y) N(x—2)

(1) Ce résultat a été présenté & 1' Unidn Matemdticy Ar-
gentina le 22 Septembrs 1961 (Revista de la Unién Ma=-
temitica £Argentina, 19, ne5(1962), p.361).
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N11) x—(y—z) = (xAy)> 2

soient vérifiées et que 1'on pose par définition

1x =x-0 (ol 0= ~1),

On voit de suite que la notion d'algdbre de :Zoole est
un cas particulier de celle dtalgébre de Nelson.

Le choix des axiomes N7)-N10) a son origine dans le
fait que les ensembles A réticulés inférieurement dans
lesquels a=b existe pour tout couple ordonné (a, b)
d'éléments de A; peuvent 8tre caractérisés [9) par les
égalités:

Al) x=x = yy

A2) (x=3y)ry =y

A3) xA(x=y) = x Ay

AY) x=(yAz) = (x=2) A (x=2y)

I1 était alors indiqué de postuler les égalités N7-N1O.

La démonstration du théor2me 4,3 puise fortement sur
les résultats indiqués dans (11), dans la démonstration
desquels on a fait intervr~nir 1'induction transfinie. Pos-
térieurement 3 la rédaction de cette note, Diana Brignole
a obtenu une démonstration de 4.3 que n'utilise pas ces
T.sultzs et qui sera publiée ailleurs.

Luiz Monteiro a démontré que l'axiome N1) est une consé-
quence de KN2), N3); N7) et N9) et en outre que chacun des
axlomes N2), N4), N7), N9) et N11) est indépendant des res-

tants. /. Monteiro a démontré 1'indépendance des axiomes



12

N3) et N6). L'indépendance des axiomes N5), N8), N10)

reste une question ouverte.

Instituto de Matemética
Universidad Nacional del Sur
Bah{a Blanca - Argentina
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