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SUR UNE CONSTRUCTION DES ALGEBRES
DE LUKASIEWICZ TRIVALENTES
par

Luiz F. T. Monteiro et Lorenzo Gonzalez Coppola

1 = INTRODUCTION . La notion dfalgébre de Boole monadl -
que joue un rdle central dans 1'étude du calcul fonction-
nel monadique classique , (Paul Halmos (1962)) o D'un
autre cdté les algdbres de Lukasiewicz trivalentes -

dont la théorie a été fondée et développde par Gre. Ce
Moisil (1940,19%1,1960) = joue un rdle analogue dans
1*8tude du calcul propositionnel trivalent de Lukasie -
wicz (1920) .

Anténio Monteiro a trouvé une certaine cons =
truction £ (qui sera indiquée plus loin) qui permet
d'obtenir & partir de chaque algdbre de Boole monadique
A une algdbre de Lukasiewicz trivalente £ (A) 3 ayant
par cela mdme établl une relation entre ces deux notioas.,

Pour démontrer que £ (A) est une algdbre de
Lykasiewicz trivalente , A. Montelro a utilisé la théo -
rie des N-lattices ; au sens de Helena Rasiowa (1958) ,
et en particulier les résultats qulil a établis sur lses
N-lattices semi - simples § mais comme la construction
£ ne fait intervenir que des notions relatives & la

théorie des algdbres de Boole monadiques il est naturel



de chercher & demontrer le rdsultat indiqué sans faire
usage de la théorie des N-lattices .

Nous remercions le Prof., A. Monteiro de nous
avoir posée cette question , dont la solution est indi =
qude dans cette note . Nous espérons ainsi coatribuer 3
rendre plus accessible la démonstration du résultat indi-
qué . Dans le paragraphe 2 nous rappeloans les notions
et les formules que nous utiliserons par la suite , daas
'le paragraphe 3 nous indiquons la coastruction £ et

dans le paragraphe 4 1la démonstration que nous avons

trouvée

2 -« DEFINITIONS . Nous supposéns'connues les notions de
réticulé distributif et d'algdbre de Boole (G.Birkhoff
(1948)) ; mais comme les calculs que nous avons & faire
sont assez longs il est commode d'avoir un systéme d'axiomes
aussi court que possible pour la notion de réticuld dis-
tributif . A cet effet rappelons que 8'aprds M.Sholander
(1951) un réticuld distributif peut 8tre caractérisé
comme un systdme CL = ( A s Ay v) formé par un enseme
ble , non vide 4, A , et deux opérations binaires A et
v définies sur A qui vérifient les axiomes suivants
(quels que solent a,b,c de A ) 3

Al) a A (a v b) = a

A2) a A (b v ¢) = (¢ A a) v (b a a)



Les réticulds distributifs que nous allons considérer
auront toujours un premier et un dernier 81ément s Qque
nous représenterons respectivement par o et 1 .

Une algdbre de Boole est un réticuld distributif A,
ayant un premier et un dernler élément , tel que chaque
élment x de A a un complément , que nous représen -
terons par - X o

Rappelons maintenant les définitions suivantes 1

2,1. DEFINITION . Un_cuantifjicateur exigtentiel dang
une algdbre de Boole est une fonction V _de A dans
A gul vérifie les conditjons suivantes (quels gue
solent les 81éments x,y de A) 3

EQ) YV o = o

El) _x A Vx = X

—

E2) V(x A Vy) = Vx A Yy
{P,Halmos (1962)) o

2.2, DEFINITION . Un algdbre de Boole monadigue est

un_systéme A = ( A, V ) formé par une glgdbre
de Boole A et un cuantificateur existeatiel V

défini sur A

2.3. DEFINITION . Dang une algdbre de Boole Monadj~
appele cuant cateur un rgsel ' -

tion A définie par la formale Ax ==V - X ,




Dans le calcul fonctionnel monadique classique le
cuantificateur existenciel ¥ et son dual A sont re-
présentés par les symboles I et W .

Indiquons maintenant la liste des régles de calcul
valables dans toute algdbre de Boole Monadique et que
nous aurons & mentioner dans la démonstration que sera

indiquée au n° 4% ,

s0) 1 v x = 1 I0) o A x = o©
81) o v x = X I1) 1 A x = X
s2) x v y = y VvV X 12) X Ay = ¥y A X
83) x v (y v 2z) = I3) x & (y A 2) =

=(x v y) v 2z

L
T
™
>
~
A
>
N

st) x v (x A y) =x I4) x A (x v y)=x
s5) x v (y A z) = I5) x A (y v 2) =
=(x v y)a(x v 2) =(x A y)vix A z)
86) x v =x = 1 I16) X A «X = 0
M) =(x A y) = =X V =¥

EO) VYV o = o vo) A1l = 1
El) x A Vx = X Ul) x v A x = X
B2) Yi(x A Vy) = 02) A(x v & y) =

| = Vx o Vy = Ax v Ay
E3) V1 =1 U3) Ao = o
E¥) VYV V x = ¥V X ol) A Ax = O x
E5) Vi(x v y) = U5) AD(x A y) =

= Vx v Vy = OHx A Dy



E6) VA x = Ax U6) AV x = V x
B7) Vi(x A Ay) = 17) A(x v Vy) =
= Vx A Ay = Ax v Vy
E8) - Vx =A =x U8)’=Ax-‘<7-x

E9) Vx v Ax = Nx 79) Ax A VvV = AX

La notion dtalgébre de Lukasiewicz trivalente in~
troduite par Gr.Moisil (1960) peut 8tre formulde plus
simplement au moyen de la définition suivante qui a 6t
indiqude par A.Montairo , dans son cours sur les algt=

bres de Lukasliewlcz trivalentes (premier semestre 1963).

2.5 DEFINITION . Une algdbre de Lukasiewicz tri-
valente est un szstéme & = (Ly 1 o~ o YV o N, )
tel que 3 1°) L est un réticuld distributif par

rapport aux opérations n et u , 1 dtant le

dernier 4lément de L ., 20) L'opération ~ yé-

rifie les conditions 3 Nl)~ ~ x = x 3 N2)
‘~(x 0 y) = ~x uy ~ ¥, 3°) Liopération

YV vérifie les conditions 3 V1) ~ x uVx =l

V2) x o~ x = ~x aVziVRVizay =
= Vin vy e

3 « LA CONSTRUCTION £ . Bous alloas maintenant reprodul-
re ici la construction £ trouvée par A.Momteiro . Soit
(4 ,V) un algdbre de Boole monadique et soit —



ltopération définie sur A au moyen de la formb.le suivane
te :- X—y = Ve=x v y . Ltopération binaire >——»
( d'implication contraposable) est Adéfinia par la formule:
X>>y5 = (XxX—>y3) A (~y —>=x)., |
Posons encore , par définition 3

X U ¥y = (X>—>y)r—»y

xny=«(-x U -y)
En effectuant les calculs on trouve 3
Dl) x U y = Ax v y§y v(x A°A =y)
D2) = v y = (x v y)J A (A x VvV y v A =1y)
FCl)xhymszAyA(x VY oy )
Ca)xnym(;&.n y)v~(VxﬂyAVwY)
Considérons maintenant le systdme algdébrique (A , 1 4 = ,

v,ﬁgu)e

301, DEFINITION . Nous dirons gue 1'élément x

congruent & 1'6lément v et pous écrirons x = y

ey

81 X>—>y = 1 et v > » X = 1 , 00 , CO
que ost &quivalent , si ¥Vzx = Ty et OAx =
= AN Y. .o

Enfin , énongons le théordme démontrd par A

Monteiro .

3.2, THEOREME o La relation = ="' a&finile sur A

est une relation d'daquivalence compatible avec les




= lx u vyl

opérations ; = , YV , . u . Soit L = A/=
_per = . et ropré =

contient 1'81ément a de A . Si nous posons 3

I=1llls~vlixlelexl ¢+ YVixle |V x| 2

ixl o lyl = 1x n yis 1xl y )yl =

V .0 . u) est une alg

trivalente .

4, DEMONSTRATION DU THEOREME 3.2 + Nous allons mainte =

nant indiquer la démonstration,du théordme 3.2 , que nous

avons trouvée , Comme elle est assez longue nous la décom-

poserons , comme dhabitude , dans une série de lemmes .

(E5 et

bolo LEMME o_V (x v y) = Vx v Vy
DEM, En effet , en utilisant les formules DL ,
E6) , E7 , (S5 et E8) , (86 et 11) , (S2 et E9) ,

nous avons 3 V(x v y) =V ( Axvyv(xa & =~3)) =

=5 Ax
= AX
= A x
= A x

v Vy v Y(x A Dey) =

v Yy v ( ¥Yx A Lb-y) =

v (( Vy v ¥vx) A ( VYy v « Vy)) =
v Vy v ¥x = Vx v Vy .

4.2, LEMME & A(X U y) = A x VA.V

DEM. En effet , d'aprds les formules D2 , U5 ,



(U2 ot U4) , I5 , U5 , (I4,I5,16. 6t S1) , U5 , (S2 et Sk)
nous avons 3 A(xuy) s A((xvy)A(AZXZVvVyVA=y))s=
= A(x v y) A A(AZXT VvV Yy VA =3)s

= A(X v y) A (Ax vAyY vA=Y)s=
(A(xvy)aax)v(Axvy)asdy) v(A(xv yg)a
ADN-y) =

A(xvy) ax)) v A((xvy)ay) vA(z v y) A =y) =
Ax v Ay v A(x A -y) =

= AX V Ay v (Ax AA=-y) = A v N ¥

4,30, LEMME « V(x n y) = YV x A Vy

DEM, En effet , par suite des formules C2 , E5 ,
(E2 et E4) , S5 , E5 , (S4,55,86 et I1) , ES , (I2 et Ik),
nous avons ¢ V (xny) =Vxay) v(VIAYy A Vay)) =
= V(x A y) v V(Vx A 3y AVay) =
= V(x A y) v (VYx A Vy ANVey) =
2 (V(x A y) vIx) A (V(x A y) vly) A (V(x A Yy) vI=y) =
VU AP v AV (AP VY ATHxAY) V- 3) =
= Vx A Vy AV(x v =y) =
e Vx AVy A (VX vyvUV=y) «s VX ATy

bolte LEMME o A (x n y) =Ax A Ay

DEM. En effet , en utilisant les formules Cl ,
(U5 et U6), U7 ,(I5 et U8) , (I6 et S1) , (I2 et U9) ,
nous avons s A(x n y) s A(VIAFA(xVTVey)) =
s Vx A Ay A &A(x v Vey)a=




= Vz 4 Ay A (A vy T ay) =
= Vx A ((&y aAax) v (Ay A = Ay)) =
= VX A Ay A Ax = A X AA Yy

%5, LEMME . La relation "=" définie.sur A est

une relation d'8guivalence .
DEM . On vérifie immédiatement que 3

l) £ = x
2) 84 x =y alors y = x
3) 8 x=y et y =2 alors X = z

4.6, LEMME », La relation "

W W W n

compatible avec les opérations ' u ot 0o

glest-2-dire 3 si x = x' et y = y' alors

x U y=x' u y* et x n y=x' n_ y' o

DEM . Par hypotése nous avons 3 H1) Vx = ¥V x' 3
HR) A x = Ax' 3H3) Vy =Ty ;H) Dy=Ayt,
Nous avons a demontrer que 2
Tl) V(x u y)= V(x' v y')
2) A(x U y) = &(x' v y')
T3) V(x n y) = <7(x' n y!)
™) A(x n y)= A(x' n y')

Tl) En utilisant sucessivement: le lemme 4%.1 , (H1 et H3),
le lemme 4.1 , nous avons : V(x u y) =Vx v Vye
= Vxt v Vy' = V(xt v y')
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72) D'aprds le lemme 4.2 , (H2 et H4) , lemme %.2 , on
asA(x v y)=Ax vAy= Ax' vAy =4 v y')
T3) Par suite du lemme 4.3 , (HL et H3) , lemme 4.3 ,
nous avons ¢ VY (x 0 y) = VX A Vy =

= Vxt A Vy' = < (x' N y')

T4) Enfin le lemme k4.4 , (H2 et H4) et le lemme Mo+ im-
pliquent : A(x n y) = Ax A Ay =Ax'" A Ay =
= AN (x* a y') .

"=" qéfinie sur A est

S e AT T R 2 R T A i

497@ LEMME. La relation

compatible avec les operations ' = A
clest-2-dire s1 x = y alors =X = =J

et Vxx = Vy,

DEM., Supposons donc que 3 HL) Vx = Vy j

H2) A x = & y . Il faut montrer que 3
T1) V% = V =y T2)A-x = A =y
r3) VVxx = VYV ¥y ™) AV x =AYy

T1) De U8 , H2 , U8 on déduit 3
Vex = =Ax = « Ay =Ve=y
T2) D'aprés E8 , H1 , E8 , nous avons 3
Aex =2 «aVx =2 «aVy =0-=y3
T3) De E4% , H1 , E+ , il résulte que 3
VVx = Vx = Vy = VYVy
™) De U6 , HL , U6 , on conclut &
AV = Vx = VYVy =AYy



il

4,8 . La relation d'dquivalence " =" aéfinie spr

A , détermine une partition de A en classes d'équiva-

lence. Représentons par L = A /= l'ensemble de

toutes les classes dféquivalence (ou ce qui revient au
méme 3 l'ensemble quotient de A par = ) , et par
| x) la classe dtéquivalence qui contient 1'élément
x de A . Posons , par definition 3 I) ml x| = | = x|
1I) Vixt =1 vx| sIII)IxVt n 1yl =1x n y|

-0

50

IV)\Ix\ v tyl =1 x u y\ . Remarquons que d‘aprés
les lemmes 4.6 et .7 nous pouvons affirmer que les
opérations précédentes sont bien définies. Observens en=
core que la classe d'équivalence | 1 | coatieant seuls -
ment 1'élément 1 . En effet , les conditions suivantes
sont deux & deux équivalentes : (1) =x e | 1], (2) x=1,
(3) V=Vl et Axs Al , (k) Tx=l1l etAx=
= i s (5) = =1 . Nous écrirons pour simplifier ¢ I =

- 111 =41} .

4090 LEMME o Le S:!St%mﬁ ( L o B o U ) e§t u_‘g.
réticuld distributif .

DEM . I1 suffit de montrer que les opérations n
et u vérifient les axiomes de Sholander Al et A2 ,
A Ixt o (lx) v tyl) = x|
Cette 8galitd est equivalente &

lx A (x v y)1 = x|



et nous devons montrer que 3 (1) x n (x v y) = x.
En utilisant sucessivement les lemme 4.3 , 4.1 et Ik ,

nous avons 3 (2) Y(x n (x v j)) =Vxav(xuy)=

= Vz a (V. v Vy) = Vx

D'aprés les lemme 4.% , 4.2 et It , nous pouvoas écrire:
(3) A(xn(xuy))=Axr A(xuy)= AxAa (A V

v Ay) = Ax et (1) est une consdquence de (2) et (3).

22) Ix\ o {\y\utzl) =1z o IxPu (1yl n \x))

cette condition est dquivalente &

lx n (y u 2)! =1(z nax)uv(y a x)|

Montzrons donc queé

(1) = n (y v 2y =z n x) v (y o x)
En utilisant sucessivement , (lermes 4.3 et 4.,1) 4 I5 ,
(82 et 1I2) , lemme 4.3 , lemme 4.1 , on a 2
(2) Yz a (y u 2)) = Vx Ao (Vy vVz) =
=(Vx aVy)v(Vx AV 2)s=
=(Vz aAaVIIv(Vy avx)s
=V(z n x) v V({y n x)=V(((znx)uv (ynx))
D'aprds les lemmes 4.4 et 4.2 , I5 , (82 et I2) , lemme
h.b , lemme %.2 , nous avons 3
(3) A(x n (y v z) = Ax 2 (Ay v A2} =
= (Ax Ao Ay) v (AX A A 3Z) =
e (Az # O %) v (Ay &8 AX) =
=A(znx)Vv A(ynx} =A(z0x)u(ynx))
et (1) est une conséquence de (2) et (3) .
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4,10, LEMME . I est le dernier 8lément du reticuld L.

DEM. Pour cela , 11 est suffit de montrer que 3

{x!I n I = |x| quel que soit Ix| ¢ L sy Ou ce qui
est équivalent ‘Jx n 1| = |x| quel que soit |x|
€ L, ctest-3-direque : (1) x n 1 = x s quel que
soit x € A,

Le lemme 4,3 , E3 et Il impliquent 3

(2) V(xnl) = VxaV1aVx a 1 = Vx

et d'aprés le lemme 4.4t , UO et Il nous avons 3

(3) A(xnl) =AxaAl=Ax A 1 = Ax

De (2) et (3) on déduit (1) .

,11, LEMME. L'operation "~ ' définie sur L vée

rifie les conditions N1 et N2 ,
DEM.H;)NNlEL = \x‘

Cette condition est 8quivalente & |- - x| = | x|, ou
Ixl = | x| 4, ce que est évident ,

N2) (lxlnlyl )=e~Iix) y~iyl
Cette condition est équivalente 2

l=Cx n y)| =l=-x u =y
et nous devons donc montrer que 2
() = (zxn y) = =x v -y
En effet , de U8 ,lemme 4.4 , M , U8 et lemme 4.1 ,on
déduit 2 (2) V(- (xn y)) == (A(xny)) =
=-(AZX A Ay) = «Ax v =Ay =
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s Vex VVay = V(-x u ~Y)

D'aprds E8 , lemme 4,3 , M , E8 , lemme 4.2 ,onaz
D) A(-(x 0 y)) = =(V(x n y) =

= =« (V2 & T - eV y -Vy =

= A=z v A=y = A( =2 U =-7)

et (1) est une conséquence de (2) et (3) .

%.12 . LEMME . L'opération "o ¥ géfinie sur L
vérifie les conditions V1 , V2 et VvV 3,

DEM. V1) ~ix\ v ¥V x| = T

Cetts condition est &quivalente & |-xu Vx| = I
11 faut donc montrer que 3 (1) - x U x = 1 o
En offet , d'aprés (lemme 4.1 ot E4) , E5 4 86 4 on a 3
(2) V(e U VX)) = V-x VvVVYZx =

s« V(=x v ) = Y 1 .
Et de (lerme 4.2 et U6) , E8 ,86 , UO , on déduit 3
(3) A(=%x UuVx) = Dex vAXx =

= =YX VYX =1 = & 1.,
ot (1) est une consdquence de (2) et (3) .

Vv2)lxl n~1lxl =~1xl o V Ixl

]

Cette condition est équivalente & &

lx A -x| =} «x n Vx|
et nous avons 4 montrer que 2 (1) X N-x=2=XxX0n VX,
En utilisaht sucessivement le lemme 4,3 et E4 , I2 ,
lemme 4.3 4 on a 3 (2) V(- x n Vx) e Vex A ¥V X =
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«aVx aVex =« V(x n =X)o
Le lemme 4.4 et U6 , E8 4 16 -y impliquent 3
(1) D (cx ATVx) =« A-ex A Vx ==VxATVxso0
et d'aprds le lemme W4 4 U5 4 16 4 U3 2
(1) A(zn =x) = BxAAexs A(xA=Xx)=Do=o
De (1) et (11i) on dédmit (3) A(-xnVx)=A(xn-x)
et (1) est une conséquence de (2) et (3) .
V3) Vzinlyh) =Vixt n Y iyl

Cette condition est equivalente &

\V¢x n y)l = \lvxn Vyl
clested-dire & ¢ (1) Vix n y) = Vx n YV y
Dlaprés E4 , lemmeé 4.3 , E4 , lemme 4.3 , nous avons 3
2) V(Y% a y9))=aV(x n y) = Vx A Vy =
s VYV x A IVy =V(<Ix n YV y
D'aprds sU6 , lemme 4,3 , U6 , lemme 4.4 , on a 3
(3 D(V(x n y)) =VY{(x n y) = VX AV y =
= AV A AVy = DN(<x n <7 y)

et (1) est une conséquence de (2) et (3) .

D'aprds les lemmes 4.9,4%.10,4%,11 et 4.12 nous pou~
vons affirmer que le systéme (L =A4/= , I 4 ~ 4 V
n , u ) est une algdbre de Lukasiewicz trivalente et

le théordme 3.2 est démontré .

Instituto de Matemdtica
UNIVERSIDAD NACIONAL DEL SUR
Bahia Blanca . Argentina .
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