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SUR UN THEOREME DE SKOLEM

par

Horacio Porta

1. La notion de moddle implicatif introduite par L.
Henkin (1) - qu'on appelle aussi une algdbre implica-
tive de Hilbert ou plus simplement une algdébre impli-
cative ou méme une algébre de Hilbert - joue dans
1'étude du calcul propositionnel implicatif positif
(1) un r8le analogue & celui des algdbres de Boole
dans le calcul propositionnel classique. Nous pouvons
la définir, d'aprds A. Diego (2), de la manidre

sulvante:

(1) Voir la liste bibliographique 3 la fin de cette
note. :



1.1 DEFINITION: Une algébre de Hilbert est un sys-

téme (4,=) formé par un ensemble A non vide et une

fonction — de AxA dans A (nomée opération d'impli-

cation) vérifiant les égalités suivantes:

Dl a-»a = b~-»b

a

Do (a—a)—a
D3 a=(b-2c) = (a—b)—(a—c)
Dy, (a=b) =>((b—a)—a) = (b—a)—((a—rb)—Db)

guels dgue solent a.b.c dans A.

Contrairement & la définition de Henkin dans celle-
ci ne figurent que des égalités.L'élément fixe a—a
sera noté 1. Nous écrirons a £b pcur indiquer que a—b=
=1; la relation % ainsi dérinie est une relation
dfordre sur A ayant 1 pour dernier élément.

Les notions dfhomomorphisme, isomorphisme, produit
cartésien, etc. se définissent & la maniére habituelle.

Si o est la famille des ensembles ouverts dfun es-
pace topologique et si pour chaque couple ordonné dfen=~
sembles ouverts (x,y) nous représentons par x—y 1l'in-
térieur de l'ensemble Cx(Jy, alors il est bien connu
que le systéme ( g s ?) est une algébre de Hilberts il
stagit de l'exemple le plus important, car A, Diego (2)
a montré que toute algdbre de Hilbert est isomorphe a

une sous-algébre d'une algébre de cette nature.



Rappellons ques

1.2 DEFINITION: Un systéme déductif de l®algébre

de Hilbert A est une partie D de A telle ques 12)

1 € D: 29) si a, a—b € D alors b € D (modus po-

nens). Le svstéme déductif engendré par une partie

X de A est 1'intersection de tous les systémes dé-

ductifs que contiennent X.

La notion d'algébre de Hilbert libre se définit 2

la maniére habituelle:

1.3 DEFINITION: Etant donné un ..cmbre cardinal ¢

on appelle Algébre de Hilbert libre avec ¢ généra-

teurs libres toute algébre de Hilbert £c7ayant une

famille G de générateurs de pulssance ¢ telle cue

pour chaoue application f de G dans une algébre de

Hilbert A. 11 existe un homomorphisme f de £c dans

A gul est une extension de f.

L'existence des algébres de Hilbert libres a été
démontrée par L. Henkin (1).

Remarquons maintenant qu'une algébre de Hilbert
n'est pas, en général, un ensemble réticulé inférieure-

ment.



1.4 DEFINITION: Si une algébre de Hilbert (A,—)

est un ensemble réticulé inférieurement par rapport

3 la relation d'ordre £ , nous dirons que A est

une algébre de Hertz.

Une algdbre de Hertz peut &tre définie comme un
systéme (4,2, A) ob A4 est un ensemble sur lequel sont
définies les deux opérations binaires —? et A , telles
que (3):

Mp a-—a =Db—d

Mo (a—Db)Ab =0

My a=»(bAc) = (a—sc) A(a—sb)
M, alN(a—b) =albd

La notion d'algébre de Hertz libre se définit 3 1la
maniére habituelle.

Considérons maintenant la définition suivante:

1.5 DEFINITION: On appelle algdbre de Hertz libre

sur une algébre de Hilbert donnée A & tout systéme

(Ang ’HA) tel gue:
L1) H, est une algdbre de Hertz.

L2) f, est une injection de A dans H, tel que

A
Lp(x=y) = £3(x) =1, (y)

L3) Hy est 1l'algébre de Hertz engendrée par T,(4).



LYy) Etant douné uné algébre de Hertz H et une ap-
plication h de A dans H telle que h(x—y) =
= h{x)—h(y), alors il existe un homomorphisme
h de 1talgdbre de Hertz Hy dans 1l'algdbre de

Hertz H tel que h ®f, = h; nous dirons que h
est lYhomomorphisme induit par h.

Pour abréger, nous dirons aussi que HA est lfalgébre

de Hertz 1ibre sur 4.

1.6 THEOREME: Pour chague algebre de Hilbert A

11 existe une algébre de Hertz libre sur A gui est

uniague au moins d'un isomorphicuc.

Indiquons la démonstration dans ses lignes générales.
Soit A l'algébre de Hilbert donnée etfzjla famille des
parties finies, non vides, de A et posons I :.{1§ . S1i
X =={x19$_°9xn} et Y = {ylsago,yng sont deux éléments
de gﬁ'posons

m
X=Y = kvj (: (X coeoo—>( Yoeo)
T { xq = (x5 XYy }

XAY =X UY.

Nous avons alors un systéme ( QFJ,-4,i\) formé par
un ensemble 7 et deux opérations binaires — et A dé-
finies sur % .

Posons X = Y pour indiquer que X=Y =1 et ¥Y-=X = I.



Jils cos conditions = est une relation de congruence
définie sur 9r’compatible avec les opérations binaires
— et N . Lialgdbre quotient correspondante H ;.??3@5
est une algébre de Hertz. Si pour chaque a € A nous re-
présentons par fA(a) la classe de congruence modulo =
que’contient 1*¢é1ément {a} , alors le systime (A’fA’HA)
est une algébre de Hertz libre sur A. L'unicité de Hy

au moins d'un isomorphisme résulte de Ly, .

2. Nous nous broposons maintenant d'indiquer les pre-

midres propriétés de Hyo.

2.1 DEFINITION: Si f est un homomorphisme de

l'alpdbre de Hilbert A dans 1'alegdbre de Hilbert

B et si fn est 1'homomorphisme injectif de B dans

Hp. nous représenterons par He 1l'homomorphisme de

H,_dans H, induit par £f_ ° £ .
F1) L i)

2.2 THEOREME: Ia correspondance Ay, ToHe

est un foncteur covariant commutant avec les

produits finis gue renvoie les algébres de Hilbert

‘finies (resp. libres avec c générateurs) dans les

algébres de Hertz finies (resp. libres avec ¢ gé-

nérateurs). Si A est une algdbre de Hertz, alors




Hy est isomorphe (au moyen de £,) & A.

En utilisant un résultat de A. Diego (2) d'aprés
lequel les algébres de Hilbert libres avec un nombre
fini de générateurs sont finies, nous pouvons affirmer

ques

2.3 COROLLAIRE: Toute algébre de Hertz libre avec

cénérateurs est finie.

Th. Skolem a démontré (4) que le calcul proposition-
nel intuitioniste avec implication et conjonction (5)
est une extension conservative du calcul proposition-
nel implicatif positif. 8i £' et £ représentent les
algébres de Lindenbaum correspondantes, nous voyons
dtapréds 2.2 que £' est 1l'algdbre de Hertz libre sur £,
et ce résultat est une version algébrique du théordme

de Skolem.
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