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CAPITULO I. INTRODUCCION.

El objetivo central de este trabajo es obtener un teorema de desarrollo en "au-
tofunciones'" del sistema

i}

y'x) - (0 + q(x)) y(x)
(*) P(A) y(a) + Q1) y'(a)
P(x) y(b) + Q(x) y'(b)

0 en (a,b) (- <a<b<w=)
0

i}

0

donde q(x) es una funcién real, continua en fa,b] y P , P , Qy 6 son polino-

mios con coeficientes reales, tales que al menos uno de ellos no es constante.

Como ejemplo de un problema fisico que admite un modelo del tipo (*) considera
remos el planteado por Timoshenko [9, pdgs. 318-323] referido a la determina-
cién de las vibraciones de torsién libres, de un eje horizontal de seccidén cir
cular constante, con dos discos en sus extremos. Se supone que las secciones

se mantienen planas y sus radios rectos, durante la rotacién.
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seccidén m,n

Segdn Timoshenko, éste "es un caso de importancia préctica ya que un dispositi-
vo de este tipo puede encontrarse con mucha frecuencia en disefios de miquinas.
Un eje impulsor con el propulsor en un extremo y el motor en el otro es un ejem
plo de esta naturaleza. Si se aplican dos cuplas opuestas pero de igual magni-
tud en los extremos del eje y luego son sdbitamente eliminadas, se producirén
vibraciones torsionales durante las cuales las dos masas de los extremos rota-

ran siempre en direcciones opuestas, segln el principio del momento angular".
{9, pag. 12].

Matemdticamente, el problema se traduce en la consideracién de la ecuacidén uni

dimensional de las ondas

€D 382208 0<x<L , t>0

donde 6(x,t) representa el dngulo de torsién respecto de la posicién de equili
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brio, en el instante t, de la seccién del eje a una distancia x del origen
(uno de los extremos), y a2 = Gg/y , donde

G = médulo de elasticidad del material.
g = aceleracién de la gravedad.
vy = peso del eje, por unidad de volumen.

De la condicidn que la torsién del eje en sus extremos es producida por la fuer
za de inercia de los discos, se obtienen las condiciones de borde:

3°0 _
(2) I1 (atz)x=o =G Ip (ax x=0
52g - kY]
(3) IZ (at )x =L G Ip (ax)x=£

donde I1 e 12 son los momentos de inercia de los discos de los extremos, res-
pecto del centro del eje e Ip el momento de una seccién del eje respecto de su
centro,

Usando el método de separacién de variables y buscando una solucién de la for-
ma

8(x,t) = u(x).T(t)

se deduce que u(x) debe ser solucién del problema

u"(x) - A u(x) =0 0 <x <%

1) £L.m.Aa.u(0) - u'(0) =0
I L.n.x.u(l) +u'(1) =0

donde m = Ilg/y £ Ip n = Izg/y £ Ip
Puede verificarse que si
(5) A= - g2/e?
donde 8 es una rafiz de la ecuacién trascendente

tg 8 = (m+*n)g/(mng2-1)
entonces, cualquier mdltiplo de la funcién
(6) uB(x) = cos(Bx/L) - mp sen(Bx/L)

satisface el sistema (4).
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La correspondiente funcién TB(t) debe ser entonces de la forma

TB(t) = A, cos(gat/L) + B, sen(Bat/L)

B B

y se espera que la solucién general del (1) , (2) y (3) pueda escribirse como
8 (x,t) = ZB us(x).TB(t)

donde los coeficientes AB y B, deberian poder determinarse a partir de condi-

ciones iniciales., Esto se expﬁesa en la necesidad de poder desarrollar una
funcidén dada, en términos de las (auto-) funciones Ug, que, como puede com-
probarse facilmente, no son ortogonales en el intervalo (0,£) respecto de la
medida de Lebesgue,

Surgen asi naturalmente muchas cuestiones a estudiar, a las que podemos dar
algunas respuestas, que trataremos de resumir en esta introduccién, para reto
mar el sistema (4) en el Gltimo capitulo, como aplicacidén de la teoria que va
mos a desarrollar.

Otros casos particulares del problema (*) han sido considerados por varios au
tores, también en relacidn con problemas de vibraciones mecidnicas, (Prescott
[7], Friedman [2]) o de difusién (Langer [4], Peek [6]), en los que los poli-
nomios sefialados son, a lo sumo, de grado uno. Con esa misma restriccién obtie
ne J. Walter [13] un teorema del tipo que nos interesa, suponiendo ademds que
se verifican ciertas condiciones entre los coeficientes de los polinomios, lo
que le permite interpretar a (*) como un problema de autovalores de un opera-
dor autoadjunto, sobre un espacio de Hilbert convenientemente definido, de mo-
do que el concepto de ortogonalidad juega un papel fundamental. Sin embargo,
‘no parece posible usar esta técnica si los polinomios son arbitrarios ya que,
de una forma u otra, surge la necesidad de agregar restricciones sobre sus
coeficientes, cuando se intenta definir un producto escalar entre las autofun-
ciones. Este hecho ha sido sefialado ya en [ 1], donde se observaba que parecia
conveniente independizarse de la nocién de ortogonalidad al estudiar el caso
general.

Esta idea ha resultado completamente apropiada, pues sobre esa base hemos lo-
grado extender los resultados alli obtenidos, al probléma que nos ocupa.

Resulta interesante recordar la siguiente observacidén de Hille [ 3], respecto
de los origenes de este tipo de cuestiones: "El problema de contorno...

y'" o+ szy =0 ; y(0) =0, y'(a) - szy(a) = 0 fue primeramente considerado por
Poisson (1820) al estudiar el movimiento de una particula pesada, suspendida
del extremo de una fibra eldstica". En la misma nota se sefiala otra de las
caracteristicas notables del problema: la aparicidn de "series nulas", es
decir: series de funciones convergentes en el intervalo [a,b] , cuya suma es

cero para cualquier punto interior del intervalo, pero no en sus extremos y
3



que fuera ya observada por Tamarkin [8] para casos en que las condiciones de
contorno aparecian relacionadas de un modo particular.

En los capitulos II y III estudiamos el problema con una técnica aniloga a la
de Titchmarsh [ 10, cap. I] que consiste en mostrar que para valores grandes
(en m6dulo) del pardmetro, el comportamiento de las autofunciones es anidlogo
al de las correspondientes al caso q(x) = 0. Esto nos permite probar un teore-
ma andlogo al de Dirichlet-Jordan (Teorema 5, cap. iII) aunque debe destacar-
se el diferente comportamiento de los desarrollos en los extremos del interva-
lo, segln los grados de los polinomios que intervienen en 1la condicidén de bor-
de respectiva (Teorema 4, capitulo III). '

Las ideas bdsicas de los capitulos siguientes pueden encontrarse en [1, cap.V
a VII]. Ellas nos permiten estudiar, en el capitulo IV, la convergencia en
Lz(a,b) de los desarrollos en autofunciones y demostrar que el sistema es com-
pleto si todos los autovalores son simples, mienkras que es necesario agregar
las ""funciones principales asociadas", cuando se presentan autovalores mdlti-
ples (Teoremas 1 y 2).

Se podri demostrar, en el capitulo V, que ninguna funcién de Lz(a,b) tiene de-
sarrollo Gnico (Teorema 1). En el caso en que los autovalores son simples, es-
ta situacidn se refleja en el nfimero de "grados de libertad" del sistema, (con
cepto ya introducido en [1, cap. VII]), cuyo valor podemos ahora determinar
(Teorema 3), resultando en una cierta arbitrariedad de eleccidn de los coefi-
cientes de cada desarrollo. En el caso q(x) = 0, se manifiesta como la posibi-
lidad de lograr que ciertas combinaciones lineales de las autofunciones y sus
derivadas coincidan en los extremos del intervalo, con valores prefijados (Teo
rema 4).

Por fin, en el capitulo VI, consideraremos en detalle el sistema (4) planteado
en esta Introduccidn.

Algunos resultados auxiliares han sido agregados como Apéndices. Sus contenidos
son los siguientes:

APENDICE I. Se considera el problema de existencia y unicidad de solucién de la
ecuacién diferencial y"(x)-(a+q(x))y(x) = 0, con condiciones iniciales depen-
dientes del pardmetro. Se demuestra ademds que la solucién es analftica en A y
que las derivadas respecto de x y A pueden ser permutadas.

APENDICE II. Aqui se demuestra el teorema 3, del capitulo II, que es fundamen-
tal para el cdlculo del nGmero de grados de libertad del sistema de autofuncio-
nes. Este teorema da una condicién necesaria y suficiente para que dos polino-
mios tengan una rafz comlin, que consiste, en dltima instancia, en otra forma

de expresar el resultante de los dos polinomios.

Para terminar, queremos manifestar nuestra esperanza de haber logrado, con es

tos resultados, cumplir con el compromiso contrafido en [ 1], cuando se prometid
4



estudiar, en un trabajo posterior, el caso general que aqui consideramos.

NOTA.

Con la intencidén de completar en algln sentido este trabajo, sin modificar su
texto original, hemos creido necesario agregar las referencias bibliograficas
[14] a [17] y los siguientes comentarios:

1.- Si se hace la sustitucién a = 52, en el problema (*), éste puede ser con-
siderado dentro del tipo denominado "mildly irregular" por R. Langer, [16],
en su clasificacidén de los problemas diferenciales de segundo orden.

2.- Debemos observar que el método usado en el Apéndice II, es el de elimi-
nacidén de B&zout. En efecto, el determinante de la matriz C, que alli se cal-
cula, es el Bézoutiano de los polinomios P y Q (cf. [14]).

3.- Se podrd notar que en todas las demostraciones del Capitulo V, se ha con-
siderado el caso en que en ninguno de los extremos del intervalo fundamental

se da una condicidén ordinaria de Sturm-Liouville; en particular se supone que
Q40 vy Q#0. Sin embargo, dichas demostraciones pueden ser adaptadas sin difi-

cultad al caso en que se tuviese una condicién del tipo 8 y(a)+3 y (a) = 0,
donde B, ¥ B, son constantes tales que ]B |+IB | #0, (que, por otra parte, ya

fué estudiado en [ 1], con q(x)=0); en efecto, bastarla tomar como C a la ma-
triz nula,

Si esta condicidn estuviese dada sobre el extremo x=b, un simple cambio li-

neal de la variable independiente, lo reduciria al caso anterior.



CAPITULO II. AUTOVALORES Y AUTOFUNCIONES.

Consideremos el problema

{y'(x) - (A + qx)) y(x) = 0 en. (a,b) (-»<a<b < +x)
(*) P(A) y(a) + Q(A) y'(a)
P(A) y(b) + Q(a) y'(b)

0
0

donde q(x) es una funcidén real, continua en [a,b] ¥y P , Q , P y 6 son polino-
mios de grado p,q,S y a, respectivamente; con coeficientes reales y tales que
al menos uno de ellos no es constante, lo que nos aleja de los cldsicos proble
mas regulares de Sturm-Liouville. Ademds, supondremos que se satisface la si-
guiente condicidn:

Hip6tesis (H): Si los grados de los polinomios P y Q (o P y a) son positivos

entonces
m.c.d.(P,Q) = 1 (resp. m.c.d.(s,a) = 1)

Si uno de ellos es el polinomio idénticamente nulo, el otro se-
rd una contante, distinta de cero.

El objeto de la misma es eliminar los casos en que alguna de las condiciones
sobre los extremos del intervalo [a,b]l, que aparecen en el problema (*), se
verifique trivialmente por ser nulos los coeficientes de y e y' calculadas en
ese extremo. Por ejemplo, si los polinomios P y Q tuviesen una raiz comin Aos
cualquier solucién de la ecuacidén diferencial y'" - (Ao + q) y = 0 que verifi-
case la condicién correspondiente sobre el extremo x = b, seria solucidn del
problema (*), pues la condicién

P(r) y(a) + Q1) y'(a) = 0

se satisface automiaticamente,

Si llamamos A = s2 y definimos los polinomios Fi(s) (i=1,2,3,4) por
Fi(s) = P(s®) + sQ(s®) ;  F,(s) = F (-5)
Fo(s) = P(s?) + sQG?) 5 F,(s) = Fy(-s)

se puede demostrar facilmente el siguiente resultado:

LEMA 1, La hipd6tesis (H) vale si s6lo si

m.c.d.(Fl,Fz) =16s vy m.c.d.(F3,F4) = 1

[0,Y
7]

En efecto, en el caso en que uno sea constante y el otro 0 es trivial.
6



Si P y Q tienen un divisor comdn # 1, F, ¥y F, son divisibles por un polinomio
.
en sz. Si m.c.d.(Fl,Fz) = H(s-ui) A , # s, existe (s-ui) tal que

(s—ai)IP(sz) s (s—ai)IQ(sz) s ai es un cero de Q(A) y P(r).

Una solucién ¢S(x), de la ecuacidn diferencial y"(x)-(sz+q(x))y(x) = 0, (s#0)
puede ser expresada por

X
0,00 = b (a)cosh s (x-a)ve) () 2R 2008) L L [P senn s(xy) q0) 8, 0) gy
a

o bien, por

¢,(x) = ¢_(b)cosh S(b-X)-¢;(b)§SBE§§lE;§l .

0=

b
f senh s(y-x) q(y) ¢S(Y) dy
p-4

Cuando s = 0, una solucién ¢, de y'"-qy = 0 verifica:

X
0,x) = 6,(a) + 42(a)(x-a) + [ (x-yday)e, (n)dy
a
b
y también: o, (x) = ¢ (b) - ¢! (b)(b-x) + I (y-x)q(y)e (y)dy

X

Notemos con Us(x) y as(x) las soluciones que verifiquen, respectivamente:

U (a) = -Q(s?) , Ui(a) = P(sP) 5 T b)) = -Qsh) L, Trv) = Bs?)

X
Entonces U (x) = u (x) + % Ja senh S(X-Y)q(Y)US(Y)dY
~ 1 (P ~
y Us(x) = us(x) t g J senh s(y-x)q(y)Us(y)dy si s # 0
X
U (x) = u_(x) + jacx-y) qa U, dy ,
. b
Uo(x) = uo(x) + jx(y-x) q Uo dy , si s =0
donde

u (x) = (F.,(s) eS(x-a) _ (s) e's(x_a))/Zs
s 2 1
U () = (B, (s) e ST (s) 2 (®M)y a5 sios40

u, (x) = -Q(0) + P(0)(x-a)

1im u_ (x)
s+0 °

Eocx) = -Q(0) - P(0)(b-x) = 1im Es(x)

s=+0

Us(x) serd solucién del problema



v x) - (s? + q(x)) y(x) = 0 en (a,b)
(D p(s?) y(a) + Q(s?) y'(a) = 0
P(s?) yb) + Qs?) y' () = 0

si y sélo si el nfmero s satisface la condicidn
Us(b) U;(b) - U;(b) Us(b) =0

El primer miembro de esta expresidén es el valor del wronskiano de las funcio-
nes U_ 'y ﬁs, calculado en el punto x = b, Como este determinante es constante
para a < x < b, podemos afirmar que Us(x) serid solucidén del problema (I) si vy
s6lo si s es un cero de la funcidén

- >4 = e _ o 1 = ot IR Y 4
Ws) = weu T = U T () - U IT (x) = U (B)TL(b) - UL (BT (b)
que como veremos, no es idénticamente cero y es entera en s.
DEFINICION. Llamaremos autovalor a todo cero de la funcién W(s) y autofuncidn
a cualquier solucién no trivial del problema (I). Diremos que es un autovalor

de multiplicidad n si es un cero de W de orden n.

OBSERVACION. En rigor, deberia llamarse "autovalor" al cuadrado de un cero de
W. Estos ceros desempefian el papel de frecuencias propias.

De las expresiones de u, y u, se deducen inmediatamente las siguientes estima-
ciones, para |s| > 1, s = o + it

r - -

lu (x) | <k elolx=a) g n-

u X - -1
(1) ‘ lu, (x)| <k elol(® x) g™
a0 | <k elel®x=edygm
|5;(X)| <k e|°|(b'=‘>|s|n

donde k y k son constantes independientes de s y x, m=gr.F1= gr.F,, n=gr.F;=

=gr.F, (siempre es m+n > 2). Si QZ0 y 6#0, entonces m = mix(2p,2q+1);
n = méx(2p, 2q+1) y m+nz3.-

LEMA 2. Las expresiones (1) también son vilidas para ﬁs , U

, ﬁé y U; unifor-
memente en [a,b] , si |s]| + = .

8

DEMOSTRACION. Sea wu(s) = méx |e~ |91 (x=8)y (x|
8 asxs<hb s



- . -lo| (x-a) 1 (P
Entonces n(s) < mix |e us(x)l/(1 -z J ’q(Y)|dY)
a

s
asx<hb

si |s|es suficientemente grande, como para que el denominador sea positivo.
De la primera de las igualdades (1) se deduce que

U ) = ocelTl o g mly g gy L
La estimacién correspondiente a Ué(x) se obtiene de la expresién

X
UL = ul(x) + ja cosh s(x-y) a(y) U (y) dy

~

La demostracién se concluye operando en forma aniloga con US y Ué.

De estos resultados se deduce inmediatamente el siguiente:
LEMA 3. Para |s| suficientemente grande, se tiene que:

W(s) = W(U_,U) = Weu,T) + ocelol®m) gy

donde M =m + n - 2

il

Llamaremos 6§ (s) W(us,as) = us(x)aé(x) - u;(x)as(x)

de modo que

s(s) = (*P7VE, ()P, (s) - T CTF (s)F, (s))/2s

§(0) 1im §(s)

s>0

Luego, 4(s) es una funcién entera # 0, que para s real es ~ elsI(b-a),s|M+l.

Ademds, W(s) es entera (cf. Apéndice I). Luego, del lema 3 se deduce que
W(s) # 0.

Entonces, W(s) y 8(s) tienen a lo sumo una cantidad numerable de ceros. Ademis
tendrdn un nGmero finito de ellos en cualquier regién acotadn.

Fuera de un circulo de radio conveniente, podemos escribir:

es(b_a)Fl(s)F4(s) FZ(S)F3(S)

_ ~-2s(b-a)
8(s) = 7S FL5)F,(5) ~ °© o

Para |s| + » , tenemos que

F, (s)F,(s)
2 3 +m 0(1
RTGy - (1Te o



De modo que, para |s| » =

Fl(s)F4(s)
M+2
2s

- es(b—a)sM+1

(2) §(s) [Ogl) " (_1)n+m _ e-ZS(b—a)

LEMA 4., Sea CN el contorno del cuadrado con vértices en (21 ii)hN , donde

hy = N+ (1~ -1y /4) 7/ (b-a) (N = 1,2,3,...)

Entonces, para todo N suficientemente grande y s € CN’ se tiene que:

|6 (s)]| = A.e‘oléb_a)lslM+1

donde A es una constante positiva. (A puede ser cualquier constante < 1/2).

DEMOSTRACION. Como §(-s) = 8(s) y &8(5) =

§(s) , es suficiente estudiar el com
portamiento de la funcién en la regién 0 < arg s <w/2.

i
Sis=c+ihN , 0<c<hN , tenemos que: C9
(2 bis) ‘(_1)n+m_e—23(b-a)l - 1+e-20(b—a) > 1 ihy
sis=hN+iT,0<T<hN: <>
|e_zs(b'a)| - e2bN(b-a) g 5i N+ e

Teniendo en cuenta la expresién (2) se concluye inmediatamente la tesis.

LEMA 5. Sea C_  la circunferencia con centro en ih(N_l) (hN igual que en el
? 2
lema anterior) y radio e; entonces, si N es suficientemente grande y s € CE N?
L)

lM+l

se tiene que, para e < 7/(b-a): |8(s)| = A(e) e|0|(b_a)|s , donde A(e) es

una constante pesitiva.

DEMOSTRACION. Basta observar que min |(-1)2"®-e725(P=8) | _ y(¢) >0 y apli-
seC
carlo en la expresidn (2). €N

COROLARIO 1. Para todo N suficientemente grande, W(s) y §(s) tienen el mismo
nimero de ceros, encerrados por CN’ y como consecuencia, en la regifn compren
dida entre Cg y Cy - La misma propiedad vale para el circulo encerrado por
Ce,N'

DEMOSTRACION. La primera afirmacidn es una consecuencia inmediata de los le-
mas 3 y 4 del teorema de Rouché aplicado a las funciones W(s) y 6(s). El mis
mo teorema, ademds de los lemas 3 y 5, permite demostrar la propiedad enuncia

da, en el circulo C .
e,N
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COROLARIO 2. Sobre Cy, se tiene que W(s) = §(s) [1 + 0(1/|s|)] si N es sufi-
cientemente grande.

Respecto de los ceros de §(s), i.e. los autovalores en el caso q(x) = 0 vale
el siguiente resultado ({1} , Teor. 1, cap. 111).

TEOREMA 1. Si s es un cero de 8(s), entonces -s y s también lo son. Fuera de

un circulo suficientemente grande, todo cero de 8(s) es simple y es un nidmero

imaginario puro, de la forma i(h(N_L) + 0(1/|N|) con N entero y la distancia
2

entre dos ceros consecutivos tiende a #/(b-a) cuando |s| + = .

DEMOSTRACION. La primera afirmacién es una consecuencia de
§(s) = 6(-s) = 8(5)

Por otra parte, los ceros de esta funcién satisfacen la ecuacidn

(3) 25 (b=2) = F (s)F,(s)/F,(s)F,(s)

Los puntos s para los cuales también sea &'(s) = 0, verificardn otra ecua-
cién andloga, del tipo

(4) g2s(b-a) _ P*(s)/Q*(s) donde P* y Q* son.polinomios.
De modo que, tales valores de s son raices del polinomio
- *
P*(S)F,(s)F,(s) - Q*(s)F (S)F,(s)

y en consecuencia, habrd solo un nimero finito de ellos.

Si s = it, con t real, la ecuacidn (3} se transforma en
(5) eit(b-a) _ $F (1t)F, (it)/|F  (it)F, (it) |
Luego:

6) tg(b-a)t = Im(Fl(it)FA(it))/Re(Fl(it)FA(it))

Esta ecuacién determina las raices imaginarias de s(s), Como Fl(s)F4(s) es
un polinomio de grado n+m, se deduce que, en el segundo miembro de (6), el
grado del denominador serd mayor que el grado del numerador si n+m es par,

y serd menor si n+m es impar.

Esto implica que la ecuacién (6) tiene infinitas soluciones positivas que se

aproximan, justamente, a h 1, si N+ o y tienen la forma h 1, + OC1/|N]).
(N-3) (N-3)

11



Si tenemos en cuenta, por Gltimo, que el segundo miembro de (3) es

D™+ o(1/]s])

llegamos a la conclusidén, usando nuevamente el teorema de Rouché, que las rai-
ces imaginarias halladas son las dnicas fuera de un circulo de radio suficien-
temente grande, lo que concluye la demostracién.

TEOREMA 2. Si s es un autovalor del problema (1), también lo son -s y s. Fue-
ra de un circulo suficientemente grande, los autovalores son ceros simples de

W(s) y son nldmeros imaginarios puros, de la forma i(h(N_l + 0(1/|N|)), para

5)

todo N entero de médulo suficientemente grande.

El teorema sigue inmediatamente de la siguiente proposicidn.

PROPOSICION 1. Us(x) = U_S(x) = Ug(x) ; U_s(x) = Us(x) = Ug(x)

En efecto, observando que U_S(x) y Ug(x) satisfacen, por ser q(x), P y Q rea-
les, a la misma ecuacién diferencial y las condiciones en el punto x = a,

que Us(x), se deduce, de la unicidad de solucidén para un problema con condi-

ciones iniciales, que las tres funciones coinciden sobre todo el intervalo
[a,b].

En forma andloga se demuestra que

ﬁ_s(x) = ﬁ;(x) = Gs(x) para todo x € [a,b]

Luego: W(s) = W(-s) = W(5), lo que demuestra la primera parte del Teorema 2.

La segunda, es una consecuencia de la primera parte del teorema, del Corola-
rio 1 y del teorema anterior.

Daremos ahora dos ejemplos, que ilustran, en el caso q(x) = 0, b-a = 1, 1la
posibilidad de encontrar autovalores mdltiples.

1. Si Fl(s) = s + 352 + g3 y F3(s) = s + 252 + 253

entonces s, = 0 es un cero de orden 4 de 1la funcidn 6(s).

2. Seas =T, + ir, , con 1, # 0, T, # 0

Fl(s) = F3(s) = (s-so)r.(s-go)r donde r es un nlGmero natural.
Entonces §(s) = (sz-si)r.(sz-gg)r. EEEEEELE;El

Luego, 6(s) tiene ceros de orden r en los puntos Sy 2 Sg v TS, Y _go y ceros

[e) o
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simples en los puntos H = ikr/(b-a) (k. =21 ;+2. ;23 ; _ )

Si W(s) = 0, entonces U,y ﬁs son linealmente dependientes, de modo que podrid
escribirse

ﬁs(x) = A(s).US(x) para x € [a,b]
La funcién A(s) puede extenderse a todo el plano por la expresién

U_(a) + 8U (a)
A(z) = oYy z

aUZ(a) +‘BU;(a)

donde o y B son nlimeros reales, distintos de cero, tales que la expresién
D(z) = aUz(a) + BU;(a) no se anula para ningldn autovalor s. Tales constantes
existen , pues el conjunto de autovalores es numerable y

{(x,y) / xU_(a) + yUl(a) = 0 , s € S}
es de primera categoria en rRZ,
Para esta funcién A(z) se verifica que

~

u,(a) + BW(z)/D(z)

A(z)Uz(a)

A(2)U! (a) ﬁ;(a) - aW(z)/D(z)

Se tiene ademds que si s € §

A(s) = ﬁs(a)/us(a) = ﬁé(a)/Ué(a)

Ademds A(s) # 0 en estos puntos, ya que en caso contrario se tendria que
ﬁs(x) = 0 y en consecuencia 3(52) = a(sz) = 0 para ese valor de s, lo que con-
tradice la hip6tesis (H).

Puede observarse también que A(s) es una funcién par, i.e. A(-s) = A(s).

Esto sigue de la proposicién 1, que prueba también que A(s) = A(S).

LEMA 6. Sean hl(s) y hz(s) polinomios tales que la funcidn

f(s) = hl(s)A(s) + hz(s) tiene un cero en cada autovalor del problema (I),
fuera de un circulo de radio suficientemente grande. Entonces hl(s) =0y
hz(s) = 0.

DEMOSTRACION. Supongamos que los ceros de f(s) y W(s) coinciden si |s| > R.
Multiplicando la funcién f(s) por un polinomio H(s), que tenga un cero del
mismo orden que W(s) en cada autovalor s tal que |s| < R y llamando Hl(s) =

13



= H(s)hl(s) ; Hz(s) = H(s)hz(s), obtenemos la funcién
F(s) = Hl(s)A(s) + Hz(s)

cuyos ceros son ceros de W(s), de modo que F(s)/W(s) es una funcidén entera, si
el R se elige como para que los ceros de W(s) fuera de |s| < R sean simples.

Del Lema 2 y cualquiera de las expresiones A(s) = -ﬁs(a)/Q(sz) 6
A(s) = a;(a)/P(sz) se deduce que

A(s) = O(elcl(b_a)lslk)

|0!(b—a)|s|K

Y en consecuencia F(s) = O(e ) si |s|] = » (k y K son enteros conve-

nientemente elegidos).

Por otra parte, se deduce del Corolario 2, que 1/W(s) = (1/6(s)) (1+o0(1)) si
s € CN y N es suficientemente grande; luego, por el lema 4, resulta que

1u(s) = o(e~ 1ol ®-a) o M-1y o5 o ¢ Cy

Esto significa que F(s)/W(s) = O(|s|®) donde r = XK-M-1 , si s € Cy vy N> NOJ

Entonces, por ser F/W entera, serd necesariamente un polinomio. Luego F(s) =
= G(s)W(s) , donde G(s) es un polinomio.

Se tiene, en consecuencia , que
Hy (s)U, (x) + [Hy(s) - G(s)W(s)] U (x) = 0

para todo s y para todo valor x € {a,b]

Si s no es un autovalor, por ejemplo: si fuese un ntmero real s > C, con C
suficientemente grande, Us y US serian linealmente independientes, de modo
que, para eso valores de s, debe verificarse que

Hl(s) = 0 y Hz(s) = G(s)W(s)
Como todas estas funciones son enteras, debe ser:
Hl(s) =0 y Hz(s) = G(s)W(s)

Por otra parte, la Gltima identidad se verificarid solo si Hz(s) = 0.

De aqui se deduce que hl(s) =0 vy hz(s) 0, como se queria demostrar.

LEMA 7., S8i s y t son autovalores y s2 # 2 , entonces:
14



2

b ~
J U, (x)U, (x)dx = KTEi%TFT V(s?2,t2) + v(s2,t?)

donde V(a,u)

FMQW) - PWIQM))/ (h-n)

y Va,u) = (POOQM) - PG)QM))/ (x-u)

DEMOSTRACION. Basta tener en cuenta que

2 2 b b
(s“-t7) J Us(x)Ut(x)dx = Ut(x)Ué(x) - Us(x)Ué(x)
y que U () = -QGs®) = AU ) 5 T1b) = Bs®) = A(s)ul (b)

DEFINICION. Llamaremos S al conjunto de los autovalores que verifican que
s =086 0<args<m

El Lema 7 muestra que, en general, las autofunciones US y Ut (s # t) no se-
rdn ortogonales sobre el intervalo [a,b]. M4s adn, se tiene el siguiente re-
sultado:

LEMA 8. a) Si sobre alguno de los extremos del intervalo [a,b] se da una con-
dicién del tipo Sturm-Liouville (es decir, que los polinomios Py Q 6 Py Q,
son constantes) y fijamos t € S, entonces habrid a lo sumo un ndmeroc finito de
autofunciones Us (s € S) ortogonales a Ut.

b) En el caso general, si se fija t € S, es posible encontrar infinitos auto-
valores s € S tal que US n¢ sea ortogonal a Ut.

DEMOSTRACION. a) Supongamos, para fijar ideas, que P y 5 son constantes, de
modo que V(sz,tz) = 0.

Si Ut fuese ortogonal a una infinidad de autofunciones US, se tendria segin
el Lema 7, que los autovalores correspondientes son ceros del polinomio
V(sz,?z), de donde resulta que éste debe ser idénticamente nulo. Pero esto
significa que los polinomios P y Q tienen una raiz comdn o alguno de ellos es
idénticamente cero (cf. Ap. II). En cualquier caso, se contradice la hipdte-
sis (H) o el hecho que algunos de los cuatro polinomios considerados, no debe
ser constante.

b) Supongamos que U, es ortogonal a U_ para todo s € S, [s| >R > [t].

Entonces, por Lema 7, se deduce que, hl(s)A(s) + hz(s) =0 s€8, |s|] >R

donde h (s) = V(s®,¥%) y h,(s) = -V(s%,T%)/A(D)

Como las funciones h1 s h2 y A son simétricas, también se anulari aquella ex-
15



presién en los puntos -s, con s € S, |s| > R.

De modo que, para todos los autovalores s tales que |s| > R , se tiene que

hl(s)A(s) + hz(s) 0
Luego, por el Lema 6, debe ser hl(s) =0 vy hz(s) = 0.

Es decir que V(sz,fa) =0 vy V(Sz,fz)

vamente a una contradiccidn.

0 para todo s, lo que pos lleva nue-

Los polinomios V(A,u) y V(A,u) son simétricos en X y u y pueden ser expresados
en la forma

~ _ onk ~ j k ~ o

V(x,un) i, k=0 cjk P! con cjk ckj
. ym¥® j k -

V(r,u) = Zj,k=0 Cix AT w con ¢y = Cp.

donde n* = [n/21-1, m*¥ = [m/2]-1, si n>1 y m>1; en caso contrario serid

V=0 6 VEO, lo que sucede unicamente cuando se da una condicidén ordinaria

de Sturm-Liouville sobre un extremo del intervalo.

([X} indica "parte entera de K'", esto es, el mayor nGmero natural menor o i-
gual a K).

LEMA 9. Cuando gr P > 0 y gr Q > 0, la hip6tesis (H) se verifica si y sélo si
det C # 0 , donde C = (cjk).

Un resultado andlogo vale para los polinomios P y a.
Este Lema es, en realidad, un Corolario del siguiente Teorema, cuya demostra-
ci6n puede obtenerse usando la técnica de [12, pdgs. 102-107], por ejemplo.

(Apéndice II),

TEOREMA 3. Sean ¢(z) y v¥(z) los polinomios

6(z) anzn +a .z + ,., + a

it
o
N
a8
+
o
N
B
1
s
+
+
o

v(z) ;aaéo,bm;éo,n>m>1

cuyas raices son UpsUpgsee U Y ViVo,eea,V o, respectivamente., Si indicamos con
C la matriz (cjk), en la que cjk es el coeficiente de ziw® en el polinomio simé
trico

V(z,w) = (e(2)¥(w) - e(w)¥(z))/(z-w)

= (-13fn/2) n i ngn m .
entonces det C = (-1) ay by M2y M2, (u-vy)
16



esto es: det C = (—1)[“/2]an—m.R(a,b)

n

donde R{a,b) es la resultante de los polinomios & y VY.

17



CAPITULO III. DESARROLLOS EN AUTOFUNCIONES.

Notaremos con 0(X,y,s) ¥ 5(x,y,s) las funciones definidas para a < x, y < b;
s complejo, por las siguientes expresiones:

N
o

(((s/8(s)).u (x)u (y) si y<x
0(x,y,s) = 1

N
%

L (s/6(s))u_(y).u (x) si a <y

( (s/W(s)).ﬁs(xI.Us(y) si y<x<b

[}
A

0(x,Yy,s)

| (s/W(s)).U (.U (x) si a<x<y
TEOREMA 1. Si ¢ es integrable sobre [a,b], entonces:

[Jb o(x,y,s)¢(y)dy]ds + o)

a

JCN [J: a(x,y,s)Q(y)dy]ds = JCN

para N » «» , uniformemente en x € [a,b].

DEMOSTRACION. Ya hemos visto en el capitulo anterior que si N es suficiente-
mente grande y s € Cy» entonces W(s) # 0 y ademds

1/W(s) = (1/6(s)). (1 + 0(1/]s|))
Por otra parte, de la definicién de U,y el Lema 2, cap. II,

U (x) = u (x) + O(e|°|(x'a)|s|m—2) , entonces si
y < x < b: Us(y)ﬁs(x) = us(y)ﬁs(x) + O(elol(b-a+y—x)|s|M-l) , donde 1la
0(...) es uniforme para y,x tales que a <y < x < b,

De modo que, usando el lema 4 del cap. II:

US (y)ﬁs(x) ) us(y)us(X) . O(e‘o'l (y-x)/|s|2)

W(s) §(s)

En consecuencia:

J 0(x,y,s)e(y)dy = Jx 0(x,y,s)e(y)dy + O(Jx(el°|(y'x)¢(y)/151) dy
a

a a

el dltimo término es igual a

18



X
o101y + 0| e 1/1shay
x-6
cualquiera sea § > 0, suficientemente pequefio.

Entonces

JCN {j: a(x,y,s)é(Y)dy] ds = JCN [J: 0(x,y,s)¢(y)dy] ds +

[ ocenlol8 s yas otjx o (y) |dy)
CN x-§

El dltimo término puede hacerse tan chico como se quiera, eligiendo a & sufi-
cientemente pequefio. Como fA|¢|dy es absolutamente continua, la cota de esta

integral es independiente de x. Elegido 6, el segundo término del segundo
miembro es o(1) para N » «

b
Un resultado andlogo vale para J [j 0(x,y,s) ¢(y)dy} ds , lo que concluye
C X

. . N
la demostracién.

TEOREMA 2. (Teorema de localizacidén). Sea ¢ integrable sobre [a,b] y x€la,bl,
Entonces, si 0 < §, se tiene que, si N » w:

JC [J: 0(x,y,s) @(y)dy] ds = Jc [JZ:::;::O(x,y,s) o (y) dy} ds + o(1)

Ademds, el Gltimo término tiende a cero uniformemente en [a,b].

DEMOSTRACION. De las estimaciones para us,as y 8(s), s € CN, ya conocidas, se

4

deduce que, sobre CN:
0(x,y,s) = o(e” o=yl
Dado ¢ > 0, sea y(x) una funcién absolutamente continua tal que
b
o(x) = p(x) + n(x), donde f [n(x)|dx < &

a

Entonces:

b b
|, owy.smmar - o o ety jay) < ogeenlole
a a

|x-y |28 [x-y |26
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b
De modo que J [ j 0(x,y,s)n{y)dy|ds = O(e) si N+ », para § fijo.

a
¥ x-y |28

Recordando que u_(x) = (Fz(s)es(x'a)—Fl(s)e_s(x_a))/ZS, se tiene, integrando

por partes, que:

Fz(s)es(y—a) + Fl(s)e—s(y—a) ]x—é

x-90
[T voru,mnay = v 5
a

2s a

cms)es(y—a) + Fl(s)e_s(y_a>
2

x-6 . i
‘J v'(y) . dy = o(eIUI(X a 5)‘S|m 2) y
a s

b ~ R~ -
J p(ydu (y)dy = O(elal(b x 6)|s|n 2), que puede obtenerse en forma anilo-
x+68
F (s)e_s(b“x) - F (s)es(b—x)
ga, teniendo en cuenta que us(x) = & > 3 .
s

De donde resulta que
b - -—
7 omyasvoay = oce™ ol
a

|x—y|26

Luego

JC [ J: o(xﬂy’s)w(ﬂdy]ds

0(j e~8lol s ~tas) =}‘1—0(J e~Slolggy -
N N C
|x-y |26

CN N

si N + =,

4]
o
—~
i

lo que demuestra la afirmacién.

TEOREMA 3. Si ¢ es de variacidén acotada en [a,b], entonces, si N » «:

1 b o
i JCN [Ja o(x’y’s)Q(Y)dy]ds = (-5 (0 (x+0)+e(x-0)) + o(1)

para todo x € (a,b). Si ¢ es continua en [a,b]l, el o(1) es uniforme en todo
compacto K ¢ (a,b).

DEMOSTRACION., Sea x € (a,b) vy 0 < 6§ € min(x-a,b-x) y supongamos que ¢ es real.

X X X
[ u,memay = ex-0)  u oy + |
x-6 x-6

K -

6us(y)(o(y)-ﬂx'o)) dy

Pero, para s = o+it € Cy, con ¢ > 0 , se tiene que
20



s(x-a)
Fz(s)e

M oy - (1 + 0(e~"%))
x-8 s 252

De donde se puede deducir, usando (2 bis), cap. II, que para ¢ > 0:

Jx 0(x,y,s)dy = (-1/2s)(1 + 0(e™%%)) , s € Cy

x-6

Si llamamos CE = Cy N {s | Re s >0} tendremos que

X .
J + [J 0{x,y,s)dy ]ds = - %E + 0(1) (N +» =)
c x-8
N
Pero 0(x,y,s) = -0(x,y,-s) Yy en consecuencia:

jc [j:-a 0(x,y,s)dy ]ds = 2 Jc [J:—a 0(x,y,s)dy |ds
N

+
N
de modo que:

X
(2) o0 [ [T 0ty Jas s o i o0 v o) @ e o
N X7

Como ¢ es real y de variacidén acotada en un entorno de x, podemos escribir
¢(y)-¢(x-0) = g(y)-h(y), donde g y h son funciones positivas, no crecientes y
tales que g,h » 0 si y - x-0, En el caso en que ¢ tomase valores complejos,

podrian repetirse estos argumentos considerando las funciones Re ¢ e Im ¢.

Aplicando el segundo teorema del valor medio obtenemos que

X X=-€
[© e u,memay = gx-0) Re | U0y <<

x-6

x x-e'
[ omumemy - g m [ w ey 0<e <o)

x=-§ x-§

Si multiplicamos ambas ecuaciones por s.as(x)/d(s), los segundos miembros re-
sultan iguales a g(x-6).0(1/|s|), de modo que:

J 0(x,y,s)g(y)dy = g(x-8) 0(1/]s|)

Xx=-6

En consecuencia:
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jCN [jz_é 0(x,7,5)8(y)dy |ds = 0(g(x-6))

Repitiendo estas operaciones con la funcién h, se obtiene que

X
(3) [ ] o em-ex-0ay Jas < oteix-6)) + oo
C

x~-§

El segundo miembro puede hacerse tan pequefio como se quietra, con tal de tomar
8§ suficientemente pequefio. De (3) y (2) se obtiene:

(4) 7T JC ds j 0(x,y,5) o(y)dy = - X0 4 oy
N

X~8§

Trabajando en forma andloga con

x+8 x+8 x+8 _
[ G memey = seo) [ T m0ay + [T 5 00 o -exe0))ay

X
se completa la demostracién, teniendo en cuenta el resultado del teorema 2.

Sea ®(y) = G(y)-H(y), con G(y) y H(y) no crecientes. Si ¢ € C(la,b]l), pueden
elegirse también G y H continuas.

Escribiendo: e(y)-e(x) = [G(y)-G(x)] - [H(y)-H(x)] = g_(y)-h _(y) vemos, de la

continuidad uniforme de G, que gx(x-s) + 0 uniformemente en x € K (compacto
§->0

contenido en (a,b)). Con esto se concluye la demostracidn del teorema.

TEOREMA 4. i) Si ¢ es integrable sobre [a,b] y 0 < § < b-a, entonces

JC [j: 0(a,y,s)e(y)dy ]ds = JCN [J:+6 0(a,y,s)e(y)dy ]ds + o(1)

si p<q (N> «)

y es igual a o(1) si p > q.
ii) Si ¢ es de variacién acotada en un entorno de x = a Yy p <gq, entonces

1 a+§
wi Jc Ua 0(a,y,s)e(y)dy }ds = - g(a*0)+o(1) (N + =).

N

iii) Un resultado semejante vale para el extremo b.

DEMOSTRACION. Consideremos el caso x = b, Basta observar que
22



N 2
0(b,y,s) = =sQ(s7) u_(y) de modo que
§(s)

J:_G 0(b,y,s)dy = - gﬁ%;% : [1 . O(e'°5)]

Luego pueden seguirse demostraciones anilogas a las de los teoremas 2 y 3, pues

"=

(1 +0(1/]s|) +0(e™ %)) sip<

22

b
[* owy,siay -4
b8 0(1/1s|?) sip >

£

Aplicando el teorema de los residuos, escribiremos ahora

T%T Jc [jb 0(x,y,s)e(y)dy ]ds = JRes Jb 0(x,y,s)e(y)dy
N a

a

donde la suma se realiza sobre los puntos s tales que W(s) = 0, |s| < hN s, N
suficientemente grande.

Teniendo en cuenta la observacidén hecha antes de enunciar el Lema 6, del ca-

pitulo anterior, se muestra inmediatamente que, siZ s es um cero simple de W(s),

entonces
b b

() Res | Ttxy,s)e0dy - {iéiil J" v memay|u, @) - mes, 60
a W'(s) ‘a

Supongamos ahora que W(s) tiene un cero de orden r > 1 en s # 0 y calculemos
el residuo en ese punto.

Uz(x) y Gz(x) son funciones enteras de z, para cada x € [a,b] , de modo que
podemos escribir:

U, () = U (x,s) + U (x,s5)(z-s) + Uz(x,s)(z-s)z o

U,(x) = U (x,8) + U (x,5)(z-8) + U,0x,5) (z-5)% +

En consecuencia:
0,00, () = U_(x,s)U_(y,s) + ...+ [Z§=o U (x,s)u__ (v,s) ]cz-s)“+ e

Si W(z) tiene un cero de orden r en s # 0 , entonces

r Z - - _eyr-—1 _nT .
(z-s) Wz - c_r+c_r+1(z s)+...+c_l(z s) +co(z s)"+... ; ¢ #0
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Luego:
j—-1

-s)7z § —1cF h| ~
zwiz)z Uz(x)Uz(y) = ...+ (z-5)F zj=1c'j(2k=o uk(x’s)uj—l—k(y’s)) .

De esto se deduce que el valor del residuo que queremos calcular, es:

r j=lp X b
Res = 1 o [ B0 0usemar o[ T 0)e0a]
j=1 k=0 a X
donde
o8y = 1 2y G |
u (x,s — — U _(x
ke k! azk 2 z=g
(6)
~ 1 sk
Uk(x,s) = — — Uz(x) k =0,1, ,T-1
k! 3z z=g
: - 0. - 2 .0 = 27 .
Si s = 0: Uz(x) = uo(x,0)+z uz(x,0)+... ; Uz(x) Uo(x,0)+z Uz(x,0)+... 5
2r-1 _z ® 24
z =37 c .2 entonces
W(z) i=0 -2r+21i ’
r i-1. X .
Reso = X._ c_2j [Z ) U2k(x,0) J uz(j_l_k)(y)¢(y)dy+... , donde las funciones
j=1 k=0 a
U2j y U2j se obtienen de (6) considerando k = 0,2,4,...,2(r-1).
Como U (x) = ) U (x,s)(z-s)k y
z k=0 k
2~ - 2% ~ 25
z Uz(x) = (z-s) Uz(x) + 2(z-s)sUz(x) + s Uz(x)

se concluye que:

«©

I, [Bee) -Gl o] Goo* = @?-shT, 0 -

= Xm Uk(x,s)(z-s)k+2 + 2s Zm a#(X,S)(Z‘S)
k=0 =0

k+1

De aqui resulta que las funciones Uk(x,s) satisfacen las ecuaciones
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[Trix,s) - (2T, (x,5) = 0

Uy (x,s) - (s*+q(T, (x,5) = 25T (x,s)

(7) < Ug(x,s) - (52+q(x))q2(x,s) Zsal(x,s) + Uo(x,s)

. . o . . . . . . » . . . . . . . . . . . . . .

0y (x,s) - (s%+q(U _ (x,5) = 2sT__, (x,s) + U__,(x,s)

\

Donde las comillas indican derivacién respecto de x.

Expresiones andlogas valen para las funciones Uj(x,s).

~

Si s = 0, reemplazamos en (7) s por 0 y consideramos sélo las funciones u
de indice par.

De (7) se deduce ficilmente que las familias de funciones {Uo"’°’ar—1} y
{uo,...,ur_l} son, para cada s # 0, linealmente independientes sobre [a,b].
Como ejemplo, probaremos esta afirmacién para la familia {uo,...,ur_l}

U0 # 0 ; Si Uj es la primer funcién que es combinacién lineal de las prece-

dentes , entonces, aplicando el operador correspondiente a

j-1 j-2
- = 9 = 1 s s 2 -
uj Xk=0 ¢ U, = 0, se obtiene que Uj_1 Zk=0 cpU, , contradiccién que de
muestra que, para todo ny s fijo: {Uo(x,s),...,un(x,s)} es linealmente inde
dendiente.

DEFINICION. La familia {Uo,...,Ur_l} serd llamada "cadena de funciones prin-

eipales asociadas a Us(x)" [£).

Teniendo en cuenta, ademds, que s es un cero de orden r de W(z), se puede de
mostrar el siguiente resultado:

- k
~ 1 9
8 u = —— —— [A(2)U y k=0,1,...,r-1
(8) k(X,S) . azk [ (z) ZCX)JZ=S s 1y s T
(si s = 0 se toma nuevamente k = 0,2,4,...,2(r-1)).

Para demostrarlo veremos que la funcién del segundo miembro satisface la mis-
ma ecuacién diferencial que Uk(x,s), ademds de coincidir sus valores y los de
sus derivadas primeras, respecto de x, en el punto X = a,.
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En efecto, sea

Vk(x,z) = 1 i—i [A(Z)Uz(x)]

Esta es una funcién analitica en z, en cada punto s € S y dos veces continua-
mente diferenciable en x pues como se demuestra en el Apéndice I, el orden de
derivacidén respecto de x y z, para la funcién Uz(x), puede ser permutado, de
modo que Uk(x,z) verifica la siguiente ecuacidn
2"V, 2 K 1ok 2
2 on = L houm] - L [elaea@u, e
ax k! 3z k! az

]

Q

Resulta entonces que si k = 0:

82’(70 2 2 Y
5 (x,8) = (s"+a(x))A(s)U_(x) = (s"+q(x))V (x,s)
ax
esto es
22V ) ~
5 (x,8) = (s"+q(x))V (x,s) =0
ax

Si k = 1, se obtiene que:

2~
2V, 3 2
Lo(x,s) = & [cz +q(x))A(z)Uz(x)} -
9X 9z zZ=s
- 25A(s)U_(x) + (sP+q(x)) [A(z)uz(x)]
Z=8
esto es
227, ) - -
2 (x,s) - (s"+q(x)) V,(x,s) = 2s V_(x,s)
En caso en que k = 2:
QZVR (x,s) = 1 Zk {.k 23 2 g <3 [
X,s8) = T L) — +q(x)) - A U ]} =
3 T iz (J) 3 (z%+q(x kg | (2)U, (x) e
k k-1
1 2 3 3
= o7 & A(2)U (x1 + k 2
i {(z *+q(x)) S (z2)U_(x] 2 T [A(Z)Uz(x)] +
R SUSED I Lkl PSS )
2 5 752 [ (2) Z(X)]}z=s



= (s%+a(x) U, (x,8) + 25 U, (x,8) + T, _,(x,s)

De modo que:

2~
9V ~ ~ ~
7 (x,8) - (sP+a) T x,5) = 25T, (x,8) + T, (x,s)

ax

Ademis, Uk(x,s) satisface las condiciones iniciales

V (a,s) = - il A(2)U_(a) ; EEE (a,s) = il A(2)U" (a)
L k! azk z z=s  ax Tk agk 2 z=s

Pero, como ya se ha visto en el Capitulo II

~

U,(a) + BW(z)/D(z)

A(z)Uz(a)

y A(2)U! (a) ﬁ;(a) - aW(z)/D(z)

De modo que si W(z) tiene un cero de orden r en z=s se tiene que

[ (a,s) = 1 35— U (a) =0 (a,s)
b ’
k2 k! 3Zk z z=sg k
i 1 9 T
2V (a,s) = 13 _ o =20 (a,s)
ax K7 k! ax¥ Z] =s ax K

para-k = 0,1,2,...,r-1.

Se deduce asi que, Vo(x,s) satisface la misma ecuacidén diferencial (7) que
uo(x,s), e idénticas condiciones iniciales, de modo que resulta ser

Vo(x,s) = Uo(x,s).

Luego, por recurrencia, se llega a la misma conclusidn para k = 1,2,...,r-1,
lo que concluye 1la demostracidn.

Se tiene entonces:

© T =3 & & ] 2y I U, (x,s)
9 u (x,s) = — N - Z -— U (x = a, .U.(x,s
k2 k! i=0 * dzk-1 ]z=s a3zt 2 z=8 i=0 k-174 2
i
donde a. = 1 4 - A(z)
it dz* z=8

Asi puede verificarse que:
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T r_r—k _r-k-j b 1
(10) Res = zk_l NS 3;C_ (j4k+i)) I, Uslyssdelyddy) Uy ) (x,s)

.. - c o -k-j
Pero la expresidn entre parc.t sis es el coeficiente de (z-s)r I en el pro

ducto de los desarrollos en serie en torno de s, de las funciones A(:z) v

(z-s)T.z/W(z), de modo que es igual a:

1 grk-i A(z)z(z-s)*
(r-k-j)t dzF7k-3 W(z) r

=8

De todo esto se deduce que, en el caso de un cero # 0 de orden r:

Res = Zk=1 Hk—l(s)uk—l(x’s) donde
(11)
b ,r-k r
H  (s) = — J - |Alzz(ess) U, (x) 2 (x)dx
- (r-k)! ’a az® W(z) z=s
b ,2(r-k) 2r
. 1 J 3 A(z)z
sis =20 H = U (x) o (x)dx y
2CG=1)  p(r-k) 1 Ja 327K [ Wez) 2 o
Zr
(11 bis) Res = H 4y U 1y (x350)
o kep  2(k-1)72(k-1)
Sabemos ya que W(z) es una funcién par, de modo que si s = 0 es autovalor es
un polo de orden impar de a(x,y,z), exactamente: si s = 0 es un cero de orden

2r de W, entonces es un polo de orden 2r-1 de 5(x,y,z) y se puede calcular el
residuo en forma andloga a lo hecho en el caso s # 0, observando sin embargo,
que en este caso la cadena de funciones principales asociada a Uo(x) tiene so-
lo r elementos:

U (x),..., 2(r—1)(x)

donde 23
1 d JUz(x)
Uzj(x) = : 23 j=0,...,r-1
(25)! 3z z

1]
]

Pues al ser Uz(x) y ﬁz(x) funciones pares de z (para cada x fijo), sus deri-

vadas respecto de z, de orden impar, son nulas en z = 0,

En resumen, de todos estos resultados y de los teoremas 1, 2 y 3 se deduce cl
siguiente teorema:
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TEOREMA. 5. a) Si ¢ es una funcién de variacién acotada en {a,b]l y x € (a,b),
el valor (e(x+0) + ¢(x-0)) puede ser representado como suma de una serie de autg
funciones y de las funciones principales asociadas, en el caso de autovalores

miltiples.

b) Si ¢ es integrable sobre [a,b] y ¢ = 0 en un entorno del punto x € (a,b),

dicha serie converge a 0 en el punto x,

¢) Si ¢ es de variacién acotada y continua en [a,b] y nula en entornos de x=a

y x=h, la serie obtenida converge uniformemente a 2(x) en [a,b].
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CAPITULO IV. CONVERGENCIA EN Lz(a,b).

Para comenzar, supondremos que todos los autovalores son simples, excepto s=0,

que puede ser un autovalor doble.

b
Observando que el residuo de la funcién J 0(x,y,s)¢(y)dy , en el punto s,
a

coincide con su residuo en -s, concluimos que la suma de ambos es

b
) 2H(s) U (x) donde H(s) = 5—°M§lj U (y)e(y)dy
s W'(s) a °©

mientras que, si s = 0 es autovalor, se tiene que, el residuo allfi es:

b
ZAL0) J U, (y)¢(y)dy] U, (x)
W' (0) ‘a

Si notamos H(0) = 1im H(s), podemos escribir:
S>>

- JCN [J: . Jas - zlzlihzzﬂcs).us(x)

Normalizando el sistema de autofunciones {Us}seS (que son linealmente inde-

pendientes) con la norma Lz(a,b) y 1llamando.

1

Vi{ix) =— U

s g %8
S
tenemos que
1 b

(2) - ;;; JC [J .o.] ds = Xses (-ZH(s)HUSH) Vs(x)

N a |s|<h

DEFINICION. Llamaremos productos de Fourier, asociados a ¢, a los ndmeros
b

by = b(0) = (2,7 = [ Vie)dy ses
a

y notaremos con b = b(¢) a la sucesién (bs)ses.

Definiremos ahora la matriz N (nst) de modo que

(3) (Nb)
30
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Para ello serd necesario tomar, con s,t € S:

- 2AG) gy 2 sp? = 52
W' (s)
st

0 en cualquier otro caso.

N es hermitica.

OBSERVACION. Si 0 € S, se tomard n__ = - 28(0) yy 2
00 o
W'l (0)
Se tiene entonces que:
1 b.
(4 T Jc [Ja ---] ds = )_.s (NB)_ V_(x)
“N |s|<hy

LEMA 1, Si s,t € S, s # t se tiene que:
(V_,V,) = 0N/ (s|+1)(Jt]+1)

Ademds IU_I ~ 4%3 [Bmlls[m~1 si |s| > «y 8 es el coeficiente de s™ en

el polinomio Fl(s).

DEMOSTRACION. Si |s| es suficientemente grande, s € S, entonces s = ia
(e > 0).

De modo que Us(x)

i
[
(]

~

~

~—

+
Q=
——
[ L

~sen a(x-y)q(y)U_(y)dy =
1 X
= u 0+ L] sen atxeydatu gy +
a
X p:4
+ 17 J [J sen a(x-y) sen a(y-t)q(y)dy]q(t)Us(t)dt
[+ ] a

X
1| sen a(x-y)atIu, )yl < /B7E Nallugl, - ¢ Il
a

b4 X b
uJ [J . dy] dtl < /673 J laldy lal 1u_l, = ¢, 1U_1,
a t a
Luego:
€1 €2
llUS - uSH < - Husﬂ t = HUSH
o a

De donde se deduce que



U1 (-c,/a?) < (e /a) Tul
y Ul (1%c,/a?) > (1-c /a) Bu_l

y se elige o lo suficientemente grande como para que

1-C2/a2 >0 y 1-c1/a >0
1+C1/a 1+c2/a2 1+c1/a
(5) HUSH < 3 HuSH < 3 o1
1-c2/a 1-C1/a 1-C2/a s

En consecuencia, se tiene que HUSH ~ Husﬂ si |s| » =

Pero, si s = ia

|

b
hu 1’ 5 ja (F5(s)e?8x72) + p2(s)e™28(x"2) _ 3k (5)F,(5)) dx =

4a

: Fz(s)es(b—a)_Fl(S)e—s(b—a))(Fz(s)es(b-a)Fl(S)e-s(b-a))
40 25

Ff(s)-F3 (s)
- 2(b-a) E,(s) F,(s) + -—___:;_____ -
S

= - __1_2 (ug(b)ul(b) - (b-a)F (s)F,(s) + P(SZ)Q(SZ))

2a

De modo que

b-a F1(5)F,(s)
2 |s|2m

hu 12/]s|?™"2 = « 0(1/s])

Y teniendo en cuenta que F, (s)F,(s) = Bi]slzm +o(|s|?™h
se obtiene que

lu 1?/]s[2®D . (p-a) B2/2  si |s| + = .

Como A(s) = ﬁ;(b)/U;(b) = ﬁs(b)/Us(b), tenemos que:

1/A(s) = Ul (b)/B(s?) -U_(6)/Q(s?)

Luego 1/A(s) = 0(1)|s|™ 2P y tambisn 1/A(s) = 0(1)|s|™" (29+1)
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De modo que 1/A(s)=0(1)|s|m'n. (Esto vale adn si n=0, pues en ese caso es
650, Pzcte.#0 y 1/A(s)=cte.U;(b)). En consecuencia:

1/10_1A(s) = o(1)[s|'™ 'y 1/1U_IIU_IA(S)A(E) = oM |st|*™ s,tes

Como V(sz,tz) = O(1)|st|n_2 (que puede mejorarse por O(1)|st|n_3 si n es im-
par) se tiene que

V(s%,t2) /10 11U 1A(s)A() = 0(1)/]st]

Andlogamente se prueba que V(sz,tz)/HUSHHUtH = 0(1)/]st| si s,t € S, con lo
que queda demostrado que

(VS,Vt) = 0(1)]|st]|
si se tiene en cuenta la expresién obtenida en el lema 7 cap. II.
En forma semejante se prueba que (VS,Vg) = 0(1)/|s| para g € S, g fijo.

Hemos probado entonces que: s # t ; g,s,t € S implican (VS,Vt) = 0(|st|-1) s

(Vs,Vg) = O(|s|—1) si |s| , |t] = C. De aqui resulta la tesis.

COROLARIO. La serie J c V_(x) converge en Lz(a,b) si y sélo si ) lcS]2<w.
sef s€S

DEMOSTRACION. Basta observar que, si efectuamos las sumas para los valores de
s tales que M < |s| <N

13 e v 1% =1 fe |2+ 0M [ e T |/]st]
5 8 8 S#t s t

Pero 1 1o, 1/1stl < (1 le,/IsD? < (@ le,|H(E I - ULy e, |2

1
s | M

De modo que

(6) 1] e V12 = ( le,

Ha - 2

Siguiendo la terminologia ya usada en [1, cap.V] llamaremos coeficientes de

Fourier a los nlmeros de la sucesién (cs) tales que la serie ) cSVs(x) sea
seS

convergente en Lz(a,b). Precisamente, si f =22 cSVS, entonces los cé se di-
L

rdn coeficientes de Fourier de f.

LEMA 2. n__ ~1 si |s| » = .
ss
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DEMOSTRACION. Teniendo en cuenta que, para s € S, serd
Us(b) = A(s) Us(b) y U;(b) = A(s) U;(b)

se obtiene

1 dUS(b) du’ (b)

dWS(S / ZSA(S) = 7‘3— —a—s———Ué(b) - Us(b) ———%S—-— + (Us(b)gl(sz) +

N U;(b)a'(sz))/A(s)

De las estimaciones ya conocidas deducimos que el filtimo término es O(Isizm—3).
du_(y) au! (y)
. . . -1 ) .
Ademds, si s = iy : _—%§_— = 0(1)|s|™%, —~§E—— =0(N)|s|™n A= U,-u =

oM s™2, L -omis™? ar=oms|™, ¥l - 0)s™!. pe aqui re

sulta que el primer término es igual a

1 dus(b) dué(b) 2m-3
vl . u;(b) - us(b) =t 0(]s! )

que coincide con:

p-a F1(8)F,(s)

- 5 + O(|s|2m_3) - _ b-a 2 |sl2m—2
S

De modo que

_W'(s) _b-a g2 |S|2m—2
2sA(s) 2 m

Si se recuerda la definicidn de n__vy la estimacidn para HUSH obtenida en el
Lema 1, se concluye inmediatamente la demostracién.

LEMA 3. 1) Si f e Lz(a,b), entonces b(f) € 22 y Hb(f)Nz = Q(1)hEN.
2
9 O(])HC"K
ii) Si f = c,V, (en L"(a,b)) entonces b (f) = c, t 2

sES t

DEMOSTRACION, i) s = ia, con o = h_ +

, Se tiene que

V. (x) = - Q(-a®) cos a(x-a) + P(-a’) sen a(x-a) +
° i i a

| X
t T Ja sen a(x-y)a(y)V (y)dy =
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0(1) cos hN(X‘a) + 0(1) sen hN(x—a) + %l

Entonces:

bs(f) 0(1) (f,cos hN(x-a)l + 0(1) (f,sen hN(x-a)) + Qéll N£l

Como cada uno de estos términos constituye una sucesidn de 22 , Tesulta que

(bs(f)) € 22 , ¥ es inmediato que ilb(f)llz2 = 0(1)I£fl , como se querié demostrar.

ii) S8i £ =) ¢ V , entonces ¢ = (c.) € £2 , de modo que,
seSSS s

lc_| 0(1
b (£) = (£,V) = c (V.,V.) =c_+ 0(1) s = o, o+ 2y
: R T ste(slen(elon ot ot ey

OBSERVACION, Los 0(1) del lema precedente tienen mayorantes independientes de
cy f.

DEFINICION. Si f =22 csVs, con c_ = (Nb)S , diremos que los nimeros de la su-
L

cesidn (cs) son-los coeficientes de Orr de f£.

TEOREMA 1. Toda funcidén de Lz(a,b) admite un desarrollo en autofunciones, con-
vergente en L (a,b), con coeficientes de Orr.

DEMOSTRACION. Sea (@m) una sucesidén de funciones continuas, de variacién aco-
tada, nulas en entornos de X = a y x = b, tales que ¢m > & en Lz(a,b),

Por el teorema 5, c) del capitulo anterior, sabemos que cada o admite un de-
sarrollo de la forma

o, (x) =] (Nb(e ) V_(x)

gseS

que converge uniformemente sobre [a,b].
Como Hb(@m) - b(@)llﬁ2 = 0(1) H¢m - ¢H£2 ,'tenemos que

b(¢m) — b(®) en ZZ (m + =).

Del Lema 2, se deduce que

Nb(¢m) —+ Nb(®) en 22.
En consecuencia; usando el corolario al lema 1 y la férmula (6):
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ro, - I (Nb(e)) VI Il [Nb(e )-Nb(e)] V_I = 0(1)HNb(¢m)-Nb(¢)H£2

seS seS

lo que significa que ¢ —— ) (Nb) [V, en Lz(a,b)
sesS

De modo que 8(x) = ] (Nb(e)) V_(s) en L%(a,b)
seS

como se queria demostrar.

Estas conclusiones pueden extenderse sin mucha dificultad al caso de autovalo
res miltiples, como veremos enseguida, debido a que todos ellos estardn conte
nidos en algln circulo |z]| <R, si R es suficientemente grande. Distinguire-
mos dos subconjuntos de S, que notaremos con S1 y 82, definidos por

wn
i}

{s € S | s es autovalor miltiple}

[92]
It

{s € S | s es autovalor simple}

Si 0 es autovalor, entonces 0 € Sl’ ya que, como sabemos, serid de multiplici-
dad par, aunque en el caso en que su orden de multiplicidad sea 2, da origen
a la autofuncién misma, como fnico integrante de la cadena de funciones prin-

cipales asociadas.

Se tiene entonces que S1 es un conjunto finito, cuyos elementos aparecerdn da
dos en algdn orden prefijado

S, = {sl,s }

1 gy

Si Sy sj son dos elementos consecutivos de Sl, con 6rdenes de multiplicidad
T, rj, respectivamente, ordenaremos las funciones principales asociadas del

modo siguiente:

uo(x’si) ’ul(xysi) yenasl

ri_1(x,si),uo(x,sj),Ul(x,sj),---,Urj_l(x,sj)

Indicaremos con Vs k(x) a la funcién Uk(x,s) normalizada, es decir
b

= 1
Ve kX)) = oy Uy (xos)

y el producto de Fourier asociado a la funcién ¢, correspondiente a V. | esta-
»

rd dado por el nGmero
b
by = (0,V, ) = Ja Vs (e (x)dx

Sis€S,s # 0, tiene orden de multiplicidad r, vale nuevamente que el resi-
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duo de -la funcién

b
j 0(x,y,s)e (y)dy

a

~

calculado en el punto s, coincide con su residuo en -s, pues 0 es una funcién
impar en z, de modo que:

R _ 1 - ar'l Iy r _
es__ = 1im —) [0(x,y,z)(z+s)F] =
(r-1)! z+-s 3z
_ 1 . ér—l Y T
= lim [0(x,y,-2) (-z+s)F] =

(r-1)! zs s(-z)7"!

=1 -1yl q4p Br:i
(r-1)! z>s 9z°

[ -0 x,y,2) (2-5) F) =Res_

.La suma de ambos serd, de acuerdo con las férmulas (10) y (11) del capitulo
III:

Z£=1(2 He_ g ()1 DV, ()
donde
r-k b
By () = ] Br_k_j(s).ja Uy s ONe()dy =
‘-
- Zj=0Br—k—j(s)'"us,j"'(Q’Vg,j)
r-k-j r
7 Pk () (r-;-j)! :zr‘kij [A(Z%EE;-S) Jz=s

Una expresidn andloga se obtiene para s = 0, de la férmula (11 bis) del capi-
tulo III:

Si 0 es un cero de orden 2r, el residuo es

r
zk=1H2(k-l)"uO,2(k-l)"VO,Z(k-l)(x) ;

2(r-k)
B k-1) = 420 B2 (r-k-3) (#:Ug, 25)
donde
5 L 1 dz(r‘k‘jf A(z) 2T
2(r-k-j) (2(r-k-j))! dz2(r-k-3) W(z) |z=0
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Nuevamente se tiene que si hN > R y r(s) denota el orden de multiplicidad Jdel

autovalor s # C y 2r(0) el de s = 0, entonces:

1 b } ;, Zr(s)—l
R ... ds ) (-2H, (s)lu, v (x) +
2l JcN Ua ses) k=0 k kis,k

- (-2H(s)IU_1V_(x)
s€s,

o] <hy

Donde Z' indica que si s = 0, el factor 2 debe eliminarse y k debe reemplazar
se por 2k.

Puede definirse entonces la matriz (infinita) N de modo tal que los coeficien
tes de estas sumas se obtengan por medio de la expresién

(Nb)_ s €S, k=0,1,...,7(s)-1 si s#0 ; k=0,2,...,2(r(0)-1) si s=0

En efecto, para ello basta considerarla constituida por "bloques'" de la forma

N = (Nst) donde NS es una matriz de r(s) filas por r(t) columnas, definida

t
por:
N = (n_) si r(s) =r7r(t) =1y 32 - 2
st st
By 1(s) Bl,z(s) Bl,r-l(s) Bl,r(s) )
.Bz’l(s) Bz’z(s) AN Bz’r_l(s) 0
.o=2 .2
- B3’1(S) B3,2(S) « e e 0 0 S1 S = t
e e v e e e y r(s) > 1
Br—l,l(s) Br-l,Z(S) e e 0 0
B, (s) 0 Ce. 0 0
= (0 ) en cualquier otro caso,
N es Hermitiana y
Ba,s = -Zﬂus’d_lﬂHUS’B_lﬂBr_u_B+1 = BB,a si s # 0,
BB,a = BG,B = _"UO,Z(GOI)“qu,Z(B—l)"BZ(r—a-B+1) si s = 0.

‘ TEOREMA 2. Toda funcién ¢ € Lz(a,b) admite un desarrollo en autofunciones y
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. . . . 2 ..
funciones principales asociadas, convergente en L“(a,b), con coeficientes da-

dos por la sucesidén N(b(2)).

DEMOSTRACION. La demostracién sigue exactamente la del teorema 1, pues basta
recordar que fuera de un circulo de radio suficientemente grande, todos los
autovalores son simples y que el resultado probado en el lema 3 i) sigue sien-
do vidlido en el casoc de autovalores mdltiples,

Debe observarse que, en realidad, también sigue siendo vdlido el resultado del
lema 3 ii), que puede obtenerse como consecuencia de una generalizacidén del le
ma 7, capitulo II, que veremos a continuacidn.

Previamente, definiremos la funcidén A(z), para cada nlmero complejo z, por me-

dio de la expresidn:

YU, (b) +sU} (b)

A(z) =
yUz(b)+6U;(b)

donde y y § son nimeros reales tales que el denominador
D(z) = yU_(b)+sU! (b)
no se anula en ningdn autovalor s.

la existencia de tales coeficientes se justifica con el mismo argumento emplea
do al obtener la funcidn K(z), en el capitulo II. M&s atn, X(z) es otra de las
posibles extensiones de A(s) a todo el plano complejo que verifica las relacio

nes siguientes:

K(z)uz(b) Gz(b) + §W(z)/D(z)

(7)

K(z)u(b) = UL (b) - yW(z)/D(2)

LEMA 4, Si s y t son autovalores de multiplicidad r y r' respectivamente y s

s? # 2 , entonces

b k+] _
J U, (x,s)U, (x,t)dx = —— S0 | L v w2 wh |
a ] k!jt sz ow) |A(2)A(w)

s
t

w
k=20,1,...,r-1 ; jo=0,1,...,v'-1,

Donde V y V son los polinomios definidos en el lema 7, capitulo II.
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b

b
DEMOSTRACION. (z2-w?) J U, (x)U, (x)dx = U_(x)U} (x)-U_ (x)U} (x)
a a

2

Pero Uz(a)U&(a)-Uw(a)U;(a) = —V(zz,wz).(zz-w ) y usando las férmulas (),

se obtiene que

2 2 -
U_(BYU! (b)-U_(b)U! (b) = =% F(22 w2) + H(z,w)
Z w w ¥4 A(Z)A(w)

donde

H(z,w) = (8/R(2)R(w)). (U} (BIW(2)/D(2) - U} (DIW(w)/Bw)) -

(/AR . (U, W) /D) - T_(0)W(2)/D(2)) =

_ W(z2)Dw) _ Ww)D(z)
A(z)D(z) A(w)D(w)

Como K(z) #0y 5(2) # 0 en todo autovalor, se deduce que H(z,w)/(zz-wz) es
analitica en cada una de sus variables (fijando la otra) si z y w varfian en

entornos (disjuntos) de s y t respectivamente.

Ademds tiene ceros de orden r y r' en z = s y w = t pues estos puntos son ce-
ros de W(.) de esos 6rdenes, por hipétesis.

Recordando la definicidén dada en (6), capitulo III; se concluye la demostra-

cidn,
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CAPITULO V. LOS GRADOS DE LIBERTAD DEL SISTEMA.

Supondremos en lo que sigue que los autovalores no nulos son simples, excepto
s = 0, que puede ser doble.

Si notamos con A la matriz (Ast), donde ASt = (Vt,Vs) s,t € S; tendremos que

sic € £2 y definimos la funcién £(x) por medio de
f(x) =} csVsﬁx)
seS

(esta serie converge en Lz(a,b)), entonces b = b(f) = Ac.

La matriz A define entonces un operador, que también notaremos con A, de Ez
en £2, cuyo rango estard constituido por los productos de Fourier b(f) asocia
dos a funciones de Lz(a,b).

Si escribimos A = I+T, resulta definido el operador T, en Kz, que verifica

2

ase | T,
, 4
s # t, de modo que T es un operador completamente continuo.

< = , pues Tss =0y TSt = (Vt,Vs) = 0(N)/(ft]+1)(|s|*1) si

Una funcién f € Lz(a,b) admite un desarrollo Gnico de la forma ) cSVS si
seS
y s6lo si se verifica que

Ac = 0 es equivalente a c = 0

lo cual, segln el teorema de la alternativa de Fredholm, equivale a asegurar
que A£2 = Kz.

TEOREMA 1. Ninguna funcién f € Lz(a,b) tiene desarrollo Gnico en autofunciones,
en Lz(a,b).

DEMOSTRACION. Seglin las observaciones anteriores, basta probar que el rango

de A estd estrictamente contenido en 22, es decir que existe algfin elemento de
22 cuyos términos no pueden expresarse como productos de Fourier de ninguna
funcidén £ de Lz(a,b).

Fijemos t € S y supongamos que existe una funcién f tal que

0 sis # t
bs(f) = 6st =
1 sis =1t
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Como £ = )} (Nb) V se tendrd que, si |t| es suficientemente grande, esto se
s s’

reduce a f(x) = nttvth).

Entonces bs(f) = ntt.Ast, esto es: §_, = ntt.Ast.

Pero, si se ha elegido t de tal modo que n, # 0 (cf. Lema 2, capitulo IV) v

luego s # t tal que As # 0 (lo que es posible por el lema 8b del capitulo II)

t

se obtiene una contradiccién, que demuestra la tesis.

OBSERVACION. Aunque se ha sefialado al comenzar que se consideraria el caso cn
que los autovalores son simples, debe destacarse que esta demostracidn sigue

siendo vilida aln cuando hubiese algunos autovalores midltiples.

Llamaremos Ei(s) = 52i/A(s)HUsH i=20,1,...,n* =[n/2] -1
ki (s) = s?3 /01 j=0,1,...,m* =[m/2] -1 (n, m3 2)
(Ver Nota 3, de pédg. 5)
También consideraremos los vectores
ko(s) ko(s)
K(s) = | . k(s) =
k . (s) ko« (s)
y las sucesiones
kg = () 50 Ky = (K () g
k. = X =

(k () s 3 (k; (5)) 4 .

Teniendo en cuenta el lema 7 del capitulo II, podemos escribir:

A, = - KE(E).C.K(E) + k5(3).C.k(t)

donde C y C son las matrices definidas en el lema 9 del capitulo II y kt(s)
indica el traspuesto del vector k(s).

Si definimos ademids las matrices qu y qu por

(qu)st = kp(s).kq(t) (qu)st = Ep(s).kq(t)

entonces.:
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n* ~ ~ m*

Jge * 1

= - c Y
A Zp,q=0 pq( pq st

x¥_.)

: c

t
p,q=0 P4 Pa’s
siempre que s,t € Sy s # -t

LEMA 1. X (s) = K, /]s[®™172) (1 + 0(1/1s]))  p = 0,1,..s,m*

K (s) = (K,.e”®(®=2) /|5 |m71=20y (1 4 0(1/[s])) p =0,1,...,n*

P 2

donde K1 y K2 son constantes,

DEMOSTRACION. En la demostracidén del.Lema 1, capitulo IV, se ha visto que

vl

/272 e, [ sI®7H + 0(1/]s]))

En consecuencia, si s = iqg:

P
k_(s) = s?®/jy | = (1)~ 2p (1 +001/]s])) =
P S YB-a)7zle | 7t *|

NP, /3
(l;)I’vb?a m—112p (1= 00/]s1))
m [+

para p = 0,1,...,m*¥ ; con m* = [m/2] - 1

Por otra parte, como

1 ) U;(b) -Us(b)

AGs)  PsH  QsH

podemos escribir:

1 Ug (b)
A(s) P(sd)

sU_(b)  UI(b) - sU_(b)

G5 Fy(s)

+

Pero, para s = ia , se tiene que

U, ) = u () + 1 j sen a(x-y)a(y)U, (y)dy

u_ (x)

s (Fz(s)es(x—a) - Fl(s)e-s(x—a))/Zs

de modo que
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(b
+ e
! a

-ia(b-a) -ia(b-v)

ul(b) - su_(b) = F (s)e qQ(¥IU_(y)dy

es decir que

1

b
A(s) a

(Fy () /F,())e 278 o (7m0 [ e g0, () ay

Observando que Us(y) = O(|s|m‘1) (Lema 2, capitulo II) y que

n

P3(s) = a s+ (términos de menor orden)

-

se concluye que el dltimo sumando de la expresién de 1/A es O(|s|m_l—n).

Como F,(s)/Fy(s) = (8 _/a_)s" " (1 + 0(1/]s])), se deduce que

sgn B8 s _ m-n _
L = ——2 ks 700 S v 0i/]s)) s o™ -
A(s) n Is|

sgn B -ia(b-a).m-n
Ve S (1 s 00/a)
n a

Luego

- 2p sgn B /5, 1 p;m-n_~ia(b-a)
k() = =2 i vb?a — T (1 +0(1/a))
A(s)hu n o P

lo que concluye la demostracién.

(K /s +001/]s]))  p

i
o
-
.
-
-
3
*

COROLARIO. kp(s)

(K,/1sD G+ 001/]sD)  a

]
o
-
—_
-
-
=3
*

K (s
q )
Ambas estimaciones pueden mejorarse por

(Kj/|S|2)(1 +0(1/]s|))

en caso en que m & n sean nlmeros impares.

DEMOSTRACION. Del Lema 1 se deduce que las ''peores' estimaciones se obticnen
cuando p = m*¥ y q = n*, y resultan ser:

(K, 7|s|* 72250« 0(1/s[)) y (K2/|s|m‘1‘2m*)(1 + 0(1/]s]))

respectivamente.
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Pero, si p=mdn y p* =[p/2] - 1, se tiene que

. 1 si p es par
p-t-éep® =
2 si p es impar

de donde se deduce la tesis,

TEOREMA 2. a) El operador A puede expresarse en la forma A = D+L, donde L
es un operador de rango finito, definido por

. m%

+ 1

n* ~ ~
L = -

c Y c Y
p,q=0 P4 P4 p,q=0 Pd P4

y D estid definido por la matriz (Dst) donde DSS =1 - LSs es real si s es

real o imaginario puro, Ds,—E = As,—E - Ls,—E = (V;,VS) - Ls,—E S1 s=g+it ,
o # 0, 1 # 0, D ., = 0 en cualquier otro caso.
b) E1 conjunto {fi,kj, i=0,1,...,n% ; j =0,1,...,m*} estd constituido por

sucesiones de £2 y forman una familia linealmente independiente.

c) Para toda funcidén f en Lz(a,b) y cualquiera sea i = 0,1,...,n* ;
j=0,1,...,m* se tiene que Nb(f) es ortogonal, en KZ, a Si y w., donde
~ n* ~ ~ m*
w, = Zj=0cijkj y oW, o= Zi=0cjiki

e) c € 22 es una sucesién de coeficientes de Orr si y sélo si se verifica
que Lc = 0.

DEMOSTRACION. Las afirmaciones hechas en a) son consecuencias de las observa-

ciones anteriores.

De las acotaciones ya obtenidas para HUSH y A(s) (en capitulo IV) se deduce
que

P
~
wn
A
]

0(1)/s j = 0,1,...,m*

o
~
0
[
n

0(1)/s i

]
o
-
—_
-

.,n*

de modo que kj’ki € 22.

Supongamos que, para todo s € S, se tiene que



Entonces

* .

. m
(I xi521) + A(s). () ujszJ) = 0 para todo s € S.
. 520

Luego, por el lema 6 del capftulo II, se deduce que

lo que demuestra b},

Sea ahora f € Lz(a,b) y ¢ = c(f) sus coeficientes de Orr, de modo que

¢ = Nb(f) y Ac = b

Entonces Dc + Lc = b
esto es (I-DN)b = Lc
Luego
n* ~ ~ = m* _
- = - . {k.,c Yk, + .. (k. k.
(I-DN) Zi’j=0c1]< 50€ ) Ky Zi’j=0clj< PR
en la que (kj,c y =} k.(s).cs y (Eﬁ,c » se define en forma anidloga.
seS
Entonces
n* ~ = m* _
(I-DN)b = - zi=0 (w;,c )k, + Zi=0(wi,c » K

Resulta asi que, mientras b recorre el rango del operador A, (I-DN)b varia en
un subespacio de 22, de dimensidén finita. Pero A = I-(-T), donde -T es comple-

tamente continuo, de modo que £2 = R(A) ® Ndac(A*), es decir que

R(A) = tz ® Ndc(I+T*); luego, por el tercer teorema de Fredholm R(A) tiene co-

dimensidén finita.

De esto se deduce que I-DN transforma 22 en un subespacio de dimensién finita.

En consecuencia, todos los elementos de la matriz diagonal I-DN son nulos,
excepto a lo sumo un nidmero finito. En particular, es posible determinar k > 0
tal que D, .n . =1 si [t] > k.

Se tiene asi que, para |s| > k, s € S:
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nk ~ = m*
) (wi,c )k (s) + Z'

(w,,c)YK.(s) = 0
i=0 i=0 i’ 1

En consecuencia

h)(s)A(s) + h,(s) =0 si ses y |[s|>k

donde
m* 94
h,(s) =] AW.,c) s N
i=0
n* —- .
hz(s) = -7  (w.,c) 523 ‘
j=0

Usando nuevamente el lema 6 del capitulo II se concluye que
(w;,c) =0 i=0,1,...,m#*

<Wj,c )

1
o

wa

1}

0,1,...,n*
de donde se deducen c¢c) y d).
Ademds, si ¢ = Nb, resulta que Lc = 0 y, reciprocamente, si Lc = 0, entonces
Ac = Dc = b(f) , donde f = | c V.. Entonces
-1
c =D "b(f) = Nb

es decir que ¢ es una sucesién de coeficientes de Orr, lo que concluye la de-
mostracién.

OBSERVACION. Usando los vectores W,y ;i » definidos en ¢), podemos expresar
el operador L en la forma:
m* n*

L = K - X
Zp=0 ) w

DEFINICION. Si c e 22, llamaremos B{c) al vector



g(c) =

(W_4»C )

\

y notaremos con K a la matriz cuadrada dada por

-1~ -1~ -1— ~1—
K= (-80K),...,-80 'k ,0,8607%),...,e07}K )

PROPOSICION, Si ¢ = (cs) € ﬂz y b = (bs) son los productos de Fourier asocia-

dos a f = cSVS, entonces (I+K)B(c) = 0 y B(D_lb) = 0,

DEMOSTRACION. Hemos visto que

Como ¢ = D" !b - D'ch, se tiene que

-1 n* _1;: ~ m*
c=D""b+7 (D k)(w,c) -7
p=0 P p

De modo que
n*

~ ~ -1 ~ __1: ~
(w_,c) =(w_,D7"b) + Zp=0<wr,D kp )(wp,c y -3

obteniéndose una expresién andloga para (W_,C ).

Como (;I,Nb > =0y (wr,Nb > = 0 , seglin el teorema 1, ¢), entonces

B(D—lb) = 0 ; ademds obtenemos que

~ n* -1~ ~ L -1

(w_,c) - Zp=0(wr,D kp )(wp,c )+ Zp=0(wr,D Fp )(wp,c y =0 0 <r <n*
n¥ -1= ~ m* -1

(w_,c ) - Zp=0(wr,D kp )(wp,c Y+ Zp=0(wr,D kp >(wp,c y =0 0 <r <m*
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Esto es: (I+K)B(c) = 0, lo que concluye la demostracién.

PROPOSICION 2. I+K = 0 , esto es: K = -1

n*

DEMOSTRACION. w_(s) = (] c..s23y/a(s)iul i =o0,1,,,,,n*
. i j=0 ij . s
m* 23
= J 1 = *
wi(s) (z‘ i3S )HUSH j 0,1,...,m
j=0
Si fijamos s € S y tomamos ¢ = e, = (§ts) € £2 tendremos que
(W, = wp(SJ y o (w,,c) = wp(S)
de modo que
w, (s)
W .(s)
B(es) = n*
W, (s)
Wk (s)
y llamando
r 1 \ 0 3
s? 0

h, = (1/A(s)10_1) g2n* [ (/1 ny | o

s

X 2
(0 ) { éZm*
podemos escribir que
B(es) = H.h

donde H es la matriz

jan)

It
———
[= 2]
QO o

Como (I+K)B(es) = 0, resulta que, para cada s € S, seri



Elijamos ahora r =

tores {hs} formen una familia linealmente

n*+m*+2 valores s en S

(I+K).H.hs =0

te a pedir que el determinante

1 1 .. 1
2 2 2
s1 S5 .o S
2n¥* 2n¥ 2n*
51 2 Se
A(sl) A(sz) . . A(sr)
2m* 2m* 2m*
A(sl)s1 A(sz)s2 . A(sr)sr
no se anule.
Esto puede lograrse de la siguiente manera: seleccionamos S;,...,S 4.1 tales
que si # s§ si i # j, con lo que nos aseguramos que
1 1 e v 1
s? s? s2
1 2 T n¥*+1
D = . . . . . # 0
2n* 2n¥* SZn*
1 2 Coeo n¥+1
Queremos hallar ahora algln valor s € S tal que
1 . . 1 1
Dl(s) = . . . . #0
SZn* 2n* SZn*
1 e n*+1
A(sl) N A(sn*+1) A(s)

Si desarrollamos Dl(s) por

D, (s)

S0

tales que los correspondientes vec-

independiente; lo que es equivalen-

la ditima columna, obtenemos que

= D.A(s) + h(s)



donde h(s) es un polinomio,

Como D # 0, el lema 6 del capitulo II nos asegura que existird algdn valor de

s, que llamaremos s , tal que Dl(s ) # 0.

n*+2 n¥*+2

El mismo argumento nos permite determinar s , S1 ya se han obtenido

k+1
S sSgseeesSy (n*+1 € k < n*+m*+2),

Como consecuencia de esto resulta que (I+K).H = 0 ; pero

det H = det C.det C # 0

"

segln el lema 9 del capitulo II, de modo que debe ser I+K 0, como se queria

demostrar.
DEFINICION. Diremos que el conjunto de autofunciones {VS} tiene g grados de
libertad si el conjunto G de los coeficientes ¢ = (cs) tales que } c V., =0

(en Lz(a,b)) es un subespacio de 22, de dimensién g.

TEOREMA 3. a) G es el ndcleo del operador definido por la matriz A, es decir:
el autoespacio del operador completamente continuo T, correspondiente al auto
valor -1,

[n/2] + [m/2].

b) g = dimensidn de G

DEMOSTRACION.a) Como f 0 si y s6lo si b(f) = 0 , se tiene que ¢ € G es cqui-

valente a Ac = 0.

b) Si c € Gy Bg(c) = 0 entonces Lc = 0 y Ac = 0, luego Dc = 0 y en consecuencia
c = 0.

Es decir que la correspondencia ¢ — B{(c) define una transformacién inyectiva

* * . . .
de G en Cc®**D +2. Veamos que también es suryectiva.
Sea Bo

B = P
B
o)
Bm*




LR T m 1
y definamos c=9Y 8D 'k -] BDKk
p=0 P P p=0 P p
Entonces
(Wyo €0 = (Ke) = (I8) =B, si a=0,1,... 0%
y andlogamente
(wp,c y = Bp si p=20,1,...,m*
de modo que ¢ = -p7lLc ; esto es Ac = 0.

Luego ¢ € G y 8 = 8(c), lo que demuestra que
dim G = m*+n*+2 = [m/2] + [n/2]

lo que prueba la tesis.

Veremos ahora como afectan estos resultados la eleccidén de distintos desarro-

llos para una funcién f € Lz(a,b).

TEOREMA 4. a) Si c € £,, entonces ) (D_ILC)SVS(X) = 0 en Lz(a,b).

seS
b) Sea f € L2(a,b), b = b(f) vy AO,...,An*,BO,...,Bm* constantes arbitrarias,
entonces
Z 1 Z‘1:1* Z - zm* zm* _
{D” [ b+ AL ( Lk )+ B. ( c.. k)Y V (x) = £(x)
ses j=0 J “i=0 13 F 7 Typog KTy k1T s s

en Lz(a,b), y

G = D_l([ij,Fh]) = D_l([ij,ﬁh]) =p! (rango L)

c) Sea f € Lz(a,b), b = b(f). Dadas las constantes ey ¥ (r = 0,...,n* |

k
k = 0,...,m*) es posible determinar los coeficientes Ai y Bj de manera dlnica,
tales que
-1 ~
ZSES{D {...]}Swr(s) =0 r=0,1, ,n*
5 D M.y w.(s) =¥, 1 =0, m*
SES LR s r r ’ s H

DEMOSTRACION. a) Si c € 22 y llamamos b = Ac y f = ZCSVS entonces también so“ 
tiene que f = } (D_lb)sVs (en Lz(a,b)).

Como ¢ = D™ 'b - D_ch, resulta que ) (D_ch)sVs = 0 en Lz(a,b), como sc
seS
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queria demostrar.
b) Sea c € G; entonces ¢ = - D lLc.

Como el rango de L estd contenido en un espacio de dimensién m*+n*+2 (el gene-

rado por ki’ E&) entonces debe coincidir con éste, pues: dim G = m*+n*+2 y

D es biunivoca.

-1, .~

Luego G = D ([k.,Eﬁ]) - p! (rango de L),

Por otra parte, como (Qr,D_lb ) =0y (wk,Dnlb ) = 0, se tiene que
I 07w ) =0 vy [ ) w(s) =0
ses seS

En consecuencia

* n* ’ — m* n*
-1 ~ ~ n ~ -1 -1
I 070G w(s) =«w,] A (] S .07%)+] BT c plkyy -
s8€$ s r r’ 3=0 J Ti=0 3 i q=0 q p=0 Pq p
n* n* = m* m#*
~ ~ _I= N 1
zj___o 3 (Zi=oclj< wr’ i > ) zq=0 q(zp=OCpq< Wr, k—p >)

Una expresién andloga se obtiene para

I ID7H(. 01w, (s)

seS
Pero; de la proposicién 2, sabemos ya que
~ -1 o
(wi,D kj y = Gij 0 €£1i,j € n*

<wi,D‘112j y = -5, 0<i,j <m*

~ _1 _
(w,,D EJ. Yy =0

_ 0<i<n* ; 0<j<m*
-1~ ~
(wj,D ki y =0
Luego:
- = = *
Zsele (...)]Swr(s) Zj=ocrjAj 0,1, ,n
1 m*
y Zses[D (...)]swk(s) =—Zq=ocquq k =0,1,...,m*

Recordando que det C # 0 y det C # 0, se demuestra la afirmacién c).
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TEOREMA 5. Sea c € 22 y a<a' <b' <b.

La serie } (D_ch)sVs(x) converge a 0 uniformemente sobre el intervalo
(a'.b']. ses

Si m es un ndmero impar, entonces la convergencia es uniforme sobre todo el

intervalo [a,b'].

Si n es un nimero impar, la convergencia es uniforme sobre todo el intervalo
[a',b].

DEMOSTRACION. Si |s| > R , con R suficientemente grande y s € S, se tiene

que s = ia ; en consecuencia
-1 _ _
(D Lc)s = (NLC)s = nss(Lc)s
donde
n* ~ = ~ m¥%
(Le)g =1 Lgecp =1 (-1 c_ k (s)k_ (tc, + ] c K (s)k (t)c.} =
s g St E t p,q=0 PYP q € b,q=0 P9 P q t
n* = m*
= - T(‘ =
Zt{ zp=owp(t)ctkp(s) * zp=0wp(s)ct NOY
n* = ~ m#* _
) —Zp=okp(s)(wp’c »r Zp=okP(s)(wP’C )

Por el Lema 1, resulta que

(M (Le) = -K_,(s)W_,,c) + E (s)w_,,c) +0(1/[s]®) =
(k/|s|) + 0(1/|s|2) si al menos uno de los niimeros m,n
= es par
(k/|s|2)+ 0(1/|s|2) si ambos nimeros son impares.
Como n . = 1 + 0(1]s|) , resulta que las estimaciones obtenidas para (Lc)s

siguen valiendo para el coeficiente de la serie: (NLC)S.

Por otra parte, para s = ia

2 2

(2) Vs(x) = - QCe™) cos a(x-a) + E-g-—---g—)—-sen a(x-a) +
HUSH aHUSM

X
£ (1/a) [ sen alx-y)atV, )y
a
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b b
cono || sensep)aw)¥, eyl < [ lam) 1V, 0 1ey < tar, /5

se tiene que

2 2
V (x) = - Qlza”) cos a(x-a) + P(ra”) sen a(x-a) + 0(1/a)
° i alu_I

Supongamos en primer lugar que m ee Zmpar; si recordamos que m = mix(2p,2q+1)
donde p y q son los grados de los polinomios P y Q, respectivamente, la hipé-
tesis hecha antes significa que m = 2q+1 > 2p. Si expresamos a P y Q como

P(r) = apxp P a
Q(x) = quq *ooot by
tendremos que
2q
2 b (-1 a
Q(-a®) _ bfa 9. —— (1 + 0(1/a))
HUSH IBqu
(3)
_1yP ,2p-1
P(-azj e ap( 1)F «a .
= 5= -7 (1 + 0(1/a))
allU_1 I8 la
s , m
Luego, bajo las condiciones indicadas, seréi:
(4) Vid(x) = Ki cos a(x-a) + 0(1/a)

51 n también es impar, se concluye que
(0~ 'Le). V. (x) = 0(1/a?)
ioc ia
de donde resulta que la serie es uniformemente convergente sobre todo el inter

valo [a,b] y como ya sabemos que converge a 0 en casi todo punto del mismo
(Teorema 4 a) se demuestra inmediatamente la tesis.

s } T R Y G D Rl
i n fuese par, COmMoO o = h(N-l) + O(1/N) y h(N-l) = [N-5 + . 1 53
. 2 2

se ve que resulta ser

a = (N - 2) g+ 0(1/N)
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V. (x) = K] cos(N - 3) gl (x-2) + O(1/N)
y eiu(b—a) = eih(N_Jz_) (b“a) + O(]/N) = i(_.I)N + 0(1 /N)

Entonces usando nuevamente el lema 1

1 N cos(N - %) TEgET (x-a) 9
(D”'Le). V. (x) = KT (-1 T + 0(1/N%)

io ia N -

PR N

de donde se deduce la afirmacidén del enunciado, teniendo en cuenta que

Zm (-1)N+1 cos (N - %) g@g (x-a)

N=1 N -

1
)

es una serie de Fourier que converge uniformemente en [a,b'] , a la funcidn
constante f(x) = n/2.

Consideremos ahora el caso en que m = 2p > 2q + 1.
De (3) resulta que, en estas condiciones:

Via(x) = K! sen a(x-a) + 0(1/a)

'
2

, , . 1
Si n es impar, se tiene nuevamente que h(N_%) = (N - 7) 5?5 + O(1/N) y que

-1 K
(D Lc)ia = — (1 + 0(1/N))
7z
con K independiente de a.
Entonces
1 T
_ sen(N - ») =—= (x-a) )
(0 lLe) v_(x) = kv 2 b-a + 0(1/N%)
s's 2 N - 1
2

y basta observar que

o sen(N - %) 523 (x-a)

- 1
N=1 N Vi

es una serie de Fourier que converge uniformemente a la funcién constante
f(x) =#/2 en [a',b].
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Por dltimo, consideraremos el caso en que m y n son nlmeros pares, con lo que

resulta que
a = Nr/(b-a) + O(1/N)
Yy en consecuencia
(07 'Le),, = (K/N)(1 + O(1/N))

_ _11N
con K = Kl( 17+ K2

y Via(x) Kg sen(Nr/(b-a)) (x-a) + 0(1/N)

Es decir que

1 N Sen g?% (x-a) sen gjg (x-a) 2
(D™ Lc)iavia(x) = K? -1) + K; + O(1/N7)
N N

De modo que el argumento usado en los casos anteriores puede ser aplicado

nuevamente pues

) N ©

NG D N7 ox- 1 N7 oy
ZY g sen g— (x-a) y ] N sen gz (x-a)
N=1 N=1
son series de Fourier que convergen uniformemente en [a',b'], lo que concluye

la demostracién.
En el caso en que q(x) = 0 sobre todo el intervalo [a,b]l, es posible dar una
intefpretacién mds precisa al resultado obtenido en el teorema 4, ya que se

tiene entonces que

U ) = s )y Ul () - 52U (x)

lo que nos permite expresar las series que allf aparecen, como sumas de ciertas
combinaciones lineales de derivadas de las funciones VS, como se desprende del
siguiente teorema. -

TEOREMA 6. Si q(x) = 0 sobre todo el intervalo [a,b], entonces, para cada in-

dice i = 0,1,...,n* ; j = 0,1,...,m*, es posible determinar los coeficientes
{bih’ h=20,1,...,n-2} ; {ajh » h = 0,1,.,.,m-2} de modo que:
m-2
. _ (h)
i) kj(s) = Zh:Oaths (a)
n-2
.. ~ h
ii) K, (s) = zh=obihv§ ) (b)
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y en consecuencia, se tiene que

o m-2 m* (r)
1) wy(s) = Zr=o(ZJ=o pi%irlVs (3
n-2 n*

(r)
oo oCass Ve ®)

L]
t~1

iv) ;q(s)

(h) - s
donde Vs (x) = o (x)

DEMOSTRACION. Daremos la demostracidén de las expresiones ii) y iv) ya que i)
y iii) se obtienen en forma aniloga.

Como P (1) y Q(A) no tienen raices comunes, se pueden encontrar polinomios

Gk(x) y ﬁk(x) de grados no mayores que q-1 y p-1, respectivamente, tales que

PLOOAM + QP =A% k= 0,1,...,n

Si l1llamamos

~ p-1 r ~ ©oa-t .
P () = - zr=obk’2r A 3 QA = Zr=0bk,2r+1 }
obtenemos que
p-1 q-1
2k _ oF 2r, ~,.2 2r3 .2y _

s - z bk,2rs (-Q(s)) + Z _ bk,2r+1s P(s%) =

r=0 r=0

-1 ~(2r) a-1 ~(2r+1)

- zr obk 2rUs (b) + zr=obk,2r+1Us (b)

La derivada de mayor orden que aparece en esta expresidn es U(R)(b) con

= méx(Zp 2 Zq 1) = n-2, de modo que agregando coeficientes nulos, si fuese
necesario, podemos escribir

-2 n-2
2k n ~
=1 bk,rU(r)(b) = AU I] bk,rV:r)(b)
r=0 =0
~ n-2
LuegO ki (S) = Z bl rvér) (b) y en consecuencia
r=0
n-2 n*

= c (r)
w_(s) Zr=0(ZJ S50V ()

como se queria demostrar.
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CAPITULO VI. UNA APLICACION.

En este capitulo consideraremos en detalle el sistema que fue planteado en la

introduccién:

u"(x) - au(x) =0 si 0 <x<?

[}
o

(1 Zmau (0) - u'(0)

Lnau(L) + u' (L) m,n constantes positivas,

n
o

Se tiene entonces, en este caso:

P(s?) = tms? ;  Q(s?) = -1

2) ~ ~
( P(s?) = ens? 5  Q(s?)

i
-

y en consecuencia

Fl(s) = !,ms2 - s F3(s) = tns2 + s
(3)

V(sz,tz) = - £m ; V(sz,tz) = £n
De modo que
(4) c = - Im 3 c = £n

00 [s]e]

Para aplicar el teorema 6, capitulo V, observemos que si elegimos

~

P =-1 5 P =1 3 () =Qq0) =0

tenemos que

]
—

PL0QM) + Q0P M)

y

P QM) + Q (MIP() = 1
Si escribimos PO(A) = -1 ﬁo(x) = -(-1), se tiene que:
(5) a = 1 R b = -1

00

Usando la expresién obtenida en el capitulo II, podemos escribir

sl -sf

2, L(m+n)s + 1] - & 3 s[ 2%mns? - L(m+n)s + 1]

6(s) = 37— é[kzmns

Esto es:
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s2.d(s)

§(s)
(6)

d(s) + £(m+n) cosh s&

(tzmnsz £ 1) sen? 4

Si s es un ndmero real, d(s) > 0, de modo que el Gnico cero real de 6(s) es
s = 0 (cero de orden 2).

Para s # 0, y llamando z = s£ , se tiene que d(s) = 0 si y s6lo si se verifica

la condiciédn:

* 2
mnz“+1
(7 ctgh z = - i)z
Sea z = a+iB (a > 0). Entonces
Re ctgh z = senh 2o >0

2(senh2a+sen28)

mientras que

2
Re - WAz +1 _ _m.,n 1

(m+n) z m+n  (m+n) (a2+8%)

a <0

De esto se deduce que los Gnicos ceros de la funcién 5§(s) son de la forma
s = ig/L , donde B es una solucién de la ecuacién

(m+n) 8/ (mng?-1)

]

(8) tg B

Notaremos con S al conjunto S = {ig/&} , donde B es una raiz no negativa de
la ecuacién (8) y con uB(x) a la autofuncién correspondiente al autovalor

s = ig/L ; es decir:

uo(x) = 1
(9)
= Bx _ Bx i
uB(x) cos 7 m sen 7 si 8 #0
En consecuencia:
2 _
fu 1% = £
10)
tugt? = 45 128(1+n%6?) + (1-n%s%)sen 28 + Zmg(cos 28-1)]

Notaremos con vB(x) a la funcién vB(x) = uB(x)/HuBH.

Por el teorema 6, capitulo V, se-tiene, usando (4) y (5): : \
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w,(B) = c 2, ,vg(0) = - £mv, (0)
e Wy (8) = c by V(&) = - Lav, ()
y en consecuencia: |

ko (8) = (1/c )W (8) = - v, (&)
o ko (8) = (/e  )ow (8) = vy (0)

Por el teorema 5, capitulo III y el teorema 4b, capitulo V, podemos asegurar
que si f(x) es una funcidn de variacién acotada y continua en [0,£], entonces
admite un desarrolloc de la forma

£ ~
(13) ] mgpl | £V (08T AT () + B (0] v, (o)

que converge a f(x) en todo punto de (0,£) y donde Ao y Boson constantes ar-
bitrarias.

Debe observarse que el sistema {VB} tiene dos grados de libertad (teorema 3,
capitulo V)

£
La serie nBB[J f(t)vB(t)dt] VB(X) converge a 0 en los puntoes x = 0 y x = £,
B o

segln se deduce del teorema 4i, capitulo III.
Usando (12) se tiene que, en el punto x = 0, la serie (13) coincide con:

~ -1 ~ -
I mgg [ANG(B) + B (8] Kk, (8) = ACDT'E i ) + BD 'K v,y = - B

[}
(La dltima igualdad es consecuencia de la proposicién 2, capitulo V).
Andlogamente, se tiene que, en el punto x = L, la serie coincide con:

~ ~ - . ;1: } _1: - .
anBB [Aowo(s)+Bowo(B)][-ko(B)] AD ko,wo ) BO(D ko,wo ) A

o

Es decir que, si elegimos Ao = -fL) , B° = -f(0), tendremos que:

(14)  £(x) =) s _ [j £(t)u, (t)dt+£(£)Lnu, (£)+£(0)Lmu, (0)] u,(x)
8 HuBHZ o 8 8 B 8

para todo x € [0,£] y en la que:

61



mn nBB

255 = (-2A(0))/8"(0) ¥
fug i hugl

= -2(iB/R)A(ig/L) /&' (iB/L)

2

La funcidn A(z), definida en el capitulo II, toma los valores
A(s) = Ug(0)/ug(0)  si s = iB/2

donde

~

uB(x) = ng sen B(L-x)/L - cos B(L-x)/%

de modo que

(15) A(0) = -1 ; A(ig/L) = np sen B - cos 8B

Por otra parte, como §(s) szd(s) , se tiene que

§'(s) = 2sd(s) + s2d'(s)

6”(5)

2d(s) + 4sd'(s) + s2d"(s)
de modo que

§"(0) = 2 £ (m+n+1)

§'(ig/L) i sen 8[1-62(m+n+3mn)] + iB cos B [1-mn62+2(m+n)]

En consecuencia:

n

—22- = 1/£(m+n+1)
ju_t?
[o]
n
BB _ 2 cos B - ng sen B
IluBII2 z 53%—5 [1-82(m+n+3mn)]+cos B [1-mn82+2(m+n)]

CONCLUSION.

Una funcién f(x), de variacién acotada y continua en [0,£], puede ser repre-
sentada en cada punto de ese intervalo, como suma de una serie de autofuncio-
nes del problema (1), en la forma:

£
f(x) = ZBCB[J f(t)ue(t)dt+£nf(£)u8(Z)+£mf(0)u8(0)] us(x)

[o]
donde uB(x) = cos(8x/L) - mB sen(Bx/4L)
c =2 cos 8 - nB sen B
B o SeD B [ gZ(men+3mn)]+cos 8 [ 1-mng2+2(m+n)]

B8
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y B varia sobre el conjunto de raices no negativas de la ecuacidén trascendente

tg B = (m+n)8/(mn82~1)
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APENDICE I.

Sobre la existencia de solucién Gnica y su analiticidad respecto del parfimetro,
para el problema:

y(x) - (z+q(x))y(x) = 0 en (a,b)
" y(a) = £(z)
y'(a) = g(z)

donde q(z) es una funcién continua, a valores complejos, en el intervalo
fa,b] y f y g son funciones enteras de la variable compleja z.

Usando el método cldsico de las aproximaciones sucesivas mostraremos que exis-
te una Gnica solucién de ('), que es también una funcién entera de z, para ca-
da valor de x en [a,b] ,continua en (x,z) € K, para todo compacto K contenido
en [a,bl % C.

En efecto, puede verificarse que una funcién y(x,z) es solucidn del problema
(') si y s6lo si satisface la ecuacidn integral

Xt
y(x,z) = £(z) + g(z)(x-a) + J J (z+q(w))y (w,z)dw dt
a‘a

que también puede escribirse
X
y(x,2) = £(2) + g(z)(x-a) + j (x-t) (z+q (t))y(t,z)dt
a

Consideremos los valores de z en el circulo definido por |z] <R y llamemos

M(R) = mix £(z) , N(R) = mdx g(z) , M = mix |q(x)]|
z| <R z | <R 1 a<x<b

Definamos, ademds, la sucesién de funciones yn(x,z) por

y,(k,2) = £(2) + g(2) (x-a)

v 0o2) = £() ¢ g(2)(ema) + | (za(®))yy (6,2 (x-£)dt 5 k> 1

a
Tenemos entonces que
ly,(x,2)| <M(R) + N(R)(x-a) <M(R) + N(R)(b-a)

y en consecuencia:
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lyy (x,2) -y, (x,2) | < (R*M ) (M(R) + N(R) (b-3)). (x-a) /2
Teniendo en cuenta que si k > 2 se tiene que:
X
7 0020y, (6,20 ] < (RAM) (b-a) Jalyk_lct,z)-yk_zct,z)|dt
puede probarse por induccidn que
v k gb-a)k"1 k+1
[y (x,2) -y, (x,2) | < (R¥M) (M(R)+N(R) (b-a)) (x-a)
o (k+1)
lo que demuestra que la serie
Y, (x,2) + Zk . e x,2) -y, (x,2))

converge uniformemente respecto de z si |z| <Ry x € [a,b], a una funcién
y(x,2) que resulta entonces analitica en ese circulo, para x fijo.

Ademds, se tiene que si k> 2

X
v (x,2) -y (x,2) = ja (z+q (1)) (y, _, (t,2) -y, _, (t,2))dt

Yiex,2)-yy_ | (x,2) = (2+q(x)) (v, _; (x,2) -y, _,(x,2))

lo que permite demostrar que la serie que define a y(x,z) puede derivarse (res
pecto de X) término a término dos veces, pues las series asi obtenidas.también
convergen uniformemente respecto de x. [11:1.72 pdg. 37].

Ademis

[

Yoz = I Rty D) -

(z+q(x)) [y, (x,2) + Zk 2(yk_l(x,Z)-yk_z(x,Z))] =

(z+q(x))y (x,2)

De modo que y(x,z) es efectivamente solucién de la ecuacién diferencial plan
teada y se puede verificar que satisface las condiciones iniciales del proble
ma ('),

Veamos. por Gltimo la cuestibn de la unicidad. Supongamos que y(x,z) e y*(x,z)
son dos soluciones del problema ('). Entonces la funcién
u(x,z) = y(x,z)-y*(x,z) resulta ser solucién de
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u" - (z+q(x))u = 0 en (a,b)

u(a) = u'(a) =0
Como es bien conocido, serd u = 0, lo que concluye la demostracidn.

La funcién y(x,z) satisface ademds la siguiente relacidn:

k i i k
) ) 9 9
1 y Y(X:Z) = - —Y(X’Z)
3z axt axt a2k
cuando i = 1,2 ; k = 1,2,3,...

Esto puede probarse teniendo en cuenta que cada una de las funciones yk(x,z)
la verifica y que las derivaciones indicadas pueden efectuarse término a tér-
mino sobre la serie que define a y(x,z), ya que las series que asi se obten-
gan serdn uniformemente convergentes en la regién definida por a < x < b;

lz] < R. Esta Gltima afirmacién es consecuencia de las estimaciones que ob-
tendremos a continuacidn.

De la definicidén de la funcién yk(x,z) se desprende que

Bj . .
oL 1D () + g9 (2) x-a)
3zj
ajy . . x 3jy
Lot D) v gD @) xea) ¢ [ e Grae) —Etar
3z’ a 923
X Bj-ly
+jJ _j_f"l (x-t)dt
a 23z -

mix  max [f(i)(z)|

Si 1lamamos M. (R)
3 0<i<j |z|<R

N.(R) mix méx |g(i)(z)|
J 0<i<j |z]<R

M
q

mix |q(x) |

a<x<b

se puede mostrar por induccidn que, para k > 2, se tiene que:

h| _a k-1 .
S v | < ReM_eid* L22Bl v (R)+N, (R). (b-a)). (x-a) **!
3z’ a (k+1) ! i i

De aqui se deduce la convergencia uniforme de la serie que se obtiene derivan
do término a término respecto de z, la serie que define a y(x,z). La propie-
dad correspondiente a las series de y'(x,z) e y"(x,z) se obtienen de las si-
guientes expresiones:
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j 9y i 9y b4 3 b d j-1
3J kK 9 k-1 f 3 . 3

- - - = (z+q(t)) —(y,_,-v,_ )dt+JJ ——(y, _,-y,._,) dt
0z ax 2zl ax a azd Tkl Tk-2 a 52d-1 7 k-1"Vk-2
o ol ) = (era) o R )

n AT AT = (z+q(x = Y17V, + 3 — Yo 17V
373 a2 k 7k-1 ygd k=1"7k-2 5gd-1 k-1"Tk-2

cQD.
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APENDICE 1II..

Una condicidn necesaria y suficiente para que dos polinomios tengan una raiz
com@n.

Nos proponemos probar el siguiente resultado:

"Si P y Q son polinomios de grado positivos, con coeficientes complejos, en-

tonces tienen una rafz comn si y s6lo si det C = 0 , donde C = (cpq) y cpq

es el coeficiente de xPy? en el polinomio simétrico

Vix,y) = (P(X)Q(y)-P(Y)Q(x))/ (x-y)".

Para demostrarlo, seguiremos una técnica andloga a la de B.L. Van der Waerden

(Algebra, Vol. I) cuando resuelve este problema en términos del resultante R,

de los polinomios P y Q, que es un determinante de orden gr P + gr Q, mientras
qﬁe det C es un determinante de orden n = miax(gr P, gr Q).

M4s aln, veremos que det C = k.R, donde k es una constante que calcularemos.

LEMA 1. Sean P y Q dos polinomios en una variable, con coeficientes complejos,
de grados positivos; V(x,y) el polinomio simétrico definido por:

V(x,y) = (P(x)Q()-P(y)Q(x))/(x-y).

Entonces P y Q tienen al menos una raiz comln si y sélo si vale la siguiente
propiedad:

(H) "Existe un nGmero complejo X tal que V(xo,y) = 0 para todo nfimero comple
jo y".

DEMOSTRACION. Si X fuese una raiz comlin, se tendria que P(xo) = Q(xo)-= 0y
en consecuencia V(xo,y) = 0 para todo nlimero complejo y.

Reciprocamente, si se verificase la condicién (H), se tendria que

P(x_)Q(y) = P(y)Qlx,).
Si P(xo) = Q(xo) = 0, entonces X seria una raiz comin a P y Q.

Si uno de ellos no fuese nulo en X, por ejemplo P(xo) # 0, se tendria que

Qly) = (Q(x )/P(x_)).P(y).

Luego , o Q = 0, o bien todas sus raices coinciden con las de P, lo que con-
cluye la demostracién.

Consecuencia inmediata de esta demostracifén es el siguiente resultado:
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COROLARIO 1. a) P = cte.Q & P(xo) = Q(xo) =0, si P y Q tienen una raiz comin.
b) P = cte.Q si y s6lo si V = 0.
COROLARIO 2. P y Q tienen una raiz comin si y s6lo si

P(x)Q(y)-P(y)Q(x) = (x-y) (x-x IW(x,y)

donde W es un polinomio.

DEMOSTRACION. Sea V(xo,y) = 0. Aplicando la regla de Ruffini, podriamos escri-

bir: V(x,y) = (x—xo)W(x,y) + R(y). Pero entonces: R(y) = 0, de modo que

V(x,y) = (x-x JW(x,y)

y reciprocamente. CQD.
: _ w2 n
Escribamos P(x) = a +a,X+a,x *oo0%a X (an # 0)
_ 2
Q{x) = b°+b1x+b2x +...+bmx (bm # 0)

y supongamos, para fijar ideas, que n > m.

8i 1llamamos F(x,y) = V(x,y)(x-y), tendremos que

n m P P n PR
F(x,y) =7 } aib.(xlyJ-nyl) =7 d. . xyd
i=0 j=0 ' J i,5=0 3
donde d.. =0 ,d,, = -d,, ,d.. =a.b.-a.b, conb, =0 sij>m.
11 13 31 7 1] i ] J 1 ]

xlyJ_x3y1 = (x-y)(xl_1y3+x1-2y3+1*...+XJ+1y1_2+nyl—1)

Si i <« j, se debe intercambiar x con e 1 con j en la expresidn a la derecha
’ Y J
para obtener el mismo miembro izquierdo.

En consecuencia, podemos escribir

n-1
V(x = c xPy9d ; c = C 0 < < n-1
(x,y) Zp’q=0 p,a” Y ’ Psq q4,P ( P9 )
e indicando con C la matriz C = (cp q) resulta que
3
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(I) V(X’YJ = (1’y’y2"",yn-l)'c' ).(

LEMA 2. Si vale 1la hipétesis (H), entonces det C = 0.

DEMOSTRACION. Si vale la hip6tesis (H) se tiene que, por la expresién (I)

r N r

z, 0
z, 0

C. ) = .
z 0
n

admite una soluci6én no trivial, lo que demuestra que det C = 0,

De la definicién de F(x,y) se deduce que

n n-1
+1 +1
F(x,y) = [ s Xyl =7 ¢ (xPTy%-xPydTdy
i,j=0 **J p,q=0 P9
n-1 ' n-1
= c qxp+1yq - 3 ¢ xPydtl
p,q=0 P> p,q=0 P4
de modo que
dok = "Co,k-1 k=1,...,n
%5 7 Cim1,37%,5.0 T < h <o
dk,n = “Cy,n-1 k=20,1,...,n-1
d. ., = 0; d, .= -d
L 1,1 1,3 s 1
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De estas expresiones se deduce que

{ o,k * -do’k+1 k = 0',1,...,g-1
“j,k-1 T S3-1,x ° dj,k 1 <j,k <n-1
“j,n-1 ~ 'dj,n j = 0,1,...,n-1

CONVENCION, . bj =0sij<006j>m,

Esto nos permite asegurar que, si m < n:

[ ok = Fr1Po sim<k<gn-1
Cik-1 = S-1,1 * akbj si 1<j<n-1T; m1 <k <n-1
Ci,n-1 ° anbj | si 0 <j <n-1

DEFINICION. Llamaremos Zq (@ = 0,1,...,n-1) a la (q+1)-ésima columna de la

matriz C,

Y
En el caso n > m, indicaremos con vq (m < q <n-1) el vector columna definido

por
ro 3
. n-1-q
0 J
b 3
(o]
b
-5
v = 1 m+1
q
b
n J
0 AY
: q-m
.0 J

LEMA 3. Si n>mym<q < n-1, entonces
—> >
v

oy 2 >
= +
i) Cq q+1 n-1" q+2 n- 2 e aan

ii) el determinante de C coincide con el de la matrlz C' que se obtiene de C
reemplazando sus Gdltimas n-m columnas por c& = anvq.

DEMOSTRACION. La expresién i) es equivalente a

n-q
* = = -
(*) g zk=laq+kbj—k+1 j 0,1,...,n-1

Estas f6érmulas son evidentemente ciertas en el caso q = n-1, en que se reducen
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a = anbj y que ya han sido obtenidas en (I1D).

Ci,n-1
Supongamos que sean vélidas también para q = r,r+1,...,n-1 (m <t <n-1) y pro
bémoslas para q = r-1, es decir, demostremos que’

n-r+l _
1 ar-1+kbj-k+1 j = 0,1,...,n-1

Si j = 0, se debe probar que

n-r+l

a_b

o,r—-1 ar--1+kb-k+1 = %%

k=1
lo que es exacto, segln (II).

Si 1 < j <n-1 se obtiene, también de (II), que

n-r
= + = + =
€j,r-1 7 i-1,x 3,05 Zk=lar+kbj—k 2,b;
n-r n-r+l
= 3 4kPy-k = 3, 14k j-k+1
k=0 k=1

como se queria demostrar.

>
De ellas se deduce que cada uno de los vectores vq (m < q < n-1) puede ser ex-

> > -> . .
resado como combinacién lineal de los vectores c _,cC Y o precisamen-
P q’ q+1 n-17 .
te:
-+ - . . . -> ->
¢ = c' + (combinacién lineal de los vectores c se00sC )
q q q+l1 n-1

lo que permite demostrar la afirmacién ii)

LEMA 4. det C = az'm.é(a,b) ; donde ¢(a,b) es un polinomio en las variables
a = (ao,al,...,an) b = (bo,bl,...,bm) : homogéneo de grado m en a (para b fi

jo) y homogéneo de grado n en b (si se fija a).

DEMOSTRACION. Si n > m,se tiene que a_ es factor comln de todos los elementos
de las dltimas n-m columnas de la matriz C', definida en el lema 3 (ii), de
modo que

det C = az'm.det c" donde
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( 3
Co,o * Co,m-l 0 ». 0 bo
. 0 'bo bl
. ' bm
c" = .
. b 0
m
. 0 0
& Cn-l,o"' c:n—l,m—l bm 0 0

(La disposicién de las Gltimas n-m columnas es andloga a la indicada para la
matriz C', del Lema 3).

Como los coeficientes dij pueden pensarse como polinomios en las variables
a,b y los coeficientes cpq son combinaciones lineales de los dij’ resulta que

c = f (a,b) donde f es un polinomio.
Psq Psq Psq :

Se tiene ademds que fp q(Aa,ub) = Aufp q(a,b); es decir que cada polinomio

'fp q es homogéneo de grado 1 en cada una de las variables a y b,

En consecuencia det C" = ¢(a,b)

donde ¢ es un polinomio tal que

¢ (ra,b) ®.¢(a,b)

y Q(a,ub) n-Q(aib)

En el caso n = m, vale este mismo argumento, aplicando dlrectamente a det C,
con lo que se completa la demostracién.

Si escribimos los polinomios P Yy Q en la forma

P(x) a_ (x-u )(x u ) (x-u )

n

Q(x) bm(x-vl)(x-vz)...(x-vm)

los cocientes ak/an y bj/bm resultan ser polinomios homogéneos (funciones si-

métricas elementales) de grados n-k y m-j en las variables u = (ul,...,un) y
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v = (vl,...,ym) respectivamente, de modo que

¢(a,b) = az bz h(u,v) (h es también un polinomio)

Si reemplazamos u; por V. en la expresién factoreada de P, obtenemos un polino
mio P1 que tiene una raiz com@in con Q; luego, pQr el lema 2, el determinante
de la matriz C correspondiente, se anula.

Esto nos muestra que h(u,v) tiene la siguiente,propiedad:

"Si reemplazamos una de las variables‘ui por vj‘, h se anula".

Luego (ui-vj) divide a h y en consecuencia, también el polinomio

n m
R*(u,v) = @I 1II (ui-v.)
i=1 j=1 J
divide a h(u,v) y se obtiene que
n n n m
¢(a,b) = k(u,v).an.bm..ﬂ .H (ui-vj)
‘ i=1 j=1

donde k(u,v) es un polinomio simétrico en u para v fijo y simétrico en v para
u fijo, pues las permutaciones de u (respectivamente v) no cambian P (respec-
tivamente Q), entonces, no cambian h. '

Usando el teorema fundamental de las funciones simétricas, podemos expresar a
\

k como una funcién « = af(a',b') donde o es un polinomio en 1las variables

a' ='a/a_y b' =b/b . En efecto:

k(u,v) = K(o(u),v) = a(o(u),o(v)) = a(a’,b’)
Si a es.de grado s en a/an y de grado t en b/bm, podemos escribir
a(a/a_,b/by) = 8(a,b)/aj by

donde B(a,b) es un polinomio homogéneo de grado s en a y homogéneo de grado t
en b,

En resumen, se tiene que

¥(a,b) = -B-%IT‘;{- R(a,b)

n m

donde R(a,b) es el resultante de los polinomios P y Q.
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TEOREMA 1. La hipétesis (H) vale si y sélo si det C = 0

DEMOSTRACION. De la expresidn a: b; ¢(a,b) = g(a,b) R(a,b) se deduce que debe

ser s = 0y t =0, pues ni a_ ni bm dividen a B 6 a R,
En consecuencia, seri g(a,b) = B, (constante) vy

P n-m ;
det C = BO an R(a’b)

de donde se concluye la tesis.

TEOREMA 2. det C = (—1)[n/2] ag"m R{(a,b) , donde R(a,b) es el resultante de
los polinomios P y Q.

DEMOSTRACION. El1l coeficiente de a: bz en R(a,b) es 1, como ya es conocido; de
modo que el coeficiente de aﬁ bg en el segundo miembro de la expresién del

det C obtenida en el teorema anterior, es eo.

€i pudiésemos averiguar el coeficiente del término indicado, en det C, podria
mos determinar el valor de Bye

Para ello necesitamos conocer los coeficientes cp en funcién de a y b, 3,
b

mis precisamente, saber en cuales de dichos coeficientes interviene bo. Este

aparece en di j (i <j) siy s6losii=20,y setiene que
H]

do,k = aobk-akbo k=1,2,...,n
Poniendo nuevamente a cp q en funcidn de di j tenemos que
H ?
‘ Co,k = - do,k+1 k=20,1,...,n-1

[g]
n

i,5 ° Ci-1,3+17%1,5+1

de modo que bo aparece en cp q si y s6lo si p+q < n-1. En efecto, de:

i,3 ci—l,j+1;di,j+1 1<i<n-1 ; 0<j<n-2
se deduce que

ci,j = Ci-k,j+k'di,j+1_'"-di-k+1,j+k (k=1,2,... 0 <i-k ; j*+k < n-1)

Entonces, si j+1 > n, con k = n-1-j (mdximo permitido) son tales que i-k > 0,
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resulta que:
i,j = “i-k,n-1"

Como los indices de los nGmeros dr g Son distintos de 0, se deduce que c;

s » ]
no contiene bo.
Si j*1 <n-1 y k =1, entonces
= - = - - = + é i 1
i, Co,j4l do,j+i+1 cen 35 pi41 b0 (términos que no contienen bo)
(¢ c ... c )
0,0 0,1 o,n-1
C = . . .
\ Chacl,o" * = * * * ¢ )

Entonces, de la observacién anterior se deduce que, para ubicar el término en

. . n P
que aparece la mayor potencia de bo, esto es b0 , serd suficiente considerar so
lo el producto de los elementos

D =¢

o,n—l'cl,n—Z"'cn-l,o 0 Ci,n-l—i

El signo dependerd del orden de la permutacidn

0 1. . . n-1

n-1 n-2... 0

n{(n-1)
2

= (-1)[11/2]

cuyo signo es (-1)

Si i+j = n-1 : c, . = a_b_+ (términos que no contienen b )
i,j n o o

de modo que

D= (a bo)n + polinomio de grado (n-1) en b .
Se obtiene, en consecuencia, que

8 = (_1)[!1/2]

como se queria demostrar,
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