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PREFACIO

La Programacién Lineal fué introducida en el Departamento de Matemitica de 1la
Universidad Nacional del Sur por el Profesor Dr. Antonio Diego en el afio 1972.
Sus clases, concebidas como integrantes de un curso bisico, fueron sin embargo
ensayadas con alumnos en su mayor parte graduados, hecho que se evidencia en

la densidad de las lecciones que siguen. No obstante, los pre-requisitos se re-
ducen esencialmente a elementos de la teorfia de Matrices y de Espacibs Vecto-
riales.

De las lecciones dictadas por el autor en los afios 1972 y 1973, surgieron estas
notas que fueron tomadas por la Prof., Lic. Aurora Germani de Pousa, colaboran-
do en la redaccién final el Prof. Lic. Radl Chiappa.

Para mi es. una profunda satisfaccién poder present;r al ptiblico de habla espa-
fiola esta obra que introduce en un tema importante de la Matemdtica Aplicable.
Es un producto de la clara mente de nuestro querido y talentoso amigo Antonio
‘Diego quien fallecié antes de dar término a-la redaccién de este trabajo.

Quiero agradecer finalmente a la sefiora de Pousa la gentileza que ha tenido al
reemplazarme en la mayor parte de las tareas de coordinacién en la edicidn del
presente volumen.

Rafael Panzone
Bahia Blanca, Febrero 1977
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INTRODUCCION
A. NOTACION MATRICIAL,

Es Gitil muchas veces precisar el conjunto de fndices cuando tratamos con suce-
siones finitas de n ndmeros o con matrices de m x n ndmeros; por ejemplo, el

cuadro:
3 -1 0 T
A:
0 2 1 s

o B Y

define una matriz de 2 filas por 3 columnas relativas a los conjuntos de fndi-
ces I = {r,s} ; J={o,B,y} . Donde este hecho se quiera destacar escribire-
mos AIJ en lugar de A.

Queremos poner &nfasis en el hecho que A es, mis bien que un cuadro de ntimeros,
una funcién A: I x J+ R (A(i,j) = aj; € R).

Ademds de las operaciones de suma de matrices y producto de una matriz por un
nfimero, definimos

(A;.B. ) = zielaibi (producto escalar de vectores).

ArgeBgy =Crs Cry = Esesaisbsj (producto de matrices)

La matriz 111, matriz unidad sobre I, es la que tiene elementos Gij

Gij =0 si 1+# 3 ; 6;; =1 (A, eI
. . . Ly -1 _ s o, -1 = .
La inversa de una matriz AIJ : (AIJ) = BJI verifica: (AIJ) AIJ = 1JJ ;
AIJ(AIJ)-1 = 1,; (donde I , J son conjuntos de fndices con |I| = |J|).

B. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. VARIABLES Y SOLUCIONES BASICAS.

Sea : (n A X =B

MNTN M

un sistema lineal con variables (inc8gnitas) x; , 1 e N=1{1,2,,..,n} .
Multiplicando por una matriz TSM obtenemos el sistema: (TSMAMN)xN = TSMBM que

es consecuencia del anterior-y equivalente al mismo si TSM es regular-pues mul-

tiplicando por (TSM)_1 se pasa al primero.

Observemos que el conjunto de fndices de las ecuaciones es M en el primer sis-
tema y S en el segundo.



Supongamos que una.submatriz Ayp de Ayy es regular y sea J = N-I, siendo

1] = IM] =m = AgXy = AgrXp + A Xy = By, multiﬁlicando por (AMI)_1 se tiene:
Trr¥p * (AMI)TIAMJXJ - (AMI)-IBM

0 sea: (2) . XI + X;)JXJ = X;

donde X?J = (AMI)_IAMJ ; X; = (AMI)-lBM .

Las columnas A; , iel, de la matriz Ayr constituyen una base de R , m = |M;
debido a esto las variables X; ie I, se dicen BASICAS. La igualdad (2) pre
senta las soluciones del sistema (1) explicitando las variables bfAsicas en fun-
cién de las NO-BASICAS o SECUNDARIAS ; xj » J € J. En té8rminos de las variables

no-bdsicas las soluciones son:

o - x%.x

Xy = (X1 - X15X5X5)

N donde XJ es arbitrario,

La solucidn bdsica correspondiente a X; = 0y es: X; = (X?,OJ) = X°,

Dado I < N tal que AMI es regular, vemos que la soluci8n bfsica X° = (X;,OJ) es
la dnica solucifn del sistema (1) tal que‘.xj =0sijdI.

El sistema (2) se escribe en la forma:

[o] = [o]
() Xinfy = %1

O _ (y0 4O y _ -1 . ¥O _ o _ -1
donde Xpy = (RypsXpy) = ()" Ay 5 Xpp = T ¥ XD = (By) 7 By

Agregando a la matriz AMN la columna BM se obtiene la matriz: AMNO = (BM,AMN),

No = {0,1,2,...,n} , donde el Indice o corresponde a la columna BM‘ Si anfloga
. o _ o o . . vO - -1

mente consideramos XINO = (XI,XIN) se tiene que: XINO (AMI) AMNO , O sea

o -
AyrXiy = AMN :
[s) o)

Esta dltima relacidn indica que xgj es la componente segln el vector Al de la

base {Ai}ieI de R® - constitufda por las columnas de la matriz AMI - del vector

columna Aj, j e N° , de la matriz AMN (donde A° = BM).

(o]
PROPOSICION 1. Sean dados el sistema: (%) AMNXN = BM y el conjunto I ¢ N
(J = N-I}.
a) El conjunto {Ai}ieI es linealmente independiente si y s8lo
si existe a lo sumo una soluci8n del sistema (*) tal que
X; = OJ.



b) Si |I| = |M] = m, la existencia de una dnica solucidn X°
del sistema tal que X3 = 0J implica que X° es solucién bisi

ca relativa a la base {A.}. _ de R®. '
i1iel
c) Si el sistema lineal X; + X;’JXJ = Xg es equivalente al sis=-

tema (*) y m = |I|, entonces Ay es regular:
) o -1
X7 = (Ayr) "By 5 X3 (Ayp) Ay -
DEMOSTRACION.

a) La existencia de, a lo sumo, una solucién Xy del sistema (x) tal que X5 =0J

equivale a la afirmacién de que el sistema AMIXI = OM tiene solamente la so
. . . - . . - ;s . .

lucidn nula OI, 0 sea zieIAixi 0 implica X; 0¥ i e I. Esto quiere de

cir que el conjunto'{Ai}ieI es linealmente independiente.

b) Por a), el conjunto {A.}. es una base de R™, luego A es regular.,
’ J i'iex MI
. . . -1
La finica solucién del sistema (*) con Xg = 0y es: X°==((AMI) BM,OJ) que es

la solucifn b8sica relativa a la base {Ai}ie

I°
P . . . o = y© -

c¢) Dado que la fnica solucifn del sistema: XI + XIJXJ XI , XJ 0J es
X° = (X;,OJ), €sta es la dnica solucidn del sistema equivalente AwXy = By
X. = 0. Por b) X° es solucifn basica relativa a I, luego A es regular
J . MI g Yy
el sistema (*) puede ponerse como: XI + (AMI)_lAMJXJ = (AMI)-IBM » que es e

. o _ 4O . _ . w0 -1

quivalente a XI + XIJXJ = XI. Poniendo XJ = 0J vemos que: X; = (AMI) BM y

restando obtenemos: (AMI)-IAMJXJ = X% X para cualquier XJ ; esto implica :

13%g
-1 _ O
(AMI) AMJ = Xi5-
C. PIVOTAJE.

Sea E Ei =0, 1e M, un sistema de ecuaciones lineales donde

jeNaijxj - bi .

E, =]
Si aij # 0 es posible eliminar la variable X de todas las ecuaciones excepto
la de Indice i, donde apareceri con coeficiente 1. Es decir, podemos pasar al

sistema .equivalente E' E& =0, 1ie M, donde:



1] -—
E -yl
1]
4
a
! = - H
B = E, —a..Ei h#i
ij

Esta operacibn que lleva E a la forma equivalente E' se dice PIVOTAJE en el ele
mento 3; 4 (el PIVOTE).

El efecto del pivotaje, el de aislar la variable x., puede pensarse tambi&n co-
mo el que resulta de reemplazar el valor xj obtenido de 1la ecuacidn Ei =0 (es-
to es pricticamente la ecuacidn Ei = 0) en las restantes ecuaciones E, =0
h # i (dando las ecuaciones Eé = 0). '

’

Una convencifn - cuya utilidad se apreciaré en lo que sigue - consiste en asig
nar el indice j ¢ N a la ecuacidn E; =0, ie Mdel sistema E'w obtenido del
sistema £ por pivotaje en aij; observando que para evitar repeticibn en 1los in
dices de las ecuaciones, los conjuntos M y N deberdn ser disjuntos, excepto que
el sistema ya tenga variables aisladas, en cuyo caso el fndice de la ecuacibn
coincidir@ con el Indice de la variable aislada. De este modo en lugar de (4)
tendremos:

B o= 1
i a.. 1
1]
4"
El ahj .
L h#i
1]
La ecuacidn E! = 0 tendri la variable Xy aislada en el sistema E'. En general

una ecuacidn podrd estar indicada por j cada vez que xj aparezca aislada en el
sistema.

Para aplicar esta convencidn y practicar el pivotaje consideremos el sistema
AMNXN = BM ‘cuya matriz AMN = (BM,AMN) se indica en el primer cuadro siendo

o
M= {a,B,y} ; N={1,2,3,4,5}

0 1 2 3 4 5

o 2 | -1* 0 0

(1) B 0 1 4 -2 0 1
Y 2 -1 0

- - 1 0 |-3 0

(11) B 4 9 0 |-2 |12 1
Y 1 -1* | 3 0




0 1 2 3 4 5

-1 -2 1 0o | -3 0

(111) B 2 1 0 0 6 1*
3 -1 -4 1 -3 0

-1 -2 1 0o [ -3 0

aWw) 5 2 1* 0 0 i 6

-1 -4 o | 1 -3 0

2 0 2

) 1 2 1 0 0 6 1
3 7 0 1 21 4

Obsérvese que el Gnico efecto del pasaje del cuadro (III) al (IV) es sobre el
fndice de 1a fila del pivote. Los cuadros (IV) y (V) proveen sistemas explfici-
tos, por ejemplo a partir de (V) obtenemos el sistema:

X, + 9x4 + Zx5 =3
Xy + 6x4 + Xg = 2
Xq *+ 21x4 + 4x5 =7

El pivotaje en aij #0,1eM, je N actla entonces sobre la matriz Ayy del

o]
sistema, transformando Ayy en Ayry 3 M' = M-i+j de acuerdo con la transforma-
cibn ° °

ar. = oik
jk aij
(4")
ay;

[ - - :

®hie T %k 7 apy lik h#1i

La resolucifn de un sistema lineal puede realizarse por medio de sucesivos pivo
tajes (con ventajas considerables en relacifn con la utilizaci8n de determinan-
tes). En sistemas pequefios esto es pricticamente lo que se hace - a veces en

forma desordenada - al aplicar los procedimientos de sustitucifn o eliminaci8n
(ambos equivalentes a pivotajes).

La utilizacifn del pivotaje - inclufda la convencién sobre la introducci8n de
fndices de columna como fndices fila = es c8moda tanto notacionalmente como al-
gorftmicamente,

Por aplicacién reiterada del pivotaje podemos llevar el sistema AyXy = By » a

uno donde ninguna variable m8s puede ser aislada, esto es a un sistema:



XSNXN = X% donde ninglin fndice j ¢ N-H pueda ser llevado por pivotaje a susti-
tuir un {ndice de H.

Sea I =Hnan N, S=H-1,J=N=-1; es facil ver que el sistema se escribe
en la forma:

o] - [o]
Xp *+ XX = X
o — o]
XonXn = Xg

. o
siendo XSN = OSN'

El sistema serZ compatible si y s8lo si X2 = 0 » €n cuyo caso el sistema ini-
P S

S

+ X2 X, =X

cial ha sido reducido a la forma explfcita: X; 13X3

o]
1°
NOTAS Y PROBLEMAS,

El pivotaje puede ser interpretado como una transformacidn lineal %:R™ + R" ,

inducida por un vector fijo A = (al,az,...,am) ¢ R™ con a; # 0, que verifica

tA) = e, = (0,..:,0,1,0,..;,0). Asf definida para cada U = (ul,uz,...,um) e R®
=1

serd tU = V siendo V = (VisVyse..,v ) donde:

v, = i
i a.
1
(5)
a
= - _h ;
vy o=y a, ug h # 1

A la transformacifn t le corresponde la matriz:

e A

a
1
1 0 N o e e e 0
1
a
2
01 « s e -r ¢« e o 0
1
(6) L I ] * & 0 . e« & & 0 =Ti
o 0 ... L ... 0
i
a
00 « e e -a_i 1-01
~ y,
R . . a; @&, 1 ay :
Es decir la columna i de la matri:z es:(-57,-57,...,57,...,-570 y las restantes
1 1 1

6



columnas h # i son e, = (0,0,5..,1,0,...,0).

Observemos que %t transforma ordenadamente la base de R™ constituida por los vec-

tores e;,e N A,ei+l,...,em en la base: €19€9s e €y 15€:5€ 1000 ey€ ] z

2

estd entonces completamente definida por tal propiedad y es regular,

i-1?

El pivotaje en a . # 0 definido sobre el sistema E del parfgrafo C, actfia sobre

|
las columnas de los coeficientes de cada variable y de los términos independien
tes (vectores de Rm) como la transformacidn t, definida en relacidn con el vec-

tor columna A = Aj = (alj’aZj""’aij’""amj) y el vector
e; = (0,0,{..,1,0,,..,0) (t(Aj) =e;).

Se deduce que si una variable X, » k # j, aparece solamente en una ecuacidn
E, =0, h # i, y con coeficiente 1, ella continuard aislada en el sistema E';
de este modo la aplicacidn reiterada del pivotaje ir3 aumentando el ndmero de
variables aisladas. '

PROBLEMA 1. Sea {Ai}i€I una base de R" y Aj (j ¢ I) otro vector de R™ .

}

a) Probar que si I' = I-i+j , {A es una base de R" si y sb-

i‘iet1!

lo si la componente ij de Aj respecto de A; es no-nula.

o
b) Probar que las componentes XI = (xi)iel’xi' = (xi)isl' de un

. m .
mismo vector X de R estln relacionadas por:

[o]
X,
x! = =
h| x©
j
xO
1 = +© _ _ih o .
Xy Xy, 5 Xj h #1
X, .
1]

PROBLEMA 2. Dada una matriz A = Ay, = (a;;) de ordenm = IM|, ampliémosla en
la forma siguiente:

1 2 m 1v 2! m'
1
1 a 819 « o . 8y 1 0. . .0
2! a a « « . a 0 1...0
21 22 2m Aty Tyt )
1
m a1 g v e oA 0 0. . .1

™=1{1,2,...,m} ; M = {1',2',,..m'}).

Probar que la matriz A es inversible si y s8lo si efectuando suce-



sivos pivotajes es posible introducir todos los fndices i ¢ M como fndices de
filas. En tal caso la matriz final serf de la forma: UMM’(AMM')—I) e intercam
biando M con M! se obtendrd la inversa de la matriz dada.



I. ALGORITMO SIMPLEX.

INTRODUCCION,

La programacifn matemdtica es la base tebrica para la solucidn de problemas de
planificacién y control. Una de las ramas mis desarrolladas de esta disciplina
es la programacidn lineal. Veremos a continuacidn algunos problemas que mues-
tran su conexibn con la economfa y la planificacién industrial.,

1. PROBLEMA DE TRANSPORTE: ([121)

Sean a;,a,,...,a_ , r centros productores de un mismo bien y bl’bz""’b s

s ’
localidades consumidoras. Sea p; la cantidad del producto en a; y a; la canti-
dad demandada del producto en bj y supongamos Z§=1pi = Z§=1qj.

El costo del transporte, por unidad de producto, de a; a bj es Cyj-

Se plantea el problema de planificar el transporte de todo el producto de modo

que el costo total sea minimo.

Si Xj; es la cantidad del producto transportado de a; a bj se trata de:

minimizar Zi 515%43
L]

en el conjunto K de los X = (xij) que verifican las restricciones:

s
i=1%ij

r .
Zi=1xij = Qs J = 1,2, 000,

xij 2 0 1

|
—_
-
[ 3]
-
.
.
-
-
-
-
.
n
—_
-
[ZN]
-
-
.
.
-
17]
-

2. PROBLEMA DE NUTRICION: (€151)

Se tratd, en problemas de este tipo, de fabricar una mezcla a partir de ciertos
ingredientes Il’IZ""’In dados, cuyos costos unitarios C15Cps++4,C, Se cono-
cen, La mezcla debe satisfacer determinados requerimientos, que consisten en
mantener el contenido de ciertos elementos El’Ez""’Em’ presentes en los in-



gredientes, dentro de 1fmites prefijados, y ser ademfs, de costo mfnimo.
Sean X, la cantidad del ingrediente Ij que interviene en una unidad de la mez-
cla y a; . la cantidad del elemento Ei (en cierta unidad) que contiene una uni-

dad del ingredienfe Ij'

Para cada i = 1,2,...,m debe verificarse:

n
T, ._.a..X, .
i zJ=1 1JXJ sl
(pudiendo ser r, = - 8 s; = +o),
Con estas restricciones se plantea el problema de: minimizar 22=1Cixi , Siendo
naturalmente: xl+x2+...+xn =1 3 x; 2 0 i=1,2,...,n.

3. PROBLEMA DEL RESTAURANTE: ([131)

Para un perfodo de n dfas consecutivos: 1,2,...,n , el encargado de un restau-
rante sabe de antemano que necesitari r, servilletas el dfa i. E1 puede com-
prar servilletas nuevas (luego limpias) en cualquier momento a razdn de : § a
cada una, o mandar a lavar servilletas; esto puede hacerse por servicio regular
0 servicio urgente: el primero cobra § b por servilleta y demora p dfas; y el
segundo cobra § ¢ (c > b) por servilleta y demora q dfas (@ < p). Las compras
y las entregas de lavanderfa se hacen al comienzo de cada dfa. El encargado

no posee servilletas inicialmente y trata de hacer de modo de gastar lo menos
posible sin que le falten servilletas limpias ningdn dfa.

Sean X el nimero de servilletas compradas, Yi el nimero de servilletas manda-
das a lavar por servicio regular y z; el nimero de servilletas mandadas a lavar
por servicio urgente, el i-€simo dfa.

Pongamos también s; para indicar el nimero total de servilletas sucias al final
del i-&simo dia.

Convengamos &n que Yi T 23 = s; < 0 si i <0.
Se puede verificar que el planteo del problema es el siguiente:

. . - n
. + +
minimizar: Zi=1(axi by; + cz,)

con las restricciones:

10



o~
HeQ.
]

—
on)
~

[
+
~
+
~
v
[
n
—
H
[ 8
-
(o)
fl
—
-
~No
-
.
.
.
-
=

i-p i-q
yJ + zJ + sJ - sj_1 = rj sy J =1,2,...,n
Xx.20 ; y.203; z.20 ; 5,20 » J = 1,2,...,n

4., MODELO ECONOMICO

Un proceso de produccidn estd dividido en varias lfneas o ramas , sea

N ={1,2,...,n} el conjunto de tales lineas.

Cada 1fnea k es utilizada en la elaboraci®n de un producto P, ,eventualmente
Py = Py (con h # k). Las 1fneas funcionan en forma independiente.

Un conjunto M = {1,2,...,m} de factores de produccidn intervienen en el proceso
(materias primas, mano de obra, etc.).

Se planea la produccifn por un periodo de tiempo fijo - tomado como unidad de

tiempo. Sean b, ,b,,...,b las cantidades de cada factor de produccidn disponi-
1272 m

bles en la unidad de tiempo.

Cada 1fnea k puede ser utilizada con una intensidad X, 2 0 en la elaboracidn
del producto Py (xk puede indicar la fraccifn de tiempo en que la 1inea k es u-
tilizada, o alguna otra cantidad como en el ejemplo que damos luego). Se cono-
ce que el consumo del factor j e M cuando s8lo funciona la 1fnea k con intensi-
dad 1, es a4y 2 0 y tambi8n se conoce el beneficio Cy (medido en una cierta uni
dad monetaria) que se obtiene de producir el bien p, cuando s8lo la 1fnea k fun
ciona con intensidad 1. Los consumos de cada factor son proporcionales a las
intensidades de utilizaci8n de cada 1fnea y se adicionan cuando las intensida-
des asf lo hacen. En otras palabras, trabajando con intensidades Xy aXgye e ey Xy

en las 1fneas 1,2,...,n se consume la cantidad Z:=1 ajixi del factor j.

Poniendo X = (xl,xz,...,xn) ;) B o= (bl’bz""’bm) s A= (aij) ieM, jeN;
C = (cl’CZ""’Cn) se tiene el problema:

maximizar (C.X)

en el conjunto de los X ¢ R® tales que: AX < B , x; 20 i=1,2,,..,n,
NOTA. Aquf aceptamos que las intensidades pueden ser tan grandes como queramos.
No ocurrirf esto en general; pero una restriccidn del tipo X; £ M puede ser

11



inclufda en el modelo. Asf la intensidad de actividad serfa también considera-
da un factor de produccidn disponible en una cierta cantidad ¥, en la unidad de
tiempo.

EJEMPLO. Interpretemos las 1lfneas de produccifn como parcelas de tierra; los
productos como granos de diversos tipos que han de ser cultivados, sembrando en
cada parcela un finico tipo de grano; los factores de produccidn como disponibi-
lidad de mano de obra, semillas, maquinaria, etc.; la intensidad X ; como el nd
mero de hectireas sembradas en la parcela j (una restriccién del tipo X, s M
debe ser impuesta si la parcela no es muy grande).

OBSERVACIONES.

a) Todo problema de programacidn (lineal o no) puede reducirse a optimizar el
valor de una coordenada en un conjunto dado.

Consideremcs, por ejemplo, el problema de maximizar f(X) en un conjunto K < R",
Poniendo:
z = £(X) y K' = {0 ,x,,000,x ,2) | (X 5X,,000,x ) € K, £(x)2Xy,0000x ) = 2}

el problema es equivalente a maximizar z en K',
Tambi&n, el problema equivale al de maximizar z en el conjunto
K" = {(x,z) | x ¢« K, z s £(x)}

b) El siguiente problema puede ponerse como un problema de programacifn lineal:

Sean Ll,Lz,...,Lp funcionales lineales (incluyendo un sumando constante) y sea

£f(X) = min {Lj(X)}. Sea K un conjunto de Rn; el problema consiste en maximi-
1<js<p ’

zar £ (X) en K.

Introduciendo una variable auxiliar z, el problema puede ser puesto en la forma:
maximizar z , en el conjunto {(X,z) | z < £(X) , X ¢ K}.

Es claro que z < f(X) equivale a las desigualdades: z < Lj(X) v 3 =1,2,0040,pP.

A

Se tiene asf el problema de programacidn lineal: maximizar z en el conjunto de
los (X,z) tales que: z < Ll(X) , 2 < LZ(X) gesey Z S Lp(xj , X e K,

ALGORITMO SIMPLEX.

A. Estudiaremos el problema: maximizar L(X) = (CN.XN> en el conjunto K de 1los
X =X e¢R" (n=|N|) tales que:

N
12



ay Apn¥y =By » X320 , ¥ ieN
siendo el fango de Ay, igual am = IM].
Suponemos que el sistema lineal (1) estf puesto en la forma equivalente:

+ X% x. =X

(o]
(2) XI 1J7J I

(o] . .
y que los x; , i ¢ I , son no-negativos.

La solucidn bisica X° = (X?,OJ) es asf un PROGRAMA (b&sico) del problema, es

decir X° ¢ K.

Introduciendo una nueva variable z, el problema puede plantearse asi: maximizar

1

. + e
z, en el conjunto K' de los puntos (xl,xz,...,xn,z) e R? que verifican:

AyyXy = By
(") (CyeXyg) = z

x; 20 ,¥ieN

Utilizando (2) se tiene, para todo X ¢ K:

= = - - 0_yo - o - o
2=L (X) =(Cy Xy = {C;Xp) * (C ;X ) = (Cp (X3 -XT X)) +4CX ) =(C XD +((C;-C XD )X

o

y escribiendo 2° = L(X°) = <ch§) 3 8y = C;X;;-Cy 5 se tiene:

3 X

I
- o -
(3) z2 = 2 (AJ.XJ>

El problema (1') se reduce entonces a:

maximizar z , en el conjunto K' definido por:

X + X

1 X, =X

(o]
IJ°J

(z") z + (A X)) = 2°

x; 20 ¥VieN

A la primera igualdad le corresponderf (p&rrafo B - INTRODUCCION) la matriz:

ng = (Xg,ng) ; anflogamente a la segunda igualdad le podemos asociar la fila
o

- . . = o = =
ANO = (8,085) .5 B, = 2% , A = (8;58,) , A = 0.
13



De esta manera para el sistema (2') tendremos asociada la siguiente matriz:

o o o o o

XINO xI XIN xI 1II XIJ
o

AN Al AN z 0, AJ

Los coeficientes de esta matriz ser@n consignados en una tabla simplex T(I); la
que contar3 ademfs con dos columnas suplementarias, en la primera se indicar4n
los coeficientes C; y en la segunda el conjunto de fndices I’que corresponden a
las variables bi3sicas. Es conveniente adgmés en la primera tabla consignar los
coeficientes Cy de la funcional a optimizar y el conjunto de fndices N, 1lo que
se hari en dos filas suplementarias, de esta manera la primera tabla simplex
tendrd la forma

CN < c c
CI I 0 1 PO
c. i
iy 1
3 . o
* * XIN
. . o
¢i im
L m
AN
o

Asi por ejemplo, para I = {1,2,3} ; N = {1,2,3,4,5} consideremos la siguiente
tabla simplex T(I)

CN c1 c, c (o c
c {! 0 1 2 3
0o o [¢]
< 1 X 1 0 0 X14 | X155
o] o] [}
(4) cy |3 Xqg | 0 0 T x5, | X35 TABLA (I)
[o] o o]
<, 2 X, 0 1 0 Xo4 | Xg5
A °1 o 0 0 |a A
N| ® 4 | %5

CRITERIO DE OPTIMALIDAD. Si by 20 VijeJd, X° es un programa optimal.
En efecto, todo X ¢ K verifica (2) con Xy z2 0 sijeJ. El valor z de la forma
lineal en X es entonces: ‘

- .0 _ - o
zZ = 2z (Aj.XJ) oz Zj Jijj < z

14



Como z° es el valor de la funcional en X°, resulta X° optimal,

B. De acuerdo con el criterio de optimalidad, si X° no es optimal existe un

k ¢ J tal que Ak< 0. El1 valor de 1la forma lineal podr3d ser aumentado si halla
mos una solucidn del sistema (2) con xj = 0 para j € J-k y X, = t > 0, pues en
tal caso: z = LX) = 2° - ot > z°.

Estudiemos entonces las soluciones X = X(t) de este tipo. Poniendo X, =tz 0
y xj =0 si je J-k, sea X = X(t) la solucibn del sistema (2) para esos valores

de las variables secundarias, entonces las componentes X de X serfn:

o o

xi - xikt si 1 e I
(5) X, = t si i =k
0 si 1 e J=-k

v

Observemos que I = {X(t) | t 0} es una semirrecta de origen Xo, y que

X = X(t) ¢ K si y s6lo si x; = xg - x:kt 20 V-i e I. Esta relacidn se cumple

automiticamente para los i € I tales que xgk < 0, Cuando xgk > 0 ella se cum-

X

ple si y sdlo si t < t .
X

ik

Pueden darse 1los siguientes casos: a) x° =< 0 Vi e I . b) x°

ik ik > 0 para algln

ie I.

En el caso a), X(t) ¢ K para cualquier t 2 0;dicho de otro modo la semirrecta I
estd contenida en K.

[¢]
X.

En el caso b), X(t) ¢ K si y s8lo0 si 0 < t <t = mfn

; poniendo
° ilx2,.>0 x$
ik ik

X' = X(to) vemos que In K = [X°,X'],

. (o]
Puede ocurrir que X~ = X' ; esto ocurre en el caso en que t, 0, que se presen

ta cuando y s6lo cuando es xg = 0 para alglin i e I, tal que xzk > 0.

Por otra parte, el valor de la funcional L(X) en X(t) es: L(X(t))=z=z°-Akt ,
modo que, sobre I, L(X) aumenta con t si y sblo si Ak < 0 ; siendo en el caso

a) 1fm L(X(t)) = += , lo que indica que el problema es IRRESOLUBLE; mientras
tor+4

que en caso b) obtenemos un nuevo valor: L(X(to)) = L(X') = LKX®°).

de

(o] o
X b
Sea j € I con x?k > 0 tal que: t, = —%— =  min = . Las coordenadas de X'
] X, i|x2 >0 x!
jk ik ik

15



se obtienen llevando este valor de t, a las igualdades (5); notando que xg =0
se tiene:
X
o _ o j . s s
( X Xix o si 1 e I-j
Xjk
o
; J X3
. Ls
(6) xj = - si i k
X ik
\ 0 si 14 I-jtk

La expresi8n (5) da las soluciones del sistema lineal (1) que se anulan en
J-{k} (con x
(1) que se anula en J' = J-k+j es precisamente X'. Es decir: X', que es la so-

k = t20), yde (6) es inmediato que la dUnica solucifn del sistema

lucidn bisica correspondiente a I' = I-j+k,es la finica solucibn del sistema (1)
tal que XJ, = OJ'.
Pivoteando el sistema lineal (2) respecto del elemento x?k > 0 se obtiene el
sistema referido a la base {A;}, ;+:

XI' + Xi'J'xJ' = Xiv
mids adn si el pivotaje en el elemento x;k es aplicado a todo el sistema lineal
(2') obtenemos:

Xpo * XpogeXge = Xg,

Z + (AJ'.XJ') = z!

(2")

Consideremos,por ejemplo, la tabla T(I) dada en (4) (pirrafo A), supongamos
A4 <0, A4 < AS y xTA >0, x%a >0, xg4 < 0; supongamos que es también

(o] (o]
X. P

i < —%— ; el pivote es entonces fo y pasamos a la siguiente tabla simplex
X X

14 24

T(I'), donde I' = I-1+4 = {4,3,2}

CI' 1! 0 1 2 3 4 5
Cy 4 xz X} 0 0 1 XZS
Cq 3 xé xél 0 1 0 xés TABLA T (I')
c, 2 xé xél 1 0 0 x&s
2! Ai 0 0 0 Al

16



Resumiendo, en u.i problema de maximizacidn el algoritmo simplex procede de 1la

siguiente manera:

1°)

2°)

3°)

Se estudian los coeficientes AN de la tabla T(I):

a)

B)

sis;z0 ¥jen, x

es el valor maximo de la funcional L(X) en K. La tabla T(I) es enton
ces tabla final.

= (Xi,OJ) €s un programa optimal y 2° = L(Xo)

Si 4 < 0 , para algfin k (un criterio prdctico aconseja tomar A =

= min A.) se pasa a 2°).
l1<j=<n

Se estudia la columna de indice k, de 1la tabla T(I):

o)

B)

Si xzk <0, V i e I, la funcional L(X) crece seglin la semirrecta

I < K y entonces 1im L(X(t)) = +~, El problema no tiene miximo fini
£+

to; siendo entonces irresoluble y entonces la tabla T(I) es tabla final.

. o . - .
En caso contrario, Xip > 0 para alglin i ¢ I; se determina j ¢ I tal

k
o o]
X, > o
que: g = min . Con pivote en xjk’ se transforma la tabla

. (o]
X H10 x5y

T(I) en la siguiente T(I').

Se pasa a 1°) con I' en lugar de I.

EJERCICIO. Practicar el m€todo simplex en los siguientes problemas:

Como M = {1,2,3,4}
tabla simplex T (M)

[
° 1 1 - - ’
1°) maximizar (x;=X,+2X4=X,+3X+5x+5x,+2xg)

con las condiciones:

Xy *oxg - 3x6 + Xy 4 3x8 = 2
X, + Zx5 + 2x6 - Xy ¢ sz =3

Xg - Xg ¢+ Zx6 - 2x7 - Xg = 2

x, * 2x5 T Xg v X, - Xg o= 1

It

1, N={1,2,3,4,5,6,7,8} , C, = (1,-1,2,-1,3,5,5,2) 1la

T(I) es:
17



Cy 1 | -1 2 | -1 3 5 5 | 2
Crl1I 0 1 2 3 4 5 6 7 8
1)1 2 1 0 0 0 1 | -3 1 3
T(I) -1]2 3 0 1 0 0 2 2 | -1 2
1={1,2,3,4} 2|3 2 0 0 1 0o | -1 2 | -2 | -1
-1} 4 1 0 0 | 0 1 2% | -1 1 -1
Ay 2 0 0 0 0 |-8 |-5 | -8 | -2
ol

Por ser A,<0 para algdn ieJ=N-M,1la tabla T (M) correspondiente a la solucifn bi-
sica x°=(2,3,2,1,0,0,0,0) no es tabla final. Como min Ai=-8=A5=A7 elegimos uno
de los fndices 5 & 7 para determinar el pivote x?k,jeM. Supongamos k=5,por ser

(o]
Xo X

4 _l_ pen {1} para la nueva tabla,T(I'),serd I'=M-4+5={1,2,3,5} siendo el
o 2 o
X4s x3570 X555

pivote xzs.Indicamos a continuacidn la tabla T(I') y las siguientes T(I"),....

o 1 | -1 2 | -1 3 5 5 2
C I 0 1 2 3 4 5 6 7 8
3 1 5 1 7
1]1 N 1 0 0 -3 0 -3 7 5
T(I') -1 2 2 0 1 0o |-1 0 3% | -2 3
3| = T 3.3 |2
1'={1,2,3,5} 2|3 5 0 0 1 5 0 5 > 3
1 1 1 1 1
3|5 3 0 0 0 7 1 -5 5 -5
Ay 6 0 0 0 4 0 |-9 |-4 | -6
o :
19 5 A 7
1)1 3 1 = o | -3 0 o |-z 6
" 2 L L -2
T(I'") 516 5 0 3 0 3 0 1 3 1
- ' 1 1
1"={1,6,3,5} 203 | 3] o |- |1 1 0o [ 0 |-% |-3
5 1 1 1 *
3|5 z 0 3 0 3 1 0 3 0
Ay |12 0 3 0 1 0 0 |-10 3
[o)
11 9 1 2 0 1 7 0 0 6
T(I"") 5] 6 4 0 1 0 1 4 1 0 1
I"'={1,6,3,5} 2| 3 4 0 0 1 2 3 0 0 -3
517 5 0 1 0 2 6 0 1 0
Ay | 62 0o |13 0 |21 {60 0 0 3
o]

18



Por ser Aj 2 0 para todo j ¢ N, de acuerdo con el test de optimalidad la solu-

cién X° = (9,0,4,0,0,4,5,0) es la solucién 8ptima del problema, siendo el maxi-

mo de la funcional L(X°) = 62.

(] 3 3 -
2°) maximizar (x1 x2+2x3

-x4+3x5+5x6+5x7+2x8)

con las restricciones:

~
\Y
o
-
o
1

En este caso tenemos M = {1,2,3,4} =
simplex correspondientes son las que

X5 - 3x6 + Xy - 3x8 = 2
2x5 + 2x6 - Xq - 2x8 =3
Xg * Zx6 - 2x7 *oXg = 2
Xg = X, ¥ X; = Xg = 1

=1,2,3,4,5,6,7,8

I;N-={1,2,3,4,5,6,7,8} ; las tablas
transcribimos a continuacién:

1 (1 2 1
T(I) -1 ]2 3 0
1={1,2,3,4} 213 2 0

Ay 2 0 0 0 0 |-7 |-5 |-8 0
o]
11 1 1 0 0 |-1 0 |~2 0 |-2
T(I') -1 ]2 4 0 1 0 1 3 1 0 |-3
1'={1,2,3,7} 2|3 4 0 0 1 2 1 0 0 |-1

A 10 0

Observemos que por ser b = =13 bg

solucién bdsica X' = (1,4,4,0,0,1,0)

= -8 la tabla T(I') correspondiente a la
no es tabla final para el problema; pero

notemos que xie < 0 para todo i € I'; luego el problema es irresoluble y no

existe una solucidn finita.

19



OBSERVACION,

Hemos considerado sSlo el problema de maximizacifn; esto es suficiente dado que
un problema de minimizaci®n se transforma en uno de maximizaci®n cambiando el
signo a la funcional.

De todos modos el algoritmo simplex puede aplicarse al caso de un problema de

minimizaci8n, con cambios evidentes:

1°)  Si Aj < 0 para todo'j ¢ N, el programa X° es optimal (criterio de optimali
dad para un problema de minimizaci8n).
2°) En el caso en que sea 4, > 0 para alglin k ¢ J, se estudia la columna de fn

dice k, de la misma manera que para el caso de maximizaci®n, tomando de

preferencia A, = mix A, .
15j<n J

C. Puede ocurrir que, al aplicar el paso indicado en 2°) B) del algoritmo sim-
plex: T(I) + T(I') se tenga X° = X' (esta situacidn se da si y sblo si t, = 0).

Como z' = 2° - Aty Yy es A <0, X° = X' siy sBlo si z° = z'.

Diremos que se ha producido un CICLO cuando una tabla T(I) se repite 'en el pro-
ceso de cllculo: T(I) - T(I') + ... ~+ T(I(r)) + T(I). Como en cada paso

T(I(j)) - T(I(j+1)) el valor z de la funcional L(X) no disminuye, tendremos:

= 2 ()

2° <2 s vo. 52 < 2% ) luego z° = 2! = ... . Por lo observado se

tiene X° = X' = ,,, = X(r) y no hemos salido del punto X°.

Veamos que si no se presenta ningfin ciclo el aigoritmo simplex concluye. En e-
fecto, para el problema en cuestibn hay a lo sumo tantas tablas T(I) como bases

{Ai}ielde R® se pueden obtener de la matri:z AMN’ nimero &ste menor o igual a

( : ). Como suponemos que el algoritmo transcurre sin repetir tablas, en algiin

paso se darf una tabla final; caso contrario se presentari indefinidamente el
caso 2°) B), y con ello un nimero arbitrariamente grande de tablas,

La experiencia acumulada'en muchos afios, muestra que la circulacifn no se ha
presentado en ninglin problema de programacidn lineal, que no haya sido prepara-
do expresamente con la finalidad de provocar un ciclo, Un ejemplo de &ste se
transcribe a continuacifn.

EJEMPLO DE CIRCULACION,
Reproducimos a continuacién el ejemplo dado por E. Beale ([11)

minimizar (-% X, * 20x5 - % Xg * 6x7)
20



con las restricciones:

1 =

X, + TX, - 8x5 - X + 9x7 =90
1 1 _

x, +t > X, - 12x5 T X * 3x7 =0

X, + Xe =1

x, 203 1i=1,2,3,4,56,7

A continuacidn indicamos una secuencia de 6 tablas que forman el ciclo.

Observemos que por ser &ste un problema de minimizaciSn,la columna del pivote
serd elegida entre aquellas para las cuales es: Aj > 0 ; tomamos entonces:

(o] (o]
X X,
0 < Ak = mdx A.,. Por otra parte en el caso que sea t, = z = —%— s xgk > 0,
1<j<7 Xl xjk

xgk > 0 tomaremos como pivote el primer elemento positivo, entre los que se de

la igualdad para t,-

) TI
Cy 0 0 o |- |20 |-3 6
c. |1 0 1 2 3 4 5 6 7
01 0 1 0 0 %* -8 | -1 9
T(1) 1 1
02 0 0 1 o | 3 |-12{-% | 3
I={1,2,3}
0|3 1 0 0 1 0 0 1 0
3 )
ANO 0 0 0 0 7 |-20| 3 | -6
-% 4 o | 4 0 0 1 [-32|-4 |36
1
T * 3
2 0 |-2 1 0 0 & | 3 |1s
I1'={4,2,3}
0|3 1 0 0 1 0 0 1 0
A 0o |-3 o | o | o | 4 | L |33
N ' 2
[+]
- -7 |4 0 fi12 8 0 1 0 8* |-84
T(I")
20 |5 0 —% % 0 0 1 % -%i
1"={4,5,3}
0|3 1 0 0 1 0 0 1 |o
by 0 |-1 |-1 0 0 0 2 |-18
[+
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3 1
Cx 0 0 o | -7 |20 | -3 6
C; |1 0 1 2 3 4 5 6 7
1 3 ) 1 _ 2
rall -5 |6 0 | -3 1 | o 5 0 1 >
1 1 3 3 %
111 20 | 5 o | 7|5 o |-g| 1t 0 | 7
1 ={6,5,3} 3 7 5T
o3 |1 | F (-1 |1 |-g| o] 0o]|F
1
A 0 2 | -3 o | -7 0 0 3
o)
Lle [ o 2°|-6 | 0 [-2 |56 | 1 | o
Tt 2 2
1 2 1 16
1v 617 0 '3— -3‘ 4] vy -3 0 1
1''={6,7,3} 3
' 0|3 1 | -2 1 > |56 0 0
1
A 0 1 | -1 0 5 |16 0 0
[¢]
v 0|1 0 1 | -3 0 -% 28 % 0
T(I ) 1% 1 1
v 6 |7 0 0 E 0 3 -4 —g‘ 1
1" = {1,7,3}
o3 1 0 0 1 0 0 1 0
) 7 1
. 0 0 2 0 T lm4e | -3 0
[+
1
01 0 1 0 0 = | -8 |-1 9
Tr'h 4 .
VI 0|2 0 0 1 0 7 2 |-3 3
1'"= {1,2,3}
013 1 0 0 1 0 0 1 0
Vi ran
T )=T(I) 3 I L}
ANO 0 0 0 0 = |20 > 6

D. REGLA PARA EVITAR LA CIRCULACION.

Hemos observado en el pirrafo C, que un pasaje de la tabla T(I) a la tabla
T(I'), con I' = I-j+k, por pivotaje en el elemento xgk, si bien cambia la base

{Ai}ieI puede no cambiar la solucifn bisica X°. Esto ocurre si y sélo si x? =0

para alglin j ¢ I; diremos en este caso que la solucidn bédsica X° es DEGENERADA.

En el caso en que toda solucifn sea NO=DEGENERADA, es decir xz > 0 para todo

i € I cualquiera sea la tabla T(I), hay un solo pivote posible en cada columna
Ak (con-Ak < 0) en cada una de las tablas. En este caso no se presentarin ci-
clos 'y suponiendo que el problema no es irresoluble, el algoritmo concluye.

Sin embargo, puede suceder que en una columna Ak (con Ak < 0) se tenga:

(o]
¢ x% X
t° = mfn 5 = —%— == diremos en este caso, que se ha producido un
° > X X
70 Xy ik *rk
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EMPATE entre los indices j y r. Puede verse entonces que la solucidn bisica co-

rrespondiente al conjunto de fndices I' = I-j+k (si se toma por pivote x., k) o
al conjunto I' = I-r+k (si se toma por pivote xrk) es DEGENERADA - es dec1r

x' = 0 para alglin i ¢ I' (utilizando 1las igualdades (6) se ve que x' = 0 si el
pivotaje se realiza en xJk y que x5 = 0 si el pivote es xrk).

Si bien, cémo hemos acotado anteriormente, la experiencia nos indica que el al-
goritmo simplex concluye sin que se presente la circulacibn, es necesario tener
una regla que nos permita completar el algoritmo simplex y nos asegure que la
circulacibn no se presentarid en ningdn caso. Este problema ya ha sido estudia
do (C41 y [71) y uno de sus resultados: LA REGLA DEL ORDEN LEXICOGRAFICO, que
pasamos a estudiar, procede en un problema "modificado" del propuesto, como en
el caso en que toda solucidn sea no-degenerada.

Consideremos (m+1)-uplas: o = (@, 30 s e ) ; B = (B Bl,...,B ) diremos que

a PRECEDE a B en el ORDEN LEXICOGRAFICO y notaremos a < B.si a = B, o bien si
el menor j ¢ {0,1,2,...,m} para el cual es o # BJ es uno tal que oy < Bj.

Dada una tabla simplex T(I) con I = {i,,i,,...,i } consideremos los vectores
. 1272 m

X, = (xl,xll,xlz,...,x ) paraie I,

im
[o]
z = (z, Al’ AstO-s a_)

m

en particular si T(I) es la tabla inicial TM), es decir si I = M tendremos:

z = (ZO’O’O’---’O)

Observemos que la tabla inicial T(I) se puede escribir (reordenando las colum-

nas si es necesario) de manera que xz gk =V sij=k; xl g = 0 sij # k , sien
3 b
do x; = bj; y entonces tendremos T(I) = T(M),
h|

Consideremos entonces una tabla T(I), arbitraria, y supongamos que A, < 05 la e

leccifn del pivote xJk se hard con la regla lexicogréfica siguiente:

(7 l i? = minimo lexicogrifico (—g— i:)
X . R o X
jk 1|xik>0 ik
x? x0
Observemos que (7) implica i = min — y por lo tanto la eleccidn del pi-
Xk %70 Xjp
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vote x;k mediante (7) corresponde a una posible eleccifn del mismo cuando se a-

plica la regla habitual. Por otra parte el fndice j ¢ I, asf elegido, es @nico

ya que no hay posibilidad de empate, en efecto, si fuera: —%—»i? = l i: , pa-
x$ x
jk rk

. o] o] o] [o] o] (o] [o] o
ra k = 0,1,2,...,m, las filas: (xj,le,sz,...,xjm) , (xr,xrl,xrz,...,xrm) se-

rfan proporcionales, lo que es imposible pues X?M es regular.,

Veamos ‘que la regla (7) evita la circulacién y consecuentemente lleva a una ta-
bla final:

a) i? } 0, §§ # 0 para todo j ¢ I y toda tabla T(I).
En efecto: para la tabla inicial T(M) a) se verifica evidentemente.

Supongamos que vale para la tabla T(I) y veamos que tambin vale para la tabla
T(I') con I' = I-j+k, siendo j elegido de acuerdo con la regla (7).

Las férmulas del pivotaje en el elemento x?k, dan como es fécil verificar:

ro= 1 %O
k x° 3
jk
y para i # k:
[o]
X,
X0 - Ak 30 x° ( 1 zo. 1 % ) si x2 #0
i o j ik *_ o i o 3j ik
X, X X
X o= ik ik jk
~ i
-0 . o] -
Xg si X4 = 0

b) Si se pasa de la tabla simplex T(I) a la tabla simplex T(I') utilizando la
regla (7) resulta:

z' = (Z"Ai""’An'l);Z (ZO’Af,'--:A;) = Eo

En efecto, las f8rmulas del pivotaje en el elemento xgk, aplicadas a la dltima
fila de 1la tabla T(I) dan:

pues estamos suponiendo Ak < 0,

Esto nos muestra que es imposible que se de un ciclo: T(I) » T(I') » ... »
24



> T(I (r)) + T(I) pues (es un orden lineal (ver problema 5, al final del capftu
lo) y por lo tanto z°{ z' .. { E(r)< z° es imposible.

Por dltimo observemos que la regla del orden lexicogrifico es aplicable directa
mente en las tablas T(I),pues precisamente en las primeras columnas de las mis-
mas estdn consignadas las coordenadas de los vectores i?.

Usando el orden lexicogréfico el ejemplo de circulacibn de Beale,dado anterior-
mente se resuelve a partir de la tabla T(M) , M = {1,2,3} , de la siguiente ma-
nera:

3 1 -
Cx 0 0 o (-7 [20 | -3 6
c |I 0 1 2 3 4 5 6 7
0o |1 0 1 0 0 % -8 | -1 9
T (M) 1 I
o |2 0 0 1 0 S*lF12 | -3 3
M={1,2,3}
0o |3 1 0 0 1 0 0 1 0
3 [ 1
ANO 0 0 0 0 7 |20 5 | -6
ot | o1 2] 0|0 [-2 -3 2
T(I')
-7 | 4 0 0 2 0 1 24 | -1 6
1'={1,4,3}
0 |3 1 0 0 1 0 0 1*| o
3 5 | 21
ANO 0 0 -3 0 0 ~2 ‘% 2
o |1 % 1 —-é- % 0 | -2 o |3
T(IH) 3
PR 1 0 2 1 1 |24 0 6
"={1,4,6} :
2 6 1 0 0 0 0 1
5 3 5 21
Ao | % ° 1-7 |1 7% 0 | -2 0 I3

Observemos -que en la tabla T(M) es A4 = mdx A, > 0, pero como se produce empate

jeN J
en las filas de fndices 1,2, consideramos los vectores 1—2?? L —; , ¥ por
x? x9
14 24
1 - 1 - 1 = 1 = .
ser ;O—xi’ = (0,4,0,0) ; )—co—xg = (0,0,2,0) es: x°— 2\<)-(—5—xf , el pivote es
14 24 24 14
el elemento x‘2’4; por lo tanto I' = I-2+4 = {1,4,3}, Para la tabla T(I') es
x!
bg = m%x A. > 0 siendo t, = 3 no produciéndose empate;- por pivotaje en el e
1<j<7 x)
36
1emento xée obtenemos la tabla T(I"), con I" = {1,4,6}, que seri tabla final pPa
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ra el problema ya que Aj £ 0 para todo j € N, luego la solucidn bisica
(%,0,0,1,0,1,0) es 8ptima y el mfnimo, de la funcional es -% . Notemos por Glti

mo que hemos evitado la circulacién y que el minimo se obtuvo en sbélo tres ta-
blas: T(I) ; T(I') ; T(I™).

NOTAS Y PROBLEMAS.

NOTA 1. Dado el problema P) maximizar z = Z? cjX4 con las restricciones:
n J=1
Zj=laijxj =b; i =1,2,...,m
xj 2 0 j=1,2,...,n

puede pensarse que se ha planteado el problema lexicogridfico PZ) asociado a P):

n
maximizar z = 2 C3X; con las restricciones:
j=1
Zaijxj =b; 1i=1,2,...,m
*) N
X5 >=0 j =1,2,...,n
siendo Xy = (xj,le,sz,...,xjm) ; by = (bi’o"{;ll’o""’o) 3 Ay = 1MM'

El sistema vectorial (*) equivale a (m+1) sistemas lineales donde s8lo varfa el
segundo miembro. Para este sistema vectorial se extiende facilmente la nocién
de solucién bisica,

Aplicamos a este problema el algoritmo simplex, utilizando la regla (7) y llega
remos a una solucibn sin circulacién del problema PZ)'

NOTA 2. Otro enfoque es considerar para € > 0 un problema-t asociado, PE)

!

n

cjxj con las restricciones:
j=1

AynXy = By(e)

maximizar z

x; 20 j=1,2,...,n

i

donde bi(e) =b; +e ;1i=1,2,...,m ;A =1

MM MM*®

Si X°(e) es la solucifn bfisica correspondiente a la tabla T(I), es:

[ -1 .
2 XI(E) = AMIBM(E) = X;M(s) ; esto es, para j € I



I
o~
~

U“
\_J
"
ot~
O -
e}
o
o’
~3
o
=
"

X§(s)

y entonces la solucifn bédsica del problema - €, correspondiente a la tabla T(I)

se corresponde con la sucesifn (x ,le,...,me) = ig de los coeficientes del po

linomio xj(e).

Fijemos € > 0 tal que el polinomio x () no tenga ceros en el intervalo (0,€]
cualquiera sea j ¢ I y cualquiera sea el conjunto de 1nd1ces I (observemos que
los polinomios xJ(e) no son idénticamente nulos, pues xj =0 es imposible).

Dado € ¢ (0,e] (fijo) se aplica el m8todo simplex al problema - €, partiendo de
la solucidn bisica inicial (b1+s,b2+52,...,bm+em) que es no-degenerada. Por 1la

hip8tesis hecha sobre €, las soluciones b3sicas del problema - € son no-degene-
radas y ademis se evita la circulacidn (ra que no hay posibilidad de empate).

Observemos que una tabla T (I) del problema - € coincide con la tabla T(I) del
problema original con excepc1on de la columna 0 (donde figuran los polinomios

X3 (e) en lugar de x, ), por otra parte para € = 0 es: Te(I) = T(I). Ademis al

llegar a una tabla flnal TE(I) del problema - €, la tabla T(I) es la tabla fi~-
nal del problema dado.

Resta observar que la regla de eleccifn de 1la fila j en el problema - €,

x?(s) x?(e)
= min
o x© o ’
Xk 5”0 Xip

es equivalente a la regla del orden lexicogrifico; en efecto:

x?(e) xz(e) ¥- _ 1 - 1 -
g s — € € (0,el equivale a: o X \<Tx
ik ik Xik Xik

X

b) No se produce empate para ningln € « (0,€1 ; de lo contrario, despuds del
pivotaje, se tendria una solucifn bfsica con una componente bfsica nula pa-
ra un € ¢ (0,€] , lo que contradice la hip8tesis inicial sobre la eleccin

de €,
o -0 x3(e)  x{(e) _
De a) y b) resulta que xj < X si y sb6lo si 5 < = para cualquier
X X
jk ik
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€ € (0,€] ; en particular para el € fijado.

NOTA 3., Dado el problema: maximizar (CN.XN) con las restricciones:

M Xy

X
1

By

0 V ie N;

I\

y una solucidn bésica del mismo:(X;,OJ) (J = N=-I), estudiando detenidamente los
pasos indicados en el algoritmo simplex,surgen de inmediato las siguientes ob-
servaciones:

Conocidos los parfmetros Aj, j € N, si existe Aj > 0 para alglin j ¢ J (lo que
indica que (X;,OJ) no es optimal) debemos determinar el vector Ak (k ¢ J) que
reemplazard al vecdtor Aj (j € I)- de la base de R™, {A.}. asociada a la solu-

i'iel
cidn (Xi,OJ) - para determinar la nueva base {Ai}ieI' , I' = I-j+k, y una nueva
solucidn bAsica, asociada a ella, (X;.,OJ.) (J' = N-1I").

Es suficiente entonces Conocer las componentes - respecto de la primera base -

del vector By: xg, i e I ; del vector A xgk (i € I) y los pardmetros AN ; pe-

. o . .
ro no nos interesan las componentes Xg (i € I) de los restantes vectores Aj

b
(j € J-k) - recordemos que en cada iteracidn, el algoritmo simplex transforma
todos los vectores Aj » j € N.

Ahora bien, dada la base de R™: {A;}; ;s como la matriz Ay, es regular, si cong
cemos (AMI)—1 obtenemos:

i) (Ayd By = X3

.. -1
1) )T Ay = Xy
_ - - o _ -1 .
Por otra parte como AN = ZN CN donde ZN CIXIN CI(AMI) AMN’ poniendo

Ay = CI(AMI)"1 tendremos:

iii) by = AMAMN = Cy-

Si suponemos AMM = IMM, poniendo P = N-M obtenemos: AMN = (1MM,AMP) pero enton-
.oy -1 . ~1 -1 . .

ces: Xpy = (Ayp) Ay = ((Ay) 7, ()" Agp) = (X, Xgp) por lo tanto:

o _ -1

Xim = (A"MI)

i') X

y las igualdades i) , ii) , iii) pueden escribirse:

° =
IMBM X
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.. o 0
1i')  XppAwy = X1y

PR - - 3 - o

iii') By = Zy - Cy = AMAMN(- Cy » siendo Ay = C,;X .

Como la tabla T(I) estd formada por lascolumnas de la matriz X?N = (X?,X?N) a
o]

la que se agrega la fila by = (z°,AN) z° = (Cfx;>), de las igualdades i'),

(o]
ii') , 1ii') es inmediato que T(I) puede ser construida en cualquier iteracién,
.- . - _ . o
a partir de la matriz AMNO = (BM,AMN) , Si1 conocemos XIM'

Estas observaciones conducen a variantes del algoritmo simplex conocidas por
el nombre de ALGORITMO SIMPLEX MODIFICADO o FORMA REVISADA DEL ALGORITMO SIM-
PLEX; estas variantes nos permiten trabajar con una tabla reducida en lugar de
hacerlo con la tabla completa, una de estas variantes es la que pasamos a ver,

La tabla reducida correspondiente al conjunto I = {il’iZ"“’im} es la tabla
(1) que se indica a continuacifn y en la que est&n indicados el vector Xg, la
matriz X;M, y en una columna adicional - que indicamos con el fndice k - se con
signarin las componentes xgk (i € I) del vector Ak (obtenidas a partir del pro-

ducto X?MAR) siendo k el fndice para el cual es A, = min A,. En una fila adi
A, <0 -
i

cional estardn indicados el valor de la funcional z° = (ch§> y los parfmetros
A

M
I 0 1 2 . e . m k
N (o]
L xilk
o] [} [o]
L, % X1y xizk
(1) . .
(o]
1m 'xi k
m
(o]
z AM

Consideramos ademfs la tabla auxiliar (2), formada por las columnas de la ma-

triz AMN , €l vector CN » Yy en la que indicaremos en filas adicionales los va-
o .

lores Aél) correspondientes a la solucibn X?.
(o]
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CN < e o . <y Cot+1 . e <.
b1 1 ‘e e 0 a1 . e . a, .
2 bm 0 o e . 1 a nn « . . a .
A 80 [0 0 A A
N0 m+1 n
(1) o
AN0 z A1 Am Am+l An

Aplicamos el algoritmo simplex en la forma habitual, a partir de la tabla ini-

1 = o - ° = =
cial (I = M, XI BM . XIM AMM 1MM)’

Asf si en la iteracifn correspondiente al conjunto I = {il’i ..,im} , €Xiste

2"

j € J tal que Aj < 0 se determina A, = min A, , se calcula X;’MAk (l1as compo

k Aj<0 J
nentes de este vector se consignan en la columna k de la tabla (1)),se calcula

[o]

X,
t = mfn y se determina el vector A, (j ¢ I) que serd reemplazado por
° x9 >0 x; J
ik ik
Ak‘ Obtendremos asi el conjunto I' = I-j+k, para el cual debemos calcular

X?'M s X;,, y los parf@metros AM, a partir de estos Ultimos obtendremos los nue-
t

vos valores AéI ) (Que serdn consignados en una fila adicional en la tabla (2))
o

y se recomienza el proceso hasta llegar a una solucidn &ptima o bien a determi
nar que el problema es irresoluble,

Observemos que X%, se calcula usando como pivote el elemento x° .
I'M p ik

Ahora bien,hemos visto (INTRODUCCION - NOTAS Y PROBLEMAS) que el pivotaje en el
elemento x?k puede ser considerado como una transformacidn lineal %:R® + R© ,
inducida por el vector Ak’ tal que I(Ak) = ej , resulta entonces (ver PROBLEMA
7 siguiente) que la matriz X;,M puede obtenerse multiplicando X%M por la matriz

Tk asoclada con dicha transformacién.

En conexidn con esto G.B. Dantzig y W. Orchards Hays ([8]) han desarrollado un
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algoritmo conocido con el nombre de FORMA DEL PRODUCTO DE LA MATRIZ INVERSA.

PROBLEMA 1. Supuesto que el programa bdsico X° = (X7,0;) sea no-degenerado, es
decir: xg > 0 para todo i ¢ I, probar la reciproca del criterio de optimalidad,
(Utilizar: z = z° - (AJXJ>).

PROBLEMA 2., Indicar un ejemplo donde se muestre que no vale la recfproca del
criterio de optimalidad.

PROBLEMA 3. (En qué condiciones un programa no-degenerado conduciri por pivota
je en x?k > 0 a uno degenerado?

PROBLEMA 4. Probar que si en la tabla T(I) es Aj > 0 para todo j ¢ J, entonce;
el respectivo programa X° = (X;,05) es el dnico programa optimal del problema.
(Utilizar z = 2° - (4;X;) y la proposicibn 1, b), pdrrafo 2, Introduccién). En
cambio, si A, = 0 para alglin j ¢ J (Aj 2 0, ¥ j € J) pueden existir otros pro-
gramas optimales.

PROBLEMA 5. Probar que el orden lexicogrifico es un orden lineal en RP+1, que
verifica:

{ B entonces a + ¥ < B+ y para todo Y et
N N

Q1

a)l Si

Q1

b) Si §—B entonces Ao <>\_B para todoX ¢ R, A 2 0

PROBLEMA 6. Probar que a <—6 si y sdlo si, existe § > 0, tal que:
2 2
0, X+, X +...+otmxm < 60+81x+62x +...+Bmxm para todo x € (0,671,
PROBLEMA 7, Supuesto que la matriz Ayr tiene inversa (AMI)"l entonces si I' =
= I-r+k, la matriz A ., tiene por inversa (A.MI.)_1 = Tk(AMI)_l, siendo T, 1la ma

triz cuyas columnas son los vectores: el,ez,...,er_l,Vk,eH_l,...,em (ei =

= (QQL:£’0’1’0""'0)) y el vector V, tiene componentes Vik (i e I') dadas por:

olk i€ I-r
xrk
Vik *
L i=k
o]
rk

siendo xgk (i f I) las componentes del vector Ak en la base {Ai}ieI'
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IT. DETERMINACION DE UN PROGRAMA BASICO INICIAL.

INTRODUCCION.

Un problema de programaci®n lineal de la forma siguiente:
maximizar (c1x1+02x2+...+cnxn)

en el conjunto K de los X ¢ R®, X = (xl,xz,...,xn) que verifican:

lal
v
[=)
-
”
v
(=}
-
-
»
v
(=

se dird que es un problema en FORMA ESTANDAR o NORMAL.

El método simplex se aplica a problemas en esta forma. Como por lo\general un
problema no se presenta en forma normal, &1 deberd ser transformado previamente
a esta forma para proceder a la aplicacidn del m&todo simplex, Para ello dare-

mos los siguientes pasos:

1°) Toda desigualdad debe ser llevada a una igualdad introduciendo una nueva

variable: si la desigualdad es del tipo a.,x,+a..X,*...%*a. X_ < b, conb. 2 0
j171 T3272 jn  n ] J

introducimos una variable x; 2 0 tal que: a..X,*a.,X,+.,.+a. X +x5 = b, para to
h j171 T3272 jn"n 7j h| -

X < b. ; y si la desigualdad es del

n s o
do X ¢ R que verifica: ajlx1+aj2x2+...+ajn n 3

tipo: X e X et X 2 bk con bk > 0 introducimos una variable x, 2 0

*

K 2
tal que: ak1x1+ak2x2+...+aknxn-x; = bk para todo X ¢ R" que verifica:
ak1x1+ak2k2+...+aknxn < bk‘ Las variables x; , x; en estas condiciones se di-

cen variables de HOLGURA.

2°) Si una variable x; no esti restringida por la condicién de no-negatividad
(xj 2 0); se reemplaza por la diferencia de dos variables no-negativas (xg-xg

x! = x't 2 .
h| 0, h| 0)

Asf por ejemplo, pongamos en forma normal el problema:

P) maximizar (le + 3x2 - 6x3)
32



en el conjunto K de R® definido por:

4x; = x, * 6 Xz = 1

x, * X, < 2
X, =X, 20
xl 2 0

de acuerdo con lo dicho anteriormente pasemos al problema:

PY) maximizar (2x1+3(x§-xg)-6(x§-xg))

en el conjunto K' definido por:
?

4x, = (xh=x%9) + 6(x§-x3) = 1
*
(x3=x) +  (x3-x3) + x, = 2
*
X, - (xé-x;) - Xy = 0

* *
xlzo,xazo,xgzo,xézo,xgzo,xzzo,xszo .

3

Observemos que la aplicacidn ¢:R7 + R, ¢:(x1,x£,xg,x5,xg,x;,x;) - (xl,xz,xa)

aplica suryectivamente K' en K; y ademds la composicidén L o ¢ de ¢ y la funcio-
nal L(xl,xz,x3) = 2x;+3x,-6X,4 definida K'____Q,__..K
sobre K es precisamente la funcional

' "R P T T R L R 1o Zytl o fine ! " * * L' L
L (xl,xz,xz,x3,x3,x2,x3) 2x) +3x) =3x,) =6x 3 +6x3+0x,+0x,
definida sobre K'. Es inmediato que X' ¢ K' es so-

lucisn Sptima del problema P') si y sblo si ¢ (X) R
(X ¢ X') es solucibn Sptima del problema P)., Estas
observaciones son vilidas en general, no s8lo para el problema del ejemplo.

3°) La siguiente observacifn serid de utilidad:
Sobre un conjunto K (fijo) consideremos los problemas:

2 m 3 el . L " . .
a) maximizar (CN.XN) ; b) maximizar (CN.XN) ; ¢) maximizar (CN.XN) H

siendo (Cy-Xy) = MCEX) + u(Cy.Xy) (A,u e R).

Suponiendo los problemas a) , b) , ¢c) en forma normal,las tablas simplex T'(I),
T"(I) de los problemas a) y b) coinciden excepto en las dltimas filas que serin
(z',Ai,...,A;) para a) y (z",A”,...,Ag) para b) pues dependen de los coeficien-

tes de las formas lineales (Cﬁ.XN) 5 (Cﬁ.XN) respectivamente,
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Lo mismo sucede con el problema c); para &ste la dltima fila de la tabla T(I)

es: (Az'+uz",AAi+uAf,...,AA;+uA;) y las restantes filas coinciden con las de

T' (I} y T™"(I).

EL USO DE VARIABLES ARTIFICIALES.

A. Sea dado el siguiente problema en forma normal:

(M maximizar (CN.XN)
en el conjunto K,de los XN € Rn, n = |N|,definido por las restricciones:
Aun®n = By
x. 20 ¥ icnN

Supongamos ademis que es bi 2 0 V i e M, 1o que requiere, si no es &ste el ca-
so, multiplicar por (-1) aquellas ecuaciones donde el segundo miembro es negati

VO.

Algunas variables X; i € H e N se suponen aisladas, estas variables xi,i e H,
son las variables de holgura que aparecen naturalmente al reducir un sistema
de igualdades y desigualdades a la forma normal , como se vid en la introduc-
cifn y aquellas que est&n aisladas en algunas de las igualdades del sistema. Po
niendo T = N-H , S = M-H el sistema lineal del problema (1) puede ponerse en la

forma:
Xy * AgpXp = By
AgpXgp = Bg
Consideremos el conjunto XK de los X ¢ Rn+S , X = (XH,Xg,XT) (siendo S un nuevo
conjunto de fndices tal que |S| = |S| = s),que verifican las restricciones:
Xy *AgrXy = By
(2) Xg + AETXT = Bg

x.20 ,¥ieNus=N
1

donde indicamos B§ las componentes bi’ i € S,del vector BM’ referidas al conjun

to de fndices g.

Las nuevas variables x;, i ¢ E, se dir&n variables ARTIFICIALES,
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. = +
Es claro que K "coincide" con el conjunto K n {X ¢ RS

| X3 = Oélnﬁs precisa-
mente: K = {(XH,XT) | (XH,Og,XT) € E}. Ademds todo programa b#sico E,

X = (XH,Xg,XT) con Xg' = 0g si existe, conduce al programa (XH,XT) € K ( si tal
solucifn no existe entonces K = ¢); por otra parte si X = (XH,Xg,XT) es el pro-
grama bisico correspondiente a la base de RS, {A; | i € T « N} entonces
(Xg,Xg) serd un programa bisico respecto del conjunto de vectores

{Ai | i« E-E} (basta observar que si de un sistema en forma explifcita se elimi

nan algunas ecuaciones, las restantes tambi&n determinan un sistema en forma

explfcita).

El problema de la determinacifn de una solucifn bdsica y mis afin de una tabla
nicial del problema (1) se puede resolver mediante el algoritmo simplex, para
llo consideramos el siguiente problema auxiliar:

AL L

(3) minimizar 2 X
ie$§

en el conjunto K definido por el sistema (2).

Como min Z- ~X; 2 0, pues x; 20 ¥ ie Sy esmin ¥ Xy = 0 siy s6lo si

K iesS g ies$S
X; = 0 V i e §; de acuerdo a lo observado anteriormente es: mfin 2 Xyo= 0
~ ieS

K
siy s8lo si K # ¢,

Por otra parte, de acuerdo a observaciones hechas en el capftulo anterior, este
problema es equivalente al siguiente:

3" maximizar z = Z ~(-xi) en el conjunto X .
ie S

Este dltimo problema es el que usaremos como PROBLEMA AUXILIAR para la determi-
nacidn de una solucibn bfsica inicial del problema (1). Este problema se utili
za a fin de unificar criterios para la eleccidn de columnas al aplicar el algo-
ritmo simplex (recordemos que el problema (1) también es de maximizacifn).

Para H = {1,2,...,h} , S = {n+1,...,n+s} la tabla inicial para el problema auxi
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liar es la siguiente:

Vam H N s —~/" T ~
q§ 0 0 « . 0 |~1 e o . }-1 0 . e 0
C'f T 0 1 2 e e h [(n+l1] . . . |n+s| h+l e e n
o o)
1 b1 1 0 . e e 0 0 e e . 0 X1 h+1 e e e fxy
' ) o
0] 2 b2 0 1 e e e 0 0 e e . 0 X o+l R LY
TABLA S P
T(ﬁ) 0] h bh 0 0 . o e 1 0 PN 0 X h+1 S £
o o
-1 |n+l bn+1 0 0 e e e 0 1 “ e s 0 Xo+in+1 |* © * [®ntin
f=HuS - A I A . . .
o) o
=1 |n+s bn+s 0 0 . e e 0 0 e . e 1 X +sh+l ] * *[*otsn
Aﬁ z 0 0 e e 0 0 e e e 0 Ah+1 . e e An

Aplicando el algoritmo simplex a la tabla T(M) llegaremos a una tabla final
T(I) en la cual Aj > 0 para todo j € N, pues el caso irresoluble estd descarta-
do desde que ) ~(-xi) < 0 en el conjunto X.

ieS

Suponiendo K # ¢, sea ?(T) una tabla para la cual sea 2° = 0, esto nos indica

que estamos en el miximo de la funcional } ~('Xi)’ con independencia de los va
ies
lores de Ak, que podridn incluir valores negativos, ya que por pivotaje en ele-

mentos x?k # 0, tales que xg = 0 llegaremos a una solucibn bisica optimal para

el problema (3') (sin alterar el valor de la funcional) para la cual sea
Ajzo,VjeN.

OBSERVACION. Haciendo' la hipftesis que en el problema (3') no se produciri cir
culacidn, podemos aplicar el algoritmo simplex a partir de la tabla T(M) consi-
derando solamente las columnas Ak conk ¢ 8 para las cuales sea Ak < 0.

Dada la hipbtesis de no-circulacidén obtendremos necesariamente una tabla final
T(I) en la que se puede presentar una de las situaciones siguientes:

a) E°<oijzij¢§

b) z° =0
36



Veamos que si se llega al caso a) es K = ¢. En efecto, consideremos los conjun
tos de indices S' = Sn T, 8" =5 - T, si fuese A, > 0 V j e S" (A = 0 si

h ¢ S') tendremos Aj 2 0 V j e N y por el criterio ée optimalidad z° es el mixi
mo de la funcional 2. g('xi) , luego K = ¢ (ya que en K la funcional toma el va

le
lor 0). Por otra parte no puede ser que para alglin j ¢ S" sea A, < 0 ya que en
ese caso podemos considerar una nueva funcional z* = Z (=x.) + Mz (-x.)
ies' %t jes"
(@ > 0), para la cual es fd4cil obtener los valores A; correspondientes

A, si j 4 s"
J

i Agei sij e S"

siendo para valores de ¥ suficientemente grandes A; > 0 V j € N; pero entonces
X° es optimal para la nueva funcional, siendo el valor de &sta

z: =7 ('Xz) ) (-x?) =

ieS' jés"

pues xg =0 si je S" y entonces z; < 0 y por lo dicho anteriormente es K = ¢,
El caso b): z° = 0 indica en prlmer 1ugar que K # ¢ y ademids que la solucidn
b4sica X° = (XH,XS,X ) y la tabla T(I) obtenidas seridn Sptimas para el problema

(3') con independencia de los valores Ak, que podrin tomar valores negativos, y
del conJunto de fndices I que puede incluir elementos j ¢ S. Pero afin asf, por
ser X§==OS, la solucién basica X° = (XH,XS,XT) da lugar a un programa (X;,x;)eK

que, por lo observado anteriormente, no seri necesariamente una solucidn bf#sica
para el problema (1).

Ahora bien, a partir de 1la tabla T(T) podemos obtener una solucidn bidsica y por
lo tanto una tabla inicial T(I) para dicho problema, eliminando de la base
{Ai }i e 1 de Rn+s, aquellos .vectores Aj’ j e §, que hubieran quedado, pivo-

teando en un elemento x?k # 0, k ¢ S, en cuanto sea posible. Es ficil advertir

que tales pivotajes no alteran el programa basico X°, desde que x? =0 51 JES

Asi seguimos hasta obtener una tabla %(E') para la cual sea Aj > 0 V j e N

De esta manera si existe j « I' n. S serd xJk = 0 para todo k ¢ E y entonces la
j-€sima fila puede ser eliminada de la tabla T(I'), ya que xJk = 0 V‘k S se

verifica si y s8lo si 1la ecuacidn j-€sima del sistema original es combinacién

lineal de las restantes,

Eliminando de 1la tabla ?(i') los Indices j € ' o E, en las condiciones anterio
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res y las columnas correspondientes a fndices j € S, junto con la fdltima fila
(es decir 1la fila correspondiente a 1los Aj) obtenemos lo esencial de la tabla i

nicial T(I) (siendo I = 1 - E) para el problema de maximizar (CNXN) en K.

En efecto, del sistema lineal de restricciones definiendo K (junto con las res-

tricciones X 2 0 V j € N)

o o ~ ~
4) Fr = X'i’v + X'i‘v'j’tX’&‘v , J'' =N-T1!

se pasa al sistema lineal definiendo K (junto «con las restricciones Xy 2 0
V j € N=N - S) de la siguiente manera:
i) agregamos al sistema (4) la restriccidn X3 = 03.

~

ii) eliminamos del sistema asi obtenido las variables X5 j e S,

Poniendo S§' = S§n I' , §" =S -« I' , I =1I'~«8S ,J=N-=+-1, el sistema (4) se
escribe en la forma:

(o (o] o
XI‘ = XI + XIJXJ\+ XIS" XS"
()
(¢} (o]
XSI = st + XS'S"XS"
lo que es facil visualizar en el diagrama siguiente:
e N ~
Ve S /" N
s'=SnT' | s"=S-T1' | 1=1'-S |[J=N-I
[e] (o]
N L Opge Xpgn 111 X3
I'
1 [o]
S Lgrge Xgrgn Ogr1 Ogrs

No hay en la segunda ecuacidn del sistema (5) otros términos de la forma x°

ik ¥

k
(j € ', k ¢ S) pues estamos suponiendo x?k = 0si je 8", k € S.

Poniendo Xgr = 0gy , Xgn = Ogn en el sistema (5), la segunda ecuacifn se con-
vierte en una identidad pues Xg' = 0g+r y la primera ecuacifn se transforma, una

vez eliminados los t&rminos correspondientes a Xgn en:
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6) X; = X; + X2.X

o
IJ7°J ’

que es el sistema explicito correspondiente a la base {Ai}iEI , que define jun-

to con las restricciones xg > 0 , para todo j ¢ N, el conjunto K.
EJERCICIOS. Veamos a continuacifn los siguientes problemas:
1) maximizar (le - 3x, + 2x_, + X

2 3 4)

con las restricciones:

le tox, ¢t 3x3 - 3x4 = 6
3x1 X, ¢t Xq - 3x4 = 4
14x1 + 4x2 + 5x3 -13x4 = 17
le tox, * Zx3 - 4x4 = 5

x,20 , x

1 20 , x320 , X,20

2

Tenemos entonces: N = {1,2,3,4} ; H = ¢ pues ninguna variable X5 i € N, apare
ce aislada; M = {1,2,3,4}. Consideremos el conjunto S = {5,6,7,8} de los fndi-

ces correspondientes a las variables artificiales; luego: N ={1,2,3,4,5,6,7,8}.

El problema auxiliar es:

maximizar (-x5 - Xg ot Xy - x8)
con las restricciones:
Xg toSxy X, + 3x, - Z’>x.4 = 6
Xg + 3x1 X, * Xy - 3x4 = 4
X, + 14x1 + 4x2 + Sx3 - 13x4 = 17
x8 + le + X, + 2x3 - 4x, = §

x. 20 , V ie N

La tabla inicial para este problema: %(g), y las que se obtienen por pivotaje

a partir de ella son las siguientes:
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Cw 1 |-t |-1 |-1 L oo | ol o
cy | T 0 5 6 7 8 1 2 3 4
ls e | 2 oo o] s |1 |3 |-3

TABLA T (S) c1le | & Lo |1 o | o | 3 1 1| -3
5={5,6,7,8} 21017 17 Lo | o |1 | o f1a | & | 5 i3
-1 |8 5 0 0 0 1 51 1 2 | -4
s B2 | o | o | o | o f27 {-7 F11o|23
[0

-1]s |1 1 o | o |-1 | o | o |1
TABLA T(I) -1 |6 1 o | 1 o |2 | o z -+ |-
1={5,6,7,1} a7 s oo e | ¥)-3 -2
01 1 o { o | o % 1 % % -%
5| -3 o | o | o 1;— 0 -—g— -% L
-1 |5 1 1 0 0 | -1 0 0 1*
TABLA T(I') ~t]e | o Lo |1 |5 || o]0 | o]0
T1={5,6,2,1} o2 % 0 0 —2— -% 0 1 —15 -%
o1 % o | o -% % 1 0 % -—12—
A'ﬁo -1 o Lo | 3] o |0 l-1 |1
o4 | 1 1 | o] o |-1 ]| 0| o1 1
TABLA T(I") sile | oo 1|+ | 0o ]o]o]o0
1"={4,6,2,1} IR 4 % 0 —2— -—2—% 0 1 1 0
ofr [ 1 | 2o |-g| g | v |o|t]o
| oo 213l oo oo

Por ser Aj > 0¥ j e N, llegamos a la tabla final del problema de:

maximizar ) . (-x;) en el conjunto K, Como 2% = 0 resulta K # ¢.
ieS

Observemos que 6 ¢« S' = Sa T y es xgk = 0 V k ¢ S, por lo tanto eliminamos de
la tabla y del sistema la ecuacidn correspondiente al fndice 6; de esta manera
el sistema primitivo se reduce a:
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siendo la solucibn bdsica inicial: (1,4,0,1); el valor de 1la funcional LX) =
2x1-3x2+2x3+x4 en ese punto es L(1,4,0,1) = -9, Para este sistema tendremos

las tablas simplex que transcribimos a continuacidn:

CN 2 -3 2 1
C; {1 0 1 2 3 4
144 1 0 0 1* 11
TABLA T(I)
-3 12 4 0 1 1 0
1=14{4,2,1}
211 1 1 0 1 0
AN -9 0 0 -2 0
TABLA T(I') 2 (3 1 0 0 1 1
I' = {3,2,1} -3 (2 3 0 1 0 -1
2|1 0 1 0 0 -1
Ay -7 0 0 ] 2
De acuerdo con esta tabla la solucién X° = (0,3,7,0) es optimal para el proble-

ma inicial, pues A, = 0 para todo j ¢ N, por lo tanto - 7 es el miximo de 1la
funcional L(X).

2} Consideremos el conjunto K de R} definido por las restricciones siguientes:

3x1 * X, s Xy o= 4

Xl - X, ¢+ 4x3 = 1
-2x1 - X, - Zx3 = 3
xlzo s xzzo ’ x320

veamos que K = ¢,

Consideremos el sistema auxiliar que se obtiene a partir del sistema anterior,
introduciendo las variables artificiales xa,xs,x6. Se tiene entonces un con-

junto K de R® definido por las restricciones:

X4 Y v xy - oxg =4
Xg X, omx, + 4x3 =1
Xe - 2x. - X, - 2x, =3

xlzo , xzzo s szo ’ x420 , xszo , x620 .

41



Planteamos en f el problema de: maximizar (-x4-x5-x6), para el cual tenemos las
siguientes tablas :

Cy -1of-1 -1 0 0 0
cy il 0 4 5 6 1 2 3
~ -1 |4 4 1 0 0 3 1 | -1
TABLA T(I) -
~ -1 1|5 1 0 1 0 17 | -1 4
1={4,5,6}
-1 |6 3 0 0 1 |-2 |-1 |-2
A~ | -8 0 0 0 |-2 1 |1
[s]
~ 1 |4 1 1 3 0 0 4" k13
TABLA T(I') B B i
frot4,1,6} 6|1 1 0 1 0 1 | -1 4
-1|s 5 0 2 1 0o |-3 6
A~ | -6 0 2 0 0 | -1 7
[s]
- 02 % % -% 0 0 1 —l%
TABLA T (I")
5 1 1 3
~ 01 2 = = 0 1 0 2
" 4 4 4 4
1"={2,1,6} 23 3 1 15
-1l6 |2 2| = 1 0 0 |-=2
A A A %
~ .23 1 5 15
ANO 4 A A o oo 4

Por ser Aj 2 (0 para todo j € N resulta que la solucidn (%,%,0,0,0,%&) es solu-

cifn bisica optimal para el problema auxiliar, siendo el valor miximo de la fun

. ~ _ . _~°__Z_3__ ~
cional L(xl,xz,x3,x4,x5,x6) = ( X, "Xg x6) =z = - < 0, por lo tanto K

L}
©-

3) Consideremos el problema:
maximizar (x1+3x2-2x4+5x5+5x6-2x7)

en el conjunto K definido por las restricciones:

Xy + 3x3 "X, + Xg - x6 + Xy = 1
X, - 2x3 + Zx4 - Xg + 2x6 + Zx7 =6
Xy - Zx4 *Xg - Zx6 + 4x7 = 2

- Xy ¢ X, = Xg ¢+ Zx6 + 2x7 5

x; 20 i=1,2,3,4,5,6,7

En este caso es N = {1,2,3,4,5,6,7} ; H = {1,2} es el conjunto de fndices co-
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rrespondientes a las variables aisladas; M = {1,2,3,4} ; S = {3,4} ; debemos en

- tonces agregar dos variables artificiales, sean €stas: x;, , x Tenemos enton-

8 9°
ces S = (8,9} ; N={1,2,3,4,5,6,7,8,9}, Consideramos entonces el siguiente
problema auxiliar:

maximizar (-xs-xg)

en el conjunto K de R? definido por las restricciones:

X, + 3x3 "X, t X - X+ X, = 1
X, - 2x3 + 2x4 - Xg * 2x6 + 2x7 = 6

Xg + Xy - 2x4 * X - 2x6 + 4x7 =2

Xg = X4 + X, - Xg + 2x6 + Zx7 =35

4
x, 2 0 ¥iceX

Para este problema tenemos las siguientes tablas:

Cx o | o |-1 ]-1 o o ]o ] o] o
c~ |1 0 1 2 8 9 3 4 5 6 7
ot |1 {1 o oo |3 |-+ |1 |-1 |1
IABLA T(I) ol2 16 o {1 | o | o |-2 ]2 |-1]2]:2
1= {1,2,8,9} 18 [ 2 oo |1 o |1 -2 |1 |-2 |4
1o s oo o |1 |1 |1 |-1 |2 ]2
Mol-7 oo fe oo |1 oo |-6
I ENEEEEE T AEAERENE
TABLA T(I') of2 | s o1 -2 0o |2 |3 |3 |3 |0
Tr={1,2,7,9} of7 [ oo s |02 |2 ]F |5 |1
-1 {9 | 4 o | o |- |1 |3 |2 |3 ]3]0
A~° -4 oo |2 o |3 |-2 % -3 | o
TABLA T (I") o2 |1 Jo |1 o |-1|-1 |1 0o o] o
1'={1,2,7,6} o7 | F oo gt |lo |+ oo |1
by Lo folo |1 |1 oo o ]o]o

[+
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Por ser Aj >0 ¥ j e ﬁ,ésta es la tabla final para el problema; ademis es z_ = 0
luego el problema original es resoluble y la solucibn X° = (%31,0,0,0,§,%) obte

nida en la tabla %(E") es solucién bAsica inicial del mismo. Para este proble-
ma la tabla T(I) correspondiente a esta solucidn bisica es:

CN 1 3 0 -2 5 5 -2
CI I 0 1 2 3 4 5 6 7
7 5 1 1
1 1 3 1 0 2 3 0l 0 0
TABLA T (I) 3 2 1 0 1 -1 1 0 0 0
1={1,2,7,6} -2 |7 % o | o o -% o | o | 1
4 1 2 1
516 3 0 0 ) 3 -3 1 0
~ |17 17 1 _
ANO - 0 0 -3 5 7 0 0

Por ser Aj < 0 para j = 3,5 esta tabla no es tabla final para el problema origi

nal; por pivotaje en x. = llegaremos a la solucién bdsica
p 1Y J 15

1
2
x° 7y

5
= (0’190’0, 17

W~

que es la solucidn 8ptima del problema, siendo el valor m&ximo de la funcional

° . 149
= .

B. EL M-METODO,

Otro procedimiento para determinar una solucién bdsica inicial del problema (1)
consiste en:

maximizar ((CN.XN)- M Z- ~Xg)
ies

n+g

en el conjunto K de R definido en (2), tomando ¥ arbitrariamente grande.

Presentaremos el asunto desde un punto de vista m&s general:

Sea K el conjunto definido por las restricciones lineales - en forma normal -
de un problema que consiste en maximizar la funcional L(X) = (C.X) en el conjun
to K' ¢ R, siendo K' el conjunto de los programas de X que maximizan la funcio-
nal L' (X) = (C'X) , suponiendo mfx L'(X) = A< +» , De este modo tenemos la

K
combinacibn de dos problemas de programacifn lineal: el primero consiste en

maximizar L' (X) en X y el segundo en maximizar L(X) en el conjunto K' ,
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K' = Kn {X ] L'(X) = A},

En lugar de resolver, en su orden, estos dos problemas se puede resolver el pro
blema - ¥ asociado: maximizar 2" = (L(X) + ¥ L'(X)) en el conjunto K, para ¥
supuesto arbitrariamente grande.

La idea es la siguiente: si X ¢ X pero X ¢ K' y‘Xo e K' es: L'(X) = L‘(Xo) y en
tonces: L(X) + M4 L' (X) < LX) +# L' (X®°) si ¥ es suficientemente grande, esto
obliga a tomar s8lo programas X ¢ K' y, como en K', L' (X) es constante, el va-
lor de L(X) + M L' (X) sblo depende del primer sumando y por lo tanto se debe
maximizar L(X) en K'.

Supongamos que aplicamos el algoritmo simplex al problema-¥ partiendo de un pro
grama b&sico X° = (X%,Oj) (3 = N-E). En cada tabla, %(I), M s8lo aparece en la

fila (2",A7,8Y,... ) siendo 2" = z + Mz' , &) = &, + MAL , j e N (z= LX),

A, =) exP.omc, ozt =L'(X), A =T c!x?, -c!).
J iel 113 J J ieT 11] ]

En la prictica es conveniente (omitiendo el factor M) sustituir la filtima fila,
correspondiente a los coeficientes Ag , J ¢ N, por dos filas consignando los va

lores: z', A; y J € N en la primera y z , Aj , j € N en la segunda, asf:

. ' ' ' [

AN z Al A2 A
[*)

AE z A1 A2 A3

En cada paso del algoritmo simplex debemos comparar los valores Ag entre s y
en particular con 0, Es fd4cil verificar que: o + a'¥ < B + B'M para M arbitra-
riamente grande (m4s precisamente se verifica que existe ¥ tal que:

o +a'M < B+ B'M para todo M > M) si y sblo si (o',a) es lexicogrificamente me
nor que (8',8) ((a',a) ¢ (8',8)).

Una tabla final para el problema - ¥ da una solucidn bdsica X° del problema com
binado.

En efecto, supongamos primero el caso en que Ag 2 0 v j e i (M arbitrariamente
grande); esto significa en primer lugar que Aé z 0 V Jj € N y por lo tanto X% es
un programa optimal del problema de maximizar L' (X) en i, y en segundo lugar
que si Ag = 0 entonces Aj 2 0, Fijado un valor de M que haga Ag 2 0 V j e ﬁ,

vemos que:
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(7) LX) + ML'(X) < L(X°) + M L' (X°)  para todo X e K

de acuerdo con el criterio de optimalidad. En particular la desigualdad (7) se
verifica para todo X € XK',

Como L' (X) = L'(Xo) es : LX) = L(Xo) para todo X ¢ K' y asf X° es un progra-
ma optimal del problema combinado,

El otro caso:existe k tal que Ay <0y xgk < 0 para todo j no puede darse con

Ai < 0 pues el problema de maximizar L' (X) en K se supone resoluble; luego debe
ser Al = 0y A < 0. Fijado M > 0 (arbitrario) vemos que L(X) + ¥ L' (X) tiende

. . [} . > .
a +* segln una semirrecta de origen X contenida en K; pero segin la misma se
mirrecta L' (X) = L'(Xo) = constante (ya que AL = 0) vemos entonces que:

sup L(X) = +=
Kl

NOTAS,

NOTA 1., Si la circulacifn no se presenta, hay s8lo un nfimero finito de tablas
simplex y en cada una aparecen expresiones del tipo o + o'M ; se puede tomar
entonces un ¥ tal que: a + a'M < 8 + B'M para todo M = M, si y sBlo si

(ot ,0) < (B',B) para todas las expresiones de este tipo que aparecen en los
cdlculos, Esta observacidn permite precisar la expresiBn "M arbitrariamente
grande" usada al comienzo. E1l algoritmo simplex aplicado al problema- ¥, cual
quiera que sea M 2 M conduce a una solucién del problema combinado.

NOTA 2. Es ficil imaginar problemas combinados m&s generales y su solucifn por
la via indicada.

La aplicacibn del algoritmo simplex al problema:

maximizar ((CN.XN> -4 ] _x;) en el conjunto X de
ies *

n+
R"TS

con las notaciones introducidas al comienzo de este pirrafo, conduce a un méto-
do de una sola etapa para la resolucidn del problema de:

maximizar (CN.XN) en el conjunto K de R" .

En la tabla final z' = 0 indicar que K # ¢ y que la solucién bésica X° serd 1la
solucibn optimal del problema, o bien se detectar? que <CNXN) no tiene méximo

finito en X,
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Si la eleccibn de la columna Ak, sigue la regla de ﬂomar el valor mfnimo de A;,

|
o sea el mfnimo lexicogrifico de (A;,Aj), el caso K= ¢, si se presenta, se de-

tectari sin necesidad de llegar hasta el final del ¢£1culo; ya que procediendo
de este modo llegaremos a una tabla para la cual esiAﬁ 2 0 para todo j € N; si
z' # 0 es K=¢ y si z' = 0 la tabla da-una soluciﬁq del problema auxiliar,

Teniendo en cuenta lo dicho, es ficil deducir que si no hay circulacidn, es po-
sible omitir en todo el cdlculo, las columnas correspondientes a las variables
artificiales.,

|
Hay variantes de este método que consisten en partir con un valor moderado de M
y aumentarlo a medida que avanza el c&lculo (t141) .

NOTA 3, Por razones obvias es aconsejable reducir el nimero de variables arti-
ficiales en la presentacifn del problema, apta para la iniciacién del algoritmo
simplex. Para ello sirve la técnica siguiente:

Supongamos que el sistema de restricciones contiene, adem&s de ciertas igualda-~-
des, algunas desigualdades, siendo de la forma:

= . . 3 .2
fj(X) bJ y J o€ M1 (bJ 0)
(8) fi(X) < bi R N M2
X, 2 0 para todo k ¢ N.

Introduciendo variables de holgura x; 2 0 para todo i € M2 en el sistema de de~-
sigualdades se tiene: !

* .
(8") fi(X) tx, o= b. ; ice M2

1

. + . - .
Poniendo M, = {i ¢ M, | b, 2 0} ; M, = {ieM, | b, < 0} y b = min b, ,

el sistema (8') se escribe en forma equivalente:

* * i . -
fi(X) - fk(X) "X toxg —‘bi - bk ie M2—k
*
(9) - fk(X) - X —‘- bk
£.(X) +x; = b, ie M

De esta manera el sistema de restricciones (8) se rqduce a un sistema de igual-
dades con segundos miembros no-negativos. El primeﬁ y el tercer conjunto de i-
gualdades en el sistema (9) presenta en cada ecuaciﬁn una variable de holgura

x; (ie M24<) como variable aislada del sistema. Résta solo introducir una va-
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riable artificial en cada una de las restantes ecuaciones (aquellas correspon-
dientes a los fndices j € M; y la correspondiente al indice k) para comenzar
con la aplicacifn del método simplex.

La técnica precedente puede aplicarse al caso en que el sistema de restriccio-
nes se presenta en forma explfcita (o ha sido llevado a esta forma)

x. +) x2.x.=x, ieI (J =N-I)

si todos los xz son no-negativos, el algoritmo simplex puede aplicarse directa-

mente; si no es asi: sea XE = min xz y consideremos el sistema equivalente
, o<
x3 0
o] [o] o [o] .
- + - = - -
X, X, 2. (Xij xkj)xj x; X, 1e I-k
jedJ

[o] [0}
- X, + Z X, . X = - X
k jed ki 73 k

donde s8lo resta introducir en la Gltima ecuacibn una variable artificial.

EJERCICIOS.
4, Consideremos el problema:
maximizar (x1+x2+x3+3x4+x5)

con las restricciones:

-2x1 - X, - 3x3 - X, - Xg % -7

- Xyt 2x2 - 3x3 + 3x4 - 2x5 < -2

x, *+ 2x2 + 2x3 + 3x4 + 2x5 < 5

- x4 2x2 *oXg o tox, 4 Zx5 = 2
x; 2 o, i=1,2,3,4,5

introduciendo variables de holgura : x X

6 * X7 0 X

g ©n las tres primeras desi-

gualdades obtenemos el sistema:
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Xg - Xy - X, - 3x3 - X, - X ==-7 1)
Xq = X; * 2x, - 3xg + 3x, - 2x5 ==2 (2)

Xg * X) * 2Xy * 2Xq * 3x, + X5 =5

- X ¢ 2x2 * Xy v ox, ¢+ sz =2

por ser min bi = -7, multiplicamos la ecuacidn (1) por -1 y reemplazamos la e
b, <0 <
1

cuacibn (2) por la diferencia entre (2) y (1); asf obtenemos:

P

- Xg +2x) v x, ¢ 3x3 t X, t Xg = 7
" Xt X Xy * 3x, + 4x4 - X5 =5
Xg + Xy *+ 2x2 + 2x3 + 3x4 + 2x5 =5

. Zx2 * Xy v ox, * 2x5 = 2

Introduciendo variables artificiales en aquellas ecuaciones donde no aparezcan

variables aisladas y reordenando filas y columnas planteamos el problema - ¥ a
sociado:

max1mlzar(x1+x2+x3+3x4+x5-M(x9+x10))

con las restricciones:

X, X+ 3x2 + 4x4 - X - Xy = 5
Xg Xy o+ 2x2 + 2x3 + 3x4 + 2x5 =5

Xg RS Zx2 *Xg + X, * sz = 2

X100} le *ox, * 3x3 X, v Xg - X, o= 7

x: 20 , i=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10

Las tablas TM(I) correspondientes al problema son:

Co 0 o -u | -u 1 1 1 3 1 0
cs T |o 7 8 9 | 10 1 2 3 4 5 6
o |7 15 1 0 0 0 1 3 0 4 | -1 | -1
o |8 |s 0 1 0 0 1 2 2 3 2 0
M |9 |2 0 0 1 o | -1 2 1% 1 2 0
-¥ |10 | 7 0 0 0 1 2 1 3 1 R
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Cx 0 0o |- |-M 1 1 1 3 1 0
C~ | 1 0 7 8 9 | 10 1 2 3 4 5 6
A§ -9 0 0 0 o |-1 |-3 |[-4 |-2 |-3 1

]
Ay 0 0 0 o (o |-1 [-1 }|-1 |-3 |-1 0

[s]
o7 5 1 0 0 0 1 3 0 4 | -1 | -1
0|8 1 0 1 | -2 0 3 |-2 0 R ) 0
13 2 0 0 1 0 | -1 2 1 1 2 0
-y |10 1 0 0 | -3 1 5% | -5 0 | -2 | -5 | -1
A§ -1 0 0 4 0 | -5 5 0 2 5 1

o]
by 2 0 0 1 o |-2 1 o | -2 1 0

[o]
2% 3 1 22 A
017 = 1 0 T | -3 0 4 0 S o | -3
2 1 3 11 3
0|8 5 0 1 | -5 | -% 0 1 0 = 1 T
11 2 1 3 1
1 3 5 0 0 5 5 0 1 1 5 1 -5
1 3 1 2 1
11 3 0 o -3 5 1 | -1 o | -5 [-1 | -3
A§ 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0

[o)
12 1 2 14 2
ANO 5 0 0 -3 3 0 -1 0o |- 5 -1 -3

Por ser z' = 0, resulta K # ¢ y ademds hemos obtenido la base inicial para el

problema planteado en primer té€rmino, &sta comprende los vectores L A8 , A3,

Al. Eliminando las columnas correspondientes a las variables artificiales Xg s
X10 obtenemos la tabla inicial para el problema original y pivoteando en xg4 =

= %} tendremos la siguiente tabla que seri tabla final para el mismo.

Cy ol ol 1| 1|1 }taf1]o
cofr | ot 7 f 8 || 2|3 4|5 |6
o {7 | 4 | 1 {-2 o 2]0] o |-2|-2
s le & oS o3| |3 2
1 {3 [Blolkd o | Xt o|dtE
I O o Ll v kg oo b bT
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. o
De acuerdo con la tabla la solucidén 8ptima es X = (x:,x;,xg,xz,xg,xg,x7) =

= q%30,%%,f%,0,0,4,0) , siendo el miximo de la funcional z° = %% . Observe-

mos que es x; = 4 > 0 ; esto significa que la restriccifn
-x1+2x2-3x3+3X4-2x5 S -2 no se verifica con igualdad; en cambio las desigualda-

des correspondientes a las variables de holgura Xg » Xg se verifican con igual
dad pues Xg = Xg = 0. 4
5. Consideremos el problema:

maximizar (x1+3x2+x3+x4+2x5)

en el conjunto K definido por las restricciones:

2x) * Xy * Xg + X, * Xg =5
Xy * 2x, - 3x3 + 3x4 + 2x5 =5
=X} + X, - 2x5 ¢ X4 * 3xg = 2
4x; + 2x, - 2xg + 3x, =4

0

i H

o
v

ie{1,2,3,4,5} =N

Introduciendo las variables artificiales Xg 5 X7 , Xg , Xg Obtenemos el proble

ma - ¥ asociado:
maximizar (x1+3x2+x3+x4+2x5-M(x6+x7+x8+x9))

con las restricciones:

Xg +2x; v xy ¢+ Xg + X, + X5 =5
Xy + Xy * 2xy - 3xg5 4+ 3¥4 + 2Xxg = 5
Xg = X+t Xy = 2Xg + X4 * 3xg5 = 2
Xg * 4x; + 2x, - 2xg + 3x, =4
x; 20 ie {1,2,3,4,5,6,7,8,9} = N

Tenemos entonces las siguientes tablas Ty (1):
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C o -4 |- |-M 1 3 1 1 2
cz |1 0 6 7 8 9 1 2 3 4 5
Mle 5 1 0 0 0 2 1 1 1 1
M |7 5 0 1 0 0 1 2 | -3 3 2
-M |8 2 0 0 1 0o | -1 1 | -2 1 3
-u o 4 0 0 0 1 4 2 | -2 3" ) o
¥
by | -6 0 0 0 o | -6 | -6 6 | -8 | -6
[o]
b5 0 0 0 0 0 {-1 |-3 |=-1 |-1 |-2
[o]
11 1 2 1 5
-ule | 3 1 0 o | -3 5 3 3 0 1
-M |7 1 0 1 o | -1 | -3 o | -1 0 2
2 1 7 1 4 *
-M |8 3 0 0 1| -3 | % 7 | -3 0 3
A 1 4 2 2
1| 4. 3 0 0 0 B} 3 3 -3 1 0
; 1§ 8 | 14 ) 7]
ANO -3 0 0 0 3 > | -3 3 0 | -6
A ) 1 7 5
ANO 2 R I A - I W e W 0 -2
3T 1 7 113 2 | 19 %
M6 5 | ! 0 1 -3 s |9 |l s |9 ] 9]0
5 2 7 13 2 1
A R R R e e o e e R B
2 1 1 7 1 A
2Pl s %]/ 3)5|7w5 |9 |75 |0 ]!
A i A 2 2
14 3 0 0 0 3 3 5| -3 1 0
A§ -4 0 0 2 2 0 0o | -2 0 0
[o]
~ 16 2 1 {11 |19 ) 23
ANO ) 0 0 3 5 5 5 5 0 0

Por pivotaje en el elemento x23 = %ﬁ obtenemos la tabla simplex correspondien-

te al-={3,7,5,4} en la que es : Ag >0 ¥ j e N y z' # 0. Resulta enton-

ces K = ¢ y por lo tanto el problema inicial es irresoluble.
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III. CONVEXOS Y POLIEDROS.

No vamos a hacer una exposici®n sistemfitica sobre convexos; nos limitaremos a
establecer ciertas nociones y proposiciones bdsicas, evitando demostraciones
que nos aparten de nuestro objetivo: el estudio geométrico de los poliedros. Es
por ello que la exposicibn deja verificaciones al cuidado del lector; ellas
constituyen los "problemas'" de este capftulo. Estas nociones podrin ser amplia
das en, por ejemplo,[2] y [3].

A. Un POLIEDRO K, es el conjunto de los X ¢ R" , X = (XI’XZ""’xn) que verifi

1 i i i B . +a. + +3. < .
can un sistema de inecuaciones lineales: aJlx1 anxz e aJnxn bJ

j=1,2,...,m,
nn

Como los semiespacios {X | aj1x1+aj2x2+...+aj x_ < bj} (imagen inversa por 1la

n

funcién lineal - luego continua - X ~+ fj(X) = z del cerrado

a::X. ;
i=p 11717
(-m,bj] c R) son cerrados de R" s ¥ Kes la interseccibn de un ndmero finito de

. . N n
tales semiespacios, K resulta ser un cerrado de R .

Ademds K es un conjunto CONVEXO, esto es, tiene la propiedad de contener el seg
mento [X,Y] = {aX+BY | a+B =1, a 2 0 , B2 0} toda vez que contiene sus extre
mos X e Y. En efecto, si X,Y ¢ K, para todo j = 1,2,...,m es fj(X) <b

fj(Y) <b

3 H
i3 multiplicando por @« , B8 y sumando, teniendo 'en «cuenta la lineali-
dad de fj, se tiene: fj(aX+BY)

IA

abj+8bj = bj ; en particular si a,B 2 0 ,

a + B =1 resulta [X,Y] < K,

Una restriccidn fj(X) < bj se dice RIGIDA si para todos los X € K es: fj(X) =bj
(si la restriccidn es ya la igualdad fj(X) = bj , ella es rfgida); caso contra-

rio la restriccibn se dice FLEXIBLE.

Una restriccifn se dice SUPERFLUA si eliminada del sistema que define K, el sis
tema residual también define K; caso contrario la restriccifn se dice ESENCIAL.

Es claro que toda restriccibn superflua puede omitirse y que las restricciones
rigidas pueden sustituirse por las igualdades correspondientes.

Veamos un ejemplo: sea K ¢ R2 definido por las restricciones:
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4D X+ x, s 0
(2) le +~2x2 20
3) X, < 1
x1=1
4) x, <1
5y - X, * ox, s 3
x2=1
Observemos que (1) y (2) son restric-
ciones rfgidas: (3) , (4) y (5) super /////
fluas. K =1C0(-1,1) ; (1,-1)] y puede
definirse por las restricciones:
. —x1+x2=3 1,-1)
1] =
1Y) X, *x, 0
(3) X, < 1
4 X, € 1

B. La menor variedad lineal - espacio lineal trasladado - que contiene a un
conjunto K se dir8 la VARIEDAD SOPORTE de K: (K) en notaci8n. La dimensidn de
K serd la dimensidn de (K). En el ejemplo precedente, la variedad soporte es

la recta Xy + X, = 0.

PROPOSICION 1. (K) = {X | £,(X) = b, , V ie IK} , donde I es el conjunto de

fndices correspondientes a las restricciones rfgidas, entre aquellas restriccio
nes que definen K,

En efecto, es claro que K ¢ {X | fi(X) = bi %V'i € IK} y como &ste conjunto es

una variedad lineal resulta (K) < {X | fi(X) = bi,V'i € IK}.

Para probar la recfproca, consideremos el conjunto J de los fndices correspon-
dientes a las restricciones flexibles que definen K; probemos que existe un
Y ¢ K tal que fj(Y) < bj,v j € J; en efecto, notemos que para cada j ¢ J existe

v ¢ ¢ ta1 que fj(Y(j)) < bj ; si |J| = p tomando Y = % ) v3) es v ¢ x y a
jed

demis fj(Y) < bj,v jeJ.
Sea ahora Z € {X | fi(x) = bi,V'i € IK} s la recta que une Z e Y contiene,prfxi
mo a Y, un punto Y' ¢ K (como es ficil verificar). Como Y,Y' ¢ X la recta que

une Z e Y esti contenida en (K) y entonces Z ¢« K. C.Q.D.
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C. Un CONO (con vértice en 0) se define como un conjunto Q tal que si U e Qy
A 2 0 entonces AU ¢ Q (es decir Q contiene las semirrectas de vectores directo-
res U). Si adem@s Q es un conjunto convexo, entonces es un CONO CONVEXO.

Dado el convexo K el CONO ASINTOTICO Q de K es el conjunto de vectores U tales
que X e K implica X + AU ¢ X para cualquier A 3> 0, Esto significa que Q esti

constitufdo por los vectores directores U de todas las semirrectas contenidas

en K. Ademis Q es el mayor cono con la pfopiedad X +Q <Kk, V X e K.

Se verifica de immediato que el cono asint8tico de un convexo es un cono con-
vexo.

PROPOSICION 2. Si K estf definido por las restricciones:

(1) £,(X) =b, ,ie I ; £5(X) < by, jed

entonces el cono asintStico Q de K es: Q= {U [fi(U) <0,i eIK;fj(U) =0,jed} .

En consecuencia Q es un poliedro, un cono poliédrico.

Un cono Q se dice PROPIO si: U e Qy -U ¢ Q sblo es posible con U = 0, un con-
vexo K se dice PROPIO si su cono asintdtico Q es propio.

El conjunto S = {U | U,-U ¢ Q} , esto es: S = Q n -Q es un subespacio lineal y
es el mayor subespacio lineal contenido en Q.

Si Q estd definido por las restricciones: fi(U) =0, 1ice€ IK 5 fj(U) <0,jed

entonces S = {U | £,U) =0 ie I, uJ} . Notemos que S estd constituido por

’ K
los vectores directores U de todas las rectas contenidas en XK. S se suele l1lla~

mar ESPACIO ASINTOTICO de K.

NOTA. El estudio de un convexo K puede reducirse al estudio de un convexo pro-
pio Ko como veremos en lo que sigue:

Sean Q el cono asintBtico y S = Q n -Q el espacio asint8tico de un convexo K H
consideremos el espacio st » ortogonal a S respecto de un producto escalar
(X.Y) , es decir 8" = (X | (x.Yy =0 ¥ Y s}. Indiquemos Q = S" n Q ; K=

= gt

n Ky sea m la proyeccidn ortogonal sobre s*.
PROPOSICION 3., Con las notaciones anteriores Ko €s un convexo propio contenido

en S* cuyo cono asint8tico es Q,; ademds K = ﬂ-l(Ko) =K + 8.

En particular podemos aplicar esta proposicifn a un poliedro K. N8tese que Ko
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también es un poliedro, pues st - como cualquier espacio lineal - esti definido

por un sistema (homog&neo) apropiado de ecuaciones lineales.

D. Un subconjunto convexo no vacfio K;, del convexo K, se dice una CARA de K
si para X,Ye K, a >0, B> 0 , atB = 1; de aX + RY ¢ K1 se deduce X,Y ¢ Kl'
Esto es; si un segmento [X,Y] contenido en K corta a K; en un punto interior
del segmento, s®lo cuando el segmento estd contenido en Kl’
PROPOSICION 4., Valen las siguientes propiedades:

i) K es cara de K.

1

K1 es cara de K3.

ii) Si K, es cara de K2 y K2 es cara de K3, entonces

iii) Si K, es cara de K2 y K' es un convexo tal que
K, n K' # ¢ ; K, n K' es cara de K, n K'. En par

ticular si K' es tal que K1 c K' K2 , K1 es ca-

ra de K'.

iv) La interseccifn de caras de K, si no es vacia,
es una cara de K.

Las caras de K que se reducen a un punto se dicen PUNTOS EXTREMALES o VERTICES
de K.

Vamos a caracterizar las caras de K en t&€rmino de las restricciones‘que lo defi
nen, cuando K es un poliedro.

PROPOSICION 5. Si K es un convexo, L una funcional lineal que toma su m&ximo m
en K, entonces K, = {X | LX) =m , X e K} es una cara de K.

La demostracifn es inmediata a partir de la definicién de cara de K. Pero tam-
bién se obtiene del punto iii) de la proposicién 4, y del hecho que
{X | LX) =m} es cara del semiespacio {X | L(X) =< m},

De 1la proposicién 5 y del punto iv) de la proposicibn 4 resulta:

COROLARIO. Si ciertas desigualdades del conjunto de restricciones que definen
K se transforman en igualdades, y con el sistema de restricciones asf{ obtenido
se define un conjunto K; no vacfo, entonces Kj es una cara de K, Toda cara de
K se obtiene en esa forma.

En efecto, sea K, una cara de K y consideremos el conjunto de Indices
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Ip = i | fi(X] = bi'v X € Kl}‘ Transformemos en igualdades aquellas restric-
1

ciones definiendo K que corresponden a fndices i « IK y veamos que el sistema
1
asf obtenido define. K

1
Es claro que si X ¢ K, fi(X) = bi,'V'i € IK Y que las restantes restricciones
1

definiendo K: fj(X) < bj , j ¢ I, se verifican pues K, < K.
1

Recfprocamente, sea dado un X que verifica el nuevo sistema de restricciones y
veamos que X ¢ K,. Es claro que X ¢ K, pues las restricciones modificadas son

mis estrictas que las que definen K. Por otra parte podemos determinar un

Y ¢ K; tal que fi(Y) < bi,V'i ¢ IK (por un argumento del todo similar al wusa-
1

do en la proposicidn 1, del pidrrafo B). Como en la recta que une X e Y hay pun
tos Y € K, préximos a Y resulta que Y es interior al segmento [X,Y"] y ademis
Y ¢ K, como Kl es una cara de K, resulta X ¢ K . C.Q.D.

Una cara K; de un poliedro K es, como resulta de lo precedente, un poliedro con
tenido en K. E1 conjunto de restricciones rigidas relativas a K, es el que co-

rresponde a los indices de IK . Como (Kl) = {X | fi(X) = bi’ ie IK } se tiene
1 1
que K1 = (Kl) n K.

Dado X° ¢ K sea Ijo = {i| fi(Xo) = bi} ; toda restriccién tal que fi(Xo) = b,

- es decir i € IXO - se dird LIGADA a X° (o que es ACTIVA para X°).

La cara K, de K definida por K, = {x | £, =b, , ie Ixo} n K se dird la ca-

ra ligada a'XO; ella es 1la menor cara de K que contiene a x°.

E. Una consecuencia importante es el siguiente resultado:

PROPOSICION 6. Sea X° ¢ K, X° es un vértice de K si y sblo si el sistema line-

X%y,

al fi(X) = bi , 1 ¢ IXo tiene solucidn dnica (X

Observemos que si X° es un vértice y K1 una cara de K; X° « K1 si y s8lo si
I c I, o.
K1 X

Ademis de los vértices, las aristas de un poliedro, es decir las caras de dimen

sién 1, son importantes en conexidn con la programaci8n lineal.

Toda arista K1 de K puede obtenerse como interseccifn de K con una recta de la
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forma: (*) t={x | £,X) = b, , ie I}
(siendo I un subconjunto del conjunto total de Indices correspondientes a las

restricciones que definen K). Basta tomar I = IK .
1

Dado el vértice X° de K, nos preguntamos que condiciones debe verificar el sub

conjunto I de Iyo para que K, = I n K sea una arista de K - incidente en X° s

necesariamente - si L es una recta de la forma (*).

Por ser'K1 = Z n Ky Z una variedad lineal tenemos que (Kl) c L. Para que K1
sea una arista es necesario y suficiente que dim(Kl) = 1; como dim Z = 1, esto

ocurre si y s8lo si (K;) # {x°}.

=~

Sea D un vector director de I, es decir una solucidén no nula del sistema homo-
géneo £.(U) =0 , i ¢ I. Es claro que K,) # {x°} equivale a decir que existe

t # 0 tal que X°+tD ¢ K.

Analicemos esta condicidn, que por lo que acabamos de ver equivale a afirmar

que K, es arista.

PROPOSICION 7. Con las notaciones e hipbtesis precitadas: K, es una arista de

. - (o] . . .
K - incidente en X , necesariamente - si y s8lo si:

i) fj(D) se mantiene o bien no-negativo o bien no

positivo para todo j € Ixo-I.

ii) Si para j € IXo-I la restriccidn correspondiente

es una igualdad: fj(D) = 0.

Supongamos primero que X° + th ¢ K para un t > 0., Si j € Ixo-I por ser:

fj(X°+tD) = fj(X°)+t £,(D) < by y fj(X°) by resulta t £.(D) < 0 entonces

fj(D) £ 0 (si fuera X°+tD ¢ K para un t < 0 se tendrd fj(D) 2 0, V j e Ixo—IL

Por otra parte si la restriccién correspondiente al fndice j es una igualdad se
tendrd fj(D) =0,

Reciprocamente, supongamos que valen i) (en la segunda alternativa fj(D) < 0 pa
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ra todo j € Ixonl) e ii). Las restricciones de Ixo-I valen para cualquier t> 0
y lo mismo ocurre para i € I pues: fi(x°+tD) = fi(X°) = bi' Para j ¢ Ix° es
fj(X°) < bj’ luego para t > 0 suficientemente pequefio, cualquiera sea j ¢ Ix°

serd fj(x°+tD) < bj‘

Es ficil ver que la proposicibn puede reformularse en los siguientes t&rminos:

PROPOSICION 7', Sea I ¢ Ixo, e I contenga todo Indice correspondiente a una
restriccibn que sea una igualdad. Sea I = {X | fi(X) = bi » -1 € I} de dimen-
sién 1 y D un vector director de I. K1 = L n K es una arista de K si y sBlo si
fj(D) se mantiene o bien no-negativo o bien no-positivo en todo j e be-I.

Obsérvese que si K1 e€s una arista, o una cara cualquiera, de K, el conjunto

de fndices I = IKl contiene efectivamente todos los indices correspondientes a

igualdades.

Consideremos una arista K1 con el vector D verificando fj(D) < 0, para todo

j € I_o-I. Si para todoi ¢ I.o es f (D) < 0 , X°1tD ¢ K para todo t > 0 pues
J X P X i

fi(X°+tD) = fi(Xo) + t fi(D) < bi si i ¢ IX° ; las restantes restricciones se

satisfacen como se vid en la prueba de la proposicién 7.
En este caso Kl = {X°+tD , t > 0} es una arista infinita de K.

Si en cambio, para un k ¢ Ijo es fk(D) >0, X°+tD € K si y sblo si

fi(X°) + t fi(D) < bi para los i ¢ IX° tales que fi(D) > 0 (para los otros vale

A

fi(X°) + t fi(D) bi para todo t 2 0); esto equivale a decir que t debe ser
tal que: o
bi-fi(X )
tst = min —_—
. £.(D
1dIXo,fi(D)>0 1( )
En este caSO'K1 es una arista finita de extremos X° , X' , siendo X' = X°+toD ,

es decir K, = [X°,x'1,

El problema de determinar los vértices de un poliedro K de R™ es un problema dji
ficil. El mismo grado de dificultad tiene el problema de determinar las aris-
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tas incidentes en un vErtice fijo de K. Piense en una pirfmide de R3, cuya ba
se es un n-igono plano: las aristas incidentes en el vértice cispide se corres-
ponden con los vértices del n-4gono base. Puede probarse, con algfin trabajo
previo que tal correspondencia se presenta en general.

No obstante, el problema es mis simple en el caso particular en que el v8rtice
X° es NO-DEGENERADO. Tal denominacibn se utiliza para el caso en que Ixo tiene

n elementos, donde n es el nfimero de variables X, .

Volviendo a la definicidn de Ixo,esto significa que hay exactamente n ecuacio-
. . . o . .

nes fi(X) = bi en el sistema lineal que determina X~ (ver proposicién 6); o sea

exactamente n hiperplanos, correspondientes a restricciones, contienen a X°

(tal es el caso de una pirdmide de base triangular en R3).

Es fdcil verificar en tal caso que, para k e IXo, el conjunto de indices
I = Ixo-{k} origina un sistema (x) fj(U) =0 j eI, de indeterminacidn 1.

Estos son los finicos subconjuntos I < IXO en tales condiciones,

Sea D (K) k € Ixo) una solucidn no nula del sistema (x); {D(k) , k ¢ Ixo} da u-

na base de R"; D(k) serd un vector director de una arista si y s6lo si la res-
triccidn correspondiente al fndice k es una desigualdad fk(X) < b, .
Como podemos sustituir en la definici8n del poliedro K las restricciones rigi-
das por igualdades (si ya no eran igualdades) podemos afirmar, igualmente, que

k . . . o . . . .
D( ) serd paralelo a una arista incidente en X° si y sblo si la restriccidn co-

rrespondiente (fk(X) < bk) no es rigida. En particular se v8 que si en K hay

un vértice no-degenerado toda restriccidn rfgida es necesariamente una igual-
dad. Resulta entonces:

PROPOSICION 8. En un vértice no-degenerado X°, inciden exactamente n-m aris-
tas, siendo n el nfimero de variables y m el ndmero de restricciones rigidas (ne
cesariamente igualdades),

Obsérvese que n-m coincide con la dimensidn de K.

F. Es f&cil aplicar lo dicho anteriormente al caso en que el poliedro K es de
finido por un sistema de restricciones en forma normal: AMN XN = BM » X, 20,

i € N, donde suponemos que la caracterfstica de la matriz AMN es m = |M
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K es claramente propio, pues lo es el cono {XN | X; 20, ie N} que contiene

a K. E1l cono asint8tico de K es: Q = {xy | Ay =0 5 x, 20, i e N},

Las caras de K se obtienen como las soluciones X del sistema AMNXN = B

M »

x; 20, ie N que tienen ciertas coordenandas prefijadas nulas, Sea J' c N

MN™N M -
i e I' = N-J' constituyen una cara de K.

las soluciones del sistema A, . X_ = B con.XJ, = OJ, que verifican X; 2 o,

Esto es lo mismo que decir que una cara Klde K estd constitufda por los XN =

(X;150,4) , donde X_, es solucidn del sistema A, _,X. , = y X, 20, 1 ¢ I',
I J I MI' I i

En particular X° ¢ K es un vértice de K si y sdlo si 1° = {i | xz > 0} corres-
ponde a columnas Ai linealmente independientes de la matriz AMN pues en tal ca-
so y sblo en tal caso AyroXio = By tieme solucibn Gnica (Xgo). Esto equivale a

decir que X° es una solucibn bfsica no-negativa del sistema lineal AMNXN = BM ,

respecto de una base {Ai} ; I 519 (ver proposicidn 1, pdrrafo B, INTRODUC-

iel
CION) y en consecuencia el sistema lineal AMNXN = BM se escribe en la forma e-

quivalente:

© = o = -
Xp + X1;X; = X8 (3 = N-1)

Vamos a tratar de asociar con cada k ¢ J una arista incidente en X°. Preferi-
mos trabajar con el sistema lineal puesto en la forma precedente, en lugar del
sistema original AMNXN = BM'

El sistema homogé&neo Up + x2.U, = 0; » uj = 0 j e J-k tiene indeterminacidn 1.

IJ°J
En efecto, poniendo u =t se obtiene, considerando que uj = 0 para j ¢ J-k ,

u; = -xzkt para todo i ¢ I; sea D el vector cuyas componentes di (i € N) estén

definidas por:

[e] o
"Xy 1€ 1
d, = 1 i=k
i
0 ie J-k

Seglin 1o visto en el pirrafo E - cuidadosamente trasladado a nuestro caso - D

serd vector director de una arista si y s6lo si d; 2 0 para todo i « 1-1°, esto

es: xzk < 0 para todos los fndices i ¢ I donde XZ = 0. (Se vi6 en el algoritmo

simplex, que si &ste no es el caso, {X°+tD , t ¢ R} corta a K s8lo en el vérti-
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ce X°).

[o]

Si ademfs ocurre d; = “X{, 2 0 para todo i e I, 1
Caso contrafio el otro vé8rtice de la arista es:
0-x° x°
t = @in = min S
55 “dy x$ >0 Fik

1

Una funcional lineal L(X) = (CN.XN) a maximizar

’

en consideracibn si y s8lo si L(D) = -}
ieI
sulta que, geom&tricamente, el algoritmo simplex
cibn) consiste en la reiteracién de pasajes de vé
da vez una arista a lo largo de la cual la funcio
que algunos pasajes van de un v8rtice a &1 mismo,
G. ie I

Hemos visto que (K) = {X | fi(X) = bi

’

fndices correspondientes a restricciones rigidas.

ces correspondientes a las restricciones flexible
= {X | fj(X) < bj s J e JF n (XK).

El interior relativo a (K) de un semiespacio S(j)

luego el inter
o]

’

o,.
es sU) = (x| £,00 < b n (K

N
jed

X ()
K x| fj(X) < bj} n (X) ya que ﬂjer

demostracidn de'la proposicibn 1 (pirrafo B) se v

Estudiaremos a continuaci®n algunas propiedades deg

las caras de un poliedro K,
ralidad.

Supondremos que (K)

a arista es infinita,

X! = X°+toD, con

en K, creceri sobre la arista

1

Ch* -Ak > 0. De aqufi re-

(para un problema de maximiza-
rtice a vértice, siguiendo ca-
Pero observemos

0.

nal crece.

es el caso en que to

} , donde I es el conjunto de

Si J es el conjunto de fndi-
K

P

de K entonces:

de (K):s4) (x| £, (0 ¢b,}aK)

Llor de K relativo a (K) es:

r-].
3

ED
s'3’ . Revisando la
eJ

[o]
e que K # ¢,

la estructura ordenada de

R" 1o que no es perder gene-

De esta manera K = {X | fj(X) < bj » J g J} siendo todas las restric-
ciones flexibles.
PROPOSICION 9. La restricci8n fj(X) < bj es esendial si y s8lo si existe X e K

tal que: fj(i)

En efecto; si fj(X) < bj es una restriccifn esenc

£, (XY) <

bi para todo i e J , i # j ¥y fj(X') > bj

cibn fj(X) < bj se podria eliminar). Como todas
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bj y fi(X) < bi , para todo i ¢ J

, 1 # 3.
ial, existe X' ¢ R" tal que
{(caso contrario la restric-

las restricciones son flexi-




bles existe Y ¢ K tal que fi(Y) < bi , para todo i € J. Tomemos X £Y,X'l tal

que fj(i) = bj’ este punto cumple las condiciones requeridas.

Recfprocamente, sea X ¢ K tal que fj(i) = bj , fi(i) < bi , para todo i e J ,
i # j. Estas @ltimas desigualdades £,(X) <b; ,ieJ, i#j, se mantienen
en un entorno B(i,r) de X Y en ese entorno no puede ser fj(X) < bj (pues dedu-
cirfamos fj(X) < bj en R"), luego para algln X' B(X,r) serd fj(X') > bj‘ La
existencia de X' verificando £,(X') < b; , para todo i e J, i#j ;

fj(X') > bj , muestra que la restriccidn fj(X) < bj es esencial.

Es claro que retirando las restricciones superfluas, podemos suponer - y asf lo
haremos - que K estfi definido s8lo por las restricciones esenciales. La propo-

sicién muestra, en particular, la unicidad del conjunto de restricciones esen-
ciales flexibles.

Para cada j ¢ J ; Kj = {X | fj(X) = bj} n XK es una cara de K de dimensibn n-1 ,
siendo n la dimensi8n de K. En efecto, por la proposicidn 9, existe X tal que
fj(X) = b, y £, (X) < b; para todo i e J , i# j, luego (Kj) = {X | fj(Xg = bj}.
La unién de las caras Kj’ j € J, constituye la frontera de K: 9K = K - X ,

Es claro que toda cara de K, diferente de K, es intersecci®n de caras Kj,j e J.

Sea C(X) el conjunto de caras de K, ordenadas por inclusién. No es diffcil pro
bar las siguientes propiedades:

1) C(K) es parcialmente ordenado, finito, con dltimo elemento: K.

2) C€(X) es un reticulado condicionado inferiormente, Esto es:si K, ,K,y,Ky € C(K)
siendo Ky < K3 K3 ¢ K, entonces K; n K, € C(K) (K1 n K, es la mayor cara
de C (K) que precede K, v Kz).

3) Si K;,K, € C(K) ; X; < K, entonces K; = N jK§j> donde Kéj) € C(K) vy Kéj)

precede inmediatamente a K, (para todo j).

4) Existe d: C(K) - {0,1,2,...} tal que si k;,K, € C(K) y K, < K, ; K precede

inmediatamente a K, siy sBlo si d(Kz)-d(Kl) =1,

5) Si K, K, € C (K) ; K, = K,, el nimero de caras que siguen a K, y preceden in

mediatamente a K, es mayor o igual a d(Kz)-d(Kl). Si d(Kz)-d(Kl) = 2 el nd
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mero de caras que siguen a Ky preceden inmediatamente a K, es igual a 2,

H. La combinacibn lineal a1A1+a2A2+...+apAp se dice una combinaci8n POSITIVA

P
de AI’AZ""’Ap si o, 2 0, i=1,2,...,p. Si ademis 2 a, = 1 la combinacién

i=1
se dice CONVEXA.

El conjunto de todas las combinaciones positivas de Al’A ,...,Ap se denota:

<A1’A2""’Ap)° El conjunto de todas las combinaciones convexas de AI’AZ" A

P

se denota: [AI’AZ""’Ap]

Es fécil verificar que: (Al,AZ,...,Ap) es el menor cono que contiene a AI’AZ"°

..,Ap ; Y que [Al’AZ"“’Ap] es el menor convexo que contiene a Al’Az""’Ap‘

PROPOSICION 10, Si K es un poliedro propio, de cono asint8tico Q:

1) K contiene por lo menos un vértice.

yaees son v8rtices de K y D;»Dy,.ee,D

q
los vectores directores de las aristas de Q, entonces:

k = v vy@ vy, (Dy,DyysuersD )

3) Q =¢D;,D,,...,D 0.

DEMOSTRACION.

1) Tomando una cara K1 de K de dimensi8n minima, se ve que dim K = 0, esto
es: K, = {V} ; V vErtice de K. Si no fuese asf puesto que K # (K,), va que K
es propio, es 9K # & y entonces existiri una cara Ki < K; siendo dim Ki<dim K, .
2) Basta probar que K ¢ [V(l),V(z),...,V(p)] + (Dl’DZ""’Dq> .
Razonemos por induccifn sobre la dimensifn del poliedro.
Para K = {V} -es trivial.
o]
Sea X ¢ K y distingamos dos casos: a) X e 3K ; b) X ¢ K .

En el caso a) tomemos una cara K1 de K tal que X ¢ Kl , K1 # K, luego

dim K1 < dim K; aplicando la hip8tesis inductiva X se expresa como suma de una
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combinacibn convexa de vértices de K; ¥y una combinaci8n positiva de los vecto-
res directores de las aristas del cono asint8tico Q de K;. Pero los vértices

de K1 son también vErtices de K y como Q1 es cara de Q los vectores directores
de aristas de Q1 lo son de aristas de Q por lo tanto X ¢ [V(l),V(z),...,V(p)J +

(Dl,Dz,...,Dq)

En el caso b) cortemos K con un plano m (variedad lineal de dimensidn 2) que
contenga a X. 7 n K es un poliedro propio de m, esto quiere decir que su cono
asintStico es un dngulo de amplitud menor que 180°. Es claro que podemos tra-
zar una recta I cortando a ambos lados del &ngulo (en puntos diferentes)., En es
tas condiciones es inmediato que la recta que pasa por X paralela a I corta a E

en dos puntos X',X" ¢ 3K; luego X = aX'+BX" , a+B =1 ; a,B = 0. Aplicando a

X',X" la conclusidn del caso a) y utilizando 1la igualdad anterior se ve que

X e v v@)  v®)y 4D ,D,...,0)
1°72 q

3} El cono asintdtico Q es de por sf un poliedro cuyo Gnico v&rtice es el pun-
to 05 luego Q = (0] +(Dy,D),...,D > = {0} + (Dy3DyyevesD) = (D,D,y,..u,D )

COROLARIO. Para todo poliedro K se tiene:
1 2
K=oV v vy p b,y (88, LS

((Sl,Sz,...,Sr) indica el espacio generado por los vectores directores de rec-

tas contenidas en X),

En efecto, ya vimos que K = KO+S » donde S es un espacio lineal y K° €s un po-
liedro propio. Basta entonces tomar V(l),V(Z),...,V(p) ; Dl,Dz,...,Dq como en

la proposicién 10 pero en relacibn con K° y Sl,SZ,...,Sr vectores que generan S,

PROPOSICION 11, 8i K es un poliedro y L una funcional lineal acotada superior-
mente en K, entonces L toma su valor m&ximo en K; y m4s precisamente en toda u
na cara de K. Si K es propio existe un vértice de X donde L toma su valor mi-
ximo,

En efecto, utilizando la igualdad del corolario, vemos que L(Di)s 0 i=1,2,...,q9
L(Sh) =0h=1,2,,,.,r (caso contrario se verf que L no es acotado superiormen
te).

Si V(k) es tal que L(V(k)) 2 L(V(i)) y i=1,2,,..,p , como todo X ¢ K se pue-

de escribir
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=l o VO Aol s @

@ =1,a,20,i=1,2,...,p;A, 20,j=1,2,...
i=1 J=1 =1 h'h 1 7 ’ [ »P i s) 24y ,q)

i=1

resulta:

L(X)=2p a.L(v<i))+zq x,L(D.)+2r
i 1 3 3 J h=

P i P
i - uhL(Sh)szi___laiL(V(l))sL(v(k))Z. o, sL(v(®)),

1 i=1

Utilizando la proposicin 5, vista en el pirrafo D, se ve que {X|L(X)=mixL(Y)}
YeK

es una cara de K, Si K es propio, v(E) es un vértice de X y L(X) toma su valor

en ese vértice.

Hemos probado asf una parte del siguiente teorema:

TEOREMA DE H. WEYL-MOTZKIN. Las siguientes propiedades de un convexo K son e-
quivalentes:

1) K es un poliedro,

2) K es un convexo cerrado con un ndmero finito de caras.

3) K es de la forma:

(1) y(2) (»)
v v v T e kDD, LD (848,08

Si K es propio la propiedad 3) se reduce

3') K es de 1la forma: [V(l),V(Z),...,V(p)] + (Dl,Dz,...,Dq) donde

los V(l) son vértices de K y los Dj son los vectores directo-
res de aristas de Q.

Es f4cil probar, y adn sin recurrir al teorema precedente que la imagen inver-
sa, por la aplicacifn lineal ¢: E - F , de un poliedro de F es un poliedro de
E, Basta sustituir las restricciones: fi(X) < bi en E, por las restricciones
gi(x) < bi , donde g; = fi o ¢.

En cambio, no podemos probar tan ficilmente que la imagen directa por la aplica
cifn ¢ de un poliedro de E es un poliedro de F., Utilizando el teorema de H.
Weyl-Motzkin, ello es inmediato:

I O A R S e R T TS

se ve sin dificultad que:
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1)

o ()=Lo v 1,0 D), e P10, 00,00 )+ (6(5)),6(5,),..,8(5 )

luego ¢ (K) es un poliedro.
Tenemos entonces:

PROPOSICION 12, La imagen directa (imagen inversa) por una aplicacibn lineal
$: E » F de un poliedro de E (de F) es un poliedro de F (de E).

De aquf resulta:
COROLARIO. 1) Si K es un poliedro de E, AK = {AX, X € K} es un poliedro de E.

2) Si Kl’ K2 son poliedros de E, K1+K2 es un poliedro de E.

Para probar 2) basta notar que la aplicacibn ¢: E x E-» E , ¢ (X,Y) = X+Y es li-
. + H = "'1 —l .
neal, y que K1 K2 es la imagen por ¢ de leKz ™ (Kl) nm, (KZ) (siendo T

T, la primera y segunda proyeccién de E X E en E) que es un poliedro de E x E,

NOTAS Y PROBLEMAS,

A continuacibn vamos a indicar algunas propiedades de los conjuntos convexos
que nos interesa destacar,

TEOREMAS DE SEPARACION DE CONVEXOS.

Consideremos un espacio E =~ R®, dados X,Y ¢ E, X = (xl,xz,...,xn) H
Y = (yl,yz,...,yn) indiquemos ( X.Y) el producto escalar en E, Las funcionales

de E se expresan en la forma £ (%) = (A.X) para alglin A « E.

TEOREMA. Sea K un convexo de E tal que 0 ¢ K, Existe una funcional lineal £
no nula, tal que £(X) = 0, para todo X ¢ K, Si ademds, K es cerrado, se puede
determinar £ de modo que £(X) > 0 para todo X ¢ K (0o lo que es equivalente
f(X) 2 a > 0 para todo X € K y un cierto a).

DEMOSTRACION, Consideremos en primer término el caso en que K es un convexo ce
moo241/2 0

rrado, Como 0 ¢ K, para todo X € K es Xl = 9 xi) > 0, Sea X® ¢ Kun
i=]1

punto de K a distancia mfnima del origen, esto es: IX# 2 IX°l , para todo Xe K.

Tal punto existe si K es compacto, por el teorema de Weierstrass aplicado a la
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funcifn: X -+ 1X1. Si K no es compacto, consideremos el compacto
K. = Kn {X | 1X0 < r} #¢ y el punto X° ¢ K. que realiza el minimo de §X1! en
K_; este punto realiza tambi&n el minimo de K (desde que IX°0 < IXI para todo

X e K implica 1X°0 < IX1 , para todo X ¢ K).

n
Observemos que X° # 0, y consideremos la funcional (x%xy =} xzxi.
i=1

Veamos que (XX) 2 1x°1 2 , o sea que (X% (X-X°)) = 0, para todo X € K.

Dado X ¢ K consideremos la recta I que une X y X°, todo punto de la misma es de
la forma: X%+t (X-X°). E1 punto de I a distancia mfnima de 0 es tal que

((X°+t(X-X°)){X-X°)) = 0, por lo tanto corresponde a

_ X% (x=x2))

° 1x-X°1 2

Itol < 1 , como se ve inmediatamente (observemos que 1x-x°12 > 2HX°H2-2<X9X)).

Veamos que t° < 0; si fuese t, > 0, Y® = X°+tO(X-X°) = (1-to)X°+toX € K (Yo se-

rfa combinacibn convexa de X° y X desde que suponemos 0 < t, <Dy ademds Y°
distarfa menos del origen que x°; por lo tanto debe ser t, < 0, o sea
(xﬁcx-x°)> > 0. La funcional buscada es: f£(X) = CX%X) y.a = |IX°|I2 > 0.

Veamos ahora la primera parte del teorema. Para cada conjunto finito F © K pon
gamos Qp = {y | tyi =1, (Y.A)=20, A e Fl. Qz es un conjunto cerrado del com
pacto S = {Y | 1Yl = 1}, ademds Qp es no vacfo, pues [F] ¢ K y [F] es compacto,

convexo (ver PROBLEMA 6) y no contiene al origen, lo que asegura - por lo proba
do en primer término - que para algin Y # 0 :(Y.X) > 0 para todo X ¢ [F] (en
particular para todo A ¢ F), es claro que se puede tomar |Y] =1, o sea Y ¢ S.

Observemos que si F,F' son dos conjuntos finitos de K tales que F ¢ F' se tiene

P P
N n
que Qp > Qp: y entonces si F = U i=1Fi » resulta Qg < i=1QFi

Los cerrados-QF c S tienen la propiedad de interseccibn finita; siendo S compac
to existe Y ¢ r\QF luego (Y.X)20 para todo X ¢ K (observemos que entre los QF

estfn los Q{X})‘ La funcional buscada es entonces: £(X) = (Y.X).

COROLARIO 1. Si K;,K, son convexos disjuntos, existe una funcional f, no nula,
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que los separa; es decir: sup f(Xl) < inf f(Xz).

XleK1 XzeK2

Ademds si K1 es compacto y K2 es cerrado la separacifn es estricta; es decir:
sup f(Xl) < inf f(XZ)
ek

XKy X, €K,

La demostracibn se basa en el teorema anterior notando que 0 ¢ K,-K,, y que

K2-K1 es un convexo cerrado cuando K1 es compacto y K2 cerrado (ver PROBLEMA 7).

PROBLEMA 1. K es convexo si y s8lo si dados Al,Az,...,Ape K;Xe [Al,Az,...,Ap]

implica X e K.

Dado un conjunto K ¢ Rn, el menor convexo - en el orden de induccidn - que 1lo
contiene, existe y se indica: [K] : CAPSULA CONVEXA de K.

PROBLEMA 2. Si K es un conjunto de R™, [K] coincide con el conjunto de las com
binaciones convexas de las partes finitas de K. 8Si K = U §=1Ki’ donde 1los K
son convexos entonces:

(K] = [K;,K)pooohXK 1 = {X | X =] A, A; e Xy , 0,20, ]a

1}

PROBLEMA 3. Sea f: R®™ - R™ una aplicacibn afin, es decir f(X) = AMNXN+BM’ en-

tonces si K < R® es convexo; f(K) es convexo de R® y si K' ¢ R® es convexo
f—l(K') es convexo de R®, (Debe notarse que una aplicacidn affn f: R® » R pue
de también definirse como una aplicaci8n que verifica f (aX+BY) = of (X)+8f (Y) ,

para todo X,Y « R® , para todo a,B : a+B = 1),

PROBLEMA 4, La clausura de un convexo es un convexo. El menor convexo cerrado

que contiene a un conjunto K, coincide con [K] : CAPSULA CONVEXA CERRADA DE K.

- o]
PROBLEMA 5. Si K es convexo, X ¢ K y X° ¢ K entonces [X°,X) = {aX°+8X ; a > 0,

[]
B>0 ; a+B = 1} estf contenido en K . En consecuencia el interior de un con-
S - o ] o
junto convexo es un convexo, y ademds K = K , K = K (si K # ¢) (ver [3]).
PROBLEMA 6, Si Kl’Kz""’Ks son convexos compactos, la suma K1+K2+...+Ks y la

cipsula convexa [KI'KZ"°"KSJ son convexos compactos, En particular

(A, ,A,,...,A_] es un convexo compacto.
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Observemos que:

i) l(1 X I(2 X ... x‘K8 es compacto y convexo.

ii) La aplicacibn ¢: (R")® + R™ definida por: ¢(X(1),X(2),...,X(s)) =
= x4 x(@ . + x®) es continua.
iii) SiP ={a |} a, =1, @, 2 0} la aplicacién y: (R™)® x P~ R" defini
8

da por: ¥ (X,a) = J aix(i) X = (X(l),X(Z),...,X(S)) es continua,
i=1

iv) La imagen del compacto K1 X Ky X oo00X Ks por la aplicacifn ¢ es:
K1 + K2 + ...t Ks y la -imagen del compacto Klfx K2 X a.. X KS x Ps por

la aplicacibn ¢ es [KI’KZ"'°’Ks]'

PROBLEMA 7. Si F es cerrado y K compacto, F+K es cerrado.

Pero observemos que la suma de dos cerrados puede no ser un cerrado.

[¢]
PROBLEMA 8. Si K es convexo, K # ¢,

La demostracifn puede desarrollarse de la siguiente manera:

Un SIMPLEX de dimensién p es un conjunto de la forma [Ao’Al”"’Ap] donde cada

Ai no es combinaciﬁn affn de los restantes Aj (es decir Ai no es de la forma:
Z a. A, , z a, =1 , o 1lo que es equivalente: Al-A° , A
LI L

linealmente independientes). Se puede tomar un simplex [Ao’Al""’Ap] c K,

Z-Ao""’ AP-AO son

maximal, Se ve entonces (Ao’Al""’Ap) = (K) y que el interior de un simplex

es no vacfo.

PROBLEMA 9. Indicar un ejemplo de un convexo K, 0 ¢ K, tal que no exista ningu
na funcional f que verifique £(X) > 0 para todo X ¢ K.

PROBLEMA 10. Indicar un ejemplo de dos convexos cerrados disjuntos que no se
separan estrictamente.
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IV. COMPATIBILIDAD Y DUALIDAD.
A. Sea E un espacio E =~ Rn, y consideremos un cono cerrado Q < E, definiremos

el cono DUAL de Q (respecto al producto escalar de E) como el conjunto Q* c E:

*

Q=x| x.w =20, ,¥veqQ

Es claro que Q* es un cono cerrado, y ademfs que Q** = (Q*)* = Q.

EJEMPLOS.

1. Si Q es un subespacio de E, Q" = Q- = {x  (X.Y)=0 , V Y ¢ Q}.

2. Sean X,Y € Rn; X = (xl,xz,...,xn) , Y = (yl,yz,...,yn) y consideremos un
subconjunto I < N = {1,2,...,n} , definamos:

a) X sty si x; € y; para tode i e I,

b) X <. Y six; <y, para todoi ¢ I y ademis x; = y; para todo j ¢ I.

La relacidn X <t Y es un preorden de R" (es decir verifica: X < x para todo

I I I
X ¢ R" ; X <7 Y, Y < Z=X <" Z) mientras que la relacidn X <1 Y es un orden

de R". Adem#s son compatibles con las operaciones vectoriales de R" (es decir
1 I
X sy Y (X< Y) implica X+Z s; Y+Z (X+Z <~ Y+Z) para todo Z ¢ Rn, y ademis

X <, Y X <TY) implica AX S AY (X s AY) siax 2 0).

Valen ademfs las siguientes propiedades:

i) (X.Y)2 0 para X 2; 0 , Y 21 0,

I

ii) Si (X.Y )2 0 para todo X 2; 0 entonces Y 27 0 ; y si (X.Y) 2 0 para todo

Y 21 0 entonces X ZI 0.

Los conjuntos Q = {X | X 2, 0} 5 P ={Y | Y 2T 0} son conos poliedrales de R";

las propiedades i) , ii) expresan que P* = Qy Q* = P,

Una propiedad que merece ser aislada es la siguiente:

(Q) Si para todo elemento X del cono Q, se verifica (X.Y) 2 o« , & constante,
entonces Y € Q*.

En efecto, si X € Q también AX ¢ Q para todo A > 0, luego ((AX).Y) 2 a para to-
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doXx > 0y todo X ¢ Q, por 1o tanto (X.Y) 2 2 , para todo A > 0, entonces si
A

A » +o se obtiene (X.Y )> 0 para todo X ¢ Q, luego Y ¢ Q*.
B. TEOREMA DE COMPATIBILIDAD.

a) FORMA GEOMETRICA.

TEOREMA 1. Si Q es un cono poli&drico y K un poliedro, ambos no vacfos:
Qn K#¢ siy sblo si para todo X ¢ Q" existe Y ¢ K tal que (X.Y )= 0.

DEMOSTRACION. Probemos que Q n K = ¢ si y s6lo si existe X e Q" tal que
{X.Y )< 0 para todo Y ¢ K.

Supongamos que Q n K = ¢, el conjunto Q+(-K) es un poliedro, luego un convexo
cerrado. Como 0 ¢ Q+(-K), por el Teorema de Separacibn de Convexos (NOTAS Y
PROBLEMAS, III) existe X° tal que (X% (X-Y) )> 0, para todo X ¢ Q , Y ¢ K; o0 sea
(X9X y> (XY ), para todo X ¢ Q , Y ¢ K, en particular para Y° ¢ K (fijo) es
(XX > (X°Y% , para todo X ¢ Q; por la propiedad (Q) X° « Q*, y para X = 0 re
sulta: (X%Y )< 0 , para todo Y ¢ K.

Recfprocamente, supongamos que existe X° ¢ Q* tal que (X2Y )< 0, para todo
Y ¢ K. Por ser X° « Q* resulta (X?X )2 0 para todo X ¢ Q, pero (x%yyr< o0, pa-

ra todo Y ¢ K, luego Q n K = ¢,

b) FORMA ANALITICA.

Sea K < R™ el poliedro definido por el sistema de restricciones lineales:

a)x< by, Jed U e(1,2,0..,m) = M)
($) <ta®x=v, , 147
x. 20 , 1ie1I (I<{1,2,...,n} =N)

1
que podemos indicar brevemente en la forma:

AX<.B , Xx=2o

donde A indica la matriz de m filas A(i) y n columnas (es decir: A = A el

MN
. I
. >
sistema seri entonces: AMNXN <5 BM , XN 2 ON).

Consideremos el cono Q = {AX | X >T 0}, el cual es un cono poli8drico de R"

pues es imagen por la aplicacifn lineal X - AX - de R" en R® - del cono
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(x| x 2 o}.

El cono dual de Q: Q* es el conjunto de los Y ¢ R® tales que (Y. (AX)) = 0 para

todo X =21 0; luego Q@ = {Y | YA 25 0} (ver propiedad ii), ejemplo 2, pirrafo A).
TEOREMA 1', K # ¢, es decir, el sistema (S) es compatible, si y s8lo si para

todo Y ¢ R™ tal que YA >, 0 , Y 27

0 se tiene: (Y.B) = 0,
DEMOSTRACION. Supongamos K # ¢ y sea X ¢ K, esto es X verifica: AX <y B,
x 2% o ; luego para todo Y ¢ R™, Y 27 0 (ver propiedad i), ejemplo 2, p&rrafo

A) es: (Y.(AX)) = (Y,B), Como ademfs es: YA 27 0y X 2 ¢ resulta: ((YA)LX) = 0,

Se tiene entonces: (Y.B) = 0,

I

Veamos la reciproca. Sea Q = {AX | X >~ 0} y K, = {y | Y < B}; es claro que

J
Qn K1 = K. Si K = ¢, por el teorema anterior existe Y° « Q* tal que ¢(Y%Z)< 0
para todo Z ¢ Kl’ es decir existe Y° tal que Y°A 2. 0 para el cual (Y2z2) < 0 pa
ra todo 2 25 B. Poniendo B-Z = W, vemos que ( YCB) < ( YOW) para todo W 2 0
(siendo ¢ YOB) constante); utilizando la propiedad (Q) resulta ( Y°W) > 0 para to
do W z; 0 y entonces Y° =7 ¢ (propiedad ii), ejemplo 2, pfrrafo A), siendo para
W=0, (YIB)< 0. Vemos asf que si K = ¢, la condicibn del teorema no es v4li-

da.

El siguiente cuadro resume el teorema para J = {1,2,...,s} ; I = {1,2,...,r}

I
0 0 . 0
Al Al A
X XZ vt xr xr+1 D Xn
0=y . | 23, a2 O T 3 r+1 ©oeos 81 = b
. : : : : 3
3 <
0 < ys asl asZ e asr asr+1 c v+ 85 B bs
Ys+1 as+11 as+12 ¢t as+1r as+1 r+l * * * %541n = bs+1
Y an1 amZ e amr amr+1 ot amn = bm
0 0 « o« . 0 0 . . 0
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En resumen: si con (A(I?X) indicamos el producto escalar de la fila i-&sima por
la fila (xl,xz,...,xn) y con (Y.Ai)indicamos el producto escalar de la columna

(yl,yz,...,ym) por la columna A;, para que el poliedro K definido por las desi-
gualdades: (A(52x> < bj , j € J; las igualdades (A(i?x) =b; , id Jy las desi
gualdades x; 2 0, i € I, sea no vacfo, es necesario y suficiente que cualquier
sistema de nfimeros YysYgseeesY, Que satisfaga las restricciones (Y, A.) 2 0 ,

1
ie I (Y.Aj) =0, jd I; siendo Y; 2 0 si j ¢ J verifique (Y.B) 2 0.

Obs&rvese que cada yj afectado a una fila con desigualdad ((A(j?X) < bj) debe
ser no-negativo, y a una fila con igualdad ((A(j?X) = bj) arbitrario; ademfs Y
debe verificar la desigualdad (Y.Ai) 2 0six; 20y1la igualdad (Y.Aj5 = 0 si

xj es arbitrario.

C. TEOREMA DE DUALIDAD.

El teorema de dualidad de G.B. Dantzig, es el resultado mfs importante de la
programaci8n lineal,

Consideremos el problema:
P) maximizar z =(C,X)

en el conjunto K de R™ definido por las restricciones:

se l1lama DUAL del problema P) al siguiente problema:

P*) minimizar w = (Y.B)

en el conjunto K" deARP definido por las restricciones:

El cuadro adjunto sirve para expresar ambos problemas para J = {1,2,..;,5}
I={1,2,...,r}.
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-
0 - 0 )
N N N
Xl Xz « o o Xr xr+1 « o o xn
(0 =" an 312 et 3y 3 r+l L < b
0=y, 21 372 c v 0 8y qrr+1 <+ 2y < b
gl - . . . . . .
\0 = Ve 451 3g2 ’ © By A5r+1 © o+ o 8gn < bs
ys+1 as+11 5412 * ¢ qs+lr Bowlr+1  * ¢ q5+1n = bs+1
Ym aml amZ qnr nr+l * * 4un = bm
mfn (Y.B)
wvi vt vi 0 I
¢y c, . C. €41 . <. mix {CX)

Este cuadro lefdo en forma horizontal presenta las restricciones del problema

P) y en forma vertical las del problema P"). Decimos que la restriccibn

(A(j?X) < bj (8 (A(j2X) = bj) tiene por restriccibn dual: Y;

rio - lo que significa no restriccifn). La restriccifn .

rio) tiene por restriccifn dual: (Y.A;)) 2 c, ((Y.A) =c.).
El problema P*), puesto en forma equivalente:
maximizar -w = (Y. (-B))

sujeto Y a las restricciones:

Y(-A) = (-A)%Y <, =C

Y 27 0
tiene por dual el problema:
5" minimizar ¢ (-C).X )

sujeto X a las restricciones:

X(-A)® = (-A)X >, -B

>0 (8 Y; arbitra-

>0 (6 x; arbitra -
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pero este problema es equivalente al problema P), dicho brevemente (P*)*= P)
es decir los problemas P) y P*) son duales uno del otro; lo que tambi&n puede
verse en el cuadro precedente.

NOTA. Si una variable xj del problema primal P) no esti sometida a restrice
cibn, puede ser reemplazada (como se vid) por la diferencia x!-x; , xj 20,

xg > 0, obteniéndose asf un problema P, ) equivalente a P). Lo mismo ocurre
si la restriccién (A(i%x ) = bi es sustitufda por las restricciones:(A(i2X)s bi’

(-A(i2X) < -bi; o bien si la restriccién (A(izx) < bi es llevada a la igualdad

<A(i?x> + x; = bi mediante la introduccifn de la variable de holgura xz 2 0,

En cada uno de los tres casos el problema dual adopta una forma diferente. En
el primer caso P*) y PI) difieren solamente en lo siguiente: mientras el pro
blema P*) tiene la restriccién (Y,Aj) =y correspondiente a la variable X, ar
bitraria, el problema PI) tiene las restricciones: (Y.Aj> > Cj;(Y.(fAj)) 2 -5
correspondientes a las variables x% 2 0, x; > 0, Es claro que los problemas

P*) y PI) son equivalentes.
Se puede ver que lo mismo ocurre en los otros dos casos.
El teorema de dualidad es una consecuencia directa del siguiente resultado:

TEOREMA 2. Sea K una matriz antisim&trica de orden n (kij = -kji » para todo

i,j). Existe una solucidn X del sistema:

KX zI 0

x 21 o

tal que para todo i € I se verifica: (Ki + i)i > 0,

DEMOSTRACION. NO&tese en primer t&rmino que por la antisimetrfa de K es:

KX = - XK
Para cada vector e(i) = (0,...,0,1,0,...,0) ¢ R® , i ¢ I, planteamos el siste-
;i._/
ma: KX 2y e(i)
x z' o
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Caben dos posibilidades:

a) El sistema es compatible: sea X(l) una solucién.

b) El sistema es incompatible: por el teorema de compatibilidad existe un x(i)

tal que: X(i)(-K) 2, o, x({1) I 0 siendo(x(i){-e(i)))< 0. O sea existe un

x (1) ta1 que kx (1) 2, 0, x{1) LT y'(X(i).e(i)) > 0.

De a) y b) resulta que para cada i ¢ I, existe una solucibn x@ del sistema

KX 2_ 0, X >I ¢ (n6tese que (1)

20 0) tal que: o bien 1), 0 en el caso b)

I i
(pues(X(i?e(i))= xii)); o bien: (Kx(i))i > 0 en el caso a) (pues (KX(i))i >

> el =15 0),
1
Tomando X = 2 x1) se tiene la soluci8n requerida,
iel

TEOREMA DE DUALIDAD. Dados los conjuntos K y K* correspondientes a los proble-
mas  P) y P*) respectivamente caben dos posibilidades:

. * . .
a) Si K y X' son ambos no vacfos se verifica:

1) (C.X)» < (B.Y) para todo X ¢ K, Y ¢ K ; en particular ambos problemas
son equivalentes.

2) Existen X ¢ K , Y ¢ K* tales que (C.X)=(Y.B) s, €sto es:

mix (C.X)=<(C.X) = (Y.B)=mfn (Y.B)

*

K K
3) Es posible determinar i, Y de modo que:
i) (B - AX + ?)j >0 , para todo j € J
ii) (?A-c+i)i>o , para todo i e I
b) Si uno de los problemas P) & P*) es resoluble el otro también lo es.
Antes de entrar en la demostracifn de este teorema veamos un ejemplo donde
constataremos las afirmacionés hechas en &1 y que nos servirf para referencias

ulteriores,
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Consideremos el problema:

P) maximizar z = (-x;-X,)

en el poliedro K definido por las restricciones:

“X; =X, < -1

IA
-

=X, *X,
Xy =X, < 1-

X; 2 o, X, 2 0

Vemos que las soluciones 8Sptimas para este proble ////“\\

ma son los puntos X = (;1’;2) del segmento de extremos (1,0) ; (0,1); donde la

funcional vale (-1).

El problema dual es el siguiente:

*

P) minimizar (-y;+y,*y;3)

v

-yl 'yZ+Y3 -1 (0,0,1)

-y1+y2-y3 z -1

Yy, 20, 5,20, y;20

(0,1,0) y2
Los vértices de K son: (0,0,0) ; (1,0,0) ; Y1
(0,1,0) 5 (0,0,1).
Las aristas infinitas de K* tienen por vec-
tor director D = (0,1,1).

(1,0,0)

La forma lineal toma el valor 2 en D y crece por las aristas infinitas.

Por lo tanto el minimo 1o toma en el vErtice Y = (1,0,0) y es: (-1).

Asi entonces es claro que Y = (1,0,0) € K" y cualquier X e £¢,1),0(,0)] c K ve

rifican 2) y por lo tanto 1), Ademis para Y
)-( € ((0)1)’(]90)) €s:

_ _ -1 -1 X, X
YA -C+ X = - + =
71 -1 x2 x2

y se verifica 3 ii); pero para los exfremos del intervalo, es decir X = (1,0) &
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X = (0,1) resulta (YA - C + i)z = 0 en el primer caso y (?A -C + i)l = 0 en el
segundo, Lo mismo sucede para el caso 3 i) ya que si ; = (1,0,0) y

X e [(0,1),(1,0)] es:

-1 =X =X, 1 1
B -AX + Y = 1 - -x1+x2 + 0 = le
1 xl-x2 0 sz

y entonces para todo punto interior del intervalo [ (0,1),(1,0)] se verifica 3i)

pPero esto no ocurre con sus extremos, ya que para Xy = 0 es: (B - AY + i)z = 0.

y para x, = 0 es: (B - AX + ?)3 =0,

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE DUALIDAD.
a) 1) SeanX e K, Ye K*, entonces:

(Y.B) =(C.X)

(Y,BY -<(C.X)+ YAX - YAX = (Y, (B-AX)) + ((YA-C).X?

De: Y »J 0 ; B=AX 2 0 y de: YA-C 2, 0 ;X 21 0 se obtiene (ver i) ejemplo 2,

pirrafo A) : (Y.B) -(C.X)> 0.

2) , 3) Probar que la igualdad ¢(C.X) =(Y.B) se alcanza para algin X e K

’

Y e X', equivale a probar la compatibilidad del siguiente sistema en las va-
riables X , Y:

AX <5 B X270

s) YA 2. C Y >

(B.Y)-(C.X)=< 0

La aplicacifn del teorema de compatibilidad a este sistema conduce a la prueba
de 2) ya que por lo demostrado en 1) tendrfamos (B.Y )= (C.X ) para algdn X ¢ K,
? e K*. Esto es perfectamente natural, pero no da m&s trabajo que la demostra-
cibn que sigue, que utiliza el teorema 2, con la ventaja que al proceder de es-
te modo obtendremos también 3),

Consideremos el sistema homog&neo (S'), obtenido a partir de (8), introduciendo

una variable auxiliar t > 0 tal que si t =1, (S') coincide con (S).
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tB - AX 2, 0 X 2
(s") -tC + YA 2. 0 y=Yo,tz=0

«{Y.B)+{(C.X)=20

cuya matriz K se puede escribir en la fomma:

0MM -A B

= t - ©
K=1|A ONN C
=B c 0

siendo 0MM H 0NN matrices nulas de ordenm y n respectivamente. Asf K es una
matriz antisim€trica. Introduciendo el fndice o para la variable t sea I, =
Ju Ivu {o}. Si ponemos £ = (Y,X,t) = (YpseeesYpsXysXgseee,X ,t) el sistema
(8') puede escribirse en la forma:

KE 2. 0 £=2°%0.

I
o

Por el teorema 2, existe una soluci®dn £° del sistema (S') tal que:
(K£°+E;°)i > 0 ; esto significa que si £° = (X°,Y°,t°) , Xx°,Y°,t° serfn solucio-

nes del sistema (S')-tales que:
(t°B - AX® + Y°)j > 0 jed
(*) (Y°A - t°C + X%), >0 iel

«C.x% -(B.Y) + t°) >0

Veamos que t® > 0, En efecto, si t® = 0, X°,Y° verifican el sistema:
AX® <5 0 x° 21 ¢
YA 2 0 Y 27 o

(C.X% -(B.Y) >0

pero esto equivale a afirmar la incompatibilidad del sistema:
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que es compatible, pues por hip8tesis K y K* son no vacfos.

o -

Vistoque t > 0 , X = X° , Y = .Y° son soluciones del sistema (8), por 1o

ot |
=]

1
tO
tanto X » Y verifican el punto 2). Por otra parte a partir de las desigualda-
des (*) X , Y tambi&n verifican el punto 3).

b) Supongamos K # ¢ y (C.X )< m para todo X ¢ K y probemos que K* # ¢; esto
significa por a) 1) que P*) es resoluble.

Para probar que K" # ¢, mostremos que para todo X tal que X 2 o , AX 2 0 se

tiene (C.X )< 0 (por el teorema 1', aplicado al sistema YA 2, C, Y 7 0).

I By sea X tal que X 2 o , AX <5 0 ; en-
I B, esto es:AX+X® ¢ K

Sea X° e K; esto es: X° 2~ 0 ; AX° <

J

tonces para todo A > 0 se tiene: AX+X° 27 0 ; A(AX+X°) <

J
para cualquier A > 0. Pero entonces (C{XX+X°)5VS m para todo A > 0 y por lo

tanto (C.X) <

[¢]
m_L_§QLX—l-y como A es arbitrario resulta que (C.X) < 0,

PROPOSICION 1. .Si X ¢ K , Y € K*; las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

a) X , Y son programas optimales de P) y P*) respectivamente.

b) (C.X)>=(Y.B).

c) (Y,(B-AX) )= ¢ (C-YA).X )= 0

d) (AX); < b; implica y; =0 ; y si j e 1;(3. > 0 implica c; = (?A)j .
e) SiieJ;y; >0 implica (AX), = b, ; y (?A)J. > ¢; implica X; = 0.,
DEMOSTRACION,

Que a) © b) resulta del punto a) del teorema de dualidad.

b) @ c) se obtiene de la igualdad: (Y.B)-(C.X)= (?.(B-Ai) )+ ((?A-C).i ) ob-
servando que los dos sumandos del segundo miembro son no-negativos.

c) » d) , e) resulta desarrollando los productos escalares (?.(B-Ai)) ;
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n

((C-?A).i) y notando que los sumandos yi(bi -1 aijxj) para el primero
=1
m
(c. - Z a,.y.)x. para el segundo son no-negativos,
h j=1 ¥3°14773

Es conveniente verbalizar el contenido de esta proposici8n.

Si tenemos un programa X del problema P) y queremos saber si es optimal, pode-
mos tratar de determinar un programa Y del problema dual P*) para el cual sea
(Y.B)=(C.X). Si lo conseguimos sabremos que X es optimal de P).

La utilizaci6n del punto d) puede ser (itil para la determinacifn de un programa
Y; ya que a) establece que para cada restriccibn no-ligada a X (es decir, una
restriccidn que no se convierte en igualdad al sustituir X por i en ella) se
obtiené una restriccibn ligada a Y (es decir, una que se convierte en igualdad).

Ndtese que la no-restriccibén de una variable puede (y debe) ser considerada co-
mo una restriccidn no-ligada; 1la restriccibn dual correspondiente es una igual-
dad y por lo tanto ligada a todo Y € K*. Puede entonces procurarse la determi
nacifn de los Y € R" tales que y; = 0 si (A)-()i < b; vy cy = (YA)j , S1 jely

ij > 0, o bien si j ¢ I.

Hecho esto se tratarf de ver si alguno de tales Y ¢ R" pertenece a K" (es decir
verifica las restantes restricciones); si la respuesta es afirmativa X seri un
programa optimal para el problema P).

Es claro que cuanto mds restricciones no-ligadas a X haya, m8s ecuaciones ten -
dremos para determinar Y, El caso extremo , que llamaremos CASO SIMPLE, ocurre
cuando el sistema planteado tiene soluci®bn fnica o es incompatible,
Si Y es 1la finica solucibn del sistema, restari s6lo verificar si es Y e K'; si
el sistema es incompatible X no serd un programa optimal para P),

Veamos que el caso simple se presenta cuando X es un vErtice no-degenerado de K.

Sean J = {j | (A;()j < bj} 3 T el conjunto de los fndices i tales que ii >0y
de los i ¢ I, es decir I ={i e I | ii >0 v {i]| id¢ 1},

1]
[g]
o
m
-

El sistema: (YA);

}’j=0 jed

que puede ponerse en la forma equivalente:
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donde Jo = M-J (A = AMN)’ tiene indeterminacifn d = fJol - r(AJoT).

Dado X ¢ K, decir que X es vértice de K equivale a decir que el sistema:

(AX)j =b ,JeJ 5 x; =0, 1c¢ I-I tiene solucibn dnica X, pero esto equiva
le a que el sistema: AJ X3 = BJ tiene solucidn @nica X-, luego si X es un vEr
o _“o
tice de K debe ser r(A; ;) = |I].
(o]
Por lo tanto d = |J_[-|T] = (13,1 +IN-I|)=|N| = n° de restricciones ligadas a

X - n® de variables X; .
Tenemos entonces el siguiente resultado.

PROPOSICION 2., Para un vErtice X de K, la indeterminaci®n del sistema de igual
dades, en las variables Yi scorrespondiente a las restricciones no- ligadas a X
coincide con 1la d1ferenc1a entre el nfimero total de restricciomnes ligadas a X y
el nﬁmero total de variables X5 El caso simple se presenta entonces si y s8lo
si X es no- degenerado,

En particular, si Ky K son no-vacfos, basta que exista una solucidn optimal
del problema P) que sea un vértice no- degenerado de K para que el problema

p* ) tenga una finica solucién optimal, Observemos que la rec1pr0ca no es vili-
da, ya que en el ejemplo.dado anteriormente el problema P”*) tiene una @nica S0
luci8n y sin embargo los vértices de K que dan el &ptimo de la funcional del
problema P) son degenerados.

Un vector Y que satisface la condicidn d) de 1la proposicién 1, ¥y que verifica a
demds las restantes restricciones del problema P*) es llamado un VECTOR DE DE~-
CISION relativo a X. Se 1llama asf, pues su existencia o no existencia permite
decidir, por la afirmativa o negativa, la optimalidad de X.

Como consecuencia del teorema de dualidad obtenemos el siguiente criterio:
CRITERIO DE OPTIMALIDAD (DEL VECTOR DE DECISION).

X e Kes optimal si y s8lo si existe un vector de decisidn Y relativo aX.

Este criterio puede ser de aplicacibn prictica en casos,como el indicado en la
proposicifn, en que X es un v&rtice no-degenerado, y cuando el sistema lineal

83



para determinar los Y '"candidatos" sea de solucidn simple.

Obsérvese que si Y es un vector de decisifn para X, lo es para cualquier solu-

cién optimal del problema primal P).

La parte b) del teorema de dualidad implica una precisidn mayor acerca de la co
rrespondencia por dualidad de las restricciones correspondientes a caras K; vy
KI, de los poliedros K y K*, correspondientes a soluciones optimales de los pro
blemas P) y P*) respectivamente.

PROPOSICION 3. A toda restriccibn rfgida (flexible) de K1 corresponde por dua-
lidad una restricci®n flexible (rigida) de KI.

DEMOSTRACION. Si una restriccifn es flexible de K;, es no-ligada a un X e K>

luego la restriccifén dual es ligada a todo Y ¢ KI, 0 sea es una restriccidn rf-
gida para KI.

Veamos que toda restriccidn rigida para K;, tiene por dual una restriccidn fle-
xible para KI. En efecto, supongamos que la restriccién j-€sima es rfgida para
K;, caben dos posibilidades: a) (AX)j = bj y jdJ; b) (AX)j = bj yjeld.

En el caso a) (AX)j = bj para todo X ¢ K luego yj no estd restricta y entonces
la restriccidn es flexible para K;. En el caso b), por el teorema de dualidad,
tenemos que existen X e K1 s Y € KI tales que: (B - AX + ?)j > 0 para todo jeJ,
pero si (AX)j = bj tenemos §j > 0, luego la restriccifn es flexible para KI.

Por otra parte si ii =0 conie I, es decir si la restriccifn X, z 0 es rigida
para Kl’ como, por el teorema de dualidad, debe ser: (YA - C + i)i > 0 para to-
do i € I, tenemos (?A)i > c lo que prueba que la restriccidn (\_IA)i 2 c, es

flexible para K;.

Dicho en otras palabras, si el hiperplano H definido por una restriccidn del
problema P), contiene todas las soluciones optimales de dicho problema, el hi-
perplano H* definido por la restriccibén dual correspondiente, no contiene a to-
das las soluciones optimales de P*), y recIprocamente.

En resumen: la cara K; de K estd contenida en el hiperplano H si y s8lo si el

hiperplano H* no contiene a la cara K; de X*.

D. Consideremos el caso del problema P) en forma normal:

maximi = {(
izar z (CNXN)

sujeto a:
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Por ser J =¢ e I = N, el problema dual P*) tiene la forma siguiente:
minimizar w = (YMBM )

sujeto a: YyAun = Cy

Sea X° un vértice no-degenerado de Ky sea I = {j | x

> 0} , tal que las colum

. N m
nas Ai » 1 € I , constituyen una base de R".

Un vector de decisidn relativo a X°, es un vector Y = Y. ¢ R® que verifica

V) YAy = G

2) YMAMJ > CJ siendo J = N-I,

La solucibn de 1) es ?M = CI(AMI)'I; por lo tanto 2) equivale a:
-1 . .
CI(AMI) AMJ - CJ 2 0 o bien a:

? = o -
2') AJ CIXIJ J

(o]

Sea X° degenerado e I > {j | xj > 0} un conjunto de fndices correspondientes a

una base de R™; sea Y = ?M.definido por la condicibén 1), si vale 2), Y es igual

mente un vector de decisifn y X° es optimal, como ya sabemos pues 2) es equiva-
lente a 2'). Vemos asf que el criterio de optimalidad para una solucifn bisica
X° es equivalente al criterio del vector de decisidn.

Se observa también que la tabla final del algoritmo simplex, cuando no se da el
caso irresoluble, nos permite determinar la solucidn del problema dual, En e-

fecto, supongamos que la primera tabla corresponde a la base {Ai}ie (es decir

M

entonces

Ay = Tuy) Y sea la tabla final correspondiente a la base {Ai}ieI s

por 1).?M = C-I(AMI)—1 = CI(A;iAMM) = Clng = AM+ CM {observemos que: AM =
_ -1

= Cryr - Gy

EJERCICIOS.

1. En el ejercicio 1, Capitulo I, se plantea el siguiente problema:
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P) maximizar (xl-x2+2x3-x4+3x5+5x6+5x7+2x8)
en el conjunto K definido por:
X; t Xy - 3x6 toxg 4 3x8 = 2
X, + sz + Zx6 - Xy + 2x8 =3
X, - x5 + 2x6 - 2x7 - Xg = 2
X, * 2x5 = Xg ¥ X, - Xg = 1
x, 20 i=1,2,3,4,5,6,7,8

1

De acuerdo con la tabla final de este problema, X = (9,0,4,0,0,4,5,0) es solu-
cifn Sptima para el problema P) siendo el m&ximo de la funcional z = 62,

Determinemos para X un vector de decisi8n Y. En primer lugar planteamos el pro
blema dual:

*

P*) minimizar (2y,+3y,+2y;+y,)

4

en el conjunto K* de R* definido por:

v
—_—

)

<
w
v
N

Yy Y2y, - ¥y t2y,2 3

-Syl + Zy2 + 2y3 - Y, 2 5

v
(3]

yl = y2 - ZY3 + YQ
3y1 + 2y2 - Y3t Y, > 2

Observemos que el conjunto I = {i | x, > 0} = {1,3,6,7} ; en consecuencia el

i
vector de decisibn Y asociado a X quedard determinado por el sistema de ecuacio
nes:

Y1 = 1
Yq = 2

-Syl + 2y2 + 2y3 - ya = 5
Yy = Yy - 2y3 * ¥y, = 5
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Resolviendo este sistema obtenemos: Y, = 1 3 Yy = 2 Y, = 12 3 Y, = 20, Ade-

mis Y = (1,12,2,20) satisface las restantes restricciones como se ve inmediata-
mente; luego Y es optimal para el problema P*) siendo el minimo de la funcio-
nal w = 62.

Por filtimo, podemos observar que en la tabla final del problema P) es: A

1 =0

8, =13 ; Ay =0 ; 4, =21, siendoc, =1 , c, = -1 » C3 = 2, c, = -1; y en-

2 3 4 1 2

tonces §i =b,+c, , ieM=1{1,2,3,4}, como habfamos observado anteriormente.
2. En el ejercicio 1, II, consideramos el siguiente problema:
P) maximizar (2x1-3x2+2x3+x

4)

en el conjunto X definido por:

5x1 X, ¢+ 3x3 - 3x4 = 6
3x1 Xy toxy - 3x4 = 4
14x1 + 4x2 + 5x3 - 13x4 = 17
le S S 2x3 - 4x4 = 5
X; 2 0,x2 > 0,x3 2 O,x4 > 0

La solucibn Bptima es X = (0,3,1,0) que es degenerada, Tenemos entonces
T ={i| ii > 0} = {2,3)} mientras que J = {il(AX)i < b;} = ¢ luego J, =M-J =M

y entonces: IJOI 4 > |I| = 2; el sistema de ecuaciones para determinar un vec

tor de decisidn es:

YLt Yy Ayt oy, =3

|
N

3Yp * Yy Syy 2y,
siendo indeterminado con grado de indeterminacibn d = |Jo|-|I| = 2,

E. Los pardmetros yi del problema dual juegan un papel anflogo, respecto del
problema P), al de los multiplicadores de Lagrange en el problema clisico de
los "extremos condicionados". En realidad un teorema de Kuhn y Tucker permite
un enfoque unificado del problema lineal y del problema clisico.

Forzando la analogfa, para estudiar el problema:
/
P) maximizar (C.X ), en K definido por: AX <; B, X > ¢
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introducimos los multiplicadores Yi» con y; 2 0 si je J; y estudiamos la si-

guiente funcibn (dicha de Lagrange)
LX,Y) =(C.X)>+ (Y, (B-AX) )= (C.X )+ (Y. B)=- YAX =(Y.B)+ ( (C-YA).X)

I J

en el dominio 0 = {(X,Y) | X 27 0, Y 2 +n

"0} < R®™™, (en el caso cldsico el domi

. m+n
nio es meramente R ).

Un punto (X,Y) R®"™ se dice PUNTO SILLA de L si (i,?) e D y:

L(X,Y) < L(X,Y) < L(X,Y) para todo (X,Y) € D,

PROPOSICION 3. X , Y son soluciones optimales de P) y P*) respectivamente si
y s68lo si (X,Y) es punto silla de L, En este caso {C.X)>=(Y.B)= L(X,Y) = YAX,

DEMOSTRACION. Si i,? son soluciones optimales de P) y P*) respectivamente,se
verifica (C.X)=( Y.B)y ademds (Y. (B-AX)) = ¢ (YA-C).X) = 0; luego L(X,Y)=(C.X)

= (Y.B) = YAX. Por lo tanto;utilizando el hecho que C-YA < 0

, X 21 0 implica:

((C-YA).X)s 0y (B-AX) >, 0, Y 27 0 implica: (Y. (B-AX)) = 0 resulta:

L(X,Y) = (Y.BX (C-YA).X Y < (Y.B )= L(X,Y) = (C.X ) < (C.X»(Y.(B-AX)) = L(X,Y)
y entonces (i,?) es punto silla de L.

Reciprocamente, sea (X,?) un punto silla de L, esto significa en particular que

para todo X 21 g es: L(X,?) = (Y.B)+(C.X)-YAX < L(i,?) = (Y.B)+(C.X)-YAX ,

= - = 1

luego ¢ C. (X=X} £ Y.A(X-X) para todo X >T 0; pero entonces para X 2~ X, ponien-
- - I -

do W = X-X se tiene {C.W)< YAW para todo W =" 0, y entonces YA 2; C, luego

Y € K

4

- - - 1
En forma anfloga, y usando el hecho que: L (X,Y) < L(X,Y) para todo Y 2 0 se

ve que AX €7 B, ¥y por lo tanto X e K.

Como X ¢ K, Y ¢ K* resulta (C.i )< (?.B ) (por el teorema de dualidad). Por o-
tra parte como (0,?),(&,0) € D es: L(O,?) < L(i,?) < L(i,O), luego (Y.B)<(C.X)
y por lo tanto X , Y son soluciones optimales de los problemas P) y P*) res-

pectivamente (ver proposicién 1),

. . I
F. Consideremos para B ¢ R" el poliedro K(B).= {X | AX <y B, X 2" 0} vamos a

estudiar 1la funcifn:
88



M(B) = mfx (C.X)
K (B)

Convengamos en escribir M (B) = -= si K(B) = ¢ y M(B) = +» si 1a funcional (C.X)
no estf acotada superiormente en K(B).

Consideremos el poliedro K* = {Y | AY 2, C, Y 27 ) y sea N(B) = mfn (Y. B) ;
K

convenimos en escribir N(B) = +o si K= ¢ yN(B) = e 5i 1a funcional no estf

acotada inferiormente en X* (para todo B).

si K* = ¢ es N(B) = += y el problema de maximizar (C.X ) en K(B) es irresoluble,
Puede ocurrir que sea K(B) =¢ o bien K(B) # ¢ (dependiendo del valor de B) pe-
ro como K* = ¢: M (B) tomar8 el valor -®, en el primer caso, o bien M (B) tomari
el valor +=, en el segundo.

Si K* # ¢, como supondremos de aquf en adelante, el problema planteado en K es
resoluble y también lo es el problema planteado en K(B) siendo: M (B) = N(B); en
este caso el estudio de M (B) se simplifica, pues es el mfnimo de una funcional
({Y.B)) en un poliedro fijo K*.

Suponiendo K propio, sean V(l),V(z),...,V(p) sus vértices y QK* su cono asint8

tico, entonces K* = [V(l),V(z),...,V(p)] + QK* » POTr lo tanto si es: (Z.B)< (
para algfin Z ¢ QK* se tendrd M (B) = -w; si por el contrario ¢(Z.B)=2 0 para todo

Ze¢ QK* resulta para todo Ye K': (Y.B) > mfn (B.V(j)) (ver proposiciBn 11 -
l<j<p

IITI). En conclusibn tenemos:

—co si B ¢ (QK*)*
M(B) =

nin ¢B.VY)) siB e (g

I1<j<p

PROPOSICION 4. Si mfn<{Y.B) se alcanza en un s8lo Y e K*, entonces para € > 0
K* .

suficientemente pequefio (|e| < &) vale:

My ,...bive, . 0,B) - Mby,..,b) oM =
=Y; = 35 (B)
€ J i

. - - . * . -
Si mfg (Y.B)ocurre en un s6lo punto Y € K*, necesarilamente K es propio e Y es
K
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uno de los vértices v(i) G =1,2,...,p) de K*, supongamos Y ='V(£)- adem8s

b4

(B.2)> 0 para todo Z ¢ QK* (o bien para todo vector director de aristas de
QK*) esto nos asegura que B estd en el interior de (QK*)*; podemos tomar enton-

ces un entorno de B: B(E,G) S (QK*)* y entonces M (B) > -» para todo B e B(ﬁ,é).

Como estamos suponiendo que mff (Y.B )ocurre en el vértice V(z) de K*, es de-
K

cir que: M(B) = min (v@)s) = (V(Klﬁ >para un dnico Indice £, & puede hacerse
1<j<p

tan pequefio como para que (V(Zlﬁ y< (V(jlﬁ Ypara j #4&, (j = 1,2,...,p) no sdlo
en B, sino que sea (V2B 3y< (V)R ) para todo B e B(B,8) (GE , j=1,2,.v.,p) ;
en estas condiciones M (B) = (V(KZ§ Yy para todo B ¢ B(B,G), y entonces tomando

le| < § se tendré:

M(El,...,Ej+e,...,Bm) - M(Bl,.

€ €

B (v ngz)e -(v®)E,

&) _ M 2
=V —51)? (B)

Observemos que la hip&tesis de la proposicifn es vdlida si entre los X que maxi
mizan (C.X )en K(ﬁ) hay uno no-degenerado (ya que en este caso el vértice de K
que minimiza (Y.B) es dnico).

La férmula, si es aplicable, provee una interpretacién, en t&rminos del proble-

ma P), de los multiplicadores ;j' Ellos coinciden con la tasa de variacifn
de miximo de la funcional (C.X ), relativa a la variacidn de la cota bj en la

tricci AX). £ b. (& (AX). = b,).
restriccifn ( X)J bJ (% ( X)J J)
NOTAS-Y PROBLEMAS.
NOTA 1. INTERPRETACION ECONOMICA DEL PROBLEMA DUAL.

Los economistas interpretan el problema dual como un problema de asignaci®bn de
precios unitarios a los factores de produccifn.

Estos precios se sujetan a las restricciones de problema dual; la restricci®n

(YA)k 2 Cy» €xpresa que el precio de la totalidad de los factores consumidos,

cuando la 1fnea k trabaja con intensidad 1, no debe ser inferior al beneficio
Cx obtenido en tales condiciones.

La idea es que un beneficio no seri obtenido de la nada, y debe ser compensado-
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eventualmente en exceso-por el precio de los factores utilizados. Con esta i-
dea es natural que { C.X )< (Y.B), es decir que el precio asignado (en las condi
ciones indicadas) del total de los factores producidos no sea inferior al bene-
ficio total producido; este es el punto a) 1) del teorema de dualidad. Ademis
la asignacifn de precios, Yj» debe ser hecha de modo tal que el pretio total de
los factores, { Y.B), sea minimo (estos precios son 1lamados PRECIOS DE SOMBRA) .

Sea Y = (§l,§2,...,§m) la asignacidn de precios en tales condiciones. E1 teore

ma de dualidad (a) 2)) expresa que el precio (Y.B > asignado de este modo a los
factores coincide con el beneficio ( C.X > que puede obtenerse de manera 6ptima.
Asf hay compensacidn entre el precio total de los factores disponibles y el be-
neficio.

Consideremos el caso en que Y es dnico:

Si (AX)j < bj’ es decir si no consumimos todo el factor P;s en condiciones de
produccidn Sptima, sabemos que ;j = 0; es decir, se asignarf precio nulo al fac

tor que est€ en una disponibilidad tal que €1 no sea causa de que la produccibn
no d€ m&s beneficio,

Si ik > 0, es decir si la 1fnea k es realmente utilizada en el programa de pro-
duccidn 8ptimo, es (?A)k = €, O sea hay compensacifn entre el beneficio y el
precio de los factores en esa 1fnea. Es claro que en las 1fneas no utilizadas

(x, = 0) nada importan los precios y, de los factores ues no se consume nada
k p P k > P

(1a condicién (?A)k 2 ¢, se manifiesta completamente intrascendente),

Finalmente, la condici8n dé equilibrio entre el beneficio y el precio de los
factores se revela en 1lo siguiente:

Supongamos que M(bl,bz,...,bm) es el beneficio 8ptimo. Levantemos 1a existen-
cia del factor P; desde bj a bj+e,,esto significa aumentar el precio total de
los factores disponibles en §j€ siendo este aumento compensado por el incremen-

to del beneficio, es decir:

Mo byseenybire,ninyby) = Hby,by,.euyby) = Yoe

y ésta es la igualdad de la proposicién 4.

NOTA 2. E1 LEMA DE FARKAS dice:

LEMA. Dadas las funcionales lineales 61(X),62(X),...,6m(x),g(X): 61(X) 2 0,...
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ceirfg(X) 20,64, (x)=0,...,§,(X) = 0=g(X) 20 siy s6lo si existen nlimeros

reales: A} 2 0, A, 2 0,...,A_ 2 0, A 41s+-+s2, tales que para todo X:

g = Apf 00 + Apf,(X) + eue + AF(X) + L+ A g (X).

Si ponemos 5j(X) = (A(j?x) para j =1,2,...,m ; g{X) = (B, X)), J = {1,2,...s} ;

el lema de Farkas expresa la equivalencia entre i) e ii):

i) AX 2; 0 =(B.X)20

ii) Existe A ¢ R®™ , A 27 0 tal que B = 2A

Puede ser instructivo derivar el lema de Farkas del teorema de compatibilidad;
vedmoslo:

La implicacidn ii) = i) es inmediata.

Probemos que i) = ii).

Como vale i) el sistema: AX 2; 0, (B.X )< =1 es incompatible; o sea: -AX <; 0,

(B.X?< -1 es un sistema incompatible. Por lo tanto, existen Y ¢ R®, o ¢ R

Y 2 0 , 2 0 tales que: Y(-A) + aB = 0 (pues no hay restricciones sobre las

»

variables) siendo o (-1) < 0; de aquf resulta o > 0 ; luego es: B =

= ( é Y)A y poniendo A = é Y es A ZJ 0 y ademfs B = AA.

1

NOTA 3. JUEGOS BIPERSONALES FINITOS.

Sean A, B dos jugadores, los que eligen un elemento i ¢ M = {1,2,...,m} ,

j ¢ N=11,2,...,n} respectivamente, sin que ninguno sepa la eleccién del otro;
el resultado (i,j) se da a conocer y una cantidad a;; es lo que el jugador B pa

ga al jugador A; sea A = AMN la matriz de pago.

Si (h,k) es un punto silla de 1la matriz, es decir si Ay S o, S ahj , para to-
do (i,j) €« M* N, h y k son las mejores jugadas de A y B respectivamente, en el
siguiente sentido: -si A elige h estd seguro que su ganancia no bgjarﬁ de . Y

puede eventualmente ser mayor si B mno elige k; si A no elige h su ganancia pue-

de ser inferior a apy» Si ocurre que B elige k y es: aj, < 8p,; en general tal

caso no se presentari.

Si el juego se repite muchas veces, no conviene al jugador A elegir sistemitica
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mente el mismo elemento h ¢ M, excepto que estemos en el caso en que hay punto
silla y &ste es (h,k) - pues de proceder asf B elegiri siempre el elemento ke N

tal que a,, sea mfnimo: a

hk hk © ahj para todo j ¢ N. A poco de iniciado el jue-

go, A se dari cuenta que, ya que B juega siempre k, 81 debe variar su jugada a
un £ e¢M tal que apr > o lo que es posible si (h,k) no es punto silla como

suponemos. Por esta razbn y particularmente para no brindar informaci8n alguna
a B, A decide distribuir sus jugadas al azar, procurando frecuencias PpsPgseses

=]

. . 1
ees Py sobre los elementos i ¢ M (siendo P; =55 n; el nimero de veces que
T

juega 1i; g el ndmero total de jugadas). Como el mismo argumento harf B, &ste

procurari las frecuencias CSEL PRI de esta manera, al final del juego, B

habri pagado a A la cantidad: Z P.2a..q

i7ij

. = p A q.
i p q
Al decir que A distribuird sus jugadas al azar procurando frecuencias pi,i e M,
queremos decir que A jugari (en cada jugada) al elemento i ¢ M con probabilidad

p; (lo que puede realizar mediante un evento aleatorio que produzca el evento

i
i, con probabilidad p; - bolillero, ruleta, tabla de niimeros aleatorios, etc.).

De la misma manera jugari B (es decir, en cada jugada, B jugari al elemento

j ¢ N con probabilidad qj).

La cantidad E(p,q) = p A q indica la esperanza matemdtica de A.

El juego se reduce entonces, a una eleccidn de A en el conjunto:

Kp={p|zi€Mpi=1’pi20’l€M}
y una eleccifn de B en el conjunto:
K, ={qa | I a;=1,q, 20,73

q jeN ]
siendo E(p,q) = p A q la funcibn de pago. Los elementos p ¢ Kp, q € Kq se di-
r&n ESTRATEGIAS de A y B respectivamente,

El siguiente teorema de J. von NEUMANN asegura la existencia de estrategias &p-
timas 5 s a para los jugadores A y B.

TEOREMA (MINIMAX). La funcidn E(p,q) = p A q definida en Kp % Kq, tiene punto

silla (p,q).
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La denominacidn de MINIMAX, se debe a que la existencia de punto silla equivale

a afirmar que:

mfn mix E(p,q) = mix min E(p,q)
q % P q

(ver PROBLEMA 2),

Por el mismo problema sabemos que 5 debe verificar:

mix {min €(p,q)} = min E(,q)
P q q
Y, anflogamente, a debe satisfacer:
nfn {mfx E(p,q)} = mix E(p,q)
q P P
Consideremos los siguientes problemas:
PA) maximizar ( min E(p,q)) en el conjunto K_;
qeK P
q
PB) minimizar( m8x E(p,q)) en el conjunto Kq;
peK

ninguno de los problemas es lineal, pero vamos a reducirlos a problemas linea-

les equivalentes; notemos en primer lugar que:

min E(p,q) = min E(p,ek) = min (p.AL)Y
q eKq keN keN

donde e, €s el vector columna unitario e = 0,...,0,1,0,...,0) y Ak = Ae, es
k_/

la columna k-8sima de la matriz A.

En efecto, fijado p ¢ Kp, la funcién E(p,q) = p A q-es funci8n lineal de q; es-
ta funcidn lineal toma el valor mfnimo en uno de los vértices del poliedro Kq,

que son justamente los vectores unitarios e k ¢ N.

k’

El problema PA) es entonces el siguiente:

maximizar (mfn (p.Ak)) en el poliedro K_.
keN P

Anfilogamente Pg) consiste en:
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minimizar (mix (A(j)

.q))-en el poliedro K .
JeM 4

Finalmente (de acuerdo a la observacién b, I) los problemas PA) y PB) son e-
quivalentes a los problemas lineales PA), 'P%) siguientes:

t
PA) maximizar z

sujeto a las restricciones:

Z p. =1

j=11

ijO,ﬂ je M.
Pg) minimizar w

con las restricciones:

w2 A9 gy, M

Ambos problemas se representan en el siguiente cuadro:

0 0 . 0
A A\ A\
P; P, S z
0 < q, 1 <0
0 <q, 1 <0
... (A" = AT - - ()
0<4q, 1 <0
W 1 1 e 1 0 =1
' vy Vi 0
0 0 .« o 0 1
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Los problemas PA) y P%) son duales uno del otro; en consecuencia soluciones
optimales (z,p) ; (w,q) de PA) y Pk), respectivamente, verificarin (por el

TEOREMA DE DUALIDAD) z = w.

De 1o expuesto resulta: z = mfn E(p,q) y w = m8x E(p,q); luego para todo pe Kp;
q P

q € Kq se verifica:

E(p,q) < w=12z = E(p,q)
lo que prueba la existencia de punto silla, es decir, el TEOREMA MINIMAX.

PROBLEMA 1. Mostrar las siguientes propiedades,vdlidas para conos cerrados P,Q:
a) PcQ=P Q"
b) P*F =P

) (®a Q" =P'+Q
d) (p+Q)fc =P a Q"

Admita que P*+Q* y P+Q son cerrados, lo que realmente ocurre si P y Q son co-
nos poliBdricos.

PROBLEMA 2. Sea H(X,Y) una funci®n definida en E x F:

a) Probar que (i,?) es punto silla de H si y sdlo si H(X,?) < H(i,Y), para to-
do (X,Y) ¢ E x F,

b) Si H es tal que existen mix min H(X,Y) , min midx H(X,Y) entonces:
X Y Y X

mdx min H(X,Y) < mfn m&x H(X,Y)
X Y Y X

c) Si (X,Y) es punto silla de #: mix min H(X,Y) = mfn midx H(X,Y) = H(i,?).
X Y Y X

Reciprocamente, si mfn mix H(X,Y) = m&x mfn H(X,Y) entonces todo
Y X X Y

(X,Y) € E x F tal que: min {max H(X,Y)} = mix H(X,?) ; mix {min H(X,Y)} =
Y X X X Y

= mfn H(i,Y) es punto silla de H,.
Y
d) Las hip8tesis b) y ¢) son vdlidas si E, F son compactos y .H continua.
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V. FLUJOS Y TENSIONES EN UN GRAFO.

A. En la figura representamos una red de distribucién de un flufdo. Para cono
cer como se realiza la circulacifn del flu

fdo en la red - en un.cierto intervalo de

tiempo - bastari conocer en cada tramo de b d

la misma y en el intervalo de tiempo con- \\8
siderado, qué& cantidad de flufdo ha pasa-
do y en qué direccifn. Asi tendremos 8 u
nidades en la direcci8n (d,e) ; 2 unida- €
des en la direccidn (g,f) ; etc.

Cuando deben considerarse varios "estados h
de escurrimiento" es c6modo establecer u- '

na de las dos convenciones siguientes:

I) A cada tramo {x,y} de la red le asignamos una ORIENTACION, es decir, fija-
mos uno de los pares (x,y) 6 (y,x). Ademfs si o es la cantidad que fluye desde
x hacia y asociamos o 6§ (-o) al tramo {x,y} segdn sea (x,y) & (y,x) la orienta-
cidén fijada a dicho tramo.

IT) No prefijamos ninguna orientacidn en la red, y si o es la cantidad que flu
ye desde x hacia y, asociamos o al par (x,y) vy (-a) al par (y,x).

En lo que sigue utilizaremos fundamentalmente la convencidn II.

Llamaremos GRAFO a todo par (X,S )constitufido por un conjunto X # ¢ y una rela-
cifn S « X x X, sim8trica y no-reflexiva (es decir S es tal que si (x,y) ¢ S en
tonces (y,x) ¢ S y ademis (x,x) ¢ S, para todo x ¢ X).

Dado el grafo G = (X,S ) 1lamaremos VERTICE a cada elemento x e X Yy arco a cada
uno de los pares (x,y) « S. Los arcos (x,y),(y,x) ¢ S se dir&n OPUESTOS y cada
par de ellos corresponde a un TRAMO (ARISTA) {x,y} del grafo G.

La figura precedente representa un grafo de 8 vértices y 15 tramos.

En general todo grafo finito (es decir cuando X es finito) admite una represen-
tacidn geométrica similar (no unfvocamente determinada) asignando a cada vérti-

ce un punto del plano y a cada tramo un arco de curva simple con extremos ade-
cuados.

En un grafo llamaremos CAMINO - desde p hasta q - a toda sucesin de arcos de

la forma: (p,xl);(xl,xz);...;(xz,q). Si algunos arcos son sustitufdos por sus

opuestos, queda definida una CADENA de extremos p,q.
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Un grafo se dir4 CONEXO si y s6lo si para todo par de vértices existe al menos
una cadena que los tiene por extremos, es decir que los conecta. Tal es el ca
so del grafo de la figura precedente. Puede verse que un grafo es conexo si y

s6lo si cualquiera de sus representaciones geom&tricas es un conjunto conexo.,

Dado el grafo 6 = (X,S ) 1llamaremos SUBGRAFO de G a todo grafo # = {X,T ) donde
T es una relacifn simétrica definida en X x X , T ¢ S. Observemos que un sub-

grafo de un grafo conexo pliede no ser conexo (por ejemplo si T = ¢).

Salvo mencidn explfcita en lo que sigue nos referiremos d grafos finitos, co-
nexos.

Si dado el grafo G ={(X,5) se elige un subconjunto U ¢ S tal que de cada par de
arcos opuestos contenga exactamente uno de ellos, diremos que se ha dado una O-

RIENTACION del grafo G; como |U| = l%L es claro que pueden obtenerse 2|S|/2

grafos orientados distintos a partir del mismo grafo soporte G = (X,S ).

Sea E el espacio lineal de todas las funciones antisimétricas f: S + R (es de-

cir f(x,y) = £ = - f(y,x) = - £ , para todo (x,y) € S). Si Ugc S es una o-
Xy ¥xX

rientacidn del grafo G entonces f = fIU es una funcidn (arbitraria) definida so

bre U con valores en R. Recfprocamente, toda funcifn f: U + R es la restriccich
de una Ginica funcibn £ ¢ E. Asf E resulta isomorfo al espacio lineal E; de to-

das las funciones lineales f: U » R, cuya dimensifn es |U| = l%i-.

Utilizaremos en E el producto escalar: (f.g)=1] fx 8yy* NStese que el
(x,y)es *7 %Y

producto escalar en Ey, a-saber <f.§>U =7 f_. g se relaciona con el pro

(x,y)ey *V°%Y
ducto escalar definido en E mediante la igualdad (f.g )= 2 (f.é)u. Puesto que

ambos productos difieren en un factor - 2 - resulta claro que dos funciones son

ortogonales en E si y s8lo si sus respectivas restricciones lo son en EU.

Observemos que considerar, ya sea el espacio E, o bien el espacio EU es adope

' tar, respectivamente, ya sea la convencifn II), ya sea la convenci8n I) dadas
al comienzo. Utilizaremos sistem&ticamente el espacio E y sBlo excepcionalmen-
te el espacio EU.

B. Diremos que ¢ es un FLUJO sobre el grafo 6 = (X,S)si ¢ € E y cualquiera se

a el vErtice a € X se verifica: ¢a = Xx¢ax = 0 (se entiende que la suma se ex-

tiende a todos los x ¢ X tales que (a,x) e S).

La condicidn precedente ¢, = 0 corresponde al hecho intuitivo segliin el cual "la
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circulacidn de un flufdo en una red se realiza en forma conservativa'". En efec
to, la suma de 1los ¢ax > 0 del "flujo saliente del v&rtice a" y la suma de los

9.x < 0 da, cambiado de signo, la suma de los $¢gxa > 0 0 sea el "flujo entrante

al vértice a". Por lo tanto, en cada v&rtice el flujo entrante iguala al flu-
jo saliente,

Notese que si U es una orientacidn del grafo G, dado el flujo ¢ la funcién
¢ - ¢|U (¢U e Ey) verifica: Zx¢gx = zx¢:a (suma extendida a los x tales que:

(a,x) e U ; (x,a) € U respectivamente). Tal es la nocidn de FLUJO "ORIENTADO",

Por otra parte, toda funcifn #: X » R se dirf funcidn POTENCIAL del grafo G; da
da una tal funcibn queda definido para cada arco (i,j) € S el valor eij =Ij-£i=

= (M);5;5 la funciBn 8: S+ R (8 ¢E) se dirf TENSION O DIFERENCIA DE POTENCIAL.

El conjunto ¢ de los flujos y el conjunto @ de las tensiones, sobre un grafo G,

son subespacios lineales de E.

En efecto, ¢ es el espacio de las soluciones ¢ ¢ E del sistema homog&neo A¢ =0,
donde A es la matriz de elementos agiﬁ) (i e X, (i,j) € S) tales que para cada
(1) \ (i)

i se tiene a(ijy = 1 para el arco (i,j) ; a(ijy © -1 para el arco (j,i) y
aéig) = 0 en todo otro caso (es decir si (i,j), (j,i) ¢ S).

Ix|

Por otra parte, © es el espacio imagen del espacio R - de todas las funcio-

nes potenciales £ en X - por la aplicacibn lineal A definida por (At)ij =tj'Ii'

PROPOSICION 1. Los espacios & y © son complementos ortogonales en E. Ademfs,
suponiendo G = (X,S) conexo, resulta: dim © = n-1 y dim ¢ = m-n+1 (siendo n =
=[x] ;m = |sl/2).

-En efecto, dada f ¢ Ey 6 = At ¢ O se tiene que:

(£.8)=7 fey@y=2) =1 2] f£.-1 %] f

(x,y)es yeX 7 xeX xeX *yex ¥V

intercambiando x e y en la segunda suma y notando que fxy x Tresulta:

[}
1
'—h
«

(f0)=27] %
veX 7 TxeX xy
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De aquf es inmediato que si f ¢ ¢ se tiene: (£.6) = 0,

Reciprocamente, si (£.6) = 0 para todo 6 ¢ ©, entonces f ¢ ¢, segin se deduce
de considerar las funciones potenciales tales que ia =1, tx =0 six # a.,

(Observemos que hay una de estas funcionés para cada v&rtice a).

En consecuencia: & y © son complementos ortogonales en E. Ademfs, puesto que G
se supone conexo es inmediato que At = 0 si y s®lo si t es constante en X, re-
sulta entonces que el nfcleo de la aplicaci8n lineal A, esti constituido por
las funciones potenciales constantes y por lo tanto su dimensifn es 1; en conse
cuencia si |X| = n ; el espacio imagen por A: O , tiene dimensién n-1,

i

Finalmente, dado que m = l%l es: dim E = m y por lo tanto:

dim ¢ = dim E - dim @ = m=-(n-1) = m-n+1

C. Dado un conjunto Z < S tal que (i,j) € Z implica (j,i) ¢ Z sea Py la fun-

cifn de E definida por:

1 si (i,§)  Z
p.. = =1 si (j,i) € Z

0 si (1,3);(3,1) ¢ 2

Observemos que si Z = {(i,j);(,k);...;(r,s);(s,i)} entonces p, €s un flujo; en

tal caso Z y p, se dicen CICLOS de G (se excluye el caso Z = {(i,j);(,i)1).

Dada una particidn de X en dos conjuntos no vacfos : A, B = X-A , sea
Z={(1,j) | ieA, jeB; (i,j) ¢ S}. Sea T, la funcidn caracterfstica de A

Yy pg = A(-1A) ; P, s una tensifn; en este caso Z y Py se dicen COCICLOS de G,

Un ciclo Z se dice ELEMENTAL si cada uno de sus vértices es considerado solamen

te dos veces (una como vErtice inicial y otra como vértice final de los arcos

del ciclo).

Un cociclo Z se dice ELEMENTAL si, al retirar los arcos (i,j) € Z y sus opues-
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tos, el grafo G queda dividido en dos grafos conexos.

Consideremos el grafo indicado en la figura;

un ciclo elemental es:

2y = {(b,a);(a,g);(g,d);(d,c);(c,£); (£,b)}

y un cociclo elemental es:

[aN]
n

2 {(b,a);(f,c);(e,d)} (en este caso A = {i,b,f,e}).

Si los arcos del grafo son numerados como en
la figura dada a continuaci8n, el ciclo Z,y
el cociclo Z, pueden ser representados por vec
tores SZ ,EZ € R22 respectivamente:

1 2

Ezl=(030’1"1,'1a1"1s1 50,0,1,-1,-1,1 ,13'1,0’0)0’0’0,0)

522=(0y0’1"1:0’0,15'1’0’0s0’0,090,0’0’1"1’0’0’0’0)

OBSERVACION 1. Los cociclos generan el espacio © de las tensiones; mds adn,

cualquiera sea la familia de conjuntos {Ai}ieI ,  # A, # X, tal que la familia

de funciones caracterfsticas {1A-}ieI generen el espacio de las funciones poten
1

ciales, £: X = R, los cociclos p, = A(-1, ) (i € I) generan el espacio O,
i Aj P

OBSERVACION 2. Los ciclos generan el espacio ¢ de los flujos. En efecto, para

que 8 sea un tensidn es suficiente (y obviamente necesario) que (8.,p) = 0 para
todo ciclo p, o sea que dado el ciclo Z = {(i,3);(,k);...;(s,i)} ¢ S resulta:

(1) 6,. + 0., + .., +0 . =0

((a,il);(il,iz);...;(ip,x) € S), se tiene por la igualdad (1) que la aplicacién

t estd bien definida vy, por otra parte, si (i,j) € S es tj-ti = eij'
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En consecuencia, los ciclos generan ¢, ya que el espacio ortogonal al espacio
generado por los ciclos estd contenido en 0, y € = @l, luego ¢ esti contenido
en el espacio generado por los ciclos, pero &stos son flujos, por lo tanto, am-

bos espacios coinciden.

Las afirmaciones hechas en estas observaciones serdn refinadas en los pirrafos
Dy E.

D. Un grafo G = {(X,S), conexo o no, se dice un ARBOL si no contiene ningln ci-

clo, esto equivale a decir que G es un 4rbol si y sdlo si & = {0}.

Si 6 es un grafo conexo, por ser dim & = m-n+1, resulta que G es un &rbol co-
nexo si y s6lo sim = n-1,.

En el caso que G es un Arbol no-conexo, cada componente de G es un &rbol co-

nexo (suele expresarse esta situacidn diciendo que G es un BOSQUE).

Si el grafo conexo G no es ya un irbol, es posible (y de diferentes maneras)
determinar un subgrafo T = (X,T )de G, que sea un 4rbol con - exactamente =- n-1
tramos, y de manera que si se agrega un tramo mds a T, el grafo resultante deje
de ser un 8rbol; diremos en este caso que T es un ARBOL MAXIMO.

Puede probarse que si G es un grafo conexo, las afirmaciones siguientes son e~
quivalentes para un subgrafo T de G:

i) T es &rbol miximo
ii) T es &rbol conexo

iii) T es &rbol con n=1 tramos (n = [X|)

En el grafo del ejemplo anterior, los tramos: {i,bl};{b,a};{b,f};{f,e};{f,c};
{c,d};{d,g} determinan un 4rbol miximo.

OBSERVACION 3, Dado un 8rbol miximo T de un grafo conexo G, a &l se asocian u-

na base de @ (respectivamente de 0) constitufda por ciclos elementales (respec-

tivamente cociclos elementales) de G.

En efecto, a cada uno de los m-n+1 tramos {a,b} del grafo G que no estin en el
drbol T, es posible asociar un ciclo elemental Pab (formado por (a b) y arcos

de T que conectan a con b). Es inmediato que dichos ciclos son linealmente in-
dependientes - pues cada arco no perteneciente a T forma parte de uno y sdlo un
ciclo. Por otra parte se pueden formar exactamente m-n+l1 ciclos y es dim ¢ =
m-n+1; por lo tanto los ciclos asi constituidos forman una base de ¢.
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Para probar la segunda parte de 1la observacibn, notemos que con cada uno de los
n-1 tramos {x,y} del &rbol T es posible, qui- . ,

tando este tramo determinar dos conjuntos A y

B que constituyen una particién de X (el con-

junto A estd constitufdo por los vértices co=

nectados con x por arcos de T, B estd formado p
por los elementos de X-A),
Tomando Z = {(i,j) € S | i € A, j € B}; -
A \'' B
p, = A(-lA), es un cociclo elemental. De es~-

ta manera podemos determinar n-1 cociclos elementales, que son linealmente inde
pendientes - pues cada arco de T pertenece a uno solo de ellos - y entonces

constituyen una base de O,

Consideremos una base de ciclos elementales P prtodo flujo ¢ se expresa de ma-

nera finica como combinacidn lineal de ellos, es decir:
(2) ¢ = I ApPap (ap € R)

En particular, ¢ queda univocamente determinado por su valor ¢ab en el comple-

mentario de un &rbol miximo, y, con m&s raz8n; en el complementario de un Arbol.

Andlogamente, consideremos una base de cociclos elementales Py toda tensifn 6

se expresa de manera Unica como una combinacidn lineal de estos cociclos,o sea:

(3) 8 =7 A p (A__ € R)

Xy xy Xy

En particular & queda univocamente determinada por sus valores exy en un irbol
mdximo, y, con m&s razdn en cualquier subgrafo conexo de G (pues tal subgrafo

contiene un &rbol miximo).

Una consecuencia interesante de las igualdades (2) y (3) es que los valores de
¢ 0 6 se expresan en funcidn de los datos Aij’ como una suma algebraica de e-
llos, es decir como una suma de t&rminos Aij con coeficientes: 0,1 8§ -1. En

particular, si los datos Aij son enteros, ¢ y 6 tendrdn componentes enteras.
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EJERCICIO. En el grafo de la figura considere el drbol miximo que se indica de
terminando:

a) E1 flujo ¢ con los datos:

¢ag=xag ; ¢ed=xed 0 =h 9567

b) La tensi8n 6 con los datos:

Independientemente de lo anterior, para determinar 8, es mids simple determinar
un potencial £, sobre el drbol, que responda a los datos dados y hacer 6 = AL,
Mientras que para determinar ¢ puede observarse el grafo, asi para calcular,

por ejemplo, el valor ¢fc se suman Aac,ked,kag, siendo: ¢. = -Xac—xed~kag.

Un subconjunto V de arcos de G, tal que con cada arco contenga su opuesto, se
dir& un CONJUNTO DE UNICIDAD de los flujos de G, si para todo ¢ ¢ &, ¢|V = 0 im
plica ¢ = 0.

De lo visto anteriormente, resulta que si V es el conjunto de arcos complementa
rio de un 4rbol, V es un conjunto de unicidad de los flujos de G. Reciprocamen
te, si V es un conjunto de unicidad de los flujos de G, los tramos {x,y} ¢ V
constituyen un &rbol T = (X,S5-V ). En efecto, consideremos un flujo ¢' sobre
el grafo T (no necesariamente conexo), prolonguemos ¢' a todo el grafo G ponien

do: ¢, =0 si (a,b) € V. Es fédcil verificar que ¢ es un flujo de G y como
¢lv = 0 resulta ¢ = 0; en particular ¢|S—V = ¢' = 0, Esto muestra que todo flu

jo del grafo T es nulo, y por lo tanto T es un &4rbol.

Andlogamente se define el concepto de CONJUNTO DE UNICIDAD de las tensiones de
6. As? entonces el conjunto de tramos de un subgrafo conexo de G es un conjun-
to de unicidad para las tensiones de G, ya que todo subgrafo conexo contiene un
4drbol miximo. La recfproca también vale, siendo su demostracidn muy simple.

Un conjunto de unicidad V de flujos (tensiones) se dird un CONJUNTO DE DETERMI-

NACION si dada una aplicacién v: V > R tal que v, = para todo (a,b) € V

-Yba
existe ¢ (respectivamente 6) - necesariamente Unica - tal que ¢1V = Y (respecti

vamente e‘V = vY).

Es fdcil verificar que V es un conjunto de determinacidén si y s8lo si es un con
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junto de unicidad minimal. Esto significa que, en el caso de los flujos, V es
el complementario de los arcos de un &rbol m&ximo; Yy que en el caso de las ten-
siones, V es el conjunto de arcos de un 4rbol miximo. (

E. Llamaremos SOPORTE de un flujo (o una tensi8n) f al conjunto

sop £ = {(i,j) | fij > 0}

De la definicidn resulta:

i) Si ¢ es un flujo no-nulo, sop ¢, tiene la propiedad: (i,j) € ¢ = existe
k ¢ X tal que (j,k) ¢ sop ¢.

Es fdcil verificar que de esta propiedad resulta que, para un grafo G finito,
sop ¢ contiene un ciclo Z,.

ii) Si 6 es una tensidn no-nula, 6 = At, siendo £ una funcidn potencial no
constante, tomando cualquier a tal que: mfn %, < o < mix .y A= {1 ] £, < al;
ieX ieX

B=1{j | tj > a}, el cociclo Z = {(i,j) ¢ S | i € A, j ¢ B} estid contenido en

sop 6.

Es inmediato que todo ciclo contiene un ciclo elemental. Veamos que todo coci-

clo contiene un cociclo elemental. Es claro que todo cociclo contiene un coci-

clo minimal (en el sentido conjuntista). Basta ver que todo cociclo minimal es
elemental. En efecto, sea Z = {(i,j) ¢ S | 1 € A, j e B} un cociclo minimal
de G y sea G, el grafo obtenido al quitar de G los arcos de Z y sus opuestos.Si

Z no es elemental, A 8 B no determinan en GZ dos grafos conexos. Suponiendo

que A no es conexo, sea A1 una componente conexa de A en G el cociclo Z, defi

Z’
nido en relacidn con Ay X-A; es tal que ZL £z,1 # Z - como puede verifi-

carse - Y esto nos lleva a una contradiccidn.

Resulta entonces que en referencia a ciclos (cociclos) las nociones minimal y
elemental son equivalentes,

Combinando los resultados anteriores vemos que:
a) El soporte de un flujo, no-nulo, contiene un ciclo elemental.

b) El soporte de una tensidn, no-nula, contiene un cociclo elemental.

PROPOSICION 2. i) Si ¢ es un flujo no-nulo, entonces ¢ es una combinacidn PO
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sitiva de ciclos elementales p, con sop & < sop ¢.

iji) Si 6 es una tensién no-nula, entonces 6 es una combinacidn

positiva de cociclos elementales p , con sop p, < sop 6.
La demostraci8n es similar en ambos casos. Veamos i).

Sabemos - por lo visto anteriormente - que existe un ciclo elemental Z;, < sop ¢,
sea p; el flujo correspondiente. Veamos que se puede tomar A; > 0 tal que
- -
sop(¢-2;p,) ¢ sop ¢. En efecto, sea A; = min ¢ij .
. (193)521

Es claro que A; > 0, queda por ver que sop(¢~A;0;) £ sop ¢ ,ya que probado esto

dltimo, por la definicidn de Al, la inclusibn es propia evidentemente.

Supongamos ¢ij->\1(p1)ij > 0 y veamos que también es ¢ij > 0 ; esto es claro si
(py)

luego (j,1) e Z1 ; pero esto significa que ¢ji 2 kl 0 sea A1'¢ji = A1+¢ij <0y

> 0; a <
i 0; ademas no puede ser (pl)ij 0 pues en tal caso serd (pl)ji >0,

_ i . . . .
por ser x1+¢ij = ¢ij )\l(pl)ij se contradice la hipdtesis. Debe ser entonces

(py)

.. 2 0 y en consecuencia ¢.. > 0,

ij 13

Recomenzando con el flujo ¢-Alpl, por el mismo procedimiento se determina

Az > 0 y un ciclo P, = con Z, = sop p, < sop(¢-k1p1) - de modo que

sop ($-2;p;=A,0,) S sop(d-A,e,). Después de un nidmero finito de reiteraciones,

llegaremos a determinar nimeros Ai 2 0 y ciclos p; (i=1,2,...,p) tales que

. P
sop p; < sop ¢ (i=1,2,...,p) v ¢-A1pl-A2p2-...-Appp =00 sea ¢ = Z_ lAipi.
i=

COROLARIO, Todo ciclo (cociclo) -de un grafo G se puede expresar como una unidn

disjunta de ciclos (cociclos) elementales.

PROBLEMA, Dado el grafo G = (X,S) , con p componentes conexas, probar que

dim ¢ = m-n+p s dim © = n-p
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VI. FLUJOS Y TENSIONES CANALIZADAS. PROBLEMA DE TRANSPORTE.

A. Consideremos el grafo G = (X,S) con una orientacién prefijada U; si para ca
da arco (a,b) ¢ U indicamos valores hab’zab’hab < Zab diremos que hemos especi-

ficado una CANALIZACION en el grafo orientado (X,U) .

Admitiremos que puede ser hab = -» (pero no +) y Kab = +» (pero no =«),

Un flujo ¢ ¢ EU se dice CANALIZADO (por una canalizaci8n especificada) si para

todo (a,b) € U es hab < < ta

¢ab b*

Si ¢ se piensa como funcifén de E (basta poner ¢ba = -9 si (a,b) ¢ U) 1las desi

ab

< -k

gualdades hab S 9.y S Kab equivalen a 0.4 < Kab s by, S ab*

Para el grafo 6 = (X,S) decimos que hemos dado una canalizaci8n si para cada ar
co (a,b) ¢ S indicamos un valor kab e (-»,+=] tal que kab+kba > 0.

Esti claro que de esta manera tenemos una canalizacién en el grafo orientado
{X,U) si ponemos hab = lab para {a,b) ¢ Uy kab = -hba si (a,b) ¢ U.

Indicando ¢, el conjunto de los flujos ¢ ¢ E, canalizados por la canalizaci8n
K = {kab | (a,b) ¢ S}, dada anteriormente, resulta que ¢, es un poliedro de E,

interseccidn de ¢ con los semiespacios X, < tw),

e (e

De manera completamente anfiloga se define el conjunto OK de las tensiones cana-

lizadas, por una canalizacidn X.

. (o] P o
B. Supongamos que tenemos un flujo ¢~ « ®K’ veamos en qué condiciones ¢~ es

vértice del poliedro oL

Consideremos el conjunto

o = - .
ab Pap = kba} ’

o)}

_ o _ - o] _ _ (o] _
Vom L@@ ey m kg Boy, = k) = (@@,b) | agy =k

a

a los tramos {a,b} tales que (a,b) ¢ V los llamaremos tramos SATURADOS por el
flujo ¢°.

PROPOSICION 1. Para que $° @K sea v8rtice de QK es necesario y suficiente
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que los tramos no-saturados constituyan un drbol de G, Ademis ¢° seri un vérti

ce no-degenerado si y s8lo si dicho 8rbol es m&ximo.

En efecto, las restricciones ligadas a ¢° son las igualdades que definen ¢ y

las igualdades ¢:b = kab (8 ¢§a = hba) para (a,b) ¢ V. Estas Gltimas igualda-

des tienen por Unica solucidn ¢ = ¢° si y s8lo si V es un conjunto de unicidad

para los flujos, esto es si (X,S~V) es un drbol.

La dltima parte de la proposicidn necesita una aclaracifn previa. Supongamos
que la condici8n ¢ ¢ ¢ se expresa sin redundancia, en cuanto a las ecuaciones

que definen @,

Por simplicidad nos referiremos al caso en que se di al grafo G una orientacidn
U. De esta manera ¢ ¢ EU siendo dim EU = l%l = |U| = m y podemos poner
¢ = (¢1,¢2,...,¢m).

Supuesto G conexo, ¢ tienme dimensidn m-n+1 = m-(n-1) (n = [X|), y puede definir

se sin redundancia por n-1 ecuaciones lineales, las que obviamente son ligadas

a ¢°, pero ¢° ademis estd defipido por las r igualdades ¢i = hi 6 ¢i = Ki para

i € V; pero los arcos de V constituyen el complementario de arcos de un drbol T
de G, luego r s m-n+1 (recordemos que el ndmero de arcos de un drbol miximo de
G es n-1). De lo dicho anteriormente,resulta que el nimero de restricciones 1i
gadas a $° es: r+n-1, y por la desigualdad anterior es r+m-1 < m, y la igualdad
se d4 si y s6lo si r = m-n+1 o sea si y s8lo si T es un &rbol miximo (recorde-
mos que un vértice de un poliedro es no-degenerado si el ndmero de restriccio-
nes ligadas coincide con la dimensidn del mismo).

. o -
Consideremos ahora ¢° « Op ¥ sea V = {(a,b) | 6y = hab 8 6., = hba}; el tramo

{a,b} , con (a,b) € V, se dice SATURADO por 6°,

. . o - . . -
Las condiciones para que 8 sea un vértice de OK se dan a continuacién, siendo

su demostracidn similar a la de la proposicifn anterior.

PROPOSICION 2. Para que 8° € 0y sea un vértice de Oy es necesario y suficiente
que los tramos saturados por 6° constituyan un conjunto conexo de G. Ademis 6°

es un vértice no-degenerado de Oy siy s6lo si dicho conjunto es un drbol mixi-

mo de G,

C. Dado un vértice ¢° del poliedro ¢, veamos como se determinan las aristas de
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¢K incidentes en ¢°.

Dado el vértice ¢° del poliedro @K sea V el conjunto de los tramos del grafo G
saturado por ¢°. Por la proposici8n 1, sabemos que el grafo T = {X,T) con
T = S-V constituye un irbol de G. Adem3s el sistema homogé&neo Vo =0,

(a,b) e V ; v ¢ ¢ tiene la solucidn dnica y = 0 (recordemos que V es un conjun-

to de unicidad para los flujos de &).

Consideremos ahora un subconjunto simétrico V' < V tal que el sistema homogéneo
Vay = 0, (a,b) e V' , ¢y ¢ & , tenga indeterminacidn 1. Sea ¥ una solucidn no-
nula de este sistema; de acuerdo con lo visto en 1la parte III (proposicidn 7),
y serd un vector director de una arista de ¢y (incidente en ¢°) si y sdlo si

Yoy € 0 para todo (a,b) ¢ V-V' tal que ¢Zb = kab (ya que en tales condiciones
es: ¢Zb + twab < kab para t 2 0, conveniente). Determinar @ en tales condicio-
nes significa encontrar una ampliacién T' = (X,T') (T' = S-V') del &rbol T, tal

que el subgrafo T' tenga un espacio de flujos &' de dimensidn 1.

Sea ' ¢ o' , y' # 0 ; si w;b < 0 para todo (a,b) € T'-T (o bien wab > 0 para

todo (a,b) ¢ T'-T, en cuyo caso cambiamos y por (-¢)), ampliemos y' a un flujo
@ ¢ & poniendo $|V, = 0, en estas condiciones @ serd un vector director de una
arista de &, incidente en ¢°. De este modo podemos determinar todas las aris-

. . [o]
tas incidentes en ¢ .

Gridficamente un conjunto T' > T tal que el espacio de flujos ¢' asociado a €1
tenga dimensién 1, se reconoce por el hecho que en el grafo T' = (X,T') existe
un solo ciclo elemental Z (y su opuesto, naturalmente); @ es entonces uno de

los flujos P, ) (-DZ) asociados al ciclo Z,.

El caso en que T = (X,T)es un drbol maximo, es decir ¢° es un vértice regular,
es particularmente simple. Para cada tramo {a,b}¢ T se toma T'=Tu{ (a,b), (b,a)}
y con cada uno de los m-n+1 conjuntos asf construidos se determina una arista

del poliedro % incidente en ¢°; y &stas son todas las tales aristas.

EJEMPLO. Consideremos el grafo dado a continuacidn, canalizado por 1la tabla
que se acompafia:
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3 X i 3 h L m
=,
i * 1 3 2 -1
3 2 * -1 1 0
11

h -2 3 * 2 *

L +00 0 -1 * 3

‘1\ m 2 2 * 2 *

Sea ¢° el flujo indicado en los arcos del grafo; el 4rbol miaximo T ( en trazo
grueso) corresponde al 4drbol formado por los tramos del grafo no-saturados por
$°, $° es un vértice regular de QK (como se indic8 anteriormente).

Determinemos uno de los vectores directores de aristas incidentes en ¢°. Obser
vemos que T = {{h,j};{j,i};{i,2};{&,m}}; y consideremos T' = T v {(h,£); (£,h)}

sea p = ppp el flujo correspondiente al Gnico ciclo elemental Zyg < T!:

Zop {(h,2); (£,1)3;(i,i); G,h)}; tomando ¢ = Pne S€ tiene, evidentemente

Ypp, = -1 < 0 en el arco saturado (£,h) (¢Zh = Ry = 'khz =1).

Ahora bien: ¢°+ty « QK’ para t > 0 convenientemente elegido, mi&s precisamente

para todo t 2 0 tal que (¢°+tw)xy = ¢§y+thy < kxy para todo (x,y) € S, esto es,

para todo t: 0 £ t < t, donde

kXy—¢§y o
t. = min ——=2 = mfn {k__-¢° 1} =
o _ Xy Xy
wxy>0 wxy (X’Y)Ezhz

o

- mln{hhz'¢h£’k£i'¢£i’kij 'd’ij ,kjh-tbjh} =

= min {1,+2,2,1} = 1 ; luego ¢' = ¢°+t°w =

= $%+p es un nuevo vértice de ¢,. El conjun
he X Jun

to de tramos mo-saturados por ¢' es el que se indica en el grafo con trazo grue
so,

Hagamos un comentario de lo expuesto en este pirrafo. Un flujo ¢° cuyos tramos
no-saturados T no forman circuito (esto es, constituyen un &irbol) no permite

ser aumentado o disminufdo en un mismo flujo circular ¥; esto es posible en cam
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bio, si ¢° tiene un ciclo de arcos no-saturados. Si T = (X,T) es un arbol mix i
o] = (o] - . (o]
mo y (a,b) ¢ T es tal que ¢ab kab pero ¢ba < kba’ es posible incrementar ¢

en un flujo circular ty = tey,» Para t > 0 conveniente, hasta saturar uno de
los tramos del ciclo elemental Pra (formado con (b,a) y arcos del drbol T ade-

cuados).

D. Sea ahora 6° un vértice de OK y T el conjunto de tramos saturados por §°

. _ o
(es decir T = {(a,b) | 0.4 ba

(proposicifn 2 - pdrrafo B) el grafo T = (X,T) es conexo y si 6° es un vértice

=kab 8 e§a=h }). Como hemos visto anteriormente

no-degenerado, T es un 4rbol maximo del grafo G.

Con un razonamiento similar al utilizado para ¢, puede verse que las aristas de
. . o] . . .
@, incidentes en 6, tienen por vectores directores a Y = p,, correspondientes

a cociclos elementales, Si T es un Arbol (conexo) hay n-1 cociclos elementa-
les, obtenidos de las particiones de T en dos componentes conexas, que resultan
al suprimir uno de los tramos de T.

. - - [s] . . .
En el caso de las tensiones es mis simple considerar 6 « GK identificada con

el potencial t tal que 6 = At y ta = 0, siendo a ¢ X un elemento fijo.

EJEMPLO. Consideremos la tensién 6° representada en el grafo, canalizada de a-
cuerdo a la tabla que se acompafia. En el grafo se indica el potencial ° ‘(co-
rrespondiente a 6°) con un ndmero entre paréntesis en cada vértice., 6° = at®
es un vértice regular, el 8rbol T (en trazo grueso) corresponde al conjunto de
tramos saturados por 6°,

K i j h L m
i * 2 * * 0
J 0 * ~3 2 *
h * 5 * 0 4
4 * 6 2 * 10
m 4 * 1 0 *

Suprimiendo el tramo {j,h} y tomando A conveniente,el potencial puede ser varia
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do en A en el conjunto B = {h,£,m}. Mis

precisamente, %, = t°+A1B determina

A
At, € O, siy sBlo si: (At)xy < kxy para

A, = At°+AA(1B) = 9%+Ay; ahora bien,

todo (x,y) € S.

Esta condicidn basta que sea verificada

en los arcos del cociclo
z = {(i,m),(G,n),G,L)}

y sus opuestos., Resulta entonces que

8%+Xy € 0, siy sdlo si: =1 < A < 0,

Para A = -1 se tiene otro vdrtice B' ¢ @K;
el drbol T' = (X,T') correspondiente a
8' se indica en la figura con trazo grue

SO.

E. A continuacidn haremos algunas consideraciones sobre la posibilidad de la
resolucidn de problemas lineales sobre los poliedros ¢K s} GK; estas considera-

ciones surgen naturalmente al aplicar el método simplex a tales problemas.

Consideraremos solamente el problema correspondiente al poliedro @K que damos a

continuacidn:

minimizar (C.¢) = Z Cij¢ij , ¢ ¢ @K.
S

Podemos suponer que la matriz C es antisim€trica - sustituyéndola en caso con-

C..~=C..
ij —ji

Aj), siendo C?j = .—< 4= - de esta manera tendre=

trario por la matriz CA = (Ci

mos C.¢ = Cé¢.

Si el poliedro QK se considera definido en EU’ el problema que se plantea

minimizar(D.¢)U = 2 dij¢ij , b€ dy, < EU



se relaciona con el anterior si pomemos c.. =d,, ; c., = -d.. para (i,j) e U.
1] 13 J1 13

De esta manera resulta (D°¢)U = %-(C.¢). De acuerdo con esto, en lo que sigue,

nos referiremos al problema planteado en primer t&€rmino.

Supongamos, en primer lugar, que &y tiene todos sus v8rtices no-degenerados, y
que partimos de un vértice ¢° de 3% conocido, al cual estd asociado un 8rbol

miximo 7° = <X,T°) formado por los tramos no-saturados por ¢°.

Por cada tramo {a,b} saturado, podemos hacer fluir segfn un ciclo elemental Z,
en la direccibn no-saturada, una fraccidn de flujo ty (t > 0), cuya contribu-
cidn al valor de la funcional es {C(ty)y = t(Z Ci') de esta manera si
(ij)ez ™
) c..
z Y

el caso - y si la arista no es infinita - podemos aumentar el valor de t hasta

< 0, el valor de la funcional disminuiri en la arista 6°+ty. Si &ste es

saturar un arco del ciclo Z, determinando de esta manera el nuevo vértice de

Op: ¢' = ¢°+tow » en el cual se recomienza,

Si para el ciclo Z es ) cij > 0, pasamos a otro tramo saturado y a otro ciclo
A

Z'. Si para todos los tramos saturados, el ciclo Z correspondiente verifica:

Z cij > 0, habremos llegado al miximo de la funcional (C.¢) y 6° serd 1a solu-
Z

cién bptima,

Notemos ahora que si ¢° es un vdrtice degenerado, una suma de valores kxy,
(x,y) ¢ S, debe anularse. En efecto, dado el Arbol T°= (X,T°) ampliémoslo a un

drbol miximo T =<(X,T), si (a,b) ¢ T, pero (a,b) ¢ T® y es ¢Zb = ka por la

b,
OBSERVACION 3, del pidrrafo D, V, sabemos que ¢Zb Se expresa como una suma alge-
braica de los valores que ¢° toma en los arcos de S-T (orientados en una direc-
cién), por ejemplo en los arcos (x,y) ¢ S-T donde ¢zy = kxy; tendremos entonces

una suma algebraica de los kxy y ka igualada a cero. Vemos entonces que la de

b
generacidén se presenta (si pensamos en los hxy como variables) en la reuni8n de
ciertos hiperplanos de la forma ) kij ) krs = 0, lo que revela el caricter ex

cepcional de la degeneracidn.

Supongamos que el vértice ¢° es degenerado, sea T° el 3rbol correspondiente a

los tramos no-saturados por ¢°, T° = (X,T°) no es un arbol méximo, puede enton-
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ces ser ampliado a un 4rbol miximo T = (X,T) (T > ).

Podemos pensar que los datos hab han sido variados ligeramente para tener nuevos

datos k;b > kab , (a,b) ¢ S, de modo que:

1) T sea el conjunto de arcos no-saturados por ¢°; y

2) En el poliedro ®yrs MO ocurrird ninguna degeneracibn.
. . o .
Observemos que por ser hij < hij » (1,5) € S, es &, = &,,, luego ¢~ € ¥,,, sien

do T = (X,T)> el &rbol asociado a ¢° con canalizacién X'.

Operamos con el Arbol T como si realmente se tratara del drbol asociado a $°

con canalizacidn X.

Se estudia un ciclo Z para el cual sea Z Cij < 0, y si respecto de €1 mds de un
Z

arco se satura se elige uno, Se pasa asi a un nuevo irbol (aunque quizis no a

un nuevo vértice de ¢, DPero s a un vértice de ®pr) .

Es claro que si la degeneracidn no se presenta (lo que descartamos por la hipd-

tesis 2)) arribaremos a un vértice ¢ ¢ ®p1s ¥y aun irbol T asociado a &1, en el

cual sea z cij > 0 , para todos los ciclos Z determinados-'a partir de 7. En es
Z

tas condiciones (C.&) < (C.¢') para todo ¢' ¢ @ pero por ser @K c ¢ es:

K" K!

(C.4) <(C.0) para todo ¢ ¢ @K.

Observemos que si 5 € QK habremos llegado a la solucidn dptima para el problema
de: minimizar (C ¢ ) en &,

Si ¢ ¢ s ¢ determina un &rbol maximo T = (X,%) , del grafo G, podemos obten
ner, entonces, a partir de los valores kij’ (ij) e S-T , un flujo ¢ ¢ ¢K tal

que el conjunto de tramos no saturados por ¢ sea T c T; siendo ¢ la solucidn 62

tima para el problema de: minimizar (C.¢ ) en QK'

F. EL PROBLEMA CLASICO DEL TRANSPORTE.

En ciertos puertos a;,8,,...,a_  S€ disponen cantidades PysPgseeesPy de un bien

homogéneo; mientras que en las 1localidades bl’bZ""’bs existen demandas
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r s

d;,4,,-..,9_ del mismo bien, de manera que ) p. = z q. =M,
1272 s ;=1 1 j=1 j

Si cij es el costo del transporte, por unidad del bien, desde a; a b se plan-

j)
tea el problema de transportar toda la cantidad ¥ de modo de satisfacer las de-

mandas al menor costo posible,

Veamos que este problema, planteado en forma analftica anteriormente (I, INTRO-
DUCCION, 1) puede ser tratado como un problema lineal definido en un espacio de
flujos canalizados.

Si bien un conjunto U de rutas (ai,bj) estin especificadas (cij es el costo del
transporte por unidad del bien en cada ruta (ai,bj) e U) podemos suponer que U
consiste de todas las rutas posibles (ai,bj) (1=1,2,.0.,r 5 j =1,2,...,s),

poniendo Ci; = +o (0 muy grandes) en las rutas (ai’bj) d U.

Otra forma de proceder es canalizar las rutas (o arcos) de modo que sdlo pueda

fluir 0 por ellas (es decir, considerar la canalizacidn ka b, = kb a. = 0 si
i7j j i
(ai,bj) 4 U).

Sean X, = {al,az,...,ar} ;X o= {bl’bz""’bs} y formemos un grafo cuyo conjun-

to de vértices sea:

X=X uX vu{o0},

siendo sus tramos: {a.,b.} ;
i*7j3

{ai,O} ; {bj,O} (1=1,2,...,7r ;

j=1,2,...,s), es decir un gra-

fo COMPLETO.

Sobre este grafo consideremos 1la

siguiente canalizacidn:

325000,87

Asi el problema del transporte ([11]) puede ser enunciado de la siguiente mane-
ra: minimizar <€C.¢> ; ¢ « ¢K , siendo QK el espacio de los flujos canalizados
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correspondiente al grafo definido anteriormente con la canalizacifn X estable-

cida,
Es claro entonces que decir que ¢ « $ps significa que ¢ = (¢a1bj)i=1,2,..,r
j=1,2,..,s
es una solucidn del problema del transporte.
P
Consideremos el conjunto Mpq de las medidas *
p con soporte contenido en Xa x Xb 5 :
Py R
o= ML) que verifican: J
ij‘i=1,2,...,r . .
i=l,2,...,s . .
zS zr pr
H.. = D, ; H.. = q. 3 U 2 0,
j=1 ij i j=1 13 i ij ql PP qj « o . qs
Resulta entonces que ¢ « QK significa que
¢ = (¢a b ) € Mpq. Las soluciones ¢ del problema del transporte son asi, natu-
i¥j

ralmente, asociadas a funciones positivas sobre Xa X Xb (omitiendo los valores

) = «¢ < 0), y pueden pensarse entonces como medidas positivas p ¢ M
bjai aibj P
sobre X, * X  cuyas marginales son las medidas p = (pl,pz,...,pr) 5

q
q = (ql,qz,...,qs) sobre X, , X, respectivamente (091).

Puede observarse que ®, ¥ Mpq se corresponden por una biyeccidn lineal; de esta
manera,como sabemos caracterizar los v&rtices de @K en términos de arcos satura

dos, podemos trasladar esa caracterizacidn a los v&rtices de Mpq.

Sea u ¢ Mp y ¢ € ¢K el flujo asociado; de acuerdo con lo visto anteriormente,

q
u serd un vértice de Mpq si y s8lo si ¢ es un vértice de ®,. Para ello los tra
mos no-saturados del grafo, no deben contener un ciclo. Como los tramos {ai,O};

{by,00 (i =1,2,..0r 55 =1,2,...,s) son

saturados, los tramos {ai,bj} no deben for p; . .
1
mar un ciclo.
Obs&rvese que un tal ciclo se traslada a pi2 ‘ * ¢
un ciclo en Xa X Xb’ esto es en un conjun-
to de puntos de la forma: p; . .
3
a, ,b, ; (a. ,b. ; (a. ,b. ; (a. ,b. ; . . .
(35,0050 5 (a5 by )5 (o uby )5 (3 4By ) s %G %y, %G,



,b. ) (ai ,bj ) como se muestra en la figura,
1 2

Los conjuntos de puntos de Xa x Xb que no contienen ciclos se dicen ARBOLES de

Xa X Xb.

Resumiendo, para que p ¢ Mpq sea un vértice (de Mpq) es necesario y suficiente

que {(ai’bj) | My > 0} sea un drbol de Xa x Xb.

Es muy f&cil construir un vértice u « Mpq, como veremos a continuacién.

IA

Tomemos P; > tales que p; q

3 (o bien q; £ p; si ello no es posible), suponga
mOS p; < q; y pongamos u;; = p; , My; =0 (@ =2,3,..,,s); pasemos ahora a de-

terminar u' en (Xa-al) x Xb con las margi-

nales PysPgseeesP. 3 A3 "Py 995 e--5qg- Py Py o .. .0
Pa
Si admitimos que podemos determinar p' tal .
- ' *
que el conjunto {(ai,bj) | Ml > 0} sea un .
drbol en (Xa-al) x Xb , es fdcil compren~- P,
der que definiendo u = u' en (Xa-al) X Xb; a3 Q + « + 94

Wy =Py 5 My =0 (3= 2,3,...,s) se ten-

dri un vértice de Mpq; u' puede ser definida en una fila o columna de

(Xa-al) X Xb , segln convenga, en el resto quedari supeditada a la determina-
cibn de u", etc.; en fltima instancia se tratari del problema trivial de deter-

£)

minar u en a; X bj con marginales iguales.

EJEMPLO. Consideremos una matriz de 3 filas y 4 columnas con marginales P,

"
(3]
we

A continuacién damos una sucesibn de cuadros que nos permite una medida u en

X x X, siendo X, = {al,az,a3} 3 X, o= {bl,bz,b3,b4} a partir de o= 2.

32 3~2=1 'y o ol . .
1o 1 o 1 1 ol .
: ]
2 |0 2 :o 2 ;0 2 "2
2 1 1 2 .01 1 2 .. 1 2 .. .2



siendo la matriz correspondiente a u:

312 0
1 1
2 0

N
—
-
N

Consideremos ahora un ciclo de arcos no saturados del grafo completo asociado
al problema del transporte, sea &ste (ak,bf) H (bf,ai) H (ai,bj) ; (bj,ad) ;
(ad,bh) ; (bh,ak), si un flujo de una unidad fluye en la direccidn de las fle-
chas (indicadas en el diagrama), trasladando este flujo a una medida en Xa x X

b
se tendrd la situacidn que se indica en el cuadro que se adjunta:

a, e —aby a; -1 1
a -
d b ay 1 1
J
a a 1 -1
k bh k
bf bj bh

Resulta entonces muy simple determinar cuando un vértice ¢ ¢ &, (es decir

K
b e Mpq) es solucidn 8ptima para el problema del transporte, ya que - segfin lo
visto en el pirrafo E - basta considerar el signo de la funcional (C.¢) en ta-

les ciclos.

Observemos ahora que si en lugar de canalizar un tramo cualquiera {ai,O} (ai fi

jo) por hOa- =p. ; k = -p; ponemos kOa =+ ; R = -, nada varia esen-
1

i ai0 i ajo

cialmente; pero desde un punto de vista formal, ello nos permite considerar &r-
boles mdximos formados por tramos no-saturados del grafo completo y ver que &s-
tos se corresponden con drboles miximos en X, x X, que mno es diffcil ver tienen

r+s-1 vértices.

NOTAS Y PROBLEMAS.

Sea A la matriz correspondiente al problema del transporte enunciado en I, IN-
TRODUCCION, 1. Notemos que A es una matriz de r+s filas y r.s columnas. Indi-
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quemos las columnas de A por: All’Alz""’Alr H A21,A22,...,A2r H Asl’ASZ’
«.+sA__ y observemos que A,. = e.+e__. (siendo e.,, los vectores unitarios de
sY 1] 1 r+j b
Rn+s); asi resulta:
/ N
ls OS . . 0S
0s 1S « e . 0S
A = . . e e e . r filas
OS Os . . .1S
\lss lss - - - lgg)
donde 1S = (1,1,;..,1) 5 0S = (0,0,;..,0) y 1sS es la matriz unitaria de orden

S.

El problema dual, del problema del transporte, es entonces el siguiente: a lasr
primeras filas de la matriz A hagfmosle corresponder las variables duales u;

i=1,2,...,r) y sean Vj (37 =1,2,...,s) las variables duales correspondientes

a las s dltimas filas de la matriz A, tendremos entonces:

T
maximizar § p.u; + ] gq
i=1

.V,
i= j=1 313

con las restricciones: ui+vj < cij (1=1,2,.00,r 3 3 =1,2,...,s).

De la proposicidn 1 (IV, pirrafo C) u = (ﬁij) : (Gi,;j) i=1,2,...,7r ;

j = 1,2,...,s) serdn programas 8ptimos para el problema del transporte y su

dual, respectivamente si y sdlo si verifican:

=1
~
[g]
1
(=1}
1
<
s
n

0 (i=1,2,...,r ; j=1,2,...,s)
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Ahora bien, por ser y ¢ Mpq, de la dltima igualdad resulta que: ﬁi+§j = cij pa-
ra todo (i,j) que sea vértice del irbol correspondiente a la medida p sobre

Xa X Xb.

NOTA 2. Una aplicacifn importante del problema del transporte y su dual es la
que G.B. DANTZIG y A.J. HOFFMAN hacen a la demostracidn del teorema de R.P. DIL
WORTH sobre la descomposicidn de un conjunto parciamente ordenado P como unifn

de cadenas disjuntas,

Dado un conjunto finito P parcialmente ordenado por la relacidn "<" , podemos
considerar las descomposiciones de P como unién de cadenas disjuntas (es decir:
cadenas de eleémentos de P tales que cada elemento del conjunto pertenezca a una
y s6lo una de tales cadenas).

R.P. DILWORTH prueba en [10] que el menor ndmero de cadenas en tales condiciones
coincide con el mayor nimero de elementos incomparables de P (es decir aquellos
elementos i,j ¢ P tales que ni i ¢ j ni j ¢ i).

G.B. DANTZIG y A.J. HOFFMAN ([61]) tratan este problema como un problema de pro-
gramacién lineal; mis aln resuelven el problema de: '"minimizar el nlmero de ca-
denas disjuntas de P" a partir del problema del transporte; demostrando que el
el problema de la determinacidn del "miximo nimero de elementos incomparables
de P" es el dual de dicho problema.

NOTA 3. En el pirrafo F se da una visidén general sobre la posible solucidn del
problema del transporte, sin entrar en detalles algorftmicos que pueden comple-
tarse en obras generales como [11] y [14]. En dichos textos no s6lo se trata
este problema, sino también el problema del transporte CANALIZADO que generali-
za al problema tratado en el pirrafo F, dando lugar ademids a diversos problemas
de aplicacidn a la economia y a la planificacifn industrial.

PROBLEMA 1. Demostrar que existe una solucidn del problema del transportey ade

mis que si P;,q; son finitos, todo programa del problema del transporte es fini
to.

PROBLEMA 2. Probar que la caracterfstica de la matriz A, de la nota 1, es
(r+s-1).

PROBLEMA 3. La matriz A es totalmente unimodular, es decir el determinante de
toda submatriz cuadrada de A es igual a 0, +1 8 -1. De aqui resulta que si

IFELE i=1,2,.007r 3 j=1,2,...,s) son enteros, los valores de las variables

bdsicas de toda solucidn son enteros.
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PROBLEMA 4. E1 sistema de (r+s-1) ecuaciones con (r+s) incBgnitas: ui+vj = cij
dado en la NOTA 1, posee infinitas soluciones, que son funciones lineales de un
pardmetro; si (ug,v?) es una solucidn particular de dicho sistema y k es una

constanté arbitaria, toda solucidn de dicho sistema es de la forma:
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