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PREFACIO

La presente obra se divide en‘dos partes. La primera de ellas es relativamen-
te elemental y estd destinada a un ptblico mis vasto que el destinatario de 1la
segunda, mds especial. Para ser mis precisos, digamos que la primera parte pre-
senta con trazo rdpido algunos t6picos esenciales para el estudio del Andlisis
Arménico, a saber, interpolacidén de operadores, aproximaciones asintéticas, ba-
ses en LP y operadores de Hilbert, el sistema trigonométrico y los polinomios
de Legendre. En la segunda parte se hace una presentacién m&s acabada de la te-
oria de interpolacifn, y se pasa luego a un estudio bastante completo de las se-
ries de Jacobi, Bessel y Dini.

Sin embargo, no hemos pensado en este libro como en un texto acerca de dichas
materias, sino que se trata, mds bien, de "notas de curso' redactadas por dos de
los autores entre 1970 y el afio pasado (1975), a lo largo de varios cursos y se-
minarios desarrollados en el Instituto de Matemitica y en el Departamento de Ma-
temdtica de la U.N.S., y a las que dio su redaccién presente el tercer autor.

Hay que afiadir aqui que parte de estas notas fue usada en cursillos dados por
uno de nosotros en el Departamento de Matemitica de la Universidad de Camp‘inas
(Brasil) y en el Instituto de Matemdtica de la Universidad de Erlangen-NlUrnberg
(ReptGblica Federal de Alemania).

Quien lea la obra encontrari que el estilo es algo informal, en el sentido
de que aparecen algunos abusos de notacién. Ojald ninguno de ellos resulte mis
desagradable para el lector comprensivo que la complicacién de escritura que de
otro modo se habria producido.-

En definitiva, confiamos en haber elaborado un libro dtil como gufa para el
jéven matemitico que desee introducirse en estas cuestiones del Andlisis de
Fourier. S6lo resta agradecer aqui a la sefiora Beby Ladousse por la suprema

paciencia y el cuidado con que mecanografié los originales.-

A.B. y R.P.
Pehuen-co, junio de 1976.
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PRIMERA PARTE

CAPITULO I

TEOREMAS DE INTERPOLACION

1. Sea S el conjunto de las funciones (reales) simples definidas en un espacio
de medida @, o-finito.(esto es: @ es unién numerable de conjuntos ‘de medida fi
nita). Es decir, cada uno de los elementos de S es una funcién medible, a valo
res reales, que toma s6lo un nimero finito de valores distintos y que se anula
fuera de algiln conjunto de medida finita.

Se dice que un operador T, definido en S, es de tipo p si, para cada £ € S,

< M.If
M ﬂTpr M. Hp ,

donde M es una constante. Aqui, 1 < p € o y Tf es una funcién real medible de
finida en © o en otro espacio de medida.

Recordemos de paso, que a la minima constante M que verifique la propiedad (1)
se la 1lama norma de T.

Cuando 1 < p <o, S es denso en L? y entonces T puede extenderse a todo el es-
pacio LP. Ademds, la extensién tambidn verificari (m.

En este capitulo nos ocuparemos de teoremas que apuntan a lo siguiente: dadas
ciertas condiciones de continuidad para un operador T en LP y en LY, averi-

guar si son suficientes para asegurar que T sea de tipo s, para s entre p y r.

El siguiente resultado es un caso particular de un teorema debido a M.Riesz.
Obsérvese que en €1 se da una estimacidén de la norma de T en L® como combina-
cién elemental de las normas de T en LP’y en LT.

TEOREMA 1, Sean 2., i=1,2, dos espacios de medida 0-finitos cuyas medidas son
Kis Y 8ea T un operador lineal definido en S1 (la familia de funciones simples
de n]) con valores en el conjunto de funciones medibles de 92. S p;€ [1,e],

i=1,2, y T es de tipo p; con norma Mi’ entonces T es de tipo p, donde

6,18 ITEN < M i-f £l 0 <0 <1

1 = —— ——

P Py P, ?
No probaremos este teorema. (véase [1]1,[2],[4] 6 [5]), sino un corolario.
Pero antes enunciaremos un resultado mids general, debido a Thorin en lo que

respecta al caso complejo. Con €1, Thorin extendid el resultado antes demos-
trado para el caso real por M.Riesz.

TEOREMA DE RIESZ-THORIN. Sean Qi, i=1,2, doe espacios de medida 6-finitos ocu-
yas medidas son His ¥ T un operador lineal definido en S1 (la familia de fun-

ciones simples, reales o complejas, de 2.) con valores en el conjunto de fun-
P 1



ctones medibles de Q,.
St P qie[1,“ﬂ, i=1,2, y T es de tipo (pi,qi) con norma Mi (véase la aclara-
cidn siguiente a este enunciado), entonces T es de tipo (p,q), donde

0 1-6

Py Py

1 _ 8 1-6
L A A 0 <0 <1
> a4 9 4a, ’

T =

Asi.que hay una constante M tal que
ITEN <M 0£) .
q p

.81 8§, es la familia de funciones reales simples y a; = Py» i=1,2, entonces

M < Mi Mé"e. Si §, es la familia de funciones complejas simples entonces
M < Mi Mé_e En el caso real, esta dGltima desigualdad no es vdlida en el trién

gulo superior (ver figura).

ACLARACION. Gue T sea de tipo (p,q) significa, pre- |
eisamente, que hay una constante M tal que
Tf <M I[f
I Hq [l Hp . f\
ky PP

para toda f € Sl'

Veamos ahora el corolario que anuncidramos.

COROLARIO. Sea T un operador lineal como el del teo- 0 Vb 1
rema 1; si T es de tipo P, ¥ Pys 1< PP, < ®, egn-
tonces T es de tipo p para todo p entre P; ¥ Py

Ante todo, obsérvese que, si T es de tipo p con norma M, es

AP by (s [TE@)| > AL < [ TEGW) Pdn, ) <MP | [£0) P 0)

8 1
es decir,
M€l \°
(3) uZ{ITfI > A} < p , siempre que 1 <p < = .

i, para algin p € [1,%) , un operador lineal T definido en S verifica (3) ,
diremos que es de tipo débil p (en S). Seglin acabamos de mostrar, tipo p im-
plica tipo débil p; la reciproca es falsa.

2. Para probar el corolario que nos ocupa, serd suficiente que establezcamos
el siguiente teorema (debido a Marcinkiewicz); recordemos que cuando se dice
que T es sub-lineal en S, se ha de entender que |T(f+g)] < |Tf| + |Tg| c.4.
cualesquiera sean f y g en S.

TEOREMA 2. S T es un operador sub-=lineal de tipo débil p;» i=1,2,
1 <p, <p, <=, en S, entonces es de tipo p para todo p € (pl,pz).

Comencemos por algunos resultados auxiliares.



Supongamos que 0 < f < e, f medible, y séa Df(a) = p{x:x € @, £(x) > a} para
cada a =2 0. Supongamos también que D (a) < o para cada a > 0, Esto Gltimo es

valido si f € LP para algtin p € [1 “@ Ahora bien, la funcién f: Q, — L= [ 0,)
induce una medida sobre L definida por ul{f 1( )}, que, como puede comprobarse
fadcilmente, coincide sobre los borelianos con la medida Lebesgue-Stieltjes in-
ducida por la funcidn monétona no decreciente -Df(k). Por consiguiente, obser-

vando que f es una aplicacidn medible del espacio L en @, tenemos:
4 I f du = J A dp £t o= J A d{-Df(k)} = —J A dDp. (A)
Y} L L L

Supongamos ahora que f pertenece a LP, 1 < p < e, y que es una funcién no ne-
gativa. De (4) obtenemos,entonces:

A
J fP du = -j AP dp(A\) = 1im [-APD(A) + aPD(a) + p J AP-lpogyang
Q L A>» a
a~>0

dondey D = (se ha usado que D (A) = Df(xl/P)).

Df,

Por otra parte, tenemos que (perm;tlendonos un ligero exceso de brevedad en
la notacidn)
APD(A) < J fP dy — 0 (A — )
{f>A}

debido a la continuidad absoluta de la integral de fP , al ser fP e L!

Ahora, consideremos la funcién f(2,x) = f(x) donde 0 < f < a, e igual a a pa-
ra los demds valores de x. El teorema de la convergencia dominada implica que

J fp(a,x) dpu(x) — 0 para a — 0

y ésto, a su vez, implica que aPD(a) —> 0 cuando a — 0.
Luego,

(5) J £P dy = p J ap-l D, (A\)d
Q 0
(En realidad, (S5) vale para todo p € (0,%) con s6lo suponer f > 0, como puede

uno comprobar fdcilmente. Aqui va ahora una demostracidn alternativa de (5),
someramente bosquejada (xE denota a la funcién caracteristica del conjunto E):

| £1 .
P = p-1 - p-1 -
Iglf' o JQ(JO py® dy)du Jﬂcjox[o,lf(w>|>(Y) pre dy)du(a)
- [Top-1 _ (®.p-1
- Joyp .pcjﬂxlo,,f(w,,)cy) du(w)) dy = JOyP P dy . Jﬂx{mzlf(w)|>y}du(w)

=p J:yp'ldD,fl(y));



Otro resultado que nos serd Gtil es el siguieg a§(
te. Supongamos que f < g+h y que las tres fun- z)
ciones son no negativas. Entonces, para A > 0,
es
A A
{f >} € {g > 7} U {h > 7} s
y a

(6) D () <D (A/2) + D (A/2)

3. Demostracidén del teorema 2. Supongamos que

f es una funcidn simple no negativa, y sea

a>0. 2f(x) denotard a la funcién igual a f

en {f > a} y nula fuera de este conjunto. af denotard a la funcidén f - 2f.
Usando las hipdtesis y (6), tendremos:

p - [Typ-1 - “yp-1 .
(7) Jg |TE| duz = pJOR D|Tf|(x)dx < pjox [DIT(Xf)l(A/2)+DIT(Af)I(x/z)]dx.
2

]

P ® - P
<2 p J NPTIREL M /AL Ak

0 Py

Py

® P
+ 2% p j AP l[ﬂxfup M, /A1 2dA
0

2
(obsérvese que Af(x) es medible en x,\ ; y también [ f(x)).
A

Pero, por otra parte,

It

@ p-py=-1 P
(8) J A T re taa
0 P

bl p-py-1 P
J J NP E) | e o =
1 0’Q

1

| £(x)| p-py-1 P
[Caneof T e Ma - | L e o0
Q Q P pl

1 0 1
y, andlogamente,
| 1g1Pan 0o
Q

® p-p,~1 P
(9) j N2 g 2an = —L
0 Pz PZ‘P

(7),(8) y (9) implican que

JQITflpduz <C, In |£|Pdu;, , con c, = P, 2 _.p
2 1

Esto es lo que queriamos demostrar.

En forma aniloga a como definimos operador de tipo débil p, definamos ahora
operador de tipo débil (p,q) como aquel operador T para el cual exista una
constante A > 0 tal que |ITfll_ < Alfllp si q=ey si q <

4



(10) Dle|(y) < [%.Ilfllp]q para y > 0 y toda funcidén simple f.

Nuevamente, tipo (p,q) implica tipo débil (p,q).

4. Cerraremos este capitulo con el enunciado de un teorema de Marcinkiewicz y
Zygmund, para el cual debe tenerse en cuenta que un operador T se dice casi-
lineal si hay una constante real K tal que

(1) |T(£+g) | < K(|TE| + |Tg|) c.d.
cualesquiera sean las funciones f y g del dominio de T.

[ (Obsérvese que, si K=1, T resulta entonces sub-lineal)].

TEOREMA DE MARCINKIEWICZ-ZYGMUND. Sea T un operador casi-lineal de tipo débil
(p;,9;) » i=1,2, 1 < P; <q; <%, q,7%q,; suponemos que T estd definido para
las funciones reales simples de un espacio de medida 6-finito, y toma valores
en la clase de las funciones reales medibles de otro espacio O-finito. Enton-
ces, T es de tipo (p,q), st

0 1-0

= em—

1 1 -
P p, P, ’ a a9 q, °’

0 <0 <1

Ademds, ITfl < R.M?.Mé—e.ﬂfﬂp, donde R estd acotada en cada intervalo inte-

rior a 0 <0 <1, y MI’MZ son las constantes que apa-

recen segun la hipdtesis en el lugar de A de la con- A
dictén (10). El resultado es falso cuando q,=q, o©

cuando los puntos (%——,%—) estdn en el tridngulo supe- 1 A\
i *i-

rior (ver figura).

En vez del teorema de Marcinkiewicz-Zygmund , probare-
mos un resultado debido a E.Stein y G.Weiss, para lo
que nos remitimos al capitulo siguiente. 0 V}
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CAPITULO I1

1. Este capitulo se desarrolla en el mismo contexto que el anterior.
Comenzaremos por dar dos definiciones (el simbolo Xg denota, en lo que sigue,
a la funcidn caracteristica del conjunto E):

(1) Un operador T es de tipo restringido (P,q) si hay una constante positiva A
tal que IIT‘XEIIq < A'HXEIIp siempre que E sea un conjunto de medida finita con-
tenido en fﬁ.

(ii) Un operador T es de tipo débil restringido (p,q) st hay una constante po-

.. _ a _[A 1/p)4
sitiva A tal que u2[|TxEl >yl = Dy 1y | ) < v 'HXEHP =1y '[vi(p]
, E

siempre que E sea un conjunto de medida finita contenido en fﬁ.

Lema. Todo operador de tipo restringido (p,q) es de tipo débil restringido (p,q).
La demostracién es como la que dimos para operadores de tipo y tipo débil en el
capitulo anterior.

TEOREMA DE STEIN-WEISS. Si T es un operador de tipo débil restringido(pi,qi)
.l_=2+ﬁ
p P P,

3

stendo 1 <p, <q; <e (i=1,2) , p,#p, , q,#q; , y s

% = g1+ lé% (0 <* < , entonces T es de tipo (p,q).

Demostracién. Haremos la demostracidn en varios .
pasos. Para los tres primeros supondremos u(f,;) < + o 1

Primer paso. Veamos que si T es de tipo débil restrin- LJ &
gido (pi,qi) entonces es de tipo restringido (p,q). 4 <§

No se pierde generalidad suponiendo qQ, <q<qy - > \\\4

Ent 1 J Tx | Ydy, = J a-1y dy _ 0
ntonces (1) 92| in Mo q OY ITXEI(Y) y - Al 1

c -1 ® -1 c -1 A 1/ ql
= qjqu D(y)dy + qf vy D(y)dy < qJ y4 7 e 1H/P Jlay +

c 0

q;
o A Al -
+ qJ Yq—1<—§ [UI(E)]I/p%>q2 dy = [q ° a-q, ] [Nl(E)]ql/Pl c97 91 4+
[}

Ad

2 4,/p, a-q,
tla - gl 0 ha®)] e :
Ahora bien: L ! ! ! L
len: La recta que pasa por (x1,y;) = ( 7 51) y por (x,y) = ( 7.9 )



b 11 . 1 Yz -y Xy2 -X2y
debe contener también a (x,, = —,— ). Por lo tanto =
© (20750 = (5o ) Yioy Xy, Xy
2. %
5 * MR P2 3i 1lamamos s al n° 1 <q 4 ded d
s = . A= - = educ
asi que (*) a-q; a_q a-q; \p P, » S€ e de
P Py
T fa q,
(*) entonces que s = — | — - =],
q-qz p p2
s /Py a-q q/p
Poniendo C = [u;(E)]” , obtenemos ahora u,; (E) . C =y, (E) =
q, /p, 4-q, _ . .
= u, (E) .C . Entonces, lc que sefialamos con (1) implica:

J lTxEquuz < A%y, (B)3/P= AquEHg , completando el primer paso.
Sgéﬁudo.paso. Sea f ELq'(sz , con éy+ %—= 1 y definamos 7(E)=[ (TxE).f du,
Come T es de tipo restringido, 7 serd o-aditiva y absolutamente cgitinua con
respecto a u;. Entonces, el teorema de Radon-Nikodym asegura que existe una
finica funcién h tal que ¥ (E) = j h dy; = J hxp duy.
Ahora definamos T*f = h para cgda fELq'(gé). Asi las cosas,T* serd lineal vy,
por consiguiente, si £ y s son funciones simples, (¥*) J (Ts)f du,= JQS (T*£)du, .
Probaremos entonces el siguiente lema: S< T es lineal ygée tipo restréngido
(psa) , 1 <p<e, 1<q<®, entonces T* es de tipo débil (q',p'). Lo demos-
traremos hallando un nlimero positivo B, independiente de fELq', tal que
(***) D ) $3<;L"fﬂq. P’ para todo y > 0. En realidad, serd suficiente que
probemos (***) para f simple. Podemos suponer ademis h=h*=0 (ya que h=h*-h~ y
la funcién h™ puede ser tratada en forma similar). Se tiene
y.Dh+(y) = yJ+du1 < J+h.du1 = JQ x[h+> y]'T*f.du1 =

{h >yl Ih >yl 1
- ngrx[h+> g1 £ daS NI EN < Allxp o 1 W, =
=Au,[h*> y]l/p.ﬂfﬂq, =A.DH+(y)1/p.ﬂqu, , asi que

YD ) <280 MPEl o, y.p o0 /P < 2algl , , es decir
| nl | hl q | nl q

y
Tercer paso. Como T es de tipo débil restringido (pi,qi), serd entonces de tipo

2A '
P
DlhI(Y) <( = Hf"q) » ¥ el lema estd demostrado, concluyendo el segundo paso.

restringido\(p,q); luego, T* serd de tipo débil (q',p'). El teorema de Marcin-

kiewicz implica entonces (ya que pi #* pi ) que T* es de tipo (q',p') siempre



que (p,q) satisfaga nuestras hipdtesis. Por lo tanto, T* es un operador conti-
nuo [es decir, de tipo (q',p')]y entonces T** es continuo y precisamente de
tipo (p,q). Pero (**) significa que T**=T sobre el conjunto de las funciones
simples, y por consiguiente T**=T sobre todo el espacio.

Cuarto paso. Ya completada la demostracién del teorema si w1 (8§ )< 4eo,elimine-
mos ahora esta hipétesis. Serd entonces il==1isz% » y como T es de tipo
(p,q) sobre cada “h con constantes independiZntes de n , serd también T de ti-

po (p,q) sobre Q . Q.E.D.
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CAPITULO III

TEOREMA GENERAL DE INTERPOLACION DE OPERADORES LINEALES.
1. Sea B un espacio normado. Una funcidn F(z) definida en una regidn g, del
plano complejo y que tome valores en B se dice holomorfa si, para cada uEB*,
la funcién h(z) = < F(z),u > es holomorfa en & .[B* denota al dual de B, es
-decir, al espacio normado de las funcionales lineales continuas definidas en
B ; < a,u >es el valor de u en el punto a€B.] Puede verse en [2] que una fun-
cién holomorfa a valores en un espacio de Banach goza de las siguientes pro-
piedades:

x(z+h)-x(z)
|————— - x'(z)I-0 cuando

1) Existe x'(z) € B, z € 2, tal que
h=0 uniformemente respecto z, si éste varia en un compacto; x' es
también holomorfa,

= x (™) (2,)
2) x(z) =n§d n!

yor circulo contenido en £,y de centro z,.

“(2-20)® en lz-z,1 <R, donde R es el radio del ma-

La convergencia de la serie es uniforme en todo circulo interior y

x (™) denota la n-&sima derivada que existe por lo indicado en 1).



3) x(z) = y(z) en un conjunto infinito con un punto de acumulatién im-
plica, si ambas son holomorfas, que son idénticamente iguales.
4) Ix(z)ll no puede alcanzar su mdximo en el recinto sin ser constan-
te.(Esto no vale para el minimo).
Supongamos ahora que B es binormado, es decir,que sobre &l tenemos definidas
dos normas, denotadas ll.lo y Il.lli ,y llamemos ® a la franja del plano comple-
jo definida por 0 < Re(z) < 1. Sea entonces B la familia de las funciones a
valores en B que sean holomorfas y acotadas, en algln entorno simplemente
conexo de Q , con respecto a ambas normas ( 5vdenota a la clausura de £ ). Co-
mo es usual, 3f'denotard a la frontera de Q. En nuestro caso, 3§=0-£.
Lema 1. Sea FE B.Sz F=0 en 08, entonces F=0
En efecto, cualquiera sea wE€B*, serd < F(iy),u > = <p(1+iy),u > =0 para to-
do y real, asi que la funcidén holomorfa h{z) = < F(z),u> es identicamente
nulalen 5 (en realidad, lo es en todo su dominio, que es el de F). De esto se

deduce que F debe ser idénticamente nula, Q.E.D.

Definamos ahora una norma en el espacio vectorial B, del siguiente modo:

IEN = _wSZPy < soo {HF(iy)lle, IF(1+iy)ll,} para cads FE B, Es inmediato que,

entonces, HAFI = IX <lFll y IIF+Gll < iFl + liGgl. Ademds, F=0 implica [IFll=0.

Por otra parte, si [|F||=0 serd F(iy)=F(1+iy)=0 para todo y real y F serd enton-
ces nula, de acuerdo al lema 1. Luego, ll.l es una norma en B. Ahora es tiem-
po de introducir una vinculacién entre ll.llo y .1 :diremos que I .llo y Il .l

son consistentes si, para cada a€(0,1) ,B es un subespacio cerrado de B,

o
donde ‘Ba ={FEB:F(a«) = 0}. En tal caso, B/B, es algebraicamente isomorfo a
B mediante la aplicacién F-F(«) = f€B , Como Ba es cerrado, B/B, es un espacio
normado con la norma cociente: Hf"a= inf{IlFll :F(«)=f,FE B}.Esta se llama norma-u«

de interpolacidn.

Lema 2 (Criterio de consistencia). $Z, para todo f no nulo en B, hay un

WEBFNBY * tal que < f,u > # 0 , entonces ll.llo y Il.Il; son conatstentes.[ Aqui
hay que aclarar que denotamos, por brevedad, B, al espacio normado (B,ll.le)y

B, al espacio normado (B,ll.l;).]

Demostracidén. Supongamos que F, tiende en® a F y que Fpo(@)=0 (n=1,2,3,...)



pero F(a)#0. Entonces, por hip6tesis, habrid un ueB:an tal que < F(a),u >+ 0.
Como las funciones holomorfas < Fn(z),u > son acotadas en 5vy tienden a

< F(z),# > uniformemente en 9%, se deduce por el teorema de Phragmen-Lindeldf
que < F (z),# > converge puntualmente a < F(z),u >. Luego, en particular,

lim < F (a),u > =< F(a),uk> y llegamos asi a una contradiccién, Q.E.D.
n—)oc .

Nos parece conveniente intercalar aqui una versidn del teorema de
Phragmén-Lindeldf, tal como aparece en [4], p.93:
TEOREMA |, Supongamos que £(z), z=x+iy, es continua y acotada en la franja ce-
rrada B a < x <8 ,
y regular en el interior de B. S% I £(z)I €M sobre las rectas x=a y x=8,
entonces |£(z2)I <M también en el interior de B, Si, ademds, |f(z,)l =M en
un punto z, interior a B, entonces f(z) es constante.
Demostracidn. Supongamos primero que

(A) f(x +iy) = 0
cuando y> *%, uniformemente en @ < X < B, Si z¢= Xo+iye es interior a B, 1la
desigualdad |f(20)l €M es vdlida como cousecuencia del Principio del Maximo
cldsico, aplicado a f en el rectingulo o <x <f, |yl <7 , donde 7 es tan
grande como para que 0 > Iyol y | f(x+in)| < M para a <x <8

Si la condicidn (A) no vale, consideramos la funcidn

) 2 _ .2 .
£ (z) = £(2).e% /% = £(z). ™ V) n Q2Ixy/n o,
2
que verifiea (A), y que sobre las rectas X=a y x=f no supera a Me? /n,
donde <vY=max (|lal,IBl) . Entonces

2
1£_(z0)] <mMe” /™,

y cuando n-*® obtenemos |f(zo)l <M.
§i 1f(z0)l =M, entonces f es constante, pues de lo contrario habria pun-
tos 2z cercanos a 2o tales que |f(z)| > |£f(z0)|=M lo cual es imposible.Q.E.D.

En forma andloga se prueba lo siguiente: si f(z) es regular y acotada en
Re(z)E(@,B) y si 1iml £(z)! <M cuando z tiende a puntos propios del borde, en-
tonces |[f(2z)l €M en el recinto indicado.

Corolario. £(z)=0 en Re(z)=a, Re(z)=f, implica f(z)=0. fn(z)*O unifor-

memente en el borde implica fn(z)*O uniformemente en toda la franja.
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Retomamos ahora el hilo de nuestro capitulo, con la siguiente Proposicién.
Proposicién. Si existe una norma (denotémosia Il ;) tal que 2 I Lol LUy
entonces para cada £f#0 en B hay una u € B:ﬂBf tal que < f,u >F0
Demostracién. Ya que el teorema de Hahn-Banach asegura la existencia de una
uGB: tal que < f,u > #0, serd suficiente que probemos la inclusién B: C BfﬁB:.
Pero ésta es consecuencia inmediata de

< f,u > < Ilullz'llfll2 < flull, - I£EN 5 i=0,1 Q.E.D.
2. Ahora, vamos al primer teorema de éste capitulo. Supondremos: que (X,dx)
es un espacio de medida o-finito; que 1 <p, <p, <= ; y que B estd conte-
nido en I%ruﬁ, pero contiene el espacio £ de las funciones simples de X.
TEOREMA 1. | .1 y . son consistentes en B; ademds,l| ‘"a = 1.0,

Py P, P

donde 1_1l-a , a ,
Pa P, P1

(E1 lector sabrd disculpar el pequefio abuso de notacidén que se ha cometido

0 a <1

con las normas. A poco que se observe, el contexto eliminard la ambigiiedad
posible.)
Demostracién. Consistencia: Témese g € ﬂﬂﬁ” tal que £fg > 0 para £#0, vy
definase < f,y> =jf§dx. Caracterizacidén de la norma-a de interpolacién:

X

quedard establecida si demostramos que, cualquiera sea fE€X: (a) Hpr <1=
o

= "f”a <ts oy () "f”pa > 1= 1lfllg 1. En efecto, supongamos proba-
dos (a) y (b), y sea f£€B, Habrd una sucesién {fn} de funciones simples
tal que Hf-fnﬂpa* 0, ﬁf-fnﬂpo*'o y Hf-anp!* 0 (aun si p,= %, ya que

p,<*). Entonces, se tiene:

WE-£ = inf(IFl: F(e) = £-£ ) =  i0f SUP (ECiy) Il , IFC1+iy) Il ) <
{F:F(a)=f-f )} y 0 !

< IIf-fnllo\/lif-fnlll-'> 0 (n»=) (la dltima desigualdad se justifica conside-
rando FEf-fn). Por consiguiente, anﬂa > Ifh, . Pero ademds ,

HE
1 ry a
Comencemos, pues, por demostrar (a). Sea f€X tal que Hpr < 1. Considere-
. ("
, a real, siendo f = |fl.e'®. Es evidente que

P P
FE® y que F(a) = £ . Luego, F € £+8, . Dado que p, = p¢,+; 21_a)
0 1

P P, -P -1
= e B 1 = 1 = 0 1 = i L=
( l-a S1 p1 00) , $1 tomamos a Po®+p; (L-at) < T« Sip oo>

- "f"Pa » asi que £l = £l

mos F(z) = | g a(z-e)+l qiv

11



P 1/p
tendremos a(z-a)+1 = —= , asi que IF(iy)l = [Jlflp“ dx] ° =
Py P, x

= Hfﬂga/%=< 1, y una estimacién similar valdri para lIF(1+iy)IIp si p, <,
a 1

Si p, =, se comprueba directamente que HF(1+iy)Hp < 1. En definitiva,
1
serd ||Fl <1 y por lo tanto | fll, <1 , con lo que (a) queda probado.

[Obsérvese que sélo se ha usado al demostrar (a) que p#* p, » no que
P, <p, ; luego, el resultado valdrd también para q,, q, con g, >q,.]

Veamos ahora cémo se demuestra (b). Sean gq,, q, 1los exponentes conjuga-
9o 491

qo0+q, (1-a)

dos de p, Y p,. El exponente conjugado de p, es q,~

d I . R . N .
(= o si q, = °<').Sl fex y "f"Pa > 1, existird g€X tal que
gl <1 vy Jf.gdx > 1. De la demostracidén de (a) se deduce que existe en-
9a X
tonces GE®B tal que G(a)=g y |Gl <1 (desde luego, con P, P, reempla-
zadoes alli por ql;qo). Sea FE®B tal que F(a)=f.Ent.h(z) =[F(z).G(z)dx es:
X
holomorfa y acotada en el dominio comGn a F y G, y h(q) > 1.[Que h(z) es
holomorfa se comprueba razonando como sigue: sean F y G a valores en B vy
hotomorfas en £ ; entonces JF(Z).G(Z)dX = J gan(z-zo)“.gbm(z-zo)mdx =
X X
= - N T ab - n oo - 0 oo
E(Z Zo ) -J§n+m=N aPm)dx ,  pues EHaanilz zol = < y EHbquilz z | <
. . . N ..
implican %lz-zo|.<m+n§NNaani.Hbqui>< ®© y por consiguiente

héz) = J F(z).G(z)dx define una funcién holomorfa.]
X

Pero: |h(iy)l < IIF(iy)IIp .IIG(iy)IIq < IFl.0GI < UFl , y [h(1+iy)l <|IFl ,
] (4

asi que |h(z)] <IFl y por lo tanto [IFl > 1. Esto implica que IlIfll, =1,

Q.E.D.
TEOREMA GENERAL. Sea B (resp. B') un espacio binormado con normas |.l, y
'
., (resp. N.I y ., ) consistentes. Denotemos con W .l, (resp.l.lj) 1ia

norma-~-& de interpolacién, para 0 <a <1,
Sea una trangformacién lineal T:B*B' , continua como transformacidn de
By en B y como transformacidn de Bg eanJ Entovees, T ‘es continua co-

mo transformacidén de By en By , y Ty < "T"g-a "TH?

Antes de la demostracién, mencionaremos que del teorema 1 y &ste se obtiene

12



el siguiente resultado:

TEOREMA DE M.RIESZ Y THORIN. Sean (X,dx) e (Y,dy) espacios de medida O-finitos

¢ [ 2

P p
B C LRhLIH, B'C L’ con EXC B, ZyC B' . Supongamos que T es un operador
lineal de B en B', continuo como transgformacidén de B. en B5 »J=0,1 ., Entonces

T es continuo también como operador de B, en B& » donde B, es B normado

con "'"Pa P 7,

+ *%; Yy By es B' normado con H.Hp& , %Z' P p;
3. Demostracidén del teorema general. La aplicacién T:Bj d B} (j=0,1) puede ex-
tenderse a una aplicacién T:B > B' (esperamos que la notacién no pretise a -
claracién). En efecto, definamos (TF)(z) = T(F(zﬁ . Entonces, para uGBJ*UB;*
es, T*uGB:UBf y <(TF)(2),u >=<T(F(2) ,u > =< F(z),T*u > asi que TF

es una funcién holomorfa y acotada con respecto a ambas normas H.H; y H.H;'.

Ahora y sea f€B tal que | fll,= 1. Entonces, existe FE B tal que F(a)=f vy
IFll < 1+¢ , y, por lo tanto: HTEfll, < inf(liGl': G(a) = Tf} < HT(ea(z_a).F(zD s

la funcién entre barras estd en ®' y vale Tf en z=« , asi que esto dltimo es

menor o igual que

SUP (e ITECiy) Iy, e* T ITRC1+1y) 1)) <
sup  _
<y e, MECiy g, e T T, R+ i, ) <

sup - -
y (e Th, El, e Ty LiEn.

- . ]Tl
Luego, ITfll, < IFI. {e=3% T, v e2 (! a).HTHl}. Eligiendo ahora e? = LTI
‘ R

tendremos  WTEN! < (1+€) MTHI™®.1TN® , asi que NTEl, < ITHE-® pTI®
[+ 4 0 1 0 1
Entonces, para todo f€B , HTfH& < HTH&J{ HTH? £, Q.E.D.

. . . 1-a o
La misma demostracién sirve para probar que Ilfl, < £ .Hf”l;
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CAPITULO 1V

APROXIMACIONES ASINTOTICAS

1. E1 propdsito de este capitulo es presentar algunos elementos de la teoria
de desarrollos asint6ticos. No serdn mids que los necesarios para comprender

el significado de expresiones como las siguientes:

2 ] 1 1 .
(1) T(z) ~ e-z.zz.<_:y2 (V477 ¥ 355 2 7701 s larg 2l <m - 5
2\ Z (v,2r)
173 r (v r
(2) Iy (z) ~ (,,—Z> [cos(z - — rep O ——= -
(22)
v (v, 2r+1)
- sen(z - - - z:; -17. (Zz)2r+1 1,
(4v2-1).(@2-3") ... (2 -(2r-1)7)
donde » > -1 , (»,0) =1 » (P,r) = 2r ’
4 27 . r!
larg zI <7 -8 ;
Y,
3) P {(cos ¥9) = ——3—- cos [( #40- “] _%
( Py i 0 n + Q(n ,

0<e<Od<®T-¢€,

(1), (2) y (3) son desartollos asintéticos que reflejan, respectivamente, el
comportamiento de la funcidn gamma para valores grandes de la variable inde-
pendiente, el de la funcién de Bessel, Jv, de primera clase y orden v, también
para valores‘grandes de la variable independiente, y el de los polinomios de
Legendre, Pn » para valores grandes del pardmetro n . Vamos, ahora, a las defi-
niciones primeras.
2. Ante todo, convengamos en una notacidn que es muy Gtil en todo este asunto.
Si £ y g son funciones definidas en R (uﬁa regidén del plano complejo), es-
cribiremos f=((g) si | £(2)I < A.lg(z)I para todo z€R , donde A es una
Constante. Si z es un punto de acumulacién de R, finito o no, escribiremos
f=¢(g) para 22z si, para todo € > 0, existe uﬁ entorno U de z, tal que
1£(z)] < elg(z)l para todo zEYN R ., Por ﬁltimo, £=0(g) para z-z, signifie

card que la acotacién de £l por Algl vale en un entorno de z,.
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En los casos (1) y (2) mencionados en el piarrafo anterior, la regién R es un

sector del plano complejo, con vértice Cero, y z,= =

Diremos que una sucesidn {¢n(z):n=1,2,3,...} de funciones es asintética si ,

para todo =n, es ¢,= ®(y_ _,) para z = z,, zER . Naturlmente , estamos su-

poniendo que z € R, En tal situacibn, definimos
f(z) ~ 52% an?na(2z) para z 7 z;

(cosa que leemos "f(z) es asintéticamente igual a la serie tal"). SZ, para to-

do m 2 1,se verifica : f£f(z) —Elmlajwj(z) = 6(v,), z - i; .

m-1
Si tal es el caso, resulta f~—§;
1

mente, si esto Gltimo vale para todo m > 1, basta observar que ( (¥;)=

aj¥; = 0 (Yy)  para z - z, . Reciproca -

= ¢(¥p_1) para sacar como consecuencia la condicién original.Ademds, como

o)
[

©
[
!

=0(%) , m=>1, z- z, , es equivalente a

f —-Z:?lajwj

usarse tanto () como ¢ .

0(¢y) , z =2z, , resulta que en la definicidn original puede

Los casos que se presentardn en este capitulo corresponden a z, =0 o

Z, = o ,-y en ellos, R serd un sector del plano complejo, con vértice en

el origen, o un intervalo con extremo cero, o el conjunto de los ndmeros na-
turales. En dichos casos, ademis, fuera de un entorno cualquiera U de z, ¥
siendo CU,m una constante adecuada, se verificard que

CU,m [Pml > 1%p-11 si z se mantiene en un entorno fijoV,

de modo que en la () de la definicién no serd necesario aclarar z - Zg »
pues con un eventual cambio de las constantes que aparecen en la (j las estina-
ciones serdn vidlidas en un entorno fijo,

S5i dos funciones son desarrollables asintdticamente con respecto a una mis-
ma sucesidén, entonces la suma de desarrollos es desarrollo de la suma, y mul-
tiplicando un desarrollo de f por una constante c se obtiene un desarro -
.11o de cf.

Si suponemos ademds, como es usual, que ninguna ¥3 se anula idénticamente en

un entorno de z,, entonces el desarrollo de una funcidén es dnico. En efecto,
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en caso contrario la funcién cero tendria un desarrolio no trivial, mientras
que de la definicién y la relacibn ¥,=9(¥,_1) se deduce que esto no es posible
Sin embargo, dos funciones pueden tener un mismo desarrocllo. Por ejemplo ,

-1

A y z"1+e*z

, en -w/4 <arg z <7/4 tienen el mismo desarrollo 1/z en

zo= * respecto a la sucesidn asintdtica ¥j(z) = z7J -

Cuando z4= 0 , (25585 > ¢ , r real, n = 0,1,2,...} define una sucesidn asin-
totica . Si £(z) es holomorfa en el origen, su desarrollo de Taylor coincide
con su desarrollo asintético con respecto a la sucesidén cuyos paridmetros son
s=1 , r=0 .

3. Hay diversos métodos para obtener desarrollos asintéticos: el métédo de la
fase estacionaria, él de integracidn por partes, el de Laplace, etc... En esta
presentacién nos concentraremos éﬁ s6lo dos de ellos: el método de mixima pen-
diente (en inglés, ''steepest descent"), y el del punto de ensilladura (en in-
glés, "saddle-point").

- Antes, probaremos un lema de singular importancia, debido a G.N.Watson, que es
Gtil para calculér desarrollos de funcionesAexpresables en forma de una trans-
formada de Laplace, . por ejempio, la funcién gamma.

Lema de Watson. Sea f(t) ~ 2: alr’cr/IJl -1 para t >0, t real y m >0 , tal

r=1
que. en (€, , |f(t)} < MePt . con b fijo para cada € > 0. Entonces
© ’ a

-pt T T

Lif) = p.ftdt"i o P{—
(0 = [ e mae ~ L e D)

T T -

para p > ., |arg pl < 57 - § < T € > 0.

(Aqui, % es positivo y fijo, pero por lo demds arbitrario.)
Demostracidn., El significado del lema es, simplemente, que bajo las hipétesis
apuntadas el desarrollo de £ (f) en w se obtiene transformando por Laplace al

desarrollo de f en 0 término a término. Para probarlo, observemos que, como

N -
' -4 ‘ -
f(t)"E; artr/m = 0(t<N+1)/m '1)para t pequefio,

. serd entonces

/o -1 -4 |
(4) £(t) -ﬁ;artr BT ag ().t e T R (¥) para cierto b y

todo t > 0 .
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. 1 i
(5'Jr(p)ePp P= jo(x,el"‘* pax, + [ (xp el e )Pax, -

2

-t _ l-xi)

{(ahora ponemos e X;e

0
_2 00—2 dx
[P [Tt 2 g
® dt 0

Por 1o tanto ,

r .eP w 2 /dx dx,
(6) .ﬂ_‘f__:Je-tp AP
pP 0 at at

vale para todo p con parte real positiva. Aqui, 0 <x; <1 , 1 < x,
‘cz<=x!—1-1nxl='x2 -1 - 1n x,
Ahora bien , si x-1= ¢, tendremos
W=x -1-1nx = £ - In(1+¢) =—2———£i +...=§2-.(1-z§+...)
2 3 2 3

Luego , en un entorno de ¢§=0 valdri

.‘.

, £ ' , 2 2
(7 W= Tz_' (1 + a; ¢ + a,8° +...) = | F(&)| ,

de modo que F(¥) = tw y, despejando &, & = G(tw) . (Obsérvese que

1,2

-1
F'(0) = 2 A). Para w=t > 0, pues , serd x =1 + G(tt).

1.2
0o H

Si G(w) = § : bnwn en un entorno de w=0, resulta entonces
n=1

f x1= 1 = byt + bat? - ... t4

(8) 2 » by > 0.
Ixz=1+b1t+b2t +

\ 6

Is decir, x; es una funcién analitica de t en
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Por lo tanto

N
L ) () = Ziarp_r/m. 1‘(%)+ £(RN)(P)'-

Pero, si p = £+ iP , es
LR IPI < JOIRN (e ftqe = 0(1). Jot(N+1-m)/m-e(b—E)tdt.

. n
Dado 6§ > 0 , si p es tal que | arg pl < i 8 , entonces para |Ipl > p, es

(§-b) <Ipl <cC.(E-b) » donde C es una constante. Luego,

oen.rl)
ERY (P = 01 -1y~ WD a, [ Oelom) /g ey ®

0 ) (¢-b) (N+1) /n
e o
m m
=001). =
0 » (WD /g 0 v+ /g | Q.E.D.

\p

o

I3 . r

Corolario. 57 g(t) ~ 2:; bt para t=>0,y [g(t) < Mebtm, m>0
r=

en (0,0) , entonces

. r (r+1)
3 m b m
-pt - I ) T
(5) Joe -g(t)dt g‘o p(*D/m m » para p > ey larg pl <--5.

-
1 1/ +1 -1
En efecto, g(7 /m).r R £(r) ~ = -br.1'(r ) Im . Como
r=0

® —pt® -1 (7 -
Joe PY lg(t)dt. = m .Joe PT£(r)dr ,
aplicando entonces el lema de Watson obtenemos (5), Q.E.D.

4, Comenzaremos con la funcién gamma. Sea p > 0 . Entonces,

l“( 4.1) _ © . -
P =p 1. J tpe ¢ dt =
P ; 0

® p-1 -t
I'(p) = Jotp .e. dt =
(poniendo t=px)
=pP jox"e'px dx = e7P pP Jo(xe'x"'l)p dx .

(E1 cambio de variable efectuado traslada el méximo del integrando de pal,
haciéndolo asi independiente de p. La funcifn xel-x crece de 0 a 1l en (0,1)
y decrece de 1 a 0 en (l,e).)

Luego ,
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2
coincide, para t > 0, con la definida por e % = x el %2 (x, > 1),
P p 2 2

y otro tanto vale para x, cuando x, < 1,
1 1 1

Como, para Reé p = «  1la parte dominante en las integrales Joy [1 en (5') es

la que se obtiene al integrar en un entorno de 1, es razonable pensar que bas-
tard conocer el comportamiento de x Yy X en un entorno de t=0. Pero esto es 1lo
que precisamente dicé el lema de Watson (véase (5» . Veamos:

De t° = £,(t) - In(1 + Ez(tj , resulta

(9 2t = & 1 - 1.5t | i
= - = , asi qu
) , 2 1+ E2(t{J 1 + &, ate

2t v 2tk = 2t 0 L 2by Py =<Zl' bitl)<zl' ib tiJ) i

i=1

00 n-1 - & n-1
DI [Zﬁ bn_h.(hﬂ)bhﬂ" =)t [Z bh+1-(n'h)bm-hi]
n=1 h=0 n=1 h=0
— R ad
— n n+
=l t— Py-h+Pn+1
n=1 h=0
y, por lo tanto,
n-1
2 n+l
= _— = =
(10) bl -2 hZ_:(.) b b, — >, (0> 2).

\/-2/1V8 ,

X 2i . .
(21 + 1)t , Mientras que, en virtud de

Asi, por ejemplo, bl = VE s b2 = 2/3 s b3
oo
t o= X
X{ =150 2Pyuy

9 , x) =& =2t/(1-1/x,) vy, andlogamente , x/ = 2t/(1- 1/x,). Estas dos

Por otra parte, x; =

Gltimas igualdades implican que, para t > € >0 , x} = 0

Entonces podemos usar (5) con m=2 , g = x4 - x{ , y deducir de (b)

 b.....(2i + 1). T (2“1)
an T (p) - z:: 2i+1 2
e P .pP i=0 p(2i+1)/2

0 sea que, por ejemplo, como I‘(_;_)= \/; , tendremos

1
2w
(12) F(p) ~ e’p-pp-lr\/; + O(E,%> )

2 \® .
asi que, en particular, TI'(n) ~'\/-§ (%) {(es decir, el cociente entre ambos
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miembros tiende a uno) y de aqui resulta la fémula de Stirling:

(13) ‘nl ~ 2mn .<_I_‘_>n :
e

Hemos demostrado ia validez del desarrollo asintdtico (11) para larg pl < %-5 .
Puede demostrarse que vale aun para larg pl <7-8 (tal como aseveramos al co-
menzar este capitulo). Para completar esa demostracidn, el lector puede consul-
tar [1] , cap. IX , de la bibliografia que damos al final de este capitulo. lLa
expresidn asintética es la misma para distintos valores positivos de & , pero
cambian, naturalﬁente, las estimaciones de las "0 que aparecen en la defini-
cidén de desarrollo asintdtico.

5. El método de mixima pendiente. Presentacidn,

Sea ¥ una funcidén analitica en un recinto D , y no constante alli. Si, en un

punto ¢ €D, tal que ¢(f{) # 0, se anulan 3l®l y 3l®¢l (para lo cual basta
) Ix oy

que |¢| tenga derivadas nulas en dos direcciones diétintas), también se anu-
lardn las derivadas direccionales de 1nlel = Re(ln‘a. Como 1n |l¢l es arménica
no constante, debe pues tener en § un pﬁnto de ensilladura. Usando las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann podemos concluir que también serdn nulas las deriva -
das direccionales, en §, de la armdnica conjugada de 1n l¢l. Por lo tanto

. ‘

]
(14) : —($)— (Ine)(®) = 0.
: 9 0z

Reciprocamente, si (14) se verifica , 1nl ¥l tiene un punto de ensilladura ,

F.] R
le/ax = alel /3y = 0 , en §.

Sea v un camino en D que pase por §{ y ortogonal a las curvés de nivel lol .Su-
pongamos |yl > 0‘sobre Y. Como las curvés de nivel de l¥l y de 1n |¥]l coin-
ciden, Y serd entonces una curva de nivel de la armdnica conjugada de 1ln 1¥l, a
saber, arg ¥. Ademids, 7 sefé de pendiente midxima para 1ln |¥l y, por io tanto,
para l¥l . Como arg ¥ = cte. en 7, ¢(z)/9(§) serd alli real y positiva.

Supongamos ahora que queremos estimar

: . b oy :

(15) J ¢ (z).f(z)dz , N>0 |,
a .

¢on ¢(z) y f£(z) analiticas en D, para N —> %, siendo a y b los extremos de
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un arco Y contenido en D. Supongamos también que se pueda deformar el arco ¥
en D, 1o cual no cambia la integral, de manera tal que se verifiquen las si-
guientes condiciones:
i) ¥ pasa por un punto de ensilladura, {, de 1n l¢l;
i) 7. es de mixima pendiente para lel ;

iii) le(z)l crece cuando z recorre ¥ de a a § , y decrece cuando z va de

§ ab.
Entonces, sobre 7, es o (z) =|iﬂL§l , ¥ podemos efectuar el cambio de varia -
: v(§) e(§)
-r2_¥(z) e . .2 .
bles e = o . Esto definirid una reparametrizacién de Y en la que la varia-
o(

ble real 7 variard de -7, a 7, cuando z varie de a a b. Luego

T

2 2
(16) J oV (2)£(z)dz = ¥N(8) J e’ N [f(z(r)) ,_S‘_Z_]dT
Y

-7 dr

dz
Si f(z(r)). o fuera analitica en un entorno de 7 = 0 , seria posible apli-
. ‘

car el lema de Watson a la integral en el segundo miembro de (16) y estimar a-

si (15) para valores grandes de N. La analiticidad de f£(z(7r)) . fii se deduce de
dar

la de z=z(7) , pero &ésta no siempre se logra con la reparametrizacidn indicada.

Como veremos en el pirrafo 7, habrd que acudir a reparametrizaciones de la for-

Tt

Z . P
v(z) e para conseguir que z(7) sea analitica en un caso general.

o(%)

Para buscar caminos v que verifiquen las condiciones i), ii) y iii), se pro -

ma

cede a hallar primero los ceros, §, de ¥' (z). Una vez hallados é&stos, hay que
seleccionar los caminos de mixima pendiente que pasen por ellos, sobre los cua-
les |yl tenga miximos relativos en { , y ver si algunos de estos caminos es de-
formacién del camino original dado.

Segiin E.T.Copson, cuando sdlo un entorno del punto de ensilladura entra en con-
sideracién, el método se llama "del punto de ensilladura", y fue ya utilizado
por B.Riemann. Cuando se usa todo un camino de mixima pendiente, el método se
1lama '"de mixima pendiente™, y fue utilizado por primera vez por P.Debye

(1909 - 1910). Ambos métodos se basan en la misma idea y, excepto por un rasgo

21



de cardcter secundario, son indistinguibles. Bien podrian ambos reunirse bajo
la dnica denominacién '"método de midxima pendiente".

6. Apliquemos lo expuesto en el pdrrafo anterior a la obtencién de un desarro-
1lo para la reciproca de 1la funcidén gamma.,

Observemos que la férmula

L _ Res__, € - J _§¢T'“éz— , 6 = circunferencia
s 1 i

I TG+ AR ¢

de centro 0, admite ser generalizada para j no entero, a saber:

z
1 1 e

a7y = : I 5 dz
I'(p) 2mi g oz

Esta es, precisamente, la férmula de Hankel. En ella, el camino de integra-
cién puede describirse asi: {- < z <-€} v {e.elo} U {-o <z <-€} recorridc en
sentido contrario al de las agujas del reloj ([1]). Si p es real positivo y

z = tp , obtenemos

-p+l
1 1 -p+1 Pt .-p p P «p(Z)p dz.

_ = —.p . e .t dt = = i

I'(p) 2mi Y 1 4
¢(z) = e?/z es tal que ¢'(z) se arWla solamente en z=1 . Por lo tanto, 1 es el
Gnico punto de ensilladura de [¢|. Como In ¢(z) =z - 1n z =
= u + iv - 1ndu2+ vi - i arc tg % , resulta que las curvas de nivel de 1n|¢tzﬂ

1

estarian dadas por Re(lnw(z)) =u - E—ln(u2+ vz) = C.
Las curvas de midxima pendiente que pasan por z = 1 son

Inl@n w(zﬂ =v - arc tg X = Im(ln ¢(1» =0, o sea Y = tg v. Una de ellas es
u u

v =0 , sobre la cual, en z = 1, 1In l¢(z)| tiene un minimo.
La otra solucién es u = v/tg v. Cuando v >7 , u =>-° , y cuando v > -7,

u —-e0, Mis aun, a lo largo de la curva u = v/tg v , 1In |¢(z)l tiene un midximo

env =20, es decir , en z = u = 1, Estamos entonces en la situacién del péarrafo
precedente,pues la curva encontrada sirve de camino de integracién en la férmu-

la de Hankel y es de pendiente mdxima. Haciendo

2
o~ = #(2) | obtenemos

(1)

(18) z-1lnz=1-7> , =<7 <o en Im(z-1n32) =0,
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Siz=1+1%¢ , tenemos § - In(1+%) = L (iT)z. Ya vimos en el parrafo 4,(8),

que esta ecuacibén es satisfecha por dos funciones §{(7), analiticas en un entor-
no de cero. Corresponden a las dos elecciones de signo en la serie
z - 1=¢ = Zfi b. (tir)j (los b. son los de (85).
j=1 3 h
Para que, cuando 7 varia de - a +%, z recorra el camino en sentido contrario al
de las agujas del reloj, debe elegirse aquel signo que a 7 > (0 haga corresponder

Im (z)> 0 , o sea el signo + (pues b1 > 0). Entonces

-p+l ® 2 -p+tl p » d ;
(19) -2 "~ J PU-T ) dz 0 P € j e Ps | 925y » S2-5)| as ,
F(p) i -= dr i 00 dr d
dz dz . =
() v 2s) = 2i E;% (2h+1)b2h+1(-1)h52h

Aplicando el lema de Watson (véase (5» , obtenemos finalmente

oo
\P h 1
(20) 2l (8 1L bypey 2he1) (D) Tear 54"
rip) 2 \p/ P=0
. T l
vdlido en larg pl < - - 5

Puede demostrarse (rotando el camino de integracién) que (20) vale, en realidad

para larg pl <#-8. Por lo tanto,

1 P Y2 1 1
= ~ gP p_p - Ll - + S
I'(p) 2 12 p 288 p2

Esta expresién asintética de 1/T'(p) podria haberse obtenido también mediante

divisidén, usando la expresidn asintdtica (11) para I'(p) (y reciprocamente), pe-
ro los cédlculos de los coeficientes hubieran sido mds extensos.

7. E1 método de mdxima pendiente. (Continuacidn.)

Consideremos, como en el paArrafo 5, integrales de la forma
J ¢P(z).f(z) dz , p real,
»

donde el camino de integracidn vy verifica las condiciones i), ii) y iii) de di-
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cho pdrrafo. Mds precisamente, sea v una mitad de un tal camino: (£,a) o ({,b).
Veremos aqui c6mo puede ser parametrizado vy para poder aplicar el lema de Wat-
son a la intégral resultante.

Sea w(z) = 1n ¢(z) , Yy sea

(21) 1) = [P Pg) az , p>07,

T
donde I' es un arco pdr el que el descenso es mis empinado {Im w(z)=cte.sobre I')
Y, partiendo.de‘ 2y w'(zo) = 0. Supongamos que w(z) = w(zo) + (z—zo)m F(z) ,
con F(z,) # 0. En un entorno de z, estard entonces definida una funcién anali-
tica .G(z), tal que Gm(z) = F(z) (en realidad, habrd m funciones tales, y se-
| G2Tih/m '

rdn de la forma G(z) , h=0,1,...,m-1). De modo que &w = w(z) - w(z,)

= [ (z - z4) G(z)I™ . Sea W= (z - zo) G(z) , con lo que Ow = W y
W'(zo) = G(zo) # 0. ‘Entonces, z = W establece una correspondiencia biunivoca

y analitica, con inversa analitica, entre un entorno de z = z, y un entorno de

W = 0. Dicha inversa puede escribirse asi:
. hd . .
(22) oz o= z4 + Zﬁ B.WJ , con B, # 0 , en un entorno de W=0.
=109 '

Consideremos una curva de nivel de Re w(z) que pase por z,. Sobre ella

Re(w(z) - w(z,)) = 0 , de manera que, en el plano W; serd Re W™ = p™.cos my=0

P i 2k+1 . a

(si W= 9e" ) |, Debe ser entonces ¢ = m . Las curvas de pendiente médxi
’ : 2m

ma estidn dadas por Im (Aw) = Im w™) =0 , €S déCir, p™ sen md = 0 , 0 bien
9 =-k%—. Asi que, en el plano W, las curvas de pendiente midxima de Re (w) que

ik® /m .
ikm/ , p > 0. En consecuencia ,

salen de cero son las semirrectas W = pe
w(z) - w(zo) = Re(y(z) —'w(zo)) = eikﬂ.pm = (—1)kpm a lo largo de ellas. Lué-
go, sobre las semirrectas que corresponden a k impar, Re(w(zﬁ decrece .al cfe-
cer p, de la '"cumbre'", en z, , a los '"valles", y son curvas que corresponden
a las de descenso mds empinado. En vista &e (22), su ecuacidn en el ﬁlano 2z

viene dada por

(==} k1|"/ J-
z =12 + 3y  B,(eX"1/® o) » k=1,3,
o f:i i | ,

Es decir, es posible parametrizar las curvas (descendentes) de pendiente mdxi-

ma mediante un pardmetro p, real y no negativo, de manera tal que z = z(p)
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sea funcidén analitica de P y que

w(z) - w(z,) = -p™ , sobre T ’

(en el pirrafo b hemos considerado ya un caso en el que m = 2).

Cosmd¥<o
N

™
\\ E

El cso m=3

Lograda la parametrizacién de I', y asegurada 1la analiticidad de z(p) , puede

aplicarse el lema de Watson a:

. e m
I(p) = ePW(zo> Jo e~ PP [f(z(p)) %] do .
0

Si bien, en un principio, el N del pdrrafo 5 y el p de &ste son reales posi-
tivos, la aplicacién del lema de Watson asegura finalmente que estos pardme-
tros (que se llaman z en las férmulas (1) y (ZD puedan tomar valores .com -.
plejos.

8. Los desarrollos de las funciones de Bessel.

Sea v > -1 , ¥y sea J, la funcién de Bessel de orden »:
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v o0

2 n
x (=x/4) " _
(23) Ty (x) =(—2_> :; ol (40 +1)

x-)v 5 <> L1 S
=(—2_ =0 \'&4/ al omi J{ v+l '

(La segunda igualdad se obtiene usando la férmula de Hankel.)

Si x > 0 , entonces
n
2

v z =)
1 X e X 1
5,0 = —-] (—)-— ) (-_)--— az =
v 2mi ‘g \22 Z n=0 bz n!

v
= _L-J (_}_{_> . ez—xz/l;z _%i =
2mi g \2z 2

(tomamos ¢= 2z/x)

1 ds

) j ¢7V e (X/DE-1/Y - (tomamos ¢= ef)
2mi 2 §

. _i_ . I omtVHx senh. t 4t
2mi S

El camino de integracidn, en la f6érmula de Hankel, es cualquiera de la forma
Im(z) = -lal , seguido de semicirculo con centro en el origen y radio lal en
Re(z) > 0 , seguido de Im(z) = lal , como se ve usando el teorema de Cauchy.
Asi, tanto z como { pueden considerarse recorriendo un mismo camino ¢ de la

forma descripta.

Sin embargo , t debe recorrer s y, como et= $, si a=1 , S debera contener

el segmento [-im/2 , iw/2] . | (t=ustv)
e '
Ademds, Im(@) = 1§l .sen Im(t) , asi que , si | T
| ———————1
Im(¢) = cte. con [l = *°, necesariamente Im(t) i
wh
deberd pasar de /2 a w, o de -7/2 a -m, Luego
k A
S es de la forma que indica la figura. _
0
De la expresién
~w2 T
1 na L R
(24) JV (x) = —, J e-tV+x senh t dt , X > 0 , ..~-"F u r..‘
2ri . i . bl
S -ir

EL camino S
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se deduce, teniendo en cuenta la identidad

senh (u+iv) = senh u.cos v + i cosh u.sen v ,
que serd suficiente que S tienda a ® , en ambas ramas, manteniéndose su parte
imaginaria lejos de in/2 y de -im/2 , respectivamente, pero dentro de la zona
rayada. Fijado S, como ambos miembros definen funciones analiticas en Re(x)> 0,
la férmula (24) vale en esa regién. Ahora, x juega el papel que p hacfia en la
férmula (21), y w(z) = senh z , f£(z) = e™” %, Observando que w'(z) = cosh z
se anula en z = (k + Vg ti , se ve que S pasa por dos puntos dé ensilladura de
Re(w), a saber, im/2 y -im/2. Las curvas de nivel vienen dadas aqui por
Re w = senh u.cos v = cte. , mientras que las de mixima pendiente que pasan por
in/2 y -im/2 , a las que designaremos, respectivamente , con 'y I, , estédn

definidas por

Lb=uaie)
F13 Im(senh t)= cosh u.sen v = 1 Lt
(25) B T3
r: Im(senh t>= cosh u.sen v =-1 R
2 JE———
T ol TS
"
Asi que I'; puede ser considerada como —— =
!_A-—--, >
la rama i de S en Re t -~ 0, Supuestos -k T
1y
los sentidos de recorrido -

que muestra el gridfico , es ficil ver
que, llamando C al camino descripto por {Re(FJ <0}V I[im/2,-im/2] U

v {Re(F2)<ZO} , vale la férmula siguiente:

J g™ ¥ senh z4, _ , Rex >0
C

Por lo tanto , si llamamos

(1 1 ht -v () 1 _
H, (x) = _____[ o ¥ sen t dt ‘HV (x) = J g* senh t - vt dt
Ti JI,l i

ry

(que son las funciones de Hankel de orden v)

(1) (2)
H, "(x) + H, "(x)

tendremos : = J, (x) , Rex>0
2
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(1)
Consideremos HV .

El cambio de variables t = #i/2 + T permite escribir:

1) 1
H, (x) =

i T - VT - PT{
J eix cosh i/2 ar .

Ti .
r
1

Sean, ahora, T} =T) N {Re (r) > 0} , FF'= ' ri {Re (7) < 0}. Entonces,

i T -V i T vr
J elx cosh TdT = j elx cosh + ar

Ay "
1-‘l. I‘ll

y ror consiguiente ,

M 2 e VTi/2 , -
(26) H, (x)= —————— el* cOs .cosh vr dr ,
mi ,
rl
1
Ahore bien: Re w(r) = Re (i cosh 7) tiene en el origen un punto de ensilladura,

y Fr es un camino de pendiente médxima, descendente desde ceroc, para Re w(r).
Su- ecuacidr es Im(i cosh 7) = Im(i cosh 0) = 1. Luego, la integral en (26) es
de las consideradas er el pirrafo 7. Ademds, ¢l desarrollo de Taylor de cosh r
nos maestra que ¢l valor de m (notacidén de pidrrafo 7) es, =n este caso, 2. Asf
que parametrizaremcs a F: en funcién de p > 0 de la siguiente manera:
(27) i cosh7 -1 = -p2 ,
con lo cual, poniendo

H(x) = = - evni/z. H, x) ,

tendremos

o« . 2 © ;o2 1 d h vr
(27') HE) = [ ex(l-P ). (cosh VT.QL) dp = j ex(1 p ).-__. (sen ) i
0 dp 0 v dp

d . .
Pero E;senh V7T Crece a lc¢ sumo como una potencia de p. En efecto, segin (27),

-_— " +
Vcosh’T—1 ~ p? , sobre [, asi que e T 0?) vy

] 2l vi : ] , dr 2ip
cosh »7 = ((p ) alli. Ademds, derivando (27) se ve que — = —— = OC‘)

dp senh 7 p

cosh 7 ~p? y senh 7

Por lo tanto ,

_d_ senh v 7 = O(pzwl'l)
dp

y entonces la integral en (27') verifica las hip6tesis del corolario del lema
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de Watson.
Por lo tanto, demostraremos al final de este pidrrafo que senh v7 es una funcién

analitica de senh;%.de la forma siguiente:

(28) senh »7 = 2v.senh-— ﬁ . ZE: (1/2-v), (1/2+V)  (-4)T (senh-%)zﬁ] ’
2 r=1 (2r+1)!

donde (a)i = ala+1)...(ax+r-1).

. . . . 2
Ahora observemos que de la parametrizacién de IV cosh 7-1 = ip se deduce
1 ’ >

senh (7/2) = ei7r/4 p/{E-. Combinando esto con (28) , pues,tendremos

Ti/4 2 in /4
1 d. e z : _ € (L/2-p) . (1/24¥),. (23T
-+ — genh v7 = + A Pzr » con A2r : r( 1)

v dp Vo o oxmtoEx \Z . (2!

Aplicamos entonces (5) y obtenemos

P 2 [} A F(M)
H(x) = el¥ [ o~%p dsenh v7 dp ~ eix, E:: 2k 2
JO v dp k=0 X(2k+1)/2
ﬂ -
En consecuencia, para larg z| < — -8 , serd
2
) (g - = (1/2-v)_ (1/24v)
(29) H,? (2) =\,—2— el(z-rm/2 -m/4) [1 + Z - =~ |.
Tz r=1 r! (2iz)r

Aqui se ha usado la férmula de duplicacién de Legendre para la funcién Gamma:

I (2k+1)/2 = T©(2k).272% J7/r0) = (2x)r .272% {7/ .

Las funciones de Hankel tienen un punto de ramificacién en el origen. Sin em -
bargo, puede demostrarse que la férmula (29) vale aun para -7+6 < arg z < 2m-8,
El desarrollo asintético de H;m(z) se obtiene en forma andloga (o usando la
féTmU1a-P¢M(Z) = 'eV”i.Hilkze"%) ), y resulta para -2r+6 Jarg z <w-§ ,

o (1/2-v)  (1/2 + »)
ORI SIS G O I - -

v Tz r=1 ! (-2iz)t

Por fin, combinando (29) y (30) se obtiene (2) , sin mids que recordar la rela-
. ) (@)
cién H) (z) + Hv (z) = ZJV(z) .

Concluiremos este pirrafo con la prueba (que dejéramos pendienie) de que senh vt
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es funcidén analitica de u = senh (v/2).

De e = (e7/2>2= 1 + Zu.eT/2, obtenemos e7/2- y VT:;; . Como 7 > 0 implica
u > 0 , debemos elegir el signo positivo. Entonces

2 senh vr = (u + VT:;?)ZV -( -u + VT:EE)ZV = 2F(u) ,
donde F(u) es una funcién analitica en un entorno de u = 0. Sea g(u)
Sea g(u) = (u + VT:;;)ZV. Resulta g'(u) = 2pg(u)/Vi+u* vy
g"(u).(1+u*) = (2»)?.g(u) - g'(u).u. Por su parte, la funcidén (—u + VTIEQZV
verifica las mismas relaciones, asi que la funcién impar F satisface a

(31) F'".(1+u?) = (2v)? F - u.F' .,
Ensayando F(u) = 2:: B2k u2k+l , en (31) , obtenemos
x=0 +1

(32)  Bypyy [(2k#1)? - (20)7] = (2k+3) (2k+2)} ,

“Bores

relacidén que determina los coeficientes del desarrollo de F.

2k+

r
Entonces, senh v7 = F(;enh——) , Q.E.D.
2

9. Foérmula del punto de ensilladura.

Consideremos otra vez la integral I(p) del pdrrafo 7:

8 )
(33) j ePW(Z).f(z).dz y, wW'(20) =0 , p>0 , oy 3 nimeros com-
o .

plejos, donde el camino que une @ con B pasa por el punto =z, y estd en una re-
gién donde w y f son analiticas. I' no es necesariamente de mixima pendiente,pe-
ro existe un entorno y de z, tal que I' Ny si lo es. Supongamos, ademds , que

vale \
(34) max Re w(z) < Re w(zg) . ~
ze T-U o' \e

p 4
e » E\
En esta situacidén , tendremos « ~
b

(35) IJ eP¥(2) £(4)qz epw(z°).j ep°Re[W(z)_w(z°q,f(z)hdzl< M.'epw(z°)L€:ep
ry U

<

M

para cierto € > 0
Para hacer las cosas mis sencillas, agregaremos la hipdtesis w'"(zo) # 0 , y

demostraremos entonces la siguiente férmula del punto de ensilladura:

_3
(36) I(p) ~ epw‘“"‘[fuo).(zw/(-p .w"(-zo))) %0 (p A)J ;
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para una adecuéda eleccion del signo de la raiz cuadrada.

De (35) se deduce entonces el siguiente hecho: vale el desarrollo asintético
(36) si y sblo si ése es el desarrollo asintético de la integral (33) con «, B
remplazados por a',f' (ver figura). U puede ser remplazado por cualquier entor-
no V contenido en é1, pues, por ser I' N Y de mixima pendiente, también valdri
(34) (y por lo tanto (35) en I-v.

Ahora bien, sobre T, es
Mw o= (20 gy s A (z-20) * ...] = -p?
2

asi que, en cierto V C U , serd

-w"(2z0)

(z-z0)[ 1 + B, (z-20) + ...]
2

La eleccién del signo de la raiz da el sentido de recorrido del arco I' N V.

Fijemos el signo de manera que el arco sea recorrido de a'a B* , y considere -

mos ahora la integral

8 dz |
(37) j ePlwizo)=p*1 Ve o Zlap - eP¥(20) yopy
8 de

la cual, por lo que hemos dicho, deberid tener el mismo desarrollo asintdtico
que I(p). Sea, ademis,
dz _ 2
flz(p)) == = ao + a;p + azp? +
dp

Entonces, del lema de Watson obtenemos:

§ 2 a ag I'(1/2) 1
(38) J(p) = 2. J o~PP (3, *a,p" + ap + ...)dp ~ . 0<;;_> ,
’ p'/2 p72

larg pl <7-1q
-2
Como a, = ||[———— , f(zo) » resulta asi (36).
w" (ZO )

10. Desarrollo de los polinomios de Legendre.

Sea -1 <x<1 , vy sea Py(x) el n-ésimo polinomio de Legendre, definido por

la f6rmula de Schldfli:
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1 (z2-1)"
(39) P_(x) = I iz

+1 .
22 mie (z—x)n+1

en la que C es una circunferencia, recorrida en sentido positivo, con centro en
x = cos ¥, 0<9 <m, Podemos suponer que C se ha deformado hasta ser una cur-

va que pasa por -1 y +1 y es simétrica con respecto al eje real. Como el inte-

grando de (39) verifica F(z) = F(z) , vemos que

1
= . dz
(40) Pn(x) e Im J 1 ’

donde I' = C N {Im z > 0} es recorrida de 1 a -1.

2
z° -1
La integral precedente es de la forma (33), con w(z) = 1n , P=n vy
Z-=X
£(z) = 1/(z-x)
1 1 1
Ahora bien , w'(z) = — + - , de manera que w'(z) = 0 si y sdlo
z-1 z+1 z-cos ¥
i
si z®- 2(cos ¥)z + 1 = 0 , ecuacién é&sta cuyas Gnicas soluciones son e
-id
P A id €
Ademis, en estos puntos es w'"(z) = 2/(z*-1) vy, en consecuencia, w'(e" )= *
i sen®?
i9d, id
Por otra parte, tenemos: Re w(e )= Re w(e™') = 1n 2 ,Re w(1)= Re w(-1)= -o0

Re w(x) = 4o |,
Luego, -1 v 1 se encuentran en 'valles" y eitst es un punto de mayor nivel, para
Re w(z) , que -1 y 1. Podremos entonces encontrar un camino I' que, en un entor -
no U de eiﬂ , sea de pendiente maxi-
ma, y tal que, fuera de U pero so -
bre TI', se verifique Re w(z) < 1n 2,
Falta solamente determinar el signo
de la raiz cuadrada en la férmula
del punto de ensilladura. Necesita-
mos que p vaya de menor a mayor cuan
do I' sea recorrido de +1 a -1,

Se tiene

1
/ .
<-1/W"(Zo)> - 1ol (343T/2)/2 (o1
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Por otro lado, como

t (-1)F (2n-2¢)! n-2r

r=0

Pn(z) - n
27.r! (n-r)! (n-21)!

(con h=n/2 o h=(n-1)/2 segfin n sea par o impar), vemos que P, es siempre par
o impar, por lo que podemos suponer, para nuestra aproximacién asintética, que
¢ e (0,7/2). Entonces, en la raiz precedente deberi ser J;;;—b > 0,y la expo -
nencial se encontrard en el 2°cuadrante si elegimos el signo +. Por lo tanto,
si p pasa de - a + , z-zg= p.[Z/(-w”(zo))]»5+ ... , pasarid del 4°cuadrante al

/2° (en un entorno de P=0) , y la eleccién del signo es, pues, la correcta.Luego

£(z ).e"W(20)o oind onys cne,

! (22 -1)" etn? 1(9+31/2) /2 (T2 5 1\| 2w
—dz = — e sen ¢ |1 + O(—) —_
2% 7 T (Z-x)n+l iTsen ¢ n n

Finalmente tenemos, para 0 < x = cos ¢ <1 - €:

2 l/; —[,0 l/ 1r/4] 1 -'i
(41) P_(x) = P_(cos ) =<___> m el +wsal |, 0<L’>J _
9

nTsen

1/2

2 1
= sen [d(n+Y,) +n /4] <—"———> + 0< " >
nm sen o, n "

El punto -x se obtiene remplazando ¢ por 7-v , ¥ se ve fdcilmente que en este

caso también vale la expresidn (41). También puede verificarse que, si x perte-
nece a un intervalo cerrado interior a (-1, 1), los "(Q" que aparecen en (41)
son uniformes en x (o en ¢ € (-e¢,7-€)),

Queda asi probado el desarrollo asintético (3).
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CAPITULO V

BASES ORTONORMALES EN LP

1. Usualmente, una sucesidn {xn} de elementos de un espacio de Banach separable
X es llamada una base de X si a cada elemento x € X puede asocidrsele una Gnica
o0

sucesidn {an} de escalares tal que Xx = 2 a X, . Adoptaremos aqui, en cambio ,
la definicién que sigue. Sea 1 <p <% , y sea q tal que—§-+ %—= 1 Llamaremos
base ortonormal en LP a todo sistema {Wn} (n=1, 2,3, ...) , ortonormal y com
pleto en Lz, que verifique ademds las siguientes propiedades: (a) para cada n,

' e LP n LY, y (b) para cada f € LP, existe una dnica sucesidén numérica

{a.} tal que S f = £ (N = =) en LP, donde S f = 2?: a_y . (Suponemos dado un
n N N T nn

espacio de medida (Q,£,u) con p(R) < . Sin pérdida de generalidad, puede to-
marse k(1) = 1. Las funciones ¥ antedichas son a valores reales.)
Merecen ser tenidas en cuenta las siguientes observaciones ('¢a,b)" denotard

aqui al "producto escalar” abd4 , para a € Lp, be L ):
p P
Q

. 2 .
(1) Si {¢n} es un sistema, ortonormal en L~ , de funciones de P n Lq, y

N
= P = 1
SNf ; ae ~ f en LY, entonces (SNf , ¢n> a, siN=n,
asi que (f,¢n> = a, = a,(f) = n-&simo coeficiente de Fourier de £ con res -

N

pecto al sistema {¥_} . De aquf en adelante, pues, Syf serd igual a Zan¢n,
donde a, = {f,f >, para cada f. '

(2) Sea f e LP, Como Syf = £(N = =) en LP, deberd ser HSNpr < K, donde K
no depende de N (aunque pueda depender de f). Esto significa que las S,
N=1, 2, 3, ... (que son transformaciones lineales continuas de LP en LP),
forman una familia puntualmente acotada en LP. Luego, por el teorema de Banach-
Steinhaus, estardn tambié&n uniformemente acotadas en Lp, es decir, serd

HSNN < M para todo N y alguna constante real M. O sea que

*) HSNpr< M.IIfIIp para todo Ny toda £ e LP , con M = M(p) independiente de N
y de £,

(3) Si la propiedad (*) de la observacién precedente vale para un p € (1,%),

entonces es vilida también para q = 2,

p-1
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En efecto, se tiene, para cada g ¢ LY ,

Sup Sup Sup
Is.gl = I<£,5.8)! = I<s f,g)l < hs fl_.lgh =
ey < N hen_ <1 ¥ hel <1 NPT a
p P p
= HSNH.Hqu , donde se ha hecho uso, sucesivamente, de que la norma-q de SNg

coincide con la de la funcional lineal £ = (f,SNg> de L? ; de que

N
(SNf,g> = <f,SNg> ya que ambos miembros son iguales a Z; a_(£).a_(g) ;

y, por fin, de que I SNf,g> I < HSNfHP.Hqu por la desigualdad de Holder.
2. El primer teorema de este capitulo muestra que vale la reciproca de la
observacidén (2) precedente.

TEOREMA 1. Sea {®.} (n = 1,2,...) un sistema ortonormal y completo en L® de

1 1

funciones (a valores reales) en LPNniL? , 1 <p <o ,=+—==1, 5% vale

P q

(*) ”st"p < M.”f"p para todo N y toda f € LP |, con M = M(p) real e inde -
pendiente de N y £ , entonces {wn} es una base ortonormal en LY para todo r

€ [pAq , pval.

("pAq" denota al infimo entre p Yy q ; 'pvq" , al supremo.)
Demostracién. De la observacién (3) se deduce que podemos suponer p < q sin
perder generalidad. En tal caso, tenemos T € [p,q] . Ademds, supondremos p #2
(si p = 2, no hay nada que probar). Asi que p <2<gq, p<r <gq. Veamos,
ante todo, que v€ LY para todo n, usando para esto la desigualdad de Holder:

como re€ [p,q] , serd r = ap + (1-a)q , 0 <a <1, asi que

r (1-a) a -2
o 0E = [ Ho i Tam = [ 1o 121 1 o) dan <<j o P du) . Q o 19 d#) -
Q Q Q £

= ap (l1-a)q <
Hwnup ,H¢an o

*
Es decir, ¢, ¢ L para todo r € [p,q] , asi que en realidad p € LY n Lt

r

para todos esos r, donde r¥=
r-1

Consideremos separadamente los casos p<r <2 y 2<r<gq.
Supongamos p S r < 2. Es sabido que entonces L2 €LY y que L? es denso en L%

Sea f € L2
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Como [ISyf - fll, > 0 para N > y |ISyf - fll . < USyf - fll, ya que el espacio
es de medida finita, resulta probada la tesis para las f ¢ L2, Sea, ahora ,
fe 1" 12, Entonces, dado € > 0, hay una g € }2 tal que IIf-gIIr <e€ , asi que
HSNf - er < HSNf - SNgIIr + HSNg - gHr + llg - er < HSNkf‘g)Hr+ HSNg-gHr+ e <
< (M+2) € para N suficientemente grande. Luego, SNf - f en LY. La observacién
(1) previa aporta la unicidad del desarrollo, y queda completa la demostracién

para estos r.

Ahora el caso 2 <r < q. La validez de la tesis para estos valores de r resul-
ta de que, si {wn} es una base ortonormal en L® , entonces también lo es en L¥*
Esto dltimo es consecuencia de la siguiente proposicién . Q.E.D.

Proposicién. Sea 1 < p < e, g4 Syf - £+ 0 débiimente para cada f e LP,f # 0
entonces SNg - g en LY para cada g e Lq, (q = p*).

Demostracién. Sea f # 0 (f ¢ LP). Por hip6tesis, como <fSNf,g > = (f,SNg> ,
tenemos que (f,SNg> - (?,g) (N > =) para toda g ¢ LY., Es decir, para cada
g € LY 1as funcignales lineales en LP , £ = <f}SNg> , N=1,2,..., estdn pun-
tualmente acotadas, asi que del teorema de Banach-Steinhaus se deduce que
HSNqu < K, donde K no depende de N, para cada g ¢ LY . Asi que las transfor -
maciones lineales g — SNg (N=1,2,...) de LY en LY estan puntualmente acota
das, y otra aplicacién de Banach - Steinhaus implica que HSNqu < M.Hqu , doﬁ—
de M es independiente de Ny de g ¢ LY.

Por otra parte, veamos que la cdpsula lineal de {wn} es densa en LY. Si no fue-
ra asi. existiria una funional lineal y# 0 en LY que se anularia en la clausu-
ra de la cédpsula lineal de {¢n}, segln elAteorema de Hahn - Banach. Es decir,
habria una f e LP , £ # 0 , tal que (f,¢n> = 0 para todo n, asi que también
seria Syf = 0 para todo N, y esto implicaria SNf -0 contradicien&o la hipéte-
sis.

Ahora, sea por fin g ¢ LY , y probemos que SNg ~ g en LY | Seglin 1o que acaba-
mos de mostrar sobre la cdpsula de las {o }, existird una sucesidn {o } de
combinaciones lineales de las ¥, convergente a g en LY . Puede suponerse, sin
pérdida de generalidad, que cada 0, es combinacién lineal de s6lo los prime -

ros n miembros de {¢,}, es decir , que §,(?,) = 9 . Entonces, por una parte, .

n

Syg - UN”q = Is,(g - ON)llq < M.lg - oN"q Yy, por otra,
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HoN - qu > 0 para N - =, Asi que

HSNg - qu < NSNg - oNHq + HON - gﬂq <M+ 1)M0N - qu >0 (N = %) como se
queria demostrar.

3. Nota 1. Si {¢_ } es una base en LP (1 <p <) , entonces el lieglty =001)
(n = o), Esto se‘obtiene aplicando dos veces el teorema de Banach - Steinhaus.
pero no lo haremos aqui.

Nota 2. La sola desigualdad (*) no es suficiente para probar que el sistema

en cuestidén es una base, sino que necesitamos también 1la completidad en L2
Pero &sta es una hipétesis cémoda, ya que en muchos casos se sabe que el sis-
tema a examinar es completo en L2, Ademds, al analizar un sistema ortonormal
dado, uno trata de averiguar ante todo si es completo en Lz,pues, para espacios
de Hilbert separables, este hecho equivale a que el sistema sea una base. Pero,
al suponer vidlida (*), lo que realmente importa es que la cdpsula lineal es en-
tonces densa en LP | es decir, que {vn} es total en LP |, Esto es lo que se po-
ne de relieve en el siguiente teorema.

TEOREMA 2. Sean (R, u) y (2d4,v) dos espacios de medida finita, y {o 1 un
sistema ortonormal con respecto a K de funciones en IP (v), que es total en es-
te espacio.

(i) sz Syf > f en LP(v) implica <SNf,¢n>#"<f,tpn>}tpara todo ny f , sien-

N " » . .o .
do Syf = %j a,(£)¥, , entonces a,(f) =}£ fwndﬂ = <f,¢ﬁ>ﬂ=n-eszmo coeficien-

te de Fourier de f con respecto a {wn} y M.
N
(ii) Supongamos que (a) SNf = %;wnj f¢nd# = z;:anvnestd bien definido para
Q
cada N y cada f en LP(v) . Entonces, st
1/p

j I 5, £l Pay < K. £l
P
Q

(b) HSNpr v ¢on K independiente de N y

» 14

f, serd también HSNf - £l =0 para N = e |
P,V

Demostracién. (i) es enteramente andloga a la observacién (1) al prin¢ipio

de este capitulo, y sirve para mostrar que SNf, tal como se toma en (ii),es

el dnico que puede verificar (b).
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En cuanto a (ii), sea g una combinacién lineal de ¢;s tal que fig-£l ’ <e€,
p

Entonces, para N suficientemente grande tendremos:

ISyE - £,

s

< HSNf - gﬂp + £ - gMp y = IISN(f-g)IIp y * Nf~ng <

v N

td s

< (K+1)Hf—g”p , < (K + 1)e , donde el primer término después del "=" se obtiene

usando (a) , y a él se le aplica luego (b). Q.E.D.
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CAPITULO VI

EL OPERADOK DE HILBERT.

1. Llamaremos operador de Hilbert al definido en LP (-o0,+c) por la expresidn

+co

HE(X) = v.p. j _fe)

X -~ t

dt

- 00

También escribiremos Hf = f = fev.p.

x|~

( "v.p." significa 'valer principal". Una notacién equivalente que usaremos

es +" . La siguiente observacién recuerda cémo estd definido este concepto.)
J

Observacifén. Segln la definicién dada. serd

+

HE(x) = v.p. J fx-t) 3¢ -
t

lim

f(x-t)
€0+ J -——E———-dt . El punto (1) del teorema

o | el >e

siguiente muestra que este limite tiene sentido en casi todo punto x € (-o0,+%),
mientras que el resto del teorema describe las principales propiedades del ope-
rador de Hilbert. Antes de enunciarlo, conviene definir los operadores H .,
0 <e <1, mediante la férmula

~

f(x) =H £(x) = J
| tl>e

f(x-;)

T dt
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TEOREMA . Sea 1 <p <o , sea f.e LP y sea q = _P_ .Entonces ¢
p-1

&) Hef(x) estd bien definido para todo X € (-,+%) y converge, para € = 0+ ,
en cast todo punto X € (- , +) [ PRIVALOFF-PLESSNER].

(Asi que, si £ € LP , Hf es una funcién que en casi todo punto de la recta to-
ma valores finitos.)

(2) Hf - Hf en LP parae = 0+ . (Asi que Hf € L%)

(3) "Hf”p < C.llfllp , donde C = C(p) es independiente de f € LP [M.RIESZ]
(Es decir, H es continuo en LP )

(4) HHepr < K."f"p , con K = K(p) independiente de £ € LP y de € € (0,1).

(5) Definamos el operador maximal, M, de la siguiente manera

S
ME = P |H f|.
U<cexcl €

Entonces, M es continuo en LP de semitipo 1 [TITCHMARSH-ZYGMUND.]
y p

- H . . - -
6) H Lo = (Mas precisamente, H es biunivoco y sobre, y vale esta fér-
) p
s
mula,)
(7) En L2, B s unitario, es decir: lfll, = II%-fII2 [ TITCHMARSH.]
T

lim

H g (x) existe para todo x, y
>0+ €

(8) st g€ C, (-, +=) , entonces Hg(x) =
€

Ko , donde Ko = Ko (g) es independiente

vale la desigualdad IHeg(x)l <
| x| +1

de € € (0,1).

[Cé es la clase de las funciones de soporte compacto con primera derivada con-
tinua en (-9, +%).]

Demostracién. Comenzaremos por demostrar (4) (siguiendo a [1] de 1la bibliogra-
fia al final de este capitulo). Serd suficiente demostrarlo para funciones no
negativas., Mis aun, bastard que hagamos la demostracién para funciones no rne-
gativas de soporte compacto, ya que una vez logrado eso,llamando I, a la

funcidn caracteristica del intervalo [-n,n] , tendremos

He(fln) - E; = H.f (n > =) en todo punto , y por lo tanto
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J 1 1P dx < 1im J 1H€(f1n)lp dx < lim K J 1fInIde = K [ | £IP dx , que es
J

- 00 n . n

©

Z ®
lo que se busca.

Supongamos, pues, que £ = 0 es de soporte compacto y no se anula en casi to-

do punto. El parecido formal entre el ndcleo de Hilbert y el de Cauchy invi-
ta a analizar la siguiente integral:

+ oo

F(z)=iJ £CE) q¢ , X >0 , z =x + iy

z - t

F(z) es holomorfa en el semiplano superior, y ademis

+ o

f(t).y
Re F(z) = J —_— dt = £(X)«

(x-t)i+ vy ‘ x4+ y?

=~

Luego, de acuerdo a-la desigualdad de Young, serd

. <
(1) IRe Fll_

JElE = w E - >0 .
I Hp [ Hp s Y

x? + y2l
Por otra parte, -n/2 <y = Arg F(z) <7n/2 porque Re F(z) > 0. Sea

M = M(x,y) = |E(z)l] , y sea FP(z) = MP.e'P? .| FP es una funcién holomorfa
en el semiplano superior (obsérvese que estd bien definida porque Re F > 0).

Llamemos L al segmento de longitud 2a , paralelo al eje real y centrado en

iy , v C, a la semicircunferencia superior de radio a y centro iy. Entonces,

J FP(z) dz = 0 .

LUC
cte.
Como M~ (z => o) , J FP dz - 0 cuando a = +%,
| zl c
+00+iy
Por lo tanto , J F(z)P dz = 0 , 1.4,
-ootiy
“+ ‘™
(ii) J MP cos py dx = I MP sen py dx = 0
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Ahora bien: si p es cualquier niimero positivo pero no un entero impar, se pue-

de hallar un d > 0 tal que, para ¢ variando en [-%- Lo d] U[JL - d, JL],

* 2 2

cos py no se anula ni cambia signo. Ademds, cos ¢ 28 > 0 cuando ¢ varfia en
l:—% + d, .Zfz..— d] y es no negativo sobre [—% ,W?] . Asi que habrd constantes A

B , tales que

(iii) Isen ¢IP<A cos p‘P+BCOSp,‘P Ty <X
Luego, usando (ii) y (iii): 2 2
+ © + © + ®© + o
J lTm FI P dx = J MP.|sen ol ¥ dx < A J MP.cos pwdx + B I MP .cos? v dx =

-0

+ oo

=B J | Re FIp dx

-

Hemos probado asi que para z = x + iy , con y > 0 fijo,

i/p 1/p
IlIm Flf < B . lRe Fl_ <7 B . £l s
P P P

donde también hemos tenido en cuenta (i).

o~
Observemos ahora que la diferencia Im F(x,e) - fe(x) =

+ oo

-t)f ~
= J ——if—%l—iﬁ%- dt - £ (x) es laconvolucién de f con la funcién g_(x),
(x-t)“ + € € €

definida por X/(x2+62) para |[x| <€ y por x/(x2+e2) - 1/x para | x| > €.
< ¢ <
Entonces, |g, (x)I \.-;3::3— y ng*fﬂp < Hpr

Asi vemos que

VEN

<HIn BGe,edl o+ IIn B(xe) - £ <KL el

es decir, queda probado (4) cuando p no es entero impar. En virtud del Coro-
lario del teorema 1 del capitulo I, (4) serd vdlido también para p entero im-

par y f simple. Por fin, si f es cualquiera en LP , es suficiente obser-

~n

~2
var que f_  es limite puntual de una sucesién {(fn)e} en la que cada fn es
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simple, y aplicando el lema de Fatou queda probado completamente (4).

2.-Con el objeto de probar (1) , (2) , (3) y (8), consideremos primero el con -

1

junto C, de las funciones a soporte acotado y continuamente derivables. Vere -
1 .

mos, ante todo, que (1) y (2) valen para cualquier g € C, . En efecto, sea

1 1
g €C, y tomemos h € C, , h par y tal que h(0) = 1,

h(x-t)

Entonces I
x-t

dt = 0 , y hay una constante M tal que

fx~t|>¢

lg(t) - g(x) h(x-t)I < Mlx-tl cualesquiéra sean x y t (pues g(t) es el valor

de g(x) h(x-t) cuando x=t , asi que

lim
E+0+4

dt = 1lim dt =
x-t £ 0+

g (t) g(t) - g(x)h(x-t) " e (t)-g(x)h(x-t) .
J J J dt = g(x)

Xx - t X - t

jx-t]>¢& Ix-t]>¢ -
Es decir, Ee(x)-» E(x) para todo x , cuando € = 0+

Ahora, como Ee(x) estd acotada por

-

+ .
j Ig<n) - g(x) h(x-t)

X -t

at

- 00

habrd una constante X, , independiente de €, tal que

~ Ko
lg, x)I < ——— (véase mis adelante) |,
x| +
asi que, usando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, resulta
que F, > E en'L® (¢ »o04).
(La dltima desigualdad puede probarse del modo siguiente. Denotemos con sop(g)
al soporte de g.

(a) Supongamos N fijo pero suficientemente grande como para que

I x-tl = -l-(lxl+ 1) si t e sop(g) y Ixl > N. Entonces sop(g) € (-N,N} vy
" .

si|xl >N

o

. |
! g(t) - g(x) h(x-t) ‘ dt = I | g (o)l it < J Mg dt < AMoN

X -t
w sop(g) sop(g)
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b) Supongamos |x| < N, Entonces,

+ @ n+

g(t) - g(x) h(x-t) M |x-t|
I dt < ] ’T;j:r“ dt < const. M , donde & = didmetro
- * -(n+8)

del sop (h).)

Asi quedan probados (1) & (2) para todas las g € C: , ¥ (8), completamente.
Ahora, sea f €LP |, y sea g € C: tal que lig-fll; < v. Como C: es denso
en LP , una tal g puede hallarse cualquiera sea Y. En vista de lo que acabamos
de probar , si € y 7 son suficientemente pequefios tendremos u§;-§nnp < 7.
Entonces , (2) se deduce de las siguiente desigualdades (en las que se usa (4),

ya probado) y de la propiedad (1):

~N ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
- < - - - < - - < .
£, fnup £, ger + g, gnﬂp + Hgn anp 2K Il £ ng + li'g, gan (2K+1)7y
Asi queda completa la demostracidn de (2) para toda f € LP
1

En cuanto a (1) , la hemos probado sélo para funciones en C, -Ademds, cualquie-

1
ra sea g € C, » {EG} es uniformemente de Cauchy (e — 0+),

No es dificil probar que este hecho y (5) implican la validez de (1) , pero a-
qui no nos extenderemos sobre esta cuestidén ni sobre ia demostracidn .de (Sj.
El lector interesado puede consultar [2] de la Bibliografia dada al final de

este capitulo.

.La propiedad (3) es consecuencia de (4) y del hecho de que {§;} sea de Cauchy
(e = 0+).

3. Finalmente, de (6] y (7) esbozaremos una demostracién que se entiende me -

A
jor desde el punto de vista de la teoria de distribuciones. Sup6ngase que f

denota a la transformada de Fourier de f, Entonces, si f es indefinidamente di-

-~ 1 ~
ferenciable de soporte compacto Hf = vp 5 N

/\ N -2mixy 2Nmy
1 e sen u
Pero vp— = lim v.p. J - dx = 1lim (-21) j — du =-7i sgn vy,
. b4 N-oo N X N— oo 0 u
A
de donde Hf(y) = -7i sgn y.f(y) , para f como arriba, y por aproximacién por

”~
estas, para f € Lz. Luego ﬁ?}‘= (-7i sgn y)2 f(y) = -w’? , de donde
H'f = 72§,
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. _ H H . H m\?
Entonces, si g = +f , es f = -3 g , es decir, Nl s con lo que se
prueba (6).
0\ H i 2
Ademis , (-;—) = - de modo que — es unitario en L~ | y asi se tiene
T
H
“—— f" = HfH2 , que es la propiedad (7) (véase [5] de la Bibliografia que
m 2

damos a continuacidén).
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CAPITULO VII

OPERADORES DE HILBERT CON PESO
1. E1 objeto de este capitulo es demostrar los tres teoremas siguientes.

TEOREMA 1. Sea

YR P 1+ x )27P

= ———— S— -_— dt
Ka,A;b,B f(x) = f X -t ItlB (1+ t )A-B ’

-0

donde % denota al valor principal de la integral. Entonces, K es un
-

a,A;b,B

operador continuo en LP (-0 , +e ) gg p verifica las siguientes condiciones

1 1
(1) 1<p<e ;3 -—<bAA ; —>avB ; b=>8B
P q

, 8 S A,
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Lo mismo vale si en lugar de X-t se escribe X+t

(a, A, b, B son nlmeros reales ; q = p/(p-1) y "A" , "\" » son inf y sup,
respectivamente).

Véase ademds el teorema 5, hacia el final de este capitulo.

TEOREMA 2. Sea

1

s _t
Uf(x) = J XY f£(y) dy , donde 0 <x<1 y -o<g,t <+,
0 2-%-y A

. 1
Entonces, U es un operador continuo en Lp(0,1) st (-s) v 0 <—=< (t+1) A 1
P

Los teoremas 3 y 4 son resultados auxiliares para la demostracidén del teorema 1.
TEOREMA 3. Sea w una funcidn medible en la recta real, y supongamos que, para

algin p € (1,°) , exista una funeidn r(x,t) , positiva y medible en el plano,

tal que ;

| W rd (x,t)
(D f -w(x) - fx-t] dt <M < para casi todo x € (- , +x)

4o W(t) r_p (X,t)
(II) [ W(X) - 1i° ————lx—t\ dx < M << oo para casi tOdO t c (-eo , 400 ).
Entonces, el operador
1 w(t) f£(t)
. H £(x) = f ol T

-0

estd bien definido y es continuo en LP(-o ,+® ),

TEOREMA 4., Sea

te b a-b
K, , £(x) = f £Ce) _leb L+ |x| dt .
as l . x-t |t| 1+ )t
Entonces, Ka p €8 un operador lineal continuo en LP(-o0 » ¥ ) 81 p verifica
bl
las condiciones 1 <p <e | Lo« a,b < 1
P q

2. Demostracidn del teorema 1 a partir del teorema 4. Las condiciones dadas
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1 1

permiten elegir nimeros «, f, tales que-—<a,f <— y B<f <D,
P

a<a <A ., Es fdcil comprobar que éntonces las funciones

I x| 28, (1+ x! )a"a_(b_ﬁ)

¢ (x)

y v(x) = | x15-B, (1+|x|)3-3-(A-a)

son acotadas en (-® ,+% ) , y que

Ky asp,p £00) = 90 Ky o5 g (£.9)(x)

Luego, si vale el teorema 4 , serd
= < < :
HKa’A;b’B pr "wnw-"Ka,a;B,ﬁ (f.w)up M1"Ka,6” Hf.wﬂp M.HKa’ﬁH.HprQ E.D.

Antes de demostrar el teorema 4, probaremos el 3 y un lema auxiliar.

Demostracién del teorema 3. Sea f € LP ., Tenemos

+o + oo
£
H f(x) = % 2P PN { {:W(t) - {l LSS
: X -t wi{x) X -t

-

y, como el primer sumando es la transformada de Hilbert de £, estd bien defi-
nido y es continuo para 1 <p <o | de acuerdo al capitulo anterior, asi que

bastard probar que otro tanto ocurre con el segundo sumando, es decir, que el

operador T definido por

+ oo
ey ] £
Tf (x) f [;T;S ﬂ — dt

-— OO

estd bien definido y es continuo en L? si vale (I) y (II) del teorema 3.

Para abreviar, escribiremos A = [E%E% - ﬂ . -1 . Todas las integrales que
wix X-t

siguen son entre -y +%o |

1/

P ) ;
ITE(X) < j LAl .1 £(t)1dt = J | Al r(;':gt)' .1Af/1r(x,t) dt <
el ) Ha _ 1/ 1al eyl P, M
< J ATl gt . J Al 9 (x,t)dt <M 4 J lal 1eCe)l ™ 4¢ ,
P (x,t) eP(x,t)
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por la desigualdad de Holder y (I). Luego,

P
| £(e)d a
rp(x,t)

ITf(x)P <wmP/9, J | A} . t

Integrando ahora con respecto a x y usando el teorema de Fubini y la condi -

cién (II) , resulta:

p/ ' P
ITENP = J IT£(x)I P dx <M q.J J ja LB dt} dx =
P rP(x,t)

p/ 1+P/
- q P | Al q
M . j | £(e)H {J —_—_ dxtidt < M . J If(t)lp at

rP(x,t)

asi que HTpr < MHpr , Q.E.D.

Observacidn: Atendiendo a esta dltima demostracién, resulta claro que el ope-
rador T queda bien definido aun sin tomar valor principal en la integral co*
rrespondiente,

LEMA AUXILIAR., Sea u>0 , v>0 , a, b, reales cualesquiera. Entonces

-a -b L ¥ 7P -b -a -b
(2) v A v " < Ltuv VP SvTiEy v

1+u a-b
L
1 +uv

(3) < C.v - 1l uniformemente para V cercano a 1
Demostracién. Como la derivada de ¥ con réspecto a u es ——121—5 , Te -
1 +uv (l+uv)
resulta que, cuando u varia desde cero hacia +e= , At crece desde 1 hacia
1+ uv

/v , si v <1, y decrece desde 1 hacia 1/v si v > 1.

Esto justifica la desigualdad

1
1AL g 2 ivs

v l4+uv v

y de &sta salen fdcilmente, cada una a partir de la anterior, las siguientes:

1 14u \ 27D 1
TA —— < < ) <1V

va-b 1+ uv va-b

/

(conviene separar los casos a-b >0 , a-b <0),
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b

_ -b 1+u a-b -b _ -b
v eA vP < .vP<vivy (que es (2))
1+ uv

a-b
vEAVE) - 1< 1+“.> NP (viy vy -1,
1+ uv

14u a=b -b
v -1
<1-+uv>
Ahora, de la serie bindmica: (1+x)a= 1+ ax + a(zrl)x2+ a(a-;)(a—z)x3+...(lx'<1)
! !

(4) < I(V'a/\ vP) - 1‘ v ,(v'av vy -1

vdlida para « cualquiera, obtenemos, poniendo v = x+1 ,

[+ 2

vi- 1l =oa(v-1) + (@

__"_l)(v-1)2 .= (v-1) o(v) , o(v) @ para v - 1,
2!

Luego, |v¥-11 < lv-1l, donde C depende s6lo de « con tal de que v esté
suficientemente cerca de 1. Como una acotacién similar vale para cada exponen-

te, el segundo miembro de (4) deberd admitir también una, y asi se obtiene (3).

Q.E.D.
3. Demostracién del teorema 4. Se tiene
-+ co
f(t) w(t)
K =5 —
a,b £( { x-t w(x) dt ,
donde w(t) = It 7P, (1+|tl)b'a . Luego, de acuerdo al teorema 3, Ka b serd

continuo en L’ si existe una funcidn r(x,t) , positiva y medible en el plano,
3

tal que se verifiquen las condiciones (I) y (II) de dicho teorema. En este ca-

1/
2 . . X| "pa .
so, serd suficiente elegir r(x,t) = < , ¥ nos dedicaremos ahora a com-

probarlo. Es decir, probaremos que

+ 1/
® a~-b P

(D J l_X_!b 1+ lx> - 1‘ ‘_"_I . 9t <M <= para casi todo x € (- ,+» );

't 1+ |t t | x-t]

1 x® 1+ 1x)\ 2P x -1 4 dx

(10 " -1 l‘% . <.M <o para casi todo t € (-0 ,+w );
L 1+ tdl t Ix-t|

ambas si

1 1
(5) 1<p<e y-—<ab<T .

48



Supongamos probado que (5) implica (I). Entonces, si
(6) 1<q <o ; ——(11-<-a,—b< %

vale
H 'tl'b 1+1e\P-2 |t
J X 1+ x| -1 X

Pero ésta es la condicidén(II). Por otra parte (6) es (5) escrita de otra forma.

1/
qu
lx-tl< M < o para casi todo t € (- ,) ,

Queda probado asi que basta demostrar (I)
Consideremos, pues, la integral en (I). Para X # 0, podemos hacer el cambio de

variable t=xy , con lo que dicha integral se convierte en

+e | ] 1+1x1]37P 1 L 4y

. _ )
J iv1 Y 1y ! |y|¢ {1-y|

Asi que (I) queda:

+ oo
1+ x| a'b| | |
e ——t ] -1
L+ 1xliyl v l -l/p .
elyl dy <M < e para casi todo x € (-% ,+oo
ly - 11
-00

(E1 cambio de variable quedard justificado pbr la integrabilidad de este inte-
grando).

Ante todo, observemos que el |y-1| del denominador en el integrando es 'neu-
tralizado" por el correspondiente numerador de manera que el cociente resul-
ta uniformemente acotado en un entorno de y=1 , en virtud de (2) del lema
auxiliar precedente. Luego, la convergencia de la integral sélo dependerd

del comportamiento del integrando en el origen y en *e , Ahora bien: el co -

( 1+|x|>a—b| |-b 1
l+ixyl y

| y=-1I

ciente

’

fuera de dicho entorno de y=1 , puede acortarse, a menos de un factor cons-

a-b
1+ x| b
1+|xy| ' |y| + 1

1 + |yl

tante,por

49



En definitiva, la integral en (I) serd acotada si otro tanto ocurre con la

siguiente +o0 -
& 1+1xl | 27P -b

—_— Iyl +1 _1/

1+] xyl P

Ayl dy

1+ yd

- OO

Como ahora el integrando es par, bastard acotar esta:

+°°[ 1+|x|:’a_b -b
1+l xyl v+l -1/

4 dy ,

1 + v

que estd acotada por

-1/ -1/

o0 -a -b
(v vy )y Pa+y P

1 + vy

gracias a (2) del lema auxiliar . Esta dltima integral no depende de x y es

1
convergente, en lo que respecta al extremo 0, si ~-1/p > -1 ,-a-—2> -1 y
) P

b -2 > y , en lo que respecta al extremo +~ , si -1- 1<y .
P

P

-a -1-—L < -1 y -b-1-—£ < -1 . Es decir, por fin, que (I) valdri si se ve-
1% P

rifican simultdneamente las relaciones:

p>1,L-1-L>a , L>p , g>1 , a>-+, b>-1
q P q *p b
que son, sencillamente, 1 <p <> vy --% < a,b <—% , Q.E.D.
) <5 ot
4, Demostracidén del teorema 2. Examinemos el niicleo 3:;%;., 0 <x<1,
0 <y <1
. 1 < 1 < . > _1_ > -
Si x< = o vy T entonces 2., S8i x=2 > e yZ 5 ,en
2 2-x-y
tonces e sl + el
xSy £ 2 s , segln puede verificarse. Luego,
xs t s N 2|S|+|t| 1
0< X Y <%y 4+ /7 < (x® yt + ) , donde C es constante
2-x-y 2-x-y 2~-x-y
. bsl+ltl+ 1
(p.ej., C =2 , para 0 <x,y <1 .
P
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Asi que U serd continuo si lo son los operadores:
1

U E() = x5, J F0) Y dy U () - JO
0

1
f(y)

2-x-y dy

Pero U, es continuo en LP si 1 <p<e , pues se reduce a la transformada

de Hilbert mediante un cambio de variable. Por otra parte, U, serd continuo
1
en LP si x® estdi en LP y la integral j‘f(y) y® dy converge para toda f€ LP,
0
. - 4 . . . .
Ahora bien, x® estard en L si sp> -1, i.e., si -s < —%- . Y la integral
1

j f(y) yt dy serd convergente para toda f € LP si yt € LP* | o5 decir
0

>

si  t+1 > %ﬁ. Como todas estas condiciones para U; vy U, estdn implicitas en

en la hipétesis, queda probado el teorema.
5. TEOREMA 5 . S¢ 1 < p <o |, lag condiciones (1) del teorema 1 son también
~
necesarias para que el operador K = Ka A:b.B 5€a continuo en LP (-e0 400 ),
s 250D, .

Demostracién . Sea I la funcidn caracteristica del intervalo (u,v)

X-u

La transformada de Hilbert de I es H(I) = 1n

X=-v

Como Kf(x) = o(x).H <§> (x) , con

B A-B
{ v(t) = 1th (1 + 1th)

I.MX)

resulta que , para

(8) £(x) = I(x) .¥(x) ,

~

es Kf = ¢(x). 1n

(7)

b a-b
| xI (1+|X|) s

(= <] "~ oo
X4 Si 0 <u <v , entonces f € L pero Kf £ L .

X-v
Luego, la restriccién p < @ g5 necesaria cualquiera sean A,B,a,b,.

Por otro lado, si f y g son funciones acotadas de soporte compacto lejos

de cero , entonces

@ K £,g) = (£, K g .
< a,A;b,B ’ > < ’ -A,-a;-B,-b /
Si K fuera continuo en L' ,» tendriamos Sup | < Xf,g > | <Mlglh_ .
el =1 =
1

Usando (9) , resultari entonces
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sup | £ £,X g>l =1lK gl < M.agl
-A,-a;-B~b -A,-a;-B,-b *® ®©
uful =1

para toda g acotada de soporte compacto lejos de cero. Como esto es falso se-

gin lo ya visto, la condicién p > 1 también es necesaria.

Sea, pues, 1 <p <o , 5j Ka A:b.B fuera continuo en LP, tendriamos, a partir
14 b ]
de (8) ,
to P v
2 p x-v|| P . .
(10) WKEl™ = ¢ (x). |1n | dx < C. ¥ (t) dt , con C independiente de
P X-u

-

uy v, Observando que, si 0 <u<v ,

v—X v
> — para x € (0,u) ,
u-x u

(1)

se deduce de (10):

v

(12) J P (x). Qn.%)p dx < c.J WP () at

0 u
En particular, ¢P(x) debe ser integrable en el cero, asi que bp > -1.

Poniendo u=1 en (12) resulta, ademis,

! v

0 < 1nPv. J o (x) dx < c.f Vo) at
0 1
v

P
por lo que debe ser Ap > -1 (Pues, para Ap < -1, es J Yy dt = 0(1).1n v.).
1

La necesidad de las condiciones a <A y b = B también serd consecuencia
de (12) , tomando u grande en un caso y v pequefio en el otro. El1 detalle es
como sigue.

Sea , en (12) , v=2u . Si achicamos el intervalo de integracidén del primer

miembro resulta a fortiori:

2u
P
(In 2) j wp(x) dx < C.J wp(t) dt . De aqui , mediante un cambio
u/2 u
de variables, obtenemos
1 2
P P P
(13) (1n 2) I ¢* (ux) dx < C.j ¥ (ut) dt .
‘/2 1
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. Lo A . \
Dividiendo ambos miembros por u P y haciendo tender u a * , el lema de Fatou

nos dari
1 p . 2 A
p
(1n 2)° J lim (‘?&*ﬂ) dx < c.J t dt <o,
v, u=ee ot 1

de donde se deduce que a < A
B

P : .
Andlogamente, dividiendo ambos miembros por u y haciendo tender u a 0 » una

nueva aplicacién del lema de Fatou nos dari
1 2

¢ (ux)\ P Bp
(1n 2)P f lim 5 dx < C.J t  dt

u+o u
Vz 1

de donde sale b =B .

Por dltimo, si KX es continuo en LP » entonces K serd con-
a.A:b.B -A,~a;-B,~b
* > b

continuo en LY , q=p* , de acuerdo a (9).
Luego, en virtud de lo ya probado, debe ser (-B)g > -1 y (-a)q > -1.

Es decir, todas las condiciones son necesarias . Q.E.D.
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CAPITULO VIII

EL SISTEMA TRIGONOMETRICO
1. En este capitulo estudiaremos el sistéma trigonométrico:
1, sen x , cos x, sen 2x , cos 2X, . . . , T <Kx <7, de = dx
Es bien sabido que este sistema es ortogonal en (-7,m7) y que, dada f en Lt ,

la serie de Fourier asociada a ella es:
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o0,
a9

(1) frAy — o+ %: (an COS nx + bnsen nx) ,

2

T

donde a = L J f(t) cos nt dt , b
n m

n

=T

Por consiguiente ,

m N

N

1
—-J f(t) sen nt dt , n=0,1,2,
w

1
SNf(x) = LJ f(t) — +Z (cos nx.cos nt + sen nx.sen nt)} dt =
. i

-

2

T N
=7:-j f(t).{—l— +Z\1 cos n(x—y)} dt

-T

Pero ,

N
<%+Zil cos ny> . sen— = ——;—g n—+Z[:sen (n+ —-)Y - sen (n-—) Y] =

1 1
= psen (N+—)y

Asi que . 1/

sen (N + 2 )(x-t)

(2) 5, () =ﬂij £(t).

-

donde DN(t) es el nGcleo de Dirichlet.

2 sen Bx—t)/ﬂ

™
1
dt = J f(t).DN(x—t) dt ,

-

2. TEOREMA 1. El gsistema trigonométrico es una base en Lp cuando 1 < p < oo

(M.Riesz)

2
Demostraci6én. Observemos primero que dicho sistema es una base en L . En efec-

to, es ortogonal y total, como se deduce del teorema de aproximacién de

. . 2
Weierstrass, y, por lo tanto, es completo en L

En consecuencia, falta sélo

probar que se verifica la condicién (*) del teorema 1 del capitulo V.

Ahora bien, la continuidad uniforme de (2) es equivalente a la continuidad de

. -1
(3) TE(x) = J f(t).[:;en%i] dt,

-1
ya que [sen (N+ 1/
de x por funciones acotadas de t.

Por su parte , la funcién
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1 1 1 1
(4) Bly) = —mmm— - — - -
2 sen(y/2) y 2m-y -2m-y

es acotada en (-2r ,2r ) , asi que el operador Uf = f4B es continuo en LP,
Luego, T serd continuo si la convolucidén de f con cada uno de los tres Gltimos
términos en (4) es un operador continuo en LP, Pero esto es cierto, porque ta-
les convoluciones son transformadas de Hilbert o traslaciones de transformadas
de Hilbert. Q.E.D.

3. 8¢ p=1 o p=e, los operadores SN no son uniformemente continuos. En e-
fecto, la norma de SN como operador de L1 en L! coincide con su norma como o-

oo oo .
perador de L en L , y es igual a:

i ™
sup J (SNf).g dx = sup J f.SNg dx ,
<1 -
donde ambos supremos se toman para Hle =1 y gl =1

Sea, ahora,
h(x) = sgn {[sen (N+1/2)x]/ sen (x/Zﬁ .
Entonces, Ihit =1 y

1 ™
S0 = = [ hy) Dy (x-y) ay
-T
1 i
es una funcidén continua tal que SNh(O) = —-J IDN (y)l dy = LN = constante de
O

-
Lebesgue.

4
Pero, L & — 1n n (véase [1], I) , asi que IlSNhII°° > oo (N> o),
n

lo que prueba que en L” 1os operadores SN no son uniformemente continuos,

y por lo tanto tampoco lo serdn en L1 s Q.E.D.

En particular, esto implica que el sistema trigonométrico no es una base en Ll.
Tampoco es una base en L= » pues este espacio no es separable. Entonces, como
la continuidad uniforme de los operadores SN equivale a la continuidad del o-
perador de Hilbert, podemos afirmar que &ste no es continuo en L! ni en L™
(ni en C , pues las normas de los SN como operadores de L1 en L1 ode C en C

son los nGmeros de Lebesgue, y por lo tanto son del orden de cte x 1n N para

N—>oo).
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CAPITULO IX

POLINOMIOS ORTOGONALES. POLINOMIOS DE LEGENDRE.
1. Sea a{x) una funcién creciente definida sobre un intervalo finito [a,b] y
con infinitos puntos de crecimiento en dicho intervalo.
Ortonormalizando a la sucesién 1 , x , x2, ... , obtenemos un conjunto de po-
linomios: p, (x) , pl(X) s eee s Pn(x) , ... , tales que
i) grado de pj(x) =3
b 0 (n # m)
ii) [ P, Pp doe =
a
Ademis, los coeficientes principales pueden tomdrse positivos, es decir ,

pn(x) = kn x®* + ..., con kn >0

Entonces, el teorema de Weierstrass sobre aproximacidén de funciones continuas
por polinomios implica que {pn} es completo en L2 , el espacio de funciones de
cuadrado integrable con respecto a da.

Hay una expresién muy simple para el nlGcleo de Dirichlet,

n

D_(x,y) = > p,(x) p,(y) , debida a Christoffel y también llamada f£6rmula de

i=0

Christoffel-Darboux, que usaremos en lo que sigue.(ver [6]).

Pasamos a enunciarla:

TEOREMA 1.
P (x) p_(y) - p_(x).p ()
(1) Dn(x,y) - k . n+l n n n+l
k X - v
n+l g

Demostracién. Necesitaremos aqui la siguiente férmula de recurrencia entre tres

polinomios consecutivos:

(2) P,(x) = (Ax+B).p ,(x)-Cp ,(x),
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donde An = kn/kn >0, Cn = An/An = k k /k

-1 -1 n n-2
Para obtener (2), elijamos una constante An tal que P, - Anxpn_l sea un poli-

nomio de grado n-1 y por lo tanto igual a AoDPy *...* A . En virtud de

n—lpn-l

la ortogonalidad de los polinomios pj , serd Rj= 0 si j <n-2, Luego

pn(x) = AnxPn—l(x) * Bnpn—l(x) N Cnpn-Zcx) » A ='kn/kn-l'

n
Ademias ,
0 = de = A X dae - C_ = A ( (k x*L Jdae - C_ =
PyPu-2 n Pa-1 Pp-2 n n J Py-1 n-2 te n
“n-2 c C 4 A fn-2
- - = - +
_Anjpn-l( Ppoy ¥ oeee ) da” by n " Sa :
k
n-1 n-1
k k k A
Asi que Ch = A, n-2 nzn_Z = =
kn—l kn_l An-l

Reemplazando , en la expresidn An(x,y) = Pos1 (x)pn(y) - Pn(x) pn+1(y), a P

por su igual seglin (2) , se tiene

A (y) = AL Geydp ()P () + Cy e () ep () - P (X)L p ()}

Entonces,
ko A (x,y) ko A&y
. = p,(x).p (y) + - = p,(x).p (¥) *+ p _,(x)p _,(¥)+
kn+1 Xy kn x=y
kn-2 An-Z(x’y) i ko Ao (x,Y)
+ k . . S 1 pj (x) .pj (y) g N ———— .
n-1 y k1 X~y

Pero, Ao = pl(X).po(y) - po(X)-pl(y) = ko(pl(X)-pl(y)) = ko.k;(x-y) s

k, A4
de modo que

2
- = p, (xX).p, (y) = k . Q.E.D.
k, x-y

2. Introduciremos ahora los polinomios de Legendre. La ecuaci6n diferencial de

Legendre es

(3) (1-28)w" - 2zw' + n(n+Dw = { (1-22)w']" + n(n+Dw = 0

donde -1 < z < 1 y mn-=20,1,2,... (ver [6]) .
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El polinomio de Legendre

k
Z (n+k)! . __(2'1)

S et )? ok

n
(4) Pn(z) = L
es una solucidén de (3) acotada en 1 y en -1. Toda otra solucidn acotada en ambos
extremos coincidird con (4) salvo por un factor constante.

Ademias, Pn posee n ceros reales y distintos en (-1,1) y verifica 1la férmula si-
guiente, debida a Rodrigues:
1 d 2

(5) P (z) = . (z
2% !y az"

nt .

Usando la férmula de Rodrigues e integrando por partes obtenemos:
N .

J zk.P“(z) dz = 0 (k = 0,..., n-1)
-1
Luego ,
1 0 (m#n)
(6) P (z),p.(z) dz = 2
J n m EEIT (m=n).

-1

12n+1
Asi que el sistema pn(z) = Pn(z). 2 y = 0,1,2,... } es Ortonormal‘y com-

pleto (esto ltimo es consecuencia inmediata del teorema de aproximacidén de
Weierstrass).

Por otra parte, valen las siguientes estimaciones:
1
(1-x2) * et AP () <A, -1 <x <1 ,
(7) Ry
(1—x2) ! V;:? .IPn(x) - Pn+2(x)|< A, A independiente de n.

El lector interesado puede consultar el libro de Szegd sobre polinomios ortogo-
nales. Nuestro objetivo es ahora demostrar el siguiente teorema.

TEOREMA 2 . 1) Los polinomios de Legendre forman una base en LP -1 <x <1,
cuando 4/3 <p < 4 ;

ii) el resultado 1i) no es vdlido cuando p=4 o-p= 4/3

La primera parte del teorema se debe a Pollard, y la seguinda, a Newman y Rudin.

3. Siguiendo a Pc. "ard, obtendremcs primero una férmuia Gtil para el nlcleo de
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Dirichklet.

n . ‘o
Lema 1. Dy(x,y) = )N PR (IR, ) = A (x,y) + A, (x,y) - A(x,y)
= RS T ! . ,

donde
(N+2) (N+1) Pyl(y) = Pyao(y)
A (x,y) = Py () 00— W27
2 (2N+3) x - y" ‘
A ) (N+2) (N+1) [ . PN+1(y)
X,y) = —————— [P x) - P_(x)] - =
2% 2 (28+3) N+2 N =AY,
X -y
N+1
Ay(x,y) = 5 P X P )
Demostracidn. Teniendo en cuenta que-
2n+1 (Zn)!\]n+l/2
=P ., , k = —/
pn n 2 n on (n! )2 ?
la férmula de Christoffel nos da
N+1 Py (x) Po(y) - Py (x).Pp (3)
D (x,y) :
2 x -y
Pero ,
N+1 P y) -P__{y)
Dy(x,y) + Dy (x,y) = ——  p_ (x) .—& HE2 +
N N+1 2 N+1 X -y
N+l Fygp (%) = Py(x) 1| Pae2 () Py (0) = By () Py, o (y)
P Py iy) + —
2 ,
X -y 2 X -y

Ahora bien, la expresién entre llaves es igual a 2DN+l(x,y)/(N+2) , asi que

‘ N+1 P_(y) - P (y)
N - N N+2
& py) s -y ey P,y (X). *
x -y
N+1 Praa (¥) = Pp(x)
+ , PN+1(Y)

X -y

3
Como DN+1(x,y) = DN(x,y) + (N +-;-)PN+1(x) PN+1(y) , tenemos .

] 1

N+1 3
@ o+ (1o LYo o (s 2)
N( Y N+2 N+l(x y) N+2 'DN(*’Y) * N+2 N+ 9 Pu+1 (XD Pyy(y)

Finalmente , (8) vy (9) implican
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(10)  Dylx,y) = A (x,y) + A, (x,y) - Aj(x,y) . Q.E.D.

4., El1 teorema 2 es un caso particular de los resultados que presentaremos en el
capitulo XI sobre polinomios de Jacobi. Sin embargo, demostraremos ahora la par
te i) de dicho teorema, porque a esta altura la prueba no es muy larga y prepa
ra el terreno para lo que seguiri.

Consideremos los siguientes operadores en LP:
1

an Tif(x) = v.p. j Ai(x,y) f(y) dy , i=1, 2, 3.
-1

La continuidad, uniforme en N, de estos tres operadores es suficiente para pro-
bar el .teorema 2, como ya hemos puesto de manifiesto. Estudiemos primero a T3.

A partir de la definicién de A3 y de (7) obtenemos la siguiente estimacién,en

la que C es una constante independiente de n:

, =114 , -114
(12) 1A (x, 7)1 <c. (1 -x%) . (1 -y%)

1/4

- *
Como (1-x2) € LP n P -1 <x <1 , cuando y solo cuando p.p* < 4 ,

H]

es decir, cuando y sélo cuando 4/3 < p < 4 | s6lo falta ahora estudiar a

I, v T,

Teniendo en cuenta que

1

2N+3 -
N+1 Pu(y) Puya ()

T £(x) = v.p. j —— p .f d
nez2 L 1 2 N+1(X) . o, (y) dy ,

se ve que la continuidad uniforme de T, queda reducida a la del siguiente ope

rador 1 1/4

/ 2
(13) v.p. j a(x).B(y). Ql‘yz> £G3) gy

-] l-x -y

1/2 14 -
donde a(x) = (+2) ' Py, (x).(1-x2) ", 8= (e DY2 (-3 (g (1) Py )

Ahora bien, @ y B estdn acotadas en (-1,1),cf{7) , de modo que la continuidad

uniforme de (13) es implicada por la continuidad del operador:

1, 114
() v [(15) 104
1 l-x X=-y
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T, puede ser analizado de la misma manera y entonces se obtiene, en lugar de

(14) , el operador definido por (15):

i 2 1/4
1-
(15) V.p.j ( x2> £G4y
~1 l-y X-y

Pero el estudio de uno de los operadores precedentes puede ser reducido al del
otro, ya que (15} es el adjunto de (14). Nos ocuparemos de (14).

Por simetria es claro que, en lugar de (14), serd suficiente considerar

1 21/4
(16) v.p. J <}:Z_> RACONEY 0<x < 1
1 \l-x xty

Cambiando variables en (16) (1-x = X , 1-y = Y) vy omitiendo factores acota-

dos en X o en Y , obtendremos , respectivamente para ''+! y '-"

1
: 174 g\L/4
(18) v.p. j QX) RS0 O R v.p.J ;g) RS i SR
0o \X Y-X o\ X 2-X-Y

Y en virtud de lo expuesto en el capitulo VII , resulta por fin que los opera-
dores en (18) serdn continuos cuando -1/p < -1/4 < 1/px . Esto implica 1la
continuidad de (14) para los mismos valores de p y, por lo tanto, (15) seri
continuo cuando -1/p < 1/4 < 1/px . O sea que, si 4/3 <p < 4 , ambos opera-

dores son continuos. Q.E.D.
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Messer Lodovico, dove avete
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SEGUNDA PARTE

CAPITULO X

TEORIA DE INTERPOLACION DE OPERADORES (CONTINUACION).
1. En este capitulo mostraremos c6émo la teoria de los espacios de Lorentz se
presta para la formulacidén general y demostracidén simple de teoremas de inter-
polacidén semejantes al de Marcinkiewicz y al de Riesz-Thorin.
Sea & un espacio de medida totalmente o-finita m. (Es decir, para todo A me-
dible m(A) =0 ydb-= q Aj , m(Aj) < e.,)., Designemos conjg a la familia de
funciones medibles f definidas sobre J0¢a valores complejos (finitas c.d.) ta-
les que para cierto nGmero y, y=y(f) , m{x EEJézlf(x)l >y} < oo, ¥ es un sub-
espacio de la familia de funciones medibles.

Definicién 1. Sea £ €&, o<y , t < o,

i) fx(y) = m{x € K:| £(x)I >y}

ii) £%(t) = inf{y : fx(y) < t }.

Es ficil ver que f«(y) y £*(t) son funciones no crecientes, continuas a dere-
cha definidas en (0,%). Si calculamos (f*): usando en lugar de m la medida de
Lebesgue, resulta:

(1) )y ) = £, &) , Vy € (0,9

fx se denomina la funcién de distribucidn de f y la igualdad precedente dice
que f y f* tienen la misma funcién de distribucién. Por eso a £f*(t) se la 1la-

ma la reordenada no creciente de f.

Es muy féacil verificar las siguientes desigualdades (vdlidas donde f* y £,

estdn definidas):

£7* (f,(t)) <t f lf*(2))< t
£* (£4(t) -€) >t ;3 f, (£*(t) -€) >t , € >0.

(2)

Més precisamente, vale el signo = en las dos primeras, excepto cuando la fun-
cién que entra en la composicién en segundo lugar tiene un salto en el valor
tomado por la otra funcién en t. Es decir, que esencialmente una es la inver-

sa de la otra.
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*
Definicién 2. Sean p,q >0 , y f €F. pefinimos €0

»q por
a 1/p\q l/q
[-——-J(f*(t)t > dt i q<eo , p<oe
% 0 i c
Sup. (f*(t) tl/p) 8l q = % p S
0 <t <o

El caso q < o, p = «serd excluido pues para f igual a la funcién caracteris-
tica de un conjunto de medida finita positiva tendriamos IlflliD = e , hecho

que no se verifica en todos los otros casos. Es decir, en la definicién: p=o

implica q= oo,

Los espacios de Lorentsz Lp q se definen ahora como
’

L = (f£€F:He* <o},
Psq Psq
® ® 1/p 1/p
$i p=q , Ifl_ U L£% ()1 P dt> - (Jreen® @ )7
’ 0 %
= f 7 o P
f IIp , asi que Lp,p L
La funcional II.1* no es en general una norma, pues no siempre vale la desi-

Psq
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gualdad triangular. Sin embargo, pronto veremos que se pueden introducir métri-
cas en qu respecto a las cuales este espacio es de Frechet o de Banach y don-

de { f:HfH: q <1/n}, n=1, 2, ..., es una base de entornos del origen.

. . .. P x _PT/(p+7)
Por ejemplo, qu con la distancia p definida por »o(f,g) = (Hf-gnpq) ,

T =aA 1, es un espacio de Freéchet.

2. Antes de seguir adelante demostraremos desigualdades debidas a Hardy que ne-
cesitaremos enseguida,

TEOREMA 1. Sean Q=21 ,R >0, £ >0 . Entonces:

er (sz(y) dY>Q t"R-ldt]l/Q < %“m(y'fmy}y_w dle/Q’

-0 0

[ ® © Q R-1 Q o _ I/Q
[ (e ) & e < Lo v o]
L9 R 0

t
Demostracidn. Demostraremos solamente la primera desigualdad pues la otra se ob-

1/q

tiene en forma totalmente andloga.

Por la desigualdad de H&lder:

' (Q/Q")- «aq
t Q t Q aqQ t —OlQ' Q/Q t )
tn o) <[ e ey ([ V) = 5
° 0 0 (I - aQ")

~1

t

) j £(y)° y ¢ ay , Q-+ Tigr =1,
0

donde a« es un ndmero real tal que aQ' < 1 y que luego fijaremos mds precisa
mente. Entonces, utilizando esta estimacién en el primer miembro de la desigual

dad a demostrar:

© _pr-1 /(t Q ©  -R+Q(l-a)-2 /;t
J t <j f(y)d;> dt < J - 1 <T £0y) y*Q di) dt -
0

0 0 (1-aq") ¥ 0
- 1 ” aQ/(® -R-2+Q(l-a)
= QJ_J £;® y (J t ¢ dt> dy =
(1 - aQ") 0 y
i -R-1
= : [ 200 @yt gy

(1 - on')Q'1 (xQ + R + 1-q) O

El dltimo paso se obtuvo suponiendo aQ + R+ 1 - Q > 0 » que se logra, por
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ejemplo, con a tal que 0 <1 - aQ' = aQ + R+ 1 - Q , es decir, « = (Q-R)/QQ'.

Resulta asi:

© @

t
_R— Q\Q R~
jt“(jf(y) d>>th<<_> J £ Ly gy
0 R 0

0

que es la desigualdad a probar.

Observacidén 1. La eleccidén de la constante « podria haberse obtenido minimizan-

do la constante C(a) = 1/(1-otQ')Q_1 (Q(a-1) + R + 1). Esto suministra una
constante mds pequefia que (Q/R)(2 (mejorando asi la desigualdad final) pero mas

gomplicada.

3. Supondremos en lo que sigue que J& es un espacio de medida no atémico con
m(&) =*. Esto no es una restriccién esencial y\evita complicaciones que son
innecesarias frente a los objetivos perseguidos. Si J¢ tiene dtomos, éstos
pueden sustituirse por segmentos con la medida de Lebesgue y de longitud igual
a la medida del 4tomo, y si J€ no tiene medida infinita puede agregarse una se
mirrecta. Asi, pasamos de (Jb,m) a (M',m') , este Gltimo satisfaciendo 1las
condiciones que exigimos. La familia J° (Jt,m) es identificable con un subespa-

cio de & 3% ,m'). 1/r

X
! % 1 T
Definicién 3. Sean f€F, r € (0,>) y £** (1) =[—t—J(f*(s)) dsJ
0

- . . = . *
Definamos Hpr de la misma manera que en la definicién 2 pero con f reem-

plazada por f**,
1

> /
© 1p q q q q/P]l
Hpr . %.J E¥* () t ) dt =,[J§f**(t9 dt

0 t
st 0 < g <=, 0 <p <oco

/p
”f”p w = Sup fE**(t) t , 81 0 <p <o,
0 <t<w
En la definicién de lI.IIpq aparece un r € (0, @) que no incluiremos en general

como sub o superindice pero que no debe olvidarse, Y que eventualmente cambia

de un contexto a otro.

TEOREMA 2. i) Sean 0 <r <e, o>q>71 ,0>p>r, Entonces, si f € T :
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* Pl/r %
Hf”p < £l < V£l .

q Psq P»sq
’ (p—r)l/r

ii) Sean eo=2q=21r >0 , r € (0,1). Entonces

ara f EJ-
q g P,q » p ’g

T r
H£+gll < || fll
Psq p

’ t]

iii) Bajo las hipdtesis 1il) temnemos:
O
IE+gh < 2 [nen o +ongh ]
Psq P>q Psq

b4

Demostracidén. i) Como f* es no creciente, fa*(i) > f*(t) y la primera desi-

gualdad es obvia. Por otra parte, £*(t) < HfH: °°.t'l/p y entonces

N ﬁ/f €15 Ve

%) < HfH: <f'lj sT/P 4s 2
y 0

implica
1/r
(1-r/p)

e
P

-1/
<@ oxpy et

Sea q < =, Aplicando la primera desigualdad de Hardy a:

r q (.t fr q/r -é}+£L_1 r/q
i £1 = -—~J £7°(s) ds t P dt resulta
Psq LAV IR ?

a q '% -1 i 1
[__j %) .t dtJ S Tt

P9
P ‘o 1 - t/p

P,q l-r/p

ii) Como b es un espacio de medida no atdémico, vemos directamente de la defini-

de £** que:

% T B Sup 1 r
(3) £f77(t) = EYGOR | £(s)| m(ds) .
E:m(E)»t m £

Como 0 < r £ 1

?

1 1

f | f4gl * m(ds) < J (E1° + gl Dymds)
m(E) E m(E) E

y por lo tanto ,

* R

4) [(f+g) (t)]r < [ e @) .

67



Entonces, si q <° , de (4) obtenemos:
o q/r r/q e r/q
r x% \T / q/r q/
I f+g||p . " [J{((ﬁg) (t)) % at! ;} < U <f**(t)r v g T dt p] <
’ 0 a

T
< £l
P

gl
+
q g .q ?

y si g= °, usando nuevamente (4}:
* % T r/

€ +gll sup (f+g) (%) Poiat o+ ¥
+ = <
gl up g .t Hen, o+ el

iii) Sean a y b nimeros no negativos. Usando la desigualdad de Holder con el

exponente Y/r obtenemos:

(5) aT + BT = a®.1 + b¥.1 < (asb)T 2!7T.
Tomando a = IIf!Ip q 7 b = IlgIIP q de 1i) resulta:
NEegh® < 27T [HEn__ + gl ‘f : Q.E.D.
Psq Ps>q P,>q

*
Es decir , si 0 <r <1, r<gqgq<w»,r<ps<x, entonces, HfHP e IIfIIP qde—

b 3

finen bases de entornos de O equivalentes,y d(f,g) = Hf-gH; . define una métri-

ca en Lp q Sip>1,q3=1 se puede tomar r=1 y la métrica es inducida por

b 4

la norma | .l
Psq
Corolario. S< p>1 y q =1, entonces qu es un espacio normado con norma
—_— )
H.Hp,q definida con r=1.
T

TEOREMA 3. Lp q es completo respecto a la métrica 4(f,g) = Hf-ng q cuando

b4 ’

0<r<1,r<gq,r<p y las funciones simples son densas en él &1

q # . (c£.181).
A este teorema no lo demostraremos porque no serd utilizado en lo que sigue.
Sin embargo, nos asegura la validez del siguiente.

Corolario. p>1 y q 21 <mplican que si r=1,{ L (. } ee un espacio

p,q’ P,sq

de Bandch, y en todo caso Lp q €% um egpacio de Frechet con la métrica d.
?

TEOREMA 4. i) 87 q, > q, entonces L O L. .y Hf"p

> I £l ,
Psq Psq ’ Psq
* E3
Il £l 2 || £l
P p

2 1 1 2

' [t ]
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’ 32

* > *
Yy Hpr’q HfMp

1

% % %
ii ; € f+gi < C £l + ligll
ii) sz f,g Lp,q entonces I glp’q p,q{ 'p,q g p,q}

1 -1
2 /p + 1/q

con C = q'= an 1

Ps4q

¥
iii) S7 £y g€ F y t, ot > 0 entoneces:

()" (£, +t,) < £7(t,) + g*(t,).

Demostracidén. i) Sea U(x) igual a la funcién caracteristica X del inter-
(0,a)

valo (0,a) y >0, R> 1. Entonces:

- 1/ ®
(6) (J U(x)R dx{) R-< j U(x) dx7/R

0 0

N
Si U(x) = Z:.Ci X(O a.) (x) , Ci > 0 , entonces el primer miembro de (6) es
{ >y

menor o igual que:

N -3
7 R Y
Z, C. (j dx >
1 i 0‘%O,d9

Luego, (6) vale para funciones simples no crecientes » ¥ por aproximacidén por

1 © N

/R N
T/R Y/R
<Z Cijxwd)dx =JU(x)dx .
1 0 > 1

éstas, para toda funcién no creciente definida en (0, =).
Si a, <o , i) sigue de (6) tomando R = qz/q1 Y= q2/p

o«

a, _ai/p - g, q,/p\1’Y
j £rx(e) 1 dt > f £x% (¢) 2 dt ,

0 0

n

q1
It £1f
P

t4

_ q, e 9 alp IR R
Si q= >, nf“p q = £*%(t) dt = f*%(t) .t por ser f** no

1 0

1/p }
creciente. Luego, Hf”p q = f*%(t).t , para todo t.
!

. c s . * % %
(La misma demostracién sirve para las funcionales II.IIp q Pues de £ (t) sélo

b

se us6 el hecho que es no creciente y por lo tanto reemplazable por f*(t).).

*
iii) Sea u = f*(tl) + g (tz). Entonces

{x;1 £+gl > p) C (x50 £ > £%(¢, )} U ix51gl > g*(t,)1

implica (f+g), (M) < £, (f*(tl)) + g,,(g*(t2 )< (por (2)) <t + t,
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De (2) y la monotonia de (f+g)* resulta finalmente:
*
po>(Erg) ((£+g), W)) > (f+g) (t +t ).

ii) Es sugerida por una combinacién de i) y iii) del Teorema 2. Esto sin em-

bargo da una constante cp q mids grande que la indicada. Una demostracién di-

’

recta se obtiene usando la desigualdad recién demostrada:

* *
(£+g) (t) < £(5) + g (&) . De aqui, si q <
2 2

o q l/q
® t t q/p
I f+gll < I\J [f*(-) +g* )] ar } -
P,q 0 2 2
I 1
1/p (( r.# * a  q/p)t/a
= 2 J [f (t) + g (t) dt . Esto es
0
<2 liat g Y,si a>1. Ysi g<i1
< - g p.q) ? si q = . si q
I/P % q * q l/q l/p+ l/q—l % %
< < < + .
es 270, o+ gl ) (por (5)) < 2 (Hf”p,q HgHP’q)

Recolectando resultados tenemos 1la tesis para o > q=>1.

Mds sencillo es el caso q= ® que se deja al lector. Q.E.D.

4. Sea T una transformacién definida sobre las funciones simples de (9% ,m)
a valores en el subespacio ¥ de la familia de funciones medibles definidas
en otro espacio semejante (J&',m'). Diremos que T es casi lineal si existe ung

constante K tal que para f y g simples vale:
IT(f+g)l < K(ITE£l + ITgl) , «c.d.

Nuestro prdéximo objetivo es demostrar (cf.[B]) el siguiente resultado:

TEOREMA 5. (Calder6n-Hunt)., Sean 0 < P, <p, S=, P, #p , 0<qi<= y

p,p' definidos por

1 % -9 1 % 1-9
—="’+-———r-—'=-"+—",0<0<1
P P, P, p' Pl P,

Si T es un operador casi lineal y

70



" E
Ntel, < B UELF
p 0

° 200 0 ’ o
(6) , para toda f simple, entonces:
* *
el , m< B Il £l
Pl s Pl ’ql
% *
(7 HTpr;‘ < 80 "f”p,r , cuando 0O = T,
-l/r -1/r 1-¢ 3
Ademis B, = 0(1).V (1-9) .B, B, , donde r(> 0) y 0(1) dependen de

P. »4, ,p'i,K,zy'é-

1 1
5. Antes de pasar a la demostracidn del teorema trataremos de examinar mds dete
nidamente los resultados sobre interpolacién citados en estas notas para poder

ubicar entre ellos al teorema 5.
1

a) Es fdcil ver que el operador lineal Tf(x) =j f(y) dy/¥vx , 0 <x < 1
0

, £

simple, es de tipo débil (r,2) para todo r € [1, «) pero no de tipo (r,2) pa-

ra r 2 1 alguno.

1
, . g (y)
b) El operador T tiene por adjunto a T g(x) = J - dy
y
0

Este operador es de tipo restringido (2,p) , para todo p € [1,]. En efecto,

si X es la funcidn caracteristica del conjunto E C (0,1):

lel
IIT*XIIp = 1T = J y’l/zdy < J y'l/zdy = 2 IEIU2 = ZIIXII2

E 0
T* no es de tipo (2,p) para ninglin p € (1, ). En efecto, si lo fuera seria
T de tipo (p*, 2)
c) Esto prueba que el teorema de Marcinkiewcz no vale en segmentos horizonta-
les y que el de Stein y Weiss no vale en segmeﬁtos verticales ni horizontales.
d) Enl[6] (y [2]) se exhiben ejemplos que muestran que el teorema de Marcin-
kiewcz no vale en el tridngulo superior ni ain excluyendo horizontales.

Sin embargo siempre vale sobre verticales. En efecto, supongamos que

M. el \%i
Dpe (M) < L , i=1,2 . Entonces ,
A
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® r

_ q q-q © q
j D.. (A\) A¢ la < J M HEN ) T A 1 + M £1l )q2 xq 2 g
0 Tf 0 1 P A 2 P _K—
T

q
Si a <q< a y rt-= Hpr , obtenemos: JITfIq dx < C(ql,qz,q) Mpr

Siguiendo el mismo orden de ideas observamos que el teorema de M.Riesz sobre

verticales se reduce a la desigualdad de Holder:

) |
j IT£1 9 dx = J e %9, e % gy < (J I T£l B dx) G | €| % dx>1‘°‘

1 2

agq, / (1-a)q, / a/ 3 1-9 : -1
M a1 qU 1£1? d") P T nEl? donde 9/ay+ (- /a;=an
P

e) Sin embargo y a pesar de los contraejemplos citados en d) no es dificil ver
que el tipo débil resulta de interpolar tipos débiles aun fuera del tridngulo

inferior de tipos. Para convencernos veamos el siguiente resultado (cf.[t6] ,

p- 193).
Proposicién 1. S7 1 < pi< o , 1 <s; <oy Tes lineal de tipo débil (p,,s,)

y (p2,s,) entonces T es de tipo débil (p,s) donde ¥/p, + (1-8)/p, = 1/p ,
3/s, + (1-9)/s, = 1/s
Para demostrar la proposicién 1 haremos uso de una caracterizacidn del tipo dé-
bil (p,s).
Sea 1 <s <o, 57V s' tal que 0 <s' <s <o , para toda £ € § y todo
X C& con p,(X) < *vale:
g! 1/s’ s 1/s’ 1/s' - 1/s
(8) ([ rea®an) " < (=) fw 00 T

A
s-8
X

diremos que T satisface la condicién de Kolmogoroff (p,s).

Si existe un s' <s, s' >0 tal que Y £€S y YV X C& de medida finita
vale (8) con el corchete reemplazado por una constante K, diremos que T sa-
tisface una condieidén débil de Kolmogoroff (p,s) , ([16],p.109).

Proposicién 2. @) Sea 1 <p < o, 1S<s < o, 5S¢ T eg de tipo débil (p,s)

entonces T satieface la condicidén de Kolmogoroff (p,s) donde M es la " nor-
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ma” de tipo débil.

). S8i T satisface una condicidén débil de Kolmogoroff (p,s) entonces T es de
tipo débil (p,s) con rorma < K.

7) Estas wropcsiciones valen para s= ®si convenimos en que en este caso
s/(s-s") = 1.

En efecto, veamos 8). Sea X C {ITf]l > A}

s' ' s' 1-s'/s

1
D0 < J TS dws < K5 e () AR
X

A

K \®
implica: B, (X) < <3r £l > . El caso s= 1lo dejamos al lector. Veamos
P

ahora «) y otra vez con s < o , Sea 5(k) la funcidn de distribucidn de T{ en

X. Entonces K (X) >D) <D, ) < (M Ilfllp/)\)s :

® N .
' LA LI Y s'-1 ~
J ITE1 S du, = s'j oy a - s(j A Dy an s Jk D) M <
/
X 0 0 N
N '
s'-1 © v _ s
< s<j LY R CORE LI J At (“ "f“p> d7\>=
0 N A
' S' S L.
=N° B () + ™ UEN) NSO
s-s'
_1l/s
El iltimo miembro es minimizado con N = M Hpr K, (X) , Y con ese valor de

N, obtenemos (8).
Demostracidn de Proposicién 1:

Si t es de tipo débil (p;,s;) , i=0,1, con s; > 1 , entonces satistace condi-

ciones de Kolmogoroff (8), en particular con Si = 1:
1
‘ (1- —)
J ITE dp, < M, —SEo om0 % 1€l para toda £ € S.
sy -1 i

X

El teorema de Riesz-Thorin asegura que entonces vale:

1-¢

1-0 & , 8 s, l1- =
J ITEl du, < M7 M <—L> < ) m (XY S

° 1 _ _
X 1 S, 1 s,
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1 % 1-9 1 _ 9, 1-9
donde —=— t y — T
P P, P s s s

(1] 1 0
Pero €sta es la condicién débil de Kolmogoroff (p,s) , si= 1. En consecuencia

T es de tipo débil (p,s) con '"morma'" no mayor que

9) m? M- s\ [ se M-V Q.E.D.
! ° Sl—l So-l

El resultado precedente sugiere que si bien el teorema de Marcinkiewicz no va-

le en todo el cuadrado de tipos, debe tener algln sustituto, Como veremos en
g) este rol lo desempefia ampliamente el teorema de Calderdn-Hunt que no sélo
generaliza al de Marcinkiewicz sino que también extiende al de Stein y Weiss
con una ligera excepcién (cf.[1]).

f) Estos autores en el trabajo ya mencionado muestran que, si 1 <p < oo,

1 < q < o, entonces: tipo débil restringido (p,q)% tipo débil (p,q) s> ti-
po (p,q)

El tipo débil es consecuencia del tipo débil restringido en una clase muy anm-
plia de transformaciones si p=1. Precisamente, si p=1, 1 <q < «®y T es de ti-
po débil restringido (1,q) entonces es de tipo débil (1,q) (I[8],[12] ,[5]). Esta
proposicidn es un corolario del siguiente resultado como veremos mids adelante
(en h)).

g) Proposicién 3. Sea T un operador lineal definido sobre las funciones simples
de un espacio (J6,m) a valores en un espacio de Banach. Si sobre las funciones

*
ecaracteristicas X de conjuntosde medida finita vale: HTX”B <C IIXIIpl con C

independiente de X,1 < p < oo, entonces una desigualdad semejante vale para to

%
da funeidn simple: ||Tf|lB < 2C Ilfllp1 .

Demostracidn. Supongamos que f 2 0 es una funcidn simple

N

Z Cj Xg., » E; M E, = g si j £k, Cj >0 . f puede escribirse como
J
N
=

Z, d ij con dJ o , F, DF, 2. . .>2F . Por lo tanto ,

" N * N *
£7(t) = Z7 (d; x, ) (£) = Z d. x_ (t) Luego

1 3j Fj 1 7j Fj
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N
M, < Zd, ITox, )., <
; FOUB 1% F00B
. - - . v
< c: dJJxF'dt <CEJ(dXF)dt -
, T 0 ]
sc| £ d =¢ I€17 |, Q.E.D.
J 3

0

Nota. Observemos que si B, en lugar de ser unespacio de Banach, fuera un espa-

cio lineal con una funcional no negativa, mondtona, homogénea, .l , que ve-
n n
e > . < . .
rificara para £, 20 : oz fi"B a Z, ”fi”B con o« independiente de n,
y si T fuera semilineal (es decir, |T(c£f)l = lc|.|IT(E)V £e Sy casi line-

al con K = 1 ) entonces obtendriamos:

< % <
HTXIIB C Ixl = IITfIIB 2aC Hpr

P,l ,1

Veamos ahora cémo pueden representarse las acotaciones de tipo débil restrin-
gido en términos de las funcionales de Lorentz.
Proposicién 4. 1) Sea g medible, y 0 < q < .Entonces vale

l/q * 1/
(10) sup t g (t) = sup g ' T() A , stempre que uno de
*

0< tgoo 0<A< o
los supremos sea finito.

ii) T es de tipo débil (p,q) , 0<qg < o, g7 y solo st

(1) pTENY < MLl £l
qs00 P

Demostracién. i) La hipdtesis de que alguno de los supremos sea finito, im-

plica que g*(t) y g,(t) >0 para t > e ., De (2) se sigue entonces que

1/q 1
(12) Nge W)€ g (ga ) €). g*/q(x) si 0<e <g ().
Llamando t = g,(A\)-e¢ vy e' = = s, Obtenemos de (12)

Bx (M)
l/q 1
1/q *e) ¢ 1/
vgo ) < = < —— s M.
(1-¢) (1-¢€") t
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y comc €' es arbitrario mientras 0 <Je'< 1, resulta

1/q l/q 4 . %
sup (A g, (A)) < sup (t g (t)) . Como la relacién entre g, Y g es

0< A<oo 0< t< o
reciproca , la desigualdad precedente vale también en sentido contrario.
ii) Si g=e , no hay nada que demostrar. Si q < , T de tipo débil (p,q),
significa  (Tf) (l)llq A< M Hpr , que, en vista de i) equivale a (11).
Q.E.D.

Proposicidn 5. Sea T semilineal definido en S . S¢ T es de tipo débil res -

tringido (p,q), 1 <p <o, 1 <q <o (egs decir, st vale (11) para funcio -
nes caracteristicas de conjuntos de medida finita) entonces

& 1
<
“Tf”q,w M '"f“p,l para toda f € § , M'= C(q) M.

Reciprocamente, esta desigualdad implica tipo débil restringido con "norma’
no mayor que M',

Demostracidén. Por lo visto en la demostracién de la proposicién 4, sabemos
que la condicién de tipo débil restringido equivale a:

NTxH® <M lixt . =M lixl
Mg, = P X1

Del teorema 2, y su corolario , resulta:

N %
< < <
IT( 21 fi)”q,m < T (2 f%”q Iz |T(fi)l Hq oo

N *
< < .
< ZTUTEN < cla) B ATHl,

. * . . - - - - R
Es decir, T y H.Hq . verifican las hipétesis de la nota a la proposicién 3 ,

»

(o, si se quiere, hdgase f.;= c; X. repitase el argumento de esa proposi -
q s g i i*i Y p p

cién), y, por lo tanto obtenemos:

qun: o< Cl@) MEEl Q.E.D.

L -
%
Sea T un operador definido en S tal que IITfIIrs < C HfHZv . Escribiremos

para representar esta situacién: T:L .~ Lrs . Sin pretensiones de precisidn

podemos anunciar ahora los teoremas de Riesz-Thorin, Marcinkiewicz y Stein-
Weiss asi (recordar que Lp . L? ):
L]

[R-Th] T:L - L = T:L - L
PPy ’ .



[M] T:L - L , p. <q.=T:L =1L
P P. 1 1 P>

S-W] T:L > L . S q.® T:L > L
[ ] Pial qi9°° ? pl ql PsP q9,q

La proposicién 1 se lee ahora: T:L P nd Lq = T:L -+ L
i*vi i

h) Corolario. Sea q € (1, ®) y T de tipo débil restringido (1,q) y semilineal,

Entonces T es de tipo débil (1,q).
En efecto, por hipétesis tenemos HTxH: - < M.Hle 1+ De la proposicién 5 se

sigue que HTfHZ < M'Hle . ¥ de la Proposicién 4 que T es de tipo débil
(1,q9).
En [10] se muestra que si Sn es una sucesidn de operadores en Li(Rm) de 1la

forma Snf = f*gn , donde g, € Lt (R™) y T£(x) = sup ISnf(x)I, entonces T
. n=2>1
es de tipo débil restringido (1,1) si y sblo si T es de tipo débil (1,1).

Veamos ahora un ejemplo de un operador lineal de tipo débil restringido (1,1)

y no de tipo débil (1,1), ([11).

n? k-1 k

Sea u(n) la funcidén definida en (0,1) que vale — en|—F , ——5] . Mds gene-

k n n

s
ralmente, si # es una permutacién ciclica de (1,2,...,n*) designaremos con u;n)

2 > 2

la funcién definida en (0,1) que vale n’/7 (k) en el intervalo (%:l_ k ]’
n n

Sea N el conjunto de los enteros positivos con una medida sobre €1 que asigne
a {i} , el peso c¢; 2 1 , El operador T hard corresponder a funciones simples

definidas en N, funciones medibles sobre (0,1). Precisamente a X la funcién

i
P . 2 . . (p+l)
caracteristica de {1,2,...,i} , le corresponderi la funcién Cju
"i—a
P, ptl .
donde a = 3. s < i¢g s =b y m, _ recorre todas las permutaciones
s=0 s8=0

ciclicas de {1,2,..,(p+1f } , cuando i pasa de a+1 a b.

Elegiremos ahora los c¢; de manera que

(p+l)
u

i-a

A
O

N-1
(13) C; max
2: 0<x<1

(x) N
i=1

Esto implica en particular que
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Cx > cy » Y por lo tanto tenemos:

1
< |I; <

(14) C;, <lx I, <z2c;

(p+1)
Si definimos T(xi) = Ci u, , entonces:

i-a

% (p*yl %

(15) ITX ;1) = Cy ”u”i-anl’” =C,.

Toda funcidn caracteristica X de un subconjunto finito de N es una combinacién
lineal de funciones Xis Y tGnica, pues éstas son linealmente independientes.
Si X = Z A, X., definimos TX = Z 7\iTxi y el operador queda definido sobre to-
da funcidn caracteristica,
Sea f simple, £ =T Ay X(yy. Tf = Z lh TX{h} extiende el operador linealmente
a la familia de funciones simples.
Sea p fijo, arbitrario y sea a = Z: s?2, b= a+ (p+1)?.

b X

1 +1 2

Si f = Z: — , entonces Tf = Z: u;p ) es constante en (0,1) , y es fa-

a+tl ©i atl i-a

*
cil estimar HTle
o0

Tenemos, usando (14):

. (P+nz 1
(16) ITEN, _ = (p+1)? L. — = (p+1)? 1n(p+1)? =
2% k=1 k
2 b x. A
5 4=letD) 1 10 ey ngn.
- 2 i=a+1 ey

La proposicidn 4 y (16) implican que T no es de tipo débil(1,1).

Por otro lado si x es la fcn. caracteristica de a= {il,..., iS} entonces

X = - = -
A (xk xk_l) y Tx Z:A (Txk Txk_l).

keA ke
>

<
Luego, I Txl < ITxi |+ ki

| Tx, | . Usando (13) se sigue que |Tx| < Tx; + C, <
S

s s

< Z(TXis) , de donde se concluye, usando (15) , que

* < 0 _ <
I} L €zl Y- 2 < b

Usando nuevamente la proposicién 4 concluimos que T es de tipo débil restrin-

gido (1,1).
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i) La condici6én de Kolmogoroff tiene expresidn sencilla en términos de las fun-
cionales de Lorentz,
Obsérvese que fijado t > 0, como el espacio no tiene 4dtomos y es de medida in-

g s' 1/s' t % ' 1/g1
finita: Sup ITel - d _ J
inita v (X)m t(JX #9 ( (Tf) (7) dr> ,
0 ./

s

de mode que la condicién (8) se lee

] 1/ ' l/S'

i/s t s s ,
t/ 2 J (Tf)*(r) dT\ S M [ — £l , para todo t.
t / \s-sY P
0 / NS

Por esto, (8) es equivalente a:

| - g \l/s'

17) ITEl <M Il £ ,
(17) o o0 Ks-SJ I
donde H.Hs oo ©std definida& como en la Def.3, con r=s',.

Entonces tenemos:

i) T satisface cond. de Kolmogoroff (p,s)<«> IITfIIS w S M ( S \ IIfIIp para

todo s' <s , r=s',

ii) T satisface cond. débil de Kolmogoroff(p,s) < ||Tf|lS < KHpr para algin

oo
b4

r=s'<gs,

ii1) T satisface tipo débil (p,s) e ITEIE < M (ER

iii) sigue de la proposicién 4. i) e ii) siguen de (17).
Se puede ahora redemostrar f4dcilmente la proposicién 2 por medio de las rela -

* - .
ciones entre las normas | Hp q )l Hp q dadas en Teorema 2, i). Dejamos esto
] ’

como ejercicio para el lector.

6. Demostracidn del teorema 5. Del teorema 4 se deduce que basta demostrar el

teorema 5 con 0=17 y del complemento 1 en § 7 de este Capitulo, que es sufi -
ciente considerar el caso ‘B°= B1= 1. Demostraremos entonces que, si

0<p, <p, <=, p  +tp , 0<gq, <2y 0<8<7

H
l/p = 19/p1 + (1—19%o , 1/p' = 1’/pl' + (1-6)/pg , entonces
%
(17) IITfII:,a° < Ilfllp . yi = 0,1, £ simple, implica para 0 <r < oy cierto
i i i

TR g, Aq,
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(18) anu;., <B lfl*, con By = 0 (%

La Gnica razdén por la cual no se pide directamente,

0 <e <1, es no excluir el caso p, = que exige

11 11 11

(19) 7 N _ P p' _ P » *‘
11 11
p, P, p, P PP

Es decir, ¥ es la pendiente del segmento

(%, ,h, ). Dado t > 0, definamos:

-1/r (1_0-1/1')'

en (17), q; =€ ,

q, = o , Llamemos ¥ a

?1=(4'9c) "?‘1)

= 019 ) ”?‘)

P° =QIP° I1IP‘°)

8 (x) = £(x) si |£(x)I > £%(t7) , 0 en
caso contrario , ft(x) = f(x) - ft(x) .

Es facil verificar que:

i) ,y <t

f2(t7) , 0 <y < t?

*® *
(20) (£f8) () < ; (£) ) s
¢ , y >t e Y fr(y) , y > t7
==
—————
* N,
('&) (‘a\ ~ \'\.
~.
~.
~.
\,\'\
——— --.-\-':-——--—---——--———---—-———b
9 K 4
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De la definicién de casi linealidad y iii) del teorema 4 obtenemos, para todo

a € (0,1):

an* o < [kores +ime ] T o) < ke @) (T£)* ((1-0)y)]

Haciendo y=t y usando (17) resulta:

% 1/ . 1.1 S0 S N
P v 1 ' 1 1 *
()" (t). t < Ko PO+ P Poogef* 4+ K(1-a)Pr tP Pio£
Py 9o t'p, 4,
-1/p, -1/p]
Eligiendo o de manera que: « = (l-a) =C=2¢C (p; ,p;'), se obtiene
1 1 11
% 1 ' v T T e ™ '
OB ). P < ke |e P Po |l £5y +t? plnftlfG -
quO plq
= kC [F, (t) + F, ()] .
Demostraremos a continuaci6én el teorema en el caso p, < e 7 < o, Los
otros casos: p; <°® | 7 =® ; p =00, 7 < «©; p, = ©, T = ©, Se prue -

ban en forma andloga. Usando (19) y (20) se logran las siguiente mayoraciones:

1_1% v 1/q,
o e t q q, /
(22) F, (t) < t"(p "°/<j £%(s) ° ds © P°>
0
- 1/gq
'Y'il,"%) ® & q q, /p, x ¢ 4 v /p !
(23) F(t) < t <J f (s) ds + £ (t) (t) !
y
t

Como las desigualdades (17) valen para todo gqj; suficientemente pequefio (pues
po < p1 < =) dado 7 puede suponerse que T > qo v q1 . De (22), y un cambio

de variables, sigue que:

1 1 t 0
- T dt R q q /p
Lo J F, () —/ < '—'J t (p Po J f*(s) ©ds ® ° dt
0 t 7l ==
0 0
Aplicando la primera desigualdad de Hardy con Q="/9% , R = T/l_-.i> , obtene-
P, P
nemos:
T/q -
! /m”po e N T a1 Lo Ny o,
(24) 1, < — (= —— ) [ s =;—<——— ST
m\p/ Yo,- 1/ 0 Y \p-p/ 7 e
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Andlogamente, de (23) y usando la desigualdad de Minkowski obtenemos:

T/
- dt 1 (T s g, WP ulr g u
I’=JFT(t)—<-———Jt PP Jf(s)lds + ot £ (¢) at <
! ! t tri /g ¢ t
1 T/q _q, /T
' ” T<l'-'-> © . 4 4 /ey atl
<L - P Py —_
= [J t ( f (s) ds | +
17l 0 td
{_ ) T/p % T /) T/
+ J t f (t) dt
L 0 t
1 1\\
Aplicando la segunda desigualdad de Hardy con T/qzQ,R = T(—"'“ ; a la pri -
mera integral del dltimo miembro, obtenemos
1 p T/q, P x T
I'Y' pl—p T P
® o roae\/7
(21) implica : ITEl _, <K C | — J (F, (t) + F (t) — . .
P,T p' 0 ° ! t

Aplicando ahora la desigualdad de Minkowski o su sustituto y utilizando 1las

mayoraciones (24) y (25), resulta:

) _
% (T']')v ¢ P -l ’ L/40 ’ l/ql *
(26) iT£l. € KC 2 <—- <-P_> . (2 ) e, -
p'1vI =D, /
1 1 1 1

L L L
= 0(1). (1 -ﬁf’.) s -_I’)q‘ ME = 0m.e® a-6) B ous’ . Q.E.D.
pl g

P \

7. Complemento 1 al teorema 5. La constante By en (7) depende de By y By de la

siguiente manera. S P> pi » 4. s T,r y 0 estdn fijados entonces

i
(27) By (Bo,Bi) = Bi ™ . BY . By(1,1).

(Be(% »B; ) es la menor constante que verifica (7) supuesto (6), y como vimos
BG(1’1) es de la forma 0(1)51/r(1-6)'1/r.)

En efecto, consideremos en el espacio de medida J0, junto con la medida m,la
medida k.m donde k es una constante positiva. Si f es una funcién medible en

(J&,m) denotaremos por f, la misma funcién pero considerada en (J/,km); se ve-
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rifica inmediatamente que:

% % * 1/p *

(28) f (t) = fk(kt) , “fkup,r = k “f“p’T,cualesquiera sean 7p,T,
. =1/p -1/

Elijamos k de manera que B k ® sea igual a B, k

-1/p -1/p
0=B1 k 1

px(B0 y Bl son positivas)

y definamos B = B, k

Definamos ahora un operador Ty sobre funciones definidas en (J¢ ,km) :

Tk (fk) = B T(f). Entonces (6) se reduce a:

*
(29) HTf“P.

%
< BIf | , 1=0,1 ,
i kipiay

i’

(=]
9

y por lo tanto , considerando a kak como funcién definida en (f',m') obtene-

mos:
* *
(30) fiT, £.11_, < HE 0
k"k'pg, kips,
L nren®, /8 = wT £ Y, < B (1,006 =B 0K et
uego, 'P',T = Kk'p',r A 9 » 1) klp,T = 0 s 1y ‘DT
- N l/P 1/'p 1-6 [7]
y de aqui : B.By (1,1)k = By (By,B,;) . Como Bk =B, B, , resulta la te-

sis. Q.E.D.

Complemento 2. En este complemento consideramos el caso Po =P; =P € (9, que

~0 fue incluide en el teorema 5.

Supongamos « = pt > pt. Si, pura todo f € S , vale

* ‘ - *
(31) HTfhp,’w < B, "f”p,e,
i i
entonces para € =€,A€ , 0 <8 < 1, vale
* 1-6 @ ' P . 1/ * .
< - - = 1- . P
ITEL, ¢ < B, Bl’w Sleces el L pr <
0
(32) ‘
* 1-8 8 o-lle % .
“Tf“pv’ < Bo B1 . . ”f”p’e s p1 = oo ,

Demostracidn. Sea ® > p > p, » ® > 0. Vale entonces la siguiente desigual -

dad para 1/p = 6/p, +(1-6)/p,

-1/0
* p P * * (]
G gml <2 -2 el w8
P Po P, P> Py »
- * * /Py g
Llamemos c; = HFHpi’w . Entonces F (t) < c;t implica:
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-1 .
Co t /p°51 t>a

%
(34) )< 1/ donde c, a~l/m o <, a‘l/Po.
c, t~ Pigi t <a
Luego: a o .
g ® & o o/p ( . I P -1/p o/p
Il Fi = [ (t) dt < J (c, t 1/pl) dt + J (cot °)6 dt =
Po ) .
0 a
/ -
a a/p , B © o/ c‘d a_li/pl +o0/p C:T a U/p°+6/p
= Cld J t_p P dt + Co J t- 94t = — +
0 7/ 1 - plp, p/p, - 1
P P -l (1-8y)o 8
<__- —)0(1-0)] co( o
pO p'l

De (33) sigue, (32) para = > p; , = ¢ . Supoangamos ahora e = p, > p, ,
¢ <o , En lugar de (33) obtenemos:

* -1/o, _ %8 LE(1-0)
< F F s
(35 A A Do .

y de aqui (32) para p; = ow=2g , Q.E.D.

Complemento 3. E1l caso tratado aqui es aquel para el cual p;= p: = p' . Vale
(pg <P <p, <):
*
IT£N
p

(> -]
b4

* * - *
< B, £l = [Tl 1-0 50 gy
1 P q 1 P

i*7i

< ral
' ,® =ou B() ,®

*
Demostracién. Sea a >0 vy fa(x) f(x) si |f{x)I > £ (a) , 0 en caso con-

trario; fa(x) = f(x) - £3(x). Entonces , como en (20), obtenemos:

| . £ (1) t<a . £ (a) t <a
(36) £2 ()< s (1) <[,
0 t>a f (t) t>a
De (36 * * g-l/p {gue: |
e (36) vy £ (t) < HfHP w b se sigue:

b4

a a
3 -9,/ _q,/p
HE2* 9o < Jf“(t)qo at%’Po < £17% J e et
0’ 1] o p’°° 0
Por 1o tanto , si 0 <q <o ,
[}
1 1 l/q
3.5/ 14 o
* *
(37) €3 <Ufl_ _aPe P/ p L. L
Py 9, Py . 0 P, P

Andlogamente:
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a / «©

* q * q, q * q /p
HfaHp ’a j f(a) dat' ' 4 J £ (t) 'de ' ! <
17 0 a
(1 1
q, (=~ — o A
% q 13p P * v
< nen Lt ! et f gl P /P
e P,
a
De aqui obtenemos:
11 1/,
1 1\
(38) ey o o<ty o™t F 1-+G—-—)
177 ’ p p’

védlida para q, < oo,
Entonces, del teorema 2, la hipGtesis, (37) y (38), serd

% < [I % a, * <
ITEN L < cluTE N, o e, ) <

< CUBIEN + B I £%1 ) <

109 Po 290

1 _ 1 11
*® p1 P po P
< cv “ f" P, <Bl a + B a > .

[

Tomando el a que minimice esta dltima expresién tendremos la tesis. Q.E.D.
8. A continuacién demostraremos un teorema de interpolacién a la Riesz-Thorin

para operadores semilineales [ como ya dijimos estos son operadores tales

que

IT(cE)l = lcl. ITEl , IT(f+g)l <IT£l + ITgl , c.d., cualesquiera sean

f,g simples a valores complejos.]

TEOREMA 6. Seq T semilineal. 87 0 < P; »4; P!

i 29 s =

i t]

L/p = 0/p, + (1=0)/py 5 1/p' = 6/p! + (1-6)/p]
0
1/a =8/a + (A-6)/q , 1/q' =0/q) + (1-6)/q' , entonces

*
ITEN , , < B, Il , i=0,1, <mplica
Pj 93 t Pj 94

8 _1-6
qunp. ¢ < BB B anp a ,

donde B=3B (p; ,9; » P! ,ai ).
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Dividiremos la demostracidén en varios lemas, en que supondremos Pi»9isP!,q! < oo,
1 1

Lema 1. Sea f simple. Existen dos funeiones simples Go y Gl' tales que
£l = 6w’ oy

% q/q i
0G| < B .Ifl , i=0,1.
1 P;s9y Pyq

% %
Demostracién. Sea r = min (pi,qi,qi , 1) v £ calculada con este r. Escriba-

1,q q,16 A l@_$)
L KL q/ql'Els'_;;) e /9, 4,P Py 6 1-8
mos: (t) = | £ (v) .t . () .t = h, (t).hy (1),

Es facil verificar que:

z a; 93/py I P #x a _aq/p 9P
o) [ ey tar T [ @ e’ - = a’
o T Pi a4 J, Pid ’
Sea S el operador definido por
o 1
TN
o) = ([ 1™ =
u t
Entonces:
t © l/r
« 1/x « dt
(40) (s£™) ) = O L[ ds> (j [f*rm j 7] &) -
ot o 0
uvs

@ f*r(s) 1/r U ar ds 1/r %
- O —~ ds> > U £ (s) __.) = £ (u).
0 0 u

El operador S tiene la virtud de transformar funciones cualesquiera en funcio-
nes mondtonas decrecientes, y, como terminamos de ver, con la propiedad adicio-
%%

nal: Sf > f* .

Por otro lado:

0 1-6
£k ¥ © yf r(1-0) 4t @ dt ® r dt
(£ ) (W) =J h, h, — < (J hy (t) —) G h, (t) -——> =
u t t u t
u
rf r(l1-6)
= S(h,) . S(hy) .
) x4 6 1-0 . A% 6 1-6 0 1-6
Es decir f = h; .hg implica Sf = S(h; . hy ) < S(h;) S(hy)

De aqui y (40) obtenemos:
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(41) £ < sm)? L osmHtl.

*
Como 1las S(hi) son funciones continuas y mondtonas decrecientes y f (u) es una

*
, G , con los

- - - *
funcién simple existen dos funciones simples decrecientes, G1 o

*
mismos intervalos de constancia que f (u) tales que:

Gi (u) < (Shy)(u)

(42) * % [/} * . 1-6
£ (u) = (G, (W)) (G, ()) .

(Para ver esto se procede asi: sean I, = (0,a,) , I,=1[a, ,a,),...,

"= oo
.

*
I = [a , 2a_) , los intervalos de constancia de f (z) donde a
n n-1 n’ / n

* *
f (I,) = 0. Definimos ahora G;(t) por induccidn finita, constante en I, vy de

*
manera que Gj;(I,;)=0.

WA
NN :
()
3 2y = (1
L T~
T — 4= %*(i\w\
0 -
G (L) 6wy S x

* %
Supongamos definida Gi en Ik+1 ; elegimos entonces el valor de Gi(Ik) verifi-

cando:

SG:(IkH) < G’i‘(xk) < iaf S(h) () = S(hy)(ay)
u € Ik

(43)
)
If*(lk) - l'_c;fclk)]‘9 [G:(Ik)]l i
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Tal eleccidén es siempre posible pues,

x 1-0 * 0 % % 1-0 0
S ()61 () = £ () < €700 < (s0e)' ™ sch1)> (ay)

donde la tiltima desigualdad se sigue de (41)).

*
Las funciones G;{(u) son las reordenadas no crecientes de funciones G; (x) tales
que:

ltx)] = c? ) . el )

.. * . %
definidas por G,(x) = G; (1) si EX) = £ (I).

Por otro lado, usando (42) logramos:

et @

5] © q'/
; . 9;/pP; 9;  94;/p; dt\'i'r q./?P,
legn” = j 6i fu)y au *t < f (Shy) ~du * * = [ j hE (1) -) du t %
P;s4 0 o Uy 1 t

i*94 0

Una aplicacidén de la segunda desigualdad de Hardy del teorema 1 muestra que

la Gltima expresifén no supera a:

q4 ® .

p.\ i/r q; /ps p\di/r 4. q

(—i> j (D () a1 P L o 30y - <-&> 3P g . Q.E.D.
r 0 r Piq P»sq

Observacidén al lema 1. Cuando P;= 4, la demostracién del lema 1 es mids simple
y la tesis puede precisarse de la siguiente manera: existen Go(x) s Gl(x) ta-

- % % 94/q;
les que 1£(x) =610 x) Py logl> = Ul t

i1 ’

En efecto, en este caso basta tomar Gj(u) = £ (u) . En el caso general

precedente la situacibén se complica pues si tomdramos:

q/q; (a/, - q;/p:)/q.
6; () = £ (my tLg o p o

*
no resulta Gi necesariamente decreciente.

Lema 2. Sean f, G, ¥ Gl como en la proposicidn 1, T semilineal

1-
F(x,2) = sgn £(x) . G, ~(x) .G (x) y (TE)(y,z) =T (F(.,2))(y)
Entonces, | TFl es, para casi todo vy, una funcidn continua de z.

n

En efecto, F(x,z) = 2:: aj(z) x;(x) con a;(z) funcién entera de z y xi(x)
i=1
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funcidn caracteristica de un conjunto medible. Entonces, si T es lineal, tene-
mos:
n

(TF) (y,2) = 2= a,(2) (Tx;)(y)

i=1
Como (Txi)(y) es finita en casi todo punto, TF(y,z) es continua en z para casi
todo y.
Los detalles necesarios para el caso general de T sublineal pueden verse en
[ 81, pag. 267. Q.E.D.
Lema 3. 5S¢ h(z) es armdénica real en una regidn © entonces eh(z)ITF(y,zN
es subarménica allt, c.d.y.
En efecto, sea H(z) una funcidn analitica tal que Re H(z) = h(z). Entonces

2n

eH(Z)F(x,z) = — J

1 eH(z+relo)
2 7

F(x,z+reie) dé

0

z €€ y r es suficientemente pequefio. De |T( 2 U;)| < Z IT(U )| se deduce que
1 1 1

IT (S U d8)l < [ ITUId8. Luego
1 2

i0 .
TR E(x, 21 = PP T(R(x,2))l <27J M (FHTeT ) 1 (p(x,zere?))1 a0
0

Q.E.D.
Lema 4. 1n ITF(y,z)! es subarménica en el plano complejo, c.d.y.

En efecto, si h(z) es arménica en el circulo By 1n |[TF(y,z)| < h(z) en 9B,

entonces e—h(Z)ITF(y,z)I < 1 en 8B,
De la proposicidn precedente resulta que esta desigualdad vale en todo B, y por
lo tanto que 1n T{F(y,z)) < h(z) en B, QED.

Lema S. S< 1n |®(z)| es subarménica en {0 < Re(z) <1} y

e -7 {tl -7 \t\
J lin 1®(it)]] e dt < e | J I 1n | ®(1+it)l ] e it < oo

S0

-0
- 0o

+co
entonces 1ln |®(0)] < (1-8) [ P,(0,t) 1In | ®(0+it)l dt +
J

too

+ eJ P (6,t) In [@(1+it)l dt , 0<6 <1,
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Aqui Py, y P, son ciertas funciones reales, no negativas, de integral uno, de
las cuales no se requiere conocer mis que estas propiedades. La demostracién
de este lema puede verse en {18 ] y no serd incluida en estas notas.

Lema 6. S7 para cast todo x, 1ln |®(x,z)| verifica las hipdtesis del lema 5

y 1 >0, entonces vale, para los mismos X:

Too

r r 0 /
l®(x,0) < <J | P(x,1+1it)| Pl(G,t) d£> (j

-0

<]

1-6
| ®(x,it)l " P, (0,t) dt> .

En efecto, del lema 5 y la desigualdad de Jensen resulta:

r t(1-8)YS ... + 8 [...) ef .. \L-0 rf... 0
| ®(x,0)l < e = <F ) e <

. 1-6 6
<<( @ = P, dt) _ G lol * p, dt)

<La desigualdad de Jensen, cuya demostracién puede verse en [ {7 1, p. 67, a-
firma que si ¢ es convexa en (¢,8) y si f(t): [a,b] = («,8) es medible

b " b
entonces o <[ fp d?) < J p(f) pdt , sip>0, J p dt = 1)
a a

Lema 7. Bagjo las hipdtesis del lema 6, si 0 <71 <]

b

%% too

ART (1-8)/r , *t= ®AT , 8/
® (u,0) < 0 P,(0,t) ® (u,it) dt) ([ P, (0,1)® (u,l+it) dt) -

~CO

_ 1-6 8
= H0 . H1'
En efecto, si E es un conjunto medible, m(E) > u , de la desigualdad de

Holder obtenemos:
fw

1 { r . r o
—_ jl [®(,9)  dm(x) << J dm (x) f | ®(x,1+it)| ~ P, (6,t) dt> .
m(E) E m(E) E -0

+00

S| [ . T 1-9
< [dm(x) | 120,103 B (8,1) dt) < (por (3)) <

/¢

m(E) E .00

4o + 00

xkT 6 . 1-0
< Q ®  (u,1+it) P, (6,t) dt> . O @ (u,it) P, (6,t) dt> .

-0 -0



Usando nuevamente (3) Obtenemos el lema 7. Q.E.D.
Lema 8. Bajo las hipétesis del lema 6,

+w

1—6 + oo 0
NeC.,00 . . sMO Il‘I>(.,1t)llp;’q. P, (0,t)dt) ] U LIGREDUNIIR NG dt)

(]

00

1/q’ (1-6)/q, /q]
con M < (qa'/p") (py/q,) (p)/q))

En efecto, del lema 7 obtenemos:

w «© ll_ _?—-
: **q' N U =i p;] 4
180,00, o = [ @ ¢ e <= [ B, H u du
0 0
. a4 9
Aplicando la desigualdad de Holder con s = —— , s =
q'(1-0) q'6

© '(1_0) A ) q'o
q’ q' Q' a'fp] aN——t 1 947P) au
(44) 1.0, ,<— ([ Houo o L) q H ' u Ll T
p',q P 0 ° u ° - u !

De la desigualdad integral de Minkowski obtenemos (k=0,1):

+oo o

1
' t | ' 1] 1 r/qk
q q, /P r/ v R 9 9. /P, du
(J B (w,0) w® Caw) k| P@o( [0 ki FutE S a
0 u - 0 u
p{( r/qk + o0 . .
=\ J P, (6,t) Ild>(.,k+it)|lp, , dt

-0

Combinando estas desigualdades con (44), se sigue que:

1/, ' l.:_o 1-6

o —_—

q’ 4 P q' . T r
||<I’(';0)||p' q' <("") . (—%) ° (J Py (0,t) ||‘I’(.,1t)”py’qv dT) .
] p' qo

o o%o

[ q 4o .
. <f1> ' Q P (8,t) I§(.,1+it)I, dt>
qv o 1 Pl,":].l

1

8/,

El lema 8 sigue ahora a una aplicacién de la desigualdad de Holder. Q.E.D.

Demostraci6én del teorema 6. La funcién ®(x,z) = (TF)(x,z) verifica c.d. vy
las hip6tesis del lema 6. En efecto, del lema 4 sabemos que 1ln |TE(y,z)! es,

c.d. y ,subarménica en todo el plano complejo y la siguiente acotacidén (c; ,
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d; son ndmeros reales):

n 1-2 z
1e(x,2)l < 2o lag(l lTxpd !, e (2) =c¢, .4, ,

i=1
asegura que podemos aplicar el lema 5.
Observemos que (TF)({(x,8) = (Tf)(x) . Aplicando el lema 8 y la hipétesis obtene-

mos:

1-6
P (0,t) dt] .

[

HTFHp,q, < M [J HTF(.,it)Hp,¢

0
HTF(.,1+it)Hp,q, P, (6,t) dt] <

11

— oo —

*
M| s, TG0, 70,0 dt

L <o0 -

6

N

~ o -

o 0 <
. J B0 "F(.,lt)hp q Po( ,t) dt

00

~—o 00

- o =
< [ )5, 8, J e 1. B, de [ne,0® e i
A S U R TN R

Aplicando a esta Gltima expresidn el lema 1 resulta:

g 1-0
nTel_, o+ < C. B. B, B, Ifll
P 4q Pq

(Si p; = q£ » b= q; , entonces (=1, Ademds en vista de la observacidn al le-

19

ma 1, en lugar de BHpr q puede escribirse Hfﬂ: q ) En la presente demostra-

cidn se supuso q,» 4, <o ., Los casos restantes de la hipdtesis del teorema 6

se dejan al lector. Q.E.D.
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[13]

[14]

[15]

[16]

[17]
{18]

[19]
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CAPITULO X1

SERIES DE JACOBI
1. Los polinomios de Jacobi, Pﬁ B x) ,a>-1,8>-1, -1 <x<1, son aque-
llos que se obtienen por ortogonalizaciémn de 1, x, x’,..., con respecto a la me-
dida wdx, donde w(x)=(1—x)a. (1+x)5, de tal modo que el grado de Pz p sea n.

Es fdcil ver que

B ? Pi « (-x).

<) Pl ) = (-1)

Ademds los polinomios de Jacobi satisfacen la siguiente ecuacidén diferencial

(véase [4] , p.67):

B-o-(a+f+2)x n{n+a+f+1)
Y""’ y'+*z—y=0.
1 - x? 1 - x

Normalizados, los polinomios en cuestifén se convierten en (véase [4] ,p.68):

a+f+1

2 I'(n+a+l). T'(n+B+1)
(2) p (x) = P, b (x)/\}h: | donde 1 - -

2n+a+f+1 I'(n+l) .I'(nt+a+f+1)

asi que, usando la férmula de Stirling

(3) T(s) ~ Vor . s%°1/2 g5 |
cbtenemos

a f 2a+ﬁ
(4) hn ~ - -

Cuando «=f§= 0, resultan los polinomios de Legendre. Por otra parte, la férmu-

la de Rodrigues asume la forma siguiente, aplicada a los polinomios de Jacobi:

n n
(s) (1-x)% (1+x)°. p: By = &1 & {(1-x)“+°‘.(1+x)“+ﬁ}

2% .a! ax®

Derivando a esta expresi6n de acuerdo a la Regla de Leibnitz,
o 3 U0 O ) e
(6) Pn (x) = v=0 ‘n-? v 2 2 ’

de manera que, si pn(X) = kux" +..., deberd ser

n n+a\ /n+ 2n+a+f
(7 ke g Ao /__n_'( )( )~( )L =
»=0 .n 2a+ﬂ n-r’ N p n 048

2 2"

Usando nuevamente la férmula de Stirling, entonces, como
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a+f 2n

2n + a + f T(2n + a + 8 + 1) 2 2
(8) = ~ . ,
n T(n+l). T (a+a+B+1) Vo Va
vemos que
(a+8)/2
2 n
(9) k, ™ 2

Vo

Afiadamos que, seglin se prueba en la pagina 169 de [4] , son vdlidas lasestima-

ciones siguientes

-1/2
V~a—1/2 . 0 / ) s c/n <v <7m/2

14

@,
o Pn (cos v) =

O(na) s 0 S¥ < ¢/n ,

en las que c es un nimero positivo fijo.

2
- P Ve
Si escribimos x= cos v , tendremos, para X cercano a 1, que xm~n 1 - —
2

es decir, que V2(1-x) o ». Reemplazando en (10), y con valores adecuados de c
(por ejemplo, c=1 para la primera estimacién y c = {g para la segurda), obte-

nemos:

-(a/2 + 1/4)

(1-x) 0% | o<x<1 - 1/n2

»

an PP (xy -

n
o
O(n) , 1 - 1/n* €x <1

(17) puede expresarse también en la siguiente forma:

0 <xs<1 , K constante,

a2y Va a9%f w1 < K.(} - x o+ -—)

n2

Finalmente, digamos que, de (1) y (12) es posible deducir que

- 2 1/4
a3 Vo J00%P ol <.+ x o+ 1/m0) @/z+ 174

Asi concluimos esta breve resefia.

2. Nuestro objetivo primordial es ahora el siguiente teorema (cf.T.2,Cap. V).
TEOREMA 1. Supongamos que @ ,8 > -1 , y a y b ; son nimeros reales.

St 1 <p < oy
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— e — o ——

1 a 1 1 a+l 1 B 1 1, B+1
(15) a-—- —+ —| <—=Ae— -, Ib - —AN—
2

2 pl 4 2 2 2 p! 4 2

a,B
entonces los polinomios de Jacobi, verifican la siguiente propiedad: sti Sn' £

denota la suma parcial n-ésima deldesarrollo de f en términos de log polinomios

de Jacobi, serd 1

. J £00 29° ) (-0 (1+0f ax
@B o « B 1
Sn7 f = 2;% Chn® Pm , cj = ) p ) N 5 > Y
) J |Pj‘ (x)! .(1-x) .(1+x) dx
(16 L1

1 n
B
52?8 g f"i - f DI PZ ) - £GP (-0 P (140" dx — 0
0

m n—» o
1

Este resultado se debe a Muckenhoupt y nosotros seguiremos a [l] para su demos-
tracidn. En &1 estidn contenidos, como casos particulares, un resultado de
Pollard (a = -1/2, 8 > -1/2 , a=af/p , b =8/p , vBase [2],[3]), y otro de Wing
(@ 2 -1/2,8 > -1/2, a=a/2 , b=B/2, véase [5]). E1 teorema 1 se complementa con:
TEOREMA 2. Supongamos que a, § > -1 , 1 <p < e, 37 a o b no verifican (15) ,
entonces la conclugidén del teorema 1 es falsa.

3. Para demostrar los teoremas enunciados, necesitaremos una expresién adecua-
da del ntcleo de Dirichlet, andloga a la obtenida en el pirrafo 3 del Capitulo
IX para los polinomios de Legendre. A eso vamos con el lema que sigue.

Lema 1. Existen constantes a_ bn s tales que

o, p _
Dn (x,y) = anHl + anZ + an3 ,
o, B o,B
donde : Hl = Hl(n,x,y) = n.Pn x). Pn y)y ,

H, = H,(n,x,y) = na-y’).Pﬁ A (X)-Pzti’ﬁ+l (yl/1X-Y) ’

H3 = Hs(n’xp}') = Hz(ms)’:x) s
y donde a y bn estdn acotadas por una congtante que depende 8dlo de a y § .

Demostracidén. Usando la f6rmula de Christoffel y (2) obtenemos, para los po-

linomios de Jacobi:
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a,p a7ﬁ a,ﬂ o,
Pn+1(x)Pn () - Pn (x).Pn+1(y)

an o Poagy) =0

X -y

2% P I(n+2).T(ntra + B + 2)

pL=

(2n + @ + 3 4+ 2).T'(n+a+41) . (a+P+1)

Por otra parte, de [S] » p. 72 , férmula (4.5.5) , se deduce

a+1,8+1 o, f a,p a, B
(18) D.(1-x?).P (x) = A.P (x) + B.P (x) + cC.pP x) ,
n-1 n-1 n n+l
2(n+a) (n+B) (n+a+f+1) 2n(n+1) (n+a+f+1)
donde A= , C=- ,
(2n+a+8) (2n+a+f+1) (2n+a+B+1) (2n+a+f+2)
2n (n+a+8+1) n+o+f+1
B = (a-8). , D =
(2n+a+B).(2n+d+ﬁ+2) 2

o, B
Si reemplazamos Pn;l » en (17) por su expresidn segilin (18), el numerador en

(17) se convertird en

D 2 a,p a+l,5+1 D . a,f a+l,B8+1
) -0y P ) et o),

n-1

A
- -C-{ O TR LN O BN S o Rl (y)} .

Finalmente, como Da’ﬁ(x,y) = Da'ﬁ (x,y) + Pa‘ﬁ (x).Pa'ﬂ ) ha'B , Se sigue de
n n-1 n n n
(19) y (17)
a,8 a+l,8+1
a8 -D.Pn , P x .Pn_1 (y)
Dn (x,y) = A=y ). +
C.(l+A p _/C P __ ) ¥~y
a,p a+l,6+1
P," (9B (x) A.p_
+ (1-x2) +
X -y Cpn_1(1+A.pn/c.pn_1)
a,p a,p
. P (x) . Pl ()
n%P
n
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.8

o
Pero Fh/n , D/C , A/C , pn/p y hn .n son todos asintéticamente iguales

n-—
a constantes, en virtud de (4) , (9) y (18). De este hecho y la dltima férmu-
la se sigue el Lema 1. Q.E.D.

4, Demostracidén del Teorema 1. De acuerdo al teorema 2 del Capitulo V, con

Q= (-1,1) ,A= 1los borelianos de & , dv = (1-x)°7 (1+x)°® dx y
au = (1—x)a (1+x)B dx , para probar que los polinomios de Jacobi satisfacen
(16) serd suficiente demostrar que
1 1
(20) J 152 . -0 (0”1 T ax < C.J (). (1-0%. (190°1 ax

-1 -1

En efecto, a causa de las hip6tesis hechas acerca de a, 8 , ay b, u y » son
medidas finitas, y las combinaciones lineales de polinomios de Jacobi son den-
sas en Lf si p <%, (La existencia de los coeficientes de Fourier Ve LE
sigue de (21) o (22)).

Mds atin, bastard que probemos (20) para funciones a soporte en (-1,0) y (0,1).
Y se ve, a partir de (1) y de la simetrfia de las condiciones (15), que serd

suficiente mostrar que (20) vale para funciones a soporte en (0,1). Ademids,al-

canzari con gue veamos que para estas funciones vale:
1 1
a a b P
@ [ [ form @y ) 0-0® (b el ax <
-1 0
1
p
<cC. J £ . (1-y)3 day , i= 1,2,3.
0
Supongamos i = 1. Aplicando la desigualdad de Holder, obtenemos

1 1
P
(22) J J e Vn L 22 P oy 2P o an® a0t oe® gy ax <
0

-1

1 1 1
| P/q
< J J L £0y). (1-y) 1P dy}. U 525" g™ ey .

1 0 0

.1 pz’ﬁ 1 (1-0°° (140 ax <
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1

° ' Ly a/2 + 1/4)  gaf1 |P/a
< C. J I £(y) (1-y)®~ dy. J Q-y’+-—%> (1-y) dy
0 -1 n

1
J I\/:P(;’ﬁ (x) (1-x)2 (1+x)b|p dx
=1

Si @ 2 -1/2 , la segunda integral en el dltimo miembro es convergente y unifor-
memente acotada si -1 ¢ (a/2 - a - 1/4)q. Como esta condicién equivale a
a-af2-1/2+ 1/p <1/4 , que es vdlida por hipdtesis, podemos reemplazar e-
sa integral por una constante. ‘

Si @ < -1/2 , la integral en cuestién es uniformemente acotada si -1 < (e¢-a)q ,
condicifén ésta equivalente a:a - «/2 - 1/2 + 1/p <a/2 + 1/2 que también vale
por hipétesis.

La tercera integral también es uniformemente-acotada. En realidad, en vista de

(13) , es suficiente mostrar que las siguientes integrales son uniformemente a-

cotadas: 1 . -(a/2+1/4)
(23) J 1 - x +— (1 - x)%P dx < e
0 n’
1
1N-(B/2 + 1/4) b
(24) JQ-X"‘_z) L1 - )PP dx < e
0 n

Analizaremos la (23) ((24) puede analizarse del mismo modo ).
1

(a-a/2 - 1/4)p dx

Si @ > -1/2 , estd acotada por J (1-x) s Y, 8ia < -1/2,

0
1

por J (1-x)ap dx . Como (a - «/2 - 1/&)p > -1 y ap > -1 , (23) estd unifor-
0

memente acotada.
Para i= 2,3, el primer miembro de (21) estd acotado (salvo por un factor cons-
tante) por la suma de (25) y (26):

-1/2_ 1

(25) J D L£(y) Hy (n,x,y) (1-y)% (14x)° dy]p dx

=1 0
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1 1

(26) [ 1] e 1y a-n® (-0 o] " o
-1/2°0 *

Consideremos primero la integral (25) para i=2 o 3. Estd. dominada por

-1/2 1
| P
(27) J [2 J | £(y) \/; pi’ﬁ (x) .\]—1’; P‘;‘ri,3+1 o) .(1_),2)(1 'Y)a(1+x)b dy:} ax
-1 0
o por
-1/2 1
(28) J [? J 1£0) Vn Pi’ﬁ (V)-VE-szi’B+l (x) .(1-xz)(1'Y)a(1+x)b d;}P dx.

-1 0
(28) es muy similar al primer miembro de (22) y estd acotada también por el

segundo miembro de (21). En efecto, para -1 <x <-1/2 , 8 > -1,

1
a+l,3+1 (X)I < x (1 X+ )-(ﬁ+l)/2 - 1/4

I
n-1 (n-1)2

y la estimacién se reduce a probar la acotacidn de

' L (B41)/2 + L/4]lp + bp + D
J (1-x)

(29) dx

0

Pero ésta es acotada si y sélo si -1/2 + b - §/2 + 1/p > -1/4 , y ésto se ve-
rifica por hipdtesis.

En forma anidloga se demuestra que (27) estd acotada por el segundo miembro
de (21).

En segundo lugar, consideremos la integral (26) para i=2. Usando (12), se ve

que (26) es igual a

1 1
509 J J (1-9)**! (1-x)® ¢ (x,n) Y(y,n) £(y) ; P )
T 1\&2+3/4 [, ., I\oJ2+1/4__ - X
N2 (1 y + ;;) (1 X + ;—2) & -y)

donde v y ¥ dependen también de @ y 8 y estdn uniformemente acotadas para a y

B fijos. Por lo tanto, serd suficiente probar que (30), con ¢ y ¥ reemplaza-

das por 1 , estd acotada por el segundo miembro de (21) para concluir que otro
tanto ocurre con la propia (30).

Practicando el cambio de variable X= n2(1-x) , Y nz(1-y) , Y suponiendo

¢ =¥ =1, obtenemos
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3n?/2 n? - a a P
(31) n-28p-2 J Ll y*i-a . X Y f) gyl ax
«/2+3 -
. o (141) /2+3/ (exy® /24174 X - ¥

De lo visto en el Capitulo VII deducimos que (31) estd acotada por

n2

(32) n~2ap-2 J 1Y? £(y)IP dy ,
0

si -1/p €a < 1/q. Como es fdcil ver, esta condicién es consecuencia de la

hip6tesis. Luego, volviendo a las variables originales obtenemos, en vez de (32)
1

(33) J e (-9 ay
0

y esto implica la desigualdad buscada.

En tercer lugar, consideremos la integral (26) para i=3., En este caso, (30)
y (31) son, respectivamente,

1 1

a+l 43 P
(34) (1-x) . (l-y) f(y) dy dx ,
-1/2 0 (1—y+1/n2)m/2+1/4 (1-x+1/nz)o£/2+3/4 {x-y)
3n*/2 | n* 31 (laxy~@/2-3/4
(35) n‘ZaP'z,j . £(y) Y* ay|® ax
0 ] a a/2+1/4

2% (1+v)

Usando nuevamente el teorema principal del Capitulo VII, se deduce que la in-

integral (26), para i=3 , estd acotada por el segundo miembro de (21).Q.E.D.

5. Demostracién del teorema 2. Dada la validez del teorema 1, y siendo Cn el

n-ésimo coeficiente de la serie de Jacobi de f, tendremos

1
] a b|P a b(P
(36) J Cn Pn (x)(1-x) (1+x) dx £ M.J [f(x).(1-x) (1+x) dx

-1 -1

En.base a (2) y (4) , se concluye que
1
A, 2 2
12321, = [ 3P e0® (e® ax o

-1

constante

M

y por lo tanto, cuando f sea una funcidn a soporte contenido en (0,1),valdra:
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1 1

(37) J Iva »*f x).01-021" ax.| J £(y) Vn P*°
0 " 0 n

b ory.an® a® <

1

< M J L £0y) (1-y) 21 ® ay.
0

La reciproca de la desigualdad de Holder nos permite entonces asegurar que

1 1
1) 5 .14 p/q
(38) J 'V; Pa,ﬁ (x)(lsx)a] dx. [! 'fﬁ'p:’p (Y)(1'y)a a\ d{] < M
0 n 0

Pfdbéremos el teorema mostrando que (38) no se verifica si a o b no verifican
(15). En virtud del teorema 8.21.12, p.197 del libro de Szego, sabemos que,si

a > -1,

Ve
—-a+1/2
C WV no .Ja(N0)| C )

1 -2
gorl/2 n

—

si

o)A
V
[~=)
\Y

|

(39) |VK.Pi’3~(COS 9l =>4

IVNS,J_ (NS
Wy c 5? na+1/2

- 2

si 0<9<1/n

k §a+1/2

donde N = n + (a+f+1)/2
Usando la férmula asintética para Ja(x) se deduce de (39) que, si € es un nlme-

ro suficientemente pequefio:

n 1
; (c [cos ma+xy@@ﬂ/$“J% —>9=—
(40) | n.P2" (cos )1 2 2 ne
l c . /2 0<% <e/n
Aqui , x= -an/2 - w/4 y &() >0 para €—>0
Ahora, estimemos las integrales que aparecen en (38):
1 /2 2a|P
«,p a.,P a,B sen U ,
(41) J | Vo Pn’ x)(1-x)° 1 dx = J Vo PP (cos ¥8) sen ¢ do o~
0 0 (1+x)?
m/2 8
a, 2ap+l
J IVa " (cos )17 . 9 8PTL 48 > (por (30))
0
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€/n w/2

> C-I n(@+1/2)p g2aptl 44 C.I | cos (No+x)| P28 X1/ 2)p4L 4
0

1/€n
TP (2a-a-1/2)p+l
- C .5(e) J o
1/€n
Y observemos que, cuando A > 1/n ,
A+21r/N v ZW/N
(42) J lcos(No + x)I & d¢ > . fcos N8|~ 49 >
A A< O < A+27 /N 0
sup 07 - A+27 /N "y
(1+2W/NA) .C/N>C % g9
A< O < A+2n /N p PsY N ’

donde Cp y Cp,7 son constantes.
Entonces, en la peniltima integral que aparece en (41) podemos omitir el fac-
tor |cos(No+x)|P . Como la @iltima, por otra parte, es pequefia comparada con

aquélla si §(e) es suficientemente chico, tendremos que, para cierto e fijo

(0<e<1),

1 w/2

€/n ——
J t’(Za o 1/2)p+1d§]

(43) J Vap, ) 1-0%° ax > c[J

0 0

n(O£+1/2)p t,.?.ap+l.d19 +

l/Gn
De manera aniloga se obtiene

1

€/n
| . o
(44) J ivn P:’ﬁ (x) (1-x)a 1 ax > C'[J n\a+1/2)q g2 (@-a)q+l a8«
0 0

w/2
R J 6(°(—2a-1/2)q+1 19 ] .

l/en
Las Gltimas integrales en (43) y (44) estdn acotadas por abajo por una cons -
tante positiva. Luego, los primeros miembros de (43) y (44) estdn acotados por
abajo por una constante positiva (independiente de n). Ademids, de esto y (38)

se sigue que dichos primeros miembros estdn acotados por arriba por una cons-
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tante independiente de n. Sin embargo,si
a<a = -inf{l/A,(a+1)/2} + (a+l1)/2 - 1/p = sup {a/z + 1/4, O} ~-1/p ,entonces
se ve, por (43), que

1 1

’ P ’ P

J IVHiPz'B x)(1-x)% ax = J IVH.P:’B x)(1-x)%11 dx =
0 Q

€/n
I ©l+1/2)p §2p.sup{0,a/2+l/4}-1
n

C. dé¢ +

0

. C. j 0p.sup{0,—a-1/2}-l 49
l/en
La Gltima integral tiende a infinito con n cuando «/2 + 1/4 > 0, y la penGlti-
ma diverge para a/2 + 1/4 < 0.

Anidlogamente , si

a=>a, = inf (1/4, («+1)/2} + (a+1)/2 - 1/p = a+ inf{-a/2 - 1/4,06} + 1/q ,

entonces de (44) se deduce que

1
a,p a-a 1 ¢/n (@+1/2)q 2q.sup{0,a/2+1/4}-1
J IVa.p " (x)(1-x) | ax = c.J n .9 ao +
0 0
w/2
+C. 192q.sup{0,—¢¥/2—1/4}—1 a9

l/en
y aqui, la primera integral del segundo miembro diverge cuando a/2 + 1/4 <0,
y la segunda tiende a infinito con n cuando @/2 + 1/4 > 0. Esto prueba el teo-

rema 2. Q.E.D.
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CAPITULO XI1I

COMPLETIDAD DE LOS SISTEMAS DE BESSEL Y DINI.

1. La funcién de Bessel de orden v # -1, -2,...,JV(x), estd definida por

"X\ Z -1 . (x/2)
L (\2) k=0

k! T(r+k+1)
y es una soluci6n de la ecuacién de Bessel: y" + y'/x + (1-»2/x*)y = 0, es de-
cir,de la ecuacién:
(2) (xy")' + (x-»*/x)y =0 , 0<x <1
Partiendo de las conocidas férmulas siguientes, que se deben a Lommel,

X

, ) ) dJ, (Bx) dJ, (ax) \ )
(e -8%) J t Jy(at) J,(Ft) dt = x.{J, (@x) ——— - J, (fX) . ———— ,a*# 8%y,
0 dx dx
x 2 2 dJy (ax) :
20 . j th (at) dt = (a?x? - »p? ) ‘J” (ax) + x —— y V2> -1,
' dx

0

se deduce , para » > -1 ;
1

f tJy(aet) J,(Bt) dt = 0 si a # g y Jp(a) = J,(B) =0
0

(3) 1

2 2
J tJ, (@t) dt = J,4 @)/2  si 0<a , J,(a) =0
0
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Por lo tanto, cuando ¥ > -1, el sistema {JflJ,(ax) : @ cero positivo de JV}
es ortogonal en 0 <x <1,

La ortogonalidad puesta de manifiesto en (3) se debe, esencialmente, al hecho
de que las funciones y(t) = Jp(at) satisfacen a un problema de Sturm-Liouville,

a saber,
(ty)' + (@t -»*/t)y=0 , 0<t<1,
y(1) = 0 , Y cierto comportamiento asintético en t = 0,

Asi que, llamando S, al n-ésimo cero positivo de J, , vy

@n (x) = VEE.JV(xsn)/IJv+1 (sn)l , resulta que {@n(x); n=1,2,3,...}
es un sistema ortonormal en (0,1).

Llamaremos degarrollo de Fourier-Bessel de una funcién f a la serie :

(4) £(x) ~ §1 B_® (x) = ngl bn.\[—.JD (xs) , donde
13,1 (s '

Bn(f) = *b_ = J £ Qn dx .

n
V2 0
Por otra parte, llamaremos desarrollo de Bessel de f al que se obtiene segin

la familia {Jv(snx) : Ju(sn) = 0} , ortogonal con respecto a la medida X dX:

OO o0
(5) £(x) ~ L a_ Jy (s x) = 4: A_@ (x)/VX , donde

n=1 n=

IJv+1(Sn)| \(_2- .

An(f) = -———;—-——'-an = f(t).Jv(snt).t dt .
|Jv+1 (sn)l 0

Es decir, An(f) = Bn(JE.f).
Consideremos, por fin, la familia de {Jv(knx) : n=1,2,3,...} , donde 1los

nﬁmeros‘kn son las soluciones reales positivas de la ecuacién

k.J; (k) + H.J, (k) = 0, en la que H es un nGmero real fijo. Esta familia sur-

ge también de un problema de Sturm-Liouville, y es ortogonal con respecto a la
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medida x dx (este hecho se deduce también de la férmula de Lommel).
Por ahora, llamaremos, a la serie

1 1

oo

() 57 a,.J, Ckx) Ayt T j £(x).J, (k  x) x dx ,
n=1 j Jy (kn ®)X dx 0
0
serie de Dini de f , y, a la serie
1
) 1
I N N A : Jof(x).JV (k_ x) VK dx ,

2
J JV (kn x)x dx

serie de Fourier-Dini de f (mds adelante, veremos que es necesario un término
adicional para que las series (6) , (7) sean convergentes a f).

Para referencia ulterior mencionamos el siguiente resultado (£21):

* v/2 (v+1)/2
rJ t J, (VE) dt = 2x Jy 41 (Vx) , v > -1,
0
(8)
|~ -(v+1)/2 1 /2
Jt Jye (O dt = 2] —— -« J, Nx)y , v > -1
\ O 2’ .T(v+1)

2. Nuestro propésito es estudiar la completidad en 12 de los sistemas menciona-
dos en el pirrafo anterior. Vale el siguiente

2
TEOREMA 1. i) El sistema de Fourier-Bessel es completo en L (0,1) sZi v > -1,

ii) E1 sistema de Bessel es completo en L; (0,1) sz v > -1,

(L; denota aquf al espacio de las funciones de cuadrado integrable con respec-
to a la medida x dx.)

Sin embargo, cuando v+ H< 0 , el sistema de Dini no es completo, y debe
afiadirse entonces una funcién ortogonal a las funciones de Bessel. Esto es con-
secuencia ([4] , Ch.XVIII) de que la ecuacién

27 (2.3, (2) + HJ, (2)) =0 ,» >-1,

que tiene s6lo a tk, , ¥k, ,... , como raices cuando » + H> 0 , admite ade-
mds la rafz 2z=0 cuando v + H=0 , y, cuando v+ H < 0 , posee también un

par de raices complejas conjugadas ik,
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Entonces (véase [4]) es necesario agregar una funcidén ortogonal a los sistemas
de Dini y Fourier-Dini cuando v + H < 0 . Dicha funcidbn , para el sistema de
Fourier-Dini , es

xv+1/2

i

si » +H 0

JX.1, (hox) si » +H<LO.

(I, (x) es la "funcibém de Bessel modificada" , véase p.ej. el tratado de Watsom).
Por consiguiente, de ahora en adelante llamaremos serie de Fourier-Dini de f

a la serie definida mediante (7) , mds el término adicional:

6 si veH >0

1
v+1/2 v+1/2
(2v+1)x .J t LE(t)dt st v+il=0,

0
1

< 1
(9) o(x) JO °(X ) £(t) J;iIV(XOX)-J V?of(t)-lv(hot) dt
0

1 2
j x I (hox) dx
0

s7 v + H <0,

Andlogamente, llamaremos desde ahora serie de Dint de f a la serie definida

en 6) , mds el término adicional 1 -
J ": J‘Lo (x,t).£(t) dt.
%
0

Asi las cosas vale el teorcma que sigue.
2
TEOREMA 2. j) El sistema de Fourier-Dini es completo en L st v > -1,

2
ij) El sistema de Dini es completo en Lx si v > -1,

3. El siguiente resultado nos seri necesario para probar los teoremas 1y 2,
Lema 1. 1) 57 f es una funcidn continua definida en (0,1) y nela en un entor-
no de cero y de uno, y v 2 -1/2 ,entonces para cada n existe N(n) no decre -
ciente con n , tal que la suma parcial n-ésima del desarrollo de Fourie~Dint
de f difiere de la suma parceial N(n) -édsima del desarrollo de Fourier—Besgsel

de £ en una funcidén que tiende uniformemente a cero cuando n > <,
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ii) Sea £, una funcidén escalera (es decir, una funcidén que toma sblo un nime-
ro fintto de valores, cada uno en un nimero finito de intervalos), nula en
un entorno de cero y de uno, y sea -1 <v < -1/2 , Entonces, para cada n

existe N(n) no decreciente con n, tal que la suma parcial n-ésima del de-

v+1/2
sarrollo de Fourier-Dini de f = fo(t).t / difiere de la suma parcial

N(n)-ésima del desarrollo de Fourier-Bessel de f en una funcidn g, tal que

Ilgnll2 -+ 0 cugndo n - o,

iii) La diferencia entre el n-ésimo nicleo de Dirichlet del sistema de Fourier-
Dini y el N(n)-ésimo nidecleo de Dirichlet del sistema de Fourier—Bessel es,

en médulo, menor o igual que

(P+1/2YA0
M.x

t(V+1/2)A 0

2 - x -t
donde M es una constante independiente de n . Aqui es v > -1,
Demostracidén. 1) esti demostrado en el tratado de Watson sobre funciones de
Bessel, Ch.XVIII.

ii) y iii) Supongamos primero que v> -1 ., Sea R (x,t,H) igual a

N 23, (s x).J, (s_t)VXE n 2.k .3, (k_x) 3, (k_t).VxE
a2, A, - ) y
m=1 2 n=1 2 2 2 2 _'2

Jv+1 (sm) (km—v )'JV (km)+km JV (km)

Es decir, R_ es la diferencia entre el nicleo de Dirichlet N-&simo del sistema

n
de Fourier-Bessel y el nficleo de Dirichlet n-ésimo del sistema de Fourier-Dini
donde N y n estdn relacionados como en pag. 598 del tratado de Watson.(Para no-
sotros serd suficiente saber que n, > n, = N(n,) > N(n,) , y que sy ©S el dl-
timo sj tal que sj < Dy ,siendo~Dg un nGmero perteneciente a (k, ,kp41) cuya
distancia a cualquier kj y cualquier s; es por lo menos 7/8 .Para n suficien-

temente grande tal nlimero existe.) Entonces vale lo siguiente (véase [4] ,

§18.31):

D_+i%
1 o Vxt.2w J, (xw).JV(tw)
(11) R (x,t,H) = — -J dw .
n 2ri Iy (w) L wdy (@) +H.T, ()]
D _~-i%
n
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Para w € (Dn-i“,Dn+i“0 obtenemos, usando las férmulas asintdticas:

A
| Vx Iy (xw)l < M<1+!xwl(v+1/2) 0)ex““

s M= Iy w,

(12)
W g, >u"e'"

y a partir de -JV+1 (w) + JV_1 (w) = ZJ; (w} obtenemos, nuevamente mediante

las f6rmulas asintéticas:

(13) Iw. Jyw) + HJI,w)/ wl >u". ",
Aplicando estas desigualdades a (11) , resulta:

4+
) 1/2)A0
e L '[‘ ' (xnn)‘””moJ-L v () P Jdn

-0

M.x(p+1/2)A O.t(V+1/2)A 0 )
< > -1
2 -t - x

Supongamos ahora » € (-1,-1/2). Partiendo de [4], §18.31 , pag.599, se tiene:

v+l _1/2 D _+ice
T o X n
J 2 JV(xw).JV+l(zw)

I, (0) Jw.d) ()+H.T, ()]

7

J /2 R_(x,t,H) dt =

n 2wi

(15)

dw ,
D _-ie
n

y por lo tanto, ya que |Vtw Jypp (W < M.etln’

T v+1/2
J tv+1/2 / X v+1/2]

(16) R_(x,t,H)dt| <M. ' [? + (D x)

0 (Z-X-T)Dn

Sea f, la funcién caracteristica de un intervalo.[a,b] C (0,1) , y sea

v+l/2 R
£f=f.t 1/ . Serd suficiente que probemos el Lema para esta clase de fun-

ciones. Tendremos, entonces,

1

f
(17) J R, (x,t,H) £(t) dt
0
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v+1/2 v+1/2 V+1/2 v+1/2
a [1+(an) ] ey P 1+(xD ) ]

< M <
(2-x—a)Dn (2—x—b)Dn
v+1l/2 v+1/2
a . E+(x Dn) J
<M - '
(1 - b)Dn
Luego ,
1
1 + + 2
2 aZv 1 f (1+xv 1/2) a2v+1 ,
I ne al, < : P
n 1 2
0 2 2 2 z
(1-b) D (1-b) .Dn
1
asi que "J R, £ dt"2 > 0 para n > ., Q.E.D.

0

Observacién. También se deduce de (17) que, si pE+1/2) > -1 ,

1
"J R_f dt” >0 para n - o |
o P

4. Demostracién de los teoremas 1 y 2.

Supondremos probados los resultados siguientes, que aparecen » por ejemplo, en

el libro de Tolstov, Ch. 8.
(@) 52 f es dos veces continuamente derivable y se anula en un entorno de

1, entonces , para v > -1 ,e8
1

J x £(x) J, (spx)dx C
0 < hnand =
|aa | = | 5. . €= C()

2
J x J, (smx)dx
0

(B) Existen dos constantes positivas dependientes de » (v> -1) tales que

1

K 2 M
= < J J, (spt)t dt < —  para todo m.
8 v m S

m 0 m

Del tratado de Watson extraemos el siguiente (Ch. XVIII):

(Y) Suponiendo v = -1/2 y las demds hipétesis de (a): Z:; ay-Jd, (syx) =
m=

0 <x<1,

0y

f(x) ,



() es védlida aun para » > -1 , y el conocimiento de este hecho haria nuestra
demostracién mis corta. Sin embargo, parece mis sencillo probar primero los te-
oremas 1 y 2, y luego completar (¥) en el sentido de cubrir todo el rango

v > -1. A ese efecto incluiremos una nota al fin de este capitulo.

I. En primer lugar, veamos que i) y ii) del teorema 1 son equivalentes, En re-

2 2
alidad, si {Jv(smx)} es completa en Lx ,entonces, cuando g € Lx ,
1

2
J g J, (s;x)x dx = 0 para todo m implica g=0 c.d. Por otra parte, g € L, si y so-
0 1

2
lo si h=gVx € Lz. Por consiguiente, de h € L vy J hJ;'Jp(smx) dx = 0 para to-
0

2
do m sé¢ deduce h=0 ¢.d. Es decir, {/f Jy (spx)} es completa en L . Asi hemos
probado que ii) implica i) , y andlogamente se ve que i) implica ii).
I1. Sea f como en (a). Se sigue de (@) y (B) facilmente que Eava(smx) con -

2

verge entonces en Ly y, de (v), que debe converger a f.Ya que las funciones co-
2

mo f son densas en Lx , obtenemos ii) para v = -1/2 y, por lo tanto, i) para

v 2 -1/2.

I1II. Cuando » = -1/2 , i) implica j). Esto es consecuencia inmediata de i) del
Lema 1. En virtud de I, pues, jj) es también védlida cuando » > -1/2.

IV. i) vale para -1 < »< -1/2, Para demostrar esto necesitaremos algunos re -
sultados auxiliares que son interesantes por si mismos. Segln hemos dicho en el
pardgrafo 2 de este capitulo y III, el sistema {J, (kaE)} , V20 , es comple-
to en L> si »+H > 0 y km J; (km) + HJ, (km) = 0. E1 desarrollo de zv/2 con

respecto a este sistema es:

1
v/2
J z J

1

[ e

0

(knf{) dz

v

f ey Jpky2) , ¢ =

El numerador, en este cociente, es igual a:

2 k
( 24y ) nop4l 4 2 v+l 2
kn o t Jv (t) dt = k2+v' kn JV+]. (kn) = —k-; 'JV+1 (kn) *



4 '
Jp+1 (kn) = k_Jp (kn) = Jy(kn) »

n
es '

2 20 2 Jy(ky) 2p 2H

k—— JV+1 (kn) = —k—z—Jv (kn) - ——k— =T J, (kn) + — JV (kn)

n n : n n n

Luego ,
2 (v+H) Iy (kyq) )

(18) ¢, = T = C,.(w+H).J, (k )/k_ .

k2 2
n j 32k Vz) dz
0
Como C_ = O(kn) s k enm , J, (kn) = 0(1/VE;) y Jv(knf;) es uniformemente
2
acotada, vemos que el desarrollo de zv/ converge uniformemente, y, por lo tanto
v/2
az :

2 -]
asy ' wem. ?(cn/ki) Jpy(k ) Jy(k VZ) , v >0, v+l >0

. A Jfz . P
Multiplicando ambos miembros de esta igualdad por z/ , integrando término a

término de 0 a z , y usando (8) , se sigue que

1. s1y/2 y7 Ca
200 Z*1z ey @en) .2 UTD/2, Z;: = T U ) 0, ().
n

-(v+1)

Ahora multiplicamos ésta por z , integramos desde algln € fijo hasta z ,

0 < e< 1, y usamos la segunda férmula en (8), para obtener asi

T C -/
2= - 4G o T g, ()., G V)

n

2

donde & es una cierta constante. Por lo tanto, vale
o0

v/2+1 ,
z

(21) = Ao(1).ZV/2 + Z;: an(1).Jp(knfE] ,
donde A, (1) es una constante y an(1) = {j (k;a).

Reiterando este procedimiento, obtenemos, para p entero positivo:

(-]

v/2+p |, v/2 Viggp-1 S
(z2) . SAM 2 v A @) 2 /2+p roa, (0).9,60D

donde Ai (p) es una constante y an(p) = O (k;s).
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Podemos resumir estos resultados en el siguiente lema.

Lema 2. Cuando v = 0, v+H > 0 , los desarrollos (19) y (22) son vdlidos unifor-
memente para 0 < z < 1 . Aqut, knJ;(kn) + HJ, (k) =0, k_ > 0. (Young, [6]).
Supongamos ahora que v € (-1,0),.

Derivando ambos miembros de la primera ecuacidn en (8), se obtiene

(23) Jy(ky) = 0, ky >0 siy sélosi kyJyyy (k) + (0+1).J,,; (k) = 0.

Y reemplazamos, en el Lema 2, » y H por »+1 , para tener el siguiente Lema.

Lema 3. Cuando v € (-1,0) , valen los siguientes desarrollos uniformemente pa-

ra 0 <z <1

- 46T, (5,)
26y 2“2 ) e 0.5, 5 V8, a (0) = — ;
- \
si J J:;l (sn/E)dz
0
1 . 1)/2 +1 24p-1 o
(25) Z(v+ )/2+p : bo(p)z(v+ )/ . e b (0) Z(v )/2+p

- +§1:an(p)J,,+1 (s_v%);

donde p > 1 es entero, an(p) = 0(5;3) > S, >0 |, JV(sn) = 0

Multiplicando (24) y (25) por z ¢ *1)/2

v+ . P PR
formes de z 4 » donde q = 1,2,3, ..., . Derivando luego término a término es-

, Obtenemos ciertos desarrollos uni -

tos desarrollos y usando (8) se sigue, formalmente:

00
v _ v/2 ~
(26) z =z .2; an(O)sn.J;(sn/E) s
v+p ~ v o~ V+p—1 V/Z ~
(27) z =b,(p) z + ...+ b, 1 (P)z +z . 1~an(p).an,,(snﬁ) » p> 1.
~N
donde 1los coeficientes Eg(j) s br(j) , difieren de ay(j) , b (j) , en un fac -
tor constante que depende s6lo de j. Para que (26) y (27) sean igualdades en
el sentido de L' es suficiente probar que las series convergen en L*. En reali-
dad en tal caso los segundos miembros convergen en L' y podemos integrar térmi-
no a término desde cero hasta z para concluir que los mismos son iguales a los
respéctivos primeros miembros c.d.. Luego, éstos son los limites en L'.
. 2
La serie en (27) converge en L~, segdn se ve fdcilmente teniendo en cuenta que
~ -3
a,=0(s,) , s, ~mn7,

Veamos ahora que la serie en (26) converge en L% . De (8) se deduce que
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1

v/
Joz 2 Jy (spvz) dz = 2Jp41 (sy)/s, vy , por ende, que el n-ésimo coeficien-

/2

v
te de Fourier de z con respecto al sistema ortogonal {J, (snli)} es igual

v 2 .
a 3;(0)sn. Como z /2 € L , la serie Eﬁn(o) sn.JV(sn/E) converge, entonces,
2
en L
Resumimos estos resultados en el siguiente:

Lema 4. Cuando -1 <v <0 y {sn} son los ceros positivos de J, svalen los si-

2
gutentes desarrollos en L

(o]

(28) 212 = 5T E (0).s, 3, (s y7)
1
v/2+ ~ v/2 n 24p— =
(29) 2P ey P Yy 2P ) 8 (), Jp (s, vE) .

Supongamos ahora que una funcién h(x) = f(x)JX estd en L’ y que
1

J h(x)J, (s_x)yx dx
0

2
0 para todo n. Entonces, f(yx) € L y

0 para todo n.

1
[ 209, (o) ax

0

De (28) y (29) obtenemos, en esta situacién, al menos cuando -1 <v < -1/2 ,

1
(30) j £(/x) x*12"P ax = 0, p=0,1,2, ... .
0

Esto implica que f(/&)xp/z (que estd en Ll) es cero c.d. y, por lo tanto, que
h=0 «c¢.d. . Asi, hemos probado IV.

V. Cuando -1 < » < -1/2 , i) implica j) . En efecto, esto se sigue de IV y ii)
del lema 1 , como facilmente puede verificar el lector. Asi concluye la demos -
tracién de los teoremas 1 y 2. Q.E.D.

Nota. Si f es dos veces continuamente derivable y se anula en un entorno de 0
Y1,y siv> -1, entonces (véase 84 de este capitulo)lam(f)l <C 5;72 ,sien-
do s >0, JV(sm) = 0 y C una constante. Ya que IJu(sm x)l < Ml(s‘n x)"l/2
sispgx>1, vy IJV(Sm xX)I < Mz(sm x)v sis x <1, resulta que , para

v € (-1,-1/2) , x € (0,1) y cualquier m , IJV(Sm x)l < Mx S;U%, donde M

es una constante que depende sdlo de ¥, Por lo tanto,



v _2
(31) IamJV(sm x)| < Cx Sy s C=C(») , -1 <w»<-1/2 ,
2
y Eava(Sm Xx) converge absolutamente. Como, por otra parte, converge a f en Lx

’

deberd ser
£ (x) =Zam.Jv (s, X)

para 0 <x < 1 (véase (31)). Es decir, (v) del 84 es valida también cualquiera

sea Vv > -1.
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CAPITULO XIII

CONVERGENCIA EN MEDIA EN LP DE LAS SERIES
DE BESSEL Y DE DINI

1. Nuestro objetivo en este Capitulo es probar los siguientes teoremas:

TEOREMA 1. Seaq » > -1. EL sistema de Fourier-Bessel es una base en LP g1

1 1
M < p <

[vAC- DI +3 A DI-2

TEOREMA 2. Sea v > -1. El sistema de Bessel es una base en Lz st

2 2
(2) < p <

1 1
[PA (- 5] +2 “va (- )]
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TEOREMA 3. 5i p verifieca (1) y v > -1, entonces el sistema de Fourier-Dini es

una base en LP,
TEOREMA 4. 57 p verifica (2) y v > -1 , entonces el sistema de Dini es una ba-
se en LP |

X

Para la demostracién de estos teoremas necesitaremos una estimacién de los nd-

cleos de Dirichlet. Sea @n(x) = JE;.Jv(sn x)/IJV+1(sn)I , donde s, crece corn n

y recorre todo el conjunto de los ceros positivos de J,. Entonces, si 0 <r <1,
n

0<x<1, Dn(x,r) = ¢j(r)¢j(x) es el n-ésimo ndcleo de Dirichlet asocia-
j=1

do al sistema de Fourier-Bessel. Escribamos v >-1)
Mn Vxr
2(r-x)

Mndxr s +'s

(3) K(Mn,x,r) JV(an).JV+1(rMn).

(4)  HM ,x,1) = J, (M )., (M) .

2(r+x) 2

entonces es vdlida la siguiente estimacién {0 <x , r < 1):
(5) IDn(x,r)-K(Mn,x,r)‘-K(Mn,r,x)—-H(Mn,x,r)-H(Mn, r,x)l <

v+1/2
+ (xr)

< C. -
2-x-r

s C = C(v) independiente de n.

Esta estimacién serd probada en el Capitulo XIV.

2. Demostracidn de los teoremas 1 y 2, La idea de la demostracidn es una que

ya vimos, a saber, mostrar que, si Dn denota al nficleo de Dirichlet del siste-

ma considerado y .l a la norma del espacio LP segiin la medida u que correspon

da, entonces los operadores

1

(6) J Dn(x,r) f(r) du son uniformemente continuos en LP.
0
Distinguiremos cuatro casos : i) teorema 1 para v = -1/2 5
ii) teorema 1 para -1 <» < -1/2 ; 1iii) teorema 2 para v =2 -1/2 ;

iv) teorema 2 para -1 <v < -1/2,
Como i) y iii) pueden ser demostrados de maneras andlogas, nos limitaremos a

la prueba de i). Otro tanto ocurre con ii) y iv) , asi que de &stos sélo pro-
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baremos 1iv).

i) Como J?.Jv(z) estd acotada en (0,%) , los numeradores de (3) y (4) estédn
uniformemente acotados, de modo que 1los nicleos K y H son uniformemente con-
tinuos al menos en aquellos espacios LP en que es continuo el operador de
Hilbert, es decir, para 1 < p <, Luego, como es fidcil ver, (6) vale en cual-

uier LP € (1,% en que sean continuos los siguiente operadores:
q s P s s q g p

1
(7) j £0) 0 gy
02 -x-t ’

1

v+1/2 J v+1l/2
X . t

(8) f(t) dt .

0

P .
Pero estid claro que tal cosa ocurre en todos esos L , pues (7) es esencial -
XV+1/2

mente un operador de Hilbert, mientras que, al ser » = -1/2 esta
acotada. Asi probamos i}.

N —
iv) Sea ¥_(x) = Qn(x)/JE' , y sea dy(x,r) = lej(x)wj(r) = DN(x,r)/Jxr .

Denotando, con k y h,a K/Vxr y H/Vxr , respectivamente, tendremos

dy (1) = K(My,x,1) + k(My,1,x) + h(My,x,r) + h(My,r,x) + 0(1). (xr)” +
+ Q(N/I (xr)l/z. (2-x-1)1]

Veamos, pues. El operador
1

(9) x” J t¥ £(t) t dt
0

P
es continuo en Lt cuando 2/(2+v) <p < -2/v , segln se deduce con facilidad
mediante la desigualdad de Holder.

Por su parte, el operador

1

o xt)’? (2-x-1)

t. dt

es continuo en LE si 2/(2+V) <« p <€ -2/Vv . En efecto, se sigue del teorema 2

del capitulo VIl

111 1/2-1/p P 1

F(t) t P

J dt| dx < ¢ J [F(t)] dt ,
0 1/2 - 1/p Py

0 (2-x-t) x
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Siempre que 4/3 <p <4, Como -2/v <4 , esto implica la continuidad de (10)
P

en Lt .

Para probar el teorema falta entonces , solamente, establecer que los nidcleos

k y h definen operadores continuos en Lz si 2/(2+v) <p < -2/v . Y estd claro

que bastard hacerlo para los nficleos k., Consideremos, pues, los operadores

o

® M.I, (xM)J_ L, (M)
an B, £x) - V.p.J kKM,x,r) £(r) r dr = v.p.J d v+l £(r)r dr ,

0 0 2(r-x)

-

(12) E;; £(x) = v.p. J KM,r,x) £(r).r dr .
0

Serd suficiente mostrar que los operadores (11) y (12) poseen normas uniforme-

mente acotadas. Sea f una funcidén continua, nula en un entorno de 0 y de °°,

Ya que
I (xM)J, L (t) t '
Z)Mf(x) = v.p.J v v+l f<_>t dt = @[f (——)D Mx) ,
0 2(t-Mx) M M
vemos que, si {l.l denota a la norma del espacio LZ , ¥ g(x) = f(x/M) , es
1S, £l _u@ﬁnmw _u@ﬁnnu
£l i £k It g

Luego, para probar la continuidad uniforme de los operadores (11), serd sufi-
ciente comprobar que el operador 2& es continuo en el espacioc en cuestidn.

* *
(E1 mismo argumento es vilido patrazM ycl ).

Pero,
J V.p.J k(1,x,r) . f(r).r dr] x dx < CP.J | £I ¥ r dr
0 0 0
si y s6lo si
B B 1/a 1/p P - P
J lv.p.J k(1,x,r) .F(r)r X dr dx < CP.J [F(r)!” dr ,
0 0 0

es decir, si y sélo si
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® ® 1/2 - 1/q P * P
(13) J vnp.J K(i,x,t).(x/t) JF(t) dt dx < Cp.j | FI© dx .
0 0 0
Por otro lado , tenemos:
v+1/2
IVx.J, () <1+ Ixl , 0<x<eo
(14) v+3/, 0(1)
1 0(1).lxl _
I'f;_“}u-&-lcx)I < w432 T vi1j2 » 0 Sx <=,
1+ [ xl 1+ Ixl
Por lo tanto ,
v+1/2
T+ Ixi P, (x) .9, () :)( . 0 )
= . 2z t). . t
K(1,x,t) p1/2 (x,t) .91 (x) .92 (t) ,
1T+ 1t X -t
donde ¢, (x) , ¢, (t) son funciones acotadas en (0,>).
Asi que, en vez de (13) bastari probar:
o (1+x)—(1/2+v) x v+l/p F(t) P w >
(15) J v.p. , - — 4t dx<cp.J IF1” ax .
0 0 (1et) (/2N x-t 0

En virtud del teorema 4 del Capitulo VII,(15) vale si
(16) -1/p <1/p - 1/2 , 1/p +v < 1/q
Come 1/p - 1/2 > 1/p + v » las desigualdades (16) se reducen a

(17) /p - 1/q < 1/2 s -2/p <w

La primera de &stas equivale a 4/3 <p. La segunda, a -2/v > pP.

Luego, (15) vale si -2/v > p > 4/3.

"~ Ahora, si en lugar del operador K(1,x,t) considerdramos K(1,t,x} , obtendria-
mos 3{(t,x) en lugar de 3((x,t) y (15)quedaria reemplazada por

«©

as |

0

© -v=-1/2

V~P-IO (1+t) (jsfv'llq F(t) 44

1+x t t-x

p o
dx < C .J IF(x)Ip dx.
L

Repitiendo el razonamiento anterior, conclufmos que (18) vale si

-1/p <1/2 - 1/q , -1/q - v <1/q ,
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es decir , si 2/(2+r) < p <4
Por consiguiente , cuando 2/2+v) <p < -2/v » (18) y (15) son ambas vdlidas,

y los operadores (9) y (10) son continuos en Lz . Q.E.D.

3. Demostracién del teorema 3. A partir de la férmula (14) del capitulo XII,

y del teorema 1, vemos que los nlcleos de Dirichlet del sistema de Fourier-Dini
definen operadores uniformemente continuos en LP » cuando p verifica (17) y el

operador I definido por el nficleo
xV+1/2 tu+1/2

2 -x -t

es continuo en LP |, Pero, por el Teorema 2 Cap. VIL » I es continuo en LP

1 <p<e, cuando » = -1/2 ,y , si -1<V¥<-1/2 , I serd continuo en Lp pa-
ra 1/(®+3/2) <p < -1/(w+1/2).

2
En virtud de la completidad del sistema en L » €l teorema queda probado. Q.E.D.

4. Demostracién del teorema 4. De (14) y el teorema 2 , se sigue que los nicleos

de Dirichlet del sistema de Dini definen operadores uniformemente continuos en
Lz » 1 p verifica (2) y el operador definido mediante el nicleo

v v
x t

2-x-t¢

con respecto a la medida t dt , es continuo en LE . Pero,

P 1/p ! 1/p
J lj XY f(y).y dy px d%} < K. J If(y)lp.y dy
0 . 2-x~y

0
es equivalente a

1 1 1

v+ 1/p v+ l/q p l/p o 1/P
j J X 5 - ¥ . F{y) dy| dx < K. J I F(y) ™ dy .
o 7o TxCy 0
y esta Gltima desigualdad vale, con K independiente de F. Q.E.D.

5. EXCURSUS . Supongamos que, para toda f € LE(0,1) , es decir, todo elemento
1

del espacio {f: J 1£1P dv <<»} , la serie
0
1 1

// 2
a, e, o %= £ @ /[ o e,
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converja en el espacio Li (0,1) , siendo # y » medidas finitas. Esto signi-

fica que la sucesi6n de funcionales lineales

L_(£) =a_ ¥

P’,"
es acotada para toda f y, por lo tanto , uniformemente acotada:
= <
WL I sup 1ILn(f)I < M.
Il =
14
Por consiguiente ,
1
2
sup N[ £e @l < mae i
heh. =1 "0 2,7 Pak
P,V
Esto implica que
2
(19). Hell ol < M.l < M.ell el .
) " q,V " PHH " 2,v " P,V " q,V

6. E1 propbésito en esta seccifn es mostrar que los resultados enunciados en
los teoremas 1 y 2 son los mejores posibles, dejando el caso de las series de
Dini a la consideracién del lector.

Ante todo, el problema de la convergencia de las series de Fourier-Bessel en
L? , carece de sentido para » < -1 y no entero, ya que entonces f; JV(x) no
estd en L2 . Cuando » es igual a un entero negativo m , la relacidn

Jom = (—1)me reduce el problema al caso ¥ = 0. El mismo argumento vale para

series de Bessel y los espacios LE .

Por el teorema de M.Riesz, los p para los cuales se verifica (6) - y por lo
tanto, valen las tesis de los teoremas 1 y 2 - forman un conjunto convexo en
[ 1,0 . Queda entonces por ver solamente que los teoremas no valen para los ex-
tremos de los intervalos (1) y (2).

v+ 1/2 .
Supongamos ahora -1 <» < -1/2. Como ff.Jv(snx)ru Cox en el origen, esta
funcién no pertenece a LP si p(»+ 1/2) < -1. Por lo tanto, el sistema de
Fourier-Bessel no puede ser una base en LP , para p un extrema del intervalo
definido por (1). Anilogamente, como J, (s;X) ~ Cox” , la primera no pertenece-

2 P . . .
Td a Lt cuando 1+pry < -1 , en particular, cuando p=-2/v . Esto quiere decir

que el sistema de Bessel no es una base en LE , Si1 p es un extremo de (2).
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Consideremos ahora el sistema de Fourier-Bessel con v > -1/2.

Para probar que dicho sistema no es una base en LP » es suficiente mostrar que
(6) no define una sucesién de operadores uniformemente continuos en LP o en Lq,
1/p + 1/q = 1 (ya que f D, f.g = j f.D, g). En realidad, para demostrar que
el teorema 1 es falso en los extremos de (1) , veremos que (6) no define una

sucesién de operadores uniformemente continuos para p=> . Y para esto, bastari

que mostremos que 1

L = J IDL(1/2,y)] dy = =,
0

1
[Sea f(y) = sgn Dn(1/2’Y) ; entonces , Sn f(x) = J f(y) D,(x,y) dy es conti-
0

nuo y S, £(1/2) = L, L
Pero, si y = 1/2 + 1/M, ,
Jp Mpy) Ty (M/2) = T, (Mp/2) Ty pq (M_y)
D (1/2,y) = MnVy/Z . +0(1) =
y - 1/2

2
=d::. [cos(Mny - vm/2 -ﬂ/4).cos(Mn/2 - (+1)7w/2 - w/4) -
T

1

- cos(Mn/Z - pn/2 - ﬂ/4).cos(Mny - (v+D)=w/2 - w/4} .
y-1/2

- 0(I/My) +0(1) =
y-1/2

2 M (1/2 -
=\[:- senlia 20 0(1)
T y - 1/2

Entonces,
1 1
]
J ID (1/2,y)| dy = J 'Sen Maly- 1/2) Fay + o(1) =
n y - 1/2
1/2 + 1/Mn 1/2 + 1/Mn
M, /2
J S€N X1 dx + 0(1) = c.ln M, + 0(1) , c¢>0 .
X

1
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Luego , L, 2 C.1ln M, +0(1) > o (n-em),

De acuerdo a (19) quedari establecido que, cuando ¥ 2 -1/2 ,el teorema 2 falla

en los extremos de (2) , con s6lo mostrar que

20) e, e,

3 o
2
e,

donde & = Jv(snx) y las normas se toman con respecto a la medida xdx. Usare-

-]

mos el resultado siguiente: s< J G(x) dx =, G20 , G y F son loeal-
1

F(x)
G(x)

n n
j F (x) dx///j G(x) dx - 1 (n =),

1 1

mente integrables , y > 1 (x >) , entonces

Se tiene:

2 1 50 2 1 ,Sn ,
21 II‘PnII2 = — J J, (x).x dx = - J cos” (x - vw/2 - w/4)dx 2 c,. 1
2

sy ° s; 1 Sn
sn
4 1 Snog, iz 1 4 dx ,
@) e, = — [ s ax 2= 5 [ cost x-vesz - = 2
2 T ’ X
Sp 0 Sn 1
~ 1n s
- Cz . 3 R
s
s s
Ys 1 Ty, ~f7 1 T Ys y,
(23) HQnH = = J J, (xX).x dx = [— o j | cos(x-va/2-w/4)| x"°*dx =
‘/3 sn' 0 T Sn 1
s
n sn
= ¢
3 S;

Ya
Luego, el primer miembro de (20) es asint6ticamente igual a C.(1n s,) , C > 0.

Q.E.D.
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CAPITULO XIV

COMPLETACION DE RESULTADOS. ESTIMACION DEL NUCLEO DE DIRICHLET
DE LAS SERIES DE FQURIER-BESSEL.

En este capitulo haremos uso de las siguientes, bien conocidas, estimaciones

de las funciones de Bessel:

4 v
J,(z) = 0(zl ) para |zl <1,
5 | Im =zl
(1 J Jv(z) = — cos(z - vw/2 - n/4) + 0( E______‘), lzl > 1y
Tz 3
|Z|A
| Im(log 2z)I <m-€¢ , € > 0.
N

Como antes , escribiremos:

Mx Mr
s KM,x,r) = J,,(xM).J,,_H (rM).\]__.____\I_
2(r-x)

Mx \/M
HM,x,r) = J, (xM) .J, 4y (rM).yc::____i_.
(2) < 2(r+x)

’

Z“: Vxr . J, (s5x) . Jy (s41)

D, (x,T) =
\ i=1

2
Jp+1 (Sj)/z

donde sj recorre todos los ceros positivos de J, mondtonamente.

Nuestro objetivo es aqui probar el siguiente teorema. Nos guiamos por [3] ,
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donde se trata el caso v = -1/2,
TEOREMA 1. Supongamos que M_ = (s, * s,41)/2 .y v> -1. Entonces, existe una

congtante C = C(¥) tal que, para x y r cualesquiera en el intervalo ,1) ,

es vdlida la estimacidn siguiente

(3) an(x,r) - K(Mn,x,r) - K(Mn,r,x) - H(Mn,x,r) - H(Mn,r,x)l <

< C. {(2-x-1)"! + xr)?¥1/2y

.

C estd acotada en cualquier intervalo de valores de v , cerrado y contenido en
('1:°°)°
Demostracidn. Supongamos primero que » no es entero , H, (z) denotard a la pri -

mera funcién de Hankel : H;”(z). Sea C el contorno indicado por la figura,

AN

Cin Cy Co Cy Cm
; AW WY . -
“Su -8, ° Sa W Mg,

y consideremos la integral

“ j z Hy (z) J,(zx) J, (zr) dz =0, 0<x,r<1.

c Jy (2)
ivwe

-J,(z) e” +J_,(z) ,

isenv w

Como, para v no entero , Hv(z) = Jv(z) + iYy(z) =
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la integral (4), restringida a C; , tiende a cero cuando el radio tiende a ce-
ro. A lo largo de las semicircunferencias Cj y C; , j=1,...,n , la integral

tiende a

n
(5) I, = -omi. ?E% stV(sj).Jv(ij).Jv(sjr)/ J;(sj) .

cuando los radios tienden a cero. Esto es porque los residuos en sj y -sj
son iguales. En efecto, cuando @ > 0 ,

3 ]
Jv(-a) = eV .Jv(a) y, por lo tanto, J,(z) = 'Jv+1(z) + vJv(z)/z , lo

e \
que implica J;(-a) = el(v+l)".JV(a) . Ademds, observemos que s6lo es necesa-
rio considerar el término J_V/i sen v®# en la expresidén de H, , pues el 6tro,
multiplicado por z.JV(zx).JV(zr)/JV(z) e integrado a lo largo de Cj o) C} ,
ivm

tiende a cero junto con el radio. Pero J-v('sj) = J_v(sj).e- , ¥ de esto

y lo que precede se deduce que los residuos em s; y -s; coinciden.

J J
Por [4] , p.76, sabemos que (-J; H, + JVH; Y(z) = 2i/mz , asi que
s, (sg) = ~2i/mI (), Y
2 2
d 1) E
(6) I, = -4 ?;% Jv(ij).Jv(sjr)/JV (sj) = -2 Dn(x,r)/ vxr.

Completemos ghora la estimacién de 1la integral a lo largo de la base del con-

torno de C:

M‘n
[ zH, (z) J, (zx) J, (zr)
(7) IZ = v.p. dz =
. J. (z
‘u, L (2)
"o z(-J e~ 4 g Y(2)J, (2x)J (zr)
= Vv.p p" _p) ()3, (zx) ], (21) 4,
)
-M Jv(z).i sen »w
1.e'”” Mn
T o, z.Jv(zx).JV(zr)dz ,
sen vw
-M
n
.y (2)
ya que -——————-Jv(zx) Jv(zr) es una funcién par de z.
J, (2)

Teniendo en cuenta que
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0 M
__2ivm [ M d
z Jv(zx) Jv(zr) dz = -e z.Jv(zx)Jv(zr) z ,

-M 0
n

vemos que

n
12 = 2 J z Jv(zx) Jv(zr) dz.
0

Asi que, usando una conocida férmula de Lommel ([4],p.381),
2

(8) I, = R {x.MnJV (tM) T, (xM) - ™ J, (M) T, (rMn)}.

Combinando (8) , (6) y (4) , resulta

xx , '
(9) Dn(x,r) = “:———;. {anJv(rMn)JV(an) - rMnJV(an)JV(rMn)} +
r*- x

+ '55'- J : HV(Z)JV(ZX)JV(Zr) z
] J, (2) ’

donde S es la parte del contorno C formada por los segmentos laterales y el su-
perior. Llamemos ahora 13 a la dltima integral.Mediante 1la férmula de recurren-

Cia
J;(z) = -Jv+1(z) + v Jv(z)/z ,

vemos que
(10) D, (x,r) = KM ,x,7r) + K(M_,7,x) + HM_,x,1) + H(M_,7,x) *+

Vxr

+—_— I, ,
; 3

de modo que, para probar el teorema, debemos estimar I3.

A partir de los desarrollos asint6ticos y del hecho que

J,(-2) = ei’T . J, (z) cuando larg z| < Z s
2

se obtiene la estimacién siguiente:

v -1/2 | Im =z
(1) |JV(Z)I SCo(hzl  + |2zl ).e s lzl >0 , -1t <» <-1/2

]

donde C, = C,(¥) . Por lo tanto , sobre S , vale
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-i/2 lIm zl x
X .e

(12) lJp(zx)l < 2.C, Mn

» Mg >1 , -1 <»<.q/2

Pero, también sobre S:

H, (z)

(13) cy . eIl s , €L =Ci) » > -1,
Jy (2z)
oo r
i (z— - — 1) (@»,r)
ya que H (z} ~ jl .e]‘(z v /2-m/4) . [1 + L, ,
v Tz r=1 (2iz)*
(4v?- 1%) (40 - 3%) .. (40?- (2r - 1)?)
donde (v,r) =
. AR !
Entonces , por (12) y (13) ,
12 ¢ . . (xr)
(14) I13I < y YV E (-1, -1/2) .
2-x-r
En efecto ,
H, (z)
FIql < Iz, — .J, (zx).J, (zr)! .1 dzl
Jy, (2)

< 4.c, .C, . (xr)” . J extr-nlim sl gy <
S
2 Mn 2
< 4, .c, (xr)” [z [ e(XFE=DE 4 Mn.e(x+r_2)Mn} <
‘o

-t
it >
<4.¢, ¢ (xr)"[ Z_ . 2w e ¢ ‘”J

2-x-r 2-x-r

2
< 12¢, C, (xr)’/(2-x-1) .

Cuando » > -1/2 , en vez de (11) usamos la siguiente desigualdad:

1/2
(15) 13, (2) <c, e ™ 2/1z , 1z >0

129



para obtener, repitiendo el razonamiento precedente ,

2
2C, C 2
° 1 J e—IIm z||2-x-r|.|dz| < 6Co Ci

(16) |I3| S — . - -
yxx S f;;.(Z-x-r)

En conclusién ,

’

VKT I/2 <6 €2 ¢ (a2 (2xor) -1 <p < -1/2
an \
VTl 1,1/2 <3 ¢ C,/(2-x-1)  , -1/2<wv <=

Como, en la primera de estas desigualdades , es

i

v+1/2
(xr)
— < 2| 1],
2-x-1 2-x-r

resulta, para cualquier v > -1, v f entero:

(18) 11,0 Vxr /2 <12 C) ¢, (2-x-1)"} + 12 ) C, (xr)"+1/?

Analicemos ahora el comportamiento de C;, y C;, en funcién de v,

C, depende del desarrollo de I estd acotada para -1+¢ <v < 1/¢ ,
€ >0 , porque: i) en este intervalo de valores de v los coeficientes del de-
sarrollo de J, estdn uniformemente acotados por los de una funcién entera, y
ii) los términos O(@) en las férmulas (1) estdn uniformemente acotados, para
tales v y larg zl <#/2 [véase (11)] . En efecto, i) es facil de verificar,
mientras ii) depende de estimaciones que aparecen, por ejemplo , en la demos-
tracién del lema de Watson. Siguiendo las demostraciones que da Copson, Pgs.
218-219 y 331-336, (o las del capitulo sobre aproximaciones asintdticas de es-
tas notas) vemos que ()(ellm zb/lzl3/2) es uniforme cuando » € [-1+e,1/¢]

ton tal de que larg z| <7 -7 , n fijo y positivo. C, aparece en la estima-
cién (13) . Hay una constante k, independiente del antedicho intervalo de va-

lores de v, tal que

ol Im zl | Im z|
e
IJ,(Z)I Z2k.—— - |0 (”"““) sobre S.
Izl /2 | z| 7.

En realidad, cuando iim z| > € , esto es consecuencia de
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| et2) - |e 17
lcos z| > R

mientras que, si |Im z| <e , la periodicidad de cos z implica que, si
lcos zI 2 n en un entorno de.un punto, otro tanto vale para z+2m,
Come Jarg zI <#/2 implica JV(-z) = eip".JV(z) » las consideraciones pre-
cedentes conducen a
| Im 2zl y
(19) 1J,(2)I > K.e /lzl ", z €5 ,
donde |zl es suficientemente grande y K vale para cualquier » en el interva-

lo en cuestién.

Esto demuestra que (3) es vdlida para ¥ no entero y que la constante C esti a-

cotada sobre intervalos de la forma [-1+€,1/e} . Pasando al limite para v - en-
tero , obtenemos por fin (3) para cualquier v > -1. Q.E.D.
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