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REPIASZTACICNZES SO3RE CONJUNTOS CONVEXCS CCHPACIOS
i. INTROTCCCICN,

-

Zjemplos: &) Consideremos un itridngulo de vériices 2, b
¥y ¢, ¥ sea X, un punto cualquiera el mismo. Zntonces exXise

X + ) N . " " .
tena,B sy € 2, univocamente determinados, tales gque

>
a+B +y =1 y con X, = o8 + Bb + vc.
Construlmos u = ae_ -+ -+ YE donde ¢ €.9 € son
(v ST % o a TBEO + Y e I3 4 a, O’ ¢
medidas &e mésa votal 1 concentradas en los punitos a, b ¥y

c, Trespectivanente.

Se verifica vera esta medida que, si x=(x1,x2) rertenece

al tridngulo, se tiene:

4
j X, &, = qa.+Bo.+vc., = (x ). , i=1,2 vy, por lo tanto
i 1 1 1
r
/

v) Consideremos en R (n >2) la esfera abieria A de centro

0 radic &. Indicuencs con X el conjuanto de las funciones
] J

-

o {x) arxzbnicas en p tales gue ho:>O en Ao v n {(o)=1. (Cb-
e si Duera h (0)=0, se deduce del Teorema del

servenrods Gu

L

\ ~r

valor mecid cue ho es 1oéntlcameaue nuia en A )., X es un
conjunto counvexo y es compacto en la topologia de la con-

vergencis uniforme sobre compactos.

n

A* Cefinamos la funcibdzn “ e X por
2 2
- n=2 a - |X|
nz(x) a _— .
% - z]

Para cada z € dA

Conmo Las funciones hoe X son no negativas y sus integra
les sovre las superiicies esféricas Ge radio r <a son uni-

formemente acotadas, esas funciones son transformadas de



Poisson de redidas de provabilidad u(éz) sobre g ,es decir
ny(x) = [ 5,(0) wlez). (+)
o} z
(Ver, G. Weiss: Andlisis armbénico en varias variavles, Cur-
s0s y Senminarios de Vatemdtica, Univer 31aaa de 3uenos Aires,
1960, vpag. S5, donde se prueba el resultado anéLOgo vara se-
miespacios ean lugar de esferas).

Tn punto Xo es punto extremal de un convexo C si C—{xo}
es convexo; indicaremos con =x{C) el conjunto de 10s puntos
extrerales Ge C. 3In nuestro caso, teniendo en cuenta que la
represenzacibdn (+) es ¥nica, es f4cil ver gue las funciones
hz son punitos extremales de X, ¥ cue todo punto extremal de
X es alguna funcibn hz, es cecir que =x(X) = {hz: z eA*} .

Asignando a X la topoliogfa de la convergencia uniforme
sobre cowpacTos, .a apiicacibn z — hz es un nomeomoriismo
¢ de A* sobre Zx{X). Luego podemos definir, para cada medi
da w en 4* una medida u ! en Zx{X) vor ut{¢(A)) =wu(4)

Para cada Xecp se tiene, por consiguiente:

r r
a(x) =|n ui(en a n_ = |n_ & ..
o (%) , w'(6n)), o sea n = |n_ &
En los Cdos ejemplos considerados Tenemos un conjunto con

vexo compacte X tal gue todo xe€X es el varicentro Ge una
medida de provavilidad u soporiada por =x(X).

) 2

21 ovleto de este curso es examinar ia posibilidad d

®

0

lo!

Tener este tipo de representacidn para puntos de un conjun

TO COonvexo compacto arvitrario. Los &os provlexas 0édsicos

son la existencia y la unicidad de la medida cuyo baricentro
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2. BARICENTROS IE EDIDAS PUNNCS ZXTRTALES.

Sea I un espacio vectorial, localmente convexo,Hausdo~lT
y £CE un subconjunto convexo compacto. Indicamos con =' el
conjunto de tvodas las formas lineales contfnuas sobre = v
con A = A(X) el conjunto de todas ias funcionales atines
ontinvas definidas sovre X; es decir, funcionales iineales
soore segmentos (para todc X,y€X ¥V o ,8 €R tales guwe o=0,
B=Z0y a+B =1, si £ € A se tiene:k {ax+By)=al(x)+8L(y)).

Observenos qgue E'+3/X.c A . Por 1o tanto, como E' separa
buntos de I entonces A sevara punios de X. ‘

Dado un conjunio compacto 7 novaremos con (1) el conjun
TO de todas las funciones continuas sobvre T. Ademds indice—
nos con M+(T} el conjunvto de todas las medidas de Rado
sitivas sovre 7 (es decir, M, (7)) es el conjunto de todas

as rormas liineales continuas 70 negativas cefinidas soore

|._J

13

(7). Consideraremos el supbconjunto de M, formado vor ague~
1

Q

ilas medidas de masa total i: 10 indicaremcs con My .
Dada , € Mi ;cudndo diremos gue XOEEX es el ovariceniro
de u ?.
n
Veamos primero un caso particular. Seap=zi_laiea_donde
- 1
con e, indicamos las masas unitarias concentradas sobre 1os
o Fhna o & M. ; > 0 1 <35 vy o A ) =7 .
phn?O» G'_i .L,ai € R, O‘i = L Xx1S 1y vailes \.iJ.e al 4.3
en este caso, el baricentro de, , X s €S
n u
X = ). .a.a.
M z1=1 i1
Sea ahora £ € A; ge tiene £1x )-Zl 193¢ ]Edu= wie),

J

y entonces, para toda funcional £ € A resul=sa z(xp)=p(£) .



Ademés, cOmO A separa punios
agterminado,

Generalizandoc este concerio

de X, x estd univocamente
u

vocemos dar la siguiente defi

nicidbn: "Un punio XOE X se Genomina BARICENTRD de w € M (X)
{
si £(x_ )=u({L),¥ £ € A y escribiremos x, = J x dy = X, .
- . s s 1 s o .
TE0RENA. Toda medida u € M, (X) <tlene un varicentro.
n
.Jea._osu"d,c.l.éf‘ Se&a E:{u,p=zi=lai Eai’ o, 20,1 <i< n,zi=1a,=1}.
- . L - o s o . 1
E es el conjunto de todas las medidas discretas en M, (x),

- 1 5 . - s
es censo en M_(X) respecioc de la topolosgfa ddbil.

- 3 o - ] 3 > 1 p

Ffara cada fe€ G(X) definamos f M_(X) > R por f(y)=y(f).
la aplicacibén f es continua, es decir, gue tode ultra—
o .1 y ; . ‘ -
Ziltro U Ce M+{x), f(U) es una vase de ulitrafiliiro en 2 zal
que, si 1im U = ¥, entonces 1im F (U) = ey v (2 = w(D).
Zn parsicular, sif € A, limuv(Z) = u(l).

Za aplicacibn ¢:f +» X dada vor ¢(v)=xv es continua, de
conde, por ser X compacto, para 040 Wltrafiliro U en E exis
te limg (U) = X, = Por lo tanto, pare cualquier £ € A se tie
ne;

linm =z lim X = lim = X
Lio(U)) RALN yv (£) L(x,) ,

y comparando con La igualdad snterior resulta:

pil)
o sea gue X_

fado un conju

un gunte extremal

es8 convexo,

Zsto equivale g

mento que une &os puntos del convexo X.

£(x )
es el varicentro de u .

nto ccnvexo

decir gue XO

V L €A,

’

N

A S€ CGice Qque X_ € X es

o)
Ge X si el conjunto X

20 es interior a ninglin seg-

Notaremos con 2x(X)



W

el conjunio de todos los punios exiremales de X.
TH0RTEA. Tn pUnto X, e Zx(X) si y sblo si la tznice medida

u € M+(X) rara la que se verifica X, =%, es u=exé
Demostracibln. Sea x, € =(X5 v consiéeremosuGMi(x)tgl Gue

X = X 3 provarends gue u=c¢ . indigquenmos con S el s0poxr-
U o X,
te de , y ovservenmss gue H=€y es eguivaliente a decir cue
O

ﬂ; C (x0}. Supongamos, por el contrario, gues y~ %o $ ¢,V
sead X, € Sy i{x } ;P0T ser I un espacic de Ha usoor:: ilocal
mente Convexoc, existen entornos coOnNvexos, COmPActos y Gis—

juntos Vo y V, de X, ¥ X. en X. EZntonces u (V,)> o, pues
1 i 4

X. € 8 ; tamoién 1 ~ 4= > o, pues g=u(X-v,) > w(v ) >0,
-~ »

zefinaros . .
= = Y yao= =(1 .
M1 a(lVl B,y 3( X-V, W

,
o - s e “n - y 3 ~r f
aonde, si W es un suvconiunto medible de A,(lw,p)(f)=wadp.

o 1
Con estas Gefiniciones, wy>u, €M, (X) ,

siendo adends u = ap o+ Buz .

e *
X0 Texnos con X 108 variceniros corre oondientes a las ue

cF o= x (i=1,2); luego, para %

éidas My {i=2 ,2). s decir y
1

ca €A tendrenos:
apl(l) + BMZ(Z) = 4(2)

0 10 gue es eguivalense: g(ax§ + Bx§) = 2(x ) .
[s]

Como A separa punios de X debe ser X = ox¥® + Bx % 3
! 1 2 7

o}
A - , = = n e ~ ne r* P = -
sor ser ko € =Zx(X) esto implica gue x* = XZ = x_ 1o cual es
. L
assurdo por nemos supuesto gue X. € V., y x_ €& V-. Por 1o
4 £ o]

(]
)

vanto S c {xo} y de aquf

Zs fdecil provar la otra implicacidn,
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Se PRANCIPIC I MINIEGC,

Consideremos el espacio lineal %, localmente convexo y
Hausdorif y un suvconjunto convexo compacto X Cx®,
Una funcidn u definida sobre X se Gice cénecava si dados
X, YV€EXy o,B €R, a,8 2 0 con a+f = 1, se verifica:
au(x) + Buly) < u(ax+By) .

DEFINICICK. Un subconjuntc P C X se ¢lce cara de X si pa-

et ey,

ra todo segmento [a,r] CX {a 7 b) wal que

(a,°) NF # §f se verifica (a,0) C =,

Indicenos con F el conjunto de todas las caras cerradas

N

ne vacfas de

= =

Zjemplos. 1)

2)

€ F ;

>4

& F = (x e X | ulx)=inf u(X)

3 }
una funcidén céucava semiconifnua inferi rmente. {Recorie-

[¢2]

0s Que u es semicontinuve infer iormente en X si dado

)
A <u(xo) eXiste un entorno avierzo U(xo) tal gue A < u(x)
vara todo x € U(x }; o 1o gque es equivaliente, {x | A < u(x)}

0’3
es avlerio en X). Sea r = int uw{x) y consideremos los con
juntos (x| wx)< 3+ 1/) . 3stos conjuntos forman wna
sucesifn decreciente de cerrados S ¥, »0r lo tanto,
Ly o x| w)em) £
siendo ademés COTD&CUO, iuego cerralo. De esia Forme 7.

€S un subconjunto cerrado no vacic de X. Considereros el

ﬂ {x | u(x) < o+

segmento [a,0] cX, (a ¥ o) v sea x € (2,8) n 7 _; entonces
“

X = aatBd , con a,8 € R 0,850 y o+ = 3. Iuego:

u(x) = u(aa+gb) > au(a)+Bu(b) > au(x)+Bu(x) = u(x).

Por 10 tanto debe ser a(a)=u{s)=u{x) v entonces a,ce 7.
“i

-

anora a' € (a,v), y supongarcs, por ejexplo, gue

a
X € (a',b); entonces, repitiendo el razonamiento anterior
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5], deducimcs que at e , Ge don
o H

&plicado al segmento [al,
&2 (&,0) CF_y, por counsiguiente ¥ es una cara de X.
“
3) Tado x, € X, {x} €F siy sélo si x € =(X)

e tanto E2x(X) es el conjunto de todas las caras cerra-

g
o]
i
l.l

éas minimales de X.

fE0REMA. Para toda funeidén céncava u inferiormente semdcon-
tinva Gefinida sobre ¥ exiszte X, € EX(X)’tal que
u(xo} = inf u(x).

SCZA. Como siempre es posibtle definir una Tuncibn cénecava

scbre el convexo X, el teorenma gsegura, en particular, gue

X 7 ¢, entonces Zx(X) ¥ ¢.

—emostracién. Crdenemos F por inciusidn; de esta manere F

€s inductivo inferiormense, ya que si {Fy} es una sucesién
decreciente e caras, entonces NF_ es un cerrado no vacio

[0
gue ademds es una cars de X. Por el lema de Zoran, eXiste un
) b

elemento minimal F . Vearos gue ¥, dertenece a Ex{X). Supon
£garmos gque FO contiene 40s puntos por 10 menos ¥ provemos

qQue entonces P nd0 es und cara nminimal. Sean X Xy GEFO € F,

o
tales due x ¥ y; entonces existe ¢ € A, tal que 2(x) # 2(y).

!
b
m
e

Definamos; R 2(x)= inf z(?o) P,

It es un cerrado no vacfo del convexo X ¥y por lo tanto,
{ejemplo 2)), ' € F . Como 7t C F,» siendo P! ¥ P,y en-
wonces T no es minimal, en contradiceidn con lo supuesto,
Luego deve ser X =y y, por 1o tanto, 7,0 {x) €=x(X), de
acuerdo con el ejemplo 3).

TATTINC AT A
\/\Ja.\ S...J\J b.a.\ Al e

1) Teorena de Leein-ililman: La cédpsula convexa cerrads del

conjunto de puntos extremales del convexo compacto X,es

el convexo X; conv( E:X(X})



Derostracibn., Sea Y = conv (Zx(X)); ¥ es un suvconiunto
e

[P -J

X convexo ¥ compacto ¥V, ademds, Ex{(X) C Y C X. Sea u

w

una funeibn inferiormente sexicontinua y céncava-

-1

Ooxr e

~
ks

inf w(X); 1

I

principio del minimo se tiene in? w(Y) 8o
T=XyacuesiYCXevY s X dado x € X-Y, podemos en

contrar una funcional % € 3' 12l que 2(X)<q < < (¥) »ars

m

todo y € Y, de donde resultaris in o(X) < inf o (Y).

2) Si Y es un subconiunio cerrado de X, entonces:

conv (Y) = {x, | veMi(Y)} .

=2zostracibn, Considereros la aviicacibn 4 W (Y) — X ae-

inida por: ¢(v) = x 3 ¢ es una transformacidén afin, Tues
\) -

vara toda aplica

S o,B €ER ,a =20, 3=0 CoOnl q+B = 1

e}

cidn g €A tenen

Q(axv +va2) = av1(£)+6v2(2) = (av1+8v2)(2)

¢ (av +Bv2) = axvl+8xv2 = a¢(vl)+3¢(V2) .
Adends ¢ es continua en ia topologla éévil. Ccnsidereros u—
na red v € M+ (Y) convergente a v € M_f (¥) en ia preyeleney
gla d&bil, Zntonces, yars toda apiicacidn g € A, se tiene
v, (2) — v(r) y lluego 2 (x ) —(x ) para tcda & € A, Por 1o
tanto x (2) — X (z)para UOQa 2 € A

21 condu 0 ¢(M+ (Y)) =1(x, | veM (¥))

' N 1
es convexe compacto y, por ser X . =y, resulta¥C ¢( M (Y)).

Luego: conv (¥)C ¢(fv ()



SupoNgaros.- gue. conv (Y) 7 Z; entonces existe veMi(y) tal

qQue x & conv (Y}, Por lo tanto exisie 4€ E' 72l que

Q(x ) > sup 2 (conv (Y)) s
10 cual es inposible, por ser:

Q(xv) = v(R) = J(!Ld\) < sup 2(Y)v(l) = sup 2(Y) < sup 2(conv (Y))
Deve ser entonces: = ¢(M1(Y)) = conv (Y) .

Coroliario 1., Sea Y un suceconjunto cerrado de X. Zntonces:

conv (¥) = X si y sélo si =({X) c v,

cemosiracidn. «—) REs una consecuencia inmediata del teore

. . - . . 1
Six_ e EX(K), por ia comnsecuencia 2), existe v € M, (Y)

Pero entonces resuvlta: v=ex, € Mi(Y) YV,

en consecuencia Xo ey

Corclario 2. Supongarmos que :x\X‘ es un conjunio cerrado.

Znionces para toéo ko € X, existe y € Mi(Ex(x))
el gque x  =x ,
o 4 " o

Zste corolaric es unza consecuencia inmediata del anterior.

Coservacidn., =x(X) puede no ser un con junto

0; consideremos, por ejemplo, el con-
Junto X dado por el gréfico. Ios TUNTOS exXe-
Tremales de X son todos 1o0s puntos de la
circua;ereac*a Cy menos el punto Xo’ gue

Pertenece al Segrenvo Ge extremos a Y £y

que también son. exiremales, es decir:
B(X) = [C - ix lVta} u (b}

¥ =x(X) no es cerrado.



Ubservacién al teorema de XKrein-iilman.

Sea X = Ml(T) siendo T un espacio compacto. En esie
+ 2

1
caso Ex(M (T)) = {e |t € T} | y t0d4a mediga u € Mf(T) Dliew-

m
[ Le

de ser aproxiuada vor medidas elementales e, con t €
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G

Sea Z un espacio lineal loczlmente corvexo y Hausdorff,
¥y X un susconjunto de £ convexo ¥y compacto.

Sea K = K(X) el conjunto de todzs les funciones c¢bneavas,
continues deiinicas sobre X, es cecir si u € K, resulta: pz
ra x, € X (1<i<n), a; € R tales que a; = 0 (1<i<n) con

n
o . 1.
i=1 1 ¢

n n
. L) < . a. X.) .
Zl=l aiu(xl) = u(21=l i 1)
K'es uc cono corvexo, siendo -K =-K(X) el conjunto ce to
das las funciones couvexss continucs cefinicas sobre X; ade-

nfés es A = K n (-K).
o . x. ©s el bariceniro ce lc medids Z‘i‘ 0. € Yy enton
1 1 —

..
i=1 174 Xl

Ces, pare u €K, sge tiene:

Liiii. Sez u wns funcidn definida sobre X, céneava Y superiox

Zenie senmicortinus. sntonces se verificse:

F=((x)) eBxRy x€ X| 2 < w(x)},

€S CONVeX0 ¥ Cerrscl. Dzdo Xy, € & sea x, > u(x_); ertonces

existe wuna forme linesl L € (ExR)' tal cue
sup I{F) < o < IL{x_,1).
o'"o
An0Ors bien: L{x,\) = L(x,0) + AL(x,l}: L{x)+ *8 siendo
2 une Torme lineszl continus definidz sobre Z; cdemfs L (x)+ 2B<
< a DPara touo (x,2) €F, y como X pueue ser -0 noc puede

ser B8< 0 yz gue en este caso seris L(x)+28 > o parz al-
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z4n valor de A ; debe ser, por lo tanto, B> 0, Pero enton
ces es 8 > 0, yz gue si fuese B= 0, por sex~2(x°)+xe < o <

<“(x°)+A03 resultaria 2(x ) < 2(Xo)o"

;2 € EB':R, sienco

Jefinemos la formz afin L, 0= o

2{x) <Ay 2.(x) > u{x) pers toco x€ X; en efecto:
2(xo)+AoB

o 1
L (XJ ='é"—"B—,Q,(xo) <

to xe X, Por io Taénto u = inf {21 2>0y g € restrX(Et+R‘)} .

Cbserxvecibn: Pars uns funcibn w clnezva superiorzente semicoxn

tonces:

| Tudu < u(x ).
J M
Zenostrecibn: Sez 2 € -estrX(E‘+3) tael cue ¢ > w, entonces:
[ % ! .
} udk S 24w = u(R) = 2(x ) .
J
Zor 1o tanto:
,
;R

=3

Zste coarolerio vele también sars Funciores clncavas infe—
riormente senmicontinues. Pero le cemostracidn rno es tan sen-

cmo
cille,
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5e¢ ToOREnA D5 HAHN-BANAQH COX CO¥_ICICHEES ATSRATES,

=1 teorema de Hahn-Banech clésico dice gue si 2 es uz eg

1o lineal y H un suvespsacio linezl de 2, cada unzs formz

)
(¢
b

lireal ¥ defirnide sobre E tal que £ < 3, donde p es subli-
neal, existen -extensiones F de f sobre E tales que F < p.

Consideremos zhora un sutconjunito srbitrario S del espa-

e to'd

~oFINICION. Une extensidn lineal ¥ de T se denomins (S,p)=~

waxingl si verifica:
1)

2) 51 G es otra extensién lineal de T tal que

b

< By

G < p, entonces la condicibén G > F sobre S im

plica G = P,
Coservemocs gue si ¥ D S esvamos er las condiciones del

teorema de Hehn-Bansch enuncizdo anveriormente.

P:)

cenrs T IR e Y frt e e
SORekA U5 HadN-3:KACH (Vincent-Smith)

*
U
]
M
L
V]
o]
o
19}
e ]
o
O
‘ 3
(6]
'..l
[ 2
!

neal, » une Torme suolineal definids

sobre Z, ¥ un subsspacio ce B, £ uns

Torma linesl derinica sobre i domins
da pOTr P, ¥ S un suvconjunto aroiire

rio 4e E. Enitonces existen extensio-
nes (S,p)=-maximales de ¥ sobre E.

Semostracién: Ovserveros gque los casos S = 4 0 S ¢ M se re-

ducern al teoreme de Hann-Banszechr clidsico. Ademfs podemos su-
poner ghora Que I es generado por X ¥ S. Si no 1o fuers se

aplicza nuevamente el iteorems de Heln-Banszeh clisico pars ex-
tenCer las funcionsles definid ex el subespacio genersio

as
20r My S a todo B, Consideremos el conjunto
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F= {(" *»w2') | ¥' es un subespacio linesl de E, M C i,
LI!S p, siendo £' wna extensibn lineszl de T, (Eﬁ'nS,p).-maxi-
rel }e.
Pongamos (¥',f') < (Mw,f£f%) si ¥'c Hw,
Entonces F es un conjunto
oréenzado y superiormente inductivo. FPor el lems ce Zorn exis

te en F un elemento maximal, (Iiio,fo) donde

Hy =Y ¥, ,£,=1 sobre i ; (M,f) €F.

Suponiendo M # 2, sea X, € E-lL, y ses ?ﬁl el subespacioc ge-
‘nerado por Lz v X}.; entonces cualguier elemento de i‘ul se re-
Presenta COMO ¥ = X + )\xl con xX € Efio, ¥ cualguier fiuncional
lineal f; en K, que coincida con £, en I esté deda por:
fl(x + Axl) = fl(x) +Af1(xl) = fo{x) + Ao

aonée hemos supuesio a= fl(xl). Veamos anora cuales de eg-
tas extensiones verifics fl () < p{y) para y EEL_L.

Si fl esté mayoraia por p, tomen.o, en particular, i=1 ,
A ==1 entremos :

fo(X) +a < :o(x+x1) v T (%) - a<p(x-x7);

luego:
£ (x) - p(x=x) <o < :O(ﬁ-x) + T (x) ,

¥y por lo tanto:

sup [fo(x) - p(x-ﬁ)] < o < jinf [p(xl"X}""'fo(X)] .
xefﬁo ) xeifio

El intervalo definido por estas ues:.uuc.lcl «ies no es vacio,
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porgue si x, X' ¢ Eb, se tiene:
T (x) =f (x') = (x-x') < p{x-%') = p(x-X_ +%x -x2') <
o) = L {x') = £ (x-x') < p(x-x') (x~xy+x -2*) <
<p(x=x) + n(x-x') ,
de uwondes
f (x) = p(x=x) <7T (x') + X, =X"
NI 1¢ %) o(X') + plx=x"),
y por lo tanto el supremo del yrimer miembro es mernor 0 i-
gual gue el infimo del tercer miembro. Eligiendo o=
= inf [p(x -x) + fo(x)] y 1z funcionsl £, resultante es ex-
tensibn de £y, como se aeduce fzeilmente ce lo expuesto,
o
es (Sfﬁﬁl,p)ﬁmaximal.-Pero entonces (Hs,fb) no serfiz maxinmal;
debe ser,entonces, Hb = Eo

veremos shora una generelizacili

]
o
o
-
H
®

SUlL
Kotemos E = {F [F extensidn linecl e f, P <D} .

~al0 un suoespacio X' ce £ gue contiene z K pongeamos E .
du

Para indicar el cornjunto ¢e las restricciores a ' de las €%

tensiones lineczles de T3

t =
M restrM,

Bs evidente gue Eyr es un conjuntc convexo,

on )

~aco un subconjunto ervitrario S CE, notemos HM(S) el sub-

€spacio generzdo por ¥ y S.

‘E/J
o]
N
1
B
o
=
5
S
{n
!
[
w

£R0FCSICION, Existen extensiones F de 7, (s

les gue:

estr,., \F x{(E__,
restr, (F € e ( J(b)).




{(#',£'); W' subespacio lineal ce E'; ' DX, £'<p tal

cue I' es extensibrn linezl de F; P' es (E'nS, p)-nmaxi-
- . '

mal y £f* € ex( E RRE

<1 conjunto F es no vaeid porgue (K,f) € F, ¥y cs superiom

mernte inductivo; luego, por el lema de Zorn, existe un ele-

-

nento meximal (E«fa"o, fo) donde: M = VM ; £ = f,sobre ¥,
siendo (“r fo) € F; entonces: T, es una extensidn de f que

(o]

Yo En efecto,

sean 2,8 € R A 20,820 con MB = ligles que pers g,
h € El‘\i se tenga: fo = Ag+B8h ;3 luego para x € K ; € tiene
O(X) = 3g(x) + Bh(x) = %, {x).

fero £ es unc extensidn de f = wy ¥y £, € ex( E.ﬁﬁ ), luego

peéxrz todc o se tiene: f, =& = h sovre B ; luego: f

]
0e

]

(3

4
(¢
Veamos gue ‘iv‘Io = (S); =i asf no fuers exisie X € S tal
que x, ¢ entonces la apliicacidn fl (x+txl) = fo {x) + ta,
DOr 16 Dprovaco anteriormente, es une extensidn de fo &l sube-

espaecio K, generado por ¥ X, domina.a por p si tomanos
P g z ° Y 1 h

= ¥F (xl) nf | fo(x) + p({x,=x}] . Veazcs gme fleex(f . Je
"ﬁ wde
o

Zn efecto, supongamos cgue:

f1=xg+5h para h, g€EM 5 A,B =0, cOn A+B =



)

-
[

) g(X1}< o,

txl) + gl
J o+ B h(“l}; pero com

7
\

sobre

gXtremal

B n{x) + t{rg(

-

Sk

+ p{x=y) 1la

} +
ine

\

n{x) + g

-

’

A glx
)

ey £

»g(x) + 8
r, t = 0, results fo(x) = g(x) = n{x)
A g(x,%

O(X)-i- t a

-+

fl(y) = f1(x+txl} = Ag(x.tz:l}+ Bh(x-ﬂ:ﬁ) =

Tiene:
SEIAnIInlNs s

a

-~ var

0
a

®»

L 4 LS N
nsadin I Q

Pode exte:

0

X
P

-

sCbre

SCY Do

Py

coninaia

ié‘&

=D

i dy

&

o
—

£
t&

T

e
vy

> p(xl+X2) - 28
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10 cual prueba gue » es sublinezl. ademls, si x € 4,

¥ p - .
T(x) = £(x) + p(x-x) <E(y) + p{x~y)

bars t0CO y € M, de comde £(x) = p(x). Por Gltimo, si P es
una extensidn de f val que F(x) < p(x) tenemos:

Fx) = P(y) + Flz~y) <£(y) + p(x=y)
para toio y € M, y vor lo tanto F(x) < p(x).

Corolario 1: Sea S = {x }, entonces para tode extensidn
(S,p)-maximal F de f se tiene: F(xo) = l(xo).

Demostracién: Zs suficiente considerar el caso en que x ¢ i

for el teorems Ge Helhn-Zunach, existe wune extensidn linezl

M)

&

fitel gue PFg oy F(xo) = i(xb); luego F es une extensién

(S,p)~maximel., Bor otrs parte si G es wne de f, (8,p)-mexinzl,

entonces G <p sobre B, pero vor ser ﬁ(xo) (x ) resulita
G{x_) <:F{x ) ¥y como & es una extensibn (S,p)-maximsl de f

Corolario 2, Sea S un sudconjunto erovitrario \4 Xo € 3; entone

Cés exisie »Or 10 MENOS wna externsibdn 1ineal

{S;p)-maxinsl F ce T tal cue F(x ) = ).

(50

senostracibn: Sea o Wia extensidbn ({xo},p)~maxima1 de F a1

sucespacio Ei generado por i y xo. Entonces f5<xo} = p(xo),

¥y basta tomer como F cuslouier extensidn (S,0)-meximal de

£ .
o}

Observacidén. Podemos suponer que S es un ¢ono convexo que
contiene a M; en efecto, si C(S) es el cono generado por S,
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las siguientes condiciones son equivalentes:

1) F es una extensién de f, (S, p)-maxinal.
2) F es una extensidn ce £, (C(8),p)-maximal.,
3) P es una extensidn de f, (C(Sul),p)-maximal,

TEOREMA DE UNICIDAD, Sea S un cono convexo tal cgue M ¢ S; en-

tonces toass las extensiones ce f, lineg

les y (S,p)-maximales, coinciden sobre §
(y por lo tanto en el subespacio genera—
do por S: S-5) si y sblo si D es aciti-
Va gobre S.
Lemostracibn: Supongamos que todas las extensiones Ge £, (S,p)
- -maximales coinciden sobre S; entonces por el corolario 2,

pare todo x € S, existe una extensidén Fx(x) de f (S,p)-maxi-
mal tal que F&(x) = p(X)s Pero shora todas las extensiones

(S,p)~meximales de f coinciden sobre S, por lo tanto toda ex
tersién (S,p)-meximal F de f verifica F(x) = i(x) vars todo
X € S y, vor lo tanto i(x) es aditiva sobre S.

Reciprocamente consideremos el suoespacio lineal generado
vor M y S: M(8) y observemos gue como M C S entonces K(S)
coincide con e; espacio generado por S: S-S. Definamos sobre
S-S una aplicaciébn é'ae la siguiente manera:

£(x-y) = p(x)-p(y) para todo x,y € S.

Frobaremos zhore que f es lineal sobre S5S-S. Dados x,y,xl,yl
CS, tenemos:

T ( X=y+X, =y, )

f(x+xl)-f(y+yl) = f(x)+f(xi)—f(y)~f(yl) =

il

f(x-y)-rf(xl-yl)-'
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Si A > o,
£(Mx-y)) = FOx)-F(ry) = AME(X)=-£(¥)] = 2 F(x=y).
Si <o ’
£ (x=y)) = £(= Ny=x)) = =3 (y=x) = =2l F(y)=F(x)] =

ME(x)-E(y)]= A (x=y).

Ademds f estd Gominuaz por p sobre S-S. En efecto, si x,ye S

£(x~y) = 3(x)=p(y)< B(x=¥).
Cualguier extensibdn de f aominada por p estard tembién do-

minaaa por f sobre S, por consiguiente el conjunto de las ex—

tensiones (S,p)-maximales de f coincide con el conjunto de

las extensiones de f dominadas por p; luego las extensiones
(Syp)-maximzles Ge f coinciGen sobre S (y por lo tento tam-

bién sobre S-3) con f.



€. CONJUNTOS BORDE. RELACION DE CRTDEX DR BISHOP-DE LE=UW.

B3

Sea X un subconjunto convexo compacto de un espacio lie

neal E, localmente convexo y de Hausdorff.

o

Dada una funcibn real T definida y acotada sobre X con-
sideraremos todas las funciones u, cbncavas, continuvas so-
bre X (u € K) tales gque u > f y definamos la siguiente fun

clé;; .

= 1inf {geA] 2 = £ }

~

f=inf {vek|uxr*f

}
De acuerdo con la éefinicidn, £ es la menor funcidn su-

veriormente semicontinua, céncava, mayor o igual gque 7.

-~ A
[l

< g tamvién es fg g. Por

-ty

Ademas resulta: £ < £ y si

kb

otra parte, la transformacidn — es sublineal,ya gue

/\ n N
)T+ 8 <t 4 &
A€

R, » >0, es (A1) = A(f).

se verifica: 1

'—b)

A pariir de I introducimos una nueva funcida: f = —(-7).

I resulia una funcidn inferiormente sexicontinua y convexa,
v

o

siendo ademds la mayor de las Tfunciones cQuvexas dominadas

~

por f.
Se tiene ademds: £ < < f.
Notemos: M, = {u € Ml (x) | x, = x}

LEZLA. Para toda funcldn continua f sebre X, se ver:.l‘:xca gue:

() | we M} =[£x),5x)]

Demosiracidn., Sea € M, ¥y considerernds una transformacidn

afin ¢ € A tal gue ¢ > T; 1

uego es: () < u(p) Tues , € M}_(x)
Pero y(g)=2(x)y O sea ,(f)<a(x); POor lo Tanto

B(f) < inf {a(x) | 2 =2 f } = £(x).

_/\
Como tamibién es p(-f) < -F(x) » es: w{f) > -(-f(x))-'-:f(x)



n
A

resulta p (f) € [£(x),F(x)] .

Reciprocamente, considererscs o € {g(x),f(x)] . Fara

A € Ry ©ijo, la aplicacibn ¢:Af —> la es una forra lineal
sobre el espacio generado por I, 1al que ¢ < 2Mx). Za efec-

~~

to, si )\ 20, como a S I(X) es Aa=¢(Af)SAf(x) Si ) <o
POr ser -g < =F(x) = (=2)(x) es: - al = (- X£) (%)
ca

. . - . A~
Por oire parte, lia aplicacidén g(x) —0s g(x) comoc se

vid antes es sudlineal y, por 1¢ tanto, por el tecrera Ge
Zann-3anach existe una forma lineal ; sobre J(X) tal gue
E) =ay wWe) < &x), para todz g €C(X). Ademéds b €M, (x)
va que si g <0, por ser c € A se viene g o |

tanto tanmbién es g(x\ < oy entonces H(g) <o, Pero enion-
ces, si g€ A esn(R) < z(x) = g2 (x)vara toda 2 € A , y como
=2 € A resuvltan(-2)=-L(2)<-2(x) Juego w(2) = 2(x) para to

ga 2 € A ; en pariticular para g = 1y, 2OT \,orﬁSﬂgule“e,

v €EM .-

X
Bl e nabeasal o aalateie [N S N 48 - vy e ep s ~ATAon r
DEFLILLIVUI. OS&8 I ulk& Iwnerin SOLFERE SonTihwE SCGTE A

TECREVA. N Bf = Zx(X).
feE-K
Texo n. Sea x € =(X). Bntonces [F(x),f(x)] = {7(x)}

A
b~
~
rh
~r
k%
m
=
—
1l
~
(Y]
~
[
~r
[

= {f(x)} ;

vor lo tanto, para tola £ e C{X) es F(x)=2(x)=f(x); en rar-
ticular, esto vale para toda f € -K , luegox €N 3,
f€-K *



N
(V8]

); entonces exig
n

amos que X € Zx(X);
+ (2 —a)X2 co

eciprocamente, supor
tenn X., X 2 tal ue: =
ten 10 X5, €%, % 7’x2 tales que: X X,
0 < a <1; perc siendo %y # X, existe & € A tal que
z(x- 7’z(x siendo aeeLés 2{x) = as (Xl’ + {1 - o )z(xz).
ia iguvaldad
22 (x) ='a22(x1)+(1—a)22(x2) a(l-a) 2(x,) 2(x,)]2
permite deducir gue: 22 € -K y 22(x) < a22(x,)+(1-a)22(x.)
tomando £ = 22€-K , tenemos entonces:
fix) < af(x,)+(1 a)f(xz) < of (x )+(l—a)f(x2) < f(x) ;
n e < )
rayor razén, x & ﬁfe_K Bf.
es un conjunic G@
n efecto:

£Or 16 tanto x & 3 3.5 ¥ coOn
gue cada conjunito dorie 3
wzerable de abiertos.

sexrveros gu
es decir, es interseccidn
B = = = n A— <
£ {f=f} > 1 {f-£ 1/n}
juntos 3, son medibles para toda rmedi-
ctamente

se &ice estric
y todo

Por lo tantc, 10s conjunto
nvexa u,

co

o bvorde.

entouces x.,
e
}X2

da.
DEFINICION. Une funcidn cor
convexa, si para t0do X,y € X, x #
@« € R tal que o < o < 1, se verific
Box + (X -a)y) < aoulx) + (1 - o)uly)
=ZFA. 51 existe una funcibn continua estrictamente convexa
cefinida sobre X, enionces Z=(X) es un conjun 3 3
Susongamos gue X & Zx{X). Existen
s O < a <1 81 gue x R (1 -a

Dexostracidn.
X, € X, x. XAl e
2 1 X3 XY o
Sada una funcidn v esiricta:
X, resulia:
<ow(x,) + (1 - a)n{x2 Sou(x,)+(1 - a)‘(x2)

86
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luego, x GfBu. Por lo tanto, por el +ecrenms antericr,
3 =B.
2x(X) -

+2OREMA (¥, Hervé). Existe ura funcidn continua estricta~

mente convexa sobre X, si y s6lo si X es netriza-
ble. ;

Der.ostracidn. Si X es metrizable y compacto, contie

ne una sucesidn numerable densa, y por 16 tanto una base
numerable de abiertos D . '
Sea J la Tamilia de los pares {9,V } tales que U,V € D .

V CU; observemos que J es numerable. Para cada {U,V} € g

existe una funcidr coéntinua g tal que 0 < g <1, g&x) =1

six eV, g(x) =0 si x ¢ U. Bste familia de funciones se-
rara puntos de X; luego el dlgebra M que genera es unifor-
memente densa en C(X) por el teorema de Stone-Weierstrass.
Ademds M contiene una subdlgebra M, nwnerable y también
densa en la topologia de la ccnvergencia uniforme,

Iuego C(X) adzite una base numerable de abiertos {Vn} .
Poniendo Vé = Vn.f\A(X) ¥y elirinando los Vé vacios resul-
ta gue {Vﬁ} €s una base numerable de abiertos de A(X). si
en cada V' se elige una funcidn afin £_, la sucesidn {2 1

és numerable y densa en A y ¥ Por 1o tanto es separadora,

rues si %, 7’x2 existe 2 € A tal que z(xl) #'2.(x2), v

eligiendo n tal que
12(%q) = x,) |

|2, (x) =2 (x)] <
3
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para todo x € X se tendria

[0z =2, (x) | 2 5 [alxy) = alxy)| > o

Si suponemos £ 7 O para todo n = 1 podemos obtener una

sucesifn (L ) €A tal que lu&n = 1.
Por lo tanto la serie Z:=1 %Q zi converge uniformemen

te y define una funcidn u € -K » QUue es estrictamente con-

vexa, En efecto, dados Xy 9%, € X; X, #xz sea o« € R,
0 < a <1y consideremos
X=axl+(l—a) Xp o
Existe un n > tal que zn(xl) es distinto de zn(xz), en—

tonces:
o (%) < all (x)) + (1 -a)P(xy)

Yy por lo tanto
u(x) < a u(xl) + (l -a)u(x2>.

En consecuencia hemos definido sobre X una furcidn es-
trictamente convexa.
Reciprocamente, dada la funcidn u continua estrictamen~
te convexa, definamos una nueva funcidn
w: XxX — R
de la siguiente manera:
w(x,y) = Fu(x) + w(y)) - w(#x + y)) para (x,y) € XxX.
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Consideremos el conjuntc diagonal
b ={(X,x) : x €EX } .
gdmO'w es continua en X x X y es estrictamente positiva
fuera de A, es fdcil ver, usando la compacidad de X, que
la familia de conjuntos
v ={ (x,y) : w(x,y) < 1/n}

es base de una uniformidad tal que la topologia uniforme
correspondiente es equivalente a la topologia original
de X. Pero un espacio de Hausdorff uniforme cuya unifor-
midad tiene base numerable es metrizable (ver Kelley,

General Topology), ¥ esto completa la demostracidn.

Corolario. Si X es metrizable, Bx(X) es un G, .
Demostracidn. Si X es metrizable existe una funcidn continua

estrictamente convexa definide sobre X; entonces, por el lema

anterior, Ex(X) es un conjunto borde y, en consecuencia, un

conjunto Gs .

Relacidn de Bishop-de Leeuw.
Consideremos el conjunto M, = M_(X) de todas las medidas

positivas definidas sobre X; vemos a definir una relacidn de
orden sobre él: "Sean u,v € M_: diremos que v < u si u(u) <v(u)
para toda u € -K®,

"< % es una relacién de orden, que se denomina relacidn
de orden de Bishop-delLeeuw. En efecto, es evidente que u< .
para toda w € M, siendo ademds transitiva, como es fdeil de
verificar, Veames que es antisimétrica: sean u ,v € M_ tales

Que u< vy v< uj; Probemos que yu=v .
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En efecto, por hipdtesis es:
0 v(u) <y (u) <u(u) para toda u € K,
luego v=V sobre K-K ; veamos gque u = v. gobre Cy, para lo

cual es suficiente probar que K-K es denso en C(X).

LEWA., K-K es denso en ¢(X).
DEHMOSTRACION, K-K es un subespacio lineal de C(X) que se-

bara puntos de X y, ademds  K-K contiene las constdntes.
Si probemos que K-K es un reticulado, aplicando el teore-

ma Ge Stone-Feierstrass resultard K-k denso en X.

Sean entonces v, v €K ., Tenewmos:
[a=v | = gup (v-v,v=0) = sup (W+V=2V,u+V-2u) = Wsrv-2 inf(u,v).

Por lo tanto: inf(u,v) = &[(uvs+v) - |e=v |]; como w+v € K, e:
inf(u,v) € Kresvlta lu-v| € K-K, luego inf (u,v) € K-K.
Andlogemente, sup(u,v) € K-k y& que:
sup(u,v) = % [(u + v) + [u-v |L

Luego K-K eg un reticulado; por lo tanto, K-K es denso en

x).

LEMA, Sea , &€ M,y ® ©X. Entonces se verifica e L siy
séle i . € M_ s es decir, u es una medida de proba-
bilidad, de masa total 1, cuyo baricentrs es x.

Demostracidn. «— : Sea u € M_ ; entonces, para toda fun-

cidn continuva f, se verifica: . (f) € [;f(x),%(X)] ; si ue -

resulta: e (w) = u(x) = 3(x) < p(u). Iuego: €< M.

— ¢ Si e <u se tiene ex(u) = u(x) < u{un) para toda
W € -K . Ademds pera toda vV € K se tieme -v € -k ; luego:

e (=v) = =v(x)< u (-v) para toda v € K.
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En particular para tode funcidn afin L <A se verifica:
2 {x) = u(r), siendo entonces (1) = 1; luego € Mi ¥, por

la igualdad anterior, x, = x; por lo tanto i € Ml .

LE¥A, Sea €M, y v una forme lineal sobre C(X). Las si-

guientes condiciones son equivalentes:

1) vEM, ¥y u<v;
2) v < sobre C(X) siendo 1 (f) = ,(f) = ff d,.
J

Demosgtricidn.,
1) — 2). Sea f €C(X) y v € « t81 que v > f; entonces

v(B < (M (v = [vap;

J

I’A
luego: v(f)<Jf du. = u (D).

2) — 1). Sea y<, sobre ¢(X); entonces para toda £ €C(X)
se tiene v {2?) < ;(f). Como por hipdtesis es , > o, para
f < © resulta ,(f) < o; luego € M, . Adends si v e Ks

es V(v) <) = (V) = u(v);

por lo tanto: (v} <y (v) para v € - , © sea que
‘H<\) .
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7. MEDIDAS BORDE. TEOREMA DE EXISTRNCTA.

El conjunto Ex{X) puede tener propiedades de medibilidad
¥y topoldgicas conplicadas; hay ejemplos en los cuales Bx(X)
no es universalmente medible (no es borelianrnoc). Por ello no

Puede usarse en general medidas concentradas en Ex(X), v de

be iniroducirse el concepto de medida borde.

DEFINICION. Una medida u € M, se dice una medida borde si es
td concentrada en todo conjunto borde. Es deecir

si uw(X - f) = 0 para toda f €-K .
Observaciones.

1) si X es metrizable, Ex(X) es un conjunto borde, luego *
es una nmedida borde si y sélo si estd concentrada en el con
Junto de los punios extremales de X.

2) | es una medida bordersf ¥y 8610 si u (X - Bf) = 0, 0 sea
siy s6lo si j fduw = | £au; o lo que es equivalente

/

¥ = gobre -K (y entonces u =1 gobre C(X)).

IEOREMA, Una medida u €M, (X)es una medida borde si y sélo
si y es un elemento maximal respecto de la relacidén
de ordern de Rishop-de Leeuw.

Demostracidn. Sea , una medida borde. Queremos probar que

¢s maximal 0 sea U =V para toda Vv €M, tal gue w < v ,
Por el lema anterior . < vsi ¥y s6lo si v < ; sobre C(X);
Por 1o tanto, si u €-K wresulia:
W(w) <u(w) = u(v) = . (w),
pues . es una medida borde. Luego para toda u € -k es
v(u) < u(u) o sea v < vy por lo tanto u = v

Reciprocarmente, supongamos que H € M, es maximalj
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esto significa que . es la unica forma lineal definida so-

Bre C(X) que es mayorada por la forma sublineal ; enton-

ces, por el teoremae de Hahn-Banach, u(f) =:;(f) para toda

T € ¢(X), de donde, por la observacidn 2), u es una medida

borde.

TEOREN¥A DB EXISTENCIA.<Lghoquef-Eder). Sea X un compacto
convexo; sntonces para todo'x € X

existe por 1o menos una medida bor-
de | € Mi tal gue X =X
Demostracidn. Aplicamos el teorema de Hahn-Banach a: B=¢(X),
= A(X), £(x) =6, = restr ¢_ siendo la forma sublineal
definida por: p(q) = g(x) para toda g € C(X), S = - K(X) -
Observemos gue §, <p sobre A (X); en efecto, si 2 € A{X)

se tiene:

p(L) .
Por el teorema de Hahkn-Banach existe una extensidn lineal

§.(2) = 2(x) = (x)

(Syp)-maximal . de 6.+ Veremos ahora gue . es la medida bus—

ada. Observemos que:; -~ 4 5
¢ SOTVEROS @ue T (®) = ¢ (D) = #(x) = » (2).

Como 1 estd dominada por p sobre o(x, teneﬁos;1<§x;por
el Yltimo lema del pdrrafo 6, esto equivale a e, < u, de don
de, por el pendltimo lema del pdrrafo 6, € Mi ¥y X, =X,

Probaremos que u es maximal, en el orden de Bishop-deLeeuw,
de donde resultard que . es una medida borde. Sea u € M, ,

v 7 u - Entonces v >, sobre S. Ademds \><; » de donde
w(£) < L (8 = (5.

Sea h € K, n >f‘, h(x) < %(x) +¢ . Aplicando el primer le
ma del pdrrafo 6, obtenemos: :
b (£) < u(R) < B(x) = n{x)< Fx) + ¢ .
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Luego, u (i’) < :f(x) = p(x), y combinandc con la desigual-
dad precedente, resulta que v< p, Perc entonces,v = u pPor=-
que u es (S,p)-maximal. Por lo tanto, ¥ es maximal en el or
.den de Bishop-deLeeuw, como querfamos probar.

Corolario. L’i‘eorema de Choguet). Sea X un conjunto convexo

compacto metrizable; entonces todo x € X es el
baricentro de una medida , € M tal que sop u=
Bx(X).
Demostracién. Si X es metrizable, Ex(X) es un conjunto bor-
de. Aldemds, por el teorema de existencia, para todo x € X,

existe u € Mi tal gue X, Xyu es una medida borde y por
la observacidn 1) esto equivale a decir que sop u = Ex(X).
Observacidn.
1) Demostracidén directa del corolario. Sea f € ¢(X); como
W (£) z » €M =[gx),%(x)] , para u € MH_ e
w(£) < u(f) < £(x).
Podemos elegir u € M_tal que ’u(f) = fh(x). Paro por ser X un

conjunto compacto convexo metrizavle, aplicando el teorenma
de Hervé £ puede tomarse continua estrictamente convexa sporxr
lo tanto u (£) = v (f) f(x) y de agui resulta; (f - £)=0
lo que equivale a decir que u{X- B f) = 0, Pero B, = Ex(X),
luego sop v = Bx(X).

2) Toda medida borde €M_ es una extensidn (S,p)-maximal de
6.« En efecto, dada u € M_} por definicidn de baricentro tene

10s que para toda €A es u (2 ) = 2(x); por 1o tanto . es

una extensidn de <5x y ademds

u (£) <u (5)'< %(i) s Para toda f € ¢(X).

Bs decir, u <p.p(recordemos que en el teoreme de unicidad
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la forma sublineal p se define por o(f) = f(x) rara toda
t €C(X)). Veamos que » es (S, p)-maximal; en efecto, sea v
otra extensidn lineal de .3 V< Py supongamos que v > y

A

sobre § = -K . Por ser v < pes V(f) < %(x) =e¢_ 0 lo que
es equivalente e < v pero entonces X =X; luego , € M_
Fv>u sobre 8, es decir . < v. Pero, por el teorema ante-
rior .es maximal en la relacidn " < "; Iuego es L= ..
TEOREMA., Una medida borde : tiene soporte contenido en todo
conjﬁnto 4 D Bx(X), siendo A un K_ (es decir, A
es unidn numerable de compactos).
Demostracidn, Dada w€M, debemos probar que . (X - A) =0,
-0, 10 que es equivalente, que npara todo eonjunto compacto
KcX - A,sé tiene: u (K)' = o,
Sea A =U;°=1Kn Yy sea X un compacto tal que kN K= s poxr
el lema de Uryshon, para cada n > 1 existe una funeidn fn’
T, € e(X), o <fn < 1, tal que fn(x) = 1, para todo x € X

v fn(x) = 0, para todo x € Kn‘ De esta manera obtenemos una

sucesién (fn)n >1 de funciones continuas que podemos SUPO~
ner decrecieante, por lo tanto, si £ = 1im fn’ tendremos;
£(x) = 0 para x e Kn (n > 1) mientras que f(x) = 1 para
X € K; por 1o tanto f(x) = o sobre A y ademds 1K< f. Vea=
mos que u(f) = o, 10 cual resulta del siguiente
LE¥A. Sea (fn)n S 1 una sucesidén de funciones continuas po-
sitivas sobre X; supongamos adends gue la sucesidn es
decreciente y que para todo x € Bx(X) es 1im fn(x)r-e.
Entonces, para toda medida borde » Se tiene:
1in 1:(fn) = 0.



Demostracidn. 1 es una medida borde, si y sélo si , = ﬂ 3
en particular, si h ¢ ¢(X), b >0, tenemos:

u(=h) = u(-if) =inf {w(u) : wek,u >-1a3 ;
Luego, sic > pgexiste u € + @ > =~ h, tal que;
k{u) = u(-h) < e . Poniendo v = sup (-u,0), tendremos
oS v <h u(h) - yu(v)< e

Utilizando este hecho, podemos construir una sucesidn

gn de funciones convexas contf{nuss tales que o < &, < fn ’

B3 < By ¥ K (fn) - u(gn) < e+ En efecto, supongamos
definida. 33’32""’311’ y sea gn+1 € -K tal gque

< < 3
° gn+l inf (gn, fn+l)

’ P g 0)) - le) < e e (g - (2.
Por ser

Entfp,y T 1nf(e, 2, J)+sup(g,, fpaa) Sinflep, £ 2048,
tenemos

W(Ep ) -u8y,5) <ulinflgy, 7, 1))-u(g, I+ulf)-ug) <.

Como lim ? m(x}=0 rera x € Ex{X) entonces g=1fnm 8,0 80
bre Ex(X); ¥ & es una funcién convexa semicontinua supe-—
riormente, por 1o tanto g toma su mdximo sobre Bx(X) y de~-
be ser g <O, pero para todo n > 1 se tiene &, = 0, luego
g = 0,

BEsto implica que 1fm 'u'(gn) = 0, 0 sea: 0 <1in p(fn) <
¥ POTr ser ¢ arbitrario resulta 1im u (fn) = 0, para toda

€ ¢
U .¢1+
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De esta forma gueda demostrado el teorema, pues i'esui-
ta .s(f)-—-Jdeu-—-o,
¥ entonces wu(XK) = o, de donde S0P m C A.
Otservacidn. 1)Si X no es zetrizable, Ex(X) no es en general
Bn conjunto borde. Se puede encontrar e medida dorde : tal
(2x(X)) =
' 2) Usando la verside mds fuerte db nuestro teorexs de Hahn
Benach, se puede probar por el mismo método:
TREOREMA DE VINCERT-SMI 9. Pera cada X € X existe por 10 2o-
Ros una medida bvorde , € Mi con x

camo daricentro tal que u € Bx( M x).

Para X {inito dimensional, tods tal y € (M ) que ses
nmedida bordée tiene un soporte finilo que consiste en punios

afinmente independientes. Bste teorema, por lo tanto, ge-
neraliza un teorema de Caxatheocdory.
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8. SIMPLECES. TTOREKA DE UNICIDAD.

DEPINICION. Un conjunto convexo X es un simplex si para ca-

da x € X existe una uUnica medida borde . que
tiene a x como baricentro.
Ejemplos.
1) Los simpleces n~dimensionales (con vértices X 9Xy3009X
afinmente independientes):

DAL =1}

X o= {J0og Agxg 2 Ay >0, [0 oA

11 1

six =)0 x5 entonces la medida A concentrada en los

i=0k1
puntos extremales x; tal que k(xi) = %, es una medida bor-
de, tiene & x como baricentro, y es la Ynica medida con e~
sas propiedades,
2} Sez T un espacic compacto ¥y consideremos X =Ad:(T). hore T
tonces Ex(X) ={e_: ¢t € 2} . BEn efecto, sean», v € Mi(iﬁ
¥y 0o < o <1 tales que €, = ot (I-a)v 4, entonces
SO0p » = s0p v C 80P ey = {t;, de donde v = v = e, 3 lue-
€ =x(X).

Reciprocamente, sea u € Ex{X) y veamos que , = ¢, para

€%, 0 10 que es 10 rismo, sop v = {t}. Suponien-

80

P,
<

do lo contrario, sean ty» T, € sop ., Ty 7’t2. Entonces

existe un abierto V tal que T,EV, T, Y, 0 < VY <1,

2onganos: v «
R = /W vy e (D), e = (W)

con estas definiciomes, . = ov +(l-a)v, , 0 < o < 1, Qe
donde resulta que : no es exiremal, en contradiccidn con
1o supuesto.

2or otra parte, T es homeonorfo a Ex(X). En efecto, sea
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-

®: 2 7 2x(X) la aplicacidn definida por o) = €y En-
Tonces ¢ es continua, porque si U es un Filtro en T conver-
rente a un punio to’ vara toda £ € ¢(T) resulta

o £ U ) = f(to);
luego, 1lim u Et(f) = 1im y () = £ to), de donde resulta

im gy e, = ¢ .
t to

Ademds ¢ es biunivoca y transforma cerrados en -cerrados
Dor ser T compacto; luego ¢ es un homeomorfismo., Por 1o tan
to, identificando t con € 4» Podemos suponer T c X, T=Ex(X).

Como Ex(X) es compacto, por el tercer teorems del pdrre-
fo 7, toda nmedida borde tiene soporte en Ex(X) = 7, v esto
Permite identificar las medidas borae en X con medidas en
T. Sea ahorz v un punio de Y = Mi (T) que es el bvariceniro
de une medida bhorde . Mi (Xy. Entonces:

vo= j e, w(dt)

donde la integral debe entenderse en sentido d4€bil, es de-
¢ir, comc eguivalente o

L(v) = Le ) w(dc) = L (2)
narsa tod L € ZY, donde E es el espacio Jde las medidas de
Xadon sobre T (la integral se extiende sobre lo0s puntos €t
de Ex(X} porque (X - (X)) = o).Tomando, en particular,
(v} = v(£f), donde f es una funcidn continua arvitraria,
venemos: v (£ = L4 (V) = | ey u(@) = fet(f) w(dt) =

< v /
= [ 2(%) w(a1) =5 (£).
4
Iuego . coincide con v y estd, por consiguiente, univo

camente deiterminada, 1o cual prueba que X es un simplex,
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APLICACION DEL TEOREMA DE UNICTDAD DEL PARRAFO 5.

ZR020SICION. Sea X un convexo compacte y X € X; entonces

-~

eXiste una unica medide borde . tal gue

X, =xsly sélo si p(f) = £(x) es una apli-

cacidn zditiva sobre - K .

[¢

Demostracidn. De la demostracidn del teorema de existencia

resulia gue itcda extensidn (S,p)-maximal de §_, donde

X

éa worde con X como varicentro,

)

S = -k, es una med

reciprocamente, tocda medida bordée u con X, =X es ex-
tensidn (S, p)-maximal de 6x. {Ver observacidn 2, pdg.31).

Deli teorema de unicidad el Parrafo 5 deducimos, enton
¢eés, que existe una Unica medida borde . tal gue x. = X
si y sdélo si é(f) s aditiva sobre S = - K . Pero si

T €g{X), * € A, se tiene:

S B+ (T = ){x) = Ux) + (2 = a)(x) = &(x) + (F- H(x) =
— :
= {2 + -2 j){x) = 7(x),
de cdonde (7T} > o).

w3
k4,
L g
1]
Y3
Py
&)
~
]
>
Pain
=
S
L ]

Tiva sobre - K , 0 gue 10 e

mestracidn,



TEOxEMA DE UNICIDAD (Choguet-Meyer): Si X es un convexo

compacto, las siguientes condiciones
son equivalentes:
i) X es un simplex;

3

I

dado cualquier x € X, la aplicacidén

..."
%)

f — £(x) es aditiva sobre - K 3
iii) si ues una medida borde al que

X, =X, entonces u(f) = f(x) para

toda £ € K ;

iv) si £ €-K, entonces T es una apli~

- DO el corclaric 2) Gel teorema de Hann-Ba-

existe una medida borge . € M., tal que - (£ =
POr ser X un simplex, existe una Unica medida borde en M,

¥y esza verifica iii),

pde

ii) — iv). Sea ?* €-K, X,y € X, 0<a <1, y sean . y V

edidas borde pertenccientes a My y My , respectivamen

£

te. Entonces * = ont+(l-a)v o5 ups nedida vorde tal que
X, ® oXx + (X -aly, y por iii) tenemos, payra f € - K,
Cor e (1 -y )8 = Nax 4 (1 = a)y),
s {E) + (1 -e) v(f)= o H(x) + (3 - o) By).
Como 10s primeros nierbros son igrales, esto pruedba que

- - = . o . >
i& aplicacidn X — F(x) pertenece a A si £ € < g,
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Za demostracidn quedard iterminada si probamos que:

iv) = 1i); para ello necesitamos el siguiente:

LEM.. 81 f es una funcién real afin Gefinide en X ¥ supe-
riormente semicontinua, el conjunto de las funciona-
les 2 € Atales que 2 > 7T es inferiormente filtrante
(es Qecir, si by 2,8 Ay 0y > f,4, > £, entonces exis—
Te L SALL > £, 0 < 0,),

Demostracibn, Como L1¥ %, estdn superiormente acotadas, po-

demos suponer que Ly S0, L, < 0. Definamos en E x R los
conjuntos compacios

K. = {{x40): x € X, zi(x} <A< ¢} i=1,2,

Sean adexds: Q= ((x,0):xeX, »<e(x)) ,

Q' ={{x,\):x € X, » >Ff(x): .
Por ser f afin, Qy Q' son convexocs; es evidente gque
es cerrado y gue Ki cQY, i =1,2.
El conjunto

conv(X, U K2)= {Kx,+(1-k)x2 P Xy € K,i=1,2, 0 S A<l
e e o

estd contenido en §' y es compacto por ser imdgen del com-

facto [0,1]x Ki X K, por la furcién continus )\X1+(l—k}x2.

Zntonces existe un hiperplano en £ x R que Separa a ¢ de

conv(Ki U Ké}, ¥ esto equivale a decir que existe 3 € 4,

tal Que £ > fy 12 < Ly ¢ 1= 1,2,

Corolario. Para toda funcidn real g Gefinide sobre X, afin,
acotada y superiormente sexicontinua, y para to-
da « € Mi, se tiene

. »{a) = q(x).
Demostracidn., Usando el lema anterior, el primer lema del
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pdrrafo 4 y la compacidad de X, podemos aplicar el teorema

dei Beppo Levi para deducir gque

¢ X r
(g <+ | qdu= g gu =inf{chdp:z€A,z>q}=

inf{z(xp);REA;£>q_}=

ax) = g(x,).

Fin de la demostracidn del teorema.

”~
iv) —— i). Para £ € - , f verifica las condiciones

del corolario por iv), luego H(%) ?(x). Como = T

L]

sobre - K, se tiene
~ N A
v (L) = W) = w(F) = 2(x).
Por consiguiente, . estd univocamente Geterminada sobre

- K, y tambidn sobvre C(X) por ser K-K denso en c(Xx).



S. SIMPLECES Y CONOS REFICULAIDOS.
- Sea E un espacio vectorial de Hausdorff, localmente com-—

racto y sea C CE un cono convexo punteado, es decir, un sub
conjunto de E que verifica:

1) Ssix, y €C, entonces x + y € C;

2) Six €Cy X >o, entonces ix € (;

3) ¢ NC = {0}, 0 sea gue C no contiene rectas.

Se dice que C es un cono convexo punteado con base si
existe un hiperplano H tal que E intersecta cada rayc de C
en un ¥rnico punto distinto del origen. EBn tal caso diremos
qQue B = C NH es una base de C.

Observaciones.

1) Los conos no tienen una Ynica base; si B es una base de
C, existe una funcional continus & que no se anula en C—{0}
tal que B = {x €C : £(x) =1} , Basta cambiar % por k! ,

kX ¥ o para obtener bases distintas de B.

2) Si B es base de C, entonces C = {1x: X €B, A = 0}; para
¥y €C, ¥y ¥ 0, la representacibny =1x, X €B es Yrica. En
efecto, si y =i1x = Xlxl’ eon x, X, € B, entonces x y xl es
tér en el mismo rayo, y como B contiene un tYnico punto Qe
cada rayo, debe ser x = xl Yy por lo tanto »=X; ., Si 1 es
cualquier funcional que determina a B segin la observacién
anterior, entonces i = 2(y).

3) 81 By B' son bases de C determinadas por funcionales 2
y *'y respectivamente, entonces o (x) =(1/2'(x))x ¥y

9'(x) = (1/%(x))x son aplicaciones continuas de B en B* ¥y
de B' en B, respectivamente, tales que o'( o(x)) = x para

X €B, ¢(¢*(x)) = x para x € B'. ILuego, dos bases de un
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rismo cono convexo punteado sor homeomorfas.
-/ Diremos que € es un cono convexo con base compacta si
tiene alguna base compacta (en tal caso, por la ¥ltima ob-
servacilén, cualquier otra base serd también compacta),
5) fodo subconjunto convexo X de E Puede ser pensado como
la base de un cono convexo runteadoc en E x R, En efecto, si
X* =Xx {1}, entonces X' es isomorfo a X ¥y es base del co
no convexo punieado C =Y  AXe,
Ejemplo. )

Sea G un dominioc de R- (n > 2). Consideremos el espacio
E = ¢(G) de las funciones cont{nuas sobre G con la topologfa
de la convergencia uniforme sobre compactos, y sea C el con-
Junto de las funciones arménicas no negativas sobre G. Es
inmediato verificar que C es un cono couvexo punteado., Ob-
Servemos que si h € Cy h se anula en algdn punto de G, en
tonces h es idénticamenie rula. Sea

H= {f €¢e) : flx ) =11

donde X, 5 un punio de G. H es un hiperplanc v
B=HMC=({h €¢E) ; h >o0,h es arménica,h(xo)=l}

€8s una base compacta de (. En efecto, si h €¢C, h ¥ o,
entonces *h €B siy s6lo si » = 1 n(xo); por lo tanto
cada rayo de C corta a B en urn dnico panto. La compacidad
de B resulta de un conocido teorema de la teorfa de funeio
nes arméniecas.

Si E es un espacioc lineal y C es un cono convexo runteg-
do en B, diremos que X < Yy si1 X -~y € C. De esta manera que
da definido en E un orden {parcial) tal que si x <y, enton
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<) X+2 < y+2, para todo z € B;
S ) y, para todo A Z 0,

Con esta.definicidn E es un espacio lineal ordenado tal
que T = (x €B: x >0 3} = E+. Reciprocamente, si & es un
espacio lineal ordenado (es decir, runido de un orden par-
cial que verifieca z) y b), entonces E, es un cono convexo
punteado.

Six € E, el conjunto de los elementos que siguen a x es
C, = x + C. Luego, si x,y € E, z serd el supremo de x e y
(z=xVy) siy sélo si Cz =C. N gy.

Diremos que un cono convexo punteado C es un cono reii-
culado si C es un reticulado con respecto al orden defini-
do por C sobre E.

Ejemplos: Si C es un cono cirecular en 33 Y X,y son dos pun

tos incomparables de C, entonces C N qy no es un cono eir

cular; ‘luego no puede haber nzngﬁn z tal gque C -C N qy, s

por 1o tanto C no es un eono reticulado, En cambzo, si ¢

€S un cono triangular, entonces C 2 C es siempre un cono

triangular congruente con C; llamanao z a su vértice, se

tendrd z = x vV y, Por 1o tanto, en este caso, C es un cono
reticulado.

TEOREHMA, Sea C un cono convexo punteadc en un espacio lineal
E. Entonces, las Siguientes condiciones son eguiva-
lentes:

i) C es un cono reticulado;
ii) C es un cono superiormente reticulado;
1ii) C es un cono inferiormente reticulado;
iv) C - C es un reticulado vectorial,
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Demostracidn. Es evidente que i) — ii) ¥ que iv) — i),

Teamos que ii} — . iii), Dados X,y €C, sea z = X4y - XV ¥,
Como x +y > X, X4y > y, se tiene x+y >x V ¥y, de donde
Z€C, AGemés X v y> y, de donde X — 2 = X VYy -y €¢, o
Séa fue z < x; analogamente z < y. Supongamos qQue t < x,
t <y; entonces, poniendo s = X + Yy - t, resulta s >y,
s X, y por 1o tanto s >x VY. Luego

Tt X+y~-8<X+y¥y-xXVy =z,
Por comsiguiente, z =x Ay, y esto rrueda gue C es infe-
riormente reticulado. Andlogamente se prueba que iii)—ii),
mostrando que X +y —= XA y =X V¥e
il) T iv), Sean %, ¥y € C - C; entonces x = ¢ - ct,y = d-dt,

siendo ¢,ct,d,4% € C, Pongamos h = ¢t 4 d'; entonces x+h € ¢,
y+h € C, Por ii) existe en C, z = (x + ) V{(y + h), ¥ es
T4eil probvar gue z-A € C = 0y z-h =% V Y. Usando iii) se
prueba andlogamente que si w={x+h) A {y+h), entorces

W-h €C - C yw-2=x1ry,y esto completa la demostracidn,

TEORE¥A DE DESCO¥POSICION DE RIESZ.

Sea E un reticulado vectorialy ¢ = E,. Entonces,

4ados X,C . 5...5¢_ € C tales QURE X < Co+Cnteee+C_y
i n 172 n

eXxisten c-.;:, cé,...,cae C que verifican

X=cticitoset+C? O ¢! e, <i<n,
-L-;-62+ +n ¥ < 3 S 1,1 = =

Demostracilén., Demostraremcs el teorema Para n=2; el caso ge

neral se deduce Pdcilmente por induceidn.

Sean Cy3CssX € C tales que x < Cy+Csy ¥ definamos
cia: A Cys cé=x -

falta ver gque o <

¢f-. tone X=clicl, 0 <ot
13 ent es +Chy <ec
cé <c2; perc c§=:c--<:]'~ Z X=X=0, ¥

< ey1 ¥ sélo



SYact=y. ! = - = - < =g,
cétx cifx {x A cl)“x+(-x v cl) 0V (X cl) <o ve, e,

Ruestro teorerma final necesita de dos lemas preparato-
rios,

LEHZ 1. Sea 7 un cono convexo runteado con base compacta
X. Si fo es una funcidn real definida sobre X,en-
tonces existe una ¥nica extensién positivamente
nonmogénea f de fo aly fo es convexa si y sélo si
f es subaditiva.

Demostracibén. Si ¢ €C, ¢7, hay una Ynica representacién

c=Aix, 2 >0, x €X, Entonces la funcibn £(o)=o, e)= ¥(x)

es la extensién indicada, y es f4cil probar la unicidad.
Si £ es subaditive, %,y € X, 0 <o < 1, entonces
£o( X+ (1= )y) =f(ex+(1m0)y) < £(ox)+£((1-a)y)=af (x)+(1-a) 2,{¥),

es decir, que fo es convexa, Reciprocamente, suponiendo
que fo es convexa, sean X, y € C — {0} ; entonces x=A.x1,

y=4¥q, A> 0, v > o, X,3Y4 € X, ¥ se tiene

A W 3 i
f(x"'y):()\"'“)fo( A+u Xl*‘)\.{.p yl) < (}"*"‘)(X%: fo(x1)+mf0(yl)>z

= 2(x) + £(y);

luego £ es subaditiva.

LEWA 2. Sea X un convexo compacto, > € X y sea Mi el con-
Junto de las medidas de probabilidad‘discretas que
tienen a x como baricentro. Entonces para todsa
f €¢(X) se verifica sup 3 (2) = é(x).

pEMi

Demostracibn. Por el primer lema del pdrrafo 6, bastard pro

bar que dadz . Mi y 2 C(X) ye> o0, existe veM? tal
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que x  =x y V() > () = ¢ .
Sea {U } j=1 W@ cubrimientoc finito wnor compactos convexos

tales que si X19%, € U;, entonces | (xl) - f(xz)l < g Tal
cubrimiento existe por ser f continua, X compacto y local-
meunte convexv y, ademés, porque todo espacio compacto de
Hausdorff es regular. Definamos:

i-1

V. =U seevse V.=U. - U 0. i= 2 veegll,
1 1’ 1 k=1 x’ ? y n

Los V son borelianos disjuntos tales gque X = i'l 1 .

Si u(vi) > 0y pongamos . (l/’(V ))(l p), entonces

“i € M+y tiene soporte en Vi € U;, de donde, como U, es

convexo, X, =X, € TU,, Sea V= ) »(V.)E i donde la

W i°
1
Suma se extiende sobre los Indices i tales que p(V } > o3
v es une medida de prohabilidad discreta, o sea que

veut, Ademds, dada ¢ € A(X), se tiene:
V)=l (vy) Elxgd= 2 w(vy) v ()= (0),
de donde X, "X .« Por €ltimo,

wl Py = rf Yo { it ) = ! e ., <
(£)=Y2) ZUVi £au =y 2(x)au) Iy, (F-2(x;))a

<eluvy) =

TEOREMA. (Choguet) Sea ¢ un econo convexo punteado con ba~

Se compacta X, Entonces X es wn simplex si y sélo
s1 C es un conoc reticulado,
DEMOSTRACION. Por el teorema de unicidad de Choguet-¥eyer,

X es un simplex si y sélo si vara toda v, €-K, la aplica-
cidn u (x) es affn; como u (x) es una funcidén céneava,decir.
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que es afin equivale a decir gque es convexa.

Supongamos que C es un cono reticulado. Sea uoe - K, u
la extensidén positivamente homogénea de u. 0 2 Cr ¥ T la ex-
tensidu positivamente homogénea de a o & C. Provaremos que
f es subaditiva, de donde resultard por el lema 1 gue uo
€S couvexa y, por consiguiente, que X es un simplex.

Usando el lema 2, tenemos

n
u (x) =sup, v {(u) = sup §7 o.u (x.) = sup,z u(y. ).
o} ’,AEM: 0 OL.>O,ZOL.=11—1 i O 8 yi% i=1l i
1~ 1
= ) ¥i=x
xiGX,Zaixi—x nl
Iuego para todo x € C, serd £(x) = sup 1 u(x,);
X.el i=1 %
i
Z Xi-‘-x
en particular, si x,y € C,
f{x+y) = sup ZIil:l u Zi)-
. Zie C
) Z2i=%+y
n i
Como 0 < X <Xx4y = ) zi, por la propiedad de descomposi
i=l
cién de Riesz, existen X; €C tales que o0 < X, < 2z,

X, =X, Poniendo y. = z. - X. t . 0, O sea
) 5 . end Y3 = 2; - %; se tendrdy, > 0, 0 8

que y; € C, y adends | y; = [23 =] X, = X+y-X=y, Luego

teniendo en cuenta gue u es subaditiva, por ser u, convexa:

n n
f(x+y) = x's;pe .l w(x,+y.) < sup L lalx;)+u(y;) ]
ivi i=1 5975 €C i=1
] X =x ) Xx; =x
[ ¥ =75 1y, =7
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n n
= ) ) =
| sug 55 u(xi) + sup | i=lu(yi) £(x) + £(y),
x; € v; €¢

y con esto queda probada la primera rarte del teorenma,

Stv.pongamos anora gue X es un simplex, Indiquemos con
M, el conjunto de las medidas borde no negativas sobre X,
Yy definamos la aplicacién ¢ M, —> C de la siguiente ma-
nera

s(r) = 2 X. 5 donde A = n(1), My =uA(1), si v ¥ o,

¢ (o) = 0.

Por el teorema de existencis de Choquet-Yeyer, y por ser
X un simplex, ¢ estd bien definida, y es biunfvoca en
My N Mi » de donde resulta fdcilmente que es una biyeececidn
entre M, y C. Ademds, para teda ¢ € Et, se tiene
2o ()Y =u(2), de donde se deduce que ¢ es aditiva ¥ po-
sitivamente homogénea. Pero entonces ¢ es un isomorfismo de
orden entreM, y C. Como My es un conn reticulado, también
1o es C, como guerfamos probar.
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10. APLICACIONES.
Sea (4, ) un semigrupo aditivo abeliano con elemento neu

"tro o. Dada una funeidn f: A — R definamos:
Az A — R (n >0)

de la siguiente manera.

£ £ £ ]
A O(X)=f(x) H An-i-l(x’al"..’an‘l'l): An(x’aj.’az,“"an) -

: )
- A n(x+a.n+l,al,...,&n .

DEFINICION, Una funcidn f:4 — R se dice mondtona de orden
infinito si A§> Oy, para todo n = 0,

Sea E=RA’ con la topologia de la couvergencia puntual. Ia
aplicaecibén £ — £(0) es lineal ¥y continua sobre E; por lo

tanto el conjunto
H= {£ B : £0) =1}

es un hiperplano cerrado. Ahora bien, si £ es una funcidén
mondétona de orden infinito, para x=o0 se tiene:

A i(opa,) = £{0) - £(a)>= o

por io tanto: (o) > f(a) > o, para todo a e A.

Sea C el conjunto de las funciones monétonas de orden
infinito. C es un cono Yy el conjunto X=C n H, es una base.
Ademds X C[o0,1) A C E, ¥y cono [0,3.]A es compacto y H ce~
rrado resulita X cerrado Yy, entonces, compacto,

DEFINICION. Una funcién ¢ 3& T R se dice exponencial SO
bre A si verifica:
1) ¢(x+y) =6 (x) ¢ (y) pars todo X,y € A.
ii) o< 9(x) < 1 =90 (o) Pare todo x € A,
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De esta forma , resulta un homomorfismo de A en R.
LEfMA. Si ¢ es exponencial sobre A, entonces ¢ € X.
Demostracidn. Por ser ¢ exponencial sobre A es: o (o) = 1;

por lo tanto es suficiente probar que ¢ € C, es decir que
¢ es mondtona de orden infinito. Probarenos entonces gque
para todo n > 0 es A‘pn(x) > 0; en efecto, para n=l se tiene:

29 (=xsa))=o(x)= olxeay)=¢(2)~o(x) o(a ) =o(x) (1~ {ay))

y por ser  (x) > o, o(a)) <t es A%(X,&l) >0,
Veamos que A"’n(x,a.l,...,an) > o.

Por ser <p(ai) <1(1<i<uwl)y $(x)> o, basta probar

Ggue:

n
A(pn(x,alg...an) = ¢(X)iE (}- - 9 (ai))o

Es evidente que esto vale para n=l. Supongaros gue vale

rarg n-l; entonces

¢ _
2 (X8 ees,a )= A‘pna_l(x,alg-.,an__l)- A¢n_1(X+an,al,-.an_1)—

n-1 n—-1
= ¢(x) ::i=.1 1-0(ay)) -9 (:s:-»zan);'__f1 (1-o(ay)=
= o(x) 1T (1-9(a)) > ,
i=1 *

Por 1o tanto, ¢ € X.
Queremos determinar el conjunto de runtos extremales de X.
Probaremos que x € Ex(X) si y s6lo si cuando X=X,+X, con
%y9%, € C resulta X, =X, para algin i >o,
En efecto, sea x € Bx(X) ¥ supongamos que X=X,+X, siendo

X, 4X Ec;porserxxGCexistenu,AGR,p A= 0
1772 1772 ’
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tales que: X, = Axi ’ x2= uxé siendo xi,xé € X; luego:

e . }\ .
x éxxi + uX33 ¥ por lo tanto, x = (Mu)(mxi + ﬁ?xé)
O sea: 1

A U
— = —Xx!
x+n X A Xt T X5

ers como 1 R
P ! Aty X€ Xy tambidén x €X es; X 4+u = 1, BEntonces

queda: x = Ax! + ¥ x! siendo A +u =1, A > Ou = 0y x €Ex(X);

1 2

Ty ics . = LES
Tuego xl-xg-x ¥ entonces xl A xl A X

Reciprocamente, supongamos gque de x='xl+x2 para xl,x2 € C
resulta: X;= Ax para algdn A > o, y sean 858, € X tales que
X= cay 4+ (1 - a)az siendo o €R, 0 <o <2, Entonces existe

A > o0, tal gue a8, =) X. Pero 89X € X5 luego o= 1 0 sea
X=a,. Por lo tanto x €Ex(X).

TEOREMA. Ex(X) = {¢: ¢ es exponencial sobre 4 } .
Demostracidén, Sea ¢ €2x(X); dados X,y = A consideremos las

funciones (%) =9 (x4y) , ¢ o(x) = (%) = o(x+y);

entonces ¢(x) = <z>1(x) + ¢ 2(x) siendo o 11 ¢5 € C, ya que:

A<Pn (xtali"'ta'n) = A¢n(X+y,alg...,an) = 0,

2%, (Xyayyeen,a) = 2% (Xyaype00y8) - 2% p(®4ys80500000)) =
= ¢
A n+1(x,&l,...’an’Y) = OO
Tuego 91795 € Cy o= 99 + 0pe Pero por hipdtesis 4 es

extremal; luego existe *» >0 tal que <Pl= A¢ ¥ por ser
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{0)=1 es » = 21(0)= 6 (y). Pero entonces
i

Hxey) =0 (x) = Ao(x) = o (y) o (x)

¥y »or 1o tanto, ¢ es exponencial sobre A,
Reeiprocamente, supongamos que o es exponencial sobre A,
Dado a2 € A, pera toda funcién T definiga sobre A definiremos

une transformacién *oiE TR de la siguiente manersa:
() = 2(asa) - 22(a) o (8) + +3(a).
&8s afin; en efecto, sean ay 8> 0 tales que o + g = 1,

T,g funciones definidas sobre &, entonces:
‘ol 748 @)=(e T4 Bg)(ava)-2( o 5 8 g)(8) ¢ (a)+ +%(a) =
=a2(ara)+ g(a+a)-20f(a)o(a)=25e() o(a)s o2(a) =

=o £(a+2)-22(2) (a)+ &*(8) 1+ 5[ &( a+a)-28()o (a)+ ¢ X(2)] =

= aﬁa(f) -+ Bﬁa(g).

Adenmés ia'es continue pars la convergencia puntual; en
efecto, Gdada una sucesidén (fn) qQue converge puntualmente a

f se tiene:
za(fn)=fn(a+a)—2fn(a)¢( a)+¢2(a) —_— f(a+a)-2f(a}¢(a)+¢2(a) =

= Q’a(f):
o seaz ia(fn) T 4 (£)5 por lo tanto %, es continua y entonces

L, €A,

Ademds se verificea: i)z,a(¢) =0
ii) Si v € Bx(X) entonces 1.(v) > 0.

En efecto, i) es inmediata; en cuanio a ii), si v € (X),
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;?oz_- lo provbado antes y es exponencial; luego

1a(r) =y (ara) = 20(a)e(a) + 9 %(a) =v2(a)-2¢a) o(a)ss2(a)=

= (Wa) - o(a))? > o.
Dado que %, = 0 sobre Ex(X), se deduce del principio

del minimo jue fca = 0 sobre X.

Sea H un subconjunto finito no vacio de A- definamos
b

Q:Ei.
H ac¢cH a

Por ser H finito resulta & g € A(X) siendo también
QH = 0 sobre X y QH(M = 0,

Consideremos ahora, £ = sup {2 a H CA; B finito 3.
Por ser supremo de funciones continuas £ es una funcidn
inferiormente semicontinua y % es "afin” (como funcidn
real extendida que también puede tomar el valor + « Ye
En efecto, sean f, g funciones definidas sobre Ay sea
@ € R tal que 0 < a < 1, Veamos gue

2{af + {(1=a)g8) =az (£) + (1=a) w(g).

De la definicidén de ¢ se tiene:

L(af + (1-0)g) < ot (£) + (1-0)4{g).

Sean H, G finitos, no vacios. Se tiene:
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Mgl s (L -e) ap(@) <erg o) ¢ (1 - ) (e) =

= QG UH(O‘f + (L =-2)g) < 2 (af + {2 -a)8g).

En consecuencia:
ar (£ + (1=a)2(8) < 2(af + (I-a)g);
Iuego 1 es "afinv,
En particular, 2 es cédnecava ¥ es no negativa sobre X;

ademds, 2 ( 9)=0, y por consiguiente: inf 2 {y) = o,
pyeX

Perc entonces, por el principic del minimo, existe Yy € =(X)
tal gue z(¢°)=o.

Para cade a2 € 4, za(w) es una funcional no negativa domi-
nada por 2. Luego

O =1 (¥p) = (v (a) - @(a))z;

Yor lo tanto o{a) = @O(a) para todo a € A, es decir, que
¢ = wo, lo cual prueba que ¢ es extremal.

Es evidente gue las corndiciones gue definen las funciones
eéxponenciales se preservan por ifmites puntuales; luego se
deduce del teorema que Bx(X) es cerradc. Por otra parte,dado
X €4, la funeional ¢(f) = f(x) es iizeal ¥y continua; por lo
tanto podemos aplicar el teoremsz de Choquet para deducir gue

existe una medida . con soporte en el conjunto de las funcio
Leés exporenciales tal que
£(x) = | o(x) « (d¢);

Perc no se sabe si tal meldida es Ynica,
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Observacibn. Si £ € ¢ existe . € M, (Ex(X)) tal que

£(x) = | o(x)(do)
exp

ya que si £ €C, para algin » € R, » >0, es A f € (.

Caso esyecial,

Consideremos el semigrupo abelianc respecto a la suma
A=R,
-+

TEOREMA, Toda funcidén exponencial ¢ definida sobre R es de

-+

la forma ¢ _con t € [o,~] siendo:

t
o (%) = = para 0 <t <+
v sl s 1 si x=o
0 (X)) =4
lo i x50 .

Demostracidn.

Primer caso: ¢ no es continua en o. Esto equivale a decir

que 1fm o (x) = o = sup {o(x)) < 1 (0 <o < 1). Iuego
X +0 X > o

{x)< o pero para x > ¢ es:

¢ (x) = ¢ ( .’E;...-;-Z‘.) = ¢n( X)y<aoB para todo n, liunego
n n -
Ln veces -
o(x) = o,
Segundo caso. ¢ es continua en x=0. Como
o (%) = o(x+a) = o(x)(1~o(2))
81 ¢ es continua en a=o0, o es continua 2 derecha,

Sea o= 9(1); 1uego ¢ (n) = ¢(l+...+1) = o2,
Ln veces-

Pero entonces o = (1) = <’p(§-) = { 09(1/‘::.))21 ¥, por lo tanto,

s(1/n) = al/n. Luego:
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o (mfn) = o8/ o J(m/m) lga_ (m/m)(-%)

i
¥y por 1o tanto

-t
o (x) = e .
Consecuencia. Por 10 visto anteriormente resulta:
(X)) = {q>t(x) : 0SBt <+ @ },

Ahora bien, POr ser la aplicacién t — ¢t ung biyeccién
continua de [ 0,+=] en Bx(X), resulta un homeomorfismo.
Lusgo, Ex(X) es homeomorfo a [0, »] . Por 1o tanto, para to-
da £ € C existe u € U ([o,=] ) tal que:

f - -tx ..
x) = @t(x) L (at) = e w{dt)
’ J

pare tods x € B+, siendo esta la forma general de una fun-
ciér mondtona de orden infinito.

Sive M, ([06,=] Yes . = '+ e, siendo , una cons-
vante positiva o= (¢} ) y 1 € M+(R+). Por 1o tarto:

?(x) = ) e-%ix;'(d"z} + e 7%

cualquiera que sea X €R ; y, entonces, F{x) es continua si
+
y sélo si » =0 o0, 10 que es equivalente, si ¥y s6lo s v es

una medide sobre R .,
+

DEFINI CION. Una funcién f:3+ — R se dice completamente no-

. . . X n.(n
rétona si £ € C°, siendo ademéds (-1) f( )> 0
para toéo n > o,
Toda funcidén completemernte mondtons es mondiona de orden

©. Bn efecto, por el teorema del valor medio tenremos

g
An(x,al) = £(x) - f{x-:-al) = -a, f*(x-rslaI)

siendo ¢ < 61 <1; luego por la gefinieidn es Aé = o,
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A7 pds

n n
21T &, 2™ (x4 !
j=q 2 T (x+°=1eiai) > 0,

g
An(x:aln--san) = (=1)
siendo 0 < Gi < 1, luego Ai > o,
La funcibén =
f(x) = [ e” 7 u(at),

7

donde u € M [ R+) se denomina la Pransformada de laplace dGe

la medida Ye

Observacidn. En ciertos casos en que se quiere provar la u-

nicidad de », es diffcil probar gue el cono es un reticulado.

Se tienen las siguientes equivalencias:
l) £(x) = J,‘r e (dt) siendoc : € M+(R+).

2) £ es continua en 0 y mornétonra de orden infinito.

3} £ es completamente monétona.

Sabexos gque 1) «— 2), y, por el teorema anterior 3)—2).
Probemos entonces que 1) — 3). Como i es una medida finita,
las funciones *.:ne"tx son integrables por ser acotadas., Iuego
podemos derivar bajo el signo integral para deducir que

fec” y
2™ (x) = (c)? [P (an).

Por lo tanto, (-l)nf(n)(x) = ¢, 0 sea, gue ¥ es completamen~

te mondéiona.



