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ABSTRACT. 

The present work is a continuation of [BP]-[BPII]: 

[BP] BENEDEK A., PANZONE R., La distribución de los autovalores del problema de Dirichlet del 

operador diferencial bidimensional de Sturm-Liouville, Teoremas asintóticos de Hermann Weyl y de 

Torsten Carleman, Notas de Álgebra y Análisis #22, INMABB, Univ. Nacional del Sur, Bahía Blanca, 

Argentina, (2011), 

http://inmabb-conicet.gob.ar/publicaciones/naa/naa-22.pdf, MR2849990, Zbl1234.35002, 

contains Chapters 0-3 of the whole work and is continued by 

[BPII] BENEDEK A., PANZONE R., La distribución de los autovalores del problema de Dirichlet del 

operador diferencial bidimensional de Sturm-Liouville, II, Algunas series de Dirichlet asociadas, Notas de 

Álgebra y Análisis #23, INMABB, Univ. Nacional del Sur, Bahía Blanca, Argentina, (2013), 

http://inmabb-conicet.gob.ar/publicaciones/naa/naa-23.pdf, MR3185139, Zbl1296.35002, 

which is its Chapter 4.  

In §4.10 [BPII] we deduced for the operator ିଵ௞ሺ௫ሻ∆௫, following L. Gårding, Weyl’s 

asymptotic formula, 

(W)                    
ேሺ௧ሻ௧ ܣ	~ ൌ ଵସగ ׬ ݇ሺ݌ሻ݀݌ௌ ് Ͳ,    ݐ ൌ ߯ଶ ՛ ∞,  ߯ ൒ ߯଴ ൐ Ͳ, 

from the limit formula: 

(G)                      lim∑ ௠ߣሺݐ ൅ ሻିଶݐ ൌ ሺ4ߨሻିଵ ׬ ݇ሺ݌ሻ݀݌ௌஶଵ .  

The present paper adds Chapters 5 and 6 and contains a demonstration of (G) which is 

included in Chapter 6. The proof of this interesting fact needs some preparation which is 

a part of Chapter 5.  

There we study the operator 

(O)                                  ܾሺܦ௫ሻ ൌ ቀ ିଵ௧௞ሺ௫ሻ∆௫ ൅ ͳቁଶ,  ݔ א ܵ, a bounded open plane set, looking for its fundamental solution ߁ and its inverse ቀ ିଵ௧௞ሺ௫ሻ∆௫ ൅ ͳቁିଶ.  

We assume that ܵ, ሶܵ are bounded open sets, ܵ̅ ؿ ሶܵ, and that ݇ሺݔሻ א  ା∞ሺܵሻ is extendableܥ

to ሶܵ with the same properties (written ݇ሺݔሻ א ,ା∞ሺܵܥ ሶܵሻ). 
The fundamental solution is such that ܦ௫ఈ߁ሺ߯; ,ݖ ,ሻݔ |ߙ| ൑ ͳ, is a continuous bounded 

function on ܵ ൈ ܵ and if ܶ ൌ ሺܵ ൈ ܵሻ ך ሼݖ ൌ ;ሺ߯߁௫ఈܦ		ߙ׊ ሽ thenݔ ,ݖ ሻݔ א ሺܶሻ. ቄܥ ଵఒ೘ା௧ቅ is the family of proper values of the operator ॄ௧,ௌ ؠ ॄ௧ ؔ ቀ ିଵ௞ሺ௫ሻ∆௫ ൅  ቁିଵwhichݐ

is a compact integral operator with an ܮଶ-kernel ौ௧ which is a perturbation of ौ଴. This 

last kernel coincides with the generalized Green function when ܵ is also connected.  
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The Hilbert-Schmidt norm of ॄ௧, ۼሺॄ௧ሻ, because of (W) and (G) verifies 

(HS)              ۼሺॄ௧ሻ ൌ ට׬ ौ௧ଶሺݔ, ሻௌൈௌݕ ݇ሺݔሻ݇ሺݕሻ݀ݕ݀ݔ	~	ට஺௧ ൌ ට׬௞ሺ௫ሻௗ௫ସగ௧ .  ሺॄ௧ሻଶ ൌ ൫ݐଶܾሺܦ௫ሻ൯ିଵ is an integral operator “better” than ॄ௧ that we use to construct a 

bilinear functional associated to ቀ ିଵ௧௞ሺ௫ሻ∆௫ ൅ ͳቁଶ which is defined below. 

We say that a real bilinear functional ܥሼ݂, ݃ሽ on ܥ଴∞ሺܵሻ ൈ  ଴∞ሺܵሻ is associated to theܥ

operator ܾ ൌ ܾሺܦ௫ሻ, if for ߴ, ߶ א  ଴∞ሺܵሻ it satisfiesܥ

(BF)                      ܥሼܾ߶, ሽߴ ൌ ,߶ሼܥ ሽߴכܾ ൌ ሺ߶,   ሻߴ
and there exists a real kernel ߪ෤ሺ߯;	∙,∙ሻ א ଶሺܵܮ ൈ ܵሻ such that 

(RK)                    ܥሼ߶, ሽߴ ൌ ;෤ሺ߯ߪሻݕሺߴ∬ ,ݕ  .ݕ݀ݔሻ݀ݔሻ߶ሺݔ

We prove for the associated bilinear functional ॄܥሼ݂, ݃ሽ ؔ ൫ݐଶॄ௧,ௌଶ ݂, ݃൯, with kernel ॄߪ 

which we exhibit, the bilinear functional theorem due to Gårding, that is,  

THEOREM. If ݇ሺݔሻ א ,ା∞ሺܵܥ ሶܵሻ then ॄߪሺ߯; ,ݕ  ሻ is equal a.e. to a non negative boundedݔ

continuous function ߪሺ߯;	∙,∙ሻ that verifies ߪሺ߯; ,ݕ ሻݔ ൌ ܱሺ߯ଶሻ, Ͳ ൑ ;ሺ߯ߪ ,ݔ  ሻ, andݔ

(L)              limఞ՜∞
ఙሺఞ;௬,௫ሻఞమ ൌ ௞ሺ௫ሻସగ   if ݔ ൌ ∞limఞ՜     ,ݕ

ఙሺఞ;௬,௫ሻఞమ ൌ Ͳ if ݔ ്   .ݕ

This kernel ߪ verifies on ܵ ൈ ∙,∙ሻ	ሺ߯;ߪ ,ܵ ൌ ∙,∙ሻ	ሺ߯;߁ ൅  is the ߁ ∙,∙ሻ, where	ሺ߯;ݎ

fundamental solution of the operator on ܵ  and ݎ is a bounded continuous function. 

From (L) and properties of the special nature of ॄߪ one obtains Gårding’s limit formula 

(G). 

The constant ܣ can also be found via the normalized eigenfunctions when ܵ is a finitely 

connected Jordan region, (Carleman): 

(C)                            ݌׊ א ܵ		 ∑ థ೙మሺ௣ሻಾభ ெ ՜ ଵସగ஺.  

Chapter 6 ends with an optional appendix where we show some bounds and estimations 

of the function ܪ௞௪ሺ݌, ;ݍ ∬  ,ሻ, (see §4.15). For exampleߣ ,݌௞௪ሺܪ| ;ݍ െ߯ଶሻ|݀ݍ݀݌ ൑஽ൈ஽ ௖ఞమ ,     |ܪ௞௪ሺ݌, ;ݍ |ሻߣ ൑ ଵଶగܭ଴ሺ߯√݉|݌ െ   ,ሻ|ݍ
௞√௠ܪ ൒ ൒		௞௪ܪ		 ܦ ௞√ெ, where the regionܪ א ࡮ ת ॺ, ܦ is finitely connected and ݇ሺ݌ሻ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵ), ݉ ൌ inf	 ܯ,݇ ൌ sup ݇. 

 

Bahía Blanca, April 2015.  
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CAPÍTULO 5. 

Estudio del operador ቀ ିଵ௞ሺ௫ሻ∆௫ ൅  .ቁଶݐ

Introducción. El teorema 3 del §4.9, [BPII], dice que si ܵ y ሶܵ son abiertos acotados, ሶܵ ـ ܵ̅, ݐ ൒ Ͳ	, ݇ א ,ାሺܵ݌݅ܮ ሶܵሻ y 

(1)   	ॄ௧ ൌ ቀെ ଵ௞ ∆ ൅ ሺെ	 ቁିଵ,ݐ ଵ௞ ∆൅ݐሻख़௡ ൌ ሺߣ௡ ൅ ሻख़௡ݐ ൌ ,௡ିଵख़௡ߤ ሺߣ௡ ൐ Ͳሻ,  
entonces ∑ ଵሺఒ೙ା௧ሻమ ൏ ∞ஶଵ  y la serie ∑ ख़೙ሺ௫ሻख़೙ሺ௬ሻఒ೙ା௧ஶଵ  converge en ܮଶሺܵ ൈ ܵ; ,ݔሺܭ donde (ܭ ሻݕ ൌ ݇ሺݔሻ݇ሺݕሻ.  ौ௧ሺݔ, ሻݕ ؔ ∑ ख़೙ሺ௫ሻख़೙ሺ௬ሻఒ೙ା௧ஶଵ  es el núcleo de ॄ௧	como operador integral con peso	݇ሺݕሻ, 
                   														ሺॄ௧݄ሻሺݔሻ ൌ ׬ ौ௧ሺݔ, ௌݕሻ݀ݕ݇ሺ	ሻݕሻ݄ሺݕ .		ॄ௧ es un operador integral Hilbert-Schmidt tal que 	ॄ௧ख़௡ ൌ ଵߤ																										ሺʹሻ	vale	௡ख़௡ yߤ ൌ ‖ॄ௧‖ ൑ ‖ौ௧‖ଶ,௄ ൌ ඥ∑ߤ௡ଶ ൏ ∞. 

En el Capítulo 6 continuamos el estudio del núcleo ौ௧ de ॄ௧ junto con el de ॄ௧°	ॄ௧. 
En el §4.10 [BPII] se prueba que si ܣ ൌ ଵସగ ׬ ௌ݌݀݇ ሺ് Ͳሻ y para ݐ ՛ ∞  

ौ௧‖ଶ,௄ଶ‖ݐ                                    (3)  , ܣ~

entonces 

(4)                                     
ேሺ௧ሻ௧  . ܣ~

Para analizar el comportamiento asintótico (3) necesitaremos de algunos resultados 

previos que consideraremos a continuación. Nos apoyaremos en el trabajo [G] de L. 

Gårding en el tratamiento del tema.  

Recurriremos a la NOTACIÓN: 

 0,   tt , y si ݆ ൌ ͳ, ௝ܦ ,ʹ ؠ :௫ೕܦ ൌ డడ௫ೕ. Si ߙ ൌ ሺߙଵ, |ߙ| ,ଶሻߙ ൌ ଵߙ ൅  ଶߙ

también escribiremos ܦ௫ఈ ؠ :ఈܦ ൌ డ|ഀ|డ௫భഀ భడ௫మഀ మ.  
Utilizaremos la transformada de Fourier definida por ሺ݂࣠ሻ(y)ൌ ׬ ݁ି௜ۃ௬,௫ۄோమ ݂ሺݔሻ݀ݔ. 

También denotaremos con መ݂ሺݕሻ a la transformada de Fourier de ݂. Por tanto, 

(5)                   	ቀ஽ണప ߮ቁ෣ ሺݕሻ ൌ ௝ݕ ො߮ሺݕሻ,   	ቀ	௫ണప ߮ቁ෣ ሺݕሻ ൌ ௝ܦ ො߮ሺݕሻ. 
Si ݃ሺݕሻ ൌ መ݂ሺݕሻ א ሻݔଵሺܴଶሻ entonces ݂ሺܮ ൌ ሺ࣠ିଵ݃ሻሺݔሻ ൌ ଵሺଶగሻమ ׬ ݃ሺݕሻோమ ݁௜ۃ௫,௬ݕ݀ۄ.  
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La función ࡮. Para nuestros fines bastará con suponer ݐ ൒ ͳ. Sea ݖ א ܵ fijo. Para 

obtener buena parte de los resultados basta la hipótesis ݇ א  ାஶሺܵሻ, (cf. NOTA 4 delܥ

Apéndice 2 del Cap. 5). Sin embargo, por comodidad, supondremos ݇ א ,ାஶሺܵܥ ሶܵሻ. 
Para ݔ ൌ ሺݔଵ, ଶሻݔ א ܴଶ definimos,  

(6)        ܾ௭ሺܦ௫ሻ ؔ ଵ௧మ ቀെ ଵ௞ሺ௭ሻ∆௫ ൅ ௫ሻܦቁଶ,          ܾሺݐ ؠ ܾ௫ሺܦ௫ሻ. ܤ௭ሺݔሻ ؠ ;ሺ߯ܤ ,ݖ   ሻ será la distribución temperada solución de la ecuaciónݔ

(7)                       ܾ௭ሺܦ௫ሻܤሺ߯; ,ݖ ሻݔ ൌ ݔᇱሺܦ ሻ    enݔ௭ሺߜ א ܴଶሻ.  
Transformando Fourier la ecuación (7), se obtiene  

(8)                                    ቀ |௬|మ௧௞ሺ௭ሻ൅ ͳቁଶ ሻݕ௭෢ሺܤ ൌ ݁ି௜ۃ௬,௭ۄ . 
Vale ܤ௭෢ሺݕሻ ൌ ௘ష೔ۃ೤,೥ۄ൬ |೤|మ೟ೖሺ೥ሻାଵ൰మ א   ,ଵሺܴଶሻ. Luegoܮ

;ሺ߯ܤ       (9) ,ݖ ሻݔ ൌ ଵሺଶగሻమ ׬ ௘೔ೣۃష೥,೤ۄ൬ |೤|మഖమೖሺ೥ሻାଵ൰మ ݕ݀ ൌோమ ఞమ௞ሺ௭ሻሺଶగሻమ ׬ ௘೔ೣۃష೥,ഖඥೖሺ೥ሻ೤ۄሺ|௬|మାଵሻమ ݕ݀ ൌோమ  

                            ൌ 		௧௞ሺ௭ሻସగమ ׬ ௘೔ۃሺೣష೥ሻ√೟ඥೖሺ೥ሻ,೤ۄሺ|௬|మାଵሻమ ோమݕ݀ .  

Sigue que ܤ௭ሺݔሻ es real y continua y valen,  

                 
஻ሺఞ;௫,௫ሻఞమ ൌ ௞ሺ௫ሻସగ    si ݔ ൌ limఞ՜ஶ    ,ݖ ஻ሺఞ;௭,௫ሻఞమ ൌ Ͳ si ݔ ്  .ݖ

Luego obtenemos, donde ߜ௭,௫ es la delta de Kronecker, 

(10)            lim௧՜ஶ ஻൫√௧;௭,௫൯௧ ൌ ఋ೥,ೣ௞ሺ௭ሻସగమ ׬ ଵሺ|௬|మାଵሻమ ݕ݀ ൌோమ ఋ೥,ೣ௞ሺ௭ሻସగ . 

Fijado ܤ ,ݖሺ߯; ,ݖ  ௫ሻ a coeficientesܦሻ es una solución fundamental para el operador ܾ௭ሺݔ

constantes. Su determinación es un paso previo para hallar una solución fundamental ߁ሺ߯; ,ݖ ,௫ሻܦሻ del operador ܾ௫ሺݔ ݔ א ܵ. Es decir, que verifique 

(11)         ܾሺܦ௫ሻ߁ሺ߯; ,ݖ ሻݔ ൌ ሻݔ௭ሺߜ ൌ ݔሺߜ െ ݔᇱሺܦ ሻ     enݖ א ܵሻ, ݖ׊ א ܵ. 

Esto es,    ܾۃሺܦ௫ሻ߁ሺ߯; ,ݖ ,ሻݔ ߮ሺݔሻۄ ൌ ߮ሺݖሻ  para todo ߮ א ݔ଴ஶሺܥ א ܵሻ, ݖ׊ א ܵ. 

Estimación de ࡮ሺ࣑; ,ࢠ . ሻ y sus derivadas. De (9) obtuvimos ܤሺ߯; ,ݖ . ሻ א   ሺܴଶሻ yܥ

si |ߙ| ൌ ͳ, ܦ௫ఈܤሺ߯; ,ݖ ሻݔ א ݔሺܥ א ܴଶሻ.  
Mejores resultados se obtienen aplicando el Teorema 1 del Apéndice 1 a 

 22
1)( yyp  . Entonces, como 4 ,  

(12)                      ݁ఈ ൌ ൜ ͳ										si						|ߙ| ൑ ͳ|ݔ|ଶି|ఈ|ିఌ 	si	|ߙ| ൒ ʹ 

Luego, si ܯ଴ ൌ  ,real obtenemos ܤ ሻ߯ଶ, por serݖଶ/݇ሺߨ4
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;ሺ߯ܤ               ,ݖ ሻݔ ൌ ଵெబ ܲ ൬ሺݖ െ ሻ൰ݖሻ߯ඥ݇ሺݔ ൌ ܱሺͳሻ߯ଶܲ ൬ሺݖ െ   ሻ൰ݖሻ߯ඥ݇ሺݔ

y por Teoremas 1 y 2, Apéndice 1,  

;ሺ߯ܤ                                (13) ሻ∙,ݖ א ଵሺܴଶሻܮ ת ஶሺܴଶܥ ך ሼݖሽሻ, 
;ሺ߯ܤ௫ఈܦ           (14) ,ݖ ሻݔ ൌ ܱሺͳሻ߯ଶ ቀͳ ൅ ߯ඥ݇ሺݖሻ|ݔ െ ቁିே|ݖ ݁ఈሺ߯ඥ݇ሺݖሻሺݔ െ   ,ሻሻݖ
                                          para ݔ א ܴଶ ך ሼݖሽ,  con ܱሺͳሻ ൌ	función de ߙ,ܰ, ݇,   .ߝ

Dado que ܰ ൒ ͳ, ߯ ൌ ݐ√ ൒ ͳ, vale para |ߙ| ൑ 4, 

;ሺ߯ܤ௫ఈܦ (15) ,ݖ ሻݔ ൌ ቊܱሺͳሻ߯ଶሺͳ ൅ ݔ|߯ െ |ߙ|	si																																										ሻିே|ݖ ൏ ʹܱሺͳሻ߯ଶሺͳ ൅ ݔ|߯ െ ݔ|ሻିேሺ߯|ݖ െ |ߙ|	si										ሻଶି|ఈ|ିఌ|ݖ ൒ ʹ 

O sea, si |ߙ| ൌ Ͳ, ͳ, de la primera igualdad en (15) obtenemos con ܱሺͳሻ ൌ	función de ߙ,ܰ, ݇,  ,ߝ

;ሺ߯ܤ௫ఈܦ                   (16) ,ݖ ሻݔ ൌ ܱሺͳሻ߯ଶሺͳ ൅ ݔ|߯ െ  ,ሻିே|ݖ

y si |ߙ| ൌ 	ʹ, ͵, 4 y ݄ ൌ |ߙ| െ ʹ ൒ Ͳ,  

;ሺ߯ܤ௫ఈܦ             (17) ,ݖ ሻݔ ൌ ܱሺͳሻ߯ସି|ఈ|ିఌሺͳ ൅ ݔ|߯ െ ݔ|ሻିே|ݖ െ  .௛ିఌି|ݖ
 

5.1. Según nuestra hipótesis sobre ݇, (6) define un operador diferencial con coeficientes 

funciones indefinidamente diferenciables definidas en ܵ, por lo que podemos tratar a ܾ௫ሺܦ௫ሻ en el marco de la Teoría de Distribuciones, (véase Nota 1, Apéndice 2).  

Regularidad de ),;( B .  La función continua  

(1)                         




2
22

,

2
)1/()2(

1
:),(

R

yxi

dy
cy

e
xc


, 2, RxRc   ,  

resuelve la ecuación 0
2 ),()1/(  xccx , (cf. (9) Introducción). Como el operador 

diferencial en cuestión es elíptico, la solución fundamental ),( xc  es una función 

analítica en  0\2Rx , (cf. [Ho], p. 114). Fijado x, es una función analítica en ܿ ൐ Ͳ, 

por lo que es analítica en  )0\(),( 2RRxc   . Por otra parte, la transformación 

(2)      )0\(\)( 22 RRxzRS          definida por      )),((),( zxztkxz  , 

es indefinidamente diferenciable. Por tanto, )),(( zxztk   es indefinidamente 

diferenciable en Szx , , zx  .  

Luego, de ),;()),(( xzBzxztk   siguen 1) y 2) de la Proposición siguiente, donde 

                                     ܶ ؔ ሺܵ ൈ ܵሻ ך ሼݔ ൌ   .ሽݖ
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PROPOSICIÓN 1. 1) ܤሺ߯; ,ݖ ሻݔ א ሺܵܥ ൈ ܵሻ,  |ܤ| ൌ ܱሺ߯ଶሻ. 
;ሺ߯ܤ (2 ,ݖ ሻݔ א  .ஶሺܶሻܥ
3) Valen ߲ܤ ௜ݔ߲ א ሺܵܥ ൈ ܵሻ ⁄ת ܤ߲| ஶሺܶሻ yܥ ⁄௜ݔ߲ | ൌ ܱሺ߯ଶ). 

4) Si |ߙ| ൑ ͵ la función ܦ௫ఈܤሺ߯; ,ݖ ሻݔ א ݔଵሺܮ א ܵሻ y coincide con ܦ௫ఈܤ en ܦᇱሺݔ א ܵሻ. 
DEMOSTRACIÓN. 3) sigue de la misma manera, observando que 

(3)                             
డడ௫೔Φሺܿ, ሻݔ ൌ ଵሺଶగሻమ ׬ ௘೔ೣۃ,೤ۄ௜௬೔൬|೤|మ೎ ାଵ൰మோమ   ; ݕ݀

4) es una aplicación directa del Teorema 2 del Apéndice 1.                               QED. 

 

5.2. Método para la determinación de la solución fundamental Γ. Sea ahora  

(1)                                ܾሺܦ௫ሻ ൌ ܾ௫ሺܦ௫ሻ ൌ ቀ ି∆ೣ௧௞ሺ௫ሻ ൅ ͳቁଶ  

(2)                                ܾሺܦ௫ሻݑ ൌ ଵ௧మ ∆௞ ቀ∆௨௞ ቁ െ ଶ௧ ∆௨௞ ൅  ݑ

(3) 
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1
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2

2 xkt
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uDb x  grad u grad
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












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2
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Pasamos a describir el procedimiento con el que obtendremos una solución de la 

siguiente ecuación, 

(4)               ܾሺܦ௫ሻ߁ሺ߯; ,ݖ ሻݔ ൌ ሻݔ௭ሺߜ ൌ ݔሺߜ െ ݖ׊	ᇱሺܵሻܦ ሻ            enݖ א ܵ.  

 

La distribución error ࢼ. Supongamos que para ݖ א ܵ fijo, ߚ௭ sea la distribución  

;௭ሺ߯ߚ               (5) ሻݔ ൌ ൫ܾ௭ሺܦ௫ሻെܾ௫ሺܦ௫ሻ൯ܤሺ߯; ,ݖ ݔᇱሺܦ ሻ,        enݔ א ܵሻ. 
En otras palabras, para z fijo en ܵ tenemos, 

(5’)                        ܾሺܦ௫ሻܤሺ߯; ,ݖ ሻݔ ൌ ௭ߜ െ ;௭ሺ߯ߚ   .ᇱሺܵሻܦ ሻ      enݔ
Por lo visto ߚ௭ሺ߯; ܵ ሽ, (cf. §5.1). Enݖஶ en ܵ\ሼܥ ሻ es una funciónݔ ൈ ܵ definimos: 

;ሺ߯ߚ                   ,ݖ :ሻݔ ൌ ;௭ሺ߯ߚ ݔ ሻ  siݔ ് ;ሺ߯ߚ ,ݖ ,ݔ :ሻݔ ൌ Ͳ.   

Veremos más adelante que la función ߚሺ߯; ,ݖ ሻݔ א ଵሺܵܮ ൈ ܵሻ y existe ܴ ൏ ∞ tal que ‖ߚሺ߯; ሻ‖ଵ∙,ݖ ൑ ,∙;ሺ߯ߚ‖ ,ܴ ሻ‖ଵݔ ൑ ܴ, (Proposición 1§5.3). 

Probaremos en §5.5 que la distribución ߚ௭ es igual en ܵ a la función ߚሺ߯;  ሻ. Entonces∙,ݖ

(5’) significa que para toda ߶ሺݔሻ א  ଴ஶሺܵሻ valeܥ

,௭ߚۃ     (”5) ۄ߶ ൌ ;ሺ߯ߚ׬ ,ݖ ݔሻ݀ݔሻ߶ሺݔ ൌ ߶ሺݖሻ െ ׬ ;ሺ߯ܤ ,ݖ ௌݔሻ൯݀ݔ௫ሻ߶ሺܦሺכሻ൫ܾݔ . 

Esto sugiere que es posible que encontremos ߁ bajo la forma 

;ሺ߯߁                                (6) ,ݖ ሻݔ ൌ ;ሺ߯ܤ ,ݖ ሻݔ ൅ ܸሺ߯; ,ݖ  ,ሻݔ
donde V debe ser entonces solución de 
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(7)                              ܾሺܦ௫ሻܸሺ߯; ,ݖ ሻݔ ൌ ;ሺ߯ߚ ,ݖ  .Ԣሺܵሻܦ ሻ enݔ
Para resolver (7) téngase en cuenta la estimación en ܶ:  

;ሺ߯ߚ                           ,ݖ ሻݔ ൌ ܱሺͳሻ|ݔ െ ଵିఌି|ݖ , ߝ א ሺͲ,ͳሻ, 
que se demuestra más adelante, (cf. (6) §5.3).  

Observemos que para ݑሺݕሻ א ݕଵሺܮ א ܵሻ, ߶ א  ,଴ஶሺܵሻ, vale, (cf. Prop. 1 §5.1)ܥ

׬	     (8) ቀ׬ ;ሺ߯ܤ ,ݕ ௌݕሻ݀ݕሺݑሻݔ ቁ ௌݔሻ݀ݔ௫ሻ߶ሺܦሺכܾ ൌ 

                   ൌ ׬ ሻݕሺݑ ቀ׬ ;ሺ߯ܤ ,ݕ ሻௌݔ ቁݔሻ݀ݔ௫ሻ߶ሺܦሺכܾ ݕ݀ ൌௌ  por	ሺͷ"ሻ 	ൌ 

                   ൌ ׬ ሻݕሺݑ ቀ߶ሺݕሻ െ ׬ ;ሺ߯ߚ ,ݕ ሻௌݔ ߶ሺݔሻ݀ݔቁ ݕ݀ ൌௌ  

                   ൌ ׬ ߶ሺݔሻ ቀݑሺݔሻ െ ׬ ;ሺ߯ߚ ,ݕ ௌݕሻ݀ݕሺݑሻݔ ቁ ௌݔ݀ . 

(Nótese que por el teorema de Fubini es legítimo el cambio del orden de integración en 

el último término). Si llamamos,  

(9)                              ൞ ܸሺݔሻ ؔ ׬ ;ሺ߯ܤ ,ݕ ሻௌݔ ,ݕሻ݀ݕሺݑ
ܹሺݔሻ ؔ ሻݔሺݑ െ ׬ ;ሺ߯ߚ ,ݕ ௌݕሻ݀ݕሺݑሻݔ

    , 

de (8) resulta: ׬ ܸሺݔሻܾכሺܦ௫ሻ߶ሺݔሻ݀ݔ ൌ ׬ ܹሺݔሻௌௌ ߶ሺݔሻ݀ݔ. O sea, 

(10)                               ܾሺܦ௫ሻܸ ൌ ܹ      en ܦᇱሺܵሻ. 
Comparando (10) con (7) vemos que para resolver nuestro problema bastará encontrar ݑሺ߯; ሻ∙,ݖ א ሻݔଵሺܵሻ que verifique ܹሺܮ ൌ ;ሺ߯ߚ ,ݖ ݖ ሻ paraݔ ്  esto es ,ݔ

;ሺ߯ߚ        (11) ,ݖ ሻݔ ൌ ;ሺ߯ݑ ,ݖ ሻݔ െ ׬ ;ሺ߯ߚ ,ݕ ;ሺ߯ݑሻݔ ,ݖ ௌݕሻ݀ݕ . 

En este caso, por (9) y (10), ܸሺ߯; ,ݖ ሻݔ ൌ ׬ ;ሺ߯ܤ ,ݕ ሻௌݔ ;ሺ߯ݑ ,ݖ  será una solución ݕሻ݀ݕ

de (7) y ߁ሺ߯; ,ݖ ሻݔ ൌ ;ሺ߯ܤ ,ݖ ሻݔ ൅ ܸሺ߯; ,ݖ  ሻ verificaráݔ

      ܾሺܦ௫ሻ߁ ൌ ܾሺܦ௫ሻܤ ൅ ܾሺܦ௫ሻܸ ൌ ܾሺܦ௫ሻܤ ൅ ߚ ൌ ሺߜ௭ െ ሻߚ ൅ ߚ ൌ  .ᇱሺܵሻܦ ௭ enߜ
 

5.3. Acotación de ߚሺ߯; ,ݖ  :ሻ. Escribimos (5) §5.2 de la siguiente maneraݔ

;ሺ߯ߚ       (1) ,ݖ ሻݔ ൌ ሺͳ ݇ଶሺݖሻ െ ͳ ݇ଶሺݔሻ⁄⁄ ሻ ȟଶܤ ߯ସ െ ሺʹ ݇ሺݖሻ⁄ െ ʹ ݇ሺݔሻ⁄ ሻ⁄ ȟܤ ࣑૛ െ⁄          

 െሺʹ߯ିସ ݇ሺݔሻሻgradሺͳ ݇ሺݔሻ⁄⁄ ൈ grad	ȟܤ െ ሺ߯ିସ ݇ሺݔሻሻȟሺͳ ݇ሺݔሻ⁄ ሻ⁄ ȟܤ,     ሺݖ, ሻݔ א ܶ. 

Estimaremos a continuación los sumandos. Puesto que ݇ א ,ାஶሺܵܥ ܵᇱሻ, resulta para ݔ, ሻݔሺ݇|	 ܵ߳	ݖ െ ݇ሺݖሻ| ൑ ݔ|ܥ െ  Luego, usando (15) Introducción, obtenemos .	|ݖ

(2)       |ሺͳ ݇ଶሺݖሻ െ ͳ ݇ଶሺݔሻ⁄⁄ ሻ ȟଶܤ ߯ସሻ⁄ | ൑ ܱሺͳሻ|ݔ െ ଵିఌ߯ିସିఌሺͳି|ݖ ൅ ݔ|߯ െ  ,ሻିே|ݖ

(3)       หሺʹ ݇ሺݖሻ⁄ െ ʹ ݇ሺݔሻ⁄ ሻ ȟܤ ࣑૛⁄ ห ൑ ܱሺͳሻ|ݔ െ ଵିఌ߯ିఌሺͳ|ݖ ൅ ݔ|߯ െ  ,ሻିே|ݖ
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(4)  หሺʹ߯െ4 ݇ሺݔሻሻgradሺͳ ݇ሺݔሻሻ⁄⁄ ൈ grad	ȟܤห ൑ ܱሺͳሻ߯െ͵െݔ|ߝ െ ሺͳߝെͳെ|ݖ ൅ ݔ|߯ െ  , ሻെܰ|ݖ

(5)      |ሺ߯ିସ ݇ሺݔሻሻȟሺͳ ݇ሺݔሻ⁄ ሻ⁄ ȟܤ| ൑ ܱሺͳሻ߯ିଶିఌ|ݔ െ ఌሺͳି|ݖ ൅ ݔ|߯ െ  ,ሻିே|ݖ

donde 1  y ܱሺͳሻ función de ߙ,ܰ, ,ߝ ݇ pero independiente de ߯. Por tanto, para todo ሺݖ, ሻݔ א ܶ vale, con ܥ ൌ ,ሺܰܥ ݇, ሺ൒	ሻߝ ͳሻ independiente de ߯	, 
;ሺ߯ߚ|                  (6) ,ݖ |ሻݔ ൑ ݔ|ܥ െ ଵିఌ߯ିఌሺͳି|ݖ ൅ ݔ|߯ െ    .ሻିே|ݖ

PROPOSICIÓN 1. i) ߚሺ߯; ,ݖ ሻݔ א ଵሺܶሻܮ ת  ,ஶሺܶሻܥ
ii) ׬ ;ሺ߯ߚ| ,ݐ ሼ௫ሽךሻ|ௌݔ ݐ݀ ൑ ܴ߯ିఌ, 
iii) ׬ ;ሺ߯ߚ| ,ݖ ሼ௭ሽךሻ|ௌݐ ݐ݀ ൑ ܴ߯ିఌ, 
con ܴ independiente de ߯ ൒ ͳ, ݔ א ܵ o ݖ א ܵ . 

Para fijar ideas extendemos ߚ como función a ܵ ൈ ܵ de manera que ߚሺ߯; ,ݔ ሻݔ ൌ Ͳ.  
Para su uso más adelante presentamos aquí los adjuntos de los operadores diferenciales  

(2) y (3). Vale ܾ௭כሺܦ௫ሻ ൌ ܾ௭ሺܦ௫ሻ.  
El adjunto de ܾ௫ሺܦ௫ሻ ൌ ቀ ି∆ೣ௧௞ሺ௫ሻ ൅ ͳቁଶ aplicado a ݑ א  ଴ஶሺܵሻ esܥ

(7) u
k

u

tk

u
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5.4. Determinación de ࢛ሺ࣑; . , . ሻ. Recordemos la ecuación, ((11) §5.2),  

;ሺ߯ߚ                 (1) ,ݖ ሻݔ ൌ ;ሺ߯ݑ ,ݖ ሻݔ െ ׬ ;ሺ߯ݑ ,ݖ ;ሺ߯ߚሻݐ ,ݐ ௌݐሻ݀ݔ . 

Llamando ܭ al operador ሺݑܭሻሺݔሻ ൌ ׬ ሺௌߚ ߯; ,ݐ ݑ  sobre funciones ݐሻ݀ݐሺݑሻݔ א  ,ଵሺܵሻܮ
tenemos ‖ݑܭ‖௅భ ൑ ׬ ݔ݀ ׬ ;ሺ߯ߚ| ,ݐ ݐ݀|ሻݐሺݑ||ሻݔ ൌ ׬ |ሻݐሺݑ| ቀ׬ ;ሺ߯ߚ| ,ݐ ௌݔ݀|ሻݔ ቁ ௌௌௌݐ݀ .  

Usando la Proposición 1 §5.3  resulta ‖ݑܭ‖௅భ ൑ ܴ߯ିఌ‖ݑ‖௅భ,  

y por tanto, si ܴ߯ିఌ ൏ ͳ, la norma del operador ܭ será menor que 1 y podremos 

encontrar la solución de (1) como la serie convergente en ܮଵሺܵሻ: 
;ሺ߯ݑ                        ሻ∙,ݖ ൌ ሺܫ ൅ ܭ ൅ ଶܭ ൅∙∙∙ሻߚሺ߯;   .ሻ∙,ݖ
Para obtener propiedades más finas de ݑሺ߯; ,ݖ  ሻ estudiaremos a continuación el núcleoݔ

de los operadores ܭ௝. 
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Escribiremos ߚሺݐ, ;ሺ߯ߚ ሻ en lugar deݔ ,ݐ  .ሻ para simplificar las fórmulasݔ

De (6) §5.3 se obtiene para ݔ, ,ݐ ݖ א ݔ ,ܵ ് ݐ ്  ,ݖ

,ݔሺߚ|           (2) ,ݐሺߚሻݐ |ሻݖ ൑ ݔ|ଶ߯ିଶఌሺܥ െ ݐ||ݐ െ ሻିଵିఌሺͳ|ݖ ൅ ݔ|߯ െ   .ሻିே|ݖ

Si ܽ, ܾ ൐ Ͳ, Ͳ ൏ ߙ ൑   ,es fácil ver que vale, ([BP] §0.9) ,ߚ

(3)                                     
ଵ௔ഀ௕ഁ ൑ ቀ ଵ௔ഁ ൅ ଵ௕ഁቁ ቀ ଶ௔ା௕ቁఈ.  

En consecuencia, usando (2) y (3) con ߙ ൌ ߚ ൌ ͳ ൅ ܽ ,ߝ ൌ ݔ| െ ܾ ,|ݐ ൌ ݐ| െ  y la |ݖ

desigualdad triangular ܽ ൅ ܾ ൒ ݔ| െ  :obtenemos ,|ݖ

,ݔሺܫ  (4) :ሻݖ ൌ ׬ ,ݔሺߚ| ,ݐሺߚሻݐ ݐ݀|ሻݖ ൑ௌ  

             ൑ ݔ|ଶʹଵାఌ߯ିଶఌܥ െ ଵିఌሺͳି|ݖ ൅ ݔ|߯ െ ሻିே|ݖ ቀ׬ ௗ௧|௫ି௧|భశഄ ൅ௌ ׬ ௗ௧|௭ି௧|భశഄௌ ቁ ൑ 

             ൑ ሺܳ ߯ఌ⁄ ሻଶ|ݔ െ ଵିఌሺͳି|ݖ ൅ ݔ|߯ െ  ,ሻିே|ݖ

donde 

    ܳ ൌ ଶܯ  con ܯܥ ൌ max ቄʹଵାఌʹ׬ ௌ	௬|ஸୢ୧ୟ୫|ݕଵିఌ݀ି|ݕ| , ͳቅ, ܥ ൌ ,ሺܰܥ ݇, ሻߝ ൒ ͳ.  

 Luego, ܥ ൑ ܳ y de (6) §5.3 y (4) obtenemos,  

׬   (5) ,ݖሺߚ| ௡ିଵሻ|ௌݕ ௡ିଵݕ݀ ׬ ,௡ିଵݕሺߚ| ௡ିଶሻ|ௌݕ ׬ڮ௡ିଶݕ݀ ,ଶݕሺߚ| ,ଵݕሺߚ||ଵሻݕ ଵݕ݀|ሻݔ ൑ௌ  

                     ൑ ሺܳ ߯ఌ⁄ ሻ௡|ݔ െ ଵିఌሺͳି|ݖ ൅ ݔ|߯ െ  .ሻିே|ݖ

Sea,  

,ݖሺݒ        (6) ሻݔ ؔ ,ݖሺߚ| |ሻݔ ൅ ׬ ,ݖሺߚ| ሻ|ௌݐ ,ݐሺߚ| ݐ݀|ሻݔ ൅	 
                              ൅׬ ,ݖሺߚ| ݐ݀|ሻݐ ׬ ,ݐሺߚ| ሻ|ௌௌݕ ,ݕሺߚ| ݕ݀|ሻݔ ൅ 

                              ൅׬ ,ݖሺߚ| ݕ݀|ሻݕ ׬ ,ݕሺߚ| ݐ݀|ሻݐ ׬ ,ݐሺߚ| ,ݏሺߚ||ሻݏ ݏ݀|ሻݔ ൅ ௌௌௌڮ  . 

Luego, 

,ݖሺݒ                 (’6) ሻݔ ൑ ݔ| െ ଵିఌሺͳି|ݖ ൅ ݔ|߯ െ ሻିே|ݖ ∑ ሺܳ ߯ఌ⁄ ሻ௠ஶ௠ୀଵ . 

Como ܳ es independiente de ߯, para ߯ఌ ൒ ʹܳ vale  ∑ ቀ ொఞഄቁ௠ ൌ ொఞഄିொ ൑ ଶொఞഄ ൑ ͳஶ௠ୀଵ .  

Por tanto es legítimo escribir 

,ݖሺݑ   (7) ሻݔ ؔ ,ݖሺߚ ሻݔ ൅ ׬ ,ݖሺߚ ,ݕሺߚሻݕ ݕሻ݀ݔ ൅ ׬ ,ݖሺߚ ݏሻ݀ݏ ׬ ,ݏሺߚ ,ݕሺߚሻݕ ௌௌௌݕሻ݀ݔ ൅ 

                                      ൅׬ ,ݖሺߚ ݐሻ݀ݐ ׬ ,ݐሺߚ ݏሻ݀ݏ ׬ ,ݏሺߚ ,ݕሺߚሻݕ ݕሻ݀ݔ ൅ڮௌௌௌ ൌ 

                    ൌ ,ݖሺߚ ሻݔ ൅ ,ݖሺߚ׬ ,ݕሺߚሻݕ ݕሻ݀ݔ ൅∬ߚሺݖ, ,ݏሺߚሻݏ ,ݕሺߚሻݕ ݕ݀ݏሻ݀ݔ ൅  

                                     ൅ߚ׮ሺݖ, ,ݐሺߚሻݐ ,ݏሺߚሻݏ ,ݕሺߚሻݕ ሻݔ ݕ݀ݏ݀ݐ݀ ൅ݑ . ڮሺݖ, ሻݔ ؠ ;ሺ߯ݑ ,ݖ  ,ሻ satisface (1) pues se verifica que valeݔ
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;ሺ߯ݑ                         ,ݖ ሻݔ െ ,ݖሺߚ ሻݔ ൌ ;ሺ߯ݑ׬ ,ݖ ,ݕሺߚሻݕ   .ݕሻ݀ݔ

Además, si ሺݖ, ሻݔ א ܶ tenemos 	por (6’) 

;ሺ߯ݑ|                  (8)  ,ݖ |ሻݔ ൑ ,ݖሺݒ ሻݔ ൑ ଶொఞഄ ଵ|௫ି௭|భశഄ ଵหଵାఞ|௫ି௭|หಿ . 

PROPOSICIÓN 1. Sea ߯ఌ ൒ ʹܳ ൌ ,∙ሺݒ Entonces, las funciones .ܯܥʹ  ሻ∙,ݔሺݒ ሻ yݔ
pertenecen a una bola de ܮଵሺܵሻ. Ídem para la función ݑሺ. , . ሻ. Además ݑሺ. , . ሻ, .ሺݒ , . ሻ 
pertenecen a ܮଵሺܵ ൈ ܵሻ. La función ݑሺ∙,∙ሻ verifica 

;ሺ߯ݑ                                     ,ݖ ሻݔ ൌ ;ሺ߯ߚ ,ݖ ሻݔ ൅ ;ሺ߯ݑ׬ ,ݖ ;ሺ߯ߚሻݕ ,ݕ . ݕሻ݀ݔ

Sobre la regularidad de u tenemos la  

PROPOSICIÓN 2. Sea ߯ఌ ൒ ʹܳ. La función ݒሺݖ, ݔ|ሻݔ െ  ଵାఌ es acotada y continua|ݖ

en ܶ. La función uሺݖ, ݔ|ሻݔ െ .ܶ ଵାఌ también es acotada y continua en|ݖ
 

DEMOSTRACIÓN. Si ݔ, ,ݖ ܺ, ܼ א ݔ ,ܵ א ݖ ,௥ሺܺሻܤ א ܺ| ௥ሺܼሻ yܤ െ ܼ| ൐  entonces ,ݎʹ

de (2)-(4) §5.4 obtenemos para ሺݔ, ሻݕ ՜ ሺܺ, ܼሻ, 
,ݔሺܫ          ሻݖ ൌ ׬ ,ݔሺߚ| ,ݕሺߚሻݕ ሻ|ௌݖ ݕ݀ ՜ ׬ ,ሺܺߚ| ,ݕሺߚሻݕ ܼሻ|ௌ ݕ݀ ൌ ,ሺܺܫ ܼሻ, 
o sea, ܫ es continua en ܶ. La estimación (5) y el mismo procedimiento permiten 

demostrar que el tercer sumando de (6) es continuo en ݔ,  etc. Luego de multiplicar la ,ݖ

serie (6) por 
 1

zx  se ve que esta es mayorada por ܱሺͳሻ∑ ሺܳ ߯ఌ⁄ ሻ௠ஶ௠ୀଵ ൌ ܱሺͳ ߯ఌ⁄ ሻ. 
La serie que define a v converge entonces uniformemente sobre compactos de ܶ,  QED. 

 

;ሺ࣑ࢣ .5.5 ,ࢠ ࢞ሻ, una solución fundamental para el operador ࢈ሺ࢞ࡰሻ.  Lo único que nos 

falta probar del método descripto en el §5.2 para hallar ߁ es que la función ߚሺ߯; ,ݖ  ሻݔ
definida allí efectivamente resuelve (5) del §5.2, esto es, ߚ ൌ ሺܾ௭ െ ܾሻܤ,   .ᇱሺܵሻܦ	
LEMA 1. Para ߶ א  ଴∞ሺܵሻ, se verificaܥ

׬         (1) ;ሺ߯ߚ ,ݖ ݔሻ݀ݔሻ߶ሺݔ ൌ ׬ ;ሺ߯ܤ ,ݖ ௫ሻܦሻ൫ܾ௭ሺݔ െ ௌௌݔሻ݀ݔ௫ሻ൯߶ሺܦሺכܾ . 

DEMOSTRACIÓN. Consideremos  

:ఋܫ   (2) ൌ ׬ ,ݖሺߚ ݔሻ݀ݔሻ߶ሺݔ െௌ\஻ഃሺ௭ሻ ׬ ,ݖሺܤ ௫ሻܦሻ൫ܾ௭ሺݔ െ ஻ഃሺ௭ሻך௫ሻ൯ௌܦሺכܾ ߶ሺݔሻ݀ݔ ൌ  

             ൌ ׬ ൛൫ܾ௭ሺܦ௫ሻ െ ܾሺܦ௫ሻ൯ܤሺݖ, ݔሻ݀ݔሻൟ߶ሺݔ െௌ\஻ഃሺ௭ሻ   

                     െ׬ ,ݖሺܤ ௫ሻܦሻ൫ܾ௭ሺݔ െ ஻ഃሺ௭ሻך௫ሻ൯ௌܦሺכܾ ߶ሺݔሻ݀ݔ ൌ 

            	ൌ ׬ ሾሼሺܾ௭ െ ܾ௫ሻܤሽ߶ െ ሺܾ௭ܤ െ ܾ௫ሻכ߶ሿௌך஻ഃሺ௭ሻ  .ݔ݀
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El corchete en la última integral es la divergencia de un vector cuyas componentes son 

sumas de términos de la forma 

(3)              േ	ܦ௫ఊܤሺ߯; ,ݖ   , ሻሻݔሻ߶ሺݔ௫ఛሺܿ௞ሺܦሻݔ
donde |ߛ| ൅ |߬| ൑ ͵ y ܿ௞ሺݔሻ es el coeficiente de una derivada de orden	|ߛ| ൅ |߬| ൅ ͳ en ൫ܾ௭ሺܦ௫ሻ െ ܾሺܦ௫ሻ൯, (cf. Nota 6, Apéndice 2, este capítulo).  

Aplicando el teorema de la divergencia de Gauss a la integral en (2) se obtiene que |ܫఋ| 
está acotada por una suma de términos de la forma: 

(4)    ఊܶఛ௞ ൌ ቀ׬ 	หܦ௫ఊܤሺݖ, ሻ|௭ି௫|ୀఋݔఋሺߪ݀	ሻ൯หݔሻ߶ሺݔ௫ఛ൫ܿ௞ሺܦห	ሻหݔ ቁ, con |߬| ൅ |ߛ| ൑ ͵. 

Se obtiene, usando (16) y (17) Intr. para |ߛ| ൑ ʹ  

(5)   ห ఊܶఛ௞ห ൌ ׬ 	|௭ି௫|ୀఋ ܱሺିߜఌሻ݀ߪఋሺݔሻ ൌ ܱሺߜଵିఌሻ. 
Para |ߛ| ൌ ͵	 resulta ߬ ൌ Ͳ y ܿ௞ሺݔሻ es el coeficiente de una derivada de orden 4. Esto es ܿ௞ሺݔሻ ൌ ߯ିସ ቀ ଵ௞మሺ௭ሻെ ଵ௞మሺ௫ሻቁ ൌ ܱሺ|ݔ െ  ሻ. Usando (17) Intr. se obtiene nuevamente|ݖ

(6)   ห ఊܶఛ௞ห ൌ ׬ 	|௭ି௫|ୀఋ ܱሺିߜଵିఌሻܱሺߜሻ݀ߪఋሺݔሻ ൌ ܱሺߜଵିఌሻ. 
Se concluye que vale  	ܫఋ ఋ՜଴ሱۛሮ Ͳ.                                                                             QED. 

COROLARIO. ߁ es solución de ܾ௫ሺܦ௫ሻ߁ሺ߯; ,ݖ ሻݔ ൌ  .ᇱሺܵሻܦ ௭ enߜ
Estimación de ߁. Dado que ܤ es ܱሺ߯ଶሻ, de (8) §5.4 y la Introducción vemos que las  

integrales ׬ ;ሺ߯ܤ ,ݕ ;ሺ߯ݑሻݔ ,ݖ ௌݕሻ݀ݕ ׬ , ;ሺ߯ܤఈܦ ,ݕ ;ሺ߯ݑሻݔ ,ݖ ௌݕሻ݀ݕ |ߙ| , ൌ ͳ, son ைሺఞమషഄሻሺଵାఞ|௫ି௭|ሻಿ . La primera es igual a ܸሺ߯; ,ݖ  ሻ.  Ellas definen funciones continuas. Enݔ

efecto, sean ݔ ՜ ܺ, ݖ ՜ ܼ y consideremos la primera integral (la segunda se trata 

análogamente). Ella se escribe como 

׬    (7) ;ሺ߯ܤ ,ݕ ;ሺ߯ݑሻݔ ,ݖ ௬ି௓|வఋ|ݕሻ݀ݕ ൅ ׬ ;ሺ߯ܤ ,ݕ ;ሺ߯ݑሻݔ ,ݖ ௬ି௓|ஸఋ|ݕሻ݀ݕ ൌ  

׬ =                  ሼܤሺ߯; ,ݕ ;ሺ߯ݑሻሾݔ ,ݖ ݕ|ሻݕ െ ଵାఌሿሽ|ݖ ௗ௬|௬ି௭|భశഄ|௬ି௓|வఋ ൅ ߜሺͳሻ,   ሺ݋ ՜ Ͳሻ. 
La llave define una función acotada y la integral converge a     ׬ ;ሺ߯ܤ ,ݕ ܺሻݑሺ߯; ܼ, ௬ି௓|வఋ|ݕሻ݀ݕ ൌ ׬ ;ሺ߯ܤ ,ݕ ܺሻݑሺ߯; ܼ, ݕሻ݀ݕ ൅ ሺͳሻௌ݋ . 

NOTACIÓN. ሾܦ௫ఈܤሺ߯; ,ݕ ;ሺ߯ܤ௫ఈܦ ሻሿ será la función igual aݔ ,ݕ ݕ ሻ siݔ ്  e igual a 0 ,ݔ

en caso contrario. Ídem para ߁ y ܸ. 

Por la Proposición 1 del § 5.1 y para |ߙ| ൑ ͵, 

;ሺ߯ܤ௫ఈܦ                     ,ݕ ሻݔ ൌ ሾܦ௫ఈܤሺ߯; ,ݕ ݔᇱሺܦ ሻሿ    enݔ א ܵሻ. 
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TEOREMA 1. Si |ߙ| ൑ ͵ entonces  

i) ܦ௫ఈܸሺ߯; ,ݖ ሻݔ ൌ ׬ ሾܦ௫ఈܤሺ߯; ,ݕ ;ሺ߯ݑሻሿݔ ,ݖ ௌݕሻ݀ݕ  en ܦᇱሺݔ א ܵሻ. 
ii) ܦ௫ఈ߁ሺ߯; ,ݐ ሻݔ ൌ ሾܦ௫ఈ߁ሺ߯; ,ݐ ݔᇱሺܦ  ,ሻሿݔ א ܵሻ. 
DEMOSTRACIÓN. Dado que ߁ ൌ ܤ ൅ ܸ y ܦ௫ఈܤሺ߯; ,ݕ ሻݔ ൌ ሾܦ௫ఈܤሺ߯; ,ݕ  ,ᇱሺܵሻܦ ሻሿ enݔ
bastará probar i). Sea ߙ tal que ͳ ൑ |ߙ| ൑ ͵. Definimos, para ݔ ്  ,ݖ

(8)       ఈܹሺ߯; ,ݖ ሻݔ ൌ ׬ ;ሺ߯ݑ ,ݖ ;ሺ߯ܤ௫ఈܦሻሾݕ ,ݕ ௌݕሻሿ݀ݔ . 

Dado que ݑሺ߯; ,ݖ ሻݕ ൌ ܱሺͳሻ|ݖ െ ;ሺ߯ܤ௫ఈܦ  ଵିఌ (cfr. (8) §5.4) yି|ݕ ,ݕ ሻݔ ൌ ܱሺͳሻ|ݖ െ   ,ଵିఌ (cfr. (16) y (17) Introducción)ି|ݕ

resulta, como en  (4) §5.4, para ݔ ്  ,ݖ

(9)      | ఈܹሺ߯; ,ݖ |ሻݔ ൑ ׬ ;ሺ߯ݑ| ,ݖ ;ሺ߯ܤ௫ఈܦ||ሻݕ ,ݕ ௌݕ݀|ሻݔ ൌ ܱሺͳሻ|ݔ െ  .ଵିఌି|ݖ
En consecuencia, la función ׬ | ఈܹሺ߯; ,ݖ ݔ݀|ሻݔ ൌ ܱሺͳሻௌ . 

Luego, si ߶ሺݔሻ א  ଴ஶሺܵሻ, se puede aplicar el Teorema de Fubini en las integrales queܥ

siguen:  ۃ ఈܹሺ߯; ,ݖ ,ሻݔ ߶ሺݔሻۄ ൌ ׬ ;ሺ߯ݑ ,ݖ ݕሻ݀ݕ ׬ ;ሺ߯ܤ௫ఈܦ ,ݕ ሻௌௌݔ ߶ሺݔሻ݀ݔ ൌ  ൌ ሺെͳሻ|ఈ| ׬ ;ሺ߯ݑ ,ݖ ݕሻ݀ݕ ׬ ;ሺ߯ܤ ,ݕ ௫ఈௌௌܦሻݔ ߶ሺݔሻ݀ݔ ൌ ሺെͳሻ|ఈ|ܸۃሺ߯; ,ݖ ,ሻݔ  .ۄሻݔ௫ఈ߶ሺܦ
Esto es, ܦ௫ఈܸሺ߯; ,ݖ ሻݔ ൌ ఈܹሺ߯; ,ݖ ݔᇱሺܦ ሻ enݔ א ܵሻ, por lo cual  ܦ௫ఈܸ ൌ ሾܦ௫ఈܸሿ,      QED. 

PROPOSICIÓN 1. Sea ߯ఌ ൒ ʹܳ. Entonces, ܦ௫ఈ߁ሺ߯; ,ݖ ሻݔ א ሺܵܥ ൈ ܵሻ ת ஶሺܵܮ ൈ ܵሻ si |ߙ| ൑ ͳ, ܦ௫ఈ߁ሺ߯; ,ݖ ݔ|ሻݔ െ ఌ|ݖ א ሺܶሻܥ ת |ߙ| ஶሺܶሻ siܮ ൌ ;ሺ߯߁௫ఈܦ ,ʹ ,ݖ ݔ|ሻݔ െ ଵାఌ|ݖ א ሺܶሻܥ ת |ߙ| ஶሺܶሻ siܮ ൌ ͵. 

Dado que ߁ ൌ ܤ ൅ ܸ y que ܤ satisface estas mismas propiedades, (cf. Introducción), 

basta probar la siguiente Proposición 2 para demostrar la Proposición 1. 

PROPOSICIÓN 2. Sea ߯ఌ ൒ ʹܳ.  

1) Si |ߙ| ൑ ͳ entonces ܦ௫ఈܸሺ߯; ,ݖ ሻݔ א ሺܵܥ ൈ ܵሻ ת ஶሺܵܮ ൈ ܵሻ, ܦ௫ఈܸ ൌ ܱሺ߯ଶିఌሻ, 
;௫ఈܸሺ߯ܦ (2 ,ݖ ݔ|ሻݔ െ ఌ|ݖ א ሺܶሻܥ ת |ߙ| ஶሺܶሻ siܮ ൌ ʹ, 

;௫ఈܸሺ߯ܦ (3 ,ݖ ݔ|ሻݔ െ ଵାఌ|ݖ א ሺܶሻܥ ת |ߙ| ஶሺܶሻ siܮ ൌ ͵. 

DEMOSTRACIÓN. Sea ߙ tal que ͳ ൑ |ߙ| ൑ ͵. Sabemos por i), T.1 que, para ݔ ്  ,ݖ

(9’)               ఈܹሺ߯; ,ݖ ሻݔ ൌ ׬ ;ሺ߯ݑ ,ݖ ;ሺ߯ܤ௫ఈܦሻݕ ,ݕ ሻ௬ஷ௭,௫ݔ ݕ݀ ൌ ;௫ఈܸሺ߯ܦ ,ݖ  .ሻݔ
Si |ߙ| ൌ Ͳ,ͳ, la función ఈܹ א ሺܵܥ ൈ ܵሻ ת ஶሺܵܮ ൈ ܵሻ, (cf. (7)).  

Supongamos ʹ ൑ |ߙ| ൑ ݔ| ,͵ െ |ݖ ൐ Ͳ. Entonces ఈܹ א  ሺܶሻ. En efecto, para demostrarܥ

la continuidad de ఈܹ en ݔ, ,ݖ ݔ| െ |ݖ ൐ ߜ ൐ ௡ݔ basta observar que para ,ݎʹ ՜ ,ݔ ௡ݖ ՜   ,ݖ
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׬      ,௡ݖሺݑ ,ݕሺܤ௫ఈܦሻݕ ஻ೝሺ௫ሻ׫஻ೝሺ௭ሻךௌݕ௡ሻ݀ݔ    ՜   ׬ ,ݖሺݑ ,ݕሺܤ௫ఈܦሻݕ ஻ೝሺ௫ሻ׫஻ೝሺ௭ሻךௌݕሻ݀ݔ   

y que para ݎ ՜ Ͳ, ׬ ,ݖሺݑ ,ݕሺܤ௫ఈܦሻݕ ݕሻ݀ݔ ൌ ஻ೝሺ௫ሻ׫ሺͳሻ஻ೝሺ௭ሻ݋ . 

Esto sigue de las estimaciones de ܦ௫ఈܤ en la Introducción y de la Proposición 2, §5.4. 

Como en (4) §5.4 obtenemos para |ݔ െ |ݖ ൐ Ͳ la fórmula (11) siguiente.  

La (10) se obtiene análogamente pero usando en (3) §5.4: ߙ ൌ ,ߝ ߚ ൌ ͳ ൅  :ߝ

(10)                              ఈܹሺ߯; ,ݖ ݔ|ሻݔ െ ఌ|ݖ ൌ ܱሺͳሻ    si |ߙ| ൌ ʹ,  

(11)                          ఈܹሺ߯; ,ݖ ݔ|ሻݔ െ ଵାఌ|ݖ ൌ ܱሺͳሻ    si |ߙ| ൌ ͵,               QED. 

Consideremos ahora la función ݒሺݔሻ ൌ ׬ ,ݕሺܤ ஶሺܵሻௌܮ	ߝ	ሻݔሺ݉			,ݕሻ݀ݕሻ݉ሺݔ .  
PROPOSICIÓN 3. Sea ߯ ൒ ʹܳ.	 Si |ߙ| ൑ ͵ entonces ܦఈݒ א ሺܵሻܥ ת   ஶሺܵሻ y valenܮ

a)                          ܦ௫ఈ ቀ׬ ,ݕሺܤ ௌݕሻ݀ݕሻ݉ሺݔ ቁ ൌ ׬ ሾܦ௫ఈܤሺݐ, ௌݐሻ݀ݐሻሿ݉ሺݔ , 

b)                          ܦ௫ఈ ቀ׬ ܸሺݕ, ௌݕሻ݀ݕሻ݉ሺݔ ቁ ൌ ׬ ሾܦ௫ఈܸሺݐ, ௌݐሻ݀ݐሻሿ݉ሺݔ , 

y también 

௫ఈܦ       (12) ቀ׬ ,ݐሺ߁ ௌݐሻ݀ݐሻ݉ሺݔ ቁ ൌ ׬ ሾܦ௫ఈ߁ሺݐ, ݐሻ݀ݐሻሿ݉ሺݔ א ሺܵሻܥ ת ஶሺܵሻௌܮ . 

DEMOSTRACIÓN. Veamos a). Como en la demostración de la Proposición 2 se 

prueba que ݒሺݔሻ es continua y acotada sobre ܵ. Si ͳ ൑ |ߙ| ൑ ͵ entonces 

:ሻݔఈሺݒ       ൌ ׬ ሾܦ௫ఈܤሺݐ, ሻሿௌݔ ݉ሺݐሻ݀ݐ ൌ ׬ ௫ఈ௧ஷ௫ܦ ,ݐሺܤ ݐሻ݀ݐሻ݉ሺݔ א ஶሺܵሻܮ ת   .ሺܵሻܥ
Como en el Teorema 1 vemos que ݒఈ ൌ |ߙ| ᇱሺܵሻ. Por tanto, siܦ ,ݒ௫ఈܦ ൑ ͵,  

ݒ௫ఈܦ                   ൌ ׬ ሾܦ௫ఈܤሺݐ, ௌݐሻ݀ݐሻሿ݉ሺݔ . 

b) se prueba análogamente. (12) sigue ahora de la suma ߁ ൌ ܤ ൅ ܸ ,          QED. 

Otras propiedades de la función ߁.	 
DEFINICIÓN 1. ܥ௡,௟ designa a la familia de funciones con ݊ derivadas tales que las ݊-

ésimas satisfacen localmente una condición de Hölder de orden ݈, Ͳ ൏ ݈ ൑ ͳ. 

PROPOSICIÓN 4. Para cada ݖ, localmente en x y lejos de z, con ݈ א ሺͲ,ͳሻ valen  ܸሺݖ, ,ሻݔ ,ݖሺ߁ ሻݔ א ݒ ଷ,௟. Más aún, siܥ ൌ ሺݒଵ, ଶሻ, Ͳݒ ൏ |ݒ| ൏ ߟ ൏ ଵସ inf	ሺͳ, ଴ݔ| െ |ߙ| ,଴|ሻݖ ൌ ͵, ሺݖ, ሻݔ א ଴ሻݖആమሺܤ ൈ ݈	 ,଴ሻݔആమሺܤ ൌ ͳ െ  entonces ,(como en (12) Intro ߝ) ,ߝ

i)            |ܦఈܸሺݖ, ݔ ൅ ሻݒ െ ,ݖఈܸሺܦ |ሻݔ ൑ ,଴ݖሺܮ ,଴ݔ ܸሻ|ݒ|ଵିఌ, 
ii)           |ܦఈ߁ሺݖ, ݔ ൅ ሻݒ െ ,ݖሺ߁ఈܦ |ሻݔ ൑ ,଴ݖሺܮ ,଴ݔ  . ଵିఌ|ݒ|ሻ߁

DEMOSTRACIÓN. Vale,  

,଴ݖఈܸሺܦ  ଴ݔ ൅ ሻݒ െ ,଴ݖఈܸሺܦ ଴ሻݔ ൌ ׬ ,଴ݖሺݑ ,ݕሺܤఈܦሻሺሾݕ ଴ݔ ൅ ሻሿݒ െ ሾܦఈܤሺݕ, ௌݕ଴ሻሿሻ݀ݔ . 
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De (17) Intr. y (8) §5.4 se deduce que el integrando en 

,ݖఈܸሺܦ  (13) ݔ ൅ ሻݒ െ ,ݖఈܸሺܦ ሻݔ ൌ ׬ ,ݖሺݑ ,ݕሺܤఈܦሻ൫ݕ ݔ ൅ ሻݒ െ ,ݕሺܤఈܦ ௌݕሻ൯݀ݔ   

es absolutamente integrable y podemos escribir,  

,ݖఈܸሺܦ         (14) ݔ ൅ ሻݒ െ ,ݖఈܸሺܦ ሻݔ ൌ ׬ ݕ݀ڮ ൅|௬ି௭|ஸఎ ׬ ௬ି௭|வఎ|ݕ݀ڮ . 

En la primera integral, estimando |ܦఈܤሺݕ, ݔ ൅ ሻݒ െ ,ݕሺܤఈܦ   ሻ| por medio deݔ

 ൛หܦఈାሺଵ,଴ሻܤห|ݒଵ| ൅ หܦఈାሺ଴,ଵሻܤห|ݒଶ|ൟሺݕ, ݔ ൅ ሻݒߠ ൑ ߠ	 ,|ݒ|ܯ א ሺͲ,ͳሻ, ܯ ൏ ,ݕcota independiente de ሺ ܯ ,∞ ,ݖ ሻݔ א ሻݖఎሺܤ ൈ ଴ሻݖആమሺܤ ൈ  .଴ሻ, (cf. Prop. 1 §5.1)ݔആమሺܤ

Por tanto obtenemos para |ݒ| ൏  ,ߟ

(15)        ቚ׬ ,ݖሺݑ ,ݕሺܤఈܦሻ൫ݕ ݔ ൅ ሻݒ െ ,ݕሺܤఈܦ ௬ି௭|ஸఎ|ݕሻ൯݀ݔ ቚ ൑   .|ݒ|ଵܥ
Veamos ahora la segunda integral en (14). Sea ܹ ൌ ሼݕ א ܵ: ݕ| െ |ݖ ൐   .ሽߟ
En W, ݑሺݖ, |ݑ| :ሻ es acotadaݕ ൑  ,ሻߟሺܥ
׬         (16) ,ݖሺݑ ,ݕሺܤఈܦሻ൫ݕ ݔ ൅ ሻݒ െ ,ݕሺܤఈܦ ௐݕሻ൯݀ݔ ൌ	  
                                     ൌ ׬ .ሺ	ݑ െ. ሻ݀ݕ ൅ௐתሼ|௬ି௫|ஸଷ|௩|ሽ ׬ .ሺ	ݑ െ. ሻ݀ݕௐתሼ|௬ି௫|வଷ|௩|ሽ .  

El primer sumando de (16) verifica 

(17)  ቚ׬ .ሺ	ݑ െ. ሻ݀ݕௐתሼ|௬ି௫|ஸଷ|௩|ሽ ቚ ൑ 

             ൑ ሻߟሺܥ ׬ ሺ|ܦఈܤሺݕ, ݔ ൅ |ሻݒ ൅ ,ݕሺܤఈܦ| ݕሻ|ሻ݀ݔ ൌௐתሼ|௬ି௫|ஸଷ|௩|ሽ   

             ൑ ሻߟሺܥ ቀ׬ ଵ|௬ି௫|భశഄሼ|௬ି௫|ஸସ|௩|ሽ ݕ݀ ൅ ׬ ଵ|௬ି௫|భశഄሼ|௬ି௫|ஸଷ|௩|ሽ ቁݕ݀ ൌ  .ଵିఌ|ݒ|ଶܥ
El segundo sumando de (16) es 

(18)    ቚ׬ ,ݖሺݑ ,ݕሺܤఈܦሻ൫ݕ ݔ ൅ ሻݒ െ ,ݕሺܤఈܦ ሼ|௬ି௫|வଷ|௩|ሽתௐݕሻ൯݀ݔ ቚ ൑ 

               ൑ .|ݒ|ሻߟሺܥ ׬ ,ݕหሺܤఈାሺଵ,଴ሻܦ௬ି௫|வଶ|௩|ห|݌ݑݏ ݔ ൅ ሼ|௬ି௫|வଷ|௩|ሽתሻௐݒߠ ݕ݀ ൅  

                  ൅ܥሺߟሻ|ݒ|. ׬ ,ݕหሺܤఈାሺ଴,ଵሻܦ௬ି௫|வଶ|௩|ห|݌ݑݏ ݔ ൅ ሼ|௬ି௫|வଷ|௩|ሽתሻௐݒߠ ݕ݀ ൑  ൑(cf. (17) Introducción)൑ ܥሺߟሻ|ݒ| ׬ ݕ| െ |ோவ|௬ି௫|வଶ|௩ݕଶିఌ݀ି|ݔ ൑ |ݒ|ଷܥ ൅   .ଵିఌ|ݒ|ସܥ
De (17) y (18) sigue que el módulo de (16) es ൑  ,ଵିఌ. Esto prueba junto con (15)|ݒ|ହܥ

que (14) es en módulo  ൑ ,଴ݖሺܮ ,଴ݔ ܸሻ|ݒ|ଵିఌ, ܮሺݖ଴, ,଴ݔ ܸሻ	= constante. Así obtuvimos i). 

Como ܤ verifica esa misma estimación salvo por el valor de ܮ, (cf. Proposición 1 §5.1) 

tenemos |ܦఈ߁ሺݖ, ݔ ൅ ሻݒ െ ,ݖሺ߁ఈܦ |ሻݔ ൑ ,଴ݖሺܮ ,଴ݔ   .ଵିఌ,           QED|ݒ|ሻ߁
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Completa regularidad de ߁. Como consecuencia de la hipoelipticidad del operador ܾሺܦ௫ሻ resulta que ߁ሺݖ, ሻݔ א ݔஶሺܥ א ܵ ך ሼݖሽሻ. En efecto, este resultado es un caso 

particular, por ejemplo, del Corolario 36.1, [Tr], p. 352 o del T. 3-1, [Sc], p. 55. Más 

aún, vale el 

TEOREMA 2. ߁ሺݖ, ሻݔ א ݔஶሺܥ א ܵ ך ሼݖሽሻ y ܦ ߙ׊௫ఈ߁ሺݖ, ሻݔ א  .ሺܶሻܥ
DEMOSTRACIÓN. Utilizaremos la siguiente definición auxiliar. 

DEFINICIÓN. Para ݖ଴, ଴ݔ א ܵ, ଴ݖ	 ് ,଴ݔ Ͳ ൏ ݈ ൌ ͳ െ ߝ ൏ ͳ, ܤ ൌ ఘሺ∙ሻܤ ؿ ܵ 

definimos ԧ௡ሺܤሻ:ൌ ൛ܨሺݖ, :ሻݔ |ߙ|	ߙ׊ ൑ ,ݖሺܨ௫ఈܦ		݊ ሻݔ א ሺܥ ת ଴ሻݖሺܤஶሻ൫ܮ ൈ ଴ሻ൯ൟ, ԧ௡,௟ݔሺܤ ؠ ԧ௡,௟ሺܤሻ:ൌ ൛ܨ א ԧ௡ሺܤሻ: |ߙ|	ߙ׊ ൌ ,ݖሺܨ௫ఈܦ		݊ ሻݔ א .unif		଴ሻ൯ݔሺܤ଴,௟൫ܥ ݖ א  .଴ሻൟݖሺܤ
“unif. ݖ א ,ݖሺ׊ ଴ሻ” significa queݖሺܤ ሻݔ א ଴ሻݖሺܤ ൈ |ݒ| ଴ሻ vale paraݔሺܤ ൏ |ߙ|) ,ߟ ൌ ݊), 

,ݖሺܨ௫ఈܦ|                        ݔ ൅ ሻݒ െ ,ݖሺܨ௫ఈܦ |ሻݔ ൑ ,଴ݖሺܮ ,଴ݔ ,ܨ ݊ሻ|ݒ|௟. 
Sean ܤ௥ሺݔ଴ሻ ൌ ሼݔ; ݔ| െ |଴ݔ ൏ ଴ݖ| ,ሽݎ െ |଴ݔ ൐ ݊ ,ݎʹ ൒ ሺ͵ሻݎ ,͵ ؔ ݊ Para .ݎ ൐ ͵ 

definimos ݎሺ݊ሻ ൌ ሺ݊ݎ െ ͳሻሺͳ െ ଵଶ೙ሻ.  
Consecuentes con la notación escribiremos ܤ௥ሺ௡ሻሺݔ଴ሻ ൌ ሼݔ; ݔ| െ |଴ݔ ൏   .ሺ݊ሻሽݎ
Sea Ͳ ൑ ߮௡ א ଴ሻ൯, ߮௡ݔ௥ሺ௡ሻሺܤ଴ஶ൫ܥ ൌ ͳ sobre un entorno de ܤത௥ሺ௡ାଵሻሺݔ଴ሻ y llamemos 

                                        ܷ௡ሺݖ, ሻݔ ൌ ߮௡ሺݔሻȞሺݖ,   .ሻݔ
De la Proposición 4 sigue que Ȟሺz, xሻ א ԧଷ,௟ሺܤ௥ሺଷሻሻ.  En consecuencia, 

                                              ܷଷሺݖ, ሻݔ א ԧଷ,௟ሺܤ௥ሺଷሻሻ. 
Supongamos que en ܤ௥ሺ௡ሻ valga Ȟሺݖ, ሻݔ א ԧ௡,௟൫ܤ௥ሺ௡ሻ൯, ሺ݊ ൒ ͵ሻ. Entonces  

                                              ܷ௡ሺݖ, ሻݔ א ԧ௡,௟ሺܤ௥ሺ௡ሻሻ. 
De las fórmulas (3) y (4) del §5.2 sigue que en ܤ௥ሺ௡ሻ, ሺ∆௫ሻଶܷ௡ ൌ ௡ܨ ௡ conܨ ൌ Ͳ cerca 

del borde de ܤ௥ሺ௡ሻሺݔ଴ሻ y tal que 

௡ܨ                                                א ԧ௡ିଷ,௟ሺܤ௥ሺ௡ሻሻ.  
Por tanto, ∆ሺ∆ܦఈܷ௡ሻ ൌ ௡ܨఈܦ א ԧ଴,௟ሺܤ௥ሺ௡ሻሻ  si |ߙ| ൑ ݊ െ ͵.  

Luego, ሺ∆௫ܦఈܷ௡ሻሺݖ, ሻݔ ൌ ,ݖ௡ሻሺܨఈܦሺߪ ሻݔ െ ׬ ,ݔሺܪ ,ݖ௡ሺܨሻݕ ஻ೝሺ೙ሻݕሻ݀ݕ .  

Como ܨ௡ሺݖ,  ,଴ሻݔ௥ሺ௡ሻሺܤ ሻ se anula (uniformemente en z) en un entorno del contorno deݔ
la función ׬ ,ݔሺܪ ,ݖ௡ሺܨሻݕ ஻ೝሺ೙ሻݕሻ݀ݕ  pertenece a ԧଶ,௟ሺܤ௥ሺ௡ሻሻ y de la Nota 2, Apéndice 2, 

Cap. 5, sabemos que ߪሺܦఈܨ௡ሻ א ԧଶ,௟ሺܤ௥ሺ௡ሻሻ, (cf. ii) Prop. 4). 

Por tanto,  

ఈܷ௡ܦ∆                                                     א ԧଶ,௟ሺܤ௥ሺ௡ሻሻ. 
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Entonces, si |ߙ| ൑ ݊ െ ͳ, ∆ܦఈܷ௡ א ԧ଴,௟ሺܤ௥ሺ௡ሻሻ. Y sigue que 

ఈܷ௡ܦ             ൌ ఈܷ௡ሻܦ∆ሺߪ െ ׬ ,ݔሺܪ ,ݖఈܷ௡ሺܦሻ∆௬ݕ ஻ೝሺ೙ሻݕሻ݀ݕ א	  ԧଶ,௟ሺܤ௥ሺ௡ሻሻ 
para ߙ tal que |ߙ| ൑ ݊ െ ͳ.  

Por tanto, ܦఈܷ௡ א ԧ଴,௟ሺܤ௥ሺ௡ሻሻ  si |ߙ| ൑ ݊ ൅ ͳ.  

En consecuencia, ߁ሺݖ, ሻݔ א ԧ௡ାଵ,௟ሺܤ௥ሺ௡ାଵሻሻ. Como ת ଴ሻݔ௥ሺ௡ሻሺܤ ـ ଴ሻ, donde Ͳݔோሺܤ ൏ ܴ ൌ lim௡՜ஶ ,ݖሺ݊ሻ, resulta en particular que  Ȟሺݎ ሻݔ א ݔஶሺܥ	 א   .ோሻܤ
Pero también tenemos que ܦ ߙ׊௫ఈ߁ሺݖ, ଴ሻݖோሺܤ ሻ es acotada y continua enݔ ൈ  ,଴ሻݔோሺܤ
                                                                                                                                    QED. 

5.6. Determinación de * . Vimos en el §5.3 que el operador adjunto de  

          ܾሺܦ௫ሻݑ ൌ ሾ݇ିଶሺݔሻሺȟଶݑ ߯ସሻ െ ʹ݇ିଵሺݔሻሺȟݑ ߯ଶ⁄ ሻ ൅ ⁄ݑ ሿ ൅ 

                              ൅߯ିସ ቂ ଶ௞ሺ௫ሻ grad ଵ௞ሺ௫ሻ ൈ gradȟݑ ൅ ଵ௞ሺ௫ሻ ቀȟ ଵ௞ሺ௫ሻቁ ȟݑቃ  
es 
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y que ܾ௭כሺܦ௫ሻ ൌ ቀ ିଵ௞ሺ௭ሻ ∆ೣఞమ ൅ ͳቁଶ ൌ ܾ௭ሺܦ௫ሻ. Por tanto,  

;ሺ߯כܤ       ,ݖ ሻݔ ൌ ;ሺ߯ܤ ,ݖ ;ሺ߯כܤ௫ሻܦሺכሻ,     ܾ௭ݔ ,ݖ ሻݔ ൌ  .ሻሻܦᇱሺܦሻ    ሺݔ௭ሺߜ
Definimos,  

;ሺ߯כߚ    (1) ,ݖ ሻݔ ؔ ൫ܾ௭כሺܦ௫ሻ െ ;ሺ߯ܤ௫ሻ൯ܦሺכܾ ,ݖ ሻݔ ൌ ൫ܾ௭ሺܦ௫ሻ െ ;ሺ߯ܤ௫ሻ൯ܦሺכܾ ,ݖ  .ሻݔ
Luego,   

;ሺ߯כߚ      ,ݖ ሻݔ ൌ ሺ߯ିସ ݇ଶሺݖሻ⁄ െ ߯ିସ ݇ଶሺݔሻ⁄ ሻȟଶܤ ൅ ∑ ܿఈሺ߯; ,ݖ ܤ௫ఈܦሻ൫ݔ ߯|ఈ|⁄ ൯|ఈ|ஸଷ , 

donde ܿఈ ൌ ܱሺͳሻ para ݔ, ݖ א ܵ, ߯ ൒ ͳ. כߚ satisface la estimación (6) §5.3, 

;ሺ߯כߚ|              (2) ,ݖ |ሻݔ ൑ ݔ|ఌି߯כܥ െ ଵିఌሺͳି|ݖ ൅ ݔ|߯ െ  ሻିே|ݖ

para ݔ, ݖ א ܵ, ߯ ൒ ͳ ݔ ്   .߯ independiente de כܥ ,ݖ

En efecto,  

;ሺ߯כߚ    (3) ,ݖ ሻݔ ൌ ߯ିସܱሺ|ݔ െ ;ሺ߯ܤሻ∆ଶ|ݖ ,ݖ ሻݔ ൅ ∑ ܱ൫߯ି|ఈ|൯|ఈ|ஸଷ ;ሺ߯ܤ௫ఈܦ ,ݖ     ሻݔ
y la demostración de (2) procede a lo largo de las mismas líneas que las de ߚ del §5.3. 

Completando con Ͳ en la diagonal de ܵ ൈ ܵ la función כߚ	definida en ܶ y llamando a 
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esta extensión también כߚ debemos verificar que para ella vale (1) en el sentido de las 

distribuciones. Esto es, debemos comprobar que  

׬       (4) ;ሺ߯כߚ ,ݖ ݔሻ݀ݔሻ߮ሺݔ ൌ ׬ ,ݖሺכܤ ௫ሻܦሻሾܾ௭ሺݔ െ ܾሺܦ௫ሻሿ൫߮ሺݔሻ൯݀ݔௌ ௌؠ  

ؠ                                 ׬ ,ݖሺܤ ሻݔ ቂቀ ଵ௞మሺ௭ሻെ ଵ௞మሺ௫ሻቁ ∆మఞర ൅ڮቃௌ ሺ߮ሺݔሻሻ݀ݔ,   ߮ א  .଴ஶሺܵሻܥ
La igualdad en (4) es análoga a (1) §5.5 y puede repetirse la argumentación del Lema 1 

para probar (4).  

Se puede determinar con la nueva כߚ una función כݑ y deducir una desigualdad análoga 

a (8) §5.4 y con el mismo método. 

PROPOSICIÓN 1. La función  

;ሺ߯כݑ         (5) ,ݖ ሻݔ ؔ .ݖሺכߚ ሻݔ ൅ ׬ .ݖሺכߚ .ݕሺכߚሻݕ ௌݕሻ݀ݔ ൅ 

׬+                                        .ݖሺכߚ ݏሻ݀ݏ ׬ ,ݏሺכߚ ,ݒሺכߚሻݒ ௌௌݒሻ݀ݔ ൅∙∙∙ 
es tal que para ݔ, ݖ א ;ሺ߯כݑ|  ,ܵ ,ݖ |ሻݔ ൌ ைሺଵሻఞഄ|௫ି௭|భశഄሺଵାఞ|௫ି௭|ሻಿ . 

Dadas כߚ y כݑ podemos demostrar ahora que satisfacen a 

,ݖሺכݑ׬                       ,ݐሺכߚሻݐ ݐሻ݀ݔ ൌ ሺכݑ െכߚሻሺݖ,   ,ሻݔ
que es la relación análoga a (1) §5.4.  

Sea ࡯ ൌ sup	ሺܥ, ࡽ ሻ, (cf. (6) §5.3, (2) §5.6). Definamosכܥ ൌ  La Proposición 2 del .ܯ࡯

párrafo 5.5 referida a V y el punto i) del Teorerma 1 del mismo párrafo se corresponden 

con las dos proposiciones siguientes sobre ܸכ que se demuestran en la misma forma, 

PROPOSICIÓN 2. Sean ߯ఌ ൒ ;ሺ߯כܸ y ࡽʹ ,ݖ ሻݔ ؔ ׬ ;ሺ߯כܤ ,ݕ ሻௌݔ ;ሺ߯כݑ ,ݖ   Vale .ݕሻ݀ݕ

si |ߙ| ൑ ͳ, ܦ௫ఈܸכሺ߯; ,ݖ ሻݔ א ሺܵܥ ൈ ܵሻ y es una función acotada, ܦ௫ఈܸכ ൌ ܱሺ߯ଶିఌሻ, ܦ௫ఈܸכሺ߯; ,ݖ ݔ|ሻݔ െ ఌ|ݖ א ሺܶሻܥ ת |ߙ| ஶሺܶሻ siܮ ൌ ;ሺ߯כ௫ఈܸܦ ,ʹ ,ݖ ݔ|ሻݔ െ ଵାఌ|ݖ א ሺܶሻܥ ת |ߙ| ஶሺܶሻ siܮ ൌ ͵. 

PROPOSICIÓN 2’. ܦ௫ఈܸכሺ߯; ,ݖ ሻݔ ൌ ׬ ሾܦ௫ఈכܤሺ߯; ,ݕ ;ሺ߯כݑሻሿݔ ,ݖ ௌݕሻ݀ݕ  si |ߙ| ൑ ͵. 

Como las propiedades de la Proposición 2 las satisface כܤሺ߯; ,ݖ ሻݔ ൌ ;ሺ߯ܤ ,ݖ  ሻ sigueݔ

entonces la siguiente Proposición 3 (cf. Proposición 1 §5.5 y §5.3), 

PROPOSICIÓN 3. Sea כ߁ሺ߯; ,ݖ ሻݔ ؔ ;ሺ߯כܤ ,ݖ ሻݔ ൅ ;ሺ߯כܸ ,ݖ ሻ. Si ߯ఌݔ ൒ ;ሺ߯כ߁௫ఈܦ  ,vale ࡽʹ ,ݖ ሻݔ א ሺܵܥ ൈ ܵሻ ת ஶሺܵܮ ൈ ܵሻ si |ߙ| ൑ ͳ, ܦ௫ఈכ߁ሺ߯; ,ݖ ݔ|ሻݔ െ ఌ|ݖ א ሺܶሻܥ ת |ߙ| ஶሺܶሻ siܮ ൌ ;ሺ߯כ߁௫ఈܦ ,ʹ ,ݖ ݔ|ሻݔ െ ଵାఌ|ݖ א ሺܶሻܥ ת |ߙ| ஶሺܶሻ siܮ ൌ ͵. 

PROPOSICIÓN 3’. Si |ߙ| ൑ ͵ entonces ܦ௫ఈכ߁ሺݐ, ሻݔ ൌ ሾܦ௫ఈכ߁ሺݐ, ݔᇱሺܦ  ,ሻሿݔ א ܵሻ. 
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El último punto se corresponde con ii) del Teorema 1 del §5.5. 

Procediendo como en el Corolario del §5.5 se ve que vale el 

TEOREMA 1. ܾכሺܦ௫ሻכ߁ሺ߯; ,ݖ ሻݔ ൌ  .ሻݔ௭ሺߜ
PROPOSICIÓN 4. Localmente en x y lejos de z vale: כ߁ሺ߯; ,ݖ ሻݔ א ݔଷ,௟ሺܥ א ܵሻ, ݈ א ሺͲ,ͳሻ. Más aún, כ߁ verifica ii) de la Proposición 4 §5.5.  

Luego como en el Teorema 2 §5.5 se prueba el 

TEOREMA 2. 	כ߁ሺ߯; ,ݖ ሻݔ א ݔஶሺܥ א ܵ ך ሼݖሽሻ y verifica ܦ௫ఈכ߁ሺ߯; ,ݖ ሻݔ א  ሺܶሻܥ
cualquiera sea ߙ. 
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APÉNDICE 1, Cap. 5. 

La transformada de Fourier de 
૚࢖ ,  .polinomio real sin ceros reales ࢖

Véase la notación en la Introducción del Capítulo 5. 

TEOREMA 1. Sean ͳ ൑ ܰ entero, Ͳ ൏ ߝ ൏ ͳ, ߙ ൌ ሺߙଵ, ݔ ,௜ entero no negativoߙ ,ଶሻߙ ൌ ሺݔଵ, ߦ ,ଶሻݔ ൌ ሺߦଵ, ߤ ሻ un polinomio real de gradoߦሺ݌ ଶሻ. Seaߦ ൐ Ͳ con coeficientes 

acotados por ܿଵ.  

Si ቚ ଵ௣ሺకሻቚ ൑ ௖మሺଵା|క|ሻഋ entonces 
ଵ௣ሺకሻ es una distribución temperada y ܲ ؔ ሺͳ/݌ሻ^ es en ܴଶ\ሼͲሽ una función indefinidamente diferenciable.  

Además, si ݔ ് Ͳ y  

(1)                                       		݁ఈሺݔሻ ؔ ൜|ݔ|ఓି|ఈ|ିଶିఌ			si	ߤ െ |ߙ| ൑ ʹ		ͳ																						si	ߤ െ |ߙ| ൐ ʹ  

entonces  

|ሻݔఈܲሺܦ	|	                                    (2) ൑ ,ሺܿଵܥ ܿଶ, ܰ, ,ߝ ሻߙ ௘ഀሺ௫ሻሺଵା|௫|ሻಿ . 

DEMOSTRACIÓN. Sea ߚ ൌ ሺߚଵ,    ௜ entero no negativo. Entoncesߚ ,ଶሻߚ

(3)               ฬܦకభఉభܦకమఉమ ൬కభഀ భకమഀ మ௣ሺకభ,కమሻ൰ฬ ൌ ቚܦకఉሺߦఈ/݌ሺߦሻሻቚ ൑ ,ሺܿଵܥ ܿଶሻሺͳ ൅  ,ሻ|ఈ|ି|ఉ|ିఓ|ߦ|

y por tanto, si ߤ ൅ |ߚ| െ |ߙ| ൐ ʹ, entonces 

                                    ൬ܦకఉሺߦఈ ⁄ሻߦሺ݌ ሻ൰ר ሺݔሻ ൌ ݅|ఉ|ሺെͳሻ|ఈ|ݔఉܦఈܲሺݔሻ 
es una función continua y acotada en 2R  que tiende a cero en el infinito.  

Sigue que para todo ܦ ,ߙఈܲሺݔሻ es una función continua en ܴଶ\ሼͲሽ. Por tanto pertenece 

a ܥ∞ሺܴଶ\ሼͲሽሻ. Sea  

                                               ݇଴ ؔ supሺ͵ ൅ |ߙ| െ ,ߤ Ͳሻ. 
Luego, si |ߚ| ൒ ݇଴, entonces 

(4)                            	ฬ൬ܦకఉሺߦఈ ⁄ሻߦሺ݌ ሻ൰ר ሺݔሻฬ ൌ หݔఉܦఈܲሺݔሻห ൑ ,ሺܿଵܥ ܿଶሻ. 
a) Si ߤ െ |ߙ| ൐ ʹ entonces ݇଴ ൌ Ͳ. Sumando en los ߚ con |ߚ| ൌ ܰ y tomando en 

consideración el caso |ߚ| ൌ Ͳ, obtenemos de (4), 

|ሻݔఈܲሺܦ|                               (5) ൑ ,ሺܿଵܥ ܿଶ, ܰ, ሻሺͳߙ ൅  .ሻିே|ݔ|

b) Si |ߚ| ൒ ͳ y |ߚ| ൒ ݇଴, entonces ׬ ሻሻோమߦሺ݌/ఈߦకఉሺܦ ߦ݀ ൌ Ͳ. 

En efecto, supongamos por ejemplo que ߚ ൌ ሺͳ,Ͳሻ ൅  Entonces el integrando es .′ߚ
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డడకభ ቂܦకఉ′ሺߦఈ/݌ሺߦሻሻቃ, donde el corchete es ܱ ቀ ଵሺଵା|క|ሻ೅ቁ, con ܶ ൌ ߤ ൅ |ߚ| െ ͳ െ |ߙ| ൒ ʹ. 

Por tanto, la integral ߦ݀׬ଶ ׬ డడకభ ሾڮ ሿ ଵߦ݀ ൌ Ͳ. 

En consecuencia, para |ߚ| ൒ supሺ݇଴, ͳሻ vale  

        ห	ݔఉܦఈܲሺݔሻห ൌ ቚ׬ ఈߦకఉሺܦ ⁄ሻߦሺ݌ ሻ݁ି௜ۃక,௫ߦ݀ۄ	ோమ ቚ ൌ   

                              ൌ ቚ׬ ఈߦకఉሺܦ ⁄ሻߦሺ݌ ሻ൫݁ି௜ۃక,௫ۄ െ ͳ൯݀ߦோమ ቚ.  
Sea ߝ tal que Ͳ ൏ ߝ ൏ ͳ. Tenemos ห݁ି௜ۃక,௫ۄ െ ͳห ൑ infሺʹ, ሻ|ݔ||ߦ| ൑ ʹሺ|ݔ||ߦ|ሻଵିఌ. Por 

tanto obtenemos para ߤ ൅ |ߚ| െ |ߙ| ൒ |ߚ|  ,͵ ൒ supሺͳ, ݇଴ሻ	,  
(6)       หݔఉܦఈܲሺݔሻห ൑ ଴ܥ ׬ ଵିఌோమ|ߦ|ଵିఌ|ݔ| ሺͳ ൅ ߦ݀|ሻିఓା|ఈ|ି|ఉ|ߦ| ൑  .ଵିఌ|ݔ|Ԣܥ
c) Si ߤ െ |ߙ| ൑ ʹ entonces sumando (6) en los ߚ tales que |ߚ| ൌ ݇଴ ൌ ͵ ൅ |ߙ| െ  se ,ߤ

obtiene en ܴଶ ך ሼͲሽ, 
|ሻݔఈܲሺܦ|                      (7) ൑ ,ᇱሺܿଵܥ ܿଶ, ,ߝ  .ଵି௞బିఌ|ݔ|ሻߙ
Utilizando esta estimación y sumando en los ߚ tales que |ߚ| ൌ ݇଴ ൅ ܰ , resulta, 

(8)   ሺͳ ൅ |ሻݔఈܲሺܦ|ሻே|ݔ| ൑ ,ԢԢሺܿଵܥ ܿଶ, ܰ, ,ߝ ଵି௞బିఌ|ݔ|ሻߙ ൌ  ,ఓି|ఈ|ିଶିఌ|ݔ|ԢԢԢܥ
                                                                                                                                  QED. 

TEOREMA 2. Para Ͳ ൑ |ߙ| ൏ ሺܴଶሻ coincide con una función ఈ݂′ܦ ఈܲ enܦ ,ߤ א  .ଵሺܴଶሻܮ
DEMOSTRACIÓN. Por el Teorema 1, ܦఈܲ coincide en ܴଶ ך ሼͲሽ con una función 

ఈ݂ א ఈܲܦ ,ଵሺܴଶሻ. Entoncesܮ ൌ ఈ݂ ൅ ܶ con ܶ una distribución de soporte  0 . Luego, ሺି௜ሻ|ഀ|కഀ௣ሺకሻ ൌ ሺ࣠ିଵ ఈ݂ሻሺߦሻ ൅ un polinomio. Como ሺ࣠ିଵ ݍ ,ሻߦሺݍ ఈ݂ሻሺߦሻ tiende a cero para |ߦ| ՜ ∞, necesariamente también ݍሺߦሻ ՜ Ͳ. Sigue que ݍ ؠ Ͳ.  

En consecuencia, ܶ ൌ Ͳ y ܦఈܲ ൌ ఈ݂,                                                   QED. 
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APÉNDICE 2, Cap. 5. 

NOTAS. 

NOTA 1. En §4.4 [BPII] se considera el problema de Dirichlet 
ିଵ௞ሺ௫ሻ∆ݑ ൌ ݂ א ݑ ,ሻܦଶሺܮ ൌ Ͳ en el contorno de ܦ, con ܦ una región ñ-conexa regular y ݇ሺݔሻ א  ሻ. Eseܦାሺ݌݅ܮ

problema se resuelve allí hallando una distribución ݑ tal que െ∆ݑ ൌ ݂݇ en ܦᇱሺܦሻ, ݑ א ݑ :ሻ. Esto esܦሺ∆ܦ א ߮ ഥሻ es tal que para todaܦ଴ሺܥ א  ሻ verificaܦ଴ஶሺܥ

,ݑۃ                                         (1) െ∆߮ۄ ൌ ,݂݇ۃ  ۄ߮
y resulta que existe exactamente una. 

Sea ݇ ൌ ࣽ א  ሻ. Resolverܦሺ∞ܥ
ିଵࣽሺ௫ሻ∆ܶ ൌ ݂ en ܦԢሺܦሻ significa hallar una distribución ܶ 

tal que ߮׊ א  :ሻܦ଴∞ሺܥ
,݂ۃ                      (2) ۄ߮ ൌ ۃ ିଵࣽሺ௫ሻ∆ܶ, ۄ߮ ൌ ,ܶ∆ۃ ିଵࣽሺ௫ሻ߮ۄ ൌ ∆െ,ܶۃ ቀఝࣽቁۄ.  
En otras palabras, aquí “en ܦԢሺܦሻ” prácticamente se reduce a multiplicar correctamente 

las distribuciones 
ିଵࣽ

 y ∆ܶ. 

La aplicación ߮ ՜ ߱ ൌ ఝࣽ
 define un isomorfismo de ܥ଴∞ሺܦሻ sobre ܥ଴∞ሺܦሻ y (2) implica 

,݂ۃ                               (3) ۄ߱ࣽ ൌ ,ܶۃ െ∆߱ۄ. 
Luego, para toda ߱ א ,ܶۃ :ሻܦ଴∞ሺܥ െ∆߱ۄ ൌ  obtenida en ݑ Por tanto, la solución .ۄ߱,݂ࣽۃ

(1) sería solución en ܦԢሺܦሻ cuando ݇ ൌ ࣽ א   .∞ܥ

 

NOTA 2. En [BP] (ver (16) §0.2.5) se probó que para ݂ א ,ሻܦ଴,௅ሺܥ ܮ א ሺͲ,ͳሿ1 y ܭ ൌ ሻതതതതതതതݖ௥ሺܤ ؿ ሻݔሺ݂ሻሺߪ región, la función ܦ ؔ ଵଶగ ׬ log|ݔ െ ௄	ݕሻ݀ݕሺ݂|ݕ  tiene derivadas 

segundas continuas en ܤ௥ሺݖሻ y vale  

(1)       
డమడ௫೔డ௫ೕ ൫ߪሺ݂ሻ൯ ൌ ݂ሺݔሻ. ሻݔሺܨ െ ଵଶగ ׬ ൬	 డమడ௫೔డ௫ೕ log|ݔ െ ൰|ݕ ሾ݂ሺݔሻ െ ݂ሺݕሻሿ݀ݕ	௄ , 

donde ܨሺݔሻ es una función indefinidamente diferenciable en ܴଶ ך  dependiente solo ܭ߲

de ܭ. Llamemos  

,ݔ௜௝ሺݏ          ሻݕ ؔ డమడ௫೔డ௫ೕ log|ݔ െ ሻݔሺܩ           ,|ݕ ؔ ׬ ,ݔ௜௝ሺݏ ሻݔሻሾ݂ሺݕ െ ݂ሺݕሻሿ݀ݕ௄ .  

Observemos que por razones de simetría para Ͳ ൏ ܽ ൏ ܾ ൏ ∞ vale 

 

                                                 
 es una región las funciones son acotadas, lo ܦ Si .ܮ y ݆ derivadas continuas tales que las ݆-ésimas satisfacen una condición de Hölder de orden ܦ ሻ representa a la familia de funciones con dominioܦ௝,௅ሺܥ 1
mismo que sus derivadas. 
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(ͳԢ)       ׬ ,ݔ௜௝ሺݏ ௔ழ|௫ି௬|ழ௕ݕሻ݀ݕ ൌ ׬ డమడ௬೔డ௬ೕ log|ݕ െ ௔ழ|௫ି௬|ழ௕|ݔ ݕ݀ ൌ 

                                                  ൌ ׬ డమడ௒೔డ௒ೕ௔ழ|௒|ழ௕ log|ܻ|ܻ݀ ൌ Ͳ. 

Probaremos el 

TEOREMA 1. Ͳ ൏ ܮ ൑ ͳ, ݂ א ሻܦ଴,௅ሺܥ ֜ ݂ߪ א  .ܦ ଶ,௅ sobre compactos conexos deܥ

Este resultado es consecuencia de la siguiente Proposición 1 y un simple argumento de 

compacidad. 

PROPOSICIÓN 1. Existen ܴ א ሺͲ, ,ሻݎ ܴ ൌ ݎ െ ܯ y una constante ߝ ൌ ,ሺܴܯ  ሻ talesݖ

que si ݔ, ଴ݔ א  ሻ entonces valeݖோሺܤ

଴ሻݔሺܩ|                                 (2) െ |ሻݔሺܩ ൑ ଴ݔ|ܯ െ  ,௅|ݔ

(2’)                   
డమడ௫೔డ௫ೕ   .Hölder continua-ܮ es localmente ݂ߪ

DEMOSTRACIÓN. Veamos (2). Sea ʹߝ ൌ distሺݔ଴, ߜ ሻ y supongamosܭ߲ ؔ ݔ| െ |଴ݔ ൏ ߝ ൏ ͳ. Vale , ܩሺݔሻ െ ଴ሻݔሺܩ ൌ  

      ൌ ׬ ൛ݏ௜௝ሺݔ, ሻݔሻሾ݂ሺݕ െ ݂ሺݕሻሿ െ ,଴ݔ௜௝ሺݏ ଴ሻݔሻሾ݂ሺݕ െ ݂ሺݕሻሿൟ௄תሼ|௬ି௫బ|ஹଶఋሽ ݕ݀ ൅    

         ൅׬ ,ݔ௜௝ሺݏ ሻݔሻሾ݂ሺݕ െ ݂ሺݕሻሿ݀ݕ െ ׬ ,଴ݔ௜௝ሺݏ ଴ሻݔሻሾ݂ሺݕ െ ݂ሺݕሻሿ݀ݕ|௬ି௫బ|ழଶఋ ൌ|௬ି௫బ|ழଶఋ   

      ൌ ଵܫ ൅ ଶܫ ൅  .ଷܫ

Como หݏ௜௝ሺݔ, ሻหݕ ൌ ܱሺͳሻ|ݔ െ  ଶ, resulta queି|ݕ

|ଶܫ|        (3) ൌ ܱሺͳሻ ׬ ଷఋ଴ߩ௅ିଵ݀ߩ ൌ ܱሺͳሻߜ௅.  

Lo mismo vale para ܫଷ: |ܫଷ| ൌ ܱሺͳሻߜ௅.  

Por otro lado 

ଵܫ     ൌ ׬ ൛ݏ௜௝ሺݔ, ሻݕ െ ,଴ݔ௜௝ሺݏ ሻݔሻൟሾ݂ሺݕ െ ݂ሺݕሻሿ௄תሼ|௬ି௫బ|ஹଶఋሽ ݕ݀ ൅ 

            ൅׬ ൛ݏ௜௝ሺݔ଴, ሻݔሻሾ݂ሺݕ െ ݂ሺݔ଴ሻሿൟ௄תሼ|௬ି௫బ|ஹଶఋሽ ݕ݀ ൌ Ԣܫ ൅  .ԢԢܫ
 Pero si ݕ א ൛ܭ ת ሼ|ݕ െ |଴ݔ ൒  ሽൟ entoncesߜʹ

              หݏ௜௝ሺݔ, ሻݕ െ ,଴ݔ௜௝ሺݏ ሻหݕ ൌ ܱሺͳሻݕ|ߜ െ  ,଴|ିଷݔ

mientras que allí |݂ሺݔሻ െ ݂ሺݕሻ| ൌ ܱሺͳሻ|ݔ െ ௅|ݕ ൌ ܱሺͳሻ|ݔ଴ െ   .௅|ݕ

O sea, teniendo en cuenta la definición de ߜ, 

Ԣܫ            (4) ൌ ܱሺͳሻߜ ׬ ௄ଶఋ	୧ୟ୫ୢߩ௅ିଶ݀ߩ ൌ ܱሺͳሻߜ௅.  

Por otra parte, dado que ߜ ൏ ߝ ൌ distሺݔ଴,  ,ሻ/ʹ, por (ͳԢ) tenemosܭ߲
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ԢԢܫ                ൌ ൫݂ሺݔሻ െ ݂ሺݔ଴ሻ൯ ׬ ,଴ݔ௜௝ሺݏ ሼ|௬ି௫బ|ஹଶఋሽתሻ௄ݕ ݕ݀ ൌ  

                    ൌ ሺ݂ሺݔሻ െ ݂ሺݔ଴ሻሻ ׬ ,଴ݔ௜௝ሺݏ ሼ|௬ି௫బ|ஹଶఌሽתሻ௄ݕ  .ݕ݀

Esto implica  

ԢԢܫ                     (5) ൌ ܱሺͳሻߜ௅ ׬ ߩଵ݀ିߩ ൌ ܱሺͳሻୢ୧ୟ୫	௄ଶఌ |Log	|ߝ	ߜ௅. 

O sea, si ܴ ൌ ݎ െ ,ݔ y ߝ ଴ݔ א ଴ሻݔሺܩ| ሻ entoncesݖோሺܤ െ |ሻݔሺܩ ൑ ଴ݔ|ሺܴሻܥ െ  ,௅|ݔ

                                                                                                                                 QED. 

 

NOTA 3. Sea ݃ሺݔሻ ൌ ∑ ୡ୭ୱሺଶ೙௫ሻଶయ೙ஶଵ , ݔ א ܴଵ. ݃ es una función acotada con dos derivadas 

continuas y acotadas pero tal que su derivada segunda no es diferenciable en ningún 

punto (función de Weierstrass). 

Sea Ͳ ൑ ߮ א ׬ ଴ஶሺܴଵሻ tal queܥ ߮ሺݐሻ݀ݐ ൌ ͳஶିஶ . Si ሺݔ, ሻݕ א ܴଶ definimos 

                     ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ቊ׬ ݃ሺݔ െ ݕ	para					ݐሻ݀ݐሻ߮ሺݐଷݕ ൐ Ͳஶିஶ ,	݃ሺݔሻ																																					para	ݕ ൑ Ͳ.  ݂ es una función que verifica ݂ሺݔ, ሻݕ א ݕஶሺܥ ൐ Ͳሻ ת  ଶሺܴଶሻ pero evidentemente suܥ

restricción a ݕ ൌ Ͳ no es ܥଷ. 

 

NOTA 4. La solución variacional de ቀെ ଵ௞ ∆ ൅ ቁݐ ݑ ൌ ܨ א ݑ ,ଶሺܵሻܮ ൌ Ͳ en ߲ܵ, es la 

función ݑ א ∆ࡰ ൌ ሼݑ א :଴ሺܵሻܪ ݑ∆ א ݒ ଶሽ tal que para todaܮ א  ଴ verificaܪ

                                                 ܽ௧,௞ሺݑ, ሻݒ ൌ ሺܨ,   .ሻ௞ݒ

En particular, ߮׊ א ݑݐ଴ஶሺܵሻ valdrá ቀܥ െ ଵ௞ ,ݑ∆ ߮݇ቁ ൌ ሺܨ, ߮݇ሻ, (cf. §4.6). Si ݇ א  ାஶሺܵሻܥ
esto equivale a ݑݐۃ െ ଵ௞ ,ݑ∆ ۄ݇߮ ൌ ,ܨۃ ቀെۃ y por tanto a ۄ݇߮ ଵ௞ ∆ ൅ ቁݐ ,ݑ ۄ߰ ൌ ,ܨۃ  para ۄ߰

toda ߰ א ݇ ଴ஶሺܵሻ. Luego, siܥ א ,ାஶሺܵܥ ሶܵሻ, ݑ es solución en el sentido de las 

distribuciones de ቀെ ଵ௞ ∆ ൅ ቁݐ ݑ ൌ  .ܨ

 

NOTA 5. El residuo ࡭ ൌ ׬ ࢑ሺ࢖ሻ࢖ࢊ/૝࣊ࡰ . Sean 	݇ሺݔሻ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ y ܦ א ࡮ ת ॺ una 

región regular ñ-conexa.  

Vimos en el §4.20 [BPII] que ݃ሺݏሻ: ൌ ∑ ௡ି௦ஶ௡ୀଵߣ െ ׬ ௞ௗ௣ವସగሺ௦ିଵሻ es una función holomorfa en Re	ݏ ൐ ͳ prolongable continuamente a Re	ݏ ൒ ͳ y que la serie de Dirichlet tiene abscisa 

de convergencia ߪ௖ ൌ ͳ. O sea, para Re	ݏ ൐ ͳ vale  
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(1)                     ∑ ௡ି௦ஶ௡ୀଵߣ ൌ భరഏ׬ ௞ௗ௣ವ௦ିଵ ൅ ݃ሺݏሻ.  
De (1) obtuvimos ߣ௡ ׬ ݇ሺ݌ሻ݀݌஽  ,es decir ,݊ߨ4~

(2)                                          
௡ఒ೙~ܣ ൌ ׬ ௞ሺ௣ሻௗ௣ವ ସగ 	 א ሺͲ,∞ሻ. 

La constante ܣ aparece así como una función de los autovalores. Puede obtenerse 

también de las autofunciones pues ቀ׬ ݇ሺ݌ሻ݀݌஽ ቁିଵ es un límite en media de ሼ߶ଶሺ݌ሻሽଵஶ 

para cada ݌ א   .(Carleman) ,ܦ

TEOREMA 1. i) Para todo ݌ א ܯ y ܦ ՜ ∞,  
∑ థ೙మሺ௣ሻಾభ ఒಾ ՜ ଵସగ, 

ii) 
∑ థ೙మሺ௣ሻಾభ ெ ՜ ቀ׬ ݇ሺ݌ሻ݀݌஽ ቁିଵ ൌ ଵସగ஺  en todo punto ݌ de ܦ. 

DEMOSTRACIÓN. Veamos i). 

(3)                 ∑ థ೙మఒ೙ೞஶଵ ሺ݌ሻ ൌ ׬ ଵ௫ೞ ሻஶ଴ݔሺߙ݀ ,  

donde ߙሺݔሻ es una función monótona, no decreciente, no negativa, a puros saltos en los 

puntos ݔ ൌ  ௡, definida porߣ

ሻݔሺߙ     ൌ Ͳ   si Ͳ ൏ ݔ ൏   ,ଵߣ

ሻݔሺߙ     ൌ ∑ ߶௝ଶሺ݌ሻఒೕஸఒಿ ൌ ∑ ߶௝ଶሺ݌ሻேଵ    si ߣேାଵ ൐ ݔ ൒  .ேߣ

Luego, de (1) y (3), 

׬                                           ଵ௫ೞ ሻஶ଴ݔሺߙ݀ ൌ ଵସగሺ௦ିଵሻ൅ ௚ሺ௦ሻସగ஺.  

El teorema de Ikehara es aplicable a la igualdad precedente y asegura que 

(4)                                            lim௫՜ஶ ఈሺ௫ሻ௫ ՜ ଵସగ.  

Si ߣே ൏ ேݔ ൏ ேݔ			,ேାଵߣ ൌ ேߣ ൅ ሺߣேାଵ െ  ேሻ/ʹ tenemosߣ

(5)                                        
∑ థ೙మሺ௣ሻభಿ ௫ಿ ՜ ଵସగ  para ܰ ՛ ∞. 

En la proposicion 3 del §2.2 [BP] obtuvimos que vale 
௡ఒ೙ ՜ ,ܣ ݊ ՜ ∞ si y solo si ேሺఒሻఒ ՜ ,ܣ ߣ ՜ ∞, por lo que 		ఒ೙షభఒ೙ ՜ ͳ.  

Vimos además que en la definición del contador ܰሺߣሻ ൌ #൛ߣ௝ ൑  ൟ puede usarse ൏ enߣ

lugar de ൑. Con esta última, en (5), ܰ ൌ ܰሺߣேାଵሻ donde ߣே ൏   .ேାଵߣ

También obtuvimos que #൛ߣ௝: ௝ߣ ൌ ௡ൟߣ ൌ   .ሺ݊ሻ݋
Como 

ఒಿఒಿశభ ՜ ͳ de (5) sigue que 
∑ థ೙మሺ௣ሻభಿ ఒಿ ՜ ଵସగ  para ܰ ՛ ∞.  

Sea ݉ே la multiplicidad del autovalor ߣே. Entonces 
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ேି௠ಿߣ                   (6) ൏ ேି௠ಿାଵߣ ൌ ڮ ൌ ெߣ ൌ ڮ ൌ ேߣ ൏   .ேାଵߣ

Luego, 

(7)       
ଵఒಿ∑ ߶௝ଶሺ݌ሻேଵ ൌ ଵఒಿ∑ ߶௝ଶሺ݌ሻఒೕஸఒಿ ൌ  

                    ൌ ଵఒಿି௠ಿାଵ∑ ߶௝ଶሺ݌ሻఒೕஸఒಿష೘ಿ ൅ ଵఒಿି௠ಿାଵ∑ ߶௝ଶሺ݌ሻ ՜ ଵସగఒಿି௠ಿାଵஸఒೕஸఒಿ  ; 

por tanto, 

                  
ଵఒಿି௠ಿ∑ ߶௝ଶሺ݌ሻఒೕஸఒಿష೘ಿ ൅ ଵఒಿି௠ಿ∑ ߶௝ଶሺ݌ሻ ՜ ଵସగఒಿି௠ಿାଵஸఒೕஸఒಿ . 

Pero 
ଵఒಿି௠ಿ∑ ߶௝ଶሺ݌ሻఒೕஸఒಿష೘ಿ ՜ ଵସగ, por lo que 

ଵఒಿି௠ಿ∑ ߶௝ଶሺ݌ሻ ՜ Ͳఒಿି௠ಿାଵஸఒೕஸఒಿ .  

O sea, 

(8)                       
ଵఒಿ∑൛߶௝ଶሺ݌ሻ: ௝ߣ ൌ ேൟߣ ՜ Ͳ si ܰ ՛ ∞.  

Sigue enseguida i). Usando (2) obtenemos ii),                                      QED. 

 

NOTA 6. Una demostración detallada del Lema 1 §5.5. 

Las estimaciones (6) 5.3 y (8) 5.4 son semejantes: 

;ሺ߯ݑ             ,ݖ ሻݐ ൌ ܱሺͳሻ߯ିఌ|ݐ െ ;ሺ߯ߚ      ଵିఌି|ݖ ,ݐ ሻݔ ൌ ܱሺͳሻ߯ିఌ|ݐ െ  ,ଵିఌି|ݔ

por lo que ݑ|׬ሺ߯; ,ݖ ;ሺ߯ߚሻݕ ,ݕ  ,es una función que satisface la misma estimación ݕ݀|ሻݔ

(cf. (4) §5.4). Más aún, 

;ሺ߯ݑ|           ,ݖ .ሻݕ ;ሺ߯ߚ ,ݕ |ሻݔ ൌ ܱሺͳሻ߯ିଶఌ|ݖ െ ଵିఌି|ݔ 	ቂ ଵ|௬ି௭|భశഄ ൅ ଵ|௬ି௫|భశഄቃ.  
En consecuencia, si ݂ א  vale ݖ ஶ, uniformemente enܮ

ݔ݀|ሻݔሺ݂|׬                      (1) ;ሺ߯ߚ|׬ ,ݕ ;ሺ߯ݑሻݔ ,ݖ ݕ݀|ሻݕ ൌ ܱሺͳሻ. 
Veamos entonces que, para ߶ א  ଴ஶሺܵሻ, se verificaܥ

׬         (2) ;ሺ߯ߚ ,ݖ ݔሻ݀ݔሻ߶ሺݔ ൌ ׬ ;ሺ߯ܤ ,ݖ ௫ሻܦሻ൫ܾ௭ሺݔ െ ௌௌݔሻ݀ݔ௫ሻ൯߶ሺܦሺכܾ . 

Sean ߙ ൌ ሺߙଵ, ݆ ,௝ߝ ଶሻ un multiíndice yߙ ൌ ͳ, ௝หߝmultiíndices tales que ห ,ڮ,ʹ ൌ ͳ, ∑ ௝ߝ ൌ ఈ|௝ୀଵ|ߙ . Luego, ∑|ߝ௜| ൌ |ߙ| ൌ ଵߙ ൅ :௝ߛ ଶ y siߙ ൌ ∑ ௜ߝ 	௜வ௝ , ௝߬: ൌ ∑ ௜௜ழ௝ߝ  ,tenemos หߛ௝ห ൅ ห ௝߬ห ൌ |ߙ| െ ͳ. 

Vale, 

(3)                ሺܦఈݑሻ߶ െ ሺെͳሻ|ఈ|ݑሺܦఈ߶ሻ ൌ െ∑ ሺെͳሻ௝ܦఌೕሺܦఊೕݑ. ఛೕ߶ሻ|ఈ|௝ୀଵܦ . 

En efecto, la igualdad se demuestra desarrollando el miembro derecho y observando que  ௝߬ ൅ ௝ߝ ൌ ௝߬ାଵ, ௝ߛ	 ൅ ௝ߝ ൌ ,௝ିଵߛ ଴ߛ ൌ ଵߝ ൅ڮ൅ |ఈ|ߝ ൌ ,ߙ |ఈ|ߛ	 ൌ Ͳ, ߬ଵ ൌ Ͳ	, ߬ଶ ൌ ଵ, ߬|ఈ|ାଵߝ ൌ ଵߝ ൅ڮ൅ |ఈ|ߝ ൌ etc. Luego, con ௝ܿ ,ߙ ൌ constante, ܿଵ ൌ ͳ, vale 
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(4)  ሺܦఈݑሻ߶ െ ሺെͳሻ|ఈ|ݑሺܦఈ߶ሻ ൌ  

                ൌ	ܦఌభሺܦఊభݑ	. ܿଵ߶ሻ ൅ ∑ .ݑఊೕܦఌೕሺܦ ఛೕܦ ௝ܿ߶ሻหఊೕหழ|ఈ|ିଵ ,     ሺ	|ߛଵ| ൌ |ߙ| െ ͳሻ. 
Si en lugar de ܦఈ tenemos ܿሺݔሻܦఈ , ܿሺݔሻ א ߴ ஶሺܵሻ, yܥ ൌ ܿሺݔሻ߶, vale  

(4’)    ܿሺݔሻሺܦఈݑሻ߶ െ ሺെͳሻ|ఈ|ܦݑఈሺܿሺݔሻ߶ሻ ൌ ሺܦఈݑሻߴ െ ሺെͳሻ|ఈ|ݑሺܦఈߴሻ ൌ 

      ൌ	ܦఌభܦఊభݑ	. ܿଵሺݔሻ߶ ൅ .	ݑఊమܦఌమܦ ఌభሺܿଵ߶ሻܦ ൅ ∑ ఌೕܦ ቀܦఊೕݑ. ఛೕ൫ܦ ௝ܿሺݔሻ߶൯ቁหఊೕหழ|ఈ|ିଵ , 

donde ௝ܿሺݔሻ ൌ ௝ܿ . ܿሺݔሻ א ሻݔஶሺܵሻ, ܿଵሺܥ ൌ ܿሺݔሻ y |ߛ௛| ൌ |ߙ| െ ݄, ݄ ൌ Ͳ,ͳ,ڮ ,  .|ߙ|
Supongamos |ߙ| ൑ 4. Entonces |ߛଵ| ൌ ͵ solamente si |ߙ| ൌ 4 y en ese caso 

(4”)      ሺܦఈݑሻߴ െ ሺെͳሻ|ఈ|ݑሺܦఈߴሻሻ ൌ ܿሺݔሻሺܦఌభାఊభݑሻ߶ ൅ ∑ .ݑఊܦఌೖܦ ఛሺܿ௞߶ሻ|ఊ|ழଷܦ . 

Por tanto en el desarrollo de ∑ ൣሺܦఈݑሻߴఈ െ ሺെͳሻ|ఈ|ݑሺܦఈߴఈሻሻ൧|ఈ|ஸସ ఈߴ , ൌ ܿఈ߶, el factor 

de todas las derivadas de orden 4 sobre ݑ es el mismo ܿሺݔሻ. 
Consideremos 

ఋܫ				      ൌ ׬ ,ݖሺߚ ݔሻ݀ݔሻ߶ሺݔ െௌ\஻ഃሺ௭ሻ ׬ ,ݖሺܤ ௫ሻܦሻ൫ܾ௭ሺݔ െ ஻ഃሺ௭ሻך௫ሻ൯ௌܦሺכܾ ߶ሺݔሻ݀ݔ.  

Los coeficientes de ܾ௫ሺܦ௫ሻ como los de ܾ௫כሺܦ௫ሻ son indefinidamente diferenciables en ܵ, (cf. (3) y (7) §5.3)) y acotados sobre el soporte de ߶. De (5) §5.2 y (4’) obtenemos 

ఋܫ  (5) ൌ ׬ ൛൫ܾ௭ሺܦ௫ሻ െ ܾሺܦ௫ሻ൯ܤሺݖ, ݔሻ݀ݔሻൟ߶ሺݔ െௌ\஻ഃሺ௭ሻ   

                     െ׬ ,ݖሺܤ ௫ሻܦሻ൫ܾ௭ሺݔ െ ஻ഃሺ௭ሻך௫ሻ൯ௌܦሺכܾ ߶ሺݔሻ݀ݔ ൌ 

          	ൌ ׬ ሾሼሺܾ௭ െ ܾ௫ሻܤሽ߶ െ ሺܾ௭ܤ െ ܾ௫ሻכ߶ሿௌך஻ഃሺ௭ሻ  .ݔ݀

El último miembro, por (4)-(4”), es combinación lineal de expresiones que verifican: ܱ ቀ׬ 	หܦ௫ఊܤሺݖ, ሻ|௭ି௫|ୀఋݔఋሺߪ݀	ሻ൯หݔሻ߶ሺݔ௫ఛ൫ܿ௞ሺܦห	ሻหݔ ቁ, donde ߶ א |߬| ଴ஶሺܵሻ yܥ ൅ |ߛ| ൑ ͵. 

Los sumandos con 2  son ܱሺߜଵିఌሻ, ߜ ൌ ݖ| െ  ,en virtud de (16), (17) ,|ݔ

Introducción.  

Si |ߛ| ൌ ͵ entonces ߬ ൌ Ͳ, |ߙ| ൌ 4, ܿሺݔሻ ൌ ଵ௞మሺ௭ሻെ ଵ௞మሺ௫ሻ y el sumando correspondiente 

es, (cf. (2) y (3) §5.3 y (4”)), 

(6)                    ܱ ቀ׬ ቚቀ ଵ௞మሺ௭ሻെ ଵ௞మሺ௫ሻቁ ቀܦ௫ఊܤሺݖ, ሻቁݔ 	߶ሺݔሻቚ|௭ି௫|ୀఋ   .ሻቁݔఋሺߪ݀

Aquí ܿሺݔሻ ൌ ሺ௞ሺ௫ሻା௞ሺ௭ሻሻሺ௞ሺ௫ሻି௞ሺ௭ሻሻ௞మሺ௭ሻ௞మሺ௫ሻ ൌ ܱሺߜሻ por la regularidad de ݇. Luego, la integral es ܱሺߜଵିఌሻ, (cf. (17) Intr. con ݄ ൌ ͵ െ ʹ ൌ ͳ).  

Vale entonces, limఋ՜଴ ఋܫ ൌ Ͳ. 
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CAPÍTULO 6.  

Introducción. Motivamos el Cap. 5 proponiendo demostrar que si ܵ, ሶܵ son abiertos 

acotados y ݇ א ,ାஶሺܵܥ ሶܵሻ vale ݐ‖ौ௧‖ଶ,௄ଶ  y que de esta relación asintótica ,(T.1§6.4) ,	ܣ~

se deduce que 
ேሺ௧ሻ௧  donde ܰ es el contador de los autovalores ,(T.2§6.4) ,ܣ~

variacionales del problema de Dirichlet del operador െ ଵ௞ ∆.  

Se demuestra como en el Teorema 8 §4.1 el siguiente resultado, 

TEOREMA 1. Sean ݇ א ,ାஶሺܵܥ ܵሻሶ , ܵ una región con contorno ߲ܵ y ሶ݇  su extensión a la 

región ሶܵ ـ ܵ̅. Los autovalores variacionales del problema de Dirichlet del operador െ ଵ௞ ∆ en la región ܵ verifican 

(1)                                  Ͳ ൑ lımതതതത ௡ఒ೙ െ lim ௡ఒ೙ ൑ ଵସగ ׬ ሶ݇ ሺݔሻ	݀ݔడௌ .  

Si |߲ܵ| ൌ Ͳ entonces existe el lim௡՜ஶ ௡ఒ೙ y vale 

(2)                                  lim௡՜ஶ ௡ఒ೙ ൌ ܣ ൌ ଵସగ ׬ ݇ሺݔሻ	݀ݔௌ . 

Como extensión del Teorema de H. Weyl este es un resultado aceptable el cual sugiere 

explorar el problema variacional en una situación más general. En efecto, el Teorema 2 

del §6.4 demuestra que es irrelevante si |߲ܵ| ൌ Ͳ o no.  

Esta misma observación se aplica a 2) Teorema 1 §4.21 si ݇ א ,ାஶሺܵܥ ܵሻሶ . 
 

6.1. El núcleo ৅࢚ሺ∙,∙ሻ.  
En el Capítulo 5 introdujimos el operador ቀെ ଵ௞ሺ௫ሻ∆௫ ൅ ݇ ቁଶ conݐ א  ሺܵሻ y tal que∞ܥ

existe Ͳ ൏ ߝ ൌ ߝ ሺ݇ሻ para el que valeߝ ൏ ݇ሺݔሻ ൏ ͳ/ߝ. El objetivo es estudiar al que 

será su inverso, ቀെ ଵ௞ ∆ ൅ ݇ ቁିଶ, en el caso queݐ א ,ାஶሺܵܥ ሶܵሻ. En esta situación ݇ es una 

función localmente Lipschitz lo mismo que sus derivadas primeras. 

DEFINICIÓN 1. ॄሺଶሻ ؔ ॄ ל ॄ,  (cf. Def. 3, §4.6). 

DEFINICIÓN 2. ।௧ሺ݌, ሻݍ ؔ ׬ ौ௧ሺ݌, ,ݎሻौ௧ሺݎ ሻௌݎ݇ሺ	ሻݍ  .(cf. T. 3, §4.9) ,ݎ݀

TEOREMA 1. Sean S, ሶܵ abiertos acotados tales que ܵ ؿؿ ሶܵ, ݂ א ,ଶሺܵܮ ݇ሻ y  ݇ א ,ାሺܵ݌݅ܮ ሶܵሻ. Valen, 

a) ।௧ሺ݌, ,݌ሻ existe a.e. ሺݍ ሻݍ א ܵ ൈ ܵ , 	।௧ሺ݌, ሻݍ ൌ ∑ ख़೘ሺ௣ሻख़೘ሺ௤ሻሺఒ೘ା௧ሻమ∞௠ୀଵ , 	ሺܮଶሺܵ ൈ ܵ,  ,ሻሻܭ
b) ।௧ሺ݌, ሻ existe a.e. ܵ y Ͳ݌ ൑ ।௧ሺ݌, ሻ݌ ൌ ∑ ൫ख़೘ሺ௣ሻ൯మሺఒ೘ା௧ሻమ∞௠ୀଵ ,	 	a. e. ܵ	y	en	ܮଵሺܵ, ݇ሻ, 
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c) ॄሺଶሻ݂ሺ݌ሻ ൌ ׬ ।௧ሺ݌, ሻ݂ௌݍ ሺݍሻ	݇ሺݍሻ݀ݍ	. 
DEMOSTRACIÓN. a) ।௧ሺ݌, ሻݍ ؔ ׬ ौ௧ሺ݌, ,ݎሻौ௧ሺݎ ሻௌݍ 	݇ሺݎሻ݀ݎ existe a.e. ሺ݌,  ሻ yaݍ

que ौ௧ሺݑ, . ሻ, ौ௧ሺ. , ݑ ଶ siܮ  están en	ሻݑ א ܺ ൌ ܵ a.e. pues 	ौ௧ሺ. , . ሻ א ଶሺܵܮ ൈ ܵሻ. De la 

desigualdad de Minkowski sigue que ∑ ख़ೕሺ௣ሻख़ೕሺ௤ሻ൫ఒೕା௧൯మே௝ୀଵ  es de Cauchy en ܮଶሺܵ ൈ ܵ,  ሻ puesܭ

(1)                         ฯ∑ ख़ೕሺ௣ሻख़ೕሺ௤ሻ൫ఒೕା௧൯మேெ ฯଶ,௄ ൑ ∑ ଵ൫ఒೕା௧൯మேெ 	ெ,ே՜ஶሱۛ ۛۛ ሮۛ 	Ͳ, 

por lo que ∑ ख़ೕሺ௣ሻख़ೕሺ௤ሻ൫ఒೕା௧൯మேଵ  converge en ܮଶሺܵ ൈ ܵ, ,݌ሻ a una función ܰሺܭ  .ሻݍ
Además una subsucesión ∑ ख़ೕሺ௣ሻख़ೕሺ௤ሻ൫ఒೕା௧൯మேሺ௠ሻଵ  converge a ܰሺ݌, ,݌ሻ a.e. ሺݍ ሻݍ א ܵ ൈ ܵ. 

Podemos elegir la subsucesión de tal manera que se verifiquen también, para ݉ ՜ ∞, 

׬                    (2) ฬ∑ ख़ೕሺ௣ሻख़ೕሺ௤ሻ൫ఒೕା௧൯మேሺ௠ሻଵ െܰሺ݌, ሻฬଶݍ ݇ሺݍሻ݀ݍ ՜ Ͳ,			ܽ. ௌ	݌		.݁   

׬                          ฬ∑ ख़ೕሺ௣ሻख़ೕሺ௤ሻ൫ఒೕା௧൯మேሺ௠ሻଵ െ ܰሺ݌, ሻฬଶݍ ݇ሺ݌ሻ݀݌ ՜ Ͳ,			ܽ. ௌݍ		.݁ .  

Por otra parte sabemos que ∑ ख़೙ሺ௫ሻख़೙ሺ௬ሻఒ೙ା௧ேሺ௠ሻଵ  converge en ܮଶሺܵ ൈ ,ݔa ौ௧ሺ (ܭ;ܵ    .ሻ, (cfݕ

T. 3 §4.9 [BPII]). Por tanto eligiendo adecuadamente una subsucesión de ܰሺ݉ሻ, que 

seguiremos denotando de la misma forma, obtenemos  

(3)                    ∑ ख़ೕሺ௣ሻख़ೕሺ௤ሻఒೕା௧ேሺ௠ሻଵ  converge a ौ௧ሺ݌, ,݌ሻ a.e. ሺݍ ሻݍ א ܵ ൈ ܵ 

׬                         ฬ∑ ख़ೕሺ௣ሻख़ೕሺ௤ሻఒೕା௧ேሺ௠ሻଵ െौ௧ሺ݌, ሻฬଶݍ ݇ሺݍሻ݀ݍ ՜ Ͳ,			ܽ. ௌ	݌		.݁   

׬                         ฬ∑ ख़ೕሺ௣ሻख़ೕሺ௤ሻఒೕା௧ேሺ௠ሻଵ െौ௧ሺ݌, ሻฬଶݍ ݇ሺ݌ሻ݀݌ ՜ Ͳ,			ܽ. ௌݍ		.݁ .  

Vale entonces para ݉ ՜ ∞ y a.e. ሺ݌, ሻݍ א ܵ ൈ ܵ,  ।௧ሺ݌, ሻݍ ൌ lim׬ ൬∑ ख़ೕሺ௣ሻख़ೕሺ௥ሻఒೕା௧ேሺ௠ሻ௝ୀଵ ൰ ቀ∑ ख़೗ሺ௥ሻख़೗ሺ௤ሻఒ೗ା௧ேሺ௠ሻ௟ୀଵ ቁௌ ݇ሺݎሻ݀ݎ ൌ  

                                                                             ൌ lim∑ ख़ೕሺ௣ሻख़ೕሺ௤ሻ൫ఒೕା௧൯మேሺ௠ሻଵ ൌ ܰሺ݌,   .ሻݍ
Luego, ∑ ख़ೕሺ௣ሻख़ೕሺ௤ሻ൫ఒೕା௧൯మேଵ ՜ ।௧ሺ݌, ଶሺܵܮ ሻ  enݍ ൈ ܵ,  .ሻܭ
b) ∑ ൫ख़೙ሺ௣ሻ൯మሺఒ೙ା௧ሻమࡹଵ  converge monótonamente para ܯ ՜ ∞ y en todo punto, a una función 

integrable ܶሺ݌ሻ ൒ Ͳ. 
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En todo punto ݌ א ܵ tenemos según la Definición 2, 

                            ।௧ሺ݌, ሻ݌ ؔ ׬ ौ௧ሺ݌, ,ݎሻौ௧ሺݎ ሻௌ݌ 	݇ሺݎሻ݀ݎ. ।௧ሺ݌, ݌ ሻ existe para casi todo punto݌ א ܵ y vale 

        ।௧ሺ݌, ሻ݌ ൌ lim׬ ൬∑ ख़ೕሺ௣ሻख़ೕሺ௥ሻఒೕା௧ெሺ௠ሻ௝ୀଵ ൰ ቀ∑ ख़೗ሺ௥ሻख़೗ሺ௣ሻఒ೗ା௧ெሺ௠ሻ௟ୀଵ ቁௌ 	݇ሺݎሻ݀ݎ ൌ  

                      ൌ lim∑ ൫ख़೙ሺ௣ሻ൯మሺఒ೙ା௧ሻమெሺ௠ሻଵ ൌ ܶሺ݌ሻ. 
Entonces también vale ቛ∑ ख़೙ሺ௣ሻख़೙ሺ௣ሻሺఒ೙ା௧ሻమே௡ୀଵ െ ।௧ሺ݌, ሻቛଵ,௞݌ ՜ Ͳ					si	ܰ ՜ ∞. 

c) Como ौ௧ሺ. , . ሻ א ଶሺܵܮ ൈ ܵሻ resulta que ौ௧ሺ݌, ,ݎሻौ௧ሺݎ ሻݍሻ݄ሺݍ א ଵሺܵܮ ൈ ܵ ൈ ܵሻ si ݄ א   ,Entonces vale a.e. p .∞ܮ

          ሾሺॄ ל ॄሻሺ݄ሻሿሺ݌ሻ ൌ ,݌ौ௧ሺ׬ ݎሻ݀ݎሻ݇ሺݎ ,ݎौ௧ሺ׬ ݍሻ݀ݍሻ݇ሺݍሻ݄ሺݍ ൏ ∞. 

Para toda ߮ א   ,tenemos ∞ܮ

ሾሺॄ׬      (4) ל ॄሻሺ݄ሻሿ ሺ݌ሻ߮ሺ݌ሻ݇ሺ݌ሻ݀݌ 

,݌൫ौ௧ሺ	ሻݍሻ݄ሺ݌ሺ߮׮ =                       ,ݎሻौ௧ሺݎ  ݌݀ݍ݀ݎሻ݀݌ሻ݇ሺݍሻ݇ሺݎ݇ሺ		ሻ൯ݍ

                      ൌ ∬߮ሺ݌ሻ।௧ሺ݌,  ݌݀ݍሻ݀݌ሻ݇ሺݍ݇ሺ	ሻݍሻ݄ሺݍ

                      ൌ ݌ሻ݀݌ሻ݇ሺ݌ሺ߮׬ ׬ ।௧ሺ݌,   .ݍሻ݀ݍ݇ሺ	ሻݍሻ݄ሺݍ

Como ।௧ሺ݌, ሻݍ א ଶሺܵܮ ൈ ܵ, ሻ∙,݌ሻ, ।௧ሺܭ א  y resulta que si una sucesión de ݄’s ݌ .ଶ a.eܮ

converge a ݂ en ܮଶ entonces 

׬                ।௧ሺ݌, ݍሻ݀ݍ݇ሺ	ሻݍሻ݄ሺݍ ՜ ,݌।௧ሺ׬  .ଶܮ y en ݌ .a.e  ݍሻ݀ݍ݇ሺ	ሻݍሻ݂ሺݍ

Por ser ॄ un operador continuo de ܮଶ en ܮଶ de (4), pasando al límite, obtenemos 

ሾሺॄ׬            (5) ל ॄሻሺ݂ሻሿ ߮ሺ݌ሻ	݇ሺ݌ሻ݀݌ ൌ ׬ሾ׬ ।௧ሺ݌,  .݌ሻ݀݌݇ሺ	ሻ݌ሿ߮ሺݍሻ݀ݍ݇ሺ	ሻݍሻ݂ሺݍ

Como (5) vale para toda ߮ א resulta ሺॄ ∞ܮ ל ॄሻሺ݂ሻ ൌ ׬ ।௧ሺ݌,   ,ݍሻ݀ݍ݇ሺ	ሻݍሻ݂ሺݍ

                                                                                                                              QED.  

A continuación supondremos ݇ א ,ାஶሺܵܥ ܵሻሶ , ܵ ൌ  región ñ-conexa regular. Por el ܦ

Teorema 1 del §4.21 [BPII] sabemos que ܦ א  que por definición ,(es normal ܦ) ,ࣨ

significa que los operadores ॄ y G son idénticos: para toda ݒ א  ,ଶܮ

ሻ݌ሺݒॄ     (6) ൌ ,݌ौሺ׬ ݍሻ݀ݍሻ݇ሺݍሺݒሻݍ ൌ ܽ. ݁. ൌ ሻ݌ሺݒ۵ ൌ ,݌ሺܩ׬   .ݍሻ݀ݍሻ݇ሺݍሺݒሻݍ

Por esta razón ौ ൌ ܦ .a.e ܩ ൈ Por tanto, ሼख़௞ሽ .ܦ ؿ Şሺܦሻ y este sistema de 

autofunciones variacionales puede reemplazarse por el sistema de autofunciones 

clásicas ሼ߶௞ሽ. Además ौ y ܩ tienen desarrollos idénticos en el sistema ሼ߶௞ሽ ؿ Şሺܦሻ. 
Entonces, 

(7)    ।௧ሺ݌, ሻݍ ൌ ׬ ौ௧ሺ݌, ,ݎሻौ௧ሺݎ ሻௌݎ݇ሺ	ሻݍ ݀ ൌ ׬ ,݌௞ሺܩ ;ݎ െݐሻܩ௞ሺݎ, ;ݍ െݐሻ	݇ሺݎሻ݀ݎ.஽   
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Usando la identidad de Parseval, (cf. (3) §4.14 [BPII]), o simplemente a) del Teorema 1, 

obtenemos que la última integral es igual a 

(8)                                  ∑ థ೘ሺ௣ሻథ೘ሺ௤ሻሺఒ೘ା௧ሻమ∞௠ୀଵ .  

La serie (8) de funciones continuas en ܦഥ ൈ  ഥ converge uniformemente allí, (cfr. (4)ܦ

§4.14 [BPII]). Utilizando el símbolo ൌሶ  para indicar que la convergencia de una serie es 

uniforme hemos probado el siguiente  

TEOREMA 2. Sean ݌, ݍ א ݇ región ñ-conexa regular y ܦ א ,ାஶሺܵܥ ሶܵሻ. Entonces, la 

función ।௧ሺ݌, ሻݍ ൌሶ ∑ థ೘ሺ௣ሻథ೘ሺ௤ሻሺఒ೘ା௧ሻమ∞௠ୀଵ  es uniformemente continua en ܦ ๭  .ܦ

Volveremos sobre el núcleo ।௧ en el §6.3. 

 

6.1.1. El núcleo ফ૙.  

PROPOSICIÓN AUXILIAR. Sea S una región. Existe una familia de regiones 

finitamente conexas, de Jordan ܥଵ, ሼܦ௠ሽ, tales que1  

ଵܦ                   (1) ؿ ڮ ؿ ഥ௠ܦ ؿ ௠ାଵܦ ؿ ڮ ՛ ܵ. 

TEOREMA 3. Sea S una región.  

i) Si ݇ א  ାஶሺܵሻ entonces ौ଴ es casi doquier igual a la función de Green generalizadaܥ

de ܵ, ԭௌ, ([R]). 

ii) Si además ݇ א ,ାஶሺܵܥ ሶܵሻ y ܵ, ሶܵ son regiones entonces ौ଴ሶ ൒ ौ଴ ൐ Ͳ  a.e. ܵ ൈ ܵ. 

DEMOSTRACIÓN. i) Del §4.3 [BPII] obtenemos, para ݉ ൒ ݉଴, ,݌ ݍ א ܵ ת  ,௠బܦ

 ԭ஽೘ሺ݌, ሻݍ ՛ ԭௌሺ݌,   .ܵ ሻ, ԭௌ la función generalizada de Green deݍ

Como ԭ஽೘ ൌ ,݌ ௠, para todoܩ ݍ א  ,௠ܦ

(2)                     Ͳ ൑ ,݌ሺ௠ሻሺܩ ሻݍ ՛ ԭௌሺ݌, ሻ∙,݌ሻ,            ԭௌሺݍ א  .ଶሺܵሻܮ
                                                 
1 Esbozo de una demostración elemental de la Proposición Auxiliar. Sean ܥ௠, ݉ ൌ ͳ,ʹ,ڮ , cerrados 

conexos contenidos en ܵ, unión de cuadrados cerrados de lado ʹି்ሺ௠ሻ, ܶሺ݉ሻ entero positivo, obtenidos 

por refinamiento de un reticulado formado por paralelas a los ejes y tales que ܥ௠ ՛ ܵ.  

Dado ܥ௠ିଵ, ܥ௠ se obtiene cubriendo a ܣሺ݉ െ ͳሻ ൌ ሼ݌ א ܵ: distሺ݌, ߲ܵሻ ൒ ͳ/ʹ௠ିଵሽ ׫  ௠ିଵ conܥ

cuadrados de diagonal ൏ distሺܣሺ݉ െ ͳሻ, ߲ܵሻ. 
Podemos retocar ܥ௠, primero refinando sus cuadrados aumentando ܶሺ݉ሻ y agregando cuadrados de ese 

refinamiento de manera que ܥ௠ sea conexo y que no haya dos cuadrados en contacto solo por un vértice.  

En esta situación si ܦ௠ ൌ int	ܥ௠ entonces ܦ௠ es una región finitamente conexa de Jordan. Finalmente y 

con un nuevo retoque a ܦ௠ en los vértices de su contorno podemos lograr que el nuevo abierto tenga 

contorno regular, por ejemplo ܥଵ. 
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(Recordemos que  ܩሺ௠ሻ ൌ ,݌ ௠ siܩ ݍ א ሺ௠ሻܩ ,௠ܦ ൌ Ͳ en ܵ ൈ ܵ ך ௠ܦ ൈ  .(௠ܦ

Más aún, del Teorema 1 §4.3 [BPII] puntos (5) y (7) concluímos que Ͳ ൏ ԭௌሺ∙,∙ሻ ଶሺܵܮא ൈ ܵሻ. 
Si ߮ es una función de prueba con soporte contenido en ܵ tal que ܦ௠బ ـ supp	߮, sigue 

de (2) y para todo ݌ א ܵ, ݉ ൒ ݉଴, 

ሻ݌෤௠ሺݑ      (3) ൌ ׬ ,݌ሺ௠ሻሺܩ ሻௌݍ ߮ሺݍሻ݇ሺݍሻ݀ݍ ՜ ׬ ԭௌሺ݌, ሻௌݍ ߮ሺݍሻ݇ሺݍሻ݀ݍ ൌ  ሻ son funciones de cuadrado integrable y la convergencia en (3) también se݌ሺݑ ሻ y݌෤௠ሺݑ .ሻ݌ሺݑ

realiza en media cuadrática: 

෤௠ݑ‖                                     (4) െ ଶ,௞‖ݑ ՜ Ͳ. 

Sabemos que  

ሻ݌௠ሺݑ                       (5) ൌ ׬ ,݌௠ሺܩ ሻ஽೘ݍ ߮ሺݍሻ݇ሺݍሻ݀ݍ,  

es una función en ܪ଴ሺܦ௠ሻ ת ௠ݑ ௠ሻ puesܦ଴ሺܥ ൌ ۵௠ሺ߮ሻ ൌ ॄ௠ሺ߮ሻ, (cf. [BPII] T. 1 

§4.4 y Prop. 1 y T. 2 Apéndice Parte III). 

Al extender ݑ௠ de ܦ௠ a ܵ por cero obtendremos una función ݑ෤௠ en ܪ଴ሺܵሻ pues ߲ܦ௠ א  .ଵܥ

Usaremos a continuación en ܪ଴ሺܵሻ la norma |∙|ுబ asociada al producto escalar ܫሺݑ, ሻݒ ൌ׬ ݑ׏ ൈ ௌݔ݀	ݒ׏ . Sin pérdida de generalidad podemos suponer ܦଵ ـ supp	߮. Definimos 

ଵݓ                 ؔ ௡ݓ ,෤ଵݑ ؔ ෤௡ݑ െ ∑ ෤௡ିଵ, por lo queݑ ௝ݓ ൌ ෤ேேଵݑ .  

Vale, ݓ௡ ٣ ሼ߮ א :଴ஶሺܵሻܥ supp	߮ ؿ  ௡ିଵሽ que podemos escribir comoܦ	

௡ݓ                             א ௡ሻܦ଴ሺܪ ٚ   .௡ିଵሻܦ଴ሺܪ
En efecto, sea ߱ א ,௡ݓሺܫ , ௡ିଵሻ. Tenemos por [BPII] T. 1 Apéndice parte IIIܦ଴∞ሺܥ ߱ሻ ൌ ׬ ෤௡ݑሺ׏ െ ෤௡ିଵሻݑ ൈ ௌ׏ ݔ݀	߱ ൌ ׬ ෤௡ݑሺ׏ െ ෤௡ିଵሻݑ ൈ ஽೙׏   ݔ݀	߱

 			ൌ ׬ ௡ݑ׏ ൈ ஽೙׏ ݔ݀	߱ െ ׬ ௡ିଵݑ׏ ൈ ஽೙షభ׏ ݔ݀	߱ ൌ ׬ െ∆ݑ௡஽೙ ݔ݀߱ െ ׬ െ∆ݑ௡ିଵ஽೙షభ  ݔ݀߱

    ൌ ׬ ሺ߮݇ െ ߮݇ሻ߱	݀ݔ ൌ Ͳ஽೙షభ . 

Entonces vale en ܪ଴ሺܵሻ: ܰ׊		 ∑ หݓ௝หுబଶ ൌ ෤ே|ுబଶேଵݑ| . Luego, 

෤ே|ுబଶݑ|  ൌ ே|ுబሺ஽ಿሻଶݑ| ൌ ׬ െ ଵ௞ ஽ಿݔே݇݀ݑ	ேݑ∆ ൌ ׬ ߮	஽ಿ ݔே݇݀ݑ ൑ ‖߮‖ଶ,௞‖ݑே‖ଶ,௞ ൑ 

൑ ‖߮‖ଶ,௞ ብන ,݌ሺࡺܩ ሻ஽ಿݍ ߮ሺݍሻ݇ሺݍሻ݀ݍብଶ,௞ ൑ ‖߮‖ଶ,௞ ብන ԭௌሺ݌, ሻௌݍ |߮ሺݍሻ|݇ሺݍሻ݀ݍብଶ,௞ ൑ 

 	൑ ,ሺܵܥ ݇ሻ൫‖߮‖ଶ,௞൯ଶ ൌ  .ଶܯ
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Por tanto, ܰ׊	∑ หݓ௝หுబଶ ൑ ଶேଵܯ ൏ ∞. En consecuencia, ∑ ௝ݓ ൌ ෤ேேଵݑ  converge en ܪ଴ሺܵሻ 
en la norma |∙|ுబ a una función ݒ א  .଴ሺܵሻܪ
Es decir, ܰ ՜ ∞ ֜ ෤ேݑ‖| െ |‖ݒ ՜ Ͳ, pues .|‖∙‖|~|∙|ுబ. 

En consecuencia, ݑ෤ே ՜ ݒ en media cuadrática y por (4) ݒ ൌ   .ଶሺܵሻܮ en ݑ
O sea, ݑ෤௠ ՜ ෤௠ݑ ,଴ሺܵሻ. En particularܪ en ݑ ՜   .ᇱሺܵሻܦ en ݑ
Pero 

ିଵ௞ ௠ݑ∆ ൌ ߮ en ܦᇱሺܦ௠ሻ.  
Luego, en ܦԢሺܵሻ: ିଵ௞ ෤௠ݑ∆ ൌ ߮ ൅ ௠ܶ, con supp ௠ܶ ؿ ܵ ך ௠. Entonces ௠ܶܦ ՜ Ͳ	 en 	ܦᇱሺܵሻ y vale (siempre en ܦԢሺܵሻ): lim	 ିଵ௞ ෤௠ݑ∆ ൌ ିଵ௞ ݑ∆ ൌ ߮ ൅ lim	 ௠ܶ ൌ ߮ .  

En consecuencia, ݑ א ,	∆ࡰ ିଵ௞ ݑ∆ ൌ ߮.  

Por tanto vale en ܵ, (cf. T. 3, §4.7, con ݐ ൌ Ͳ),  

                                          ॄ଴ሺ߮ሻ ൌ  .ݑ

Tenemos entonces para toda función de prueba ߮, 

׬                    (6) ԭௌሺ݌, ሻௌݍ ߮ሺݍሻ݇ሺݍሻ݀ݍ ൌ ׬ ौ଴ሺ݌, ሻௌݍ ߮ሺݍሻ݇ሺݍሻ݀ݍ. 

Por ser los núcleos de cuadrado integrable y ݇ א ஶሺܵሻܥ ת  ஶሺܵሻ sigue queܮ

(7)                                   ԭௌ ൌ ौ଴ a.e. ܵ ൈ ܵ. 

ii) En este caso existe ौሶ ଴ y vale Ͳ ൏ ԭௌ ൑ ԭௌሶ  en todo punto de ܵ ൈ ܵ; por tanto 

(8)                        Ͳ ൏ ौ଴ ൑ ौሶ ଴   a.e. ܵ ൈ ܵ,                                           QED. 

 

6.1.2. El núcleo ফ࢚. Supongamos ݇ א ,ାஶ൫ܵܥ ሶܵ൯, ܵ, ሶܵ abiertos acotados.  

Recordemos que para ݐ ൒ Ͳ, ौ௧ሺ݌, ሻݍ ൌ ∑ ख़೘ሺ௣ሻख़೘ሺ௤ሻఒ೘ା௧∞௠ୀଵ 		 	ሺܮଶሺܵ ൈ ܵ,   .ሻሻܭ
Luego, si ݐ ൐ Ͳ, 

         ौ௧ሺ݌, ሻݍ ൌ ौ଴ሺ݌, ሻݍ െ ݐ ∑ ख़೘ሺ௣ሻख़೘ሺ௤ሻఒ೘ሺఒ೘ା௧ሻ∞௠ୀଵ ൌ ौ଴ሺ݌, ሻݍ ൅ ृ௧ሺ݌,   .ሻݍ
y tenemos,  

(1)ቚृ೟௧ ሺ݌, ሻቚݍ ൑ ∑ ቚख़೘ሺ௣ሻख़೘ሺ௤ሻఒ೘ሺఒ೘ା௧ሻ ቚ∞௠ୀଵ ൑ ∑ ቚख़೘ሺ௣ሻ.ख़೘ሺ௤ሻఒ೘.ఒ೘ ቚ∞௠ୀଵ  

           ൑ ට∑ ቚख़೘ሺ௣ሻఒ೘ ቚଶ∞௠ୀଵ ට∑ ቚख़೘ሺ௤ሻఒ೘ ቚଶ∞௠ୀଵ ൌ ‖ौ଴ሺ݌,∙ሻ‖ଶ,௞‖ौ଴ሺ∙, ሻ‖ଶ,௞ݍ ൏ ∞			a.e. ܵ ൈ ܵ. 

Por tanto la primera serie en (1) tiende a cero monótonamente a.e. ܵ ൈ ܵ si ݐ ՛ ∞ y 

 
ृ೟௧ ሺ݌, ሻݍ ൌ   ,ݐ ሺͳሻ. Vale también la siguiente estimación independiente de݋

                           ට∬ ቚृ೟௧ ሺ݌, ሻቚଶௌൈௌݍ ݍ݀݌݀ܭ ൑ ∑ ଵఒ೘మஶଵ ൏ ∞. 
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Supongamos ahora ݇ א ,ାஶሺܵܥ ሶܵሻ y ܵ, ሶܵ regiones. Los desarrollos precedentes se 

escriben ahora así: 

(2)    ቚृ೟௧ ሺ݌, ሻቚݍ ൑ ඥ∑ ॖ௠ଶ ሺԭௌሺ݌,∙ሻሻ∞௠ୀଵ ඥ∑ ॖ௠ଶ ሺԭௌሺ∙, ሻሻ∞௠ୀଵݍ ൌ 

            ൌ ට׬ ԭௌଶሺ݌, ሻௌݍ ݇ሺݍሻ݀ݍ ׬ ԭௌଶሺ݌, ሻௌݍ ݇ሺ݌ሻ݀݌ ൌ por la simetría de फ	ൌ															ൌ ׬ ԭௌଶሺ݌, ሻௌݍ ݇ሺݍሻ݀ݍ ൌ  

            ൌ ܱ ቀ׬ ൫ͳ ൅ หLog|݌ െ ห൯ଶௌ|ݍ ቁݍ݀ ൌ ܱ ቀ׬ ൫ͳ ൅ หLog|ݔ|ห൯ଶ|௫|ஸୢ୧ୟ୫	ௌ ቁݔ݀ ൌ ܱሺͳሻ. 
PROPOSICIÓN 1. Si ݇ א ,ାஶሺܵܥ ሶܵሻ, ݌, ݍ א ܵ, Ͳ ൏ ݐ ՛ ∞, ܵ, ሶܵ regiones, entonces con ܯ una cte. vale,                  ܯ ൐ ቚृ೟ሺ௣,௤ሻ௧ ቚ ՜ Ͳ    a.e. ܵ ൈ ܵ.  

Tenemos, a.e. ሺ݌, ሻݍ א ܵ ൈ ܵ, 

            ौ௧ሺ݌, ሻݍ െ ृ௧ሺ݌, ሻݍ ൌ ौ଴ሺ݌, ሻݍ ൑ ौሶ ଴ሺ݌, ሻݍ ൌ ौሶ ௧ሺ݌, ሻݍ െ ሶृ ௧ሺ݌,   .ሻݍ
 

6.2. Funcionales bilineales asociadas al operador ࢞࢈ሺ࢞ࡰሻ ൌ ቀെ ∆࢚࢞࢑ሺ࢞ሻ൅ ૚ቁ૛ donde ࢑ א ,ࡿାஶሺ࡯ ሶࡿ ሻ. Teorema de L. Gårding de la funcional bilineal.  

Sea ܥሼ݂, ݃ሽ una funcional bilineal real definida en ܥ଴∞ሺܵሻ ൈ  ሼ∙,∙ሽ se diráܥ .଴∞ሺܵሻܥ

asociada al operador ܾ௫ሺܦ௫ሻ, ݐ ൌ ߯ଶ ൒ ߯଴ ൒ ͳʹ, si satisface:  

,߶ሼܾܥ                        (1) ሽߴ ൌ ,߶ሼܥ ሽߴכܾ ൌ ሺ߶,  ሻߴ
para toda ߴ, ߶ א ଶሺܵܮ ଴∞ሺܵሻ y viene definida por un núcleo real enܥ ൈ ܵሻ, ߪሺ߯;∙,∙ሻ, tal 

que 

,߶ሼܥ                   (2) ሽߴ ൌ ;ሺ߯ߪሻݕሺߴ∬ ,ݕ  .ݕ݀ݔሻ݀ݔሻ߶ሺݔ

Esta funcional verifica, 

,߶ሼܥ|                                     (3) |ሽߴ ൑  ,ଶ‖ߴ‖ଶ‖߶‖ܯ
en este caso con ܯ ൌ  .ଶ‖ߪ‖

Observemos que para ߶, ߴ א ,଴∞ሺܵሻܥ ݂, ݃ א  ଶሺܵሻ, valeܮ

,ݕሺߪ∬|    (4) ሻݕሻ߰ሺݔሻሺ߶ሺݔ െ ݂ሺݔሻ݃ሺݕሻሻ݀ݕ݀ݔ| ൑ ߰‖‖߶‖ሺܯ െ ݃‖ ൅ ‖݃‖‖݂ െ ߶‖ሻ. 
Por tanto (2) puede extenderse a funciones en ܮଶሺܵሻ. Llamaremos también ܥ a tal 

extensión. Por otra parte si ݍሺ߯; ,ݕ ሻݔ א ଶሺܵܮ ൈ ܵሻ es un núcleo que verifica para toda  ݂, ݃ א ,ሼ݂ܥ  :ଶሺܵሻܮ ݃ሽ ൌ ∬݃ሺݕሻݍሺ߯; ,ݕ ݍ entonces ݕ݀ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ ൌ ܵ .a.e 	ߪ ൈ ܵ.  

Por tanto el núcleo ߪ es único en ܮଶ. 

 
                                                 
2 Bastará en nuestro caso que ߯ఌ ൒  .en §ͷ.͸ሻ ࡽ def. de) ,ࡽʹ
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Una tal ܥ puede determinarse de la siguiente manera. Utilizaremos la siguiente  

NOTACIÓN. Sean ߮, ߴ א ,∞଴ܥ ݂, ݃ א ,ሼ݂כ߁ ,ଶܮ ݃ሽ: ൌ ∬݂ሺݔሻכ߁ሺݕ,  .ݔ݀ݕሻ݀ݕሻ݃ሺݔ

Como en ܥሼ݂, ݃ሽ ൌ ∬݂ሺݔሻߪሺݕ,  las llaves indican el orden de las ݔ݀ݕሻ݀ݕሻ݃ሺݔ

funciones ݂, ݃ en relación a las variables ݕ,  de integración en el núcleo. Sin embargo ݔ

pondríamos כ߁ሺ݂, ݃ሻ ൌ ∬݂ሺݔሻכ߁ሺݔ,   .ݔ݀ݕሻ݀ݕሻ݃ሺݕ

De acuerdo con esta convención escribiremos: כ߁ሼ߮ሽሺݔሻ ൌ ,ݒሺכ߁׬ ሻݖሺ߮ሻሺכ߁ ,ݒሻ݀ݒሻ߮ሺݔ ൌ ,ݖሺכ߁׬ ,ሼ݂כ߁ por lo que ,ݒሻ݀ݒሻ߮ሺݒ ݃ሽ ൌ ሺכ߁ሺ݂ሻ, ݃ሻ ൌ ሺ݂,  .ሼ݃ሽሻכ߁
Y también escribiríamos ߪሼ݂, ݃ሽ en lugar de ܥሼ݂, ݃ሽ.  
Además como ܾ௫ሺܦ௫ሻ߁ሺݖ, ሻݔ ൌ  ሻ tendremosݔ௭ሺߜ

,߁௫ܾۃ     (5) ۄ߮ ൌ ߮ሺݖሻ ൌ ,߁ۃ ܾ௫ۄ߮כ ൌ ;ሺ߯߁׬ ,ݖ כሻሺܾ௫ݔ ߮ሻሺݔሻ݀ݔ, 

        y si ݖ ഥא sop	߮        ܾۃ௫߁, ۄ߮ ൌ ׬ ሾܾ௫߁ሿሺ߯; ,ݖ ݔሻ݀ݔሻ߮ሺݔ ൌௌ ,ሿ߁ሾܾ௫ۃ ۄ߮ ൌ Ͳ. 

 

La funcional ࡯ড asociada al operador ࢞࢈. Sabemos que, (cf. §4.6-4.9 [BPII]), 

௫ሻܦଶܾሺݐ          (6) ൌ ቀെ ଵ௞ሺ௫ሻ∆௫ ൅ ௫ሻሻॄ௧,ௌሺଶሻ݂ܦଶܾሺݐቁଶ,   ሺݐ ൌ ݂ si ݂ א  ,ଶሺܵሻܮ
(7)                ॄ௧,ௌሺଶሻሺݐଶܾሺܦ௫ሻ߶ሻ ൌ ߶  si ߶ א  .଴∞ሺܵሻ,   ܵ abierto acotadoܥ

Para ߮, ߴ א  :como ॄܥ ଴∞ሺܵሻ definimos la funcional bilinealܥ

,ሼ߮ॄܥ                           (8) :ሽߴ ൌ ቀݐଶॄ௧,ௌሺଶሻ߮,  .ቁߴ

Esta funcional bilineal satisface (1)-(3). En efecto, 

,ሼܾ߮ॄܥ     (9) ሽߴ ൌ ሺ߮, ሻߴ ൌ ቀܾݐଶॄ௧,ௌሺଶሻ߮, ቁߴ ൌ ቀݐଶॄ௧,ௌሺଶሻ߮, ቁߴכܾ ൌ ,ሼ߮ॄܥ  .ሽߴכܾ
Y si ݂, ݃ א  ,(ଶሺܵሻ, (cf. Teor. 1 §4.6 [BPII] y Teor. 3, iii) §4.9 [BPII]ܮ

,ሼ݂ॄܥ  (10) ݃ሽ: ൌ ቀݐଶॄ௧,ௌሺଶሻ݂, ݃ቁ ൌ ,ଶሺॄ௧,ௌ݂ݐ ॄ௧,ௌ ቀ௚௞ቁሻ௞ ൑ 

                    ൑ ଶฮॄ௧,ௌ݂ฮଶ,௞ݐ ቛॄ௧,ௌ ቀ௚௞ቁቛଶ,௞ ൑ ௧మ୧୬୤ ௞ ฮॄ௧,ௌฮଶ‖݂‖ଶ,௞‖݃‖ଶ,௞ ൑  

                    ൑ ଵ୧୬୤ ௞ ௧మሺఒభା௧ሻమ ‖݂‖ଶ,௞‖݃‖ଶ,௞ ൑ ሺୱ୳୮௞ሻమ୧୬୤ ௞ ௧మሺఒభା௧ሻమ ‖݂‖ଶ‖݃‖ଶ. 

Luego, ‖ॄܥ‖ ൑ ሺsup ݇ሻଶ supሺͳ/݇ሻݐଶሺߣଵ ൅  ,ሻିଶ. Por T. 1 §6.1ݐ

(11)     ቀݐଶॄ௧,ௌሺଶሻ݂, ݃ቁ ൌ ∬ሾݐଶ।௧ሺݕ, ।௧									,ݕ݀ݔሻ݀ݕሻ݃ሺݔሻሿ݂ሺݔሻ݇ሺݔ א ଶሺܵܮ ൈ ܵሻ͵. 
O sea,  ॄܥሼ݂, ݃ሽ ൌ ∬݂ሺݔሻሾݐଶ।௧ሺݕ,  .satisface (1)-(3)  ݕ݀ݔሻ݀ݕሻሿ݃ሺݔሻ݇ሺݔ

 

                                                 
3 Demostraremos más adelante que ।௧ es igual a.e. a una función continua y acotada en ܵ ൈ ܵ. 
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6.3. La funcional diferencia ࡯′ y el núcleo ࣋. Suponemos ݇ א ,ାஶሺܵܥ ሶܵ). 
DEFINICIÓN 1. ܥԢሺ݂, ݃ሻ ؔ ,ሼ݂ॄܥ ݃ሽ െ ሶ߁ ,ሼ݂כ ݃ሽ. 
Aquí ݂, ݃ א  ଶሺܵሻ. Sinܮ es la funcional bilineal definida anteriormente sobre ॄܥ ଶሺܵሻ yܮ

embargo ߁ሶ , ሶ߁  ௫ሻ y de su adjuntoܦserán las soluciones fundamentales del operador ܾሺ כ

sobre ሶܵ, que son continuas y acotadas sobre ሶܵ.  
Extendiendo por 0 las funciones de ܥ଴∞ሺܵሻ y ܮଶሺܵሻ escribimos ܥ଴∞ሺܵሻ ؿ ଴∞ሺܥ ሶܵሻ y ܮଶሺܵሻ ؿ ଶሺܮ ሶܵሻ. Supondremos ।௧ሺݔ, ܵ ሻ extendida por cero deݕ ൈ ܵ a ሶܵ ൈ ሶܵ. Entonces ܥԢሺ݂, ݃ሻ sobre ܮଶሺ ሶܵሻ ൈ ଶሺܮ ሶܵሻ toma la forma  

,ሺ݂′ܥ         ݃ሻ ൌ ׬ ݃ሺݔሻሾݐଶ।௧ሺݕ, ௌൈௌݕ݀ݔሻ݀ݕሻሿ݂ሺݔሻ݇ሺݔ െ ׬ ݃ሺݔሻ߁ሶ ,ݔሺכ ௌሶൈௌሶݕ݀ݔሻ݀ݕሻ݂ሺݕ . 

DEFINICIÓN 2. ߩሺݕ, ሻݔ ؔ ሶ߁ ,ݔሺכ ሻݕ െ ,ݕሶሺ߁ ,ݔ ,ሻݔ ݕ א ሶܵ. 
Veamos que valen para ߮,߰ א ,݂ ,଴∞ሺܵሻܥ ݃ א ଶሺܮ ሶܵሻ, 
۔ۖەۖ   (1)

,Ԣሺ݂ܥ|ۓ ݃ሻ| ൑ ,Ԣሺܾ߮ܥ	Ԣ‖݂‖ଶ‖݃‖ଶܭ ߰ሻ ൌ Ͳ																						ܥԢሺ߮, ሻ߰כܾ ൌ െߩሺ߮,  ሻ߰כܾ
Notemos que en ሶܵ, ܾ௫ሺܦ௫ሻ ൌ ቀെ ∆ೣ௧௞ሶ ሺ௫ሻ൅ ͳቁଶ y valen, 

(2)      ܾ൫߁ሶ ሼ߮ሽ൯ ൌ ሶ߁൫כܾ      ,߮ ሼ߮ሽ൯כ ൌ ߮      ൫ܦԢሺ ሶܵሻ൯.  
Verifiquemos la primera igualdad en (2). Sea ߱ א ଴∞ሺܥ ሶܵሻ,  
ሶ߁൫ܾۃ       ሼ߮ሽ൯, ௌሶۄ߱ ൌ ሶ߁ۃ ሼ߮ሽ, ۄ߱כܾ ൌ ∬൫ܾכሺܦ௭ሻ߱ሺݖሻ൯ ሶ߁ ሺݐ, ݖ݀ݐሻ݀ݐሻ߮ሺݖ ൌ	  
         ൌ ݐሻ݀ݐሺ߮׬ ሶ߁׬ ሺݐ, ሻݖ ൫ܾכሺܦ௭ሻ߱ሺݖሻ൯݀ݖ ൌ (por ser ߁ሶ  solución fundamental en ሶܵ)          										ൌ ݐ݀	ሻݐሻ߱ሺݐሺ߮׬ ൌ  . ௌሶۄ߱,߮ۃ
Demostremos (1). La desigualdad es inmediata.  

La primera igualdad en (1) sigue de la Notación y (9) del §6.2: 

,Ԣሺܾ߮ܥ      (3) ߰ሻ ൌ ,߮ۃ ௌۄ߰ െ ׬ ሶ߁ ሼ߰ሽܾ߮Sכ ݔ݀ ൌ ௌۄ߰,߮ۃ െ ሶ߁ۃ ,ሼ߰ሽכ ௌሶۄܾ߮ ൌ 

                            ൌ ௌۄ߰,߮ۃ െ ,߰ۃ ௌሶۄ߮ ൌ Ͳ 

Por otra parte, ߩ es una función continua acotada en ሶܵ ൈ ሶܵ y se tiene, ((9)§6.2 y Def. 1), 

,Ԣሺ߮ܥ   (4) ሻ߰כܾ ൌ ۄ߰,߮ۃ െ ׬ ,ݕሶሺ߁ SሶൈSሶݕ݀ݔሻ݀ݔሻሺ߰כሻሺܾݕሻ߮ሺݔ ൅  

                                  ൅׬ ሺ߁ሶሺݕ, ሻݔ െ ሶ߁ ,ݔሺכ SሶൈSሶݕ݀ݔሻ݀ݔሻሺ߰כሻሺܾݕሻሻ߮ሺݕ ൌ 

                          ൌ ௌۄ߰,߮ۃ െ ሶ߁ሺܾۃ ሼ߮ሽሻ, ௌሶۄ߰ െ ׬ ,ݕሺߩ SሶൈSሶݕ݀ݔሻ݀ݔሻሺ߰כሻሺܾݕሻ߮ሺݔ ൌ  

                          ൌ ௌۄ߰,߮ۃ െ ௌሶۄ߰,߮ۃ െ ׬ ,ݕሺߩ SሶൈSሶݕ݀ݔሻ݀ݔሻሺ߰כሻሺܾݕሻ߮ሺݔ ൌ െߩሺ߮,  .ሻ߰כܾ
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6.3.1. Las funciones ࢖ y כ࢖. Sean ܵ ؿؿ ଶܸ ؿؿ ሶܵ, ߮,߰ א   ଴∞ሺܵሻ y tambiénܥ

ߤ                 (5) א ଴∞ሺܥ ଶܸሻ, ߤ ൌ ͳ en un entorno ܧ de ܵ̅, ܧ ؿؿ ଶܸ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Definimos, para ݔ, ,ݕ 	ݖ א ሶܵ,  
                               ቐ݌ሺݔ, ሻݖ ؔ ܾሺܦ௭ሻ ቀ൫ͳ െ ሶ߁ሻ൯ݖሺߤ ሺݔ, ,ݕሺכ݌					ሻቁݖ ሻݖ ؔ ௭ሻܦሺכܾ ቀ൫ͳ െ ሶ߁ሻ൯ݖሺߤ ,ݕሺכ  ሻቁݖ

Luego, ݌ሺݔ, ሻݖ ൌ Ͳ para ݖ en el entorno ܧ de ܵ̅.  
Como ܾሺܦ௭ሻ߁ሶ ሺݔ, ሻݖ ൌ Ͳ en ݔ א ܵ, ݖ א ሶܵ ך supp	ߤ, vale allí 

,ݔሺ݌                           ሻݖ ൌ ܾሺܦ௭ሻ ቀെߤሺݖሻ߁ሶ ሺݔ, ሻቁݖ ൌ Ͳ.  

Además, en ݔ א ܵ, ݖ א ሶܵ ך ݔ| valen ܧ െ |ݖ ൒ ߝ ൐ Ͳ y 

,ݔሺ݌     (6) ሻݖ ൌ െܾሺܦ௭ሻ ቀߤሺݖሻ߁ሶ ሺݔ, ሻቁݖ ൌ ∑ ሻቁ|ఉ|வ଴ݖሺߤ௭ఉܦሻቀݖఉఊሺܣ ൫ܦ௭ఊ߁ሶሺݔ,  ,	ሻ൯ݖ
con |ߚ| ൑ |ߛ| ,4 ൑ ͵ y ܣఉఊሺݖሻ א ሺ∞ܥ ሶܵሻ, (cf. T. 2§5.5).  

Por tanto, ݌ሺݔ,∙ሻ א ஶሺܥ ሶܵ ך ቀܵഄమቁതതതതതതሻ. Se obtiene entonces la 

PROPOSICIÓN 1. ݌ሺݔ, ܵ ሻ define una función acotada y continua enݖ ൈ ሶܵ, nula en ሺݔ, ሻݖ א ܵ ൈ ,ݔy en ሺ ܧ ሻݖ א ܵ ൈ ൛ ሶܵ ך supp	ߤൟ y tal que ݌ሺݔ,∙ሻ א ஶሺܥ ሶܵሻ. Idem כ݌ሺݔ,   .ሻݖ
Dado que ߮ א ݖ ଴∞ሺܵሻ obtenemos, (cf. (2)), conܥ א ሶܵ, 
(7)        ቀ߮ െ ܾሺܦ௭ሻ൫߁ߤሶ ሼ߮ሽ൯ቁ ሺݖሻ ൌ ܾሺܦ௭ሻ൫߁ሶ ሼ߮ሽ൯ሺݖሻ െ ܾሺܦ௭ሻ൫߁ߤሶ ሼ߮ሽ൯ሺݖሻ ൌ  

                 = ܾሺܦ௭ሻ൫ሺͳ െ ሶ߁ሻߤ ሼ߮ሽሻ൯ ൌ ܾሺܦ௭ሻ ቄ൫ͳ െ ሻ൯ݖሺߤ ׬ ሶ߁ ሺݔ, ௌݔሻ݀ݔሻ߮ሺݖ ቅ ൌ  

                 = ܾሺܦ௭ሻ ׬ ൫ͳ െ ሶ߁ሻ൯ݖሺߤ ሺݔ, ௌݔሻ݀ݔሻ߮ሺݖ ൌ  

                 = (distሺݖ, ሻݔ ൒ ߝ ൐ Ͳ ya que el integrando se anula en ݖ א   = (ܧ

׬ =                  ܾሺܦ௭ሻ ቀ൫ͳ െ ሶ߁ሻ൯ݖሺߤ ሺݔ, ሻቁݖ 	߮ሺݔሻ݀ݔௌ ൌ ׬ ,ݔሺ݌ ݔሻ݀ݔ߮ሺ	ሻݖ ൌ ሻௌሶݖሼ߮ሽሺ݌ .  
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Por la Proposición 1 tenemos  

ሻݖሼ߮ሽሺ݌                                   (’7) א ଴∞ሺܥ ሶܵሻ. 
O sea, si ݖ א ሶܵ, para ߮ א   ,como en (5), de (7) obtenemos ߤ ଴∞ሺܵሻ yܥ

       ܾሺܦ௭ሻ൫߁ߤሶ ሼ߮ሽ൯ሺݖሻ ൌ ߮ሺݖሻ െ ׬ ߮ሺݐሻ݌ሺݐ, ݐሻ݀ݖ ൌ ߮ሺݖሻ െ ሻௌݖሼ߮ሽሺ݌ . 

Luego, 

(8)                     ܾሺܦ௭ሻ൫߁ߤሶ ሼ߮ሽ൯ሺݖሻ א ଴∞ሺܥ ሶܵሻ. 
Por la Proposición 1, כ݌ሺݔ, ,ݔሺ݌ ሻ tiene las propiedades utilizadas deݖ ݖ ሻ. Luego, paraݖ א ሶܵ, vale 

ሶ߁ߤ௭ሻ൫ܦሺכܾ       (9) ሻݖሼ߰ሽ൯ሺכ ൌ ߰ െ ׬ ߰ሺݏሻכ݌ሺݏ, ݏሻ݀ݖ ൌ ߰ െ ሻݖሼ߰ሽሺכ݌ א ଴∞ሺܥ ሶܵሻ௏భ . 

PROPOSICIÓN 2. ൫߁ߤሶ ሼ߮ሽ൯ሺݖሻ א ଴∞ሺܥ ሶܵሻ, ൫߁ߤሶ ሻݖሼ߮ሽ൯ሺכ א ଴∞ሺܥ ሶܵሻ. 
DEMOSTRACIÓN. Los operadores diferenciales ܾ y ܾכ son elípticos y por tanto 

hipoelípticos, (véase §5.6). El Teorema Fundamental para estos operadores dice que si 

 ܶ א ሺ′ܦ ሶܵሻ y en el sentido de las distribuciones ܾሺܶሻ ൌ ݂, ݂ א ሺ∞ܥ ሶܵሻ, entonces 

 ܶ א ሺ∞ܥ ሶܵሻ y es solución en el sentido ordinario, ([Sc]),           QED. 

De la Proposición 2, por ser ߤ ൌ ͳ sobre ܧ, sigue que ߁ሶ ሼ߮ሽ א ߮	ሻ. Dado que suppܧሺ∞ܥ ؿ ܵ, para ݖ א ሶܵ, ߁ሶ ሼ߮ሽሺݖሻ ൌ ׬ ,ݒሶሺ߁ ௌݒሻ݀ݒሻ߮ሺݖ . Luego, por la Proposición 1 y  

el Teorema 2 del §5.5 resulta la siguiente 

PROPOSICIÓN 3. ߁ሶ ሼ߮ሽ א ሺܥ∞ ת ሻሺ∞ܮ ሶܵሻ. Idem כ߁ሼ߰ሽ. 
 

6.3.2. Por otra parte, por (7), 

ܥ      (10) ′ሺ݌ሼ߮ሽ, ሼ߰ሽሻכ݌ ൌ ܥ	 ′ ቀ߮ െ ܾ௭൫߁ߤሶ ሼ߮ሽ൯, ߰ െ ܾ௭כ൫߁ߤሶ  =	ሼ߰ሽ൯ቁכ

                       ൌ ܥ ′ሺ߮, ߰ሻ ൅ ܥ ′ሺ߮, ܾ௭כሺ൫ͳ െ ሶ߁ሻߤ ሼ߰ሽሻ൯כ ൅ ܥ ′൫ܾ௭൫ሺͳ െ ሶ߁ሻߤ ሼ߮ሽሻ൯, ߰൯ െ  

                              െʹܥ ′ሺ߮, ߰ሻ ൅ ܥ ′ ቀܾ௭൫߁ߤሶ ሼ߮ሽ൯, ܾ௭כ൫߁ߤሶ  . ሼ߰ሽ൯ቁכ

Como el último sumando de (10) es nulo, (cf. (1)), obtenemos, 

ܥ     (’10) ′ሺ݌ሼ߮ሽ, ሼ߰ሽሻכ݌ ൌ 

                      ൌ െܥ ′ሺ߮, ߰ሻ ൅ ൛ܥ ′൫ܾ௭൫ሺͳ െ ሶ߁ሻߤ ሼ߮ሽሻ൯, ߰൯ ൅ ܥ ′ሺ߮, ܾ௭כሺ൫ͳ െ ሶ߁ሻߤ   .ሼ߰ሽሻ൯ൟכ
Los sumandos entre llaves no se pueden tratar como antes pues las funciones 

involucradas no tienen soporte compacto, pero vale el 

LEMA 1. ܥԢ ቀܾ௭ ቀሺͳ െ ሶ߁ሻߤ ሼ߮ሽቁ , ߰ቁ ൅ ,Ԣሺ߮ܥ ܾ௭כሺ൫ͳ െ ሶ߁ሻߤ ሼ߰ሽሻ൯כ ൌ  

                                 ൌ െߩሺ߮, ߰ሻ+ߩ ቀ߮, ܾ௭כ൫߁ߤሶ   .ሼ߰ሽ൯ቁכ
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DEMOSTRACIÓN. En efecto, por un lado tenemos, ܥԢ൫ܾ௭൫ሺͳ െ ሶ߁ሻߤ ሼ߮ሽ൯, ߰൯ ൌ ൛ܾ௭൫ሺͳॄܥ െ ሶ߁ሻߤ ሼ߮ሽ൯, ߰ൟ െ ሶ߁ ൛ܾ௭൫ሺͳכ െ ሶ߁ሻߤ ሼ߮ሽ൯, ߰ൟ ൌܣ െ ܣ ,ܤ ൌ ൛ܾ௭൫ሺͳॄܥ െ ሶ߁ሻߤ ሼ߮ሽ൯, ߰ൟ=Ͳ, ܤ ൌ ሶ߁ ሶ߁൛ܾ௭כ ሼ߮ሽ, ߰ൟെ߁ሶ ሶ߁ߤ൛ܾ௭൫כ ሼ߮ሽ൯, ߰ൟ ൌ  

    ൌ ሶ߁ ,ሼ߮כ ߰ሽ െ ሻݕሺ߰׬ ሶ߁ ,ݕሺכ ሶ߁ߤሻൣܾ௭൫ݖ ሼ߮ሽ൯൧ሺݖሻ݀ݕ݀ݖ ൌ  

    ൌ ሶ߁ ,ሼ߮כ ߰ሽ െ ሶ߁׬ ሶ߁ߤሻൣܾ௭൫ݖሼ߰ሽሺכ ሼ߮ሽ൯൧ሺݖሻ݀ݖ ൌ߁ሶ ,ሼ߮כ ߰ሽ െ ሶ߁ۃ ,ሼ߰ሽכ ܾ௭൫߁ߤሶ ሼ߮ሽ൯ۄ ൌ 

    ൌ ሶ߁ ,ሼ߮כ ߰ሽ െ ,߰ۃ ሶ߁ߤ ሼ߮ሽۄ ൌ ሶ߁ ,ሼ߮כ ߰ሽ െ ൫߰, ሶ߁ ሼ߮ሽ൯ ൌ  

    ൌ ሻݔሺ߮׬ ቀ߁ሶ ,ݕሺכ ሻݔ െ ,ݔሶሺ߁ ݕ݀ݔሻ݀ݕሻቁ߰ሺݕ ൌ ,ሺ߮ߩ ߰ሻ,  ܥᇱ ቀܾ௭ ቀሺͳ െ ሶ߁ሻߤ ሼ߮ሽቁ , ߰ቁ ൌ ܣ െ ܤ ൌ െߩሺ߮, ߰ሻ. 
Por otra parte,  ܥԢሺ߮, ܾ௭כሺ൫ͳ െ ሶ߁ሻߤ ሼ߰ሽሻ൯כ ൌ  

                ൌ ॄܥ ቄ߮, ܾ௭כ ቀሺͳ െ ሶ߁ሻߤ ሼ߰ሽቁቅכ െ ሶ߁ כ ቄ߮	, ܾ௭כ ቀሺͳ െ ሶ߁ሻߤ ሼ߰ሽቁቅכ ൌ ܦ െ ܦ  ܧ ൌ ॄܥ ቄ߮, ܾ௭כ ቀሺͳ െ ሶ߁ሻߤ ሼ߰ሽቁቅכ ൌ Ͳ,  ܧ ൌ ሶ߁ כ ቄ߮	, ܾ௭כ ቀሺͳ െ ሶ߁ሻߤ ሼ߰ሽቁቅכ ൌ ሶ߁ ,	൛߮כ ܾ௭כ൫߁ሶ ሼ߰ሽ൯ൟכ െ ሶ߁ ,	൛߮כ ܾ௭כ൫߁ߤሶ ሼ߰ሽ൯ൟכ ൌ  

    ൌ ሶ߁ ,ሼ߮כ ߰ሽ െ ሻݖሺ߮׬ ሶ߁ ,ݕሺכ ሶ߁ߤ൫כሻൣܾݖ ݕ݀ݖሻ݀ݕሼ߰ሽ൯൧ሺכ ൌ ൫߮, ሶ߁ ሼ߰ሽ൯כ െ   .ݕ݀ݖ݀ڮ׬

Pero, ߮׬ሺݖሻ ሶ߁ ,ݕሺכ ሶ߁ߤ൫כሻൣܾݖ ݕ݀ݖሻ݀ݕሼ߰ሽ൯൧ሺכ ൌ߮׬ሺݖሻ ,ݖሺߩൣ ሻݕ ൅ ,ݖሶሺ߁ ሶ߁ߤ൫כሻ൧ൣܾݕ ݕ݀ݖሻ݀ݕሼ߰ሽ൯൧ሺכ ൌ  

      ൌ ߩ ቀ߮, ሶ߁ߤ൫כܾ ሼ߰ሽ൯ቁכ ൅ ሶ߁ۃ ሼ߮ሽ, ሶ߁ߤ൫כܾ ۄሼ߰ሽ൯כ ൌ ߩ ቀ߮, ሶ߁ߤ൫כܾ ሼ߰ሽ൯ቁכ ൅ ൫߮, ሶ߁  .ሼ߰ሽ൯כ
Luego, ܧ ൌ െߩ ቀ߮, ሶ߁ߤ൫כܾ  .ሼ߰ሽ൯ቁכ

Por tanto,  ܥԢሺ߮, ܾ௭כሺ൫ͳ െ ሶ߁ሻߤ ሼ߰ሽሻ൯כ ൌ ܦ െ ܧ ൌ ߩ ቀ߮, ܾ௭כ൫߁ߤሶ  ,ሼ߰ሽ൯ቁכ

y el Lema sigue inmediamente,                                                                     QED. 

Luego, por el Lema 1, 

,ሼ߮ሽ݌Ԣሺܥ    (11) ሼ߰ሽሻכ݌ ൌ ൌ െܥԢሼ߮, ߰ሽ ൅ ሼڮ ሽ ൌ 

                  ൌ െܥԢሼ߮, ߰ሽ െ ,ሺ߮ߩ ߰ሻ	+	ߩ ቀ߮, ܾ௭כ൫߁ߤሶ ሼ߰ሽ൯ቁכ ൌ 

                  ൌ െॄܥሼ߮, ߰ሽ ൅ ሶ߁ ,ሼ߮כ ߰ሽ െ ߩ	+	ሺ߮,߰ሻߩ ቀ߮, ܾ௭כ൫߁ߤሶ  .ሼ߰ሽ൯ቁכ
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6.3.3. El núcleo ࢉ.  

DEFINICIÓN 3. ܿሺݐ, ሻݏ ؔ ,ݐሺ݌Ԣሺܥ ,ሻݖ ,ݏሺכ݌ ,ݐ      ,ሻሻݖ ݏ א ܵ, ݖ א ሶܵ.  
La funcional ܥԢ y las funciones ݌ y כ݌ son continuas. De esto se deduce que la función ܿሺݐ, ,ݐሻ es acotada y continua en ሺݏ ሻݏ א ܵ ൈ ܵ.  

Por (7’)  tenemos ݌ሼ߮ሽ, ሼ߰ሽכ݌	 א ሺܥ଴∞ ת ஶሻሺܮ ሶܵሻ. Vale,  

,ሼ߮ሽ݌Ԣሺܥ      (12) ሼ߰ሽሻכ݌ ൌ Ԣܥ ቀ׬ ߮ሺݐሻ݌ሺݐ, ,ݐሻ݀ݖ ׬ ߰ሺݏሻכ݌ሺݏ, ௌௌݏሻ݀ݖ ቁ ൌ 

                                        ൌ ∑Ԣሺlimܥ ߮൫ݐ௜௝൯݌൫ݐ௜௝ , ൯௜,௝ݖ ∆௜௝ , lim∑ ߰ሺݏ௞௟ሻ݌ሺݏ௞௟ , ሻ௞,௟ݖ ∆௞௟ሻ. 
Por otra parte, ∑ ߮൫ݐ௜௝൯݌൫ݐ௜௝ , ൯∆௜௝௜,௝ݖ  converge en ܮ∞ሺܵሻ y por tanto en ܮଶሺܵሻ a ׬ ߮ሺݐሻ݌ሺݐ, ሻௌݖ   por lo que ,ݐ݀

,ሼ߮ሽ݌Ԣሺܥ       ሼ߰ሽሻכ݌ ൌ lim	൫∑∑ܥԢሺ݌൫ݐ௜௝ , ,൯ݖ ௞௟ݏሺכ݌ , ሻሻݖ ߮൫ݐ௜௝൯߰ሺݏ௞௟ሻ∆௜௝∆௞௟൯ ൌ 

                     ൌ ∬ ,ݐሺ݌Ԣ൫ܥ ,ሻݖ ,ݏሺכ݌ ሻ൯ௌൈௌݖ ߮ሺݐሻ߰ሺݏሻ݀ݏ݀ݐ ൌ ∬ ܿሺݐ, ሻௌൈௌݏ ߮ሺݐሻ߰ሺݏሻ݀ݏ݀ݐ. 

Luego, 

,ሼ߮ሽ݌Ԣሺܥ         (13) ሼ߰ሽሻכ݌ ൌ ∬ ܿሺݐ, ሻௌൈௌݏ ߮ሺݐሻ߰ሺݏሻ݀ݏ݀ݐ ൌ ܿሺ߮, ߰ሻ. 
Tenemos hasta ahora que para ߮,߰ א  ,como en (5) vale, (cf. (11) y (13)) ߤ ଴∞ሺܵሻ yܥ

,ሼ߮ॄܥ        (14) ߰ሽ ൌ െܿሺ߮, ߰ሻ ൅ ሶ߁ ,ሼ߮כ ߰ሽ ൅ ߩ ቀ߮, ܾ௭כ൫߁ߤሶ ሼ߰ሽ൯ቁכ െ  .	ሺ߮,߰ሻߩ
Luego, por Def. 1, 

,Ԣሺ߮ܥ  ߰ሻ ൅ ሶ߁ ,ሼ߮כ ߰ሽ ൌ െܿሺ߮, ߰ሻ ൅ ሶ߁ ,ሼ߮כ ߰ሽ െ ߩ ൬߮, כܾ ቀሺͳ െ ሶ߁ሻߤ  .ሼ߰ሽቁ൰כ

LEMA 2. Existe ܿሺ∙,∙ሻ א ሺܥ ת ሻሺܵ∞ܮ ൈ ܵሻ tal que 

,Ԣሺ߮ܥ                              ߰ሻ ൌ െܿሺ߮, ߰ሻ െ ߩ ൬߮, כܾ ቀሺͳ െ ሶ߁ሻߤ  .ሼ߰ሽቁ൰כ

 

6.3.4. Los núcleos ߣ	y	࣌. Vale el siguiente 

LEMA 3. Existe un núcleo continuo y acotado, ߣሺݔ, ,ݔሻ, ሺݕ ሻݕ א ܵ ൈ ܵ, tal que  

,ሺ߮ߩ                            ሺ൫ͳכܾ െ ሶ߁ሻߤ ሼ߰ሽሻ൯כ ൌ ,ሺ߮ߣ ߰ሻ. 
DEMOSTRACIÓN. Por (9), 

ሶ߁ߤ൫כܾ             ሻݖሼ߰ሽ൯ሺכ ൌ ߰ሺݖሻ െ ,ݐሺכ݌׬   .ݐሻ݀ݐሻ߰ሺݖ
Por la Proposición 1, כ݌ሺݐ, ሻݖ א ሺܥ ת ஶሻሺܵܮ ൈ ሶܵሻ, 
,ݐሺכ݌           ሻݖ ൌ Ͳ sobre  ሺܵ ൈ ሻܧ ׫ ቀܵ ൈ ൫ ሶܵ ך supp	ߤ൯ቁ.  

Definamos, para ݔ, ݕ א ܵ, 
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,ݔሺߣ    (15) :ሻݕ ൌ ׬ ,ݔሺߩ ,ݕሺכ݌	ሻݖ ௌሶݖሻ݀ݖ ൌ ׬ ,ݔሺߩ ,ݕሺכ݌	ሻݖ ாךୱ୳୮୮ఓݖሻ݀ݖ  . 

La función ߣ es acotada y continua en ܵ ൈ ܵ pues ߩሺݕ, ሻݔ ൌ െ߁ሶሺݕ, ሻݔ ൅ ሶ߁ ,ݔሺכ  .ሻݕ
Entonces, si ሺݔ, ,ݕ ሻݖ א ܵ ൈ ܵ ൈ ሶܵ 
,ሺ߮ߩ  ሼ߰ሽሻכ݌	 ൌ ׬ ߮ሺݔሻߩሺݔ, ௌൈௌሶݔሻ݀ݖሼ߰ሽሺכ݌	ሻݖ ݖ݀ ൌ 

                      ൌ ׬ ߮ሺݔሻߩሺݔ, ሻݖ ቀ׬ ,ݕሺכ݌ ௌݕሻ݀ݕሻ߰ሺݖ ቁ ௌൈௌሶݔ݀  ݖ݀

                      ൌ ∬߮ሺݔሻ ቂ׬ ,ݔሺߩ ,ݕሺכ݌ሻݖ ௌሶݖሻ݀ݖ ቃ ߰ሺݕሻ݀ݕ݀ݔ ൌ ,ሺ߮ߣ ߰ሻ,         QED. 

Luego, del Lema 2 y la Def. 1 obtenemos, 

,ᇱሺ߮ܥ    (16) ߰ሻ ൌ െܿሺ߮, ߰ሻ െ ,ሺ߮ߣ ߰ሻ, 
,ሼ߮ॄܥ    (17) ߰ሽ ൌ െܿሺ߮, ߰ሻ ൅ ሶ߁ ,ሼ߮כ ߰ሽ െ ,ሺ߮ߣ ߰ሻ. 
DEFINICIÓN 4. ߪሺݕ, :ሻݔ ൌ ሶ߁ ,ݕሺכ ሻݔ െ ܿሺݔ, ሻݕ െ ,ݔሺߣ  .ሻݕ
Vale entonces i) del   

TEOREMA 1. i) ߪሺ߯; ,ݕ ሻݔ א ሺܥ ת ሻሺܵ∞ܮ ൈ ܵሻ y 

,߶ሼॄܥ             ߰ሽ ൌ ,߶ሼߪ ߰ሽ ൌ ;ሺ߯ߪ∬ ,ݕ  ,ݕ݀ݔሻ݀ݕሻ߰ሺݔሻ߶ሺݔ

y a.e. ܵ ൈ ܵ vale 

ii)         ।௧ሺݕ, ሻݔ ؠ ∑ ख़೘ሺ௬ሻख़೘ሺ௫ሻሺఒ೘ା௧ሻమ 	∞௠ୀଵ ൌ ఙሺ௬,௫ሻ௧మ௞ሺ௫ሻ , 
donde 

ఙ௞ א ሺܥ ת ሻሺܵ∞ܮ ൈ ܵሻ. 
En efecto, ׬ ሺߪሺݕ, ሻݔ െ ሾݐଶ।௧ሺݕ, ሻሿሻௌൈௌݔሻ݇ሺݔ ߶ሺݔሻ߰ሺݕሻ݀ݕ݀ݔ ൌ Ͳ ׊߶,߰ implica que ׬ ሺߪሺݕ, ሻݔ െ ሾݐଶ।௧ሺݕ, ሻሿሻௌൈௌݔሻ݇ሺݔ ݕ݀ݔሻ݀ݕ஻ሺܫሻݔ஺ሺܫ ൌ Ͳ, ܣ,  .compactos en ܵ,    QED ܤ

 

NB. Por (iv) T. 2 §4.7 y (2) §6.3 tenemos 

߰׊         א ଴ஶ,   ܾ௫ܥ ׬ ,ݕଶ।௧ሺݐ ݕሻ݀ݕሻ߰ሺݔሻ݇ሺݔ ൌ ߰ ൌ ܾ௫ ,ݕሺ߁׬   .ݕሻ݀ݕሻ߰ሺݔ

Es razonable sospechar que ݐଶ।௧ሺݕ, ,ݕሺ߁ ሻ es, de alguna forma, igual aݔሻ݇ሺݔ  ሻ. Elݔ

Teorema 1 reemplaza esta sospecha por las siguientes igualdades en ܵ ൈ ܵ, 

ଶ।௧݇ݐ   ൌ ሶ߁ כ ൅ función acotada y continua ൌ ሶ߁ ൅ función acotada y continua = 

            ൌ ߁ ൅ función acotada y continua.  

 

6.3.5. La función ࢘૙ሺ࢟, ࢞ሻ: ൌ ,ሺ࢟ࣅ ࢞ሻ ൅ ,ሺ࢟ࢉ ࢞ሻ. Queremos ahora estimar el 

crecimiento de la función acotada y continua ݎ଴ en función del parámetro ߯	ሺ൒ ͳሻ.  
Sea Ͳ ൏ ݀ ൏ dist൫ܵ, ሶܵ ך ,൯ܧ ͳ ൐ ݀.  

Recordemos las fórmulas de (15) Intr. Cap. 5, 
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ሶܤ௭ఈܦ     ሺ߯; ,ݔ ሻݖ ൌ ቊܱሺͳሻ߯ଶሺͳ ൅ ݔ|߯ െ |ߙ|	si																																			ሻିே|ݖ ൏ ʹܱሺͳሻ߯ଶሺͳ ൅ ݔ|߯ െ ݔ|ሻିேሺ߯|ݖ െ |ߙ|	si			ሻଶି|ఈ|ିఌ|ݖ ൒ ʹ	, 
ሶݑ|                  5.4§ (8) ሺݔ, |ሻݖ ൑ ଶࡽሶఞഄ ଵ|௫ି௭|భశഄ ଵหଵାఞ|௫ି௭|หಿ	, 
Teor. 1 §5.5        ܦ௭ఈ ሶܸ ሺݔ, ሻݖ ൌ ׬ ሶܤ௭ఈܦൣ ሺݕ, ሶݑሻ൧ݖ ሺݔ, ௌݕሻ݀ݕ    si |ߙ| ൑ ͵, 

Podemos complementar la Prop. 2 §5.5 procediendo como en la demostración de (4) 

§5.4. En efecto, si |ߙ| ൑ ͵, a fortiori vale 

ሶܤ௭ఈܦ                     ሺ߯; ,ݔ ሻݖ ൌ ߯ଶାఌܱሺ߯ିఌሻ|ݔ െ ሺଵାఌሻሺͳି|ݖ ൅ ݔ|߯ െ  ,ሻିே|ݖ

O sea, la misma estimación de ߚ del §5.4 multiplicada por ߯ଶାఌ. Como ݑሶ  tiene la 

misma estimación que ߚ los cálculos para demostrar (4) §5.4 suministran ahora las 

siguientes estimaciones si |ߙ| ൑ ͵, 

௭ఈܦ	                 (18) ሶܸ ሺݔ, ሻݖ ൌ ܱ ቀఞమఞഄቁ ଵ|௫ି௭|భశഄ ଵหଵାఞ|௫ି௭|หಿ .  

Como ߁ሶ ൌ ሶܤ ൅ ሶܸ , tomando ܰ ൒ ͷ, resulta si |ߙ| ൑ ͵, ሺݔ, ሻݖ א ܵ ൈ ሶܵ ך  ,ܧ

,ݔሶሺ߁௭ఈܦ  (’18) ሻݖ ൌ ሶܤ௭ఈܦ ሺݔ, ௭ఈܦሻ൅ݖ ሶܸ ሺݔ, ሻݖ ൌ  

                      ൌ ܱሺ߯ଶሻ ଵௗభశഄ ଵ|ଵାఞௗ|ಿ ൅ ܱ ቀఞమఞഄቁ ଵௗభశഄ ଵ|ଵାఞௗ|ಿ ൌ ܱሺ߯ଶሻ ଵ|ଵାఞௗ|ಿ ൌ ܱሺ߯ିேାଶሻ. 
De (6) §6.3        ݌ሺݔ, ሻݖ ൌ (si ሺݔ, ሻݖ א ܵ ൈ ൫ ሶܵ ך supp	ߤ൯) ൌ െܾሺܦ௭ሻ ቀߤሺݖሻ߁ሶ ሺݔ, ሻቁݖ ൌ  

                                       ൌ ∑ ሻቁ|ఉ|வ଴,|ఊ|ழସݖሺߤ௭ఉܦሻቀݖఉఊሺܣ ൫ܦ௭ఊ߁ሶሺݔ,   .	ሻ൯ݖ
Por tanto,  

,ݔሺ݌                    (19) ሻݖ ൌ ܱሺ߯ିேାଶሻ, כ݌ሺݔ, ሻݖ ൌ ܱሺ߯ିேାଶሻ.  
Entonces, para ሺݔ, ሻݕ א ܵ ൈ ܵ, por (18’) y (15) §6.3.4, 

,ݔሺߣ|    (20) |ሻݕ ൌ ׬ ቚቀ߁ሶ ,ݖሺכ ሻݔ െ ,ݔሶሺ߁ ሻቁݖ ,ݕሺכ݌ ሻቚݖ ݖ݀ ൌୱ୳୮୮ఓךா  

                                                                      ൌ ׬ ܱ ቀ ଵఞಿషమቁ݀ݖୱ୳୮୮ఓךா ൌ ܱ ቀ ଵఞಿషమቁ. 

Finalmente, de la Definición 3 §6.3.3 y (19) resulta, 

(21)  |ܿሺݔ, |ሻݕ ൌ หܥ ′ሺ݌ሺݔ,∙ሻ, ሻሻห∙,ݕሺכ݌ ൑ ‖ሻ∙,ݕሺכ݌‖	‖ሻ∙,ݔሺ݌‖ܭ ൌ ܱሺ߯ିଶሺேିଶሻሻ. 
Hemos probado entonces el 

LEMA 4. Si ሺݔ, ሻݕ א ܵ ൈ ܵ	y ܰ ൒ ͷ entonces  

,ݕ଴ሺݎ                  (20) ሻݔ ൌ ܱ൫߯ିሺேିଶሻ൯. 
De la Def. 4 y la Prop. 2 §5.5 obtenemos ahora, 
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;ሺ߯ߪ        ,ݕ ሻݔ ؔ ሶܤ ;ሺ߯כ ,ݕ ሻݔ ൅ ሶܸ ;ሺ߯כ ,ݕ ሻݔ ൅ ܱ ቀ ଵఞಿషమቁ ൌ  

                         ൌ ሶܤ ሺ߯; ,ݕ ሻݔ ൅ ܱ ቀఞమఞഄቁ ൅ ܱ ቀ ଵఞయቁ ൌ ሶܤ ሺ߯; ,ݕ ሻݔ ൅ ܱ ቀఞమఞഄቁ 

para ሺݔ, ሻݕ א ܵ ൈ ܵ. Recolectando resultados llegamos al 

TEOREMA 2. En ܵ ൈ ;ሺ߯ߪ ,ܵ ,ݕ  ሻ es una función continua y acotada que verificaݔ

;ሺ߯ߪ                             ,ݕ ሻݔ ൌ ሶܤ ሺ߯; ,ݕ ሻݔ ൅ ܱሺ߯ଶିகሻ. 
NB. A un resultado semejante se hubiera llegado al intercambiar ߁ሶ  con ߁ሶ  .כ
TEOREMA 3. Vale para ሺݕ, ሻݔ א ܵ ൈ ܵ y acotadamente que 

     limఞ՜ஶ ఙሺఞ;௬,௫ሻఞమ ൌ ௞ሺ௫ሻସగ  si ݔ ൌ limఞ՜ஶ      ,ݕ ఙሺఞ;௬,௫ሻఞమ ൌ Ͳ si ݔ ്   .ݕ
DEMOSTRACIÓN. Para ሺͳ ൑ሻ	߯ ՛ ∞ obtenemos del Teor. 2 precedente que vale ׊ሺݕ, ሻݔ א ܵ ൈ ܵ, 

                            
ఙሺఞ;௬,௫ሻఞమ ൌ ஻ሶ ሺఞ;௬,௫ሻఞమ ൅ ܱሺ߯ିఌሻ ൌ ܱሺͳሻ.  

Como limఞ՜ஶ ఙఞమ ൌ 	limఞ՜ஶ ሶܤ /߯ଶ	, el teorema sigue de (10) Intr. Cap. 5,      QED.  

 

6.3.6. Vale más aún, 

TEOREMA 4. Ͳ ൑ ;ሺ߯ߪ ,ݔ ݐ/ሻݔ ൌ ,ݔ।௧ሺݐ  .ܵ .ሻ a.eݔሻ݇ሺݔ

DEMOSTRACIÓN. Sea ܵԢ un abierto tal que ܵ′ ؿؿ ܵ, distሺܵԢഥ , ܴଶ ך ܵሻ ൏ ܵ| y ߟ ך ܵ′| ൏ Sea Ͳ .ߟ ൑ ݄ሺݔሻ una función continua de soporte contenido en ܵ′ഥ  e ܫఌሺݕ,  ሻ laݔ

función definida en ܵ ൈ ܵ tal que si ߝ ൏ distሺܵԢഥ , ܴଶ ך ܵሻ, 
,ݕఌሺܫ      ሻݔ ൌ ͳ/ሺߝߨଶሻ si ݔ א ܵԢ, ݕ א ܵ, ݕ| െ |ݔ ൏ ൌ ,ߝ Ͳ en caso contrario.  

Vale entonces  

(1)      ܳఌ ,ݕఌሺܫ∬ؔ ,ݕ।௧ሺ	ሻݔ ሻݔ ݄ሺݔሻ݇ሺݔሻ݀ݔ݀ݕ ൌ ,ݕఌሺܫ∬ 	ሻݔ 	ఙሺఞ;௬,௫ሻఞర௞ሺ௫ሻ ݄ሺݔሻ݇ሺݔሻ݀ݔ݀ݕ. 

Y para ߝ ՜ Ͳ, por la continuidad de ߪ, 

(2)         ܳఌ ൌ ׬ ݄ሺݔሻ݀ݔ ׬ 		ఙሺఞ;௬,௫ሻఞరௌ ,ݕఌሺܫ ௌݕሻ݀ݔ ՜ ׬ 		ఙሺఞ;௫,௫ሻఞరௌ ݄ሺݔሻ݀ݔ. 

Sea ܰ ൐ ଴ܰሺߜሻ de manera que, (cf. §6.1 y Teor. 1),  

׬                     (3) ∑ ቀख़೙ሺ௫ሻఒ೙ା௧ቁଶ |݄ሺݔሻ|݇ሺݔሻ݀ݔஶNାଵS ൏  ,ߜ

(4)                 ቚܳఌ െ ∑ ,ݕఌሺܫ∬ ሻݔ ख़೙ሺ௬ሻख़೙ሺ௫ሻሺఒ೙ା௧ሻమ ݄ሺݔሻ݇ሺݔሻ݀ݔ݀ݕே௡ୀଵ ቚ ൏   .ߜ

Esto puede lograrse pues ∑ ሺߣ௡ ൅ ሻିଶஶேାଵݐ ՜ Ͳ si ܰ ՜ ∞. 

Sea ܯ entero positivo y ख़௡ெሺݔሻ ൌ ख़௡ሺݔሻ si |ख़௡ሺݔሻ| ൑ ൌ ,ܯ Ͳ en caso contrario. 

Entonces, si ܯ ൐  ,ሻߜ଴ሺܯ
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(5)             ฬ׬ ൬∑ ൫ख़೙ಾሺ௫ሻ൯మሺఒ೙ା௧ሻమேଵ ൰ ݄ሺݔሻ݇ሺݔሻ݀ݔௌ െ ׬ ∑ ख़೙ሺ௫ሻమሺఒ೙ା௧ሻమ ݄ሺݔሻ݇ሺݔሻ݀ݔNଵௌ ฬ ൏  ߜ

(6)                ቚܳఌ െ ∑ ,ݕఌሺܫ∬ ሻݔ ख़೙ಾሺ௬ሻख़೙ಾሺ௫ሻሺఒ೙ା௧ሻమ ݄ሺݔሻ݇ሺݔሻ݀ݔ݀ݕ		ே௡ୀଵ ቚ ൏  .ߜ

Aquí ∑ ቚख़೙ಾሺ௬ሻख़೙ಾሺ௫ሻሺఒ೙ା௧ሻమ ቚேଵ  es una función acotada. 

Sea ܵᇱᇱ un subconjunto de ܵԢ formado por todos los puntos que sean simultáneamente 

puntos de Lebesgue para todas las funciones ख़௡ெሺݔሻ, ݊ ൑ ܰ. Entonces |ܵԢԢ| ൌ |ܵԢ|. 
Luego vale, si ߝ tiende a 0, 

ݔሻ݀ݔሻ݇ሺݔሺ݄׬    (7) ׬ ,ݕఌሺܫ ሻݔ ቀ∑ ख़೙ಾሺ௬ሻख़೙ಾሺ௫ሻሺఒ೙ା௧ሻమே௡ୀଵ ቁ ݕ݀ ՜ ∑ ׬ ൫ख़೙ಾሺ௫ሻ൯మሺఒ೙ା௧ሻమ ݄ሺݔሻ݇ሺݔሻ݀ݔௌ′′
ேଵ . 

O sea, si ߝ ൏  ,ሻ por (6) tenemosߜ଴ሺߝ

(8)                   ฬܳఌ െ ׬ ൬∑ ቀख़೙ಾሺ௫ሻఒ೙ା௧ቁଶேଵ ൰ ݄ሺݔሻ݇ሺݔሻ݀ݔௌᇲ ฬ ൏   .ߜʹ

Por (5), 

(9)                    ฬܳఌ െ ׬ ∑ ቀख़೙ሺ௫ሻఒ೙ା௧ቁଶ ݄ሺݔሻ݇ሺݔሻ݀ݔNଵSᇲ ฬ ൏  ߜ͵

Si ߟ ൏   ሻ valeߜ଴ሺߟ

(10)               ฬܳఌ െ ׬ ∑ ቀख़೙ሺ௫ሻఒ೙ା௧ቁଶ ݄ሺݔሻ݇ሺݔሻ݀ݔNଵS ฬ ൏  ,ߜ4

y por (3), 

(11)                      ฬܳఌ െ ׬ ∑ ቀख़೙ሺ௫ሻఒ೙ା௧ቁଶ ݄ሺݔሻ݇ሺݔሻ݀ݔஶଵS ฬ ൏ ͷߜ. 

En consecuencia, para ߝ ՜ Ͳ, 

,ݕఌሺܫ∬        (12) ,ݕ।௧ሺ	ሻݔ ሻݔ ݄ሺݔሻ݇ሺݔሻ݀ݔ݀ݕ ՜ ׬ ∑ ቀख़೙ሺ௫ሻఒ೙ା௧ቁଶ 	݄ሺݔሻ݇ሺݔሻ∞ଵ ௌݔ݀ . 

De (1), (2) y (11) se deduce que para toda ݄ሺݔሻ función continua de soporte contenido 

en ܵ vale 

׬                		ఙሺఞ;௫,௫ሻఞరௌ 	݄ሺݔሻ݀ݔ ൌ ׬ ൬∑ ቀख़೙ሺ௫ሻఒ೙ା௧ቁଶ 	݇ሺݔሻ∞ଵ ൰ ݄ሺݔሻ݀ݔௌ .  

En consecuencia, 
	ఙሺఞ;௫,௫ሻఞర ൌ ൬∑ ቀख़೙ሺ௫ሻఒ೙ା௧ቁଶ	∞ଵ ൰ ݇ሺݔሻ a.e. ܵ,                                QED. 

 

6.4. TEOREMAS DE LARS GÅRDING. Sean ݇ሺݔሻ א ,ାஶ൫ܵܥ ሶܵ൯, ܵ un abierto  

acotado, ሼߣ௠ሽ la familia de autovalores variacionales de െ݇ିଵሺݔሻ∆௫ del problema de 

Dirichlet: ሺെ݇ିଵሺݔሻ∆௫ ൅ ሻख़௠ݐ ൌ ሺߣ௠ ൅ ݐ ,ሻख़௠ݐ ൌ ߯ଶ, ܰሺߣሻ ൌ #ሼߣ௠ ൑  ሽ. Valeߣ
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TEOREMA 1. ݐ‖ौ௧‖ଶ,௄ଶ ܣ~ ൌ ଵସగ ׬ ௌ݌݀݇ , o equivalentemente, 

           lim∑ ௠ߣሺݐ ൅ ሻିଶݐ ൌ ሺ4ߨሻିଵ ׬ ݇ሺ݌ሻ݀݌ௌஶଵ ݐ     , ՜ ∞. 

DEMOSTRACIÓN. Por los Teoremas 4 §6.3.6 y 3 del §6.3.5 tenemos 

             Ͳ ൑ ;ሺ߯ߪ ,ݔ ሻݔ ൌ ߯ସ।௧ሺݔ, ;ሺ߯ߪ    .ܵ .ሻ  a.eݔሻ݇ሺݔ ,ݔ ሻ/߯ଶݔ ՜ ݇ሺݔሻ/4ߨ. 

Entonces, 

׬ (1) ఙሺఞ;௣,௣ሻ௧ ݌݀ ൌௌ ݐ ׬ ।௧ሺ݌, ௌ݌ሻ݀݌ሻ݇ሺ݌ ൌ ݐ ׬ ∑ ሺख़೘ሻమሺ௣ሻሺఒ೘ା௧ሻమஶ௠ୀଵ ݇ሺ݌ሻ݀݌ௌ ൌ ∑ ௧ሺఒ೘ା௧ሻమஶ௠ୀଵ .  

Utilizando el Teor. de la Convergencia Dominada de Lebesgue obtenemos, ׬ ఙሺఞ;௣,௣ሻ௧ ݌݀ ՜ ଵସగ ׬ ௌௌ݌݀݇ . De (1) sigue ahora y para ݐ ՜ ∞, 

(2)             lim∑ ௠ߣሺݐ ൅ ሻିଶݐ ൌ ሺ4ߨሻିଵ ׬ ݇ሺ݌ሻ݀݌ௌஶଵ . 

Por otra parte, (T. 2, §4.9),  

    ‖ौ௧‖ଶ,௄ଶ ൌ ׬ ቀ∑ ख़೘ሺ௣ሻख़೘ሺ௤ሻఒ೘ା௧ஶଵ ቁଶ ݇ሺ݌ሻ݇ሺݍሻ݀ݍ݀݌ ൌ ∑ ଵሺఒ೘ା௧ሻమஶ௠ୀଵௌൈௌ ,             QED  

Con el Teorema 1 queda demostrado el siguiente teorema asintótico de L. Gårding para 

el problema de Dirichlet y la ecuación diferencial de Sturm-Liouville en la situación 

descripta al comienzo. 

TEOREMA 2. Para los autovalores variacionales vale el Teorema de H. Weyl, 

(3)                                  ܰሺߣሻ/׬~ߣ ௞ሺ௣ሻௗ௣ସగௌ ~ ௡ఒ೙ . 

DEMOSTRACIÓN. Véase [BPII] §4.10. Allí se prueba que (2)֜(3),                   QED. 

 

Dado que ሼख़௞ሽ es un sistema ortonormal completo puede definirse la norma Hilbert-

Schmidt de ॄ௧	como ۼሺॄ௧ሻ ൌ ට∑ ฮॄ௧ख़௝ฮଶ,௞ଶஶଵ ൌ ට∑ߤ௝ଶ. Por otra parte del Teorema 1 

tenemos, ݐ‖ौ௧‖ଶ,௄ଶ ׬~ ௞ሺ௣ሻௗ௣ସగௌ 	. Vale entonces el, (cf. Teor. 3 §4.9), 

COROLARIO 1. ۼሺॄ௧ሻ ൌ ‖ौ௧‖ଶ,௄~ට׬௞ௗ௣ସగ௧ ~ ଵ௧ ඥܰሺݐሻ . 
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APÉNDICE OPCIONAL CAP. 6. 

En este Apéndice, relacionado con el Capítulo 4 pero sin relación alguna con los 

Capítulos 5 y 6, demostramos desigualdades y estimaciones que involucran a la función 	ܪ௞௪ሺ݌, ;ݍ ܦ ሻ introducida en el §4.15. Aquíߣ א ࡮ ת ॺ, ܦ ñ-conexa y ݇ሺ݌ሻ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵ). 
1. Comparación de las funciones ࢑ࡳሺ࢖, ;ࢗ ,ሻࣅ ૚૛࣊ࡷ૙ሺ࣑࢝|࢖ െ ,ሻ|ࢗ ࢑࢝ࡴ ሺ࢖, ;ࢗ  .ሻࣅ
Llamaremos, ݉ ൌ inf	݇,ܯ ൌ sup	݇. Recordemos el principio general de máximo del 

§4.16. 

PGM.  Si ܮஶሺܦሻ ד ܿሺݔሻ ൑ Ͳ, ݂ א ݑ ,ሻܦଵሺܮ א ݑ∆ ,ഥሻܦሺܥ ൅ ݑܿ ൌ ݂			ሺܦᇱሺܦሻሻ vale 

a) Si ݂ሺݔሻ ൒ Ͳ y max஽ഥ ሻݔሺݑ ൐ Ͳ entonces maxడ஽ ሻݔሺݑ ൌ max஽ഥ  .ሻݔሺݑ
a) es equivalente a:  

b) si ݂ሺݔሻ ൑ Ͳ y min஽ഥ ሻݔሺݑ ൏ Ͳ entonces minడ஽ ሻݔሺݑ ൌ min஽ഥ  .ሻݔሺݑ
Consecuencias son: ߙሻ Si ݂ሺݔሻ ൒ Ͳ y ݑ ൑ Ͳ en ߲ܦ entonces ݑ ൑ Ͳ, o lo que es lo mismo, ߚሻ Si ݂ሺݔሻ ൑ Ͳ y ݑ ൒ Ͳ en ߲ܦ entonces ݑ ൒ Ͳ. 

También,  ߛሻ Si ݂ ൌ Ͳ y ݑ ൌ Ͳ en ߲ܦ entonces ݑ ൌ Ͳ. 

Algunas acotaciones. Del §4.15 tenemos ቀ∆௤ ൅ ,݌௞ሺܩሻቁݍሺ݇ߣ ;ݍ ሻߣ ൌ Ͳ en ܦ ך ሼ|݌ െ |ݍ ൑ ;∙,݌௞ሺܩ ሽ. Ademásߝ ܦ ሻ es continua enߣ ך ሼ|݌ െ |ݍ ൑  ሽതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത y es no negativaߝ

en el borde pues en ߲ܦ vale 0. Por PGMb), 

,݌௞ሺܩ                           (1) ;ݍ ሻߣ ൒	0,        ݍ ്   .݌

Sea ݓ א  ,൧. Por (1)ܯ√,݉√ൣ

(2)                           		 ଵଶగܭ଴ሺ߯݌|ݓ െ ሻ|ݍ ൒ ,݌௞௪ሺܪ ;ݍ  .ሻߣ
De 		ܪ௞௪ሺ݌, ;ݍ ሻߣ ൌ ଵଶగܭ଴ሺ߯݌|ݓ െ ሻ|ݍ െ ,݌௞ሺܩ ;ݍ ݓ ሻ resultaߣ ՛		֜ ௞௪ܪ	 ՝. Luego,  

௞√௠ܪ		                                       (3) ൒ ൒		௞௪ܪ		  .௞√ெܪ

Vale iii) del 

TEOREMA 1. i) 		ܪ௞√௠ሺ݌, ;ݍ ሻߣ ൒ Ͳ, 

                    
ଵଶగܭ଴൫߯√݉|݌ െ ൯|ݍ ൒ ,݌௞ሺܩ ;ݍ ሻߣ ൒ Ͳ, ݌ fijo, ݍ ്  ,݌

ii)  |ܪ௞௪ሺ݌, ;ݍ |ሻߣ ൑ ଵଶగܭ଴ሺ߯√݉|݌ െ  ሻ|ݍ
iii)  		ܪ௞√௠ ൒ ൒		௞௪ܪ		  . ௞√ெܪ

DEMOSTRACIÓN. Sea	ܷ ؠ ,݌௞√௠ሺܪ	 ;ݍ :ሻߣ ൌ ଵଶగܭ଴൫߯√݉|݌ െ ൯|ݍ െ ,݌௞ሺܩ ;ݍ  ,ሻߣ
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ݍ ,fijo ݌ ്   .ܦ y positiva en un entorno del contorno de ݍ es continua en ܷ  .݌

Además vale, (ver Teor. 1 y (2) §4.15), 

(4)    ሺ∆ ൅ ሻሻܷݍሺ݇ߣ ൌ 

            ൌ ሺ∆ ൅ ሻሻݍሺ݇ߣ ቂ ଵଶగܭ଴൫߯√݉|݌ െ ൯|ݍ െ ,݌௞ሺܩ ;ݍ ሻቃߣ ൌ  

            ൌ ሺ∆ ൅ ሻሻݍሺ݇ߣ ଵଶగܭ଴൫߯√݉|݌ െ ൯|ݍ ൅ ௣ߜ ൌ  

            ൌ ሺ∆ ൅ ݉ߣ ൅ ሻݍሺ݇ሺߣ െ ݉ሻሻ ଵଶగܭ଴൫߯√݉|݌ െ ൯|ݍ ൅ ௣ߜ ൌ  

            ൌ ሻݍሺ݇ሺߣ െ ݉ሻ ଵଶగܭ଴൫߯√݉|݌ െ ௣ߜ൯െ|ݍ ൅ ௣ߜ ൌ 

            ൌ ߯ଶሺ݉ െ ݇ሺݍሻሻ ଵଶగܭ଴ሺ߯√݉|݌ െ  .ሻ|ݍ
Luego, ሺ∆ ൅ ሻሻܷݍሺ݇ߣ ൌ ݂ ൑ Ͳ, ݂ absolutamente integrable.  

De PGMb) sigue ܷ ൒ Ͳ y sigue i). 

ii) Por tanto, 		ܪ௞௪ሺ݌, ;ݍ ሻߣ ൒ ଵଶగܭ଴ሺ߯݌|ݓ െ ሻ|ݍ െ ଵଶగܭ଴ሺ߯√݉|݌ െ ሻ|ݍ ൑ Ͳ, pues ݓ ൒ √݉ por lo que 

,݌௞௪ሺܪ		                            (5) ;ݍ ሻߣ ൒ െ ଵଶగܭ଴ሺ߯√݉|݌ െ  .	ሻ|ݍ
De (2) y (5) obtenemos la siguiente acotación (que complementa la del T. 1 §4.16),  

,݌௞௪ሺܪ|                          ;ݍ |ሻߣ ൑ ଵଶగܭ଴ሺ߯√݉|݌ െ  .ሻ,                                         QED|ݍ

Acotación de ฮ࢑࢝ࡴ ሺ∙,∙; െ࣑૛ฮ૚. Sean ߯ ب ͳ, ߲ܦ ൌ ሼݍ෤ሽ, ܤ௥ሺ݌ሻ ൌ ሼݍ: ݌| െ |ݍ ൏  ܿ ;ሽݎ

designará a una constante independiente de las variables en |ܪ௞௪ሺ݌, ;ݍ െ߯ଶሻ|, 
posiblemente dependiente de ܦ, pero que puede variar de una fórmula a otra. 

Por (ii) del Teorema 1 y para ݎ ൌ ͳ/log߯, si ݍ א ܦ ך  ,obtenemos ܤ

,݌௞௪ሺܪ|   (5) ;ݍ െ߯ଶሻ| ൑ ൯ݎ݉√଴൫߯ܭܿ ൑ ܿ݁ିഖ√೘ೝమ ଴ܭ ቀఞ√௠௥ଶ ቁ ൑ ଴ܭܿ ቆ ഖ೗೚೒ഖ√௠ଶ ቇ ݁ି ഖ√೘మ೗೚೒ഖ ൑ 

         ൑ ܿ. ͳ	. ݁ି ഖ√೘మౢ౥ౝഖ.  

Luego, 

 ∬ ,݌௞௪ሺܪ| ;ݍ െ߯ଶሻ|݀ݍ݀݌ ൑ ଶܿ݁ି|ܦ| ഖ√೘మౢ౥ౝഖ ൑஽ൈሺ஽ך஻ሻ ܿ݁ି ഖ√೘మౢ౥ౝഖ,  

 ∬ ,݌௞௪ሺܪ| ;ݍ െ߯ଶሻ|݀ݍ݀݌ ൑ sup௣|ܦ| ׬ ,݌௞௪ሺܪ| ;ݍ െ߯ଶሻ|݀ݍ஻ ൑஽ൈ஻  

                      ൑ ܿ ׬ ݌|݉√଴൫߯ܭ െ ݍ൯݀|ݍ ൑஻     

                      ൑ ܿ ׬ ݐ݀ݐ൯ݐ݉√଴൫߯ܭ ൑ ௖ఞమ ׬ ݐ݀ݐሻݐ଴ሺܭ ൑ఞ√௠௥଴௥଴ ௖ఞమ ׬ ஶ଴ݐ݀ݐሻݐ଴ሺܭ ൑ ௖ఞమ. 
De estas dos desigualdades se obtiene el  
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Teorema 3. ∬ ,݌௞௪ሺܪ| ;ݍ െ߯ଶሻ|݀ݍ݀݌ ൑஽ൈ஽ ௖ఞమ. 
2. Comparación con funciones metaarmónicas. 

Propiedades de la función real ࣑-armónica ࢝ en una región ࡰ. 

1) Por definición ሺ∆ െ ߯ଶሻݓ ൌ Ͳ, ሺ߯ ൐ Ͳሻ, por lo que ݓሺݔሻ es analítica en ܦ.  

2) Si ܦ admite función barrera en todo punto de su contorno ܬ y ݂ es una función 

continua sobre ܬ entonces existe una única función continua en ܦഥ, ߯-armónica en ܦ e 

igual a ݂ sobre ܬ.  
3) Si ݓ ൒ Ͳ es prolongable continuamente a ܦഥ y se anula en ߲ܦ entonces ݓ ؠ Ͳ. 

4) Si ݓሺݔሻ es prolongable continuamente a ܦഥ entonces  

                   max஽ഥ ݓ ൒ Ͳ ֜ max஽ഥ ݓ ൌmaxడ஽ݓ. 

 También, min஽ഥ ݓ ൑ Ͳ ֜ min஽ഥ ݓ ൌminడ஽  .	ݓ
5) Si ݓ es no negativa y se anula en un punto de ܦ entonces ݓ ؠ Ͳ. 

6) Si ݓሺݔሻ es ߯-armónica y acotada en un entorno circular reducido ܤ ך ሼݔሽ, ܤ ؿ  de ,ܦ

 .ݔ entonces es prolongable ߯-armónicamente a ,ݔ    

|ሻݔሺݓ|  (7 ൑ ଵ|஻| ห׬ ஻ݕሻ݀ݕሺݓ ห,    ቚడ௪డ௫೔ ሺݔሻቚ ൑ |஻|ۄడ஻ۃ maxడ஻|ݓሺݕሻ|. 
8) Sea ݓ א ሻܦଶሺܥ ת ∆ഥሻ tal que ሺܦሺܥ െ ߯ଶሻݓ ൌ ݂ en ܦ. Entonces, ݔ׊ א  ,ഥܦ

|ሻݔሺݓ|     ൑ max ቄ‖௙‖ಮ|ವఞమ ,   ,ஶ|డ஽ቅ‖ݓ‖
9) Valen teoremas semejantes a los de Harnack y Montel para sucesiones de funciones 

    ߯-armónicas. 

 

Sea ݄ሺ݌,∙; െሺ߯ݓሻଶሻ, ݓ constante positiva, la función ሺ߯ݓሻ-armónica tal que para ݍ෤ א ,݌verifica ݄ሺ ܦ߲ ;෤ݍ െ߯ଶݓଶሻ ൌ ଵଶగܭ଴ሺ߯݌|ݓ െ |෤ݍ ൌ ,݌௞௪ሺܪ  . ෤;െ߯ଶሻݍ
Luego, Ͳ ൏ ݄ሺ݌,∙; െ߯ଶݓଶሻ. Esto prueba i) del siguiente Teorema 3. 

Teorema 3.  Sea ݉ ൑ ܶ ൑ ,ܯ ݓ ൐ Ͳ. Entonces valen, con ߣ ൌ െ߯ଶ ൏ Ͳ, 

i)                    Ͳ ൏ ݄ሺ݌, ;ݍ െ߯ଶݓଶሻ, 
ii)        ܪ௞√௠ሺ݌,∙; ሻߣ ൒ ݄ሺ݌,∙; ሻ݉ߣ ൒ ݄ሺ݌,∙; ሻܶߣ ൒ ݄ሺ݌,∙; ሻܯߣ ൒ ;∙,݌௞√ெሺܪ  .ሻߣ
DEMOSTRACIÓN. Sea ܸሺ∙ሻ ൌ ;∙,݌௞√்ሺܪ ሻߣ െ ݄ሺ݌,∙; ∆ሻ. Entonces, como en (4), ൫ܶߣ ൅ ሻݍሻ൯ܸሺݍሺ݇ߣ ൌ ߯ଶ൫ܶ െ ݇ሺݍሻ൯ ଵଶగܭ଴൫߯√ܶ|݌ െ ൯|ݍ െ ሺ∆ ൅ ,݌ሻሻ݄ሺݍሺ݇ߣ ;ݍ  .ሻܶߣ
Pero  ൫∆ ൅ ,݌ሻ൯݄ሺݍሺ݇ߣ ;ݍ ሻܶߣ ൌ ሻݍሺ݇ሺߣ െ ܶሻ݄ሺ݌, ;ݍ    ,ሻ, de donde resultaܶߣ

(6)      ቀ∆௤ ൅ ሻݍሻቁܸሺݍሺ݇ߣ ൌ ߯ଶ൫ܶ െ ݇ሺݍሻ൯ ൬ ଵଶగܭ଴൫߯√ܶ|݌ െ ൯|ݍ െ ݄ሺ݌, ;ݍ  .ሻ൰ܶߣ
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൬ ଵଶగܭ଴൫߯√ܶ|݌ െ ൯|ݍ െ ݄ሺ݌, ;ݍ ܦ ሻ൰ es ߯√ܶ-armónica enܶߣ ך ሼ݌ሽ, nula en ߲ܦ, y 

positiva cerca de ݌. Luego, aplicando 4ሻ, resulta  

(7)                  ൬ ଵଶగܭ଴൫߯√ܶ|݌ െ ൯|ݍ െ ݄ሺ݌,∙; ሻ൰ܶߣ ൒ Ͳ en ܦ. 

Para ܶ ൌ tenemos ൫ܶ  ܯ െ ݇ሺݍሻ൯ ൌ ൫ܯ െ ݇ሺݍሻ൯ ൒ Ͳ, luego por (6) y (7) tenemos en 

este caso ൫∆௤ ൅ ሻ൯ܸݍሺ݇ߣ ൒ Ͳ en ܦ, mientras que ܸ ൌ Ͳ en ߲ܦ. Aplicando ߙሻ PGM, 

resulta en este caso   

(8)                               ܸ ൌ ;∙,݌௞√ெሺܪ ሻߣ െ ݄ሺ݌,∙; ሻܯߣ ൑ Ͳ. 

Análogamente, para  ܶ ൌ ݉  tenemos ൫ܶ െ ݇ሺݍሻ൯ ൌ ൫݉ െ ݇ሺݍሻ൯ ൑ Ͳ, luego por (6) y 

(7) tenemos en este caso ൫∆௤ ൅ ሻ൯ܸݍሺ݇ߣ ൑ Ͳ y por ߚ) PGM 

(9)                                ܸ ൌ ;∙,݌௞√௠ሺܪ ሻߣ െ ݄ሺ݌,∙; ሻ݉ߣ ൒ Ͳ. 

Sea Ͳ ൏ ଵܶ ൏ ଶܶ entonces ሾ݄ሺ݌,∙; ߣ ଵܶሻ െ ݄ሺ݌,∙; ߣ ଶܶሻሿ ൐ Ͳ en ߲ܦ, mientras que ቀ∆ െ ൫߯ඥ ଵܶ൯ଶቁ ሾ݄ሺ݌,∙; ߣ ଵܶሻ െ ݄ሺ݌,∙; ߣ ଶܶሻሿ ൌ ቀ∆ െ ൫߯ඥ ଵܶ൯ଶቁ ሾെ݄ሺ݌,∙; ߣ ଶܶሻሿ ൌ  

 ൌ ቀ൫߯ඥ ଶܶ൯ଶെ൫߯ඥ ଵܶ൯ଶቁ ሼെ݄ሺ݌,∙; ߣ ଶܶሻሽ ൑ Ͳ con ሾڮ ሿ ൒ Ͳ en ߲ܦ.  

Luego, aplicando nuevamente ߚሻ PGM, resulta 

(10)                 ݄ሺ݌,∙; ߣ ଵܶሻ െ ݄ሺ݌,∙; ߣ ଶܶሻ ൒ Ͳ.  

Finalmente, (8), (9) y (10) implican ii),                                                                  QED. 
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SÍMBOLOS - Caps. 0-6 

 ‖. ‖௞ 1.9 |∙|ுబ  4.6 ‖|∙|‖  4.6 ‖∙‖௧                      4.6 െ ଵ௞ሺ௫ሻ∆௫           0.3.1, 0.4.2 ܤఎሺ݌ሻ                                      1.15 ܥା଴ሺܵሻ                                        4.6 ܥା∞ሺܵሻ                                      4.10 ܥ଴ሺܦഥሻ                               0.3.1, 4.2 ܥ଴, ௝ܥ ,݌௞ሺܨ 4.4 ,3.2                                       ∆ܦ ሻ                                     0.4.2ܦԢሺܦ 4.1 ,2.0                                      |ܦ| 0.2.2                                    	 ;ݍ ,݌௞ሺܩ ଴ሺଵሻ                                   3.1, 4.14ܩ ௧ (operador)                            4.14ܨ ሻ                        3.1, 4.14ߣ ;ݍ ,௠ܩ ሻ                         3.1, 4.14ߣ .௧ሺଵሻሺܩ ሺ௠ሻ                                   4.12ܩ ሻ (operador)             3.1, 4.14 ܪ଴ሺܵሻ                                         4.6  ܪ௞௪ሺ݌, ;ݍ െ߯ଶሻ            3.3, 3.4, 4.15 ܭ 4.1 ,2.3                                        ۄܬۃ଴                                      3.3, 4.15 ܵఌ (propiedad)                     3.0, 4.1 ܵఎሺ݌ሻ                                          1.1 ܽ௧,௞ሺ∙,∙ሻ                                       4.6 dim஻ ൌ dimୠ୭୶                     0.3.2 ࡹ 4.7                                             ∆ࡰ௧                                             4.6 ࡺ௧                                               4.6 ࢃñ,ఌ                                         4.13 ߑఎሺ݌ሻ                                        1.1 ߶௡ ൌ ߶௡ሺ݌; ݇ሻ                          1.9 ~                                                4.1 ؆                                                4.1 ൎ	                                        4.1, 4.9 መ݂ ൌ ݂࣠                                5 Intro 

 

 

E(x)                                           0.2 ԭሺ∙,∙ሻ                                          4.3 

Gሺ݌,  ሻ                                1.0, 4.2 ࣦ                                     3.1, 4.15ݍ

L݅݌ାሺܣሻ                          0.2.5, 4.1 

L݅݌ା൫ܵ, ሶܵ൯, ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ            4.1 

L݅݌଴ሺܣሻ              Apéndice parte II 

L݅݌௟௢௖ሺܣሻ                        0.2.5, 4.1 Զ                                               4.3 

Şሺܦሻ                                 0.3.1, 4.1 

Ųሺܦሻ                                       0.3.1 

X(u)                                            1.1 

ЛሺAሻ, Л஑ሺAሻ                       0.3, 4.1 ۵ሺ∙ሻ (operador)                          4.4 ܌ ൌ dımതതതതത஻ሺ∙ሻ                             3.0 ܣሺݐሻ                                     3.0, 4.1 ܨሺ݌; ,݌ሺܪ ሻ                               3.5, 4.17ߣ ;ሺܽݏ ሻ                                   2.2, 4.10ߣሺ∙,∙ሻ                                            4.6 ܰሺܫ ሻ                                1.0, 4.2ݍ ॄ 4.2 घ                                               4.11                              (propiedad) ࡳ 4.2                              (propiedad) ࡮ ሻ         0.2, Apéndice parte IIIݔ ൌ ॄ௧                                        4.6 ॲሺ∙ሻ, ॲሺ∙,∙ሻ                                   4.1 ॺ                                                  4.12 ঄                                           4.5, 4.24 ߪሺ݂ሻ                                              0.2 ߴሺܦ, ;݌ሻ                                          4.1 ߶ሺߝ ܣ ሻ                                 3.6, 4.18ݏ ؿؿ ܣ            ܤ ൌ ,௢ܣ ܤ ൌ ଴ܤ ـ ó݊ሿ                             5.5 ܶ                                                    5.1 ൌሶ݅ܿݑܾ݅ݎݐݏ௡,௟                                                5.5 ሾ݀݅ܥ ܣ̅                                   Ap . 1, Cap. 5 ܦ௝ ,  ሻ                                           4.15 ܽ                                                   4.18ݎఈ                                      5 Intro ܲሺܦ
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ÍNDICE ALFABÉTICO - Caps. 0-6 

 
a.e. = c.d. = casi doquier                  0.2 
Aprox. del núcleo ܩ௞ሺ݌, ;ݍ  ሻ         4.15ݐ
Arco de curva ܥ௡                             1.1 
Arco de Jordan ܥ௡                           1.1 
Autovalor  0.1, 4.13 
Barrera, función barrera                   4.2 
Condiciones de Cauchy-Riemann     2.0 
Conjetura Weyl-Berry                2.3, 3.9 
Conjetura Weyl-Berry-Lapidus         4.5 
Contador                                         2.2 
Continuidad autovalores                 4.12 
Contorno de regiones planas              3.0 
Cuerdas isoespectrales                      2.1 
Decrecimiento de los autov.        4.1, 4.8 
Derivación                               0.2, 0.4.2 
Dimensión box                               0.3.2 
Dimensión de Minkowski               0.3.2 
Dominio                                           1.3 
Dominio del op. diferencial               3.2 
Dominio estándar regular                  1.1 
Ecuación lineal autoadjunta de tipo 
elíptico                                       0.1, 3.11 
Estimación de ܪ௞௪ሺ݌,  ሻ           4.19ݐെ;ݍ
Familia ࢃñ,ఌ                                     4.12 

Familia Åሺܵ; ሶܵሻ                                 4.10 
Familia घ                                         4.11 
Fórmula de H. Weyl                          0.1 
Función de Green                       1.0, 4.5 
Función de Green generalizada         4.3 
Función de Kelvin                            3.3 
Función ܨሺ݌;  ሻ                        3.5, 4.17ߣ
Función ߶ሺ݌;  ሻ                        3.6, 4.18ݏ
Funcional ܽ௧,௞ሺ∙,∙ሻ                             4.6 
Lema de Hopf                                  0.4 
Lema de Weyl                               0.2.5 
Membranas circulares                       2.0 
Membranas isoespectrales                2.0 
Normas en esp. de Sobolev               4.6 
Núcleo de Green                               4.2 
Núcleo de Green para ∆ en una región 
de Jordan                                          1.0 
Núcleo de Green para ∆ ൅  3.1               ݇ߣ
ñ-conexión                                         4.1 
Operador de Sturm-Liouville 
bidimensional                                   0.3.1  
Operador elíptico                               0.4 

 

 
Operadores ௧ܰ , ௧ܯ , ॄ                           4.6 
Pesos k                                              4.1 
Principio de reflexión (Schwarz)         A.1 
Principio general de máximo   0.4.2, 4.9.3 
Problema P) (Kac)                              2.1 
Prolongación del peso k                       4.1 
Propiedad ܵఌ                                          3.0 
Propiedad B                                         4.2 
Propiedad G                                         4.2 
Propiedades núcleo de Green        1.0, 3.2 
Rango y dominio del op. dif.              4.7 
Región de Jordan perimetrizable         3.0 
Región, Región ñ-conexa                    4.1 
Región regular                                     4.2 
Remanente                                          2.3 
Segundo lema de Hopf                        0.4 
Serie de Dirichlet ∑ߣ௡ି௦                        4.5 
Series de Dirichlet                               0.6 
Solución clásica                             0.3, 4.4 
Solución fuerte                                      4.4 
Solución del problema P)          Ap. Cap. 2 
Solución fundamental para ∆              0.2 
Solución variacional                             4.7 
Soluciones débiles y fuertes          4.4, 4.8 
Suena como un tambor                          2.0 
Tambor isoespectral                              2.1 
Tambor, tambor circular                        2.0 
Teor. de H. Weyl (a la Carleman)          3.8 
Teor. de preparación de Weierstrass      0.5 
Teor. desarrollo en autofunciones          1.9 
Teorema de conmutación de derivada e 
integral                                                    0.2 
Teorema de Gårding                             4.10 
Teorema de Hardy-Littlewood             0.10 
Teorema de Ikehara                               0.6.1 
Teorema de J. Steiner                              4.1 
Teorema de Landau                                 0.6 
Teorema de Lax-Milgram                        0.7 
Teorema de reflexión (armónicas)          A.1 
Teorema de Weyl-Carleman                   4.1 
Teorema del límite doble             4.13, 4.23 
Teoremas de máximo y mínimo              0.4 
Transformaciones conformes                  2.0 
Transformada de Fourier                     5 Intro 
Una desigualdad numérica                      0.9 
Valor propio                                       0.1, 0.8 

 

 

REFERENCIAS ver [BPII] 
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FE de ERRATAS [BPII] 

Página Línea Dice Debe decir 

4 9 . . Podemos suponer que la familia ሼܤఌሽ es 
finita y cubre ܤത . 

4 10 para ,ܤଶఌሺ݌଴ሻ ؿ  ௜, vale paraܤ

6 8 4 2 

6 9 Weyl Weyl, (cf. T. 5). 

8 -6 iii) iii’) 

8 -7 iii) iii’) 

11 -8 [BP]: [BP], ൫݂ א ,ഥሻܦሺܥ ߴ א  :ሻ൯ܦஶሺܮ
14 -3 ݃ሺߪሻ െ ߪܣ െ ͳ ൅ fn. ݃ሺߪሻ + función de ߪ entera 

16 -8 autovalores valores propios 

16 -7 autovalores valores propios 

17 2 ܽሺ͵ሻ a la asociada ܽሺ͵ሻ  
19 2 autovalores valores propios 

א 4- 19 א ∆ܦ  ଴ܪ

24 -9 ‖݄‖ ൌ ͳ ‖݄‖௞ ൌ ͳ 

24 -10 ሺ݂, ख़୬ሻ ሺ݂, ख़୬ሻ௞ 

24 12 , , y valen (ii) e (iii), 

26 6 ͳʹ௡ 
ͳʹ௡ିଵ 

26 6 ݊ ൅ ͳ ݊ 

26 11 ͳʹ௡ାଵ 
ͳʹ௡ 

33 9 . . Asumimos ݇ א  ሻ, (cf. T.1 §4.4 yܦାሺ݌݅ܮ
T.2 §4.7). 

33 12 3 2 

36 -11 §4.3 §4.4 

 ஽ൈ஽ |஽ൈ஽ܫ 12 36

 ஽ൈ஽ |஽ൈ஽ܫ 3- 37

37 3 iii) iii). ෨݇ ൌ ሶ݇ ஽෩ܫ . 
43 7 ख൬ܪ௞ඥ௞ሺ௣ሻ൰ ฬख ൬ܪ௞ඥ௞ሺ௣ሻ൰ฬ 
48 12 4.12 4.13 

ଵනܥ 3 49 ஶݑ|ሻݑሺܣ|
଴ නݑ݀ ݁ି௨ඥ௧ ௜௡௙௞ଶ ஶݐݐ݀

௔ ଵනܥ  ெݑ|ሻݑሺܣ|
଴ නݑ݀ ݁ି௨ඥ௧	௜௡௙௞ଶ ஶݐݐ݀

௔ ൅ ܱሺͳሻ 
ଵනܥ 6 49 ݑ|ሻݑሺܣ| ሺʹLog ݑ ൅ ݑଶሻ݀ܥ ൏ ∞ஶ

଴ ଵනܥ  ݑ|ሻݑሺܣ| ሺʹLog ݑ ൅ ݑଶሻ݀ܥ ൅ ܱሺͳሻ ൏ ∞ெ
଴  
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Página Línea Dice Debe decir 

 ଵܥܤ ଴ܥܤ 4- 49

,݌ሺܪ 6 50 ,݌௞ඥ௞ሺ௣ሻሺܪ ሻݐെ;݌ ;݌ െݐሻ 
51 -6 . , (cf. §4.12). 

ߦ݀ 7- 53 ൌ ݀ߦ ൑ 

 ܦ ഥܦ 2- 53

54 -6 la Proposición 1 el Teorema 1 

55 6 , , con ݇ א  ,ሻܦାሺ݌݅ܮ
55 9  NB. Hemos usado aproximación por regiones obtenidas 

via refinamientos de cuadrículas solamente en las 
demostraciones de los T.1, §4.21 y T. 1, Apéndice Parte 
III. 

57   P(r)                        4.15  

57   ܽ                            4.18 

57 -4Col 1 4.12 4.13 

57 -5Col 2 4.11 4.12 

58 -7Col 2 0.4.2, 4.9.3 0.4.2, 4.16 
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