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ABSTRACT.

The present work is a continuation of [BP]-[BPII]:
[BP] BENEDEK A., PANZONE R., La distribucién de los autovalores del problema de Dirichlet del

operador diferencial bidimensional de Sturm-Liouville, Teoremas asintéticos de Hermann Weyl y de
Torsten Carleman, Notas de Algebra y Andlisis #22, INMABB, Univ. Nacional del Sur, Bahfa Blanca,
Argentina, (2011),

http://inmabb-conicet.gob.ar/publicaciones/naa/naa-22.pdf, MR2849990, Zbl1234.35002,

contains Chapters 0-3 of the whole work and is continued by
[BPII] BENEDEK A., PANZONE R., La distribucién de los autovalores del problema de Dirichlet del

operador diferencial bidimensional de Sturm-Liouville, II, Algunas series de Dirichlet asociadas, Notas de
Algebra y Andlisis #23, INMABB, Univ. Nacional del Sur, Bahia Blanca, Argentina, (2013),
http://inmabb-conicet.gob.ar/publicaciones/naa/naa-23.pdf, MR3185139, Zb11296.35002,

which is its Chapter 4.

In §4.10 [BPII] we deduced for the operator k_—l)Ax, following L. Garding, Weyl’s

(x

asymptotic formula,

N(t 1
(W) O A=—[ k@)dp#0, t=x>Too, x> x>0,

from the limit formula:

(G) m Yty + )72 = (4m)~" [ k(p)dp.
The present paper adds Chapters 5 and 6 and contains a demonstration of (G) which is

included in Chapter 6. The proof of this interesting fact needs some preparation which is

a part of Chapter 5.
There we study the operator

1 2
(0) (D) = (b +1)

x € §, a bounded open plane set, looking for its fundamental solution I and its inverse

(tk_(ic) Ay + 1)_2'

We assume that S, S are bounded open sets, S € S, and that k(x) € C2(S) is extendable

to S with the same properties (written k(x) € CZ(S,S)).
The fundamental solution is such that DZI'(y; z, x), |a| < 1, is a continuous bounded

functionon S X S andif T = (§ X S) \ {z = x} then Va DZTI'(x;z x) € C(T).

_ -1
{ﬁ} is the family of proper values of the operator ®, ¢ = ®, := (Ti) A, + t) which

is a compact integral operator with an L?-kernel Q; which is a perturbation of Q. This

last kernel coincides with the generalized Green function when S is also connected.



The Hilbert-Schmidt norm of ®,, N(®,), because of (W) and (G) verifies

(HS) N(@t) = \/foS QZ (x, y) k(x)k(y)dxdy \f ,fk(x)dx

(6)? = (tzb(Dx)) is an integral operator “better” than ®, that we use to construct a

bilinear functional associated to (T A, + 1) which is defined below.

We say that a real bilinear functional C{f, g} on Cy(S) X C5°(S) is associated to the
operator b = b(D,.), if for 9, ¢ € C7(S) it satisfies

(BF) C{bp,9} = C{p, b9} = (¢, )
and there exists a real kernel &(y; -,-) € L2(S X S) such that
(RK) C{p, 9} = [[ 966y, x)p(x)dxdy.

We prove for the associated bilinear functional Cg{f, g} = (tz(ﬁ tsf g) with kernel o
which we exhibit, the bilinear functional theorem due to Garding, that is,
THEOREM. If k(x) € C¥(S,S) then o (x; v, x) is equal a.e. to a non negative bounded

continuous function & (y; +,) that verifies o (x; y,x) = 0(x?), 0 < o(x; x,x), and

@) limxﬂw% = % ifx=y, lim,_, a();yx) =0ifx # y.
This kernel o verifies on SXS, a(y;+) =Ty ) +r(x;-), where I' is the
fundamental solution of the operator on S and 7 is a bounded continuous function.
From (L) and properties of the special nature of g one obtains Garding’s limit formula
(G).

The constant A can also be found via the normalized eigenfunctions when S is a finitely

connected Jordan region, (Carleman):

Medw) | 1
(®) vpes S, —

Chapter 6 ends with an optional appendix where we show some bounds and estimations

of the function H} (p, q; 1), (see §4.15). For example,

1
WfpplH¥ (0, @3 =xD)ldpdq < 5. |HY (0, q; D] < 5 Ko Cvmlp — q).

H,‘(/m > HY >H ,}/M , where the region D € B N S, D is finitely connected and
k(p) € Lip,(D,S), m = inf k,M =sup k.

Bahia Blanca, April 2015.



CAPITULO 5.

1 2
Estudio del operador (@ A+ t) .

Introduccion. El teorema 3 del §4.9, [BPII], dice que si S y S son abiertos acotados,
$2S, t>0,k€Lip,(S5S)y

1 -1 1 1
(1) G =(=18+t) . (—2A+DF = Uy + Ofy = g7 s (A > 0),

1
entonces ).7° G2

K(x,y) = k(x)k).

Qi(x,y) =X7 % es el nucleo de ®; como operador integral con peso k(y),

< oo y la serie Z?% converge en L?(S X S;K) donde
n

(G:h)(x) = [(Q:(x,y)h(y) k(¥)dy.

®, es un operador integral Hilbert-Schmidt tal que ®.f, = u,f, y vale

(2) He = 16l < 1Qell2 6 = VX i < o0

En el Capitulo 6 continuamos el estudio del nucleo Q; de ®; junto con el de ®.° ®,.

En el §4.10 [BPII] se prueba que si 4 = ﬁfs kdp (# 0) yparat T oo

(3) tQell54~A
entonces

N(t)
(4) ——~A.

Para analizar el comportamiento asintotico (3) necesitaremos de algunos resultados
previos que consideraremos a continuacion. Nos apoyaremos en el trabajo [G] de L.
Garding en el tratamiento del tema.

Recurriremos a la NOTACION:

;(:\/;,t:—/1>0, y si j=1,2, DjEij:=i

. Sia=(ay,a), lal =a; +a,
axj

glal

también escribiremos Dy = D%: = —z——=;.
Ox " 0x,

Utilizaremos la transformada de Fourier definida por (Ff)(»)= J.. e~ ) £(x)dx.

También denotaremos con f(y) a la transformada de Fourier de f. Por tanto,
D A~ A~
() (7’ <p) ) =y;9(), (? <p) ) = D;p(y).

Si g(y) = f(¥) € L*(R?) entonces f(x) = (F1g)(x) = ﬁfRz g(y) ei*¥dy.



La funciéon B. Para nuestros fines bastard con suponer t = 1. Sea z € S fijo. Para
obtener buena parte de los resultados basta la hipdtesis k € C;°(S), (cf. NOTA 4 del
Apéndice 2 del Cap. 5). Sin embargo, por comodidad, supondremos k € C(S,S).

Para x = (x;,x,) € R? definimos,

1 1

©)  by(Dy) =5 (A, +1)

2
T k(@ ’

b(Dy) = bx(Dx).

B,(x) = B(x; z, x) sera la distribucion temperada solucion de la ecuacion

(7) b,(D,)B(x; z,x) = 6,(x) enD’'(x € R?).
Transformando Fourier la ecuacién (7), se obtiene
D Y By = e-itr2)
®) (s +1) BO)=e02.
—_ e—i(y,Z)
Vale B,(y) = ——— € L'(R?). Luego,
(Iyl +1)
th(z)
. ! eilx-2y) _ x%k(@) o eirzk@y
©®)  Blpzx) = (2m)2 fRZ( 12 +1)2 Y =y Jre (ly|2+1)? dy =
x%k(2)

tk(z) e HO—2)VEVk(2),y)
= e g

Sigue que B,(x) es real y continua y valen,

B(xixx) _ k(x) B(x;z,x)

2 e Stx =z, limy o O0six # z.
Luego obtenemos, donde &, , es la delta de Kronecker,

. B(VEzx) _ 85xk(2) 1 _ 8zxk(2)
(10) limeo ==— ="\ fRZ (y2+02 7~ am

Fijado z, B(); z, x) es una solucion fundamental para el operador b,(D,) a coeficientes
constantes. Su determinacidon es un paso previo para hallar una soluciéon fundamental
I'(x; z,x) del operador b, (D,),x € S. Es decir, que verifique

(11) b(DII (x;z,x) =6,(x) =6(x—2z) enD'(x€S),Vz€ES.

Estoes, (b(D,)I(x;zx),p(x)) = ¢@(z) paratodo ¢ € C;°(x €S),Vz€ES.
Estimacién de B(y; z,.) y sus derivadas. De (9) obtuvimos B(y; z,.) € C(R?) y

sila|l =1, D%B(x;z x) € C(x € R?).

Mejores resultados se obtienen aplicando el Teorema 1 del Apéndice 1 a

r(y)= (1 + |y|2 )Z Entonces, como p=4,

(12)

{1 si Jal <1
e, =
7 |x)Flel=Esi |a] = 2

Luego, si My = 412 /k(z)x?, por ser B real obtenemos,

2



B2 %) = P (2 = 00/@) ) = 00x°P (2 = DK@
y por Teoremas 1 y 2, Apéndice 1,
(13) B(x;z) € L'(R) n C(R*\ {z}),

-N
(14)  DEB(Gzx) = 02 (1+ xk@Ix —z1)  ea (k@) (x — 2)).

para x € R?\ {z}, con O(1) = funcién de a, N, k, ¢.
Dado que N > 1,y =/t > 1, vale para |a| < 4,

O(M)y?(1 + xlx —zh)™™N si|al < 2
(15) D??B(X; Z! x) = { 2 —N 2_|a|_£ .
O(Wx*(1 + xlx —zD)™ (xlx — z]) si|a| = 2

O sea, si |a| = 0,1, de la primera igualdad en (15) obtenemos con O(1) = funcion de

a,N,k, ¢,

(16) D¢B(x;z,x) = 0(D)x*(1 + xlx — z)7V,
ysila| = 2,3,4yh=|al—2=0,
(17) DEB(x; z,x) = O(D)x* 121 + y|x — z)™N|x — z| "=,

5.1. Segun nuestra hipotesis sobre k, (6) define un operador diferencial con coeficientes
funciones indefinidamente diferenciables definidas en S, por lo que podemos tratar a

b, (D,,) en el marco de la Teoria de Distribuciones, (véase Nota 1, Apéndice 2).

Regularidad de B(y;,). La funcion continua

i<x,y>

(1) D(c,x): ! I ¢ dy,ceR" ,xeR’,

C@r) e re+1)

resuelve la ecuaciéon (A, /c+1)°®D(c,x) =3, , (cf. (9) Introduccion). Como el operador
diferencial en cuestion es eliptico, la solucion fundamental ®(c,x) es una funcioén
analitica en x € R’ \{O}, (cf. [Ho], p. 114). Fijado x, es una funcion analitica en ¢ > 0,
por lo que es analitica en (c,x) € R* x (R>\ {0}) . Por otra parte, la transformacion

(2) (SxRH\{z=x}—> R x(R*\{0})  definidapor (z,x)—> (tk(z),x -z2),

es indefinidamente diferenciable. Por tanto, ®(tk(z),x—z) es indefinidamente

diferenciableen x,z€ S, x#z.

Luego, de ®(tk(z),x —z) = B(y;z,x) siguen 1)y 2) de la Proposicion siguiente, donde
T:=(ExS)\{x=2z}



PROPOSICION 1. 1) B(x; z,x) € C(S X S), |B| = 0(x?).

2) B(x; z,x) € C*(T).

3) Valen 0B /dx; € C(S X S) nC*(T) y |0B/dx;| = 0(x?).

4) Si |a| < 3 la funcién DZB(x; z,x) € L*(x € S) y coincide con DZB en D'(x € S).

DEMOSTRACION. 3) sigue de la misma manera, observando que

0 _ 1 elxY)iy;
@ o @) = Gz fee (L)
4) es una aplicacion directa del Teorema 2 del Apéndice 1. QED.

5.2. Método para la determinacion de la solucion fundamental I'. Sea ahora

_a, 2

(1) b(D) = be(D) = (575 +1)

g 0= 2E(E) -2

(3) b(D,)u =;2A2u +2Lgrad Au x grad ! +— ! (A ! ]Au _ 28u +u
(tk(x)) t"k(x) k(x) tk(x)\ k(x) th(x)

Pasamos a describir el procedimiento con el que obtendremos una solucion de la
siguiente ecuacion,

4) b(DI (x;z,x) = 6,(x) = 8(x — 2) en D'(S) Vz € S.

La distribucion error B. Supongamos que para z € S fijo, 5, sea la distribucion

(5) B.06x) = (b,(D)=by(D))B(x;2,x),  enD'(x €Y).
En otras palabras, para z fijo en S tenemos,
(5”) b(Dy)B(x;z,x) =38, — B,(x;x) enD'(S).

Por lo visto B,(x; x) es una funciéon C*® en S\{z}, (cf. §5.1). En S X S definimos:
B z,x):= B, x) six #z, f(x;x,x):= 0.

Veremos mas adelante que la funcion B(y;z,x) € L*(S X S) y existe R < o tal que
IBC; 2zl < R, IBCG 21l < R, (Proposicion 1§5.3).

Probaremos en §5.5 que la distribucion S, es igual en S a la funcion B(y; z,-). Entonces
(5”) significa que para toda ¢(x) € C;°(S) vale

(57) (B ®) = [ Bz x)p(x)dx = (2) — [, B(x;2,x)(b* (D) (x))dx.

Esto sugiere que es posible que encontremos I" bajo la forma

(6) I'Coz,x) =Bz x)+V(x zx),

donde V debe ser entonces solucion de



(7) b(D)V(x;z x) = B(x;2 x) en D'(S).
Para resolver (7) téngase en cuenta la estimacién en T':

BU;z,x) =0)|x —z|7'7%, e € (0,1),
que se demuestra mas adelante, (cf. (6) §5.3).

Observemos que para u(y) € L1(y € S), ¢ € CL(S), vale, (cf. Prop. 1 §5.1),
® J, (J; By, 0)u()dy) b (D)¢(x)dx =

= J, u) (J; BG:Y,2)b*(D)p(x)dx) dy = por (57) =

= [, w0 (6O — [ B, ) p(0)dx) dy =

= J; 6@ (u@) - f; BG Y Du)dy)dx.

(Notese que por el teorema de Fubini es legitimo el cambio del orden de integracion en

el ultimo término). Si llamamos,

V() = [ Booy, ) u()dy,

9) ,

W(x) =ul) - [; By, Oul)dy
de (8) resulta: [ V(x)b*(D)¢p(x)dx = [. W(x) p(x)dx. O sea,
(10) b(DOV =W  enD'(S).
Comparando (10) con (7) vemos que para resolver nuestro problema bastara encontrar
u(y; z,) € LY(S) que verifique W (x) = B(x; z, x) para z # x, esto es
() Bzx) =ulszx) = [; BOsy,)ulrzy)dy.
En este caso, por (9) y (10), V(x;z,x) = fs B(x; v, x) u(x; z, y)dy sera una solucion
de (7)y I'()x;z,x) = B(x; z,x) + V(x; z, x) verificara

b(D,)I = b(D,)B + b(D,)V =b(D,)B+ B =(,—B)+B =056,enD'(S).

5.3. Acotacion de S(y; z, x). Escribimos (5) §5.2 de la siguiente manera:

() BUszx) = 1/k*(2) — 1/k*(x)) A*B/x* — (2/k(2) — 2/k(x)) AB/x* —
—(2x™*/k(x))grad(1/k(x) x grad AB — (x*/k(x))A(1/k(x))AB, (z,x)€T.

Estimaremos a continuacion los sumandos. Puesto que k € C{°(S,S"), resulta para

x,z €S |k(x) —k(z)| < C|x — z| . Luego, usando (15) Introduccién, obtenemos

2)  1A/k*(@) = 1/k*() A*B/ XM < 0(D)lx — 2|75 # (1 + xlx — zD77,
3 [@/k(@ = 2/k() B/ X*| < O()lx — 2| x5 (1 + xlx — )7,

5



(4) |2x~*/k(x))grad(1/k(x)) x grad AB| < 0Dy 3~4lx — 2|71 (L + xlx —zD ™",

() 1 /k@)AA/k())AB] < O(D)x~27%lx — zI7*(1 + xlx — z]) 7",
donde y>1y O(1) funciéon de a, N, €, k pero independiente de y. Por tanto, para todo

(z,x) € T vale,con C = C(N, k,¢) (= 1) independiente de y ,

(6) 1BOG 2 %) < Clx — 2|75 (1 + xlx — z])7".
PROPOSICION 1. 1) 8(x; z,x) € L'(T) n C*(T),

i) Jo\lBOG 0| dt < Ry ™%,
iii) [\ (B Q6 2, Ol dt < Rx~%,
con R independientede y > 1, x ES0z € S.

Para fijar ideas extendemos [ como funcion a S X S de manera que B(x; x,x) = 0.
Para su uso méas adelante presentamos aqui los adjuntos de los operadores diferenciales
(2)y 3). Vale b, (Dy) = b,(Dy).

—Ay
tk(x)

. 1 1 (u 2 (u
7 b, (DIu=—A —Al — | |-=A| — |+u=
0 0=l Lo2])-24(2)
= i Az(zj— 22 Al)+u +i4gradA(zjxgradl+
'k \k) yk 4 k k
+%A(1)A(zj - iz gradu x gradl - % A(lju .
x k) \k) y k gy k
5.4. Determinacion de u(y;.,.). Recordemos la ecuacion, ((11) §5.2),

(1) BO:zx) =u(x;z,x) — [, uCsz B0t x)dt.

Llamando K al operador (Ku)(x) = fs B(x; t, x)u(t)dt sobre funciones u € L1(S),

2
El adjunto de b, (D,) = ( + 1) aplicado au € C°(S) es

tenemos [|Kull < f; dx f; 1BCx t.0llu@®ldt = f; @) (f; 180t x)ldx) d.

Usando la Proposicion 1 §5.3 resulta ||Kul|;2 < Ry~¢||ul 1,

y por tanto, si Ry ¢ <1, la norma del operador K serda menor que 1 y podremos

encontrar la solucién de (1) como la serie convergente en L (S):
u(p;z)=U+K+K?+-)B(x; z).

Para obtener propiedades mas finas de u(y; z, x) estudiaremos a continuacién el nucleo

de los operadores K”.



Escribiremos S (t, x) en lugar de S (yx; t, x) para simplificar las féormulas.

De (6) §5.3 se obtiene para x,t,z € S, x # t # z,

(2) 1B, )B(t,2)| < C2x~?(lx — tllt — 275 + xlx — zD7V.
Sia,b > 0,0 < a <, es facil ver que vale, ([BP] §0.9),

1 1 1 2 \“
) < (o +55) (25)

En consecuencia, usando 2) y B)cona=B=1+¢,a=|x—t|,b=|t—2z| y la

desigualdad triangular a + b > |x — z|, obtenemos:
(4) 166, 2): = [, 1BGe DBt 2)ldt <
< C221+€)(‘25|x _ Zl—l—e(l +X|x _ Zl)—N (fs dt +fs dt ) <

|x_t|1+£ |Z_t|1+€
< (Q/x%):x —z|7 7 E (A + xlx — zD7V,
donde

Q =CMcon M? =max{21*2f . |y|-1=¢dy,1},C = C(N,k&) = 1.
Luego, C < Q y de (6) §5.3 y (4) obtenemos,

) J; 182 Y-l dyn1 [ 1BOn-1, Yn-2)| d¥n_z - [¢ 1Bz y)IB(y1, x)ldy; <
< @Q/x)Mx —z7EA + xlx — 27N,

Sea,
©)  v(zx) =182+ [ IBz OB x)]dt +
+ [, 1Bz 0ldt [, 1BENIBY, x)|dy +
+ 5 1B Idy [ 1B, )lde [ 1B s)IIB(s,x)]ds + -

Luego,

(6°) v(z,x) < |x —z|717E( 4 xlx — 2DV Eno1(Q/ )™

Como Q es independiente de y, para y¢ = 2Q vale Y- (g)m =2 <29
’ - m=1\xe XE-Q ~ Xt T

Por tanto es legitimo escribir
(1) wzx) =Bz + [, BB,y + [, Bz s)ds [, Bls, B, x)dy +
+ [, Bz )dt [, B(t,s)ds [, B(s,)BM. )y + - =

=B(z,x) + [ Bz, y)BW,x)dy + [[ B(z,5)B(s,y)B(y, x)dsdy +
+[ff Bz, ©)B(t, )B(s,y)B(y, x) dtdsdy + -+ .

u(z, x) = u(y; z, x) satisface (1) pues se verifica que vale,



u(;z,x) — B(z,x) = [uly; z,y)B(y, x)dy.
Ademas, si (z,x) € T tenemos por (6”)
20 1 1

(8) lu(y; z, x)| < v(z,x) <=

XE |x—z|1t€ |1+)(|x—z||N .

PROPOSICION 1. Sea y¢ > 2Q = 2CM. Entonces, las funciones v(;,x) y v(x,)
pertenecen a una bola de L'(S). idem para la funcién u(.,.). Ademas u(.,.),v(.,.)

pertenecen a L' (S x S). La funcién u(-,) verifica

u(x;z,x) = B z,x) + fulx z,y) By, x)dy .
Sobre la regularidad de u tenemos la
PROPOSICION 2. Sea y¢ > 2Q. La funcién v(z, x)|x — z|**¢ es acotada y continua
en T. La funcién u(z, x)|x — z|**¢ también es acotada y continua en T.
DEMOSTRACION. Si x,2,X,Z € S, x € B.(X), z€ B.(Z) y |X — Z| > 2r, entonces
de (2)-(4) §5.4 obtenemos para (x,y) = (X, Z),

I(x,2) = [ 1B y)BU,2)ldy - [ IBX, B, Z)| dy = I(X,2),

o sea, I es continua en T. La estimacion (5) y el mismo procedimiento permiten

demostrar que el tercer sumando de (6) es continuo en Xx, z, etc. Luego de multiplicar la
serie (6) por |x - z|1+g se ve que esta es mayorada por O(1) Yo =1 (Q/x5)™ = 0(1/x%).

La serie que define a v converge entonces uniformemente sobre compactos de 7, QED.

5.5.T'(x; z, x), una solucién fundamental para el operador b(D,). Lo tGnico que nos
falta probar del método descripto en el §5.2 para hallar I' es que la funcion B(y; z, x)
definida alli efectivamente resuelve (5) del §5.2, esto es, 8 = (b, — b)B, D'(S).
LEMA 1. Para ¢p € Cy°(S), se verifica

(1) Je BOGzx)p(x)dx = [, B(x; z,x)(b,(Dy) — b*(Dy))p(x)dx.
DEMOSTRACION. Consideremos

@) Is:= fS\Bs(Z)ﬁ(Z’ X)$(x)dx — fS\Bg(z) B(z,x)(b,(Dy) — b*(D,)) p(x)dx =
= 5\35(2){(bz(Dx) - b(Dx))B(Z, x)}¢(x)dx —
B fS\Bg(z) B(z,x) (bz(Dx) - b*(Dx)) d(x)dx =

= Jo\850[{(Pz = bx)B}$ — B(b; — b,)"¢] dx.



El corchete en la ultima integral es la divergencia de un vector cuyas componentes son
sumas de términos de la forma

3) + DYB(x; 2, x)Di (¢, ()9 (X)),

donde |y| + |t| < 3 y ¢, (x) es el coeficiente de una derivada de orden |y| + || + 1 en
(b,(Dy) — b(D,)), (cf. Nota 6, Apéndice 2, este capitulo).

Aplicando el teorema de la divergencia de Gauss a la integral en (2) se obtiene que |/5|

esta acotada por una suma de términos de la forma:

@ Ty = (£, s IDYB(z 0] [DE(c()$ ()] dos(x)). con 7] + Iy] < 3.
Se obtiene, usando (16) y (17) Intr. para |y| < 2

5) [Tyael = fj,_yes 0(6~9)dos(x) = 0(5"75).

Para |y| = 3 resulta T = 0y ¢, (x) es el coeficiente de una derivada de orden 4. Esto es

-4 1 _ 1 _ _ :
. (x)=y (kz 2" ew (x)) = 0(|x — z|). Usando (17) Intr. se obtiene nuevamente

) [Tyl = J,_yos 0G™)0(8)dos(x) = 0(6™).

Se concluye que vale Ig P 0. QED.
COROLARIO. I es solucion de b, (D) (x; z,x) = 6, en D'(S).

Estimacién de I". Dado que B es 0(x?), de (8) §5.4 y la Introducciéon vemos que las

integrales  [. BCx;y, )u(x;z y)dy, [, D*BCy, x)u(x;z,y)dy, lal=1, son

0(x*~%)

TialicaD™ - La primera es igual a V(x;z,x). Ellas definen funciones continuas. En

efecto, sean x = X,z - Z y consideremos la primera integral (la segunda se trata

analogamente). Ella se escribe como
(7) fly—zl>6 By, x)ulx; z,y)dy + fly—leS By, x)ulx; z,y)dy =
= 6BV O 20y — 2 =2 + 0(1), (5 - 0).
La llave define una funcion acotada y la integral converge a
f|y—z|>aBQ(; Y, XuCx Z,y)dy = [, By, X)u(x Z,y)dy + o(D).

NOTACION. [DZB(x; y, x)] sera la funcion igual a D¥B(x;y,x) siy # x, e igual a 0

en caso contrario. Idem para I' y V.

Por la Proposicion 1 del § 5.1 y para |a| < 3,
DZB(x;y,x) = [D¥B(x;y,x)] enD'(x €S5).



TEOREMA 1. Si |a| < 3 entonces

DDV (xzx) = [ [DEBOG Y, x)u(x; z,y)dy en D' (x € S).
i) DEr (x; t,x) = [DET (x; t,x)], D'(x €5).

DEMOSTRACION. Dado que I' = B+ V y DB(x;v,x) = [DZB(x;y,x)] en D'(S),

bastara probar 7). Sea a tal que 1 < |a| < 3. Definimos, para x # z,

®) W.(rzx)=[; ulrzy)[DFBOGY,x)]dy.
Dado que u(y; z,y) = 0(1)|z — y|717¢ (cft. (8) §5.4) y
DEB(x;y,x) = 0(1)|z — y|~17% (cft. (16) y (17) Introduccidn),

resulta, como en (4) §5.4, para x # z,
@ Wl < [ uCsz)IDEBOG Y, x)|dy = 0(D)|x — 2|72,
En consecuencia, la funcion fs (W, (x; z,x)|dx = 0(1).

Luego, si ¢p(x) € C5°(S), se puede aplicar el Teorema de Fubini en las integrales que
siguen: (W, (12, %), (X)) = [, uCrzy)dy [, DFB(:y, x) p(x)dx =

= (=D [ ulzy)dy [, BOsy, x)DE dp(x)dx = (—=DI*V (x; 2, x), DEp (x)).
Esto es, DV (x; z,x) = W,(x;z,x) en D'(x € S), por lo cual DFV = [DZV], QED.
PROPOSICION 1. Sea y¢ > 2Q. Entonces,

DET(x;2,%x) € C(S X §) N L®(S x S) si |a| < 1,

DET (x;z,x)|x — z|® € C(T) N L*(T) si |a| = 2,

DT (x; z,x)|x — z|**€ € C(T) N L®(T) si |a| = 3.

Dado que I' = B+ V y que B satisface estas mismas propiedades, (cf. Introduccion),
basta probar la siguiente Proposicion 2 para demostrar la Proposicion 1.
PROPOSICION 2. Sea x¢ > 20.

1) Si |a| < 1 entonces DAV (x;z,x) € C(S X S) NL®(S X S), DXV = 0(x*79),

2) DIV (x; z,x)|x — z|* € C(T) N L™(T) si || = 2,

3) DAV (x; z,x)|x — z|**€ € C(T) N L°(T) si |a| = 3.

DEMOSTRACION. Sea a tal que 1 < |a| < 3. Sabemos por i), T.1 que, para x # z,

(9) W,(x;z,x) = fyiz’xu()(; z,9)D¥B(x;y,x)dy = D&V (x; z, x).
Si |a] = 0,1, la funcion W, € C(S X S) N L= (S X S), (cf. (7)).
Supongamos 2 < |a| < 3, |x — z| > 0. Entonces W,, € C(T). En efecto, para demostrar

la continuidad de W, en x, z, |x — z| > § > 2r, basta observar que para x,, = x,z,, = Z,
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fS\BT(Z)UBT(x) u(zn' y)D)(CxB(y' xn)dy - fS\Br(z)UBr(x) u(Z, y)D)CCZB(y' x)dy

y que parar — 0, fBT(Z)UBT(x)u(z, y)DZB(y,x)dy = o(1).

Esto sigue de las estimaciones de D¢ B en la Introduccion y de la Proposicion 2, §5.4.
Como en (4) §5.4 obtenemos para |x — z| > 0 la formula (11) siguiente.

La (10) se obtiene andlogamente pero usando en (3) §5.4: a = ¢, =1+ ¢:

(10) Wo(x;z,0)|x — 2| = 0(1) sila| =2,

(11) W,(x;z,x)|x — z|**¢* = 0(1) silal =3, QED.

Consideremos ahora la funcién v(x) = |. B B(y, x)m(y)dy, m(x) & L*(S).
PROPOSICION 3. Sea y > 2Q. Si |a| < 3 entonces D%v € C(S) N L*(S) y valen

a) D¢ (f, BO,x)m()dy) = f; [DEB(E0Im(B)dt,
b) D¢ (f; Vo, 0m(dy) = [, [DFV (e, 0)Im(e)dt,
y también

(12) D¢ (f, rtx)m(v)de) = [, [DET(t,2)Im(t)dt € C(S) N L=(S).
DEMOSTRACION. Veamos a). Como en la demostracion de la Proposicion 2 se
prueba que v(x) es continua y acotada sobre S. Si 1 < |a| < 3 entonces

Ve (x):= [ [DEB(t, x)]m(t)dt = [, D¢ B(t,x)m(t)dt € L*(S) N C(S).
Como en el Teorema 1 vemos que v, = DZFv, D'(S). Por tanto, si |a| < 3,

D%y = fs [DZB(t, x)]m(t)dt.
b) se prueba andlogamente. (12) sigue ahoradelasumal’ =B +V, QED.
Otras propiedades de la funcion I'.
DEFINICION 1. C™! designa a la familia de funciones con n derivadas tales que las n-
ésimas satisfacen localmente una condicioén de Holder de orden [, 0 < [ < 1.
PROPOSICION 4. Para cada z, localmente en x y lejos de z, con [ € (0,1) valen
V(z,x),I(z,x) € C3. Mas alin, si v=(v,v,), 0<|v|<n< iinf (1, |x9 — 24D,
|a| =3, (z,x) € Bn(zy) X Bu(xy), | =1 — €, (€ como en (12) Intro), entonces
2 2

i) |D*V (z,x + v) — D*V(z,x)| < L(zg, %o, V)|v|*"%,
ii) DT (z,x +v) — D*I'(z,%)| < L(zy, x0, 1) |v|* ¢
DEMOSTRACION. Vale,
DV (zp,xo +v) — DV (2o, %0) = fs u(zo, y)([D*B(y,x0 + v)] — [DYB(y, x0)dy.
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De (17) Intr. y (8) §5.4 se deduce que el integrando en

(13) D*V(z,x + v) — DV (z,x) = fs u(z, y)(D“B(y,x + v) — DYB(y, x))dy
es absolutamente integrable y podemos escribir,

(14) D%V (z,x +v) — D*V(z,x) = fly—ZISn e dy + fly—Z|>n e dy.

En la primera integral, estimando |D*B(y,x + v) — D*B(y, x)| por medio de
{|D@OB||v,| + | D ODB||v, |}y, x + 6v) < M|vl, 6 € (0,1), M < oo,

M cota independiente de (y, z, x) € B,(z) X Bg(zo) X Bg(xo), (cf. Prop. 1 §5.1).

Por tanto obtenemos para |v| < 1,
(15) |f|y—z|sr) u(z, y)(D“B(y,x +v) — D*B(y, x))dy| < C,|v|.

Veamos ahora la segunda integral en (14). Sea W = {y € S: |y — z| > n}.
En W, u(z,y) es acotada: |u| < C(n),

(16) [, u@zy)(D*B(y,x +v) = D*B(y,x))dy =

= Jwnty—sisaton ¢ =8 + Jyngy—xmapn @ ¢ —dy.

El primer sumando de (16) verifica
(7 fynty-sizapoy @ € =] <

<C@m fwn{|y_x|s3|v|}(|D“B(y'x +v)| + [D¥B(y,x)Ddy =

< ¢ (f{|y—x|s4|v|}mdy + I{ly—xlﬂlvl}mdy) = Golvl™™.
El segundo sumando de (16) es
(18) |an{|y_x|>3|v|}u(z, ¥)(D*B(y,x + v) — D*B(y, x))dy| <

< CEDIVL- fyngy—sisapopy SWPy-xi>21wl [P PO B| (v, x + 6v) dy +
FCIV]- [y niy—sisspopy SWPIy-xi>210l [P OV B[, x + 6v) dy <

<(cf. (17) Introduccion)< C(m)|v| [, x|7278dy < C5|v| + Cyulv|*5.

Sly-xis2lvllY
De (17) y (18) sigue que el modulo de (16) es < Cs|v|*~¢. Esto prueba junto con (15),
que (14) es en modulo < L(zg, xo, V) |v|17¢, L(2g, X0, V) = constante. Asi obtuvimos 1).

Como B verifica esa misma estimacion salvo por el valor de L, (cf. Proposicion 1 §5.1)

tenemos |D%T"(z,x + v) — D*T'(z,x)| < L(zq, xo, ) |v|17¢, QED.
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Completa regularidad de I'. Como consecuencia de la hipoelipticidad del operador
b(D,) resulta que I'(z,x) € C*(x € S\ {z}). En efecto, este resultado es un caso
particular, por ejemplo, del Corolario 36.1, [Tr], p. 352 o del T. 3-1, [Sc], p. 55. Mas
aun, vale el
TEOREMA 2.7 (z,x) € C*(x € S\ {z}) yVa DZI'(z,x) € C(T).
DEMOSTRACION. Utilizaremos la siguiente definicion auxiliar.
DEFINICION. Para zo, Xy € S, zy # %y, 0<l=1—-¢<1, B=B,()CS
definimos C™*(B): = {F(z, x):Va |a| <n DFF(z,x) € (CN L°°)(B(ZO) X B(xo))},
¢ = ¢"(B): = {F € C*(B):Va |a| =n DZF(z,x) € C*(B(x,)) unif.z € B(z)}.
“unif. z € B(z,)” significa que V(z,x) € B(z,) X B(x,) vale para |[v| < n, (la| = n),
|IDEF(z,x + v) — D¥F(z,x)| < L(zo, X0, F,n)|v|".
Sean B,.(xg) ={x;|x —xol <71}, |zg —x¢| >2r, n=>3, r(3):=r. Para n>3
definimos r(n) = r(n — 1)(1 — Zin).
Consecuentes con la notacion escribiremos B,y (X) = {x; |x — xo| < r(n)}.
Sea 0 < @, € C5°(Brm)(%0)), ¢ = 1 sobre un entorno de By (;41)(%o) y llamemos
Un(z,x) = ¢ (X)T(z, x).

De la Proposicién 4 sigue que I'(z,x) € (C3'Z(Br(3)). En consecuencia,

Us(z,%) € C3(By3)).
Supongamos que en B, valgaI'(z,x) € (C”'l(Br(n)), (n = 3). Entonces

Un(2,x) € C* (Br(ny)-
De las formulas (3) y (4) del §5.2 sigue que en By, (Ay)*U, = F, con F, = 0 cerca
del borde de B,.(,)(xo) vy tal que

F, € C" 3 (Brmy).
Por tanto, A(AD*U,,) = D*F, € C%'(B,) silal <n—3.

Luegoa (AxDaUn)(Z; x) = O-(DaFn)(Z’ x) - fBT(n) H(xr Y)Fn(z; Y)dy
Como F,(z, x) se anula (uniformemente en z) en un entorno del contorno de By, (Xo),
la funcion [, , )H (x,¥)F,(z,y)dy pertenece a C*!(B,(,)) y de la Nota 2, Apéndice 2,

Cap. 5, sabemos que 0(D*F,) € C*!(B,(y)), (cf. ii) Prop. 4).
Por tanto,

ADaUn (S Cz‘l (B‘r(n))-
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Entonces, si |a| <n —1, AD®U,, € (Co'l(Br(n)). Y sigue que
DU, = a(AD*Uy) — |, ( )H(x, Y)A, DU, (z,y)dy € C*'(B,(n))
rin

para a tal que |a| < n — 1.

Por tanto, D*U,, € C*'(B,(y)) silal <n+1.

En consecuencia, I'(z,x) € C***(B,(y41)). Como N By(yy(%o) D Br(x,), donde

0 < R =lim,,_,,, r(n), resulta en particular que I'(z,x) € C*(x € Bg).

Pero también tenemos que Va DZI'(z, x) es acotada y continua en Bg(z,) X Br(x,),
QED.

5.6. Determinacién de I . Vimos en el §5.3 que el operador adjunto de

b(Du = [k2(x)(A%u/x*) — 2k~ (x) (Au/x?) + u] +

+x* k(x) ——grad m X gradAu + % (A @) Au]

€S

1’k

+L4A(1JA(ZJ 4 — gradu xgrad——z—uA( ! )

V4 k) \k) k y k
) 1 Ay

y que b3 (D) = (75

B*(x;z,x) = B(x;2,x),  bz(Dx)B"(x;2,x) = 6,(x) (D'(D)).

Definimos,

b (D,)u= ! Az(zj— 2 Alu)+u +i4gradA(zjxgradl+
X X k k

+ 1) = b,(D,). Por tanto,

(1) B'(zx) = (by(D) — b*(D))B(G: 2,x) = (b,(De) — b*(D))B(x: 2, %).
Luego,
B Os2z,x) = (*/k*(2) = x~*/K*(O))A’B + Xja1<3 €a (1; 2, ) (DEB/X'),
donde c, = O(1) parax,z€ S, y = 1.
B* satisface la estimacion (6) §5.3,
2 1B* (2,01 < Cx~flx — 2|71 78 + ylx —zD7"
parax,z €S, y = 1 x # z, C* independiente de y.
En efecto,
3) B (zx) = x*0(x — zDA?B(x; 2, %) + Xa1<3 0(x ') DEB(x; 2, %)
y la demostracion de (2) procede a lo largo de las mismas lineas que las de £ del §5.3.

Completando con 0 en la diagonal de S X S la funcion f* definida en T y llamando a
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esta extension también S debemos verificar que para ella vale (1) en el sentido de las

distribuciones. Esto es, debemos comprobar que

@ Ji Bz x)eM@)dx = [ B*(2,x)[b(Dyx) — b(D)](¢(x))dx =

= [; B(zx) [(kz;(z)— kzl(x))i—i + ] (p(x))dx, ¢ € C5°(S).

La igualdad en (4) es analoga a (1) §5.5 y puede repetirse la argumentacioén del Lema 1

para probar (4).
Se puede determinar con la nueva f* una funciéon u* y deducir una desigualdad analoga
a (8) §5.4 y con el mismo método.

PROPOSICION 1. La funcion
(5) uw'(z,x) =B (z.x) + [ B*(z.y)B"(y.x)dy +
+f5 ﬁ*(z.s)dsfs B*(s,v)B* (v, x)dv +-

o
Xelx=z[ (L xlx—zDN *

estal que parax,z € S, |[u*(x; z,x)| =

Dadas f* y u* podemos demostrar ahora que satisfacen a
Ju (z, OB (t,x)dt = (u* — B*)(2,x),
que es la relacion analoga a (1) §5.4.
Sea € = sup (C,C™), (cf. (6) §5.3, (2) §5.6). Definamos Q = CM. La Proposicion 2 del
parrafo 5.5 referida a 'y el punto 1) del Teorerma 1 del mismo parrafo se corresponden

con las dos proposiciones siguientes sobre I/* que se demuestran en la misma forma,
PROPOSICION 2. Sean y¢ > 2Q y V*(x; z,x) = Jo B* Gy, 0)u* (2, y)dy. Vale
si|a|l < 1,DEV*(x;z,x) € C(S X S) y es una funcién acotada, DEV* = 0(x27¢),
DIV*(x;z,x)|x — z|f € C(T) N L™(T) si |a| = 2,

DEV*(x;z,x)|x — z|*T¢ € C(T) N L®(T) si |a| = 3.

PROPOSICION 2. DZV*(x; z,x) = [, [DEB* (v, 0)]u*(x; z,y)dy si |a| < 3.

Como las propiedades de la Proposicion 2 las satisface B*(y; z,x) = B(x; z,x) sigue
entonces la siguiente Proposicion 3 (cf. Proposicion 1 §5.5y §5.3),

PROPOSICION 3. Sea I'*(x; z,x) == B*(x; z,x) + V*(x; z,x). Si x¢ = 2Q vale,
DEr*(x;2,%) € C(S X S) NLX(S X S) si |a] < 1,

DIr*(x;z,x)|x —z|c € C(T) N L*(T) si |a| = 2,

DAr*(x; z,x)|x — z|**¢ € C(T) N L®(T) si |a| = 3.

PROPOSICION 3°. Si |a| < 3 entonces DEI*(t,x) = [DEI'*(t,x)], D'(x € S).
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El altimo punto se corresponde con ii) del Teorema 1 del §5.5.

Procediendo como en el Corolario del §5.5 se ve que vale el

TEOREMA 1. b*(D,)I*(x; 2, x) = 8,().

PROPOSICION 4. Localmente en x y lejos de z vale: I'*(x;z,x) € C3(x €5),
[ € (0,1). Mas atn, I'* verifica ii) de la Proposicion 4 §5.5.

Luego como en el Teorema 2 §5.5 se prueba el

TEOREMA 2. I'*(x;z,x) €EC®(x €S\{z}) y verifica DIIr*(x;z x) € C(T)

cualquiera sea a.
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APENDICE 1, Cap. 5.

. 1 . . .
La transformada de Fourier de ;, p polinomio real sin ceros reales.

Véase la notacion en la Introduccion del Capitulo 5.
TEOREMA 1. Sean 1 < N entero, 0 < e <1, a = (a1, a,), @; entero no negativo,
x = (xq,%3), & = (&1,&,). Sea p(€) un polinomio real de grado u > 0 con coeficientes

acotados por ¢;.

1
p($)

R?\{0} una funcién indefinidamente diferenciable.

2_ entonces — es una distribucion temperada y P := (1/p)" es en

Si | | = (A+[EDHH p($)

Ademas, six # 0y

|x|#lel=2=¢ siy — |a] < 2
1 =
1 €a(¥) {1 siu—|al > 2
entonces
2) | DUP(x)| < C(cy, ¢, N, &, &) —2&

(1+xDN

DEMOSTRACION. Sea 8 = (8, 8;), f5; entero no negativo. Entonces

B1 B2 s‘f‘ls‘5‘2>
3 DPrpPz (21 oz
3) $1 82 <p(fl,$z)

= |pEe /()| < Cley, )@ + IgDw-1AI-,

y por tanto, si u + |B| — || > 2, entonces

(£ /p@) () = 1M D)elxPDap (o)

es una funcion continua y acotada en R’ que tiende a cero en el infinito.
Sigue que para todo a, D*P(x) es una funcion continua en R?\{0}. Por tanto pertenece
a C*(R?*\{0}). Sea

ko :==sup(3 + |a| — 1, 0).

Luego, si |f| = k,, entonces
N
@ (Ee/pen) @] = [xfDP@)] < Clerc.
a) Si u— |a] > 2 entonces ky, = 0. Sumando en los f con |B| = N y tomando en

consideracion el caso |f]| = 0, obtenemos de (4),

(5) ID¥P(x)| < C(cy, ¢y N,a)(1 + |x])7N.

b) Si |81 = 1y |B| = ko, entonces [, DE (§%/p(§)) dé = 0.

En efecto, supongamos por ejemplo que 8 = (1,0) + B'. Entonces el integrando es
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[Dﬁ (f“/p(f))] donde el corchete es 0( ) conT=u+|pl—1—|a| = 2.

@a+EptT/r’
Por tanto, la integral [ d¢, fa_fl [--]1d& = 0.

En consecuencia, para |$| = sup(kg, 1) vale
| x#D%P()| = |, DE€*/p(©))e €t | =

= |2 DEE /D@ (76 — 1)dg.
Sea € tal que 0 < € < 1. Tenemos |e“'<f'x> — 1| <inf(2, |&]|x]) < 2(|&||x])*~¢. Por
tanto obtenemos para i + |8 — |a| = 3, |B] = sup(1,k,),
6)  [xFDEP)| < Cp [olxIEIE1M 2 (1 + [ED)~#H-IBldE < 7|,
¢) Si u — |a| < 2 entonces sumando (6) en los S tales que |B| = ko = 3 + |a| — u, se
obtiene en R? \ {0},
(7) |IDEP(x)| < C'(cy, ¢y, & @) |x|FF0E,
Utilizando esta estimacion y sumando en los S tales que |8| = ko, + N , resulta,
®) (1 +1xDNIDFP(x)| < C"(cy, ¢ N, &, @) x| 7Fo78 = €| |- lal=272,

QED.

TEOREMA 2. Para 0 < |a| < u, D*P en D'(R?) coincide con una funcién
fx € L*(R?).
DEMOSTRACION. Por el Teorema 1, D*P coincide en R? \ {0} con una funcion

f« € L*(R?). Entonces, D*P = f, + T con T una distribucién de soporte — {O} Luego,

—plalga

( ;)(g)f = (F7 )& + q(&), q un polinomio. Como (F~1f,)(¢) tiende a cero para
|€] — oo, necesariamente también g () — 0. Sigue que g = 0.

En consecuencia, T = 0y D*P = f,, QED.
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APENDICE 2, Cap. 5.
NOTAS.

NOTA 1. En §4.4 [BPII] se considera el problema de Dirichlet %Au = f € L>(D),
u = 0 en el contorno de D, con D una region fi-conexa regular y k(x) € Lip, (D). Ese

problema se resuelve alli hallando una distribucién u tal que —Au = fk en D'(D),

u € Dp(D). Esto es: u € Cy(D) es tal que para toda ¢ € C$°(D) verifica
(1) <u' _A(p> = (ka (P>

y resulta que existe exactamente una.
Sea k = £ € C*(D). Resolver %AT = f en D'(D) significa hallar una distribucion T
tal que Vo € Cy'(D):
= (L = Loy =(T. -A(2
2) (f,9) = (5 AT, @) = (AT, 75 ) = (T, =8 (§)).
En otras palabras, aqui “en D'(D)” practicamente se reduce a multiplicar correctamente

las distribuciones ‘71 y AT.
La aplicacion ¢ - w = % define un isomorfismo de Cy’(D) sobre Cy’(D) y (2) implica

3) (f, w) = (T, —Aw).
Luego, para toda w € Cy(D): (T, —Aw) = (£f, w). Por tanto, la solucion u obtenida en

(1) seria solucion en D'(D) cuando k = £ € C™.

NOTA 2. En [BP] (ver (16) §0.2.5) se probd que para f € C%4(D),L € (0,1]' y
K = B,.(z) < D region, la funcion o(f)(x) = % fK log|x — y|f (y)dy tiene derivadas

segundas continuas en B,.(z) y vale

(1) (0(9) = FG-FG) = 3= (5 logl = ¥1) [FG) - F O]y .

62
axiaxj

donde F(x) es una funcién indefinidamente diferenciable en R? \ 0K dependiente solo

de K. Llamemos

(oY) = g logle =yl GG = [ syConlF) — FO)ldy.

Observemos que por razones de simetria para 0 < a < b < oo vale

' €I (D) representa a la familia de funciones con dominio D y j derivadas continuas tales que las
Jj-€simas satisfacen una condicion de Holder de orden L. Si D es una region las funciones son acotadas, lo
mismo que sus derivadas.
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’ _ 92 _
(1) fa<|x—y|<b s (x, y)dy = fa<|x—y|<bmlog|y —xldy =

=/ Z_log|¥dY = 0.

<|Y|<b ay;0Y;
Probaremos el
TEOREMA 1.0 < L < 1,f € C%(D) > of € C*! sobre compactos conexos de D.
Este resultado es consecuencia de la siguiente Proposicion 1 y un simple argumento de
compacidad.
PROPOSICION 1. Existen R € (0,7),R = — ¢ y una constante M = M(R, z) tales
que si x, X, € Br(z) entonces vale

(2) G (x0) — G(x)| < Mlxo — x]|*,

> 0?
(2 ) 6xi6
DEMOSTRACION. Veamos (2). Sea 2¢ = dist(x,, dK) y supongamos

6= |x— x| <e<1. Vale,
G(x) — G(xo) =

= Jxntly—sxol22155 Co MO = FON] = 53 (0, MIf (x0) = fFONI} dy +

iy <25 ST CONFC) = Oy — [, | 0551 G0, I (x0) = fFON]dy =
=L 41+

of eslocalmente L-Holder continua.

Xj

Como [s;;(x,y)| = 0(1)|x — y| 72, resulta que
38 _

G ILl=0@) [ ptrdp = 016"

Lo mismo vale para I5: |I5| = 0(1)6L.

Por otro lado

I = fKn{|y_x0|225}{Sij(x' y) — Sij(xOJy)}[f(x) —f]dy +

+ Jently—sq 22555 Co M) = fFx)l}dy = 1" +1".
Perosiy € {K N{ly — x| = 25}} entonces
|51 (0, 7) = 5500, 9| = 081y = x0] 72,
mientras que alli |[f(x) — f(»)| = 0(D)|x — y|* = 0(1)|xy — v|*.
O sea, teniendo en cuenta la definicion de 6,
diamK ;_,

(4) I'=0)6 [, p“~2dp = 0(1)6".

Por otra parte, dado que § < & = dist(x,, dK)/2, por (1) tenemos,
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I" = (£ = F0)) fynilyrq 22y St For ¥) dY =

= (f() = f(xo)) J

Esto implica

N{ly—xo|z2¢} Sij (x0,y) dy.

(5) I'" = 0(1)8t [T K

2e

p~ldp = 0(1) |Log €| &*.
Osea,siR =71 —eyx,xq € Bg(z) entonces |G (xy) — G(x)| < C(R)|xo — x|,
QED.

oo €0s(2™x)

NOTA 3. Sea g(x) = )]

X € R'. g es una funcion acotada con dos derivadas

continuas y acotadas pero tal que su derivada segunda no es diferenciable en ningin

punto (funcion de Weierstrass).

Sea 0 < ¢ € C§°(RY) tal que f_oooo @(t)dt = 1. Si (x,y) € R? definimos

® g(x —y3t)e(t)dt paray >0,
fuy) = {f_wg( y*t)p(t)dt paray
gx) paray < 0.
f es una funcién que verifica f(x,y) € C®(y > 0) N C?(R?) pero evidentemente su

restriccion ay = 0 no es C3.

NOTA 4. La solucion variacional de (—%A + t)u =F€L*(S), u=0en aS, es la
funcion u € D, = {u € Hy(S): Au € L?} tal que para toda v € H, verifica

acr(w,v) = (F,v)y.
En particular, Vo € C;°(S) valdra (tu — %Au, (pk) = (F, pk), (cf. §4.6). Si k € C{(S)
esto equivale a (tu — %Au, k) = (F, pk) y por tanto a ((— %A + t) u, ) = (F,y) para
toda 1 € C(S). Luego, si k € C(S,S), u es solucion en el sentido de las

distribuciones de (— %A + t) u=F.

NOTA 5. El residuo A = [ k(p)dp/4m. Sean k(x) € Lip,(D,S) y D € BN'S una
region regular fi-conexa.

Vimos en el §4.20 [BPII] que g(s): = Xpe14° — % es una funcioén holomorfa en

Re s > 1 prolongable continuamente a Re s > 1 y que la serie de Dirichlet tiene abscisa

de convergencia g, = 1. O sea, para Re s > 1 vale
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—fp k
=2 P 4 g(s).

S—

(1) Zn 1 /1 y
De (1) obtuvimos A, [, k(p)dp ~4mn, es decir,

2) Lh= b KO ¢ (0, e0).

La constante A aparece asi como una funcidon de los autovalores. Puede obtenerse

-1
también de las autofunciones pues ( fD k(p)dp) es un limite en media de {¢?(p)}{°
para cada p € D, (Carleman).

M ;2
TEOREMA 1. i) Paratodo p € Dy M — oo, 21.22®) fn@) NS

M 4’

M 12 -1
ii)w - (fD k(p)dp) = ﬁ en todo punto p de D.

DEMOSTRACION. Veamos i).

3) Z‘f’ (p) Iy —da(x)
donde a(x) es una funcion monotona, no decreciente, no negativa, a puros saltos en los
puntos x = A, definida por
a(x) =0 si0<x <A,
a(x) = Xa,<ay d7(p) = XY dF(p) sidysr >x = Ay
Luego, de (1) y (3),
[y Sda@) = ——+22

41r(s 1) TA
El teorema de Ikehara es aplicable a la igualdad precedente y asegura que

a(x) N 1

4) limye,o0 ==

Sl ;{N < XN < /1N+1, Xy = AN + (;{N+1 - AN)/Z tenemos

4’

N
(5) 21 f"(p) —— paraN Too.
N
En la proposicion 3 del §2.2 [BP] obtuvimos que vale /11 — A, n— o siy solo si
MO 54, 15w, por lo que Anc1 g,

Vimos ademas que en la definicion del contador N(4) = #{/11- < /1} puede usarse < en
lugar de <. Con esta ultima, en (5), N = N(Ay41) donde Ay < Ayyq.

También obtuvimos que #{/1]-: A= An} = o(n).

Y i) ¢n(p)

Como /1/1 - paraN T co.

N+1

— 1de (5) sigue que =———
Sea my la multiplicidad del autovalor AN. Entonces
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(6) An-my < Anemy+1 = = Ay = = Ay < Aysa.

Luego,
N -3h ¢f @) =5 Ty ] @) =
= T XA j<Anomy ¢7(p) +

2 1
AN my+1 Z)LN—mN+1SljSlN ¢j (P) - an’

Ay—mpy+1 T

por tanto,

1 1
M_—mZAjsAN_mN ¢7(p) + mZAN—mAﬁlsljslN i (p) > —

Pero ﬁz% <AN-my ¢7(p) - —, por lo que ~—— ZAN “my+1s4,51y B (@) = 0.
O sea,

(8) iZ{(ﬁf(p):ﬂj =y} = 0siN T oo,

Sigue enseguida i1). Usando (2) obtenemos ii), QED.

NOTA 6. Una demostracion detallada del Lema 1 §5.5.

Las estimaciones (6) 5.3 y (8) 5.4 son semejantes:
u(z,t) =0y~ clt—zI7 7 BOst,x) = 0(Q)x~*lt —x|717%,
por lo que [|u(y; z v)B(x;y,x)|dy es una funcién que satisface la misma estimacion,
(cf. (4) §5.4). Més atn,
4G 2, ) 06y, 0] = 0D 1z = x| 78 [+ —]
En consecuencia, si f € L™, uniformemente en z vale

(1) JIf Goldx [18Ce v, )ul; 2, y)ldy = 0(1).

Veamos entonces que, para ¢ € C;°(S), se verifica

@  J, Bz0e@)dx = [, Btz x)(b, (D) — b* (D)) $(x)dx.

Sean a = (a;,ay) un multiindice y &, j = 1,2,---, multiindices tales que |£j| =1,

2|]05|1 g = a. Luego, Yl&| = lal =a; +a; y si yj:=Xisj&, Tj: = Xicj& .tenemos
vl +|7| = lal = 1.

Vale,

3) (Dw¢ — (~D“u(d*}) = — T2, (~1)/ D (DV/u. D).

En efecto, la igualdad se demuestra desarrollando el miembro derecho y observando que
T+ =Ty Vit =Vicn, YVo=& T+ -+ =4 Vg =0, 71 =0,7, = &,

Tigl+1 = & T+ &g = @, etC. Luego, con ¢j = constante, ¢; = 1, vale
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4) (0w — (~D!*u(D¢) =
= D¥1(D"u.c ) + Zlyj|<|a|_1Dgf(DVju.Dch]-¢), (ly1] = la| = 1).

Si en lugar de D% tenemos c(x)D%,c(x) € C*(S),y 9 = c(x)¢p, vale
@) D¢ — (D ub*(c(x)¢p) = (D*W)I — (—1)*lu(D*9) =

= D&Y ¢y (x)¢ + DEDY2u . D5 (1) + By | g1 D (DY D7 (6;()9) ).
donde ¢;j(x) = ¢j.c(x) € C*(S), c1(x) = c(x) y lynl = la| —h, h=10,1,--,|a|.
Supongamos |a| < 4. Entonces |y, | = 3 solamente si |a| = 4 y en ese caso
@) (DWW — (-D!u(D*9)) = c(x)(D=1U) b + <3 DDV u. D* (crh).
Por tanto en el desarrollo de Z|a|s4[(D“u)19a - (—1)|“|u(D“19a))], 9g = Cq @, el factor

de todas las derivadas de orden 4 sobre u es el mismo c(x).

Consideremos

Is = [y gy B@OS@dx = [y, B(z0)(b,(Dy) = b*(D,)) p(x)dx.
Los coeficientes de b, (D,) como los de by (D, ) son indefinidamente diferenciables en

S, (cf. 3) y (7) §5.3)) y acotados sobre el soporte de ¢. De (5) §5.2 y (4’) obtenemos
(5) 16 = fS\BS(z){(bz(Dx) - b(Dx))B(Z; x)}(;b(x)dx -
=[xz B@ ) (b2(Dx) = b* (D)) p(x)dx =

= [y, [(Cbs — bBYG — B(b, — b)"¢] dx.
El Gltimo miembro, por (4)-(4”), es combinacion lineal de expresiones que verifican:
0 (f,-rzs |DYB(z2)| [DE(ci()$ ()| dos(x) ). donde ¢ € CZ(S) y Il + Iy| < 3.
Los sumandos con |7/| <2 son 0(6'7%), § =|z—x|, en virtud de (16), (17),

Introducciodn.

Si |y| =3 entonces 7 =0, |a| = 4, c(x) =

es, (cf. 2) y (3) §5.3 'y (47)),

pErEReTn y el sumando correspondiente

1 1 Y
©) 0 (Siomstes (5 ~ ) (PFB @) 90 dos ()
Aqui c(x) = (k(x)+lfz(fz);l(;((z))_k(z)) = 0(9) por la regularidad de k. Luego, la integral es

0(617%), (cf. (17) Intr.conh =3 — 2 = 1).

Vale entonces, limg_,, Is = 0.
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CAPITULO 6.
Introducciéon. Motivamos el Cap. 5 proponiendo demostrar que si S,S son abiertos

acotados y k € C°(S,S) vale t]|Q;lI3x~A4, (T.1§6.4), y que de esta relacién asintotica

se deduce que @~A, (T.2§6.4), donde N es el contador de los autovalores

variacionales del problema de Dirichlet del operador — %A.

Se demuestra como en el Teorema 8 §4.1 el siguiente resultado,
TEOREMA 1. Sean k € C2(S,S), S una region con contorno S y k su extension a la

regién § © S. Los autovalores variacionales del problema de Dirichlet del operador

1 ., .
— A en la region S verifican

(1) 0< llml— — hm fask(x) dx.

n

Si |3S| = 0 entonces existe el lim,,_, /1— y vale

(2) 11mn_>Oo =A= —f k(x) dx.

Como extension del Teorema de H. Weyl este es un resultado aceptable el cual sugiere
explorar el problema variacional en una situacion mas general. En efecto, el Teorema 2
del §6.4 demuestra que es irrelevante si |0S| = 0 o no.

Esta misma observacion se aplica a 2) Teorema 1 §4.21 si k € C2(S, S).

6.1. El nicleo q,(-,").

En el Capitulo 5 introdujimos el operador (—?A + t) con k € C*(S) y tal que

existe 0 < € = g(k) para el que vale € < k(x) < 1/¢. El objetivo es estudiar al que

-2
, . 1 o . . .,
sera su inverso, (— EA + t) ,en el caso que k € C{°(S,S). En esta situacion k es una

funcién localmente Lipschitz lo mismo que sus derivadas primeras.

DEFINICION 1. @ := G o ®, (cf. Def. 3, §4.6).
DEFINICION 2. q,(p, q) = fs Q:(p, r)Q:(r, q) k(r) dr, (cf. T. 3, §4.9).

TEOREMA 1. Sean S, S abiertos acotados tales que S cc S, f € L*(S, k) y
k € Lip,(S,S). Valen,

2) 0:(p, @) existe a.c. (p,q) € S XS, q:(p, @) = Ty 2D (L2(S X S, K)),

. fm(p)
b) q.(p,p) existe a.e. Sy 0 < q;(p,p) = X1 EA ftgz, a.e.SyenL(S, k),
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) 6@ f(p) = [ a:(p, D)f (@) k(q)dq.
DEMOSTRACION. a) q.(p,q) = fs Q:(p, r)Q:(r,q) k(r)dr existe ae. (p,q) ya
que Q;(u,.),Q;(,u) estan en L? siu € X = S a.e. pues Q;(.,.) € L>(§ X S). De la

f]((P)fjgz) es de Cauchy en L2(S X S, K) pues
Aj+

desigualdad de Minkowski sigue que Y™ =1

N fiij@
M @)’

(p)fJ(Z) converge en L?(S X S, K) a una funcién N(p, q).

_ZM

1) |

(A]+t) M,N—oo

por lo que ¥ I

(2+t)

N(m) fj(®)fj(q)
(A+t)°

Podemos elegir la subsucesion de tal manera que se verifiquen también, para m — oo,

Ademas una subsucesion )| converge a N(p,q) ae. (p,q) €S XS.

1)@ 2
@ i [ Gr ~N@ )| K@dg 0, acep
]
F )@ 2
fs Il\l(m)ﬁ_ N(p, k(p)dp - 0, a.e. q.
]

Por otra parte sabemos que ZN(m)f"(;)M converge en L*(S X S; K) a Q.(x,y), (cf.

T. 3 §4.9 [BPII]). Por tanto eligiendo adecuadamente una subsucesion de N(m), que

seguiremos denotando de la misma forma, obtenemos

(3) 11V(m) f}(i])f](Q) converge a Q,(p, q) ace. (p,q) €S X S
71 ()i j(a) 2

Js If(m)ﬁ -, k(q)dqg - 0, a.e. p
f;(®)f;(@) 2

fi (B - )| k@)~ 0, ace. q.

Vale entonces param — oy a.e. (p,q) €S X S,

J=1 lj+t A+t

— lim 11\/(m)f1(p)f,(q) N(,q)

@+)°
fifj@)
Z”’( ’) - q:(p, @) enL*(S X S, K).
]
b) ¥M (1n @) converge monotonamente para M — oo y en todo punto, a una funcion

L p+t)2

integrable T'(p) = 0.
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En todo punto p € S tenemos segun la Definicion 2,

at(@p) = [, Qe(p,7)Q:(r,p) k(r)dr.

a:(p, p) existe para casi todo punto p € Sy vale

T m(@m) f;@)f;) M(m) f1()f1(p) _
ai(p.p) = lim f ()10 L) (10 KOUD) ) =

2

T (p+1)?

fn(@in(p)

., N _ .
Entonces también vale ||Zn=1 At a:(p, v) ||1,k -0 siN - .

c) Como Q.(.,.) € L*(S x S) resulta que Q;(p,7)Q:(r,q)h(q) € L*(S XS X S) si
h € L”. Entonces vale a.e. p,
[(6 o )W) = [ Qe(p, k()dr [ Q:(r, h(q)k(q)dq < .
Para toda ¢ € L™ tenemos,
@ (G &)W P)e®@kP)dp
= Il e@h(@) ([, R, @) k(k(q)k(p)drdqdp
= [ p®)a:(p, Dh(q) k(q)k(p)dqdp
= [ e®k(@)dp [ 9:(v, Dh(q) k(q)dq.
Como q:(p,q) € L>(S X S,K), q:(p,) € L? a.e. p y resulta que si una sucesion de h’s
converge a f en L? entonces
Jac®, Oh(q) k(q)dq > [ a:(,@)f (@) k(q)dq a.e.pyenL?.
Por ser ® un operador continuo de L? en L? de (4), pasando al limite, obtenemos
(5) J1(® &) (O] o) k(p)dp = [1[ a:(p. 0)f (@) k(@)dql ¢ (p) k(p)dp.

Como (5) vale para toda ¢ € L resulta (& o ®)(f) = [ q:(p, Q)f (q) k(q)dq,
QED.

A continuacién supondremos k € C(S,S), S = D region fi-conexa regular. Por el
Teorema 1 del §4.21 [BPII] sabemos que D € V', (D es normal), que por definicion
significa que los operadores ® y G son idénticos: para toda v € L?,

©) Gv(p) =[P, )v(Qk(q)dg = a.e.= Gv(p) = [ G(p, Pv(q)k(q)dq.

Por esta razon Q =G ae. D X D. Por tanto, {f;} € S(D) y este sistema de
autofunciones variacionales puede reemplazarse por el sistema de autofunciones
clasicas {¢,}. Ademas Q y G tienen desarrollos idénticos en el sistema {¢,} < S(D).

Entonces,

7 aclp,@) = [; Qi@ MQ(r,q) k() d = [ G (p, 75 —)Gy (1, ¢; —t) k(r)dr.
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Usando la identidad de Parseval, (cf. (3) §4.14 [BPII]), o simplemente a) del Teorema 1,
obtenemos que la ultima integral es igual a

o $mP)Pm(@)
(8) Zm=1 (lm‘l-t)z

La serie (8) de funciones continuas en D X D converge uniformemente alli, (cfr. (4)
§4.14 [BPII]). Utilizando el simbolo = para indicar que la convergencia de una serie es
uniforme hemos probado el siguiente

TEOREMA 2. Sean p,q € D regién n-conexa regular y k € C°(S,S). Entonces, la

Pm@)Pm(q)

Ot0)? es uniformemente continua en D X D.
m

funcion q:(p, q) = Xm=1

Volveremos sobre el nicleo q; en el §6.3.

6.1.1. El nticleo Q.

PROPOSICION AUXILIAR. Sea S una region. Existe una familia de regiones
finitamente conexas, de Jordan C, {D,,}, tales que'

(1) D,c--cD,cDyqCTS.

TEOREMA 3. Sea S una region.

1) Si k € C{°(S) entonces Q, es casi doquier igual a la funcion de Green generalizada
de S, gs, (R]).

ii) Si ademas k € C°(S,S) y S, S son regiones entonces Qy = Qp > 0 a.e. S X S.
DEMOSTRACION. i) Del §4.3 [BPII] obtenemos, para m > m,, p,q € S N Dy,

gp,, (0 @) T ¢s(p, q), g5 la funcion generalizada de Green de S.

Como gp, = Gy, para todo p,q € Dy,
() 0<Gumy®.a) T g5, 9), gs(p) € L*(S).

! Esbozo de una demostracién elemental de la Proposicion Auxiliar. Sean C,,,,m = 1,2,-+- , cerrados
conexos contenidos en S, unién de cuadrados cerrados de lado 2770™ T(m) entero positivo, obtenidos
por refinamiento de un reticulado formado por paralelas a los ejes y tales que C,,, T S.

Dado C,_;, C, se obtiene cubriendo a A(m — 1) = {p € S:dist(p,dS) = 1/2™ 1} U C,,_; con
cuadrados de diagonal < dist(A(m — 1), 8S).

Podemos retocar C,,, primero refinando sus cuadrados aumentando T'(m) y agregando cuadrados de ese
refinamiento de manera que C,, sea conexo y que no haya dos cuadrados en contacto solo por un vértice.
En esta situacion si D,, = int C,,, entonces D,,, es una region finitamente conexa de Jordan. Finalmente y
con un nuevo retoque a D, en los vértices de su contorno podemos lograr que el nuevo abierto tenga

contorno regular, por ejemplo C*.
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(Recordemos que Gy = Gy 81D, q € Dy, Gy = 0en S X S\ Dy, X Dpyy).

Mas aln, del Teorema 1 §4.3 [BPII] puntos (5) y (7) concluimos que 0 < gg(-,) €
L*(S X S).

Si ¢ es una funcion de prueba con soporte contenido en S tal que Dy, D supp ¢, sigue

de (2) yparatodop € S, m = m,,

B)  dm®) = [, Gamy® @) e (@k(@)dq = [; g5 ) »(@k(q)dq = u(p).

T, (p) y u(p) son funciones de cuadrado integrable y la convergencia en (3) también se
realiza en media cuadratica:
(4) i — ull, = 0.

Sabemos que

(%) um®) = J, Gm(p, @) 9(@)k(q)dg,
es una funcién en Hy(D,,) N Cy(D,,) pues u,, = G,,(¢) = ®,,(¢), (cf. [BPI] T. 1
§4.4 y Prop. 1 y T. 2 Apéndice Parte III).
Al extender u,, de D,, a S por cero obtendremos una funcién i, en Hy(S) pues
oD, € Ct.
Usaremos a continuacion en Hy(S) la norma ||, asociada al producto escalar I(u, v) =
) s Vu x Vv dx. Sin pérdida de generalidad podemos suponer D; D supp ¢. Definimos

wy = 1y, Wy = 1l — 1, por lo que XY w; = diy.
Vale, w,, L {¢ € C§°(S):supp ¢ € D,_;} que podemos escribir como

Wy € Hy(Dp) © Hy(Dp-1).

En efecto, sea w € C5°(D,,_1). Tenemos por [BPII] T. 1 Apéndice parte III ,

I(wp, @) = [ V(i — Tp1) XV dx = [ V(i —lip_q) X Vw dx
= fDn Vu, X Vw dx — fDn—l Vu, 1 XxVodx = fDn —Au, wdx — fDn—l —Au,_; wdx

= fDn_l((pk — pk)w dx = 0.

2
Entonces vale en Hy(S): VN ZI1V|Wj|H = |tiy|%,. Luego,
0
- 1
|uN|%10 = |UN|§10(DN) = fDN_;AuN uykdx = fDNQU uykdx < |lollzelluyllze <

<

2,k

< llellzk
2,k

< llellzk

f v (@ @) 9(@k(@)dg
D

N

fs 45, lo@Ik(q)dg
< ¢S )(ll@ll)” = M2,
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Por tanto, VN Y.V |W]-|Z < M? < co. En consecuencia, Y,{ w; = fiy converge en Hy(S)
0
en la norma ||y, a una funciéon v € Hy(S).
Es decir, N = o = [[|ay — vll| = 0, pues .[[|:[[|~ "],
En consecuencia, fiy — v en media cuadratica y por (4) v = u en L*(S).
O sea, ii,, = u en Hy(S). En particular, &i,, = u en D'(S).
Pero %Aum = @ en D'(Dy,).
Luego, en D'(S): %Aﬁm = ¢ + T,,, con suppT,, € S\ D,,. Entonces T,,, > 0 en
D'(S) y vale (siempre en D'(S)): lim %Aﬁm = %Au =p+1limT,=¢.
En consecuencia, u € D, , %Au = ¢.
Por tanto vale en S, (cf. T. 3, §4.7,con t = 0),
G(p) = u.
Tenemos entonces para toda funcion de prueba ¢,
(6) )i 950 @) o(@k(@)dq = [, Qo®,q) p(@)k(q)dq.
Por ser los nucleos de cuadrado integrable y k € C*(S) N L*(S) sigue que
(7) g's = Qo a.c. S X S
ii) En este caso existe Q, y vale 0 < g < g en todo punto de S X S; por tanto

(8) 0<Qy<Q, ae. SxS, QED.

6.1.2. El niicleo Q;. Supongamos k € C}° (S, 5), S, S abiertos acotados.

Recordemos que parat = 0, Q:(p,q) = Ym= 1fm(;)f;"t(q) (L2(S X S, K)).

Luego, sit > 0,

QP Q) = Q@ q) — t Ty 22D — o (5 ) + T (p, @)

AmAm+t)
y tenemos,
i‘st fm (®)im(q) fm (@)-Im (@)

2 2
< \/z:';m I%l \/z:';m |%| = 1902l C Dl < o0 ae. S xS,

Por tanto la primera serie en (1) tiende a cero mondtonamente a.e. S X Ssit T ooy

% (p,q) = 0(1). Vale también la siguiente estimacion independiente de t,

s

313 2 oo 1
7(p,q)| Kdpdq < ¥y 57~ < .
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Supongamos ahora k € C*(S,S) y S,S regiones. Los desarrollos precedentes se

escriben ahora asi:

@ [Ep.9)| < Vi B@s P VSm: G5 0) =

= st g5, @) k(q)dq [, g5, q) k(p)dp = por la simetria de g =
= [, 95, @) k(q)dq =

=0 (J; (1+ [Loglp = all)" da) = 0 (furam o(1 + [Loglxl[)" dx) = 0 (1),
PROPOSICION 1. Si k € C2 (5,5), p,q €S,0<tToo,S,S regiones, entonces con

M una cte. vale, M >

@Po a.e. S XS.

Tenemos, a.c. (p,q) €S X S,
Q@0 ~F:0.a) = Q@ 9 < Q@ 9 = Q@ ) — &0 ).

Ax
th(x)

2
6.2. Funcionales bilineales asociadas al operador b, (D,) = (— + 1) donde

k € C7(S,S). Teorema de L. Garding de la funcional bilineal.
Sea C{f,g} una funcional bilineal real definida en Cy'(S) X C5’(S). C{,} se dira

asociada al operador b, (D), t = y? = x, = 12, si satisface:

(1) C{bg, 9} = C{p,b™I} = (¢, 9)
para toda 9, ¢ € CF(S) y viene definida por un nucleo real en L2(S X S), o(x;,), tal

que
2) C{p, 9} = [[ 9oy, x)p(x)dxdy.
Esta funcional verifica,

3) |C{p, 9} < Ml|pll-I9]]2,

en este caso con M = ||a||,.

Observemos que para ¢, 9 € CF(S), f,g € L*(S), vale

@ I 00,0 (PP — F)gDdxdyl < MUl — gll + lgllf — SID.
Por tanto (2) puede extenderse a funciones en L?(S). Llamaremos también C a tal
extension. Por otra parte si g(); v, x) € L2(S X S) es un nicleo que verifica para toda

f,g € L2(S): C{f,g}=[[ 9)a(x;y,x)f (x)dxdy entonces ¢ = o a.e. S X S.

Por tanto el nucleo o es Gnico en L?.

? Bastar4 en nuestro caso que y& = 2Q, (def. de Q en §5.6).
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Una tal C puede determinarse de la siguiente manera. Utilizaremos la siguiente
NOTACION. Sean ¢,9€Cg, f,g €%, T*{f,g}:= [[ fCOI*(y,x)g(y)dydx.
Como en C{f,g} =[] f(x)a(v,x)g(y)dydx las llaves indican el orden de las

funciones f, g en relacion a las variables y, x de integracion en el nicleo. Sin embargo

pondriamos I (f, g) = Jf f(I* (x, ¥)g(¥)dydx.

De acuerdo con esta convencion escribiremos: I'*{@}(x) = [ I'*(v,x)p(v)dv,

I"(¢)(z) = [I'*(z,v)p@)dv, por lo que I'*{f, g} = (I'*(f), g) = (f, I""{g}).
Y también escribiriamos o{f, g} en lugar de C{f, g}.
Ademas como b, (D,)I'(z,x) = §,(x) tendremos

(5) (bel', ) = @(2) = ([, byp) = [ T (x; 2, %) (bx p) (x)dx,

ysiz € sop @ (byT', @) = [ [bT]10 2, x)p(x)dx =([b,T], ) = 0.

La funcional Cg asociada al operador b,. Sabemos que, (cf. §4.6-4.9 [BPII]),

© b0 = (—p5Ac+r), @hONGES = f5if € 12(S),
(7) G2 (t2b(D,)$) = ¢ si¢ € CF(S), S abierto acotado.

Para ¢, 9 € Cy(S) definimos la funcional bilineal Cg como:

®) Colp, 9):= (26(29,9).
Esta funcional bilineal satisface (1)-(3). En efecto,
©) Colbg,0} = (p,9) = (b?6(39,9) = (2630, b°0) = Colo, b0,
Y sif, g € L2(S), (cf. Teor. 1 §4.6 [BPII] y Teor. 3, iii) §4.9 [BPII]),
(10) Coif. g} = (2631, 9) = t*(Besf, s (€)>k <
< t2||@t,sf||2,k [5es ()], < s 18esl 1 Niliglse <

1 (supk)® t?
< - -
< s gl < S —Elif gl

Luego, ||Cgll < (sup k)? sup(1/k)t?(A; + t)"2. Por T. 1 §6.1,
a1 (2621, 9) = 20, Dk@If ()g(dxdy, . € L(S X S).
O sea, Coif,g} = J[ FO)[t?a:(y, x)k(x)]g(y)dxdy satisface (1)-(3).

3 Demostraremos mas adelante que q, es igual a.e. a una funcion continua y acotada en § X S.
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6.3. La funcional diferencia C' y el nicleo p. Suponemos k € C2(S,S).
DEFINICION 1. C'(f, g) = Cs{f, g} — '*{f, g}.

Aqui f,g € L?>(S) y Cg es la funcional bilineal definida anteriormente sobre L2(S). Sin
embargo I',I'* seran las soluciones fundamentales del operador b(D,) y de su adjunto
sobre S, que son continuas y acotadas sobre S.

Extendiendo por 0 las funciones de CF(S) y L?(S) escribimos CZ(S) € CF(S) y
L2(S) < L2(S). Supondremos q,(x,y) extendida por cero de § x S a S X S. Entonces
C'(f, g) sobre L?(S) x L?(S) toma la forma

C'(f,9) =[5 s 9Ot )k )1 f W)dxdy — [, o 9O (x, Y f (v)dxdy.
DEFINICION 2. p(y,x) = I'*(x,y) — I'(y,x), x,y € S.
Veamos que valen para @, € CZ(S), f,g € L*(S),
1IC'(f, DI = K'lIf NIzl gll
(1) J

C'(bp, ) =0

|
\C'(p, b"¥) = —p(, b"p)

Notemos que en S, b, (D,) = (— 2x

th(x)
2  b(I{e) =0, b (e =90 (D'®).
Verifiquemos la primera igualdad en (2). Sea w € CZ(S),
(b(I'{g}), w)s = (I'{e}, b*w) = [[(b*(D)w (@) I'(t, D) (t)dtdz =
= [()dt [T(t,2) (b*(Dz)w(Z))dZ = (por ser I" solucion fundamental en S)
=[o®w®) dt =(p,w)s .

Demostremos (1). La desigualdad es inmediata.

2
+ 1) y valen,

La primera igualdad en (1) sigue de la Notacion y (9) del §6.2:

3)  C'bo, ) =, b)s = [; T*{W}bg dx = (p,P)s — ([ *{Y}, bo)s =
= ((p' l/))S - <l/)r (p)S =0

Por otra parte, p es una funcion continua acotada en S x S y se tiene, ((9)§6.2 y Def. 1),
@) C'(@,b*P) =0, P) — fo, s T, X)) (") (x)dxdy +
+ [ (F0h ) = I,y (") (X dxdy =
= (@, ¥)s — (BT {p1, ¥)s — [, s P, X)) (b*P) (x)dxdy =
=@, ¥)s — (@, ¥)s = J, s PO )@ ) (D" P) (x)dxdy = —p (0, b*P).
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6.3.1. Las funciones p y p*. Sean S cc V, cc S, ¢, € CX(S) y también
(5) € CY(Vy), u=1enunentorno E de S, E cc V.

—

Vs
g e |

)

supp L
z

E

X=Z

Definimos, para x,y,z € S ,

p(x,2) = b(D,) (1 - ()l (x,2))
P (v,2) = b"(D,) ((1 - p@)I"(.2))
Luego, p(x,z) = 0 para z en el entorno E de S.

Como b(D)I'(x,z) =0enx €S, z € S\ supp u, vale alli
p(x,2) = b(D,) (~u(@)I'(x,2)) = 0.
Ademas,enx €S,z€ S\ Evalen|[x —z| > &> 0y
6) p(x2) = =b(D,) (@) (x,2)) = Eyp150 Apy @) (DE @) (DY (x,2)) .
con |B| <4, |yl <3y Ag,(2) € C”(S), (cf. T. 2§5.5).
Por tanto, p(x,)) € C*(S \ @) Se obtiene entonces la

PROPOSICION 1. p(x,z) define una funcién acotada y continua en S X S, nula en
(x,z) ESXEyen (x,z) €S X {S\ supp u} y tal que p(x,”) € C*(S). Idem p*(x, 2).
Dado que ¢ € CF(S) obtenemos, (cf. (2)), con z € S,

M (¢=bDI(UIPY)) @ = bD) ({9} (@) - bD)(ul {})(2) =
= b(D,)((1 = W{e)) = b0 {(1 - (@) f; ' Dp(x)dx} =

= b(D,) [, (1 - k@)I(x, Dp(x)dx =

= (dist(z,x) = € > 0 ya que el integrando se anulaen z € E) =

= J; b(0,) (1 - u@)F(x,2)) 9()dx = f; p(x,2) (x)dx = plo}(2).
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Por la Proposicion 1 tenemos
(7°) p{p}(2) € C5F(9).
O sea, siz € S, para @ € CF(S) y u como en (5), de (7) obtenemos,

b(D)(ul{p})(2) = (2) = [; e®)p(t,2)dt = ¢(2) — p{p}(2).
Luego,
(8) b(D)(ul'{9})(2) € C3(S).
Por la Proposicion 1, p*(x, z) tiene las propiedades utilizadas de p(x, z). Luego, para
z € S, vale
©) DO WN@ =y — [, Y(&Ip*(s,2)ds = — p*{Y}(2) € C5°(S).
PROPOSICION 2. (ul'{9})(2) € C3(S), (uI*{p})(2) € CZ(S).
DEMOSTRACION. Los operadores diferenciales b y b* son elipticos y por tanto
hipoelipticos, (véase §5.6). El Teorema Fundamental para estos operadores dice que si
T € D'(S) y en el sentido de las distribuciones b(T) = f, f € C*(S), entonces
T € C*(S) y es solucién en el sentido ordinario, ([Sc]), QED.
De la Proposicién 2, por ser y = 1 sobre E, sigue que I'{¢} € C*(E). Dado que
supp @ C S,paraz € S, I'{p}(z) = fs I'(v, 2)(v)dv. Luego, por la Proposicién 1 y
el Teorema 2 del §5.5 resulta la siguiente

PROPOSICION 3. I'{p} € (C* N L®)(S). Idem I'*{1p}.

6.3.2. Por otra parte, por (7),
(10)  C'(plodp W) = €' (¢ — b, (ul'{}), ¥ — b, (uI*(WY)) =
=C'(@,¥) +C'(9,b," (1 = I WN) + €' (b((1 — O {0})) ¥) -
=2C () + ' (b, (ul {0}), b, (I ()
Como el ultimo sumando de (10) es nulo, (cf. (1)), obtenemos,
(10 C'(ple}p Y} =
= —C'(o.¥) +{C'(b(A =W {eD).¥) + C'(, b, (1 — WI™YH)}.
Los sumandos entre llaves no se pueden tratar como antes pues las funciones

involucradas no tienen soporte compacto, pero vale el
LEMA 1. ¢' (b, (1 = )/{g}),9) + C'(0,b," (1 = I {p}) =

= —p(p,P)+p ((P' bz*('up*{w}))
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DEMOSTRACION. En efecto, por un lado tenemos,

C'(b,(1 = wI{e}). ) = Co{b, (A — wI{p}) v} — I {b, (A — wI{e}) ¥} =
A—B,

A = Ce{b,((1 — WI'{p}), P}=0,
B = I'{b,I'{p}, Y}—1"{b,(ul'{p}), ¥} =
=I"{o, 9} = [ bW I @, Db, (1 {})](2)dzdy =
= ["{p, W} — [ F*W}@)[b,(ul {9})](@)dz = (g, Y} — (F*{}, b, (ul {p})) =
= I"{p, Y} — W, ul"{@}) = I {g, P} — (. I'{p}) =
= [ oG (") = (6. 3)) p(dxdy = plo, ),
¢' (b (A - wI{9}) W) = A= B = —p(e, ).
Por otra parte,
C'(¢,b, (1= I h) =
= Co {00, (A= @)} -1 {o.b, (A -wiw))}=D-E
D =Co{o.b," (A~ wI))} =0,
E=1{g,b; (0= wrw})} = 1{o,b:( W)} - (o, by (W)} =
=I{o, 9} = [ 0@ ", 2)[b*(ul "W} dzdy = (@, I {}) — [ -+ dzdy.

Pero,
Jo@ I, 2)[b*(ulW})|()dzdy =
J @ [p(zy) + I'(z)][b*(ul*¥})]|(y)dzdy =
= p (0. b"(ul ")) + (o} b* (i Wh) = p (0, 5" (I *(3)) + (0, 1" (WY).

Luego, E = —p (wlb*(uf *{w})).

Por tanto,
C'(e. b, (1= I WD) =D — E = p (¢, b, (ur*})).
y el Lema sigue inmediamente, QED.

Luego, por el Lema 1,
(1) Clehr W) ==-Clo P} +{-}=
=—=Clo. ¥} —ple, ) +p (qo, bz*(uf*{w})) =

= —Colo, W} + (0.0} = p(o, ) + p (. b, (" (W3) ).
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6.3.3. El nucleo c.

DEFINICION 3. c(t,s) = C'(p(t,2),p*(s,2)), t,SE€S,z€ES.

La funcional C' y las funciones p y p* son continuas. De esto se deduce que la funcion
c(t,s) es acotada y continua en (t,s) € S X S.

Por (7°) tenemos p{¢}, p*{¥} € (C5' N L*)(S). Vale,
(12)  Colohp W = ¢ (J; e®pt2dt, [, Y(s)p*(s,2)ds) =
= C'(im Y, ; o(t;)p(tij 2) Ay, lim Xy, (5P Skt 2) Apr).
Por otra parte, Y ; ¢ (t;;)p(ti;,z)A;; converge en L*(S) y por tanto en L*(S) a
J @®p(t, 2) dt, por lo que
C'(plp} ™)) =lim (T X C'(p(ti, 2), " (1, ) @ (i )Y (i) Aijdrr) =

= [Joxs C'(p(t,2),p*(s,2)) p()P(s)dtds = sy c(t,s) (O (s)dtds.

Luego,

(13)  C'lehpd) = [ s ¢t 5) oY (s)dtds = c(p,¥).
Tenemos hasta ahora que para ¢, € Cy'(S) y u como en (5) vale, (cf. (11) y (13)),

(14)  Colo. ¥} = —c(p, )+ {p, v} +p (0.b," (0l W})) — plo, ).
Luego, por Def. 1,
C'o) + g9} = —c(p ) + {g,9} - p (0.6 (A = w1 3))

LEMA 2. Existe c¢(+,) € (C N L*)(S X S) tal que

C'o) = —clp ) = p (0,b" (1 = I 3)).

6.3.4. Los nucleos 1y 0. Vale el siguiente

LEMA 3. Existe un nucleo continuo y acotado, A(x,y), (x,y) € S X §, tal que

p(e,b*((1 = I W) = Ae,P).
DEMOSTRACION. Por (9),
b*(ul*{¥})(2) = ¥(2) — [ p*(t, 2)p()dt.
Por la Proposicién 1, p*(t,z) € (C N L®)(S X S),
p*(t,z) = 0 sobre (SXE)U (S X (S \ supp u))

Definamos, parax,y € S,
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(15) AGy):= [;p(2)p' v, 2)dz = [\ P, 2) ' (v, 2)dz .
La funcién A es acotada y continua en S X S pues p(y,x) = —I'(y,x) + I'*(x,y).

Entonces, si (x,y,z) ES XS X S
p(p, p*W}) = [, c0()p(x, 2) p*{Y}(2)dx dz =

= Jous @(X)p(x,2) (fs p*(y,z)w(y)dy) dx dz

= [ o) |f; pCc. 20" (v, 2)dz|p(y)dxdy = A(p, ). QED.

Luego, del Lema 2 y la Def. 1 obtenemos,
(16) C'(p,¥) = —c(o,¥) — e, ),
(A7) Colo, ¥} = —co.¥) + I'{p, ¥} — Ao, ¥).
DEFINICION 4. 6(y,x): = I'*(y,x) — c(x,y) — A(x,y).
Vale entonces 1) del
TEOREMA 1.i))o(x;y,x) E(CNL*)(SXS)y

Coid, ¥} = ol ¥} = [[ a0y, ©)p ()P (y)dxdy,

ya.e.S X S vale

. — 0 fm () Tm (x) _o.x)
i) a(x0) = Lm0 S0 T ek

donde% € (CNL”(S %S).
En efecto, fs>< (o, x) - [t2q:(y, x)k(x)]) p(X)Y(y)dxdy = 0 V¢, implica que
fsxs(a(y, x) — [t2q.(y, x)k(x)]) 14 (x)I5(y)dxdy = 0, A, B compactos en S, QED.

NB. Por (iv) T. 2 §4.7 y (2) §6.3 tenemos
Vi € C5°, by [ t20:(y, kY dy =¥ = by [ Ty, )9 (y)dy.
Es razonable sospechar que t?q.(y,x)k(x) es, de alguna forma, igual a I'(y,x). El
Teorema 1 reemplaza esta sospecha por las siguientes igualdades en S X S,
t2q.k = I'* + funcion acotada y continua = I + funcién acotada y continua =

= I' + funcidn acotada y continua.

6.3.5. La funcion 7y(y,x):=A(y,x)+ c(y,x). Queremos ahora estimar el
crecimiento de la funcion acotada y continua 1y en funcion del pardmetro y (= 1).
Sea 0 < d < dist(S,S\E), 1>d.

Recordemos las férmulas de (15) Intr. Cap. 5,
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DEB(p: x,7) = Ox*(A+ xlx -z~ silal <2
R OMx*(1 + xlx — zD™N(xlx — z[)*71*17¢ sija| = 2’
(8) §5.4 i, z)| < 22— L

e N
X8 Nx=z"*E |14 y—z| |

Teor. 1§55  DZV(x,z) = fS[Dg‘B(y, 2)|ulx,y)dy silal <3,
Podemos complementar la Prop. 2 §5.5 procediendo como en la demostracion de (4)
§5.4. En efecto, si |a| < 3, a fortiori vale

DFB(x;x,2) = x***0(x*)lx — 2|7+ (1 + ylx — z)7",
O sea, la misma estimacion de £ del §5.4 multiplicada por y?*¢. Como u tiene la
misma estimaciéon que £ los célculos para demostrar (4) §5.4 suministran ahora las

siguientes estimaciones si |a| < 3,

1 1

[x=2|"*€ |14 y|x—2z| |N .

(18) D2V (x,2) = 0 ();—2)

Como I’ = B+ V, tomando N > 5, resulta si |a| < 3, (x,z) €S X S \ E,
(18”) DZI'(x,z) = DZB(x,2z)+D&V(x,z) =

_ 2y 1 1 X_2 1 1 _ 2 1 _ —N+2
=0(x )d1+5|1+)(d|N +0 (xe) dl*€ [14xd|N e )|1+)(le =0(x ).

De (6) §6.3  p(x,z) = (si (x,2) € S X (S \ supp ) = —b(D,) (,u(z)[“(x, z)) =

= Sipiolyi<s Apy (DL u(@) ) (DY F(x,2))
Por tanto,
(19) p(x,z) = 0(x " N*2), p*(x,2) = O(x "N*2).
Entonces, para (x,y) € S X S, por (18”) y (15) §6.3.4,

20) 1N = [ppus |7 @0 = F(x,2))p* (v,2)| dz =

1 1
= Jsuppu\E N (;(N—Z) dz =0 (XN—Z)'
Finalmente, de la Definicion 3 §6.3.3 y (19) resulta,
@D leCe)l = |C' (G, p* G| < KlipGe)lHIp* @)l = 002" 2.
Hemos probado entonces el

LEMA 4. Si (x,y) € S XSy N > 5 entonces

(20) ro(@,x) = 0(x~™?).
De la Def. 4 y 1a Prop. 2 §5.5 obtenemos ahora,

uppp\E
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o(6y.x) =B"(:y,x) + V' (y,x) + 0 ()ﬁ) -
_BQ(y,x)+0( )+0( ) B()(;y,x)+0(§—i)

para (x,y) € S X S. Recolectando resultados llegamos al

TEOREMA 2. En S X S, 0(x; ¥, x) es una funcion continua y acotada que verifica
a(:y, %) =By, %) + 0(*~®).

NB. A un resultado semejante se hubiera llegado al intercambiar I" con I'*.

TEOREMA 3. Vale para (y,x) € S X S y acotadamente que

ocQyx) _ k(x)
x> 41

a(X;y.x)

lim,, o, 22

six =y, lim,_ e =0six #y.

DEMOSTRACION. Para (1 <) y T o obtenemos del Teor. 2 precedente que vale
V(y,x) ES XS,

o(yx) _ B(oy.x) -
22 = 22 +0(x %) =0Q0).

Como lim)(_>OO % = limx_,00 B/)(Z , el teorema sigue de (10) Intr. Cap. 5, QED.

6.3.6. Vale mas aun,

TEOREMA 4.0 < g(y; x,x)/t = tq.(x, x)k(x) a.c. S.

DEMOSTRACION. Sea S’ un abierto tal que S' cc S, dist(S, R2\ S) <7y

IS\ S| <7n.Sea 0 < h(x) una funcién continua de soporte contenido en S’ e I, (y, x) la

funcién definida en S X S tal que si € < dist(§', R%\ S),

L.(y,x) =1/(me?)six €S,y €S,|y — x| < &, = 0 en caso contrario.

Vale entonces

1) Qe = [[1.0,%) 0,0, %) Rk)dydzx = [[ (v, %) S22 h(o)k(x)dydz.

Y para € — 0, por la continuidad de o,

@ Q= h@dx [, FER 1L 0dy - [ TR A,

Sea N > N, (6) de manera que, (cf. §6.1 y Teor. 1),

3) i SR (;’jﬂ)z IhGOlk()dx < 6,
) Qe = ZNes [ 1.0, ) D Gk (x)dydx| < 6.

Esto puede lograrse pues Y.5%,1(A, +t)™2 > 0si N > oo,
Sea M entero positivo y f(x) = f,(x) si |[f.(x)| <M, =0 en caso contrario.

Entonces, si M > M, (6),
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N (i () N_fn(0?
5) (o +t)2)h(x)k(x)dx o2} O Aok G dx| < 6
fn(J/)fn(x) dvd 5
(6) Qs =1 fI (y,X) t)z h(X)k(X) y X <o.
M M
Aqui ¥ % es una funcién acotada.

Sea S" un subconjunto de S’ formado por todos los puntos que sean simultinecamente
puntos de Lebesgue para todas las funciones ¥ (x),n < N. Entonces |S"'| = |5'|.

Luego vale, si ¢ tiende a 0,

i o i 0)°
() [ hEkGOx [ 107, (Z3= BB ay — 5 [ O hokax.

O sea, si € < g,(6) por (6) tenemos,

®) 0~ Iy (34 (B9) ) neok )] < 25.
Por (5),
©) 0. — Ju 22 (22)" hCokCda| < 38

Sin < ny() vale

(10) 0. — ;5N (292)” hoyk(x)dx| < 46,
y por (3),
(11) Q. — [,37 (;’;(2)2 h(x)k(x)dx| < 56.

En consecuencia, para € = 0,

(12 [ 1.0n3) a0 hOk@dydx ~ ;27 (E9) ho)k(o) d.

Antt

De (1), (2) y (11) se deduce que para toda h(x) funcidén continua de soporte contenido

en S vale
fi 2= heodx = [ (3 ()’ k(@) hGodx.
En consecuencia, % (Zw (;n(fi) )k(x) a.e.S, QED.

6.4. TEOREMAS DE LARS GARDING. Sean k(x) € C°(S,5),S un abierto
acotado, {1,,} la familia de autovalores variacionales de —k~1(x)A, del problema de

Dirichlet: (—k™1(x)A, + ), = Ay + O, t = x%, N(A) = #{A,, < 1}. Vale
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TEOREMA 1. t||Q]l54x~A = i fs kdp, o equivalentemente,

IimYyt(d, +t) 2 = (4n)?! fs k(p)dp, t — oo.
DEMOSTRACION. Por los Teoremas 4 §6.3.6 y 3 del §6.3.5 tenemos
0<o(x;x,x)=x*(x,x)k(x) ae.S. o(x;x,x)/x?* - k(x)/4m.

Entonces,

(x:p.0) oo (fm)z( ) e} t
(D) f; = dp =t [ a:(p.p)k(p)dp =t [; Biea 2 2k ®)dp = T o
Utilizando el Teor. de la Convergencia Dominada de Lebesgue obtenemos,

fs _o(x;tp,p) dp — ﬁfs kdp. De (1) sigue ahora y para t — oo,

2) Hm XYty + )72 = (4m) ™" [ k(p)dp.
Por otra parte, (T. 2, §4.9),
2
1963k = s (20 2PD) k(p)k(q)dpdq = Tiner oy QED

Con el Teorema 1 queda demostrado el siguiente teorema asintotico de L. Garding para
el problema de Dirichlet y la ecuacion diferencial de Sturm-Liouville en la situacion
descripta al comienzo.

TEOREMA 2. Para los autovalores variacionales vale el Teorema de H. Weyl,

k(p)d
3) ND/A~ g =0~

DEMOSTRACION. Véase [BPII] §4.10. Alli se prueba que (2)=(3), QED.

Dado que {f,} es un sistema ortonormal completo puede definirse la norma Hilbert-

Schmidt de ®; como N(®,) = \/Zi"”(ﬁtfj”;k = JZ ,11]2.. Por otra parte del Teorema 1

tenemos, t[|Q¢l15 x~ J % . Vale entonces el, (cf. Teor. 3 §4.9),

COROLARIO 1. N(G,) = |2 ll,~ |2~ 2 /N(D) .

4ant
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APENDICE OPCIONAL CAP. 6.
En este Apéndice, relacionado con el Capitulo 4 pero sin relacion alguna con los
Capitulos 5 y 6, demostramos desigualdades y estimaciones que involucran a la funcion
HY (p, q; 2) introducida en el §4.15. Aqui D € BN S, D fi-conexa y k(p) € Lip, (D, S).

1. Comparacion de las funciones G (p, q; /1),iKo(XW|p —ql), HY (p, q; 1).

Llamaremos, m = inf k, M = sup k. Recordemos el principio general de maximo del
§4.16.

PGM. SiL*(D)3c(x) <0, f€L}(D),u€ C(D),Au+cu=f (D'(D)) vale

a) Si f(x) = 0 y maxp u(x) > 0 entonces maxyp u(x) = maxp u(x).

a) es equivalente a:

b)si f(x) < 0y ming u(x) < 0 entonces mingp u(x) = ming u(x).

Consecuencias son:

@) Sif(x) =2 0yu <0enadD entonces u < 0, o lo que es lo mismo,

B)Sif(x) <0yu=0endD entonces u = 0.

También,

¥)Sif =0yu = 0enadD entoncesu = 0.

Algunas acotaciones. Del §4.15 tenemos (Aq + Ak(q)) Gi(p,q; A1) =0en

D\ {lp —q| < €}. Ademas G, (p,; 1) es continuaen D \ {|p — q| < €} y es no negativa
en el borde pues en dD vale 0. Por PGMb),

(1) Ge(p,q; 1) =0, q#p.
Seaw € [\/ﬁ, \/M] Por (1),
) —KoGxwlp — ql) = HY (0, 4; 4).

De HY(p,q;A) = %KO()(WHJ —ql) — Gr(p,q; A) resultaw T = HY . Luego,
3) H™ > HY >HM.
Vale iii) del
TEOREMA 1.i) HY™(p,q; 1) = 0,
—Ko(xvmlp — ql) = G (p, ;1) = 0, p fijo, ¢ # p,
if) 1Y (p, ¢ DI < 5= KoGrvmlp — ql)
iy H™> HY =HM.

DEMOSTRACION. Sea U = HY™(p, q; A): = — Ko(vmlp — ql) — G (p. q; 1),
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p fijo, ¢ # p. U es continua en q y positiva en un entorno del contorno de D.
Ademas vale, (ver Teor. 1y (2) §4.15),
4) (A+2k(@)U =

= (A + 2k(q)) [il(o()(\/ﬁlp —ql) - Gk(p.q:/l)] =

= (A + 2k() 5- Ko (x¥mlp — ql) + 8, =

= (A + Am + A(k(q) = m)) 5= Ko (xv/mlp — ql) + 8, =
= A(k(q) = m) 5= Ko (xvmlp — 1) =6, + 8, =

1
= x*(m — k(@) .- Ko(xvmlp — ql).

Luego, (A + Ak(q))U = f < 0, f absolutamente integrable.

De PGMb) sigue U = 0 y sigue 1).

ii) Por tanto, HY(p,q;A) = —KoGxwlp — ql) — 5= Ko(xvmlp — ql) < 0, pues

w > +/m por lo que

(5) HY (0,4 ) = — —Ko(xvmlp — ql) .
De (2) y (5) obtenemos la siguiente acotacion (que complementa la del T. 1 §4.16),
|HY (0, 4; D < o KoOvmlp — ql), QED.

Acotacion de ||H¥(-,-; —)(2”1. Sean y » 1, dD ={§G}, B,(p) ={q:lp—ql <7} c
designard a una constante independiente de las variables en |HY (p,q;—x?)I,

posiblemente dependiente de D, pero que puede variar de una féormula a otra.

Por (ii) del Teorema 1 y parar = 1/logy, siq € D \ B obtenemos,

xym

xvymr X Vm _
() 1HY (0, q;=x)| < cKo(xvmr) < ce™ 2 Ky (X0) < K, <l%> e 2logx <

_xym
<c.1l.e 2losx,

Luego,

xym xym
Wosconsy | HE (. @; =x®)dpdq < [D|?ce Zo8x < ce 2ioex,

I, 5 HE (0, @ —x»\dpdq < |DIsupy, [ IHY (p,q; —x*)|dq <
<c [, Ko(xvmlp — ql)dq <

< c Jy Ko(vme)tde < = [ " Ky(tde <5zl Ko@rde <75

De estas dos desigualdades se obtiene el
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Teorema 3. [ |HY (p,q; —x*)|dpdq < %

2. Comparacion con funciones metaarmonicas.
Propiedades de la funcion real y-armonica w en una region D.
1) Por definicion (A — y?)w = 0, (y > 0), por lo que w(x) es analitica en D.
2) Si D admite funcion barrera en todo punto de su contorno J y f es una funcidon
continua sobre J entonces existe una unica funcién continua en D, y-armoénica en D e
igual a f sobre J.
3) Siw = 0 es prolongable continuamente a D y se anula en dD entonces w = 0.
4) Si w(x) es prolongable continuamente a D entonces
maxp w = 0 = maxz w = maxyp w.
También, ming w < 0 = ming w = mingp w .
5) Si w es no negativa y se anula en un punto de D entonces w = 0.
6) Si w(x) es y-armoénica y acotada en un entorno circular reducido B \ {x}, B € D, de

x, entonces es prolongable y-armoénicamente a x.

7) W@l < | wodyl, |52 )| < Tmaxaslw ).

8) Seaw € C?(D) N C(D) tal que (A — y?)w = f en D. Entonces, Vx € D,

1/ loojp
lw(x)] Smax{ ;;' ,||W||oo|aD},

9) Valen teoremas semejantes a los de Harnack y Montel para sucesiones de funciones

x-armonicas.

Sea h(p,; —(yw)?), w constante positiva, la funcién (yw)-arménica tal que para
G € 9D verifica h(p, §; —x*w?) = —KoGxwlp — Gl = HY (p, i —x?) .
Luego, 0 < h(p,;; —x?w?). Esto prueba i) del siguiente Teorema 3.

Teorema 3. Seam < T < M, w > 0. Entonces valen, con A = —y? < 0,

i) 0 < h(p, q; —x*w?),

i) H;"(p54) = h(p,;Am) = h(p,5;AT) = h(p,; AM) = H™ (p,; A).
DEMOSTRACION. Sea V(*) = H,}/T (p,; A) — h(p,"; AT). Entonces, como en (4),
(A + Ak(@)V(q) = x*(T = k(@) 5= Ko(xVTlp — ql) = (A + Ak(@)Dh(p, 4; AT).
Pero (A + Ak(q))h(p, q; AT) = A(k(q) — T)h(p, q; AT), de donde resulta,

© (84 +2k@) V(@) = 2*(T = k@) (5 Ko(xTlp = al) = h(p,a: A7)
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(%Ko()(\/ﬂp —ql) —h(p,q;/lT)) es yVT-armoénica en D \ {p}, nula en 9D, y
positiva cerca de p. Luego, aplicando 4), resulta

(7 (i Ko(xVTlp — ql) — h(p,; AT)) >0enD.

Para T = M tenemos (T — k(q)) = (M — k(q)) = 0, luego por (6) y (7) tenemos en

este caso (Aq + Ak(q))V > 0 en D, mientras que V = 0 en dD. Aplicando a) PGM,

resulta en este caso

) vV =H"ps;2) - h(p,;AM) < 0.

Analogamente, para T =m tenemos (T —k(q)) = (m — k(q)) < 0, luego por (6) y
(7) tenemos en este caso (Aq + Ak(q))V < 0y por f) PGM

©) vV =H™@p;2) - h(ps; am) 2 0.

Sea 0 < T; < T, entonces [h(p,; AT;) — h(p,; AT,)] > 0 en D, mientras que

(&= Ge/T) ) hs AT = h(ps 2Ty)] = (8 = (W/T2) ) [=h(ps ATy)] =

= (()(\/?2)2—()(\/?1)2) {—=h(p,;AT,)} < 0con[+-]=0enadD.

Luego, aplicando nuevamente ) PGM, resulta

(10) h(p,; ATy) — h(p,; AT,) = 0.

Finalmente, (8), (9) y (10) implican i1), QED.
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SIMBOLOS - Caps. 0-6

Il 1l
|'|H0
-l
Il

1
e B

B, (p)

&)

CE(S)

Co(D)

co,c/

ID|

D'(D)

Dy

Fe(p,q; )

F; (operador)
GV

G, q; )
Gy Gy

Gt(l) (.) (operador)
Ho(S)

HY @, @ —x%)
)

Ko

S¢ (propiedad)
Sy ()

api ()

dimp = dimyx
D,

M,

N,

Wi e

Zn ()

¢ = dn(p; k)

~

~

=~

1.9
4.6
4.6
4.6

0.3.1,0.4.2

1.15

4.6

4.10
0.3.1,4.2
022
2.0,4.1
0.4.2
32,44
3.1,4.14
4.14

3.1,4.14
3.1,4.14
4.12

3.1,4.14
4.6
33,34,4.15
2.3,4.1
33,4.15
3.0,4.1
1.1

4.6
0.3.2
4.7

4.6

4.6

4.13

1.1

1.9

4.1

4.1
4.1,4.9
5 Intro

E(x) 0.2
g(») 43
G(p,q) 1.0,4.2
L 3.1,4.15
Lip,(4) 0.2.5,4.1
Lip,(S,S), Lipy(D,$) 4.1
Lipy(4) Apéndice parte 11
Lip;o.(4) 0.2.5,4.1
P 4.3
S(D) 0.3.1,4.1
U(D) 0.3.1
X(u) 1.1
JI(A), JI,(A) 0.3,4.1
G(*) (operador) 4.4
d = dimg (") 3.0
A(t) 3.0,4.1
F(p; A) 3.5,4.17
H(p, q) 1.0,4.2
1(-7) 4.6
N(A) 2.2,4.10
s(a; x) 0.2, Apéndice parte 111
B (propiedad) 4.2
G (propiedad) 4.2
N 4.11
6 =06, 4.6
F(), F(C,) 4.1
S 4.12
d 4.5,4.24
a(f) 0.2
9(D, €) 4.1
¢(;s) 3.6,4.18
AccB A=A°B=B"5A
cmt 5.5
[distribucion] 5.5

5.1
= Ap.1,Cap.5
D;, D¢« 5 Intro
P(r) 4.15
a 4.18
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INDICE ALFABETICO - Caps. 0-6

a.e. = c.d. = casi doquier 0.2 Operadores N;, M;, ® 4.6
Aprox. del nicleo G, (p, q; t) 4.15 Pesos k 4.1
Arco de curva C™ 1.1 Principio de reflexion (Schwarz) Al
Arco de Jordan C" 1.1 Principio general de maximo 04.2,49.3
Autovalor 0.1,4.13 Problema P) (Kac) 2.1
Barrera, funcion barrera 4.2 Prolongacion del peso & 4.1
Condiciones de Cauchy-Riemann 2.0 Propiedad S, 3.0
Conjetura Weyl-Berry 23,39 Propiedad B 4.2
Conjetura Weyl-Berry-Lapidus 4.5 Propiedad G 4.2
Contador 2.2 Propiedades nucleo de Green 1.0,3.2
Continuidad autovalores 4.12 Rango y dominio del op. dif. 4.7
Contorno de regiones planas 3.0 Regioén de Jordan perimetrizable 3.0
Cuerdas isoespectrales 2.1 Region, Region fi-conexa 4.1
Decrecimiento de los autov. 4.1,4.8 Region regular 4.2
Derivacion 0.2,04.2 Remanente 2.3
Dimension box 0.3.2 Segundo lema de Hopf 0.4
Dimension de Minkowski 0.3.2 Serie de Dirichlet ), A;° 4.5
Dominio 1.3 Series de Dirichlet 0.6
Dominio del op. diferencial 32 Solucion clasica 03,44
Dominio estandar regular 1.1 Solucion fuerte 4.4
Ecuacion lineal autoadjunta de tipo Soluciéon del problema P) Ap. Cap. 2
eliptico 0.1,3.11 Soluciéon fundamental para A 0.2
Estimacion de HY (p, q; —t) 4.19 Solucion variacional 4.7
Familia W . 4.12 Soluciones débiles y fuertes 44,48
Familia A(S; S) 4.10 Suena como un tambor 2.0
Familia N 4.11 Tambor isoespectral 2.1
Férmula de H. Weyl 0.1 Tambor, tambor circular 2.0
Funcion de Green 1.0, 4.5 Teor. de H. Weyl (a la Carleman) 3.8
Funcién de Green generalizada 43 Teor. de preparacion de Weierstrass 0.5
Funcion de Kelvin 3.3 Teor. desarrollo en autofunciones 1.9
Funcién F(p; 1) 3.5,4.17 Teorema de conmutacion de derivada e

Funcién ¢(p; s) 3.6,4.18 integral 0.2
Funcional a, () 4.6 Teorema de Gérding 4.10
Lema de Hopf 0.4 Teorema de Hardy-Littlewood 0.10
Lema de Weyl 0.2.5 Teorema de Ikehara 0.6.1
Membranas circulares 2.0 Teorema de J. Steiner 4.1
Membranas isoespectrales 2.0 Teorema de Landau 0.6
Normas en esp. de Sobolev 4.6 Teorema de Lax-Milgram 0.7
Nicleo de Green 42 Teorema de reflexion (armoénicas) A.l
Nucleo de Green para A en una region Teorema de Weyl-Carleman 4.1
de Jordan 1.0 Teorema del limite doble 4.13,4.23
Nicleo de Green para A + Ak 3] Teoremas de méximo y minimo 0.4
fi-conexién 4.1 Transformaciones conformes 2.0
Operador de Sturm-Liouville Transformada de Fourie.r 5 Intro
bidimensional 031 Una d651gu'a1dad numérica 0.9
Operador eliptico 0.4 Valor propio 0.1,0.8

REFERENCIAS ver [BPII]
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FE de ERRATAS [BPI]]

Pagina | Linea | Dice Debe decir
4 9 . Podemos suponer que la familia {B,} es
finita y cubre B.

4 10 para :B2:(Po) € B, vale para
6 8 4 2
6 9 Weyl Weyl, (cf. T. 5).
8 -6 iif) iii’)
8 -7 iii) iii’)
11 -8 [BP]: [BP], (f € C(D),9 € L”(D)):
14 -3 9(0) — atj : + o g (o) + funcion de o entera
16 -8 autovalores valores propios
16 -7 autovalores valores propios
17 2 a(3) a la asociada a(3)
19 2 autovalores valores propios
19 -4 € D, € H,
24 -9 IRl =1 Rl =1
24 -100 1 (f, o) anr
24 12 , , y valen (ii) e (iii),
26 6 1 1

2n 2n-1
26 6 n+1 n
26 11 1 1

on+1 on
33 9 . Asumimos k € Lip, (D), (cf. T.1 §4.4y

T.2 §4.7).
33 12 3 2
36 -11 §4.3 §4.4
36 12 Ipxp |pxp
37 -3 ID><D |D><D
37 3 iif) iii). k = kI.
43 7 r ( Hk\/k(m) | r ( Hk*/"(p))|
48 12 4.12 4.13
49 3 1AW ® _wtinfk dt M1Aw)| ® _wjtinfkdt
leo dufa e 2 T Cl-fo dufa e 2 T+0(1)

49 6

“1A(u
le #(2L0gu+€2)du<oo
0

M
A
le #(ZLogu +Cy)du+0(1) <o
0
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Pagina | Linea | Dice Debe decir

49 -4 BC, BC;

50 6 H(p,p; —t) H,@(p,p; —5)

51 -6 , (cf. §4.12).

53 -7 d¢ = d¢ <

53 -2 D D

54 -6 la Proposicion 1 el Teorema 1

55 6 , ,conk € Lip, (D),

>3 0 Vi refimamientos de. eundrculns solamente. on 1
demostraciones de los T.1, §4.21 y T. 1, Apéndice Parte
1L,

57 P(r) 4.15

57 a 4.18

57 “4col1 | 4.12 4.13

57 -5coi2 | 4.11 4.12

58 -Tcol2 | 0.4.2,4.9.3 0.4.2,4.16
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