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INTRODUCCION

El objetivo de estas notas es presentar una introduccién a la teorfa de inclinacion. Introducida hace
mas de treinta afios, la teoria de inclinacién ha adquirido mas y mds importancia con el correr del
tiempo, y se ha convertido en una de las partes principales de la teoria moderna de representaciones
de algebras de artin. El contexto general de la teoria de inclinacién es el siguiente: comenzando
con un algebra de artin A y un médulo finitamente generado Ty, interesa comparar las categorias
de médulos sobre A y sobre el dlgebra de endomorfismos B = EndT}. Este es un problema muy
amplio, si no se restringe la clase de médulos T4 a considerar. Asi, cuando T es un progenerador,
la teoria de Morita nos dice que estas categorias son equivalentes. A fin de que esta comparacion
sea fructifera, una posibilidad es elegir el modulo 74 “muy cercano.?l progenerador A4. Un médulo
inclinante es un tal médulo y, en una primera aproximacion, la teoria de inclinacién puede entenderse
como una generalizacion de la teoria de Morita. Sin embargo, con los afios, ha mostrado tener muchas
otras interpretaciones y aplicaciones en varias areas de la matemadtica (para un panorama reciente,
remitimos al lector a [R], Ringel, (2007)).

En estas notas suponemos que el lector tiene cierta familiaridad con el dlgebra homolégica como
puede encontrarse, por ejemplo, en los libros de Cartan-Eilenberg (1956) o Rotman (1979), y con
los elementos de teoria de representacion de dlgebras, que pueden encontrarse en el libro de Auslan-
der, Reiten y Smal¢ (1995), 6 en los cuatro primeros capitulos del de Assem, Simson y Skowronski
(2006). De todas maneras, recordamos en el primer capitulo las nociones necesarias para la com-
prension del texto. El segundo capitulo estd dedicado a las propiedades de los médulos inclinantes, y
culmina con el llamado teorema de inclinacién (también llamado Teorema de Brenner y Butler). Fi-
nalmente, el tercero estd dedicado al estudio de las dlgebras inclinadas. Teniendo en cuenta al alumno
graduado que se estd iniciando en investigacidn en teoria de representacién, nos hemos preocupado
en incluir en el texto numerosos ejemplos.

En la actualidad estd generalmente aceptado que los origenes de la teoria de inclinacién pueden
remontarse a los funtores de reflexidn, introducidos por Bernstein, Gelfand y Ponomarev en 1973 para
probar el Teorema de Gabriel. Sin embargo, estos funtores fueron definidos considerando un carcaj
aciclico, y por lo tanto su uso se restringe a las dlgebras hereditarias de dimension finita sobre un
cuerpo. En 1979 Auslander, Platzeck y Reiten definieron los funtores de reflexion sin usar carcajes.
Los mddulos inclinantes que introdujeron se llaman ahora médulos inclinantes APR y son todavia
muy ttiles en el estudio de las dlgebras de artin. Poco después, el paso decisivo fue tomado por Bren-
ner y Butler (1980), quienes definieron médulos inclinantes por un conjunto de axiomas y probaron
varios resultados fundamentales. Happel y Ringel (1982) debilitaron los axiomas dados por Brenner
y Butler, y pusieron gran parte de la teoria en su forma actual. También introdujeron la nocién de
algebras inclinadas. En estas notas seguimos fundamentalmente el enfoque de Happel y Ringel. Des-
de entonces, las condiciones que definen a los mddulos inclinantes han sido generalizadas mas atn,
por Miyashita (1986), Happel (1987) y otros. En el mismo trabajo de 1987, Happel prueba uno de los
resultados mas importantes de la teoria: si B es un algebra obtenida de A por medio del proceso de in-
clinacién, entonces las categorias derivadas acotadas de A y B son equivalentes. Las conexiones de la
teoria inclinante con la categoria derivada, o con la categoria de conglomerados, segin es considerada
por Buan, Marsh, Reineke, Reiten y Todorov (2006) estan mads alla del objetivo de estas notas.

Las algebras inclinadas, introducidas por Happel y Ringel (1982) son las que se obtienen de
las 4lgebras hereditarias por el proceso inclinante. Su importancia se manifiesta en el hecho que un
moédulo indescomponible sobre un dlgebra de artin arbitraria, que no estd en un ciclo en la cate-
gorfa de mddulos, es mddulo sobre un dlgebra inclinada. Como se conoce mucho sobre la categoria
de mddulos sobre un dlgebra hereditaria, también conocemos mucho sobre la categoria de médulos



II

sobre un dlgebra inclinada. Claramente, es ttil tener un criterio para decidir si un algebra dada es
inclinada o no. Happel y Ringel han observado que la categoria de médulos sobre un dlgebra inclina-
da tiene una configuracién combinatoria - llamada rodaja - que permite recuperar el dlgebra original.
Desde entonces, se han encontrado varias caracterizaciones en el mismo espiritu, por ejemplo, la que
encontré Ringel en 1984 y la que es quizds la mas eficiente, debida (independientemente) a Liu y
Skowronski (1993).

El primer autor agradece apoyo de NSERC de Canada, los otros tres autores de la Universidad
Nacional del Sur y del CONICET. M.I. Platzeck es miembro de la Carrera de Investigador Cientifico
del CONICET.
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CAPITULO I
PRELIMINARES

1. ALGEBRAS DE ARTIN

En estas notas todas las dlgebras son dlgebras de artin, a menos que se indique lo
contrario. Recordamos que un dlgebra se dice de artin si es finitamente generada como
modulo sobre su centro, y éste es un anillo artiniano. Para las nociones bdsicas sobre anillos
y médulos, o dlgebra homoldgica, remitimos al lector a [AF, Ro, A].

Nos interesa aqui el estudio de la teoria de representaciones de un dlgebra de artin A, es
decir, la categoria mod A de A—mddulos a derecha finitamente generados. Para ello, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que A es conexa (es decir, indescomponible como anillo).

Designaremos indA a una subcategoria plena de modA cuyos objetos forman un conjunto
completo de representantes de las clases de isomorfismo de A—mddulos indescomponibles.
Por el teorema de descomposion tUnica de Krull-Schmidt, todo A—mddulo a derecha fini-
tamente generado se escribe como suma directa de un nimero finito de A—mddulos indes-
componibles, y esta descomposicion es tnica a menos de isomorfismo. En virtud de este
resultado, la categoria indA juega un papel esencial en el estudio de modA.

Sea ¥ una subcategoria aditiva de modA. Escribiremos M € % para expresar que M es
un objeto de ¥, y notaremos ind % la subcategoria plena de indA que tiene por objetos un
conjunto completo de representantes de las clases de isomorfismo de objetos de €. Si M
es un A—modulo, notaremos addM la subcategoria aditiva de modA formada por las sumas
directas de sumandos directos de M, y escribiremos indM en lugar de ind(addM).

Por dltimo, consideraremos los A—mddulos a izquierda como A°” —modulos (a derecha).

Una de las propiedades mds importantes de las dlgebras de artin es la existencia de una
dualidad D : modA — modA®? (ver [AuRS], seccién (I1.3), p. 37). La utilizaremos de
manera esencial en lo que sigue.

Sea {ej,ey,...,e,} un conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivos de A,
arbitrario, pero fijo. A cada i tal que 1 <i < n, se asocia un A—mddulo indescomponible
proyectivo P; = ¢;A y (en virtud de la dualidad) un A—mddulo indescomponible inyectivo
I; = D(Ae;). Por otra parte, el cociente S; = P;/radP; es simple e isomorfo al z6calo soc/; de
I;. De hecho, esta correspondencia entre P; e I; es funtorial: Definimos el funtor de Nakayama

v = DHomy(—,A) : modA — modA.
Observamos que hay un isomorfismo de funtores v = — ®4 DA.

Lema 1.1. El funtor de Nakayama induce una equivalencia entre las subcategorias de mod A
formadas respectivamente por los proyectivos y los inyectivos, tal que v(P;) = I;, para cada
i

Demostracion. Sea v/ = Homu (DA, —) : modA — modA. Entonces se tienen los siguientes
isomorfismos funtoriales:

V(Pl) = DHOHlA(el'A,A) = D(Ae,-) =1

V/(I;) = Homy (DA, D(Ae;)) = Homyop (Ae;,A) = ¢;A = P, O



Lema 1.2. Para todo A—mddulo M y todo i tal que 1 < i < n, se tiene que Homs(P;,M) =
DHOI‘DA(M,IZ').

Demostracion. DHomy (M, I;) = DHomys (M, D(Ae;)) = DHomyor (Ae;, DM )
>~ D(e;DM) =2 (D*M)e; = Me; = Homy (e;A, M) = Homy (P;,M). O

Sea P la suma directa de los proyectivos de indA, y sea B = End P4. Del teorema clasico
de Morita resulta que las categorias modA y mod B son equivalentes, y que dos B—moddulos
proyectivos indes-componibles correspondientes a dos idempotentes ortogonales primitivos
distintos no son isomorfos (es decir, B es un dlgebra bdsica). Por lo tanto, podemos suponer
de partida, sin pérdida de genera-lidad, que A es bdsica. Salvo mencién explicita de lo
contrario, supondremos que todas nuestras dlgebras son conexas y bdsicas.

Ahora definimos el grupo de Grothendieck del dlgebra A. Sea .% el grupo abeliano libre
generado por las clases de isomorfismo M de los A—médulos finitamente generados M, y
Z' el subgrupo generado por todas las expresiones L+N — M, tales que

O—L—M-—N-—0

es una sucesion exacta en modA. Entonces el grupo de Grothendieck Ky(A) de A es por
definicion el grupo cociente . /. F' .

Notamos [M] la imagen de M en Ky(A).

Sea {S1,852,...,5,} el subconjunto de indA de los mddulos simples. Resulta inmediata-
mente del teorema de Jordan -Holder que para cada M € modA el nimero m;(M) de factores
de composicién de M isomorfos a S; depende s6lo de M y de S; (y no de la serie de com-
posicién de M). Llamamos vector dimension de M al vector

dim(M) = [my(M),my(M),...,m,(M)] € Z".
Esto permite definir, para cada i, aplicaciones m; : F — Z y dim : % — 7", poniendo

mi(M) = my(M), dim(M) = dim(M).

Lema 1.3. Las aplicaciones m; y dim inducen homomorfismos de grupos

m;:Ko(A) —Z y dim:Ky(A) — Z".

Demostracion. Basta probar que, si 0 — L — M — N — 0 es una sucesion exacta corta,
entonces para cada i se tiene que m;(M) = m;(L) +m;(N).

Podemos suponer que LC My N=M/L. Si0=LyG L & ... S Ly = L es una serie
de composicion de L,y 0 =Mo/L S M /LS ... & M;/L=M/L = N una de N, se ve de
inmediato que 0 =Lo S L1 & ... S Ly =L =My S M G ... S M; = M es una serie de
composicion de M. De aqui se deduce la igualdad deseada. O

Teorema 1.4. El grupo Ky(A) es abeliano libre con base {[S1],[S2],...,[Sn]} y la aplicacion
dim: Ky(A) — Z" es un isomorfismo de grupos.
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Demostracion. Resulta de la existencia de series de composicion de los A—mddulos y de la
definicion de Ky(A) que, para todo A—mddulo M, tenemos:

Mzimmw.

Por lo tanto el conjunto {[S1],[S2], ..., [Sn] } genera Ky(A). En virtud de (1.3), la aplicacion

dim: Ko(A) — Z" es un homomorfismo de grupos. Como el conjunto {[S1],[S2],...,[Sn]} se
aplica biyectivamente sobre la base canénica de Z", es linealmente independiente y, luego,
una base. Por lo tanto dim: Ko(A) — Z" es un isomorfismo. O

Corolario 1.5. Sea A un dlgebra de dimension finita sobre un cuerpo algebraicamente cerra-
do k. Entonces, para todo i y todo A—modulo M, se tiene que:

m,(M) = dimk HOIIIA (P,,A) .

Demostracion. Sabemos que m; define un homomorfismo Ky(A) — Z tal que

O sii#j
mi(Sj) = {1 sii=j.
Por otra parte, dimy Homy (P;, —) también define un homomorfismo Ky(A) — Z, ya que si
0 — L — M — N — 0 es una sucesion exacta, entonces

0 — Homy (P, L) — Homy (P,,M) — Homy (P;,N) — 0

también lo es.
Como k es algebraicamente cerrado, el anillo de endomorfismos de cada médulo simple
tiene dimension 1, y se tiene que

. 0 sii#j
dimy Homy (P}, S) = {1 sii i,éjj

Como ambos homomorfismos coinciden en la base { [S j] };?:1, son iguales. O

Los carcajes ligados forman una fuente inagotable de ejemplos. Un carcaj Q es una
cuddrupla ordenada Q = (Qo, 01, s,t) formada por dos conjuntos, Qp (el conjunto de puntos)
y Qg (el conjunto de flechas); y dos aplicaciones s, : Q1 — Qg que asocian a cada flecha
o € Qg su inicio s(a) y su fin t(a). De esta manera, un carcaj se puede considerar un grafo
orientado (que puede tener lazos y flechas multiples).

Sean Q un carcaj finito y x,y € Qp. Un camino de longitud / de x a y es una sucesion
de flechas o 0.0 tales que x = s(ay), y =t(qy), y t(a;) = s(a;+1) para todo i tal que
1 <i < l. Ademds asociamos a cada punto x € Qg un camino de longitud nula &, llamado el
camino estacionario en x. Sea k un cuerpo. El dlgebra de caminos kQ de Q es la k—algebra
con base formada por los caminos de Q (incluidos los caminos estacionarios), dotada del
producto dado por la composicién de caminos:
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si t(oy) # s(PB1)

y prolongado por distributividad y asociatividad teniendo en cuenta que, si x € y son puntos
y o es una flecha, entonces

egq_4¢ sis(o) =x ae. 1% sit(a)=x e & six=y
0 sis(a)£x 0 FHT0 sit(a)#£x Y FT Y0 six#Ay.

(alaz...az)(ﬁlﬁz...ﬁm)z{alaz"'aé)ﬁlﬁz"‘ﬁm si- 1(0g) = s(Br)

m
Una relacion sobre Q, de x a y, es un elemento de kQ de la forma p = ¥ A;@; donde, para
i=1
cada i, A; es un escalar no nulo y @; es un camino de longitud mayor o igual que dos de x a y.
Un conjunto de relaciones sobre kQ genera un ideal I de kQ. Este ideal I se dice admisible si
existe un entero p tal que todo camino de Q de longitud mayor o igual que p pertenece a . Si
I es admisible, entonces es facil de probar que el dlgebra cociente kQ/I es de k—dimensién
finita.

Reciprocamente, si A es un dlgebra de dimension finita sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado k, entonces existen un carcaj conexo, finito Q y un ideal admisible / de kQ tales que
A= kQ/I (ver [AuRS] (II1.1.10) p. 66 6 [ASS] (IL 3.7) p. 64). En este caso, las clases médulo
I de los caminos estacionarios, e, = &, + I, forman un conjunto completo de idempotentes
ortogonales primitivos de A (en particular, estdn en correspondencia biyectiva con los puntos
de Q). A cada x € Qg corresponde también un A—mddulo proyectivo indescomponible P, =
exA. Las clases modulo / de los caminos de Q que comienzan en x forman una base de
P, considerado como k-espacio vectorial. Dualmente, asociado a x tenemos el A—mddulo
inyectivo Iy = D(Aey), y la base dual de las clases médulo 7 de los caminos que terminan en
X.

Ejemplo 1.6. Sea A dada por el carcaj Q

3
T
1o o4
\ 3 /
O
ligado por la relacion p = o8 — yS (es decir, A es el cociente del dlgebra de caminos de Q
por el ideal generado por p). Escribimos brevemente o8 = ¥4, y la llamamos una relacion
de conmutatividad. Notamos I = (p). Aqui el proyectivo indescomponible P} tiene por base
{e1}, y es simple; {ep, B +1} es una base de P, y el proyectivo Py tiene por base {es, ot +
Ly+1,af +1=y8+1}. Suele ser mds til representar los médulos por sus sucesiones de
Loewy (ver [AuRS] p.12 6 [ASS] p. 160):

4
P=1P= %, P; = %,P4: 213.
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Andlogamente,
4
11:213,1223,13:§,14:4.

2. MORFISMOS IRREDUCIBLES Y SUCESIONES QUE CASI SE PARTEN.

Nuestra herramienta principal en estas notas es la teoria de Auslander-Reiten. A con-
tinuacién resumimos sus principales resultados. Para una exposicion detallada, remitimos al
lector a [AuRS] o, para el caso de dlgebras sobre cuerpos algebraicamente cerrados, a [ASS].
En toda esta seccion, suponemos que A es un dlgebra de artin basica y conexa.

Definiciones. (a) Sea f : L — M un morfismo de A—mddulos. Entonces f se dice minimal a
izquierda si hf = f implica que & es un automorfismo; se dice que f casi se parte a izquierda
si no es una seccion vy, para todo u : L — U que no es una seccion, existe ' : M — U tal que
u' f = u. Por dltimo, se dice que f es un morfismo minimal que casi se parte a izquierda si
es minimal a izquierda y casi se parte a izquierda.

(b) Sea g : M — N un morfismo de A—moddulos. Entonces g se dice mini-
mal a derecha si gk = g implica que k es un automorfismo; se dice que g casi se parte
a derecha si no es una retraccion y, para todo v : V — N que no es una retraccion, existe
vV 1V — M tal que gV = v. Por ultimo, g se dice minimal que casi se parte a derecha si es
minimal a derecha y casi se parte a derecha.

Es claro que cada nocion “a derecha” es dual de la correspondiente nocién “a izquierda”.
A modo de ejemplo, enunciamos el siguiente lema, cuya sencilla demostracién dejamos a
cargo del lector.

Lema 2.1. (a) Sea P un A—mddulo indescomponible proyectivo. Entonces f :L — P es
minimal que casi se parte a derecha si y solo si f es un monomorfismo con imagen radP.

(b) Sea I un A—modulo indescomponible inyectivo. Entonces g : 1 — N es
minimal que casi se parte a izquierda si y solo si g es un epimorfismo con niicleo socl. []

Definicion. Un morfismo de A—mddulos f : M — N se dice irreducible si no es una secciéon
ni una retraccion y, para toda factorizacioén f = f1fo,con f1 : X — Ny fo : M — X, se tiene
que f] es una retraccioén o f> es una seccion.

Es evidente que esta definicion es autodual. Notemos que todo morfismo irreducible es
un monomorfismo o un epimorfismo: En efecto, sea f = jp la factorizacién candnica del
morfismo irreducible f a través de su imagen. Si f no es un monomorfismo, entonces p
tampoco lo es. Por tanto j es a la vez un monomorfismo y una retraccién. De aqui sigue
que j es un isomorfismo. Luego f es un epimorfismo, como queriamos. Este hecho (con el
lema de Fitting) implica que, para todo médulo indescomponible M, no existen morfismos
irreducibles de M en M.

El lector puede ver una demostracion del siguiente teorema que relaciona los morfismos
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irreducibles y los morfismos minimales que casi se parten a izquierda (o a derecha) en
[AuRS] (V.5.3) p. 167 6 [ASS] (IV, 1.10) p. 103.

Teorema 2.2. (a) Sea L un médulo indescomponible. Un morfismo f : L — M es irreducible

si'y sélo si M # 0 y existe un morfismo f': L — M’ tal que [}‘/] :L— M®M' es minimal
que casi se parte a izquierda.

(b) Sea N un modulo indescomponible. Un morfismo g : M — N es irre-
ducible si 'y s6lo si M # 0y existe un morfismo g’ : M' — N tal que [g g'| :M®M' — N es
minimal que casi se parte a derecha. 0

Luego, si P es indescomponible proyectivo, un morfismo no nulo f": L' — P es irreducible
si, y solo si, existe L” tal que L' & L” = radP y f’ es la composicion de las inclusiones
L' <—radP — P. Dualmente, si I es indescomponible inyectivo, un morfismo no nulo g’ : I —
N’ es irreducible si, y sélo si, existe N tal que N’ ®N" =T / socl y g’ es la composicion de
las proyecciones I — I / socl — N’. Esto sigue directamente de (2.1) y (2.2).

Definicion. Una sucesion exacta corta de A—moddulos

0-LLME NSO

se dice que casi se parte si f es minimal que casi se parte a izquierda y g es minimal que
casi se parte a derecha.

Resulta directamente de la definicién que una sucesion que casi se parte no se parte. El
teorema siguiente (cuya demostracion se encuentra en [AuRS] (V.1.4) p. 144y (V.5.3) p.
167 6 [ASS] (IV 1.13) p.105) resume las propiedades y caracterizaciones de las sucesiones
que casi se parten.

Teorema 2.3. Sea 0 — L EN M 5 N — 0 una sucesion exacta corta. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) La sucesion casi se parte.

(b) L es indescomponible y g es un morfismo que casi se parte a derecha.

(c) N es indescomponible y f es un morfismo que casi se parte a izquierda.

(d) f es un morfismo minimal que casi se parte a izquierda.

(e) g es un morfismo minimal que casi se parte a derecha.

(f) L,N son indescomponibles y f,g son irreducibles.

Ademds, si estas condiciones se verifican, la sucesion estd univocamente determinada por
N (o por L) salvo isomorfismo. 0

Para probar la existencia de sucesiones que casi se parten, se consideran las categorias
proyectivamente e inyectivamente estables. Sean M y N dos A—mddulos. Definimos & (M, N)
(e #(M,N)) como el conjunto de morfismos de M en N que se factorizan por A—modulos
proyectivos (e inyectivos, respectivamente). Es facil probar que &(M,N) e ¢ (M,N) son
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subgrupos de Homy(M,N) y que, mds atn, estos subgrupos definen ideales & ¢ _# de
modA, respectivamente.

La categoria proyectivamente estable modA = (modA)/Z” admite por objetos todos los
A—modulos, y el conjunto de morfismos de M a N en esta categoria es Hom, (M,N) =
Homy (M,N)/Z?(M,N). De manera dual, los A-médulos son también los objetos de la cate-
goria inyectivamente estable modA = (modA)/_# , y el conjunto de morfismos de M a N
en esta categoria es Homy (M, N) = Homy (M,N)/_# (M, N).

Consideremos ahora un A—mddulo M y una presentacion proyectiva minimal

pLp—M—o0.
Se define la traspuesta TrM de M como el conicleo de Homu (f,A) :

0 — Homa (M,A) — Homa(Po,A) "™ Hom, (P, A) — TrM — 0.

Usando que un morfismo f : M — N puede levantarse a un morfismo entre presentaciones
proyectivas de M y N, puede definirse un morfismo, la traspuesta de f, de TrM en TrN. Si

bien no es tnico se puede probar que esta operacion induce un funtor (de hecho una dualidad)
Tr: modA — modA°? (ver [AuRS] (IV.1.6) p. 104).

Esto nos permite definir las composiciones T =DTr y t~! = TrD, llamadas las trasla-
ciones de Auslander-Reiten. Asi, T es una equivalencia de modA en modA, de inversa 77! :
modA — modA (ver [AuRS] (IV.1.9) p. 106 6 [ASS] (IV 2.3) p. 112).

Recordemos que v = DHomy(—,A) y v/ =Homyu (DA, —) son los funtores considerados

en la seccion 1.

Lema 2.4. (a) Si P, L Py — M — 0 es una presentacion proyectiva minimal, se tiene una
sucesion exacta

O—>’L’MHVP1LfVP0—>VMHO.

b) Si 0 — N — I° & I' es una copresentacion inyectiva minimal, se tiene una
/4 y
sucesion exacta y
g _
0—-VN—=VP3VP—1 N —o.

Demostracion. Basta probar (a), ya que (b) es dual. La sucesion requerida resulta de aplicar
la dualidad D a la sucesién exacta

0 — Homya (M,A) — Homa(Po,A) ™Y Hom, (P, A) — TrM — 0.

O

En lo que sigue, dpM designard la dimension proyectiva del A-médulo M, diM su di-
mension inyectiva, y dim.gl.A la dimension global del dlgebra A.

Corolario 2.5. Sea M un A—modulo.
(a) dpM < 1 siy sélo si Homy (DA, TM) = 0.
(b) diM < 1 si 'y sélo si Homy (t7'M,A) = 0.
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Demostracion. Basta probar (a), porque (b) es dual. En virtud de (2.4) y (1.1), se tiene un
diagrama conmutativo con filas exactas

0——=v'tM —= V'VP| —= V'VP,

P Py M 0

porque V' = Homy (DA, —) es exacto a izquierda. Luego dpM < 1 siy s6lo si V/TM =0, que
es lo que queriamos. O

El siguiente teorema es esencial en la demostracion de la existencia de sucesiones que casi
se parten:

Teorema 2.6. (Las formulas de Auslander-Reiten). Sean M y N dos A—mddulos. Existen
isomorfismos
Ext} (M,N) = DHom, (7 'N,M) = DHomy (N, T™),

funtoriales en ambas variables.

Demostracion. Indicamos las etapas principales de la prueba, dejando el detalle de los
célculos al lector. Necesitamos unas palabras de preparacion. Dados dos A—mddulos X, Y,
consideremos el morfismo funtorial

Oxy Y ®a HOIIIA(X,A) — HOI’HA(X,Y)

definido por: y® f +—— (x—— yf(x)) (parax€X,y€Yy f:X —A). EsclaroquesiX oY
es proyectivo, entonces @y y es un isomorfismo. Por otra parte, Coker @x y = Homy (X,Y):
En efecto, una cubierta proyectiva P — Y induce un diagrama conmutativo con filas exactas

P®sHomy (X,A) — Y ®4 Homy (X,A) 0
(PXJJl: <Px,yl
Homy (X, P) Homy (X,Y)

que implica nuestra afirmacion.

Hom, (X,Y) — 0

Sean ahora M,N dos A—mddulos. Evidentemente basta probar el primer isomorfismo
del enunciado del teorema, y para ello podemos suponer que N no tiene sumandos directos
inyectivos. Una presentacion proyectiva minimal

PN 0

induce, en virtud de (2.4), una sucesion exacta

0N —vh Lve 2 v(eIN) - 0.

De aqui se obtiene el complejo
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0 — Homy (M,N) — Homy (M, vP;) — Homy (M, vPy) — Homy (M, v(T"'N)).
Por otro lado, la presentacion proyectiva minimal dada induce una sucesion exacta
DHomy (P;,M) — DHomy (Py,M) — DHomy (7~ 'N,M) — 0.

Ahora, si componemos, para un A-mdédulo X, el dual de @y x con el isomorfismo de
adjuncion, obtenemos un morfismo

D ~

Vi x : DHomy (M, X) o D(X ®4Homy (M,A)) — Homy (X, VM) ,
que es un isomorfismo cuando X es proyectivo. De esta manera tenemos un diagrama con-
mutativo donde la fila superior es exacta y la fila inferior es un complejo:

DHomy (Py,M) —— DHomy (Py,M) — DHomy(t"'N,M) —= 0

Y p lm Ym. Ry Lm V’M,rl,v l

0 — Homy (M,N) — Homy (M, vP;) — Homy (M, VvP)) — Homy (M, v(t~'N)).

Como VP; y VP, son inyectivos, deducimos que:

Ext} (M,N) = Ker Homs(M, vfy) / Im Homu (M, vf)
= Ker Yy -1y
= Ker D@y -1y
= D Coker @y -1y
=~ DHomy (7~ 'N, M)
en virtud del enunciado probado mads arriba. O

Corolario 2.7. (a) dpM < 1 implica Ext(M,N) = D Homy (N, T™).
(b) diM < 1 implica Ext}(M,N) = DHomu(t~'N,M).

Demostracion. Basta probar (a), ya que (b) es dual. Si dpM < 1, entonces, por (2.5),
Homy (DA, TM) = 0. Por consiguiente, ningtin morfismo (no nulo) de N a T se factoriza
por inyectivos. Luego Homu (N, TM) = Homy (N, TM). 0

Sea M un médulo indescomponible y no proyectivo. Empleando las férmulas de Auslander-
Reiten se puede probar que el bimédulo Ext}{ (M,TM) tiene z6calo simple como End M-
moédulo y como (End tM)°P-médulo. Ademds estos dos zdcalos coinciden y cada elemento
no nulo del zdécalo es una sucesion que casi se parte. Para la demostracion de estos resulta-
dos, que implican el siguiente teorema de existencia, remitimos al lector a [AuRS] (V.2.1) p.
147, 6 [ASS] (V. 3.1) p 120.
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Teorema 2.8. (a) Para todo A—mddulo indescomponible no proyectivo M, existe una sucesion
que casi se parte
O—t™M —-E—M—0.

(b) Para todo A—modulo indescomponible no inyectivo N, existe una sucesion
que casi se parte
0—-N—F—-1'N=0.

O

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es que, para todo médulo indescom-
ponible M, existe un morfismo minimal que casi se parte a derecha f : L — M. En efecto,
si M es proyectivo, tomamos la inclusiéon radM — M, y si no lo es, existe una sucesion que
casi se parte

OH’L’M%LLMHO.

En particular, L = 0 si y s6lo si M es simple proyectivo. Dualmente, para todo médulo
indescomponible M, existe un morfismo minimal que casi se parte a izquierdag: M — N,y
N =0siy s6lo si M es simple inyectivo.

Corolario 2.9. (a) Sea M un A—mddulo indescomponible no proyectivo. Existe un morfismo
irreducible f : X — M si y solo si existe un morfismo irreducible f': T™M — X.

(b) Sea N un A—méddulo indescomponible no inyectivo. Existe un morfismo
irreducible g : N — Y si y sélo si existe un morfismo irreducible g’ : Y — 1~ 'N.

Demostracion. Basta probar (a), porque (b) es dual. Sea f: X — M un morfismo irreducible.
Por (2.2), existe g : X’ — M tal que [f g} : X ® X' — M es minimal que casi se parte a
derecha. Como M no es proyectivo, por (2.3) hay una sucesion que casi se parte

H

OHTM%XEBX’MMHO,

de la cual resulta el enunciado, usando nuevamente (2.2). d

Corolario 2.10. (a) Sea S un A—maodulo simple proyectivo y no inyectivo. Si f :S — M es
irreducible, entonces M es proyectivo.

(b) Sea S un A—mdodulo simple inyectivo y no proyectivo. Si g: N — S es
irreducible, entonces N es inyectivo.

Demostracion. Basta probar (a), porque (b) es dual. Podemos suponer que M es indescom-
ponible. Si M no es proyectivo, existe, en virtud de (2.9), un morfismo irreducible TM — S.
Pero esto contradice la hipétesis de que S es simple proyectivo. O

Corolario 2.11. Sea M un A—mddulo indescomponible no proyectivo tal que EndMy es un
anillo de division. Entonces cualquier elemento no nulo de Ext}‘ (M,TM) es una sucesion
que casi se parte.
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Demostracion. Por la férmula de Auslander -Reiten sabemos que
Ext} (M, TM) = DHom, (M, M) = DEnd My,

de donde Ext}{ (M,TM) es un espacio vectorial de dimensién 1 sobre End My, de lo que
resulta lo enunciado. a

Ejemplo 2.12. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y A el dlgebra dada por el carcaj Q
[0
lo=—=02

ligado por la relaciéon aff = 0 (es decir, como hemos visto, A es el cociente del algebra de
caminos de Q por el ideal generado por af3). Procediendo como en (1.6), vemos que los
proyectivos e inyectivos indescomponibles son:

L=2 L=p.

Construiremos la sucesion que casi se parte que termina en 1. Para ello, comencemos por
calcular 71 : Una resolucién proyectiva minimal

1%%—>1—>O

induce, por aplicacién de v, una sucesion exacta

2
0—>2—>1—>%
2

donde 2 = 71 (esto se deduce de que dimy HomA(z, 2) =1). Como 1 es simple, End(1,4) es

un anillo de divisién y (2.11) implica entonces que todo elemento no nulo de Ext}‘(l,Z) =
Ext}‘(l, 71) es una sucesién que casi se parte. Un tal elemento es la sucesién

0%2—>%—>1H0.

De igual manera, para calcular la sucesion que casi se parte que termina en 2, consideramos
la resolucion proyectiva minimal
! 2
— 1 —2—0.
2 2
De aqui deducimos, por aplicacioén de v, una sucesion exacta

2

17

O—)l—)%

porque ahora dimy HomA(%,

D=1

) = 1. Por lo tanto 72 = 1. Nuevamente, basta calcular una
extension que no se parte, como la siguiente:

2

l—>2—>0.

0—1—
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Es necesario alertar al lector: El cdlculo de una sucesion que casi se parte (y en particular
de su término medio) es en general muy dificil.

3. EL CARCAJ DE AUSLANDER-REITEN.

El carcaj de Auslander-Reiten permite presentar importante informacién contenida en las
sucesiones que casi se parten bajo forma de diagrama. Para definir este carcaj, necesitamos
introducir la nocién de radical de una categoria de médulos.

Sea A un édlgebra de artin y M, N dos A—mddulos. Se define rad4 (M, N) como el conjunto
de los f € Homy (M, N) tales que, para todo X € indA y para todo par de morfismos g : X —
M, h:N — X, la composicién A fg no es un isomorfismo.

Si M y N son indescomponibles, esta definicion se simplifica.

Lema 3.1. Sean M,N dos A—mddulos indescomponibles. Entonces rada(M,N) = {f €
Homy (M,N) | f no es un isomorfismo}.

. . . id oo f o 7]
Demostracion. Si f € Homy(M,N) es un isomorfismo, entonces M — M — N — M
también lo es. Por consiguiente el miembro izquierdo estd contenido en el miembro derecho.
Reciprocamente, supongamos que g : X — M, h: N — X son morfismos tales que hfg =u
es un isomorfismo. En particular, 4 es un epimorfismo y g un monomorfismo. Por otra parte,
el morfismo compuesto

f h u! &g
M—>N—>X-—X—>M
es un endomorfismo de M. Entonces

(gu"'nf)(gu " hf) = (qu ") (hfg)(u™'hf) = (guYu(u 'hf) =gu 'hf

es un idempotente. Como M es indescomponible, esto implica que gu~'hf =0 6 gu'hf =
idy. Pero gu~'hf = 0 implica hf = 0, lo que es imposible, porque /g es un isomorfismo.
Por lo tanto gu~'hf = idy. Andlogamente se prueba que el endomorfismo fgu~'h de N es
un idempotente no nulo, de donde fgu~'h = idy. Por lo tanto f es inversible a izquierda y a
derecha, o sea, es un isomorfismo. O

Es facil probar que para cada par de médulos M, N, el conjunto rad4 (M, N) es un subgrupo
de Homy (M, N) y, mds atn, que estos subgrupos definen un ideal rad4 de modA (ver [AuRS]
(V.7.1) p. 178).

Entonces podemos definir las potencias de este ideal de la manera usual. En particular,
para dos A—mddulos M, N, se define radf\ (M,N) ={f € Homy(M,N) | existen X € modA
y morfismos g € rada (M, X),h € rads(X,N) tales que f = hg}.

Ahora se puede probar que un morfismo f : M — N entre médulos indescomponibles es
irreducible si y s6lo si f € rads(M,N)\ rad;(M,N) (ver [AuRS] (V.7.3) p. 179 6 [ASS]
(IV.1.6) p. 100). Esta observacion lleva a considerar el cociente

Irr(M,N) = rad (M,N) /rad3 (M, N).
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Es claro que Irr(M,N) estd munido de una estructura de EndM — (EndN)°? —bimédulo.
Pero nosotros queremos mds. Supongamos que M, N son indescomponibles y pongamos:

Ky = EndM /rad EndM, Ky = EndN /rad EndN.

Como EndM y EndN son anillos locales, Kj; y Ky son anillos de divisién. Por otro lado, el
radical del anillo End M coincide con rads (M, M), de donde

rad EndN. rad4 (M,N) C rad3(M,N), rads(M,N). rad EndM C rad%(M,N).

Luego Irr(M,N) estd dotado de una estructura de Ky — Ky’ —bimédulo, y lo llamamos
bimodulo de los morfismos irreducibles.

Ahora podemos definir el carcaj de Auslander-Reiten de A.

Definicion. Sea A un dlgebra de artin. El carcaj de Auslander-Reiten T'(modA) de A se
define como sigue:

(a) Los puntos de I'(modA) son los objetos de indA.

(b) Hay una (y s6lo una) flecha M — N si y s6lo si existe un morfismo irreducible de
M a N. Esta flecha estd munida de un par de enteros (a,b), llamado su valuacién, donde
a = dimg,, Irr(M,N) y b = dimg, Irr(M,N).

Observaciones 3.2. (a) Supongamos que N en indA no es proyectivo, y que (a,b) es la
valuacién de la flecha M — N. Por (2.9), existe una flecha TN — M. Se prueba que esta
flecha tiene valuacion (b,a) (ver [AuRS] (VIL.1.5) p. 231).

(b) Como no existen morfismos irreducibles de un indescomponible en si mismo,
el carcaj de Auslander-Reiten no tiene lazos.

(c) Resulta de la definicion que I'(modA) es un carcaj finito si y sélo si indA
tiene s6lo un nimero finito de objetos, es decir, si y s6lo si el dlgebra A es de representacion
finita.

(d) Describimos ahora la estructura local del carcaj de Auslander-Reiten. Sea
M un A—moédulo indescomponible no proyectivo. Entonces existe una sucesion que casi se
parte

0—1t™ — _élEim"HMHO,
i=
donde los E; son indescomponibles, y E; 2 E; si i # j. Tenemos una “malla”

E,

™ : M

E,

y el carcaj de Auslander-Reiten es la union de estas mallas. Esto implica que cada com-
ponente conexa del carcaj de Auslander-Reiten es finita o numerable. Generalmente, un
carcaj de Auslander-Reiten admite infinitas componentes conexas. Por otra parte, si una
componente conexa I de I'(modA) es finita, entonces I' = I'(modA) y en particular A es de

(an,bn)
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representacion finita. Este enunciado es conocido bajo el nombre de teorema de Auslander
(ver [AuRS] (VIL.2.1) p. 233 6 [ASS] (IV.5.4) p. 141).

Ahora analizamos la definicién precedente en el siguiente caso particular de gran impor-
tancia. Sea A un dlgebra de dimension finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k.
Entonces, para todo A—mddulo indescomponible M, tenemos que

Ky = EndM /rad(EndM) = k.

Asi, para toda flecha M — N de I'(modA) de valuacion (a,b), los enteros a y b representan
ambos la dimensién del k—espacio vectorial Irr(M,N). Por lo tanto, la informacién dada
sobre Irr(M,N) por medio de un sola flecha munida de una valuacién (a,a), puede darse
también por medio de a flechas, todas de M a N y tenemos, en este caso particular, la siguien-
te definicion.

Definicion. Sea A un dlgebra de dimension finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado
k. El carcaj de Auslander-Reiten T'(modA) de A se define como sigue:

(a) Los puntos de I'(modA) son los objetos de indA.

(b) Las flechas M — N estdn en correspondencia biyectiva con los vectores de una k—base
de Irr(M, N).

Sigue de (3.2) (a) mds arriba que si N no es proyectivo y hay n flechas de M a N, entonces
también hay n flechas de TN a M.

Como en la mayoria de los ejemplos que veremos las dlgebras son de representacion finita,
el siguiente resultado nos serd util. La prueba que damos aqui se debe a Bongartz.

Proposicion 3.3. Sea A un dlgebra de dimension finita sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado k. Si A es de representacion finita, entonces I'(modA) no tiene flechas miiltiples.

Demostracion. Supongamos que existen M, N € indA tales que dimIrr(M,N) > 2. Como
todo morfismo irreducible es un monomorfismo o un epimorfismo, podemos suponer que
dim; M > dimy N. En particular N no es proyectivo y existe una sucesion que casi se parte
de la forma
0— TN —M*®E — N — 0.

Luego dim; TN = 2dimy M + dimi E — dim; N > dim; M > dimg N. Por otro lado, en vir-
tud de la observacion de mds arriba, dimlrr(tN,M) = dimIrr(M,N) > 2. Entonces, por
recurrencia, dimy N < dimy TN < dimy 72N < ... y la componente conexa de I'(modA) que
contiene a N es infinita, lo que contradice la hipdtesis. O

De manera equivalente, (3.3) dice que si A verifica la hip6tesis del enunciado, entonces
cada flecha de I'(modA) tiene valuacion (1,1).

La razén por la cual el carcaj de Auslander-Reiten es tan util es que puede ser considera-
do como una primera aproximacion de la categoria de modulos. En efecto, definimos por
recurrencia el ideal

rad} = rad’} . rady

Notas de Algebra 'y Andlisis, Vol 21, 2008



15

de modA, para cada n > 1. Entonces, para A - médulos M y N,
rad} (M,N) = {Zg,-f,- 1gi € radff1 (Xi,N), fi €rads (M, X;),X; € indA} )

Definimos el radical infinito rady de modA como el ideal

rady = ﬂ rad; .

n>1

Tenemos el teorema siguiente (ver [AuRS] (V.7) p.178 6 [ASS] (IV.5.6) p. 143).

Teorema 3.4. Sea f: M — N un morfismo. Sirady (M,N) = 0, entonces f es suma de
composiciones de morfismos irreducibles. []

En particular, se puede probar que un algebra A es de representacion finita si y sélo si
rady = 0. En este caso, cada morfismo es suma de composiciones de morfismos irreducibles
(entonces, se puede describir a partir del carcaj de Auslander-Reiten).

En general, el carcaj de Auslander-Reiten de un dlgebra arbitraria A contiene esencial-
mente la informacion de la categoria cociente modA /rady .

El lema siguiente serd empleado en el capitulo III.

Lema 3.5. Sean A un dlgebra de artin y M, N dos A - médulos indescomponibles tales que
rady (M,N) # 0. Entonces, para cada i > 0, existen

(a) un camino

M=MyLom — . Lo

de morfismos irreducibles entre modulos indescomponibles y un morfismo g € rady (M;,N)

tales que gfi.....[1 0,y
(b) un camino

]VIL ...— N i>N():]V
de morfismos irreducibles entre modulos indescomponibles y un morfismo f € rady (M,N;)
tales que gi.....gif #0.

Demostracion.
Basta probar (a), porque (b) es dual. Consideremos el morfismo minimal que casi se parte

a izquierda

hi

h=1| : | :M— é E;
i=1

hy
donde los médulos E; son indescomponibles. Como A es un dlgebra de artin, su centro
Z(A) es un anillo artiniano, por lo que el Z(A)-mddulo finitamente generado Homy (E;, N) es
artiniano. Por lo tanto existe m; tal que rady (E;, N) =rad}’ (E;,N) (ver [AuRS] (V.7.2)). Sea
m el maximo de los m; y sea f € rady (M,N) un morfismo no nulo. Entonces, en particular,
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fe rad{';“rl (M,N), de donde f = Y.gif;: fi € rad, (M,X;), gi € rady (X;,N), conlos gif; # 0

y X; en indA (ver [AuRS] (V.7.4)).
Como f; no es un isomorfismo, existe

t
k=[k - k]: D E— X

1

t
tal que f; = kh = Y k;h;. Como g f1 # 0, existe i tal que g1k;h; # 0, con g1k; : E; — N en
i=1

rad™(E;,N) = rad”(E;,N), y h; irreducible. El enunciado sigue por recurrencia. 0

Ahora pasamos a la construccion del carcaj de Auslander-Reiten. Esto es, en general, muy
dificil, pues requiere informacion sobre todas las sucesiones que casi se parten de modA.
Existe sin embargo una técnica de construccion llamada “del tejido” que consiste en utilizar
de manera sistemadtica ciertos hechos ya probados, a saber:

(1) Las fuentes de I'(modA), esto es, los puntos que no son fin de ninguna flecha, son los
modulos simples proyectivos.

(2) Toda flecha que sale de un simple proyectivo llega a un proyectivo.

(3) Toda flecha que llega a un proyectivo, sale de un sumando directo de su radical.

(4) Si un médulo indescomponible L no es inyectivo, y si conocemos el morfismo minimal
que casi se parte a izquierda f : L — M, entonces T~ 'L =2 Coker f, y para cada indescom-
ponible X, existe una flecha X — 77 'L si y s6lo si existe una flecha L — X.

También tenemos a nuestra disposicion los enunciados duales.

Ilustramos la técnica con ejemplos. La misma funciona a la perfeccion con los carcajes de
Auslander-Reiten finitos y aciclicos.

Ejemplos 3.6. (a) Sea A el dlgebra de caminos del carcaj

10
\ O=<—0
/ 3 4
20
Los médulos indescomponibles proyectivos son

4
P1:1,P2:2,P3:132 yP4:231.

Aqui A es hereditaria, por ser un dlgebra de caminos (ver [AuRS] (II.1.4) p. 54 6 [ASS]
(VIL.1.7) p. 248). Por lo tanto el radical de cada médulo indescomponible proyectivo es
también proyectivo. En efecto, rad P; = P| & P, y rad P, = P3. Ahora se deduce de los pasos
(1) y (3) de arriba que hay un subcarcaj pleno de I'(modA) de la forma
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2

Como ya estdn presentes todos los proyectivos, veremos como utilizando la propiedad (2)
y aplicando sistemdticamente la propiedad (4) podemos llegar a los inyectivos, con lo que
completaremos el carcaj de Auslander-Reiten. Asi, en virtud de (2), el morfismo minimal
que casi se parte a izquierda que sale de 1 es la inclusiéon 1 — 132 . Por lo tanto, 771 es el
conucleo en la sucesion que casi se parte

3 3
O—>1—>12—> 5 —0.

Anélogamente, T~ '2 es el contcleo en la sucesién que casi se parte

3 3
0%2%12—> i —0.

Asi tenemos el subcarcaj de I'(modA):

3
2
/4
— = 3

4

3
1

N
2/

3 3 4 4 .. : .
Veamos que el morfismo — 5@ 3 @7 es minimal que casi se parte a izquierda.
12 77 2% 2, Wi

4 . .
Es claro que cada uno de los tres morfismos 132 — %, 132 — 132 , 132 — ? es irreducible.

Supongamos que X es indescomponible y que 132 — X es irreducible. Si X es proyectivo,

. . 4 . .
entonces 132 es sumando directo de su radical (y por lo tanto X = l32). Si X no es proyectivo,

entonces existe un morfismo irreducible 7X — 132 (dedonde tX =167X =2,y luego X = %
60X = % respectivamente). Esto muestra lo que querfamos. Por consiguiente, 7! 132 es el

conucleo en la sucesion exacta

4
0— @%*%gﬁa

Repitiendo varias veces el procedimiento anterior, obtenemos
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y aqui paramos, porque hemos llegado a los inyectivos indescomponibles.
Al graficar, una convencion ttil es ubicar los trasladados de Auslander-Reiten en la misma
linea horizontal. Hemos ilustrado esto con lineas punteadas (cuando el dibujo lo permite).

(b) Sea A dada por el carcaj

ligado por a3 = v0, aA =0y yu = 0.
Los A—mddulos indescomponibles proyectivos son:

6
Pi=1,P=2,P=3, P =%, P5:253,P6:425.

Un carcaj ligado aciclico siempre admite al menos un mddulo simple proyectivo (en
efecto, éstos corresponden a los pozos del carcaj, esto es, a los puntos que no son inicio
de ninguna flecha). En este ejemplo tenemos tres: Py, P> y P3. Por (2), toda flecha que sale
de un simple proyectivo llega a un proyectivo y, en virtud de (3), este tltimo admite al simple
proyectivo como sumando de su radical. Esto nos da los morfismos irreducibles

Ph—P+—P — P+ P;.

Como ninguno de los médulos de arriba es inyectivo, aplicamos (4). Asi 77'1 es el conticleo
en la sucesion que casi se parte

4 4
OH1—>12—> 5 —0

y andlogamente obtenemos 712y 7713 :
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Afirmamos que 142 — ‘2‘ &) 14253 es minimal que casi se parte a izquierda: supongamos en
efecto que 142 — X es irreducible con X indescomponible. Si X fuera proyectivo, entonces
142 seria un sumando directo de radX. Pero esto es imposible, por lo tanto X no es proyectivo
y existe un morfismo irreducible TX — 142 . Esto implica que 7X =1 6 X = 2, y luego
X=36X= 14253. Por consiguiente 7! ( %) es el coniicleo en la sucesion exacta

4
Oﬁlzﬁ

]

N~

45 45
D193~ 23—

Continuamos de esta manera, construyendo paso a paso los contdcleos hasta llegar a un in-
y

yectivo o a un sumando directo del radical de un proyectivo (en nuestro caso, éste debe ser

425 =radPs, que es indescomponible).

Aqui, g y ‘1‘ son inyectivos, mientras que 425 = radPs. Luego tenemos un morfismo irre-

. 6 . . . .
ducible 425 — 425. Por otro lado, el mismo razonamiento de mds arriba muestra que el
6 .. . . .
morfismo 425 — 425 @® 5 @4 es minimal que casi se parte a izquierda. Entonces podemos

calcular el contcleo y continuar hasta terminar en los inyectivos:
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Como vemos, en tanto no haya inyectivos ni proyectivos en el camino, la construccion
se hace simplemente calculando los contcleos (o los nicleos, si uno empieza por los in-
yectivos). Sabemos que un proyectivo va a aparecer cuando aparezca un sumando directo
de su radical (dualmente, inmediatamente después de un inyectivo, aparecen los sumandos
directos del cociente del inyectivo en cuestion sobre su zdcalo).

(c) Sea A dada por el carcaj

<

ligado por la relacién fa =0. Aqui P, =1, P, = %, P = % y Py = 4%.
Calculamos facilmente I'(modA) :

1 e ) / %\34/4
\%/ ..... \3/2\ .
\3 o

(d) Sea, como en el Ejemplo 2.12, A el dlgebra dada por el carcaj

o
lo=—=02

ligado por la relaciéon a8 = 0. Ya sabemos que ['(modA) tiene ciclos orientados, por haber
calculado en (2.12) las siguientes sucesiones que casi se parten:

O—)Z—)é—)l—)()
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2

l—>2—>0.

0—1—

Por lo tanto el método del tejido no se aplica aqui. Sin embargo % = P =radP,. Entonces
podemos ubicar los dos proyectivos:

2 1
\?
2

(donde identificamos las dos copias de 2). Ahora, se prueba como antes que el morfismo

2 .. . . . . _ .
% — 1P % es minimal que casi se parte a izquierda. Por consiguiente, T 1(%) es el conucleo

en la sucesidn exacta

O%%%l@%%%ﬁo.
2

En otros términos, el carcaj de Auslander-Reiten estd dado por:
@\ I /@
: 1 / \ 2 .
2 1
2
\ : /
2

. . . 2 . .
(donde identificamos las dos copias de 2). Observemos que % = I, es inyectivo y que % =D

2 . .
/ socly, lo cual confirma que el morfismo 1— 2 es irreducible.
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CAPITULO II
MODULOS INCLINANTES

1. ALGEBRAS DE ENDOMORFISMOS

La teoria de inclinacién consiste en comparar las categorias de médulos sobre un dlgebra
de artin dada A y sobre el dlgebra de endomorfismos B de un A-médulo 7', que se elige
“suficientemente proximo” del generador A4.

Sean A un algebra de artin y 74 un A-mddulo a derecha (por el momento, arbitrario).
Escribimos B = End T4. La accién natural de B en T hace de este dltimo un B — A-bimddulo,
dado que la linealidad de cada elemento f € B implica

f(ta) = f(t)a= (ft)a

paratodor €T yac A.
Por lo tanto, para todo A-mddulo a derecha M, el grupo abeliano Homy (7, M) tiene una
estructura de B-moédulo a derecha dada por

(fb)(1) = f(br)

para f € Homy(T,M), b € Byt € T. De la misma manera, para todo B-mddulo a derecha
X, el grupo X ®p T tiene una estructura de A-mdédulo a derecha dada por

(x®t)a=x® (ta)
paraxe X,t € T y a € A. Tenemos asi dos funtores aditivos

Homy (7, —) : modA — modB

—®pT : modB — modA.

Es bien conocido que estos dos funtores son adjuntos y que la counidad y la unidad de esta
adjuncion son respectivamente los morfismos

SMZHOI’IIA(T,M) QT — M
fer— f(t)
(para f € Homy(T,M)yt€T)y
Ox IX—>HOH1A(T,X®BT)
X+ (t—x®t)
(paraxeXyteT).

Lema 1.1. (a) Sea Ty € addT. Entonces €g, es un isomorfismo.
(b) Sea P € addB. Entonces Op es un isomorfismo.
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Demostracion. Probaremos sélo (a), pues la demostracion de (b) es similar. Resulta de
la aditividad de los funtores involucrados que es suficiente verificar el enunciado cuando
To =T. Eneste caso &7 : Homy (7,7) ®pT = B®p T — T define la estructura de B-mddulo
de T y entonces es un isomorfismo de A-médulos. O

El resultado principal de esta seccion es que el funtor Homy (7, —) aplica los objetos de
addT sobre los de addB, es decir, sobre los B-mddulos proyectivos. Por otro lado, la res-
triccion a addT de este funtor induce una equivalencia entre add7" y addB de cuasi—inversa
— ®p T. Por esta razén, la proposicioén siguiente es frecuentemente llamada “Lema de
proyectivizacién” (ver [AuRS] (IL.2.1) p.33 6 [ASS] (VL.3.1) p. 202).

Proposicion 1.2. (a) Sean Ty € addT y M un A-médulo. La aplicacion f — Homy(T, f)
induce un isomorfismo funtorial

Homy (Ty, M) = Homg(Homy (T, Ty), Homy (T, M)).

(b) Los funtores Homy (T, —) y — ®p T inducen equivalencias cuasi inversas entre addT
y addB.

Demostracion. (a) Nuevamente, basta verificar la validez del enunciado cuando 7y = T. En
tal caso, los isomorfismos funtoriales

Homg(Homy (7, T),Homu (T, M)) = Hompg(B,Homy (T,M)) = Homy (T, M)

aplican Homy (7, f) sobre Homy (T, f)(idr) = f idr = f.

(b) Sea Ty € addT . Entonces Homy (7, Tp) € addHomy (7, T) = addB. Luego Homy (7', —)
aplica addT en addB. Asimismo, — ®p T aplica addB en add7". Resulta de (1.1) que estos
funtores (restringidos a add 7" y add B, respectivamente) son cuasi—inversos. O

Nota 1.3. (a) Una consecuencia inmediata de (1.2)(b) es que B = End T} es bdsica si y so-
lamente si en la descomposicion T = @7, 7; de T en sumandos directos indescomponibles,
se tiene T; 2 T para i # j.

(b) En analogia con (1.2)(a) tenemos que, para P en addB y X € modB, la aplicacién
g+ g®T induce un isomorfismo Homg(X,P) — Homy (X ®pT,PRpT).

Probamos, a modo de corolario, una version del famoso Teorema de Gabriel-Mitchell (que
nos serd ttil en la seccion (II1.6)). Recordamos que un A-médulo M se dice generado por
T si existe un epimorfismo 7" — M, para algin entero m > 0. Se designa por GenT a la
subcategoria plena de modA formada por los A-mddulos generados por 7.

Ejemplo 1.4. Para todo A-mddulo M, se tiene que Homy (T,M) ®p T € GenT. En efecto,
siendo Homy (7, M) un B- mddulo finitamente generado, resulta que existe un epimorfismo
B™ — Homy(T,M), con m > 0. De aqui obtenemos un epimorfismo 7" = B" @p T —
Homu (T,M)®T.

Corolario 1.5. Sean o/ una subcategoria abeliana plena de modA y T € o/ un objeto
proyectivo tal que </ = GenT. Sea B = EndTy. Entonces el funtor Homy (T, —) : &/ —
mod B es una equivalencia de categorias.
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Demostracion.  Probaremos primero que el funtor Homy (7, —) es denso. Sea X un B-
modulo, y sean Py, P| € add B tales que hay una sucesion exacta

PSP —X—0.

Sabemos por (1.2)(b) que existen Ty, 71 € add7T y un morfismo f : T} — Ty tales que g =
Homy (7, f). Sea M = Coker f. Aplicando Homy (7, —) a la sucesi6n exacta

h—-Ty—M—0

obtenemos, dada la proyectividad de T en .7, un diagrama conmutativo con filas exactas,

Homy (7,T)) — Homy(T,Ty) — Homy(T,M) —— 0

| | |

P Py X 0

112
Il

del cual resulta lo enunciado.
Basta ahora demostrar que Homy (7, —) es fielmente pleno, esto es, que para todo M,
N € &7 se tiene un isomorfismo

Homy (M,N) — Homg(Homu (T,M),Homy (T,N))

dado por f — Homyu (T, f).

En virtud de (1.2)(a) sabemos que lo enunciado es valido si M € addT. Sea M arbitrario.
Como &/ = GenT, existe un epimorfismo p : T™ — M, con m > 0. Como </ es abeliana,
L = Ker p pertenece a o7 , por lo que es a su vez generado por 7. Se tiene asi una sucesion
exacta

nh—-Tp—M—0

con Ty, Ty € addT. Se deduce un diagrama conmutativo con filas exactas

0 ———> Homy (M,N) Homy (7p,N) Homy (T1,N)

| 1~ l~

0 — Hompg(Homy (7,M),Homy (T,N)) — Homg(Homy (7, 7y),Homy (T,N)) — Homg(Homy (7, T;),Homu (T, N))

lo que termina la demostracion. g

La hipdtesis hecha en (1.5) es bastante restrictiva, y es claro que en general la subcategoria
GenT de modA no es equivalente a mod B. Entonces es razonable preguntarse qué subcate-
gorias de mod B son equivalentes a la subcategoria Gen7 de modA. Como uno desea que
los funtores Homy (7, —) y — ®p T sean equivalencias cuasi inversas entre estas dos subcate-
gorias, un punto de partida posible seria tratar de determinar cudndo el morfismo funtorial
€y es un isomorfismo.

Para esto necesitamos una definiciéon. Sea M un A-mdédulo. Elegimos un conjunto de
generadores {f1,..., fs} del B-mddulo finitamente generado Homy (7, M) y consideramos
el morfismo

f:[fla"wfd]:Td_)M.
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Se dice que f es una add T -aproximacion a derecha de M.

Lema 1.6. Sea M un A-modulo y f : Ty — M una add T -aproximacion a derecha de M (con
Ty € add T ). Entonces

(a) Homy (T, f) : Homu (T, Ty) — Homy (T, M )es un epimorfismo.

() f: Ty — M es un epimorfismo si 'y solo si M estd en GenT .

Demostracion. (a) Resulta de la definicidn.

(b) Como la necesidad es evidente, probemos la suficiencia. Sea M € GenT. Entonces
existe un epimorfismo g : 7" — M, con m > 0. Por la definicién de f (ver (a)), existe
h:T™ — Ty tal que g = fh. Como g es sobreyectiva, también lo es f. O

Es util enunciar explicitamente el dual. Sea M un A-mdédulo. Se elige un conjunto de
generadores {f1,..., fs} del B°’-mddulo finitamente generado Homy (M, T) y se considera

el morfismo
fi

f=1:]1:M-T1°
Ja
Diremos que f es una add T'-aproximacion a izquierda de M.
Recordamos ahora que un A-mddulo M se dice cogenerado por T si existe un monomor-
fismo M — T™, con m > 0. Designamos por CogenT a la subcategoria plena de modA
formada por los A-médulos cogenerados por 7. El lema siguiente es dual de 1.6.

Lema 1.7. Sean M un A-médulo y f : M — Ty una add T—aproximacion a izquierda de M
(con Ty € add T). Entonces

(a) Homu (f,T) : Homy (Tp, T) — Homy (M, T) es un epimorfismo.

() f: M — Ty es un monomorfismo si 'y sélo si M estd en CogenT . 0

Proposicion 1.8. Sea M un A-mdédulo. Entonces €y : Homa(T,M) @ T — M es un epimor-
fismo si y solamente si M € GenT .

Demostracion. Supongamos que €y es un epimorfismo. Sabemos por (1.4) que

Homy (T,M)®pT € GenT. Luego M € GenT. Reciprocamente, supongamos que M € GenT
ysea f: Ty — M, con Ty € addT una addT -aproximacion a derecha de M. En virtud de
(1.6)(b), f es sobreyectivo, por lo que hay una sucesion exacta corta

O—>L—>TOLM—>O.

Aplicando el funtor Homy (7, —) y (1.6)(a), se obtiene otra sucesion exacta corta

0 — Homy (7,L) — Homy (T, Tp) Hom(T.1), Homy (7,M) — 0.

Aplicando a continuacién el funtor — ®p T se obtiene un diagrama conmutativo con filas
exactas

HomA(T,L) QKT — HomA(T,To) QT — HomA(T,M) RKpplT ——— 0

l& l% lgM

0 L To M 0.
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Resulta de (1.1) que &7, es un isomorfismo, de donde &y es un epimorfismo. O

Nota 1.9. (a) Supongamos que en la demostracion precedente tuviéramos L € addT. En-
tonces, en el diagrama, € es un isomorfismo y por lo tanto &, también lo es. Tenemos asi
que es condicién suficiente para que €y sea un isomorfismo para todo M € GenT, que el
nucleo L de una addT -aproximacion a derecha esté en add 7.

(b) El enunciado dual de 1.8 dice que el morfismo funtorial M4 — Homger (Homu (M, T),T)
definido por x — (g — g(x)) es inyectivo si y s6lo si M € CogenT. Nosotros no lo nece-
sitaremos, por lo que no lo demostramos aqui.

Ejemplo 1.10. En toda esta seccion no hacemos ninguna hipétesis sobre el A-médulo 7. En
estas condiciones es dificil esperar una buena relacion entre las categorias modA y modB.
Asi, sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, y A el dlgebra dada por el carcaj

con todas las relaciones de conmutatividad posibles. Entonces el carcaj de Auslander-Reiten
I'(modA) de A estd dado por

l

\/\/\/\/\/

Tomemos 71 = 21314 yIh = 2?4. Entonces T = T1 @ T» tiene exactamente dos sumandos di-

rectos indescomponibles no isomorfos. Entonces, por (1.2)(b), el carcaj de B = End T, tiene
exactamente dos puntos. Veamos que dimy Homy (77,7>) = 2. Como A es de representacion
finita, todo no isomorfismo entre mdédulos indescomponibles es suma de composiciones de
morfismos irreducibles (ver (1.3.5) 6 [AuRS] (2.7.8) p.183). Como en el carcaj hay tres
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caminos de 77 a T», la dimension de Homy (77, 73) es menor o igual que 3. Ahora bien, como
existe una sucesion exacta (que casi se parte)

0=T—HOWe2 —T—0

entonces la suma de los tres caminos es cero, y ademds dos cualesquiera de ellos son lineal-
mente independientes porque sus imdgenes tienen distintos factores de composicion.

Esto prueba lo deseado.

De la misma manera resulta radEnd 77 = 0, radEnd 7> = 0 y Homgy (73, 77) = 0. Entonces,
tanto End 77 como End 7, son anillos de divisiéon. Como k es algebraicamente cerrado, tene-
mos que End7; = ky End 7> = k. Por consiguiente, B es el dlgebra de caminos del carcaj

-
o Z o .

Esta es el dlgebra de Kronecker, que es hereditaria y de representacion infinita (ver [AuRS]
(VIIL.7) p. 302). El algebra de Kronecker es lo que se denomina un dlgebra mansa, es decir
que es posible parametrizar sus médulos indescomponibles de una dimensién dada. Por el
contrario, si T/ = 23* @ 3, se ve facilmente que el carcaj de B' = EndT’4 es

O<——0.
<

Este dlgebra es lo que se llama un édlgebra salvaje: su categoria de médulos contiene la cate-
goria de médulos sobre cualquier dlgebra arbitraria. No podemos entonces esperar obtener
una descripcion completa de mod B’. Como A es de representacion finita, las categorias de
modulos sobre A, By B’ son muy diferentes.

2. PARES DE TORSION Y MODULOS INCLINANTES PARCIALES

En la seccion precedente estudiamos la subcategoria Gen7T de modA. Resulta directa-
mente de la definicion de esta subcategoria, que la misma es cerrada por cocientes (imagenes
epimorficas). Es ttil ver cuando GenT es también cerrada por extensiones. En efecto, en este
caso, determina un par de torsion.

Definicion (Dickson) Un par (.7 ,.%) de subcategorias aditivas plenas de modA es un par
de torsion si:

(a) Homy (M,N) =0 paratodoM € F y N € .F

(b) Si Homy (M, F) = 0 para todo F € .#, entonces M € 7

(c) SiHomy (7T,N) =0 paratodo T € .7, entonces N € .7 .

En otras palabras, es un par de subcategorias aditivas tales que no hay ningtiin morfismo
no nulo de la primera en la segunda, y son maximales con esta propiedad. Calcular un par
de torsién en modA nos da informacion sobre la direccion de los morfismos en modA. Las
subcategorias .7 y .%, llamadas respectivamente clase de torsion 'y clase sin torsion, tienen
caracterizaciones intrinsecas.

Proposicion 2.1. (a) Sea .7 una subcategoria aditiva plena de modA. Existe una subcate-
goria F tal que (7 ,.F) es un par de torsion si y solamente si  es cerrada por cocientes
Y extensiones.

Notas de Algebra 'y Andlisis, Vol 21, 2008



29

(b) Sea .7 una subcategoria aditiva plena de modA. Existe una subcategoria 7 tal que
(7 ,.F) es un par de torsion si y solamente si F es cerrada por submddulos y extensiones.
(c) Sl (7 ,F) es un par de torsion de modA, entonces para todo médulo M existe una
sucesion exacta corta

0—-tM—M—M/tM— 0

contM € F y M/tM € Z, iinica en el sentido que toda sucesion exacta corta
0—-L—-M—N—O0
conL € T yN € .F esisomorfaala precedente.

Demostracion. (a) Supongamos que 7 es la clase de torsion de un par de torsion (J,.%) y
conside-remos una sucesion exacta corta

0O—-M—-M—-M =0

de modA. Aplicando el funtor Homy(—, F), con F € %, se tiene una sucesién exacta a
izquierda
0 — Homy (M",F) — Homy (M, F) — Homy (M', F).

Ahora, M € .7 implica Homy (M, F) = 0 para todo F € .7, de donde Homy(M",F) =0
para todo F € .% y por lo tanto M" € .7. Luego .7 es cerrada por cocientes. De la misma
manera, M'.M" € 7 implicaM € 7.

Reciprocamente, sea .7 una subcategoria cerrada por cocientes y extensiones. Para todo
moédulo M, sea tM la traza de 7 en M, esto es, la suma de las imagenes de todos los
morfismos de objetos de .7 en M:

tM=Y{Im¢ |¢:T —M,TeT}

Resulta de la hipdtesis que tM € .7 y, mas atin, que tM es el mayor submédulo de M que
estd en 7. En particular, se tiene que M € .7 si y solamente si M = tM. Se tiene asi una
sucesion exacta corta

0—tM—M—M/tM— 0. (*)

Afirmamos que (M /tM) = 0. En efecto, pongamos t(M /tM) = M’ /tM, donde M’ es un
submoddulo de M que contiene a tM. La hipdtesis que .7 es cerrada por extensiones y la
sucesion exacta corta

0—tM—M —M/tM— 0

implican que M’ € 7. Pero entonces M’ CtM y t(M/tM) = M'/tM = 0, lo que prueba lo
afirmado.

Escribamos ahora .# = {M € modA |tM = 0}. En particular, para todo A-mé6dulo M se
tiene M /tM € .%. Veamos que (.7,.%) es un par de torsion. Sean M € ., N € .Z. Siun
morfismo f : M — N es no nulo, también lo es la aplicacién inducida M = tM — Imf, de
donde N # 0, lo que es una contradiccién. Entonces Homy (M, N) = 0. Supongamos ahora
que Hom(M,F) = 0 para todo F € .%. Entonces de la sucesion (x) arriba obtenida resulta
que M/tM =0 y por lo tanto M = tM € 7. De manera andloga se demuestra la dltima
condicion.

(b) Resulta de (a) por dualidad.
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(c) Hemos probado la existencia de la sucesion (x). Falta probar la unicidad. Sea
0—-L—-M—N-—O0

una sucesion exactacon L € .7 y N € .%. Como tM es el mayor submoddulo de M pertenecien-
te a 7, se tiene una inyeccion j: L — tM y por lo tanto un diagrama conmutativo con filas
exactas

0 L M N 0
J id g
0 tM M M/tM — 0

Del lema de la serpiente se tiene que Kerg = tM/L € 7. Como N € .7 y (7 ,.%) es un par
de torsion, se tiene que Kerg = 0. Luego tM = Ly por consiguiente N = M /tM.
O

La sucesién exacta de (c) se dice canonica. Una consecuencia inmediata de la existencia
de sucesiones canonicas es que un A-moédulo simple estd o bien en .7, o bien en ..

Es claro que, si T es arbitrario, no hay razén para que GenT sea una clase de torsion, es
decir, sea cerrada por extensiones (por ejemplo, si A estd dada por un carcaj que contiene una
flechax — y, entonces Gen(S, @ Sy) no es cerrado por extensiones). Daremos una condicién
suficiente para que éste sea el caso.

Lema 2.2. Sea T un A-mddulo tal que Ext)(T,M) = 0 para todo M € GenT. Entonces
GenT es una clase de torsion. Ademds, la clase sin torsion correspondiente es {M €
modA | Homy (7,M) = 0}.

Demostracion. Para demostrar la primera afirmacion basta probar que GenT es cerrado por
extensiones. Sea 0 — L — M — N — 0 una sucesion exacta corta con L,N € GenT. Como
Ext} (7,L) =0, el funtor Homu (T, —) induce una sucesi6n exacta

0 — Homy (7,L) — Homy (T,M) — Homyu (T,N) — 0

y obtenemos un diagrama conmutativo con filas exactas

Homy (T,L) @ T — Homu(T,M)®T — Homu(T,N)@pT ———— 0

l& lgM lgN

0 L M N 0.

Sabemos por (II, 1.8 ) que & y & son epimorfismos. Entonces &, también lo es, o sea
M € GenT.
Sea M sin torsién. Como T € GenT, se tiene que Homy (7, M) = 0. Reciprocamente, sea
M tal que Homy (T,M) =0, y sea L € GenT. Entonces existe un epimorfismo 7" — L, con
m > 0. Por lo tanto Homy (L, M) = 0, de donde M es sin torsion. O

Como mencionamos anteriormente, buscamos mdédulos “préximos” a los generadores.
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Definicion. Un mdédulo T se dice inclinante parcial si satisface las dos condiciones si-
guientes:

(T)dpT <1

(T2) Ext}(T,T) = 0.

Por ejemplo, todo médulo proyectivo es inclinante parcial.

La nocién dual es la de modulo coinclinante parcial. Asi, un A-médulo 7' se dice coin-
clinante parcial si di7T <1y Ext}x(T, T) =0. Es evidente que T es un A-médulo inclinante
parcial siy sélo si DT es un A°’-mddulo coinclinante parcial. Estas dos nociones (inclinante
y coinclinante parcial) coinciden evidentemente si A es un dlgebra hereditaria.

Lema 2.3. Sea T un A-médulo tal que dpT < 1. Entonces T es inclinante parcial si y solo
si Ext) (T,M) = 0 para todo M € GenT.

Demostracion. Supongamos que T es inclinante parcial y sea M € GenT. Entonces existe
una sucesion exacta corta

0—-L—->T"—M-—Q0,

con m > 0. Como dp7 < 1 se obtiene un epimorfismo
Ext} (T, T™) — Ext} (T,M) — 0.

Luego Ext} (7, T) = 0 implica Ext} (T,M) = 0 para M € GenT. La reciproca es inmediata.
O

Una consecuencia directa del lema es que todo mddulo inclinante parcial induce un par de
torsion (A (T),Zo(T)), con F(T) =GenT y Fo(T) = {M € modA | Homy (T,M) = 0}.
Existe una terminologia para esto, debida a Auslander y Smal¢.

Definicion. Sea % una subcategoria aditiva plena de modA, cerrada por extensiones. En-
tonces un objeto M de % se dice

(a) Ext-proyectivo en € si Ext}(M,C) = 0 para todo C € €.

(b) Ext-inyectivo en ¢ si Ext}(C,M) = 0 para todo C € %.

El Lema 2.3 se reformula diciendo que si 7 es un médulo inclinante parcial, entonces es
Ext-proyectivo en GenT (que es cerrado por extensiones, por (2.2)). En consecuencia, todo
objeto no nulo 7y € add T es también Ext-proyectivo en GenT .

El lema siguiente, debido también a Auslander y Smal@, facilita el cdlculo de los Ext-
proyectivos y de los Ext-inyectivos.

Lema 2.4. Sea (7 ,.%) un par de torsion.
(a) Si L € J es indescomponible, entonces L es Ext-proyectivo en T si'y sélo si TL € F.
(b) Si N € .F es indescomponible, entonces N es Ext-inyectivo en F si y sélo si T"'N €

T.

Demostracion. Probaremos so6lo (a), pues (b) es dual.
Supongamos 7L € .% y M € .7 . La férmula de Auslander-Reiten da:

Ext} (L, M) =2 DHomy (M, tL) C DHomy (M, tL) = 0.
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Reciprocamente, sea L € .7 un indescomponible Ext-proyectivo en .7y consideremos la
sucesion candnica para tL en el par de torsion (.7, . F)
0 — t(tL) = tL 2 tL/t(1L) — 0.
Si TL ¢ % entonces p no es un isomorfismo y por lo tanto no es una seccién. Pero entonces

. . . S g . . .
la sucesion que casi se parte 0 — 7L — E = L — 0 induce un diagrama conmutativo con
filas y columnas exactas

0 0
1 g
0 —— t(tL) F L 0
i h =
0 7L ! E ¢ L 0

tL/t(tL) —— tL/t(tL)

0 0

Como t(tL) € J y L es Ext-proyectivo en .7, la sucesion de arriba se parte. Entonces existe
! 1 ! 1

g" L — Ftalque g'¢g"” = idy. Porlo tanto, g(hg") = (gh)g" = ¢'¢" = idy y 1a sucesion que
casi se parte, se parte, lo que es absurdo. O

En particular, si 7' es inclinante parcial, entonces t7 € %y (T).

Volviendo al Lema 2.3, vemos que resulta de su demostracién que, si 7 es un médulo in-
clinante parcial, entonces GenT C {M |Ext}(T,M) = 0}. Probaremos ahora que este tltimo
conjunto es también una clase de torsién que contiene a 7 (7).

Lema 2.5. Sea T un mddulo inclinante parcial. Entonces la clase 71(T) = {M € modA |
Ext} (T,M) = 0} es una clase de torsién que contiene a Fp(T).

Demostracion. Basta demostrar que 71 (T) es cerrada por cocientes y extensiones. Sea
entonces 0 — M’ — M — M" — 0 una sucesion exacta corta. Como dp T < 1 se obtiene una
sucesion exacta

Ext} (T,M") — Ext (T,M) — Ext}(T,M") — 0.
Por lo tanto, M € 7, (T) implica M" € 7, (T). De la misma manera, M',M" € 71 (T) impli-
can M € Z1(T). Por 2.3 tenemos que %(T) C 7 (T). O
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Como T es evidentemente Ext-proyectivo en .71 (T), resulta de (2.4) que ©T pertenece a
la clase sin torsion correspondiente % (7). En realidad, se puede demostrar que .7 (T) es
la clase Cogen(tT) de todos los médulos cogenerados por 77': la demostracion es dual de la
de (2.2), utilizando la observacion (II.1.9)(b). Nosotros no las necesitaremos aqui.

Antes de pasar a los ejemplos necesitaremos algunas observaciones sobre los médulos
inclinantes parciales que son fieles. La razon es que, si bien un A-mdédulo inyectivo 7 estd in
J1(T), no siempre sucede que [ esté también en .7 (T'). Veremos que éste es el caso cuando
T es fiel. Recordamos que un A-médulo M se dice fiel si su anulador AnnM = {a € A|Ma =
0} es nulo.

Lema 2.6. Sea M un A-modulo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) My es fiel.
(b) Toda addM-aproximacion a izquierda Ay — M? es inyectiva.
(c) Ax € CogenM.
(d) DA4 € GenM.

Demostracion. (a) implica (b). Sea M un A-médulo fiel. Elijamos un conjunto {f,..., fa}
h
de generadores del EndM4°”-médulo Homa(A,M) ysea f=| - | 1A — M¢ una add M-

aproximacion a izquierda. Supongamos que a € Kerfyx e M .del isomorfismo canénico
M = Homy (A, M) da un morfismo &, : A — M tal que x = h,(1). La definicién de f implica
que h, se factoriza por f. Entonces f(a) = 0 implica hy(a) = 0, es decir xa = 0. Como x es
arbitrario se tiene que Ma = 0, de donde a = 0.

(b) implica (c¢). Es trivial.

(c) implica (a). Sean g:A — M un monomorfismo y a € A tal que Ma = 0. Entonces
g(a) =g(1)a=0implicaa = 0.

(d) es equivalente a (c). En efecto, para a € A, se tiene que Ma = 0 si y solamente si
aDM = 0. Luego My es fiel si y solamente si 4A € Cogen(4DM), 6 equivalentemente,
DA, € GenMy. ([

Supongamos que 7' es un mddulo inclinante parcial. Entonces, como dp7 < 1, por (1.2.7)
se tiene que Homy (T, 77) = DExt} (T, T) = 0. Si T es fiel la reciproca también vale:

Lema 2.7. Sea T un A-mdédulo. Si T es inclinante parcial entonces Homy (T,7T) =0. Si T
es fiel, la reciproca también vale .

Demostracion. Si T es fiel existe, por (2.6), un epimorfismo 7" — DA, con m > 0. Apli-
cando Homy (—, 7T') se obtiene un monomorfismo

0 — Homy (DA, TT) — Homyu (T™,1T).
Como Homy (7, 7T) = 0, se deduce que Homy (DA, 7T) = 0, de donde dpT < 1. Finalmente,
Ext}(7,T) = DHomy(T,tT) = 0. O

En particular, un médulo inclinante parcial fiel 7 induce un par de torsion (Z(T), %o (T))
con 5(T)=GenT y F%y(T)={M|Homy(T,M) =0}. Resulta entonces de la fidelidad de
T que DA € Z(T).
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Una consecuencia es que todo proyectivo-inyectivo pertenece a add 7': en efecto, si hubiera
un moédulo proyectivo P € GenT, existiria un epimorfismo 7" — P con m > 0, que debe
partirse, pues P es proyectivo, y por lo tanto P € addT.

Ejemplo 2.8. Sea A dada por el carcaj

o4

ly
@) OaO
1 B 2 3

con relacién of = 0. Entonces el carcaj de Auslander-Reiten de A estd dado por

/\/

\/\/\
\/

4 . . . .
El médulo T = 2 es inclinante parcial (por ser proyectivo). Es facil calcular los indescom-

ponibles generados por T: son % , 5y 4. Por lo tanto, J(T) = add{ ‘%, 3,4}, La clase

sin torsion .%((T') es igualmente facil de calcular, pues contiene solamente a los médulos M
tales que Mes = 0. Esto da Z)(T) = add{ 1, 2,2, 3, 3}. Ilustramos esto asi:

donde Z(T) se describe por = y Zo(T) por O . El inico médulo indescomponible

que no es ni de torsion ni sin torsion es 32 y su sucesion candnica es 0 — 2 — 324 —3—0,

dado que 3% € F(T)y 3 € .%(T).

Notas de Algebra y Andlisis, Vol 21, 2008



35

. . . 4
Observamos que los Ext-proyectivos en .%(7T) indescomponibles son %, ‘2‘ y 4, puesto

que todos estan en Z(T) y 1’% =0, 75 = 2,74 = 3 estdn en Fy(T). Calculamos ahora
(Z(T), Z1(T)). Como M € Z1(T) siy sélo si Ext} (T, M) = 0, se tiene que .7; (T) = modA,
en tanto que .71 (T) = {0}.

Sea T' = 3 &3] 324. Entonces T’ es fiel. En efecto, para probar que A4 € CogenT”’, basta
probar que para todo A-mdédulo proyectivo indescomponible P, existe un monomorfismo
P, — Ty, con Ty € addT, lo que vale pues hay monomorfismos 1 — % — %, 53— 3y

4 .
2, 34 € addT’. Por otro lado, se tiene que Homy (7', 7T") = Homy (7’,2) = 0 de donde
resulta, en virtud de (2.7), que 7’ es un médulo inclinante parcial.
) 4
Los indescomponibles generados por T’ son {%, 3.3,%,4,3}. Por lo tanto, F(T') =

add{%, 3.3%%,4,3}. Encuanto a % (T’) = {M| Homy (T’,M) = 0}, como en un dlgebra de
representacion finita todo morfismo es suma de composiciones de morfismos irreducibles,
tenemos que todo moédulo indescomponible M tal que no existe ninglin camino (de un
sumando directo) de 7’ en M en I'(modA) pertenece a .Zo(T”). Luego add{1,%,2,3} C
Fo(T"). Como los otros indescomponibles estdn en 75(T”), se tiene que .%o (T') =add {1, 2,
2, %} Representamos esto en la figura siguiente

P

=

donde, una vez mads, la clase de torsion se designa — 'y la clase sin torsion Q . En
este ejemplo todo indescomponible es, o bien de torsion, o bien sin torsién. Se dice entonces
que el par de torsion es escindido. Daremos abajo una caracterizacion de pares de torsion
escindidos.

Aqui, los Ext-proyectivos indescomponibles de .7(T”) son %, ‘2‘, 324 y 4.

Calculemos ahora (71 (T"), %, (T")). Tenemos que M € 71 (T") siy s6lo si Homy (M,2) =
Homy (M, tT’) = DExt} (T’,M) = 0, es decir si y sélo si 2 no es un sumando directo de

M /radM. Por consiguiente, .7 (T') = add{l,%,?,‘z‘, 34,3,4}. En cuanto a F(T') =
{M € modA | Homy (L,M) =0 paratodoL € 71 (T")}, se ve enseguida que .7 (T') = add{2}
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(en efecto, se tiene un morfismo 1 — 2 con 1 € J1(T")). Representamos esto en la figura

siguiente

A

¥

La sucesién candnica correspondiente al médulo indescomponible %, el tinico que no estd
en 71(T') nien .7 (T'), es
0—1— % —2—=0
porque 1 € 7 (T") y 2 € F(T).
. . . . . 4
Finalmente, los Ext-proyectivos indescomponibles de torsion son 1, %, 324 y % (pero no

en efecto, 75 =3 ¢ .71 (T")).
Segin lo prometido, terminaremos con algunos comentarios sobre los pares de torsion

4.
2.

escindidos.

Definicién. Un par de torsién (.7,.%) se dice escindido si cada A-mddulo indescomponible

pertenece, o bien a .7, o bien a .%#.
Este es el caso, por ejemplo, del par (F(T’), Zo(T')) en el ejemplo arriba. La siguiente

caracterizacion nos serd de utilidad.
Proposicion 2.9. Sea (.7 ,.F) un par de torsion de modA. Las condiciones siguientes son

equivalentes:
(a) (7, .F) es escindido.
(b) Para todo A-modulo M, la sucesion candnica se parte.
()t~ 'M e 7, paratodoM € 7.
(d) TN € .Z, para todo N € Z.

Demostracion. (a) implica (c). Sea
0—-M—E—>1'M—0

la sucesion que casi se parte que comienza en M. Como para todo sumando directo indes-
componible E’ de E se tiene que Homy (M, E’) # 0, entonces M € .7 implica E’ ¢ .%. Luego
E' € 7, por hipétesis. Por consiguiente, E € .7 y entonces T~ 'M € 7.

(c) implica (b). Sea

0—-tM—-M—M/tM— 0
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la sucesion canénica para M. Entonces Exth(M/tM,tM) = DHom, (7t~ (tM),M/tM) C
DHomy (! (tM),M/tM) = 0, pues T~ ! (tM) € 7. Luego la sucesion se parte.

(b) implica (a). Sea M un A-mdédulo indescomponible. La hipétesis implica que M =
tM &M /tM. Pero entonces, o bien M =tM € F,obien M =M /tM € .F.

De manera andloga se demuestra la equivalencia de estas condiciones con (d). O

Es facil ver que la condicion (b) equivale a la siguiente:
(b’) Ext, (M,N) =0 paratodo M € F,N € 7.
Esto resulta de la unicidad de la sucesién canénica (ver (2.1)).
Los pares de torsion escindidos serdn particularmente ttiles en el capitulo siguiente.

3. MODULOS INCLINANTES

Definicion. Un A-mdédulo inclinante parcial T se dice inclinante si satisface la propiedad
adicional
(T3) Existe una sucesion exacta corta

0—Ay—Ty— T —0
conT’,T" € addT.

Recordamos que T es inclinante parcial si dp7 <1y Ext}‘(T, T) = 0. Por ejemplo, todo
progenerador es un médulo inclinante.

La nocion dual es la de mddulo coinclinante. Asi, un A-mddulo T es coinclinante si
diT <1, Ext}{(T, T) = 0y existe una sucesion exacta

0—>TX—> X—>DAA—>O

con Ty, T, € addT. Es claro que un A-médulo T es inclinante si y s6lo si DT es coinclinante.
Finalmente, si A es hereditaria, todo médulo inclinante es coinclinante y reciprocamente.
Puede interpretarse que los axiomas de mddulo inclinante significan que un médulo in-
clinante es “bastante proximo” al médulo A4. Una condicién suficiente para que (T3) sea
verificada es que, para todo A-médulo proyectivo indescomponible P, exista una sucesion
exacta corta
0—-P—-T —=T"—0

conT',T" € add T. No es inmediatamente evidente que esta condicion sea igualmente nece-
saria. Probaremos esto mas adelante en (3.8).

Una consecuencia directa del axioma (T3) y de (I.2.6) es que todo mddulo inclinante es
fiel. Se deduce una primera caracterizaciéon de los médulos inclinantes.

Lema 3.1. Un A-médulo T es inclinante si'y solo si Homy(T,tT) =0y T satisface (T3).

Demostracion. En efecto, si T es inclinante, dpT < 1y luego Homy (T, tT) = DExt} (T,T)
= 0. Reciprocamente, si T satisface (T3) entonces es fiel. Luego, por (II.2.7), es inclinante
parcial y, por lo tanto, inclinante. O

Por otra parte, no es valido en general que un médulo inclinante parcial fiel es inclinante.
Asi, el médulo fiel 77 del Ejemplo (2.8) no es inclinante, como veremos mds adelante.
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Necesitamos el lema siguiente.

Lema 3.2. Sean M, T € modA . Entonces existe una sucesion exacta corta
(%) 0—-M—E—Ty—0

con Ty € addT, tal que el morfismo de conexion & : Homa (T, Ty) — Exth (T, M) inducido por
el funtor Homy (T, —) es sobreyectivo.

Demostracion. Si Ext)(T,M) =0 el lema es trivial. Supongamos entonces que Ext! (T, M)
#0ysea{ey,...,e;} un conjunto de generadores del End T3-médulo Ext} (7, M).
Representamos a cada e; por una sucesion exacta:

0-MIE ST 0.

El morfismo codiagonal k = [idyy, . .., idy) : M® — M induce un diagrama conmutativo con
filas exactas

donde u;,u’,u’’ son las inclusiones respectivas en la coordenada i-ésima y f,g son las apli-

12

caciones inducidas en la suma directa. Como kuf = idy, del precedente se deduce otro
diagrama conmutativo con filas exactas:

0 Y Ly 0
0—M-LoE—5pa—y, (+)

Si e designa al elemento de Ext}‘(Td,M ) representado por la sucesion (x) de abajo, este
dltimo diagrama se expresa diciendo que ¢; = Ext} (u/,M)e = §(u!') para cada i. Luego §
es sobreyectiva y la sucesion (x) satisface lo pedido. O

Una consecuencia inmediata de (3.2) es el llema siguiente, llamado Lema de Bongartz,
que dice que todo mddulo inclinante parcial puede ser completado a un médulo inclinante.

Lema 3.3. (Bongartz) Sea T un médulo inclinante parcial. Entonces existe un médulo E tal
que T B E es inclinante.

Demostracion. Aplicando (3.2), existe una sucesion exacta

(%) 0—-A—E—Ty—0
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tal que Ty € addT y el morfismo de conexién & : Homy (T, Ty) — Ext) (T, A) inducido por el
funtor Homy (7, —) es sobreyectivo. Aplicando Homy (7, —) a (x) se obtiene una sucesién
exacta

...Homy (T, Ty) > Ext\ (T,A) — Ext\ (T, E) — Ext\(T,Tp) = 0.
Como § es sobreyectivo, resulta que Ext} (T, E) = 0.

Si se aplican sucesivamente los funtores Homy (—,7) y Homy (—, E) a la sucesion (x) se
obtienen andlogamente sucesiones exactas

0= Ext}(Tp,T) — Exty(E,T) — Ext}(A,T) =0

0 = Ext} (Ty, E) — Ext) (E,E) — Ext}(A,E) = 0.

Luego Ext},(T GE,THE)=0. Como dpT < 1, la sucesion exacta (x) da también dpE < 1.
Finalmente, la sucesion (x) es la sucesion de (T3). Esto prueba que T & E es un mdédulo
inclinante, como queriamos. O

Es importante observar que hemos probado que, para toda sucesion exacta
0—-A—E—Ty—0

con Ty € addT tal que el morfismo de conexién & : Homy (T, Ty) — Ext} (T,A) es sobreyec-
tivo, el médulo T & E es inclinante. Cada tal sucesion se dice una sucesion de Bongartz para
T,y el médulo E se dice un complemento de Bongartz de T

La consecuencia més notable del Lema de Bongartz es que un médulo inclinante parcial
es inclinante si y s6lo si el nimero de clases de isomorfismo de sumandos indescomponibles
de T es igual al rango del grupo de Grothendieck Ky(A) de A, es decir al nimero de clases
de isomorfismo de A-moédulos simples (en virtud de 1.1.4). Probaremos este resultado en
(IL.5.6).

Corolario 3.4. Sea E un complemento de Bongartz del médulo inclinante parcial T. En-
tonces 7 (T) = 71(T ®E).

Demostracién. Es claro que, para un A-médulo M, la condicién Ext} (T ® E, M) = 0 implica
Ext} (T,M) = 0. Luego 71 (T ®E) C Z(T).
Reciprocamente, sean M € Z1(T) y

0—-A—>E—-T? 50

una sucesion de Bongartz para T. Aplicando el funtor Homu (—, M) resulta una sucesion
exacta

0 = Ext! (T9,M) — Ext\ (E,M) — Ext}(A,M) = 0.

Luego Ext} (E,M) =0y por lo tanto Ext} (T ® E, M) = 0. Esto muestraque 7 (T) = 7 (T ©
E). O

El teorema siguiente da varias caracterizaciones equivalentes de los médulos inclinantes.
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Teorema 3.5. Sea T un A-mddulo inclinante parcial. Las condiciones siguientes son equiva-
lentes:
(@) T es un modulo inclinante.

(b) %(T) = F1(T).

(c) Para todo M € 1(T) existe una sucesion exacta
.—m =T —Ty—M—0

con T; € add T para todo i.
(d) L es Ext-proyectivo en F1(T) si 'y sélo si L € addT.

Demostracion. (a) implica (b). Sabemos ya, por (I. 2.5), que % (T) C Z1(T). Reciproca-
mente, sean M € 7(T) y

0—>tM—M—M/tM— 0
la sucesion candnica de M en el par de torsion (S (T), %o(T)). Como M /tM € Fy(T), se
tiene que Homy (7, M /tM) = 0. Por otro lado, el funtor Homy (7, —) da una sucesién exacta

Ext} (T,M) — Ext} (T,M/tM) — 0

puesto que dpT < 1. Luego Ext! (7, M) = 0 implica Ext} (T, M /tM) = 0. Apliquemos ahora
el funtor Homy (—, M /tM) a la sucesién exacta del axioma (T3)

0—Ay— Ty — T, —0
con T',T" € addT. Esto da una sucesion exacta
0 = Homy (T', M /tM) — Homy (A, M /tM) — Ext} (T", M /tM) = 0.

Por lo tanto, M /tM = Homyu (A,M /tM) = 0. Luego M =tM € F(T).
(b) implica (c). Sea M € F(T) = Z(T). Comenzamos probando la existencia de una
sucesion exacta
O—L—Ty—M—0
conTp€addT yLe Z(T). ComoM € GenT, resulta de (II.1.6) que una add T-aproximacién
f:To— M, con Ty € addT, es sobreyectiva. Pongamos L = Ker f y apliquemos el funtor
Homy (7, —) a la sucesion exacta corta

O—>L—>TOLM—>O.

Obtenemos una sucesion exacta
H
Hom(), Hom, (T, M) — Extl(T,L) — Ext} (T, Ty) = 0.
Dado que f es una add T-aproximacion, el morfismo Homy (7, f) es sobreyectivo. Luego
Ext}(7,L) = 0. Esto prueba entonces que L € 71 (T) = Z(T). El enunciado de (c) se
obtiene entonces por recurrencia.

(c) implica (d). Supongamos que L € add7T'. Entonces es claro que L es Ext-proyectivo en
J1(T) = {M| Ext}(T,M) = 0}. Reciprocamente, supongamos que L es Ext-proyectivo en
Z1(T). Por (c) sabemos que existe una sucesion exacta

0—=L —-Ty—L—0

.. .HOI‘DA(T, T())
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conTy € addT y L’ € Z;(T). Como L es Ext-proyectivo en .7, (T), se tiene Ext} (L,L") = 0.
Luego esta sucesion se parte y L € add T'.

(d) implica (a). Sea0 — A — E — Tp — 0 una sucesion de Bongartz para 7. Para probar
que T es inclinante basta probar que E € add7. En virtud de (d), esto se reduce a pro-
bar que E es Ext-proyectivo en .71 (T). En efecto, como 7 @ E es inclinante, se tiene que
Ext}(T,E) =0, de donde E € 71 (T). Sea M € 71 (T). Aplicando Hom, (—, M) ala sucesién
de Bongartz encontramos una sucesion exacta

0 = Ext! (Ty,M) — Ext} (E,M) — Ext} (4,M) =0,
de donde Ext} (E,M) = 0, probando lo deseado. O

Por lo tanto, si T es un A-mddulo inclinante, las clases de torsion % (T) y Z1(T) coinci-
den. Notaremos .7 (T) = %(T) = 7 (T) y #(T) = %y(T) = .Z(T). Asi, el par de torsién
inducido es (7 (T),.Z#(T)).

Extraeremos ahora algunas consecuencias de 3.5.

Corolario 3.6. Sean T un A-modulo inclinante y B = EndTy. Entonces:
(a) El funtor Homy (T, —)| 7(r) preserva sucesiones exactas cortas.

(b) El funtor Ext (T, —)| 7(T) Preserva sucesiones exactas cortas.

Demostracion. (a) Sea 0 — L — M — N — 0 una sucesion exacta de .7 (T). Como
Ext} (7,L) = 0 se tiene una sucesién exacta en mod B

0 — Homy(7,L) — Homyu (T,M) — Homyu (T,N) — 0.
(b) es similar, teniendo en cuenta el hecho que Ext/%(T, —)=0. a

Corolario 3.7. Sean T un A-mddulo inclinante y B =EndTy. Entonces M € 7 (T) si y sélo
si &y : Homy (T,M) @ T — M es un isomorfismo.

Demostracion. La suficiencia resulta de (IL.1.8). Probemos la necesidad. Sea M € .7 (T).
Existe, por (3.5)(c), una sucesion exacta

O—-K—-T1—Tp—M—0
con Ty, Ty € addT y K € 7 (T). Utilizando (3.6), obtenemos una sucesion exacta
Homy (T, T) — Homy (7T, Ty) — Homyu (T,M) — 0.

Aplicando el funtor exacto a derecha — ®p 7T tenemos un diagrama conmutativo con filas
exactas

Homy (T,T1) @ T ——— Homu(T,Ty) T —— Homy (T,M) R T —— 0

gTOl Srll eMl

T, e Ty _— M — 0.

Sabemos por (II.1.1) que €7, €7; son isomorfismos y, por lo tanto, €y también lo es. O
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Corolario 3.8. Un modulo inclinante parcial T es inclinante si y solo si para todo A-modulo
proyectivo indescomponible P existe una sucesion exacta

0—-P—Ty—Ty —0
con Ty, Ty € addT.
Demostracion. Siendo la suficiencia evidente, probemos la necesidad. Si T es inclinante,

existe una sucesién exactaQ) — A — T/ — T” — 0 con T’,T” € add T. Entonces una retrac-
cién p : A4 — P induce un diagrama conmutativo con filas exactas

0 A T T" 0
R
0 P F T" 0.

Basta demostrar que F' € add 7. Como p es sobreyectivo entonces f también lo es, de donde
F e 9(T). SeaM € .7 (T). Entonces Homy (—, M) aplicado a la sucesion de abajo induce
una sucesion exacta

0 = Ext} (7", M) — Ext} (F,M) — Ext} (P,M) = 0.
Luego Ext} (F,M) = 0. Del teorema resulta que F € add 7. O

Corolario 3.9. Sea T un A-mddulo inclinante. Entonces L € addT siy sélosiLe 7 (T)y
tL e F(T).

Demostracion. El resultado es consecuencia del teorema y de (I1.2.4). O

Nota 3.10. Sea T un A-médulo inclinante. Se sabe que los Ext-proyectivos de .7 (T') son los
objetos de addT'. Por otro lado, los Ext-inyectivos de .7 (T') coinciden con los A-mdédulos
inyectivos. En efecto, es claro que, como todos los A-médulos inyectivos indescomponibles
estdn en .7 (T ), entonces son Ext-inyectivos en esta subcategoria. Reciprocamente, si M es
un A-médulo Ext-inyectivo de .7 (T'), sea j : M — I una cépsula inyectiva y consideremos la
sucesion exacta

0—-M—1—1/M—0.

Como I € 7 (T), también I /M € .7 (T), Por lo tanto Ext} (I/M,M) = 0y la sucesi6n prece-
dente se parte. Luego M es inyectivo.

A continuacién probaremos que un médulo inclinante es un médulo inclinante parcial que
tiene un nimero maximal de sumandos indescomponibles no isomorfos.

Corolario 3.11. Un A-médulo T es inclinante si y solo si es un modulo inclinante parcial
tal que, para cada médulo E tal que T @ E es inclinante parcial, tenemos E € addT.

Demostracion. La suficiencia es facil: sean 7 un moédulo inclinante parcial que verifica
la condicién del enunciado, y E un complemento de Bongartz para 7. Entonces T & E es
inclinante y, en particular, es inclinante parcial. Por hipétesis tenemos que E € addT. Luego
T es inclinante.
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Reciprocamente, sean 7 un A-mdédulo inclinante y E tales que 7 & E es inclinante parcial.
En particular, Ext}(7,E) = 0 implica E € 7 (T). Sea M € 7(T). Como T es inclinante,
existe un epimorfismo f : 7o — M, con Ty € add 7. Como dpE < 1, tenemos un epimorfismo
Ext} (E, f) : Ext}(E, Ty) — Ext}(E,M). Entonces Ext} (E,T) = 0 implica Ext} (E, M) = 0.
Por lo tanto E es Ext-proyectivo en .7 (T) y, por (I1.3.5)(d), tenemos E € addT. O

Ejemplo 3.12. (a) El médulo fiel 77 = % &) 324 del Ejemplo (I.2.8) no es inclinante. En

, . ., 4
efecto, el contdcleo ‘2‘ de la inclusién 1 — % no pertenece a add 7”.

. 4 . o
Mostremos que, por el contrario, U = 2 @ § ® 324 @ 4 es un modulo inclinante.
1

(Ty) dpU < 1 resulta de las resoluciones proyectivas

4 4 4
0%1%%—)3—)0,0%%—)%@%—)324—>O,OH%—>%—>4H0

y de que el médulo % es proyectivo.

. 4 . . . ) .
(T,) Puesto que el médulo % es proyectivo e inyectivo, y como 324 @ 4 es inyectivo,

tenemos que Ext} (U,U) = Ext} (4 ® 3,* © 4, %). Entonces, como dpU < 1, obtenemos

Ext}($,4) = DHomy($,7(3)) = DHomy(4,3) =0,
Exty (3, %) 2 DHomy(4,7(3})) =2 DHomys(5,2) =0,y

Ext}‘(zt , ‘2‘) %DHomA(‘z‘ ,7(4)) %DHomA(‘z‘ , %) =0.

(T3) Esto resulta de las sucesiones exactas cortas

4 4
O—)l—)2—>3—>0,0—)%—)%—)4—)0 y
O—>%H324—>4—>0,

Entonces se tiene .7 (U) = Gen(U) = add{%, 3.5,4.3,4 y Z(U)

= {M|Homy(U,M) =0} =add{1,2,2,3}. Se tiene as{
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donde .7 (U) se designa por % y % (U) por Q . Se reencuentra asi uno de los pares
de torsion del Ejemplo (I1.2.8).

. . 4 . . . .
Consideramos ahora el méduloV =162 & 324 @ 4. Verificamos a continuacion que éste
1

es también un moddulo inclinante.

(Ty) Para probar que dpV < 1 consideramos las resoluciones proyectivas

4 4
O%%H%@%H%"—)O y 0%%%%%4%0

4 .
y recordamos que 1 & 2 es proyectivo.

(T,) Para demostrar que Ext} (V,V) 2 Ext} (3,* ©4,1) = 0 basta considerar

Exty (3%, 1) =2 DHomyu (1,7(3})) 2 DHomy(1,2) =0y

Exty(4,1) = DHomy(1,7(4)) = DHomy(1,3) =0

donde se ha utilizado que dpV < 1.

4 . . .
(T3) Como 1y 2 son proyectivos, basta considerar las sucesiones exactas cortas
1

4
O—)%HZHAL—)O y OH%H324—>4—>(),

1
Calculamos ahora el par de torsién correspondiente
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T (V) =Gen(V) = add{l,%,‘z‘, 33,4},

en tanto que
F (V) = {M | Homy(V,M) =0} = add {2, 3}.

Se tiene asi

Notamos que el médulo indescomponible 2 no pertenece ni a .7 (V) ni a % (V). En efecto,
. 4 ..
Homy (V,%) #0, ylasucesiéon 0 — 3 — 2 — 4 — 0 muestra que Ext}(V,?) #0. La sucesién
canodnica correspondiente a % estd dada por
2

0—1—17—-2-0.

(b) Sea A el dlgebra de caminos del carcaj

O =—
1

03
O/
2\
o4,
1

El carcaj de Auslander-Reiten de A estd dado por
34

34

22

\2/3\ ;\34
AUPZNIRN

4
3
2 3 4.

_>3

4 34 , . .
Veremos que T = 2 & % &5 ‘2‘ @ 4 es un modulo inclinante.
1

(Ty) Resulta del hecho que A es hereditaria.
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(T) Para probar que Ext}‘(T, T)= Ext}‘(%4 ©iD4, % @ %) =0, se usan los isomorfismos
Ext},(?, %) zDHomA(‘%‘,r(?)) zDHomA(‘%‘,z) —0
Ext/g(?, ) %DHomA(‘z‘,r(?)) ~ DHomy(4,2) =0
Extl (4, ‘%‘) sDHomA(‘%‘,f@)) zDHomA(‘%‘, %) —0

3
Ext}‘(‘z‘, 3) = DHomy(5,7(3)) = DHomy (3, %) =0

Ext) (4,7) = DHomy (3, 7(4)) = DHomA(‘%, =0

—N
—D

Ext;(4,4) = DHomy(4,7(4)) = DHom,(4,3) = 0.
4 . .
(T3) Como 2 es sumando directo de 7', basta considerar las sucesiones exactas
1

4 4 3 34

Calculamos ahora el par de torsion (7 (T'),.% (T)). Un cdlculo rapido nos da

/[

[
Tal
e

/V

NI - >
»fo] >e B0

9
(o]

donde los sumandos directos indescomponibles de 7' se indican con los cuadrados[e] .
. . . 34 . C . . . L.
El médulo indescomponible 2 % no es ni de torsion ni sin torsién. Su sucesion candnica

enelpar (7(T),%#(T)) es
4 34
0—2— 22 — %
1 1
(c) Un ejemplo de interés mads tedrico es el siguiente. Un modulo inclinante construido
como lo haremos ahora se llama maodulo inclinante APR (por Auslander, Platzeck, Reiten).
Sea Sy un moédulo simple proyectivo no inyectivo. Entonces el médulo 7, = T_l(Sx) &)
(Dy.£ Py) €s un médulo inclinante.

En efecto, consideremos la sucesion exacta que casi se parte
0—S,—P—11(S)—0.

Por (1.2.10) sabemos que P es proyectivo. Esta sucesion prueba (T1) y (T3), porque ningin
sumando indescomponible de P es isomorfo a S,.

— 0.
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Finalmente, como dp7 < 1, se tiene
Ext} (Ty, T;) = DHomy (Ty, tT;) = DHomy (T, S,) =0

dado que S, es simple proyectivo.

Probamos ahora que el par de torsion (.7 (7y),.# (1)) se escinde. En efecto, M € .7 (Ty)
si'y s6lo si 0= Ext! (Ty, M) = DHomy (M, tT,) = DHomy (M, S,). Este es el caso si y sélo si
ningln sumando directo indescomponible de M es isomorfo a S,. Como S, = t7, € .Z (1),
se deduce que .% (T;) = add Sy, mientras que .7 (T;) = add(indA \ {S,}).

4. EL TEOREMA DE INCLINACION.

Sean A un dlgebra de artin bésica y conexa y Ty un A-médulo inclinante. El teorema de
inclinacién, debido a Brenner y Butler, compara las categorias de médulos sobre A y sobre
B =EndTy. Ya sabemos, por (II.1.2), que el funtor Homy (7', —) proyectiviza a 7. Comen-
zaremos por probar que la restriccion de este funtor a la subcategoria .7 (T) = Gen(T) =
{M| Ext}(T,M) = 0} es un funtor pleno, fiel y preserva extensiones.

Lema 4.1. Sean A un dlgebra, T un A-médulo inclinante y B=EndTy. Para M,N € 7 (T)
hay isomorfismos funtoriales:

(a) Homy (M,N) = Homg(Homu (7,M),Homy (T, N)).

(b) Ext} (M,N) = Exty(Homy (T, M), Hom4 (T,N)).

Demostracion. En virtud de (I1.3.5) sabemos que existe una sucesion exacta
d d d
...—>T2—2>T1 HITOHOM—W)
con 7; € add T para todo i.

(a) Como la sucesion precedente se encuentra enteramente en .7 (T'), que es cerrada por
cocientes, resulta de (I1.3.6) que hay una sucesion exacta

..— Homy (7,Ty) — Homy (T, Tp) — Homy (T,M) — 0.

Aplicando el funtor Hompg(—,Homy (7,N)) obtenemos la fila superior del siguiente dia-
grama conmutativo, cuyas filas son exactas,

0 —> Hompg(Homy (7,M),Homy (T,N)) —> Homg(Homy (7, Ty),Hom, (T,N)) —> Homp(Homy (7, T}),Homu (7,N))

| 1~ r

0 ————> Homy (M,N) Homy (7p,N) Homy (T1,N)

donde los isomorfismos verticales resultan de (II.1.2)(a). El diagrama prueba lo enunciado.
(b) Aplicando el funtor Homgu (T, —) al complejo

U Ry N R (T.)
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se obtiene, por (IL.1.2(a)) y (I1.3.6), una resolucién proyectiva de Homy (7, M) en modB. Por
definicién, Ext)(Homu(7,M),Homy(T,N)) es el primer grupo de cohomologia del com-
plejo

Homy (Homy (7, 7,),Homy (T,N)) = Homy (7, N)

(donde el isomorfismo resulta de (a)), o sea coincide con H' (Homy (T, N)).
Sea L =Imd, y sea d| = jp la factorizacion canénica de d;. Se tiene una sucesion exacta

0—LLT Lm0
que induce, como Ext},(To,N ) = 0, una sucesion exacta

Homy (j,N)
e

0 — Homy (M,N) — Homy (T, N) Homy (L,N) — Ext}(M,N) — 0.

Probaremos que H' (Homy (7%, N)) = Ext} (M,N).
Consideramos asi el complejo Homy (7, N):

HornA (dl ,N) HornA (dz ,N)
_ _

O—>HomA(T0,N) HOIIlA(Tl,N) HOIIlA(Tz,N) —r

La exactitud a izquierda de Homy (—,N) implica que Homy (L,N) = KerHomy(d>,N), de
modo que H'(Homy(7,,N)) = Homy(L,N)/ImHomy(d;,N). Sea Homy(d;,N) = &x la
factorizacion candnica de Homy (d,N) a través de su imagen. Entonces Homy (dy, N)Em =
Homy (d»,N)Homy (d;,N) = 0 implica Homy (dy, N)E = 0, dado que 7 es un epimorfismo.
Luego & se factoriza por Homu (L, N) =2 KerHomy (da, N), 0 sea, existe @ : ImHomy (dy,N) —
Homy (L, N) tal que Homu (p,N)¢p = &.

HOIIIA (d] 5

Homy (Tp, N) Homy (77, N)
ImHomy (dy,N Homy (p,N)
Homy (j,n) \(p\\\*
Homy (Ty,N) A Homy (L,N)

Por otra parte, ¢ es un monomorfismo, porque & lo es. Se tiene asi:

HOI’I’IA(P,N)(PE = 577’. = HomA(d17N) = HOl’l’lA(jp,N) = HomA(P7N)H0mA(j7N)7

de donde @ = Homy(j,N). Como ¢ es un monomorfismo, mientras que 7 s un epimor-
fismo, se tiene que ImHomy (d1,N) = ImHomy(j,N), de donde

H'(Homy(T,,N)) = Homy (L,N) /TmHomy (j, N) = Coker Homy (j,N) = Ext} (M, N).
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La observacion base de la teoria de inclinacion es que, si 74 es un A-médulo inclinante y
B = EndTy, entonces T es un B°’?-mddulo inclinante. Esto hace simétricos los papeles de
AyB.
Lema 4.2. Sean A un dlgebra, T un A-mdédulo inclinante y B = EndTy. Entonces gT es un
B°P-médulo inclinante y la aplicacién a — (t — ta) es un isomorfismo A — (End gT)°P.

Demostracion. A fin de probar que g7 es inclinante, verificamos los axiomas.
(T1) Como T} es inclinante, existe una sucesion exacta corta0 — Ay — T' — T” — 0 con
T',T" € addT. Entonces Homy (—, gT4) induce una sucesion exacta

0— HOI‘DA(T//, BTA> — HOI‘DA(T/, BTA> — HomA(A, BTA) — 0.

Como Homy (A, pTy) = T y Homy(T, pTy) = BB, se obtiene que dppT < 1.
(T2) Observemos que D(pT) = D(pT ®4A) = Homy (T, DA), donde el dltimo isomorfismo
resulta de la adjuncién. Como DA € .7 (T) se tiene, en virtud de (4.1)(b)

Exth(DT,DT) = Exth(Homy (T, DA),Homy (T, DA)) = Ext} (DA, DA) = 0.

Por lo tanto Extk,, (7, T) = 0.
(T3) Dado que dpTy < 1, se tiene una resolucién proyectiva de la forma 0 — Pp — Py —
T — 0. Entonces Homy (—, pT4 ) induce una sucesion exacta

0— HOI’HA(T, BTA) — HOI’IIA(P(), BTA) — HOIIIA(Pl, BTA) —0

dado que Ext} (7, T) = 0. La conclusién resulta de los isomorfismos Homu (7,3 T) = 3By
HOI’HA(A, BTA) = BT.

Esto establece que gT es inclinante.

Paraa € A, laaplicacién p, : t — ta es un endomorfismo de g7. Por otro lado, la aplicacién

¢ : a— p, es un morfismo de dlgebras A — (End gT)°?. Si a € Ker ¢, entonces Ta = 0,
de donde a = 0, pues todo mddulo inclinante es fiel. Asi, ¢ es inyectivo. Como, ademads,
DA € .7 y DT = Homyu (T, DA), resulta de (4.1)(a) que hay isomorfismos de grupos abelianos
A = EndDA = EndHomy (7,DA) = End DT = EndT. Luego ¢ es un isomorfismo. O

Corolario 4.3. Sean A un dlgebra, T un A-mddulo inclinante y B = EndTy. Entonces los
centros % (A) y Z(B) son isomorfos. En particular, B es un dlgebra conexa.

Demostracion. Se define ¢ : Z(A) — Z(B) por a+ (p,:t+ ta). Enefecto,sia € Z(A),
entonces p, € EndTy = B dado que, paratodot € T y ¢ € A, se tiene que

pa(tc) = (tc)a = (ta)c = py(t)c.
Por otro lado, p, es central, pues si f € End Ty entonces se tiene, paratodot € T,

(paf)(t) = f(t)a= f(ta) = (fpa)(2).
Para construir la inversa, identificamos A con (End gT')°? por el morfismo a — p, de (4.2)
y definimos y : 2 (B) — Z°(A) por b +— (Ap : t — bt). Es claro que ¥ es un morfismo de
dlgebras. Sea a € Z°(A). Entonces y¢(a) = A, estd definido por t — p,(t) = ta, es decir
por el elemento a € A identificado a p, € (End gT')°?. Asi, y@(a) = a para todo a € Z(A).
De la misma manera se prueba que @y = id »p). a
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Corolario 4.4. Sean A un dlgebra, T un A-modulo inclinante y B = EndTy. Entonces Ty
induce un par de torsion (2 (Ty),% (Ty)) en mod B, donde 2 (Ty) =D.% (3T ) = {Xp| X ®p
T=0}e % (Ty)=DT (gT) = {Yg|Tord (Y, T) = 0}.

Demostracion. Por (4.2) y (I1.3.5), el médulo inclinante 37 induce un par de torsioén
(7 (BT),-Z (pT)) en modB°?, donde

T (8T) = {pU | Bxtop(T,U) = 0} y . (3T) = {5V | Homper (T,V) = 0}.
Definimos entonces el par de torsioén (2 (Ty), % (Ty)) en mod B por 2 (Ty) = D.Z# (gT) e
% (Ty) =D (gT). Asi, Xp € 2 (Ty) siy solamente si DX € .% (gT), es decir,

X @5 T =2 DHomg(X,DT) = DHomge (T, DX) = 0.
Asimismo, Yp € % (Ty) si y solamente si DY € .7 (gT), es decir,
Tor?(Y,T) = DExt}(Y,DT) = DExth., (T, DY) = 0.

Los isomorfismos funtoriales utilizados resultan de [CE] p. 120, [Ro] (9.51) p. 257 6 [A]
(IX.4.2) p. 259. O

Un B —A-bimédulo 7' determina el par de funtores adjuntos Homy (7, —) : modA — mod B
y —®pT : modB — modA. Ahora bien, T puede considerarse también como A°” — B°P-
bimédulo, determinando el par de funtores adjuntos Hompoy (7', —) : mod B°? — modB y
— Qupor T =T®4 : modA°? — mod B°?. Nos serd de gran utilidad el hecho que la counidad
0 de la adjuncion asociada al primer par y la unidad € de la adjuncién asociada al segundo
par son duales, en el sentido que para cada X € mod B existe un diagrama conmutativo

1)
X X Homy (T, X @pT)

ol o

Depx

D2X ——— D(T ®4 Hompop (T, DX))

donde 0y es un isomorfismo funtorial, y 7x : X — D?X es el isomorfismo dado por la evalua-
cién: yx(x)(f) = f(x), parax € X, f € DX.

Para definir 8y comenzamos recordando que, como 7 es un B — A-bimddulo, hay un iso-
morfismo de funtores 1) : — ®p T — DHomgper (T, D—) definido por nx (x®1)(f) = f(t)(x),
para X en modB,x € X,t € T 'y f € Homgor (T,DX) (ver [CE] (VL5.3) p.120, [Ro] (9.51)
p-257 6 [A] (IX.4.12) p. 259).

Considerando a T como A°” — B°’ —bimddulo, notamos u : T ®4 — — DHomy (T,D—) al
isomorfismo definido de la misma manera.

Definimos el morfismo funtorial 8 : Homy (7, — ®pT) — D(T ®4 Homper (T,D—)) como
la composicion 6 = Du.y.Homy (T, 7). Asi, para cada X € modB, Oy es la composicién

Homy (T,nx)
e e

Homy (T, X ®pT) Homy (T, DHompgop (T,DX))

YHom  (T.DHom gop (T.DX

), D*Homyu (T, DHomger (T, DX))
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Dpyom gop (1.0X)
—— 2%, D(T ®4 Homper (T, DX)).

Lema 4.5. Con las notaciones anteriores, Ox es un isomorfismo tal que el diagrama anterior
conmuta, es decir Ox 8x = D(&px)Yx. En particular, 8x es un isomorfismo si'y solo si €px lo
es.

Demostracion. Sabemos que U, Yy 1 son isomorfismos funtoriales. Por lo tanto 6 también
lo es. Probaremos ahora que 6x 8y = D(epx)Yx-

SeaxceX,t €Ty fecHomg(T,X). Comenzamos evaluando el miembro de la derecha:

(Depx vx (x)) (1 © f) = 1x (x) (epx (1 © f))
= epx (1@ f)(x) = f (1) (x).

Ahora evaluamos el miembro de la izquierda

(0x0x ) (x) (@ f) = (DUtiomgop (T,0X) Yilomy (T,D Homgop (7,0x ) HOmMA (T', 1x ) Ox (x) ) (t @ f)
= Yom, (D Hompop (T,0X)) (T1x 6x (%)) Httomy (7.x) (t @ f)
= Htomy(.x)(t ® f)(Mx Ox (x))
= 1x 6x (x) (1) (f)
=nx(t®x)(f)
= f(1)(x).

Luego, los dos miembros coinciden, probando lo deseado. O

En lo que sigue serd de gran utilidad el hecho que, si 74 es un A-mdédulo inclinante y
B = EndTy, entonces gT es un B°”’-mddulo inclinante, probado en (4.2).

Lema 4.6. Sean A un dlgebra, T un A-mddulo inclinante y B=EndTy. EntoncesY € % (Ty),
si y sélo si el morfismo funtorial 8y : Y — Homy(T,Y @p T) definido pory — (t — y®t) es
un isomorfismo.

Demostracion. El resultado se obtiene por dualidad utilizando (3.7). En efecto, Yz € % (Ty)
siy sélosi DY € 7 (gT). Como pT es inclinante, resulta de (3.7) que esto equivale a decir
que epy : Hompop (T, DY) ®400 T — DY es biyectiva, y sabemos por lo arriba demostrado que
esto vale si y s6lo si 8y : Y — Homyu(7,Y ®p T') es un isomorfismo. O

Estamos ahora en condiciones de probar el teorema principal de esta seccion (y de este
capitulo), el teorema de inclinacién.

Teorema 4.7. Sean A un dlgebra, T un A-mddulo inclinante y B = End Ty. Entonces:

(a) Los funtores Homy (T, —) y — ®p T inducen equivalencias cuasi-inversas entre 7 (T)
e % (T).

(b) Los funtores Ext) (T, —) y Tor? (—, T) inducen equivalencias cuasi-inversas entre F (T)
y ZA(T).
Demostracion. (a) Comenzamos probando que si ¥ € #/(Ty) entonces ¥ @p T € 7 (Ty).
SeaY € #(T). Sabemos que existe un epimorfismo B™ — Y, con m > 0, y por lo tanto un
epimorfismo 7" = B" ®pTy — Y @pT.Porlotanto Y ®pT € GenTy = .7 (Ty).

Sea M € .7 (Ty). Probaremos que Homy (T, M) € % (T ) por dualidad, teniendo en cuenta
que T es un médulo inclinante y que A = (End gT')°” por (4.2). Como M € .7 (Ty), entonces
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DM € % (gT), de donde T ®4 DM € .7 (5T ), por lo que acabamos de demostrar. Luego
Homy (7,M) = D(T 4 DM) € % (T4), 1o que prueba lo deseado.

Ya sabemos que Homy (T,M) ®pT =M, paraM € 7 (Ty), por (3.7). Por otro lado, usando
(4.6) tenemos que Y = Homy (T,Y ®p T), para Y € %' (Ty), lo que termina la demostracién
de (a).

(b) Sea N € .7 (Ty). Existe una sucesion exacta corta

O—=N—I—M-—0

con [ inyectivo. Entonces I,M € .7 (T). Como Homy (T,N) = 0y Ext}(T,I) = 0 se deduce
una sucesion exacta

0 — Homy (T,1) — Homy (T, M) — Ext} (T,N) — 0.
En virtud de (a), M € 7 (Ty) implica Homy (T,M) € % (Ty). Esto quiere decir que

Tor? (Homy (T,M),T)) = 0 y tenemos entonces un diagrama conmutativo con filas exactas

0 — Tor{ (Exty(T,N),T) — Homu(T,1) @3 T — Homy (T,M) @ T — Exty(T,N) @3 T — 0

l% lsM

0 N I M 0

donde &7, €y son isomorfismos. Se deduce enseguida que Ext}‘(T,N )®p T =0 (de donde
Ext}y (T,N) € 2°(Ty)), y que Torf (Ext} (T,N),T) = N.

La reciproca resulta nuevamente por dualidad. Sea X € .27 (T4). Entonces DX € .% (5T ),
de donde Tor{ (Exth, (T,DX),T) = DX por lo recién probado. Esto es,

X = DTor} (Exthey (T, DX), T) = Ext} o, (Exthe, (T,DX),DT)

>~ Ext}o, (DTor?™" (T,DX),DT) = Ext} (T, Tor? (X, T)),

usando los isomorfismos funtoriales de ([CE] p. 120, [Ro] (9.51) p. 257 6 [A] (IX.4.2) p.
259.). Ademds, como DX € .Z (gT'), tenemos que DTor?”" (T, X) = Exth., (T, DX) pertenece
a 2 (gT) por lo recién probado. Entonces Tor?” (T,X) € D2 (3T) = F (Tj).

O

Es posible visualizar las equivalencias inversas de inclinacién en los carcajes de Auslander-
Reiten de A y de B. En efecto, en un carcaj de Auslander-Reiten, disefiado de manera tal que
los morfismos vayan de izquierda a derecha, una clase de torsién se encuentra siempre “hacia
la derecha” del carcaj mientras que la clase sin torsion correspondiente se encuentra “hacia la
izquierda”. Se obtiene asi la figura siguiente, que muestra las clases .7 e % (representadas
por = ) y las clases .# y 2 (representadas por Q ) asi como las equivalencias
inversas.
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\
I'(mod A) ) — o
Ext(T, -) Hom (7,-)
-®pT Torlf( =7
I'(mod B) é ‘ ;A ’ )
)

Ejemplo 4.8. (a) Sea, como en (II.3.12)(a), el dlgebra A dada por el carcaj
4

Y

o
o 0o o
1 B 2 @« 3

ligado por of = 0.
(i)SealU = @le U;, donde U; = %, U, = ‘2‘, U; = 324 y Uy = 4. En (I1.3.12)(a) verificamos

que U es inclinante y calculamos el par de torsion (7 (Uy),.% (Uy))

1T 4
— N
1]
<
~
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Entonces, B = End U, estd dada por el carcaj

sin relaciones. Hemos designado por i’ al punto cuyo proyectivo indescomponible corres-
pondiente es Q; = Homy (U, U;). Entonces I'(mod B) estd dado por

ai

- N |p B

La acci6n de los funtores Homy (U, —) y Ext} (U, —) sobre los A-médulos indescomponibles
se calcula directamente. En efecto: Y

3 /
=23 Homy (U, 4) = 3,

4 !
Homy (U, %) = 1'; Homy (U, %) = %,; Homy (U, %) 1
1/
y Homy (U,3) = 3
en tanto que, como dpU < 1,
4/
Ext} (U, 1) = DHomy(1,7U) = 2/; Ext} (U, ?) =2 DHomy(?,7U) = 3'; Ext} (U, 2)
2/
~ DHomy(2,7U) = ‘3‘; y Ext}(U,3) = DHomy(3,tU) = «.
(i) SeaV = @le Vi;,donde Vi = 1,V = 421‘, V3 =3ty V4 = 4. En (3.12) verificamos que

V es un A-mddulo inclinante y calculamos (7 (V), % (V))
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T4l
[ind ] \
P
. \,
]
]
]
/
/
/
X, //
S /
/T
=
/
/

Aqui, B esta dada por el carcaj

[©) H O A O

2/ 3/ 4/

ligado por la relaciéon uv = 0, donde, para i € {1,2,3,4}, se ha designado por i’ al punto
cuyo proyectivo correspondiente es Q; = Homy (V,V;). Asi, la relacién v = 0 proviene del

hecho que

HOIIlA(Vl,Vg,) = HomA(l, 324> =0.

El carcaj de Auslander-Reiten I'(modB) de B es

R\

LN

1
K|

Aqui,

Homy (V, 1) =11 ; Homyu(V,3) =

Homy (V, 2) 1” Homy (V, %}) =

!/

2 Homy(V, 4) = 33
2

g, ; Homy (V,3) = 3,
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en tanto que, como dpV < 1,

Ext}{(V, 2) 2 DHomy(2,tU) = ‘3‘:; Ext}‘(V, 3) = DHomy(3,7U) = «'.

(b) Sea A, como en el Ejemplo (I1.3.12)(b), el dlgebra de caminos del carcaj
o
1

03
<—O/
2\

o4

4 34 :
yseal = @?:1 T;, donde T} = %, T = % , Iz = ‘2‘ y Ty = 4. Hemos verificado que 7" es un
modulo inclinante y hemos calculado el par de torsion (.7 (T ), -7 (Ty))

Aqui, B esta dada por el carcaj

ligado por la relaciéon aff = 6. Una vez mds, hemos notado por i’ al punto tal que Q; =
.. 34
Homy (7, T;). Larelacién a8 = y8 corresponde al hecho que las composiciones %‘ — % —4
4 . . .
y2— 3 — 4 son iguales (a menos de escalares). El carcaj de Auslander-Reiten de B estd

dado por
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o

/V
RN

N 2 X

o
Pad

Ng

Y

Aqui se tiene

HomA(T,é) =1"; Homy(T, 32 ) = 2,; Homy(T,5) =

1/’

1/’
!/

, 4
Homy (T, %) = 37': Homy (T, 4) = 32 Homy(T,3) =2,y

Ext)(T,1)=3";BExt}(7,}) = Ext}(T,2) = 4; Ext}(T,

[l NS AN

)= 3,, Ext)(T,3) = «.

32/’ 2/’

(c) Sea A dada por el carcaj
[0
lo=—=02
. . 2 2 .
ligado por o = 0. Consideramos Ty = % @ 2. Entonces dpTy < 1 pues % es proyectivo y

hay una sucesion exacta corta

1 2
0—=1 ! 2 —=0

con % proyectivo. La misma sucesion da (T3) (por (II.3.8)). Finalmente Ext}{(T, T) =
DHomgy(T,toT) = DHomyu (T, 1) = 0. Asi, T es un A-mddulo inclinante. El carcaj de
Auslander-Reiten de A estd dado por

SN

donde se identifican las dos copias de 2, y hemos calculado el par de torsién (7,.%). Aqui,
B esta dada por el carcaj
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A
1o <l~l— 02’

donde 1’ es tal que Q' = Homy (T, i) y 2/ es tal que Qy = Homy(T,2). Como la com-

2 . . . .
posicién 2 — % — 2 es nula, se tiene la relacion uA = 0. El carcaj de Auslander-Reiten de

B estéd dado por

donde se identifican las dos copias de 1'.
Aqui se tiene

l/

)= 2 Homy(7,3) =1/,

Homy(7,2) = %,; Homy (7,

1/7

D=1

en tanto que Ext} (7, 1) =2 DHomy(1,7T) =2, de donde (2", %) corresponde a lo indicado
en la figura.
(d) Sea A dada por el carcaj

ligadoporae=0,yr1=0y af=y5.SeaT =1836 5,361 45 Dejamos al lector

la tarea de verificar que 7 es un mddulo inclinante y que el par de torsion (.7, %) estd dado
por
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/\_1

\ \J

5 4

l /
\4,’-> K-\:;’A R 6 T
/ 2]~ /

= <

/ 5
N

[r H]

Aqui, B esta dado por el carcaj

ligado por o =0, up =0, Ao =0y vp = 0. El par de torsién (2", %) estd dado por

4
3
/2
1 3 \4
i 7
y \3 \ 5 \430/
21 3 3 33
/ Pl |
2 \a \o
1 /’l
e
3
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5. CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE INCLINACION

La primera consecuencia importante del teorema de inclinacién es la relacion entre las
dimensiones globales del dlgebra de partida y del dlgebra de endomorfismos de un médulo
inclinante.

Sea ¥ una subcategoria plena de una categoria de médulos. Notamos dp % al supremo de
las dimensiones proyectivas de los médulos de %'.

Lema 5.1. Sean A un dlgebra y € una clase sin torsion de modA que contiene los proyec-
tivos. Entonces dim.gl.A < 1+4dp%.

Demostracion. Para todo A-moédulo M existe una sucesion exacta corta
O—-L—-P—-M-—0
con P proyectivo. Pero entonces P € €'y, por lo tanto, L € €. Luego
dpM < 1+dpL <1+dp¥.
O

Lema 5.2. Sean A un dlgebray T un A-mddulo inclinante. Para todo M € 7 (T) se tiene
dpHomy (T,M) < dpM.

Demostracion. Por recurrencia sobre n = dpM. Si n = 0 entonces M es proyectivo. Como
M € 7 (T), se tiene que M € addT. En consecuencia, Homy (7, M) es proyectivo y no hay
nada que probar. Supongamos n > 1. Por (II.3.5), existe una sucesion exacta
O—L—Ty—M—0
conTyp€addT y L€ Z(T). Usando (IL.3.6), deducimos una sucesion exacta
0 — Homy (7T,L) — Homy (T, Ty) — Homy (T,M) — 0.

Sea N un A-médulo arbitrario. El funtor Homu (—, N) aplicado a la primera de las sucesiones
precedentes da una sucesion exacta

Ext}(Ty,N) — Ext}(L,N) — Ext;™'(M,N) =0

(pues n = dp M). Consideramos ahora dos casos. Si n = 1, consideremos N € .7 (T). En
la sucesién precedente se tiene que Ext} (7p,N) = 0 y por lo tanto Ext} (L,N) = 0. Luego L
es Ext-proyectivo en .7 (T'). Por (I1.3.5), L € add(T). En consecuencia Homy(7,L) es un
B-mddulo proyectivo y la segunda sucesion exacta da dp Homy (7,M) < 1.

Sin > 1, entonces dp Tp < 1 implica que Ext’{ (L, N) = 0 para todo A-médulo N, de donde
dpL < n—1. De la hipdtesis de recurrencia resulta que dp Homy(7,L) < n—1y de la
segunda sucesion exacta corta de arriba obtenemos entonces

dpHomy (7,M) < 1 +dpHomy(7,L) < n.

Teorema 5.3. Sean A un dlgebra, T un A-modulo inclinante y B = End Ty. Entonces
|dim.gl.A —dim.gl.B| < 1.
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Demostracion. La clase sin torsiéon %/ (T) en modB contiene los proyectivos (en virtud de
(IL.1.2)(b)). Sea Y € #(T). Por el teorema de inclinacion hay un médulo M € 7 (T) tal
que Y = Homy (7,M). Por (5.2), dpY < dpM < dim.gl.A. Por lo tanto dp#/ (T) < dim.gl.A.
Resulta entonces de (5.1) que

dim.gl.B < 1+dim.gl.A.
Considerando T como un B°”’-mddulo inclinante se tiene también que
dim.gl.A < 1+dim.gl.B
porque A = (End gT)°?, en virtud de (11.4.2). O

Ejemplo 5.4. En el Ejemplo (I1.4.8)(a)(i), tenemos dim.gl.A =2 y dim.gl.B = 1. En el Ejem-
plo (IL.4.8)(a)(ii), se tiene dim.gl.A = dim.gl.B = 2. Finalmente, en el Ejemplo (I.4.8)(b), se
tiene dim.gl.A =1 y dim.gl.B = 2.

El cédlculo de la dimensién global se realiza més sencillamente construyendo las resolu-
ciones proyectivas de los médulos simples. En efecto, un resultado de M. Auslander dice
que, para un dlgebra A vale que

dim.gl.A = sup{dpS|SesunA — médulo simple}

(ver [AuRS[(L.5.1) p.17 6 [A] (X.2.8) p. 282). A manera de ejemplo, calcularemos las
dimensiones proyectivas de los A-mdédulos simples para el dlgebra A de (11.4.8)(a). Aqui, A
estd dada por el carcaj

o)
s

<

—
=
O
Q
WO

ligado por of = 0.
Se tienen las siguientes resoluciones proyectivas
0—1—1—0

O—>1—>%—>2—>()

%\z/%

0— % — 4% — 4 — 0.
Por lo tanto, dp 1 =0, dp 2 = 1 = dp 4, en tanto que dp 3 = 2. Luego dim.gl.A = 2.
Por otro lado, el proceso de inclinacion induce también un isomorfismo entre los grupos

de Grothendieck de las dlgebras involucradas (ver (I.1))
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Teorema 5.5. Sean A un dlgebra, T un A-modulo inclinante y B = EndTy. La aplicacion
f:Ko(A) — Ko(B) definida por M — dimHomy (T, M) —di_mExt}{(T, M) es un isomorfismo
de grupos.

Demostracion. Sea 0 — L — M — N — 0 una sucesidn exacta corta de A-modulos. Se
deduce una sucesion exacta larga

0 — Homy (7,L) — Homy (T,M) — Homy (T,N) —

— Ext} (T, L) — Ext}(T,M) — Ext\(T,N) — 0.

Resulta entonces de la definicién de f y de las de Ko(A) y Ko(B), que f estd bien definida
y es un homomorfismo de grupos.

Sea S un B-médulo simple. Como (2" (T), %/ (T)) es un par de torsién tenemos que, o bien
S€ 2 (T),obienS € # (T). En el primer caso, S = Homy (T,S®pT) y Ext} (T,S®pT) = 0.
En el segundo, S = Ext} (T, Tor?(S,T)), mientras que Homy (T, Torf(S,T)) = 0, en virtud
del teorema de inclinacién. En ambos casos, dim$ pertenece a la imagen de f. Luego f
es sobreyectiva y por consiguiente el rango rg Ko(A) de Ky(A) es mayor o igual que el de
Ko(B). Como pT es también inclinante obtenemos que rg Ko(B) > rg Ko(A). O

El resultado mds importante de esta seccion, debido a Bongartz, es una consecuencia de
(5.5), y facilita mucho la tarea de determinar si un médulo dado es inclinante o no.

Corolario 5.6. Sea T = Tln1 &) Tzn2 @®---®T" con los T; indescomponibles y tales que T; £ T;
para i+ j. Entonces T es un A-mdédulo inclinante siy sélo si T es inclinante parcial y verifica
(Ty) t =1gKp(A).

Demostracion. Necesidad. Si T es inclinante, entonces es inclinante parcial y, ademas, =
rg Ko(B) (por (I1.1.2)(b) y (5.5)). Pero entonces (5.5) implica (T3/).

Suficiencia. Si T es inclinante parcial, resulta de (I.3.2) que existe un médulo E tal
que T G E es inclinante. En virtud de (T5/), el nimero de sumandos indescomponibles no
isomorfos de T @ E, que es igual al rango de Ky(A), debe también coincidir con ¢. Por lo
tanto, E € add T, de donde T es inclinante. O

El resultado siguiente, conocido como Lema de Skowroriski, puede verse como una genera-
lizacién de (5.6) y es de importancia capital por sus aplicaciones.

Corolario 5.7. Sea T =T{"' ®T,*®---®T" con los T; indescomponibles y tales que T; % T;
parai# j. SiHomy(T,tT) = 0 (6, dualmente, Homs(t~'T,T) = 0), entonces t < rgKo(A).

Demostracion. Sea I el anulador de Ty B = A/I. Puede demostrarse (ver [AuRS], Ex-
ercise (I.5), p. 186-187) que el trasladado de Auslander-Reiten 737 de T en modB es un
A-submédulo del trasladado 747 de T en modA. Por lo tanto Homy (7, 747) = 0 implica
Homg(T,t5T) = 0. Como T es fiel, resulta de (I1.2.7) que es inclinante parcial. En virtud
del Lema de Bongartz (I1.3.2), existe un B-modulo E tal que T ¢ E es inclinante en modB.
Luego ¢ no supera el niimero de sumandos indescomponibles no isomorfos de T @ E, que es
igual, por (5.6), al rango de Ky(B). Como rgKy(B) < rgKy(A), se deduce que 7 < rgKp(A).
O

Notas de Algebra 'y Andlisis, Vol 21, 2008



63

Si, en particular, 7 es un médulo inclinante parcial, entonces el nimero de clases de
isomorfismo de sumandos indescomponibles de 7 no puede superar el rango de Ky(A).

El lema siguiente, llamado “lema de conexién”, dice qué ocurre en la “frontera” entre

2 (T) e ¥ (T).

Lema 5.8. Sean A un dlgebra, T un A - modulo inclinante y B = EndTs. Sean Pj un
proyectivo indescomponible e Iy un inyectivo indescomponible tales que socl = P /radP.
Entonces

' Homy (T,1) = Ext} (T, P).

En particular, P € add T si y sélo si Homy (T, 1) es un B - médulo inyectivo.

Demostracion. Como T es un mddulo inclinante, existe una sucesion exacta corta
f

0—P—T —>T7T"—0

con T/, T" € addT. Aplicando Homy (—,T') obtenemos una resolucién proyectiva del B°P-
moédulo Homy (P, T)

0 — Homy (T",T) — Homy (T’,T) — Homy (P,T) — 0.
Por otra parte, existe un isomorfismo funtorial
Homy (T, Ty) —> Homper (Homy (Ty, T) ,Homy (T, T))

dado por u — Homy (u, T) : en efecto, es un isomorfismo cuando 7Ty = 7'y los funtores son
aditivos. Entonces el cuadrado conmutativo

Hompger (Homy (77, T) ,Homy (T,T)) —~ - Homy (T,T")
Homgop (Hom, (f7T)7H0mA(T7T))l lHomA(va)
Homger (Homy (T, T) ,Homy (T, T)) — Homy (T,T")
y la sucesion exacta

0 — Homy (T,P) — Homy (T,T") Homa (1)

muestran que

Homy (7,T") — Bxty (T,P) — 0

Ext) (T, P) = Coker Homy (7, f)
=~ Coker HOI’I’IBOP (HOmA <f7 T) 7B)
=~ TrHomy (P,T).
Por (1.1.2), tenemos que Homy (P,T) = DHomy (T, 1), de donde
Exty (T,P) = TrDHomy (T,1)

=7 'Homy (T,1).
El dltimo enunciado sigue del hecho que un médulo proyectivo P estd en add 7 si y sélo si
estden 7 (T) = GenT, si y s6lo si Ext} (T,P) = 0.0
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Corolario 5.9. Sean A un dlgebra, T un A - modulo inclinante y B = EndTy. Sean I un A -
modulo inyectivoy M un A - médulo arbitrario. Entonces, para cada i > 0, tenemos

Exty (Homy (T, M) ,Homy (T,1)) = 0.

Demostracion. Sea

Pl Ry Y Homy (T, M) — 0

una resolucién proyectiva de Homy (7, M) en modB, y ponemos K; = Im f; para cada i > 0.
Como todos los B - mddulos proyectivos estdn en la clase sin torsién ¢ (T'), entonces K; €
% (T) para cada i. Ahora, empleando la formula de Auslander-Reiten y el lema de conexi6n
(I.5.8) tenemos

Extf_g (Homy (T,M) ,Homy (T,1)) = Ext}; (Ki—1,Homy (T,1))
>~ D Homg (7 'Homy (T,1),Ki—1)
~ D Homy (Exty (T,P),Ki_1)

=0
porque K;—1 € % (T) y Ext} (T, P) € 2" (T), como se deduce ficilmente aplicando Hom, (T, —)
a la sucesion candnica para M respecto del par de torsion (.7, 7). O

Terminaremos esta seccion con un teorema, debido a Hoshino, que permite determinar si
un par de torsion asociado a un médulo inclinante se escinde.

Lema 5.10. Sean A un dlgebray T un A-mddulo inclinante. SiM € 7 (T)y N € % (T), se
tiene
Ext3 (M, N) = Extl(Homy (T, M), Ext} (T, N)).

Demostracion. SeaO) — N — I — N’ — 0 una sucesion exacta corta , con / inyectivo. Como
N € .7 (T), se deduce una sucesion exacta

0 — Homy (T, 1) — Homy (T,N') — Ext} (T,N) — 0.
El funtor Homg(Homy (7, M), —) induce una sucesion exacta
Exth(Homy (T, M), Homy (T,1)) — Exth(Homy (T, M), Homy (T,N')) —
— Exty(Homy (T, M),Ext} (T,N)) — Exts(Homy (T, M), Homy (T, 1)).
En virtud del Corolario 5.9, y como I € .7 (T'), tenemos que
Exty(Homy (T, M), Homy (T,1)) = 0

y
Ext(Homy (T, M), Homy (T,1)) = 0.

Por lo tanto, como N € .7 (T),
Exth(Homy (T, M), Ext} (T,N)) =
Ext},(Homy (T, M), Homy (T,N')) = Ext} (M,N') = Ext; (M, N).
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Teorema 5.11. Sean A un dlgebray T un A-modulo inclinante. Entonces
(a) (Z(T),% (T)) se escinde siy solo si di F(T) < 1.
B) (Z(T),F(T)) se escinde siy sélo sidp 2 (T) < 1.

Demostracion. Probaremos (a). La prueba de (b) es similar.
Supongamos en efecto que el par (27 (T),% (T)) se escinde. En particular, Ext,(¥,X) =0
paratodoY € #(T)y X € Z'(T) (en virtud de (I1.2.9).
Sea entonces N € .% (T'). Consideramos una copresentacion inyectiva minimal
0N 0L

y pongamos L° = Imd' y L! = Cokerd!. Se tiene entonces

Ext} (L', L°%) = Ext3 (L', N) = Ext,(Homy (T, L"), Ext} (T,N)) = 0,
dado que Homy (T, L") € % (T) y Ext\(T,N) € 2°(T). Entonces la sucesi6n exacta corta
0-10—=1"—>1'"—>0

se parte. Luego L es inyectivo. Por lo tanto di N < 1.

Reciprocamente, supongamos di .#(T) < 1. Sean Y € #(T) y X € 2 (T). Entonces
existen M € 7 (T) y N € Z(T) tales que Y = Hom, (T, M) y X 2 Ext} (T, N) (por el teorema
de inclinacién). Se tiene entonces

Exth (Y, X) = Exth(Homy (T, M),Ext} (T,N)) = Ext3(M,N) = 0
dado que di N < 1. En virtud de (I1.2.9), el par (2'(T), % (T)) se escinde. O

En particular, si 7' es un médulo inclinante sobre un algebra hereditaria A, el par de torsion
(Z(T),% (T)) en modB siempre es escindido.

Notas de Algebra y Andlisis, Vol 21, 2008



CAPITULO III
ALGEBRAS INCLINADAS

1. ALGEBRAS INCLINADAS

De todas las clases de dlgebras con las que se trabaja en teoria de representaciones, las
algebras hereditarias son las que mads se han estudiado (ver, por ejemplo, el capitulo VIII de
[AuRS]). Las algebras inclinadas forman una clase muy cercana a éstas.

Definicion. Un algebra de artin A se dice inclinada si existen un dlgebra hereditaria H y un
modulo inclinante Ty tales que A = End Ty.

En el resto de estas notas supondremos, como en los capitulos anteriores, que las dlgebras
consideradas son siempre basicas y conexas.

Como asumimos que A es bdsica, si T = @}, T; es una descomposicion del médulo incli-
nante 7' en sumandos directos indescomponibles, entonces 7; 2 7; para i # j. Esto sigue de
(I1.1.2) (b).

Por ejemplo, toda dlgebra hereditaria es trivialmente inclinada. Un ejemplo distinto es el
algebra B del ejemplo (I1.4.7) (b) dada por el carcaj

2
o
Aﬁ/ X
lo o4
(@)

ligado por la relacién aff = y0 .
Una primera consecuencia sencilla del teorema de inclinacion es el lema siguiente.

Lema 1.1. Un dlgebra A es inclinada si y sélo si existe un modulo inclinante Ty tal que
H = End T} es hereditaria.

Demostracion. Supongamos que A es inclinada. Entonces existen un dlgebra hereditaria H
y un médulo inclinante Uy tales que A = End Uy. Como H es hereditaria, di Uy < 1 por lo
que Uy es coinclinante. En virtud (del dual) de (I1.4.2), 4U es un A°”? - médulo inclinante y
H =(End 4U)°P . Por consiguiente, el médulo Ty = D (4U) es un A - médulo inclinante y
H = End D (4,U) = End T} . La reciproca se prueba en forma andloga. O

En particular, de (1.1) y de (I1.4.3) sigue que H es conexa.
Ahora vamos a probar que el carcaj de un dlgebra inclinada es aciclico. Para ello utilizare-
mos el lema siguiente, debido a Happel y Ringel.

Lema 1.2. Sea H un dlgebra hereditaria y Ty, Tp dos H- modulos indescomponibles tales
que Ext}i (T»,T1) = 0. Entonces todo morfismo no nulo de Ty a T es un monomorfismo o
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un epimorfismo. En particular, si T es indescomponible y Ext}{ (T,T) =0, entonces End Ty
es un anillo de division.

Demostracion. Supongamos que el morfismo f : 71 — 75 no es ni inyectivo ni sobreyectivo.
Sea f = gh su factorizacion candnica a través de Imf. Entonces la longitud / (M) de M =
Im f verifica l (M) <I(T})yl(M) <(T,) . La sucesion exacta corta

O—>Kerh—>T1L>M—>O

induce una sucesion exacta

Exty,(To/M,Ty) — Extl, (To/M,M) — Ext% (T»/M,Ker h) =0

puesto que H es hereditaria. Se deducen un diagrama conmutativo con filas exactas en modH
como sigue

0 T E /M —— 0
I |
0 M T /M —— 0

y la sucesion exacta corta
0—T1 —E®eM—T, —0.

Como Extl, (T,T;) = 0, esta dltima sucesi6n se parte. Como [ (M) <I(Ty)y (M) <
[ (T»), entonces del Teorema de Krull-Schmidt se deduce que M =0y, porende, f =0. O

Sea A un dlgebra de artiny M , N dos A - mddulos indescomponibles. Un camino en indA
de M a N es una sucesion de morfismos no nulos

M=My om0 Loy =N
con cada M; en indA. Diremos entonces que M es un predecesor de N, y que N es un sucesor
de M. Un tal camino es llamado un ciclo si M = N y al menos uno de los f; no es un
isomorfismo. Un dlgebra se dice triangular si no existen ciclos de la forma

Ph— P —..—P=F

con Py,..., P, proyectivos. Esto equivale a decir que el carcaj de A es aciclico (ver [AuRS],
pag. 69).

Corolario 1.3. Toda dlgebra inclinada es triangular.

Demostracion. Sea A un dlgebra inclinada. Sabemos que existen un dlgebra hereditaria
H y un moédulo inclinante Ty tales que A = End Ty . Sean 7/, T, y T3 sumandos indes-
componiblesde T'y f: T/ — T, , g : T, — T; morfismos no nulos. No pueden ser si-
multineamente f un epimorfismo propio y g un monomorfismo propio: en efecto, en tal
caso tendriamos que gf # 0 y que gf no es ni inyectivo ni sobreyectivo, lo cual contradice
(1.2).
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Supongamos que A no es triangular. Todo ciclo entre médulos indescomponibles proyec-
tivos induce, en virtud de (II.1.2), un ciclo

ol I,

entre sumandos indescomponibles de 7. La observacién anterior implica que un ciclo no
puede contener un epimorfismo propio seguido de un monomorfismo propio. Luego, todos
los f; son epimorfismos o todos son monomorfismos. Por consiguiente, la composicion
fi---f1 es un epimorfismo o un monomorfismo y, por lo tanto, es un isomorfismo. En
cualquiera de los dos casos resulta que cada f; es un isomorfismo, una contradiccion. a

Las propiedades siguientes son consecuencia del teorema de inclinacion.

Proposicion 1.4. Sea H un dlgebra hereditaria, Ty un modulo inclinante y A = End Ty.
Entonces:

(a) El par de torsion (2 (T),% (T)) en modA se escinde.

(b) dim.gl.A < 2y, para todo A - modulo indescomponible M, se tiene que dpM < 1 ¢
dimM < 1.

Demostracion. (a) Resulta de (I1.5.9).

(b) La primera parte sigue de (I[.5.3). Sea M un A - médulo indescomponible. Por (a),
tenemos dos casos. Si M € % (T) entonces existe M' € .7 (T) tal que M = Homy (T,M') y
entonces dpM = dp Homy (T,M’) < dpM’ < 1 (aplicamos (I1.5.2)). Si, por el contrario, M €
2 (T) entonces, por (IL.5.9), tenemos 7'M € 2 (T) mientras que Ay € % (T) . Luego,
Homy (’L'_lM,A) =0y por lo tanto diM < 1. O

Una consecuencia inmediata de (a) y de (IL.4.6) es que, si H es hereditaria de repre-
sentacion finita, entonces A también es de representacion finita. La reciproca no vale, como
lo muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.5. Sea H dada por el carcaj
@)
/ 2 \
1o o4
le) .
Aqui, H es hereditaria y de representacidn infinita (ver [AuRS] (VIIL.5.4), pag. 293). Con-

) 4 4 )
sideremos 77 =1, T, = %, ;= %, T, = 4. Es claro que cada uno de estos modulos es

indescomponible. Para demostrar que 7' = 69?:1 T; es inclinante, basta probar que

Ext}{(T, T) =0, ya que H es hereditaria con 4 simples no isomorfos. Para probar este
enunciado probamos primero que t73 = 1~ 73 =2 3. Para ello construimos una presentacion
proyectiva minimal de 73
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4 4

Aplicando el funtor de Nakayama v = DHomy (—,A) a f, resulta que el ndcleo de v f es
el ndcleo del dnico morfismo no nulo (a menos de escalares) de I3 en I , por lo tanto

T3 = Ker (4 — 4) =3.

De manera andloga se prueba que t~!73 =2 3. Por simetria se tiene que 175> = 717> = 2.
Luego, podemos deducir que

Ethli (T4, T3) = DHomgy (T71T3, T4) =~ DHomgy (3,4) =0

Exty; (T3, Ty) = DHomy (T; tT3) & DHomg (1,3) = 0.
Por simetrfa, Ext}; (74,73) = 0 y Ext}, (T3, T1) = 0 . Finalmente,
4
Extl, (T3, T5) = DHomy (T5, 7T3) = DHomy (? , 3) —0,
y de manera andloga se prueba que Ext}, (T>,73) = 0 . Por lo tanto, Ext}, (T,T) =0y T es

un H - médulo inclinante.
El dlgebra inclinada A =End Ty estéd dada por el carcaj

ligado por las relaciones o =0, y0 = 0 . Este dlgebra es de representacion finita y su
carcaj de Auslander-Reiten es

en donde las lineas punteadas indican las sucesiones que casi se parten. Observamos que el
A - médulo Uy = 213 P3P26h 243 es tal que H = End Uy .
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2. MODULOS INCLINANTES CONVEXOS.

La definicién de algebra inclinada hace mencién a un dlgebra hereditaria y a un médulo
inclinante sobre ésta. Para verificar si un dlgebra dada es inclinada, seria bueno saber como
construir el dlgebra hereditaria y el moédulo inclinante en cuestion. Este es el objetivo de esta
seccion.

Sea A un élgebra de artin. Una subcategoria %" de mod A se dird cerrada por predecesores
(o por sucesores) si, para todo M € ind %, todo predecesor (o sucesor, respectivamente) de
M pertenece también a %. Ejemplos de tales subcategorias aparecen en el lema siguiente.

Lema 2.1. Sea (7 ,.%) un par de torsion en mod A. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(a) (T ,F) se escinde.

(b) F es cerrada por predecesores.

(c) T es cerrada por sucesores.

Demostracion. Por dualidad, basta probar la equivalencia entre (a) y (b). Supongamos en-
tonces que (7 ,.%) se escinde y sea M € .% indescomponible. Para todo L € indA, tenemos
que obien L € .7, 0bien L € .%. Si Homy (L,M) # 0, se debe tener L € .% . Por inducccién
se prueba inmediatamente que todo predecesor de M pertenece a .%. Por lo tanto, (a) im-
plica (b). La reciproca resulta de (I[.2.9) ya que, para todo médulo M indescomponible no
proyectivo, TM es un predecesor de M . O

Un A - médulo inclinante Ty se dice separante si el par de torsion (7 (Ty),F (Ty)) se
escinde. Asi, (II.3.10)(c) implica que todo mddulo inclinante APR es separante. Daremos
otro ejemplo, para lo cual recordaremos que un dlgebra A es inclinada si y s6lo si existe un
A - médulo inclinante Ty tal que End T4 es hereditaria (en virtud de (1.1)).

Lema 2.2. Sea A un dlgebra inclinada, y T un A - modulo inclinante tal que H = End Ty es
hereditaria. Entonces Ty es separante.

Demostracion. Por (I1.4.2), yT es inclinante y el par de torsién (2 (gT),% (5T)) se
escinde en modA®? , por (1.4)(a). Ademds, por (IL4.4), T (Ty) = D¥ (yT) y F (1)
DX (gT) . Luego Ty es separante.

O |l

Un conjunto ¥ de médulos indescomponibles de indA se dice convexo si, para todo M,
N € Xy todo camino

M=My 5 m L2 =N,

todos los M; pertenecen a X. Un A - médulo M se dice convexo si el conjunto indM de los
sumandos directos indescomponibles de M es convexo.
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Lema 2.3. Un A - modulo inclinante T es convexo siy solo si
indT ={M €indA:M € 7(T) y Hom, (M,T) #0}.

Ademds, en este caso, H = End Ty es hereditaria.

Demostracion. Supongamos que T es convexo. Sea M € ind.7 (T) tal que Homy (M, T) # 0.
Como M € GenT, existe un morfismo no nulo 7/ — M, con T’ € indT, de donde obtenemos
un camino 7" — M — T” con T', T € indT. La convexidad de T implica que M € indT .
Luego,

{M€indA:M e 7 (T)yHomy (M,T) # 0} C indT.
La otra inclusiodn es trivial.

Reciprocamente, supongamos que ind7 = {M €indA: M € .7 (T) y Hom, (M,T) # 0}.
Comencemos probando que H =End 7} es hereditaria. Sea Oy un H - médulo proyectivo
e Y un submddulo indescomponible de Q. Debemos probar que Y es proyectivo. Como
Qg es proyectivo, tenemos que Q € % (T) y, por lo tanto, Y € & (T). Por el teorema de
inclinacioén, existen 7’ € addT y M € .7 (T) indescomponible tales que Q = Homy (7,7") e
Y 2 Homy (T,M). La inclusién Homy (T,M) =Y — Q = Homy (T, T") induce, aplicando el
funtor — ®p T, un morfismo no nulo M — T'. Luego, Homy (M,T) #0. Como M € 7 (T),
nuestra hipétesis nos da que M € indT. Por lo tanto, Y = Homy (7, M) es proyectivo. Esto
establece que H es hereditaria.

Por (2.2), T4 es separante. Consideremos entonces un camino

T'=My— M — -+ — M,=T"
en indA, con 7', T" € indT. Como T' € .7 (Tx) que es cerrada por sucesores por (2.1),
tenemos que M; € .7 (T) para todo i. Como Homy (M;_1,T") #0y M,y € Z(T), nuestra
hipétesis nos da que M;_; € ind7T. Por recurrencia podemos obtener que M; € indT para
todo i. Luego, T es convexo. O

Lema 2.4. Sea Tj un médulo inclinante. Cada una de las condiciones abajo indicadas
implica la siguiente:
(a) Para todo M € .7 (T), existe una sucesion exacta corta

0—T1 —Ty—M—0
con Ty, T1 € addT.
(b) Ext3 (M,N) = 0 para todo M, N € 7 (T).
(c) diM < 1 para todo M € T (T).
(d) Homy (t'M,T) =0 para todo M € T (T).

Demostracion. (a) implica (b) Sean M, N € . (T). Aplicando Homy (—,N) a una sucesién
exacta corta
0O—1h —Ty—M—0

con Ty, T1 € addT, obtenemos la sucesion exacta
0 = Ext} (T,N) — Ext; (M,N) — Ext} (Ty),N) =0
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y, por lo tanto, Ext/% (M,N) =0.
0 1
(b) implica (c) Sea 0 — M L, 1 £, I' una copresentacion inyectiva minimal de M.
Entonces N =Coker f* y N! =Coker f! estdn en .7 (T). La sucesién exacta corta

0—M-—1I"—N—0

induce una sucesion exacta
0=Exty (N',1°) — Exty (N',N’) — Ext; (N',M) =0

(el dltimo término se anula por hipdétesis). Por lo tanto, Ext}‘ (N I,NO) = 0. En particular, la
sucesion exacta corta

0—N —1'" SN —0
se parte. Luego, N es inyectivo.

(c) implica (d) Sea M € .7 (T). La hipétesis diM < 1 implica que Hom, (77 'M,T) =

DExt, (T,M) = 0, por (1.2.7). O

En virtud del teorema de inclinacién (I1.4.6), la condicion (a) del lema precedente equivale
adp# (T) < 1. Por lo tanto, aplicando (IL.5.1) obtenemos que dim.gl.A < 2.

Observacion 2.5. Es razonable preguntarse en qué casos se verifica la condicion (a). Esto
ocurre, por ejemplo, cuando A es un dlgebra hereditaria. En efecto, supongamos que A lo
sea. Sea M € .7 (T). Por (I1.3.5) sabemos que existe una sucesion exacta corta

0—L—T R M—0
con L € J(T), de la cual se obtiene una sucesion exacta de funtores

Ext} (Ty,—) — Ext} (L,—) — Extj (M, —) =0.
Como para todo N € 7 (T) se tiene que Ext} (Ty,N) = 0, entonces Ext}, (L, N) = 0, es decir,
L es Ext-proyectivo en .7 (T). Por (IL3.5), L € addT, obteniéndose entonces la sucesién
buscada.

Deduciremos varias caracterizaciones de los mdédulos inclinantes convexos.

Proposicion 2.6. Sea Ty un modulo inclinante. Las condiciones siguientes son equivalentes:
(a) End Ty es hereditaria.
(b) Ty es separante y, para todo M € 7 (T ), existe una sucesion exacta corta

0—T1 —Ty—M—0
con Ty, T) € addT.
(c) Ty es separante y Ext; (M,N) = 0, para todo M,N € 7 (T).
(d) Ty es separante y diM < 1, para todo M € 7 (T).
(e) Ty es separante y Homy (7'M, T) =0, para todo M € 7 (T).
(f) indT ={M €indA: M € 7 (T) y Homy (M,T) # 0}.
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(g) Ty es convexo.

Demostracion. (a)implica (b) Sea M € 7 (T). Por (I1.3.5), existe una sucesion exacta corta
0—L—Ty— M —0

conTy € addT y L € 7 (T). Sea H = End Tj. La sucesién anterior induce, por (II.3.6), una
sucesion exacta corta en modH

0 — Homy (7,L) — Homy (T, Ty) — Homy (T,M) — 0.

Como Homy (T, Ty) es H - proyectivo y H es hereditaria, Homy (7, L) también es H -
proyectivo. Dado que L € .7 (T), sabemos por (II.1.2) que L € addT. Finalmente Ty es
separante, por (2.2).

(b) implica (c), (c) implica (d) y (d) implica (e) siguen de (2.4).

(e) implica (f) Sea M € .7 (T') indescomponible tal que Homy (M, T) # 0. Por (IL.3.5),
basta probar que M es Ext-proyectivo en .7 (T), esto es, por (IL.3.9), que t™™ € % (T).
Supongamos que T ¢ .% (T). Como T es separante, debe ser tM £ 0y tM € 7 (T). Pero
entonces Homy (M,T) = Homy (! (M), T) = 0. Contradicci6n.

Por dltimo, sigue de (2.3) que (f) y (g) son equivalentes y que implican (a). O

Como consecuencia de la proposicién anterior, destacamos la siguiente caracterizacion de
las algebras inclinadas.

Teorema 2.7. Un dlgebra de artin A es inclinada si y solo si existe un A-modulo inclinante
convexo.

Demostracion. Si A es inclinada, existe, por (1.1), un A - médulo inclinante T4 tal que
H = End Ty es hereditaria. Por (2.6), T4 es convexo. Reciprocamente, si 74 es un médulo
inclinante convexo, por (2.3), End 74 es hereditaria. Luego A es inclinada. O

Ejemplo 2.8. Sea, como en el ejemplo (I1.4.7) (a), A dada por el carcaj
o4

Y

—
=
\Sle]
Q
WO

ligado por la relacién aff = 0.

(1) Sabemos que U = EB?:IU,-, con Uy = %, U, = ‘2‘, Us = 324 y Us =4, es un A - médulo
inclinante (ver (I.3.12) (a)) y que su élgeblra de endomorfismos EndU es hereditaria (ver
(I1.4.7) (a)). Ademads, es facil ver que U es un médulo convexo. Esto resulta de la ubicacién

de los sumandos directos indescomponibles de U en el carcaj de Auslander-Reiten de A. En
particular, A es inclinada.
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1 2
\2/ 4i3
1 1 2
2
1

(ii) Sabemos también que V = @ V;, con V; =1, V5 = %, Vi3=3%yVi=4esun
A - médulo inclinante (ver (I.3.12) (a)) y que su dlgebra de endomorfismos EndV no es
hereditaria (ver (I.4.7) (a)). Ademads, V no es un médulo convexo. Por ejemplo, el camino

4 . . . .
deVi=1laV,= % se factoriza por el indescomponible % que no es un sumando directo de
V.

2/3\ 34
.\2/ PP
1 ; 2

1

3. MODULOS SINCEROS.

A fin de enunciar (y probar) nuestra segunda caracterizacion de las algebras inclinadas,
vamos a necesitar la siguiente definicion.

Definicion. Un A - médulo M se dice sincero si cada A - médulo simple es un factor de
composicion de M.

La siguiente es una caracterizacion inmediata de los modulos sinceros.

Lema 3.1. Sea M un A - médulo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) M es sincero.
(b) Para todo A - médulo proyectivo P # 0, se tiene que Homy (P,M) # 0.
(c) Para todo A - médulo inyectivo I # 0, se tiene que Homy (M, 1) # 0.

Demostracion. Es claro, a partir de (I.1.2), que para un A - médulo simple S las siguientes
condiciones son equivalentes:
(1) S es un factor de composicién de M.
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(ii) Si P(S) es la cubierta proyectiva de S, entonces Homy (P(S), M) # 0.
(iii) Si I(S) es la capsula inyectiva de S, entonces Homy (M, 1(S)) # O. O

Asi, todo médulo fiel es sincero. La reciproca no es verdadera. En efecto, si A es el dlgebra
hereditaria con carcaj

O<—O

1 o 2
entonces el médulo semisimple M = 1 2 es sincero, pero no es fiel, ya que Mo = 0.

Lema 3.2. Sean M un A - mddulo,
Ty = add {N € indA : existe M' € indM y un camino M’ ~ N}
y
Fy = add (indA \ Ty).

Entonces (T, Fu) es un par de torsion que se escinde.

Demostracion. Es claro que %, es cerrada por sucesores. Por lo tanto, .7, es cerrada
por imdgenes epimorficas y por extensiones. Luego, es una clase de torsion. Entonces la
conclusioén sigue de (2.1). O

Definicion. Un gancho es un camino de indA de la forma

xLysx

con f'y girreducibles. Sea M un A-médulo. Se dice que ningiin camino entre dos sumandos
de M contiene un gancho si, para todo camino de indA de la forma

L=Mylom, 2 o Loy =m0
con L, N € indM, ninguno de los subcaminos

My URN M; i, My

es un gancho.

Lema 3.3. Sea M un A - médulo sincero tal que ningiin camino entre dos sumandos de M
contiene un gancho. Entonces el par de torsion (Jyy, Fy) verifica:

(a) Para todo N € Jy, diN < 1.

(b) M es Ext-proyectivo en .

(¢c) DA € Y.

(d) Todo médulo Ext-proyectivo de Jyy es inclinante parcial.

(e) El niimero de clases de isomorfismo de médulos Ext-proyectivos indescomponibles de
Iy es menor o igual que el rango de Ky(A).

Demostracion. (a) Sea N € ) indescomponible tal que diN > 1. Entonces existe un A -
modulo proyectivo indescomponible P tal que Homy (T’IN , P) # (0. Como M es sincero,
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existe M" € indM tal que Homy (P,M") # 0. Ademds, como N € .}, existe un camino
M’ ~~ N, con M' € indM . De aqui se deduce la existencia de un camino con un gancho

M ~sN—%—1 N—spP— M

con M',M" € indM. Contradiccion.

(b) Sea N € Zj un médulo indescomponible tal que Ext} (M, N) # 0. Como Ext} (M,N)
=~ DHomy (’L'_lN,M), existe un morfismo no nulo 7~ !N — M”, con M" € indM. Como
N € )y, existe también un camino M’ ~» N, con M’ € indM. Nuevamente obtenemos un
camino con un gancho

M sN—sx—17 INwM

con M',M" € indM. Esta contradiccién prueba que Ext} (M,N) = 0 para todo N € .

(c) Sea I un A - médulo inyectivo indescomponible. Como M es sincero, Homy (M, 1) # 0.
Luego existe un morfismo no nulo M’ — I, con M’ € indM. Por lo tanto, I € .7}, de donde
DA € gM.

(d) Sea Ty un Ext-proyectivo de 7);. En particular, Ext}‘ (To,To) = 0. Por otro lado,
Ty € Fy (por (I1.2.4)). Como DA € J)y, a partir de (c) tenemos que Homy (DA, 7Tp) = 0.
Luego, dpTp < 1.

(e) Resulta de (d) y de (I.5.7). O

Resulta de (d) y (e) que la suma directa de un conjunto completo de representantes de
clases de isomorfismo de A - médulos indescomponibles Ext-proyectivos de .73 es un médulo
inclinante parcial.

Lema 3.4. Sea M un A—mddulo sincero tal que ningiin camino entre dos modulos de indM
contiene un gancho. Sea T la suma directa de un conjunto completo de modulos Ext-
proyectivos indescomponibles no isomorfos de Jy. Entonces T es un modulo inclinante
convexo y M € addT.

Demostracion. Sean My T como en el enunciado. Por la observacion de mads arriba, T es
un médulo inclinante parcial. Por (3.3)(b), M € addT. Luego basta ver que 7T es inclinante y
convexo. Probaremos esto en cuatro etapas:

(1) Sea K — T’ un morfismo irreducible, con K en indA y 7’ en ind7T . Entonces

(a) Si K € 9 entonces K € indT":

En efecto, basta probar que K es Ext-proyectivo en .7y, y para esto, por (I1.2.4), es su-
ficiente mostrar que TK € %), . Si 1K ¢ .Z), entonces TK € ind. 7y ya que (T, Fu) se
escinde. Sabemos que existe un camino

M~ TK—%—K—T'

con M’ € indM. Si T’ es proyectivo, entonces, al ser M sincero, tenemos Homy (77, M) # 0.
Luego, existe un camino con un gancho

M -s1K—%—K—T — M
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con M', M" en indM. Contradiccion. Por lo tanto, 7" no es proyectivo. Pero entonces, el
morfismo irreducible K — T’ induce un morfismo irreducible TK — t7’. Esto es absurdo,
porque TK € Jy y tT' € Fy;. Luego, TK € .Fy, 1o que prueba (a).

(b) Si K € %) entonces K € add(zT):

Por nuestra hipétesis K no es inyectivo, y hay un morfismo irreducible 7/ — 77 'K.
Luego, 'K € Fj. Como 7 (77 'K) = K € Fy, resulta que T~ 'K es Ext-proyectivo en
I, 0 sea , estd en addT. Esto es, K € add(tT).

(2) T es un médulo inclinante:

Como ya dijimos, 7" es un médulo inclinante parcial. Entonces s6lo nos resta probar (73).

Sea

0—AL g 874 9

una sucesion de Bongartz para T (ver (I1.3.3)). Queremos probar que E € add7. Como
(I, Fu) se escinde, podemos escribir E=X @Y, con X € Ty eY € Fy.

A continuacién probaremos que Y = 0. Supongamos que Y # 0. Si Y es proyectivo, la
sinceridad de M implica que Homy (Y, M) # 0, de donde Homy (Y, T) # 0 pues M € addT
(por (3.3) (b)). SiY no es proyectivo entonces la restriccién a Y del morfismo g de la sucesion
precedente es no nula. En cualquier caso resulta que Homy (Y, 7)) # 0. Por otro lado, T ® E
es inclinante, luego

Homy (Y, 7T) = DExt} (T,Y) = 0.

Sea vy :Y — T} un morfismo no nulo, con 77 € ind7. Vamos a construir en forma recursiva,
para todo i > 2, morfismos v; : Y — T; y morfismos irreducibles u; 1 : T; — T;—1 con los
T; € indT, tales que ujuy...u;—1v; # 0. Supongamos que v;,uy, ..., u;—1 han sido construidos.
Para construir v; 1, u; consideramos el morfismo minimal que casi se parte a derecha que
termina en 7;, al que escribimos en la forma [f;, g;] : Ki®L; — T;, con K; € Iy y L; € Fy.
Como Y € Zy y T; € J), el morfismo v; : Y — T; no es una retraccion, por lo que se
factoriza a través del morfismo [f;, gi] : K;®L; — T;. Por (1) sabemos que K; € addT y L; €
add(tT), de donde Homy (Y, L;) = 0, por lo observado arriba. Como Homy (Y,L;) =0, v; se
factoriza por f; : K; — T;. Como ujuy...u;_1v; # 0, hay un sumando directo 7;,| de K; y
morfismos u; : T4y — T;, virp 1 Y — T;1 tales que ujuy...u;ju;vir) # 0. Esto termina la
construccion.

Como, para todo i, tenemos que uju,...u; 1 # 0, obtenemos una contradiccion, ya que to-
dos estos morfismos se encuentran en rad(End 7'), que es un ideal nilpotente. Asi concluimos
que Y =0.

Hemos probado que la sucesion de Bongartz es de la forma

0—A—X—T"—0
conX € 9. Sea N € Fjy. Aplicando el funtor Homy (—, N), obtenemos una sucesion exacta
0 = Ext} (T¢,N) — Ext}, (X,N) — Ext} (A,N) =0

Por lo tanto, Ext}‘ (X,N) =0y X es Ext-proyectivo en 7y;. Luego, X € addT y esto prueba
que T es inclinante.
G) Iu=T(T)yFu=F(T):
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Sea N € 3. Como T es Ext-proyectivo en Jj, Ext} (T,N) = 0. Por lo tanto, N € 7 (T).
Reciprocamente, sea N indescomponible en .7 (T'). Entonces Homy (7,N) # 0, de donde
N € 9. Asi probamos que 7y = .7 (T). En consecuencia, .y = .7 (T).

(4) Por ultimo, T es un mdédulo inclinante convexo:

En efecto, de (2) y (3) sigue que T es un mddulo inclinante separante. Por otro lado, de
(3.3) (a), tenemos que diN < 1 para todo N € .7 (T). En virtud de (2.6), T es convexo. O

A continuacion presentamos el teorema principal de esta seccion.

Teorema 3.5. Un dlgebra A es inclinada si 'y solo si existe un A - modulo sincero M tal que
ningun camino entre dos sumandos de M contiene un gancho.

Demostracion. La suficiencia de la condicion sigue de (3.4) y de (2.7).

Reciprocamente, supongamos que A es inclinada. Por (2.7), existe un A-mddulo inclinante
convexo 7. Como T es inclinante, es fiel y, por lo tanto, sincero. Supongamos que existe un
camino que contiene un gancho

T 1L —s x — L~ T"

con 7/, T" en indT. La convexidad de T implica que L, TL € indT. Pero Ext} (L,TL) # 0,
lo que contradice que Ext}x (T,T)=0. Luego M = T satisface lo deseado. O

El corolario que sigue es una consecuencia interesante del teorema anterior. Un A - médulo
indescomponible se dice dirigido si no existe ningin ciclo

M=My—M — --- —M,=M

en indA.

Corolario 3.6. Sea A un dlgebra que admite un modulo indescomponible sincero y dirigido.
Entonces A es inclinada.

Demostracion. Sea M f—1> My — - L M, un camino en indA, con My, M, € indM. Como
M es indescomponible, entonces My = M; = M. Como M es dirigido, f; es un isomorfismo,
para todo i. Luego el camino no contiene ganchos. Ahora el enunciado sigue de (3.5). O

La reciproca de este corolario es falsa. En efecto, el dlgebra A del ejemplo (2.8) es incli-
nada, pero no existe un A-médulo indescomponible sincero.

Demostraremos un resultado que muestra la importancia de las dlgebras inclinadas: si
M es un A - médulo indescomponible dirigido arbitrario, entonces existe un dlgebra in-
clinada B tal que M es un B - mddulo. Asi, para estudiar la estructura de los médulos
indescomponibles dirigidos sobre un algebra arbitraria, es suficiente estudiar los modulos
indescomponibles dirigidos sobre las dlgebras inclinadas. A fin de probar esto, necesitamos
la siguiente definicion.

Notas de Algebra 'y Andlisis, Vol 21, 2008



80

Sea M un A - médulo indescomponible. El proyectivo Py que soporta a M es por definicién
la suma directa Py; = ©P, de un conjunto completo de representantes de clases de isomor-
fismo de A - médulos proyectivos indescomponibles Py tales que Homy (P,M) # 0. El
soporte de M es el dlgebra SuppM = End Py;. Asi, M es un médulo indescomponible sincero
si y s6lo si SuppM = A.

Corolario 3.7. Sea A un dlgebra de artin y M un médulo indescomponible dirigido. En-
tonces B = SuppM es un dlgebra inclinada.

Demostracion. En virtud de la definicion de soporte, M es un B - médulo indescomponible
y sincero. Por otra parte, un ciclo en indB induce un ciclo en indA. El enunciado resulta
entonces de (3.6). O

En el caso considerado, el soporte es ademds convexo. Decimos, en efecto, que SuppM es
convexo en A si, para toda sucesion

Py— P — - — P

de morfismos no nulos entre indescomponibles proyectivos, con Py, P, € addPy,, tenemos que
P; € addPy; para todo i. La demostracion siguiente estd inspirada en la hecha por Bongartz
para dlgebras sobre un cuerpo algebraicamente cerrado.

Para demostrar este resultado utilizaremos el siguiente lema.

Lema 3.8. (a) Sea P R (0] %5 X un camino en indA, con P,Q proyectivos 'y gf = 0.
Entonces existe un camino en indA de la forma P /radP — U — X.

(b) Dualmente, sea X J, [ -5 J un camino en indA, con I ,J inyectivos y gf = 0.
Entonces existe un camino en indA de la forma X — V — socJ.

Demostracion. Demostraremos la parte (a). La parte (b) se deduce por dualidad.

Sean § = P/radP y U = Q/f(radP). En el diagrama de abajo, Ker(q¢f) = f~! f(radP) =
radP + Ker f = radP = Kerp. Luego el morfismo f induce un monomorfismo f :§ — U.
Ademas el médulo U es indescomponible, por ser imagen epimérfica no nula del proyectivo
indescomponible Q. Por tltimo, Kerq = f(radP) C Kerg, de donde el morfismo g se factori-
za a través del epimorfismo candnico g, como se indica en el diagrama. Esto completa la
demostracion.

pLotx
pl al |
S--»U---X
7 g
O

Proposicion 3.9. Sea M un A—mddulo indescomponible dirigido. Entonces B = SuppM es
convexo en A.

Demostracion. Supongamos que SuppM no es convexo en A. Entonces existe un camino
Pp— P — ...— P,cont >2 Py, P, €indPy,y Py, ..., P, proyectivos que no estdn en
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indPy,. Consideremos un tal camino con longitud  minima. Sea S; = P, /radP;, con 1 <i <t.
Entonces P;_; 2 P,. Dado que Homyu (P,—1,S;) = 0, podemos aplicar (3.8)(a) a cada uno de
los caminos P,_; — P; — S; para deducir que existe un camino

(1) S1—Uy— 8 —...— 8.

Como, por hipétesis, P estd en SuppM y P, no estd en SuppM, existe un camino P,_; —
P, — M con composicién nula. Aplicando (3.8)(a) a este camino, se obtiene un camino

(2) St—l —)Ut—>M

Ahora vamos a usar la equivalencia de Nakayama entre proyectivos e inyectivos para aplicar
(3.8) nuevamente. Sea I; = v(P;). Como Py € indPy, P, ¢ indPy;, y Homy(P;,M) =0 siy
solo si Homy (M, I;) = 0, hay un camino de la forma M — Iy — I} con composicién nula.
Deducimos, usando (3.8)(b), la existencia de un camino

(3) M—U; —S;.

Concatenando los caminos (1), (2) y (3) obtenemos un caminoM — U; — S} — Uy —
Sy — ... — 81 — U; — M. Como el médulo M es dirigido, todos los morfismos de
este camino deben ser isomorfismos. Luego M = §j. Pero esto es un absurdo, ya que por

hipétesis, Homy (P, M) = 0. O
Ejemplo 3.10
(a) Sea A dada por el carcaj
2
]
/ \ 4
] ]
1 \ / \
6
o @)
3 \ /
o
5

ligado por todas las relaciones de conmutatividad posibles. El cdlculo de I' (modA) muestra
que éste es aciclico
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6

El médulo indescomponible proyectivo 53 2 es sincero y dirigido. Por lo tanto, A es incli-

nada.
(b) Para que un 4lgebra sea inclinada no es suficiente que haya un médulo indescom-
ponible sincero. En efecto, sea A dada por el carcaj

2
S
N

ligado por la relacién aff = 0. Entonces I'(modA) es

/ 2/ N
\3 1\32/

NN

donde identificamos las dos copias del simple 2. Aqui tenemos varios médulos indescom-
ponibles sinceros, pero todos estdn sobre ciclos. Sin embargo, A no es inclinada, pues
dp % =2=di %, y (1.4) (b) afirma que los mdédulos indescomponibles de dimensién proyec-
tiva 2 sobre un dlgebra inclinada tienen dimensién inyectiva menor o igual que uno.

f—

En cambio, es ficil ver que el soporte del médulo indescomponible dirigido % es el dlgebra
dada por el carcaj

B 2
«<—— O

QO =

mientras que el del médulo indescomponible dirigido % es el dlgebra cuyo carcaj es

a 3
«~— o0

on

y estas dos dlgebras son inclinadas, ya que son hereditarias.

4. RODAJAS Y RODAJAS COMPLETAS.

Si queremos verificar si un dlgebra dada es inclinada debemos, de un modo u otro, re-
conocer el dlgebra hereditaria de la cual ella es originaria. Ejemplos simples muestran que
esta informacion estd codificada en el carcaj de Auslander-Reiten. Para explicar la idea,
retomamos un ejemplo visto anteriormente.
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Ejemplo 4.1. Sea A dada por el carcaj

Ya vimos (en (2.8)) que el médulo U = B} Uj, con Uy = 2, Uy = 4, Us = 3t y Uy = 4
es inclinante convexo, y que el dlgebra H = End Uy es el dlgebra hereditaria de carcaj

Sabemos que U es un H°? - mddulo inclinante y el carcaj de H°P reproduce exactamente
el subcarcaj pleno

4
3.4 __ 34

%4
1 2 2

de T'(modA). En otros términos, mirar I'(modA) permite “recuperar” el dlgebra hereditaria
H tal que A es el anillo de endomorfismos de un H-mdédulo inclinante. En efecto, por (I11.4.2)
sabemos que A = (End yU)?” = End DUp.

Notamos que, mirando el carcaj de Auslander-Reiten de H, podemos también hallar un
modulo inclinante 7' tal que A = End7y. Para ello buscamos H-mddulos tales que el sub-
grafo del carcaj de Auslander-Reiten determinado por ellos “reproduzca” el carcaj de A°7:
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4
. . 3
Tenemos un H - médulo inclinante 7 = GB?:IT,- (conT)=1,T, = %, 3=3yT,= %) tal que

A~ EndTy.

A partir de este ejemplo, llegamos a dos conjuntos diferentes de axiomas, que son el objeto
de esta seccidn y de la seccidn siguiente.

Definicion. Un conjunto finito . C indA es una rodaja en modA si satisface los axiomas
siguientes:

(S1) Bye.~U esun A - mddulo sincero.

(S2) . es un conjunto convexo en indA.

(S3) Si0 — L — M — N — 0 es una sucesion que casi se parte entonces a lo sumo
uno de los médulos Ly N estd en ..

El conjunto .¥ se llama rodaja completa si, ademas de los axiomas anteriores, satisface la
condicion:

(S5) Si0 — L — M — N — 0 es una sucesién que casi se parte y un sumando
indescomponible de M estd en .¥ entonces L € . 6 N € ..

. . . 4 .
Es fécil ver que en el ejemplo precedente, el conjunto {%, ‘2‘, 324 ,4} es una rodaja com-

44 34 ~
pleta. Por otra parte, %, 557 ¢ €s una rodaja, pero no es completa, como lo muestra la

sucesion que casi se parte

3
2

34

2

0— — 4 —0 .

Lema 4.2. Sea T un A - modulo inclinante convexo. Entonces indT es una rodaja completa
en modA.

Demostracion. Verifiquemos los axiomas de la definicién de rodaja completa.

(S1) T es sincero por ser inclinante.

(S7) Decir que T es convexo es decir que ind7 lo es.

(S3) Sea) — 7X — E — X — 0 una sucesion que casi se parte en modA. Suponga-
mos que TX y X estdn en ind7'. Entonces Ext} (X, 7X) # 0 contradice que Ext} (7,T) = 0.
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(S%) Sea 0 — tX — E @ Ty — X — 0 una sucesi6n que casi se parte con T € ind7.
En virtud de (2.6), T es separante. Como Ty € add7T y Homy (Tp,X ) # 0, tenemos que
X € Z(T). Supongamos que X ¢ ind7. Como T es inclinante, X ¢ .% (T), por (IL.3.9).
Por lo tanto, X € .7 (T). Finalmente, de Homy (tX, Ty) # 0y (2.3), resulta que 7X € indT.
O

Necesitaremos también el lema siguiente.

Lema 4.3. Sea M un A - médulo convexo. Entonces:

(a) rady (M, M) = 0.

(b) Si, ademds, EndM es conexo, el subcarcaj pleno de I'(modA) definido por indM es
conexo.

Demostracion. (a) Sea m un nimero natural tal que rad”(EndM) = 0. Basta ver que

rady (X,Y) = 0 siempre que X,Y € indM. Consideremos un camino X = X,,, ELN Xm—1—

IR Xo =Y, con cada X; € indA y cada f; € rads(X;,X;_1). Por la convexidad de M,

tenemos que X; € indM para cada i. Como rad” (End M) = 0, resulta que fj ... f;,, = 0, lo que
prueba que rady (X,Y) = 0.

(b) Sean X,Y dos sumandos indescomponibles de M tales que Homy (X,Y) # 0. Por (a) y
(I.3.4), existe un camino

X=X Lok F gy

de morfismos irreducibles con cada X; € indA. Por la convexidad de M, tenemos que X; €
indM para cada i, de lo que resulta el enunciado. O

En lo que sigue notaremos || al cardinal del conjunto ..

Nuestro préoximo teorema muestra la relacion entre las nociones de rodaja completa y de
modulo inclinante convexo.

Teorema 4.4. Sea . una rodaja en modA y M = @Gyec»U. Entonces existe una rodaja
completa .'D .. Ademds, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) M es un modulo inclinante convexo.

(b) & es una rodaja completa.

(©) || =rgKo (A).

Demostracién. Supongamos primero que existe un camino que contiene un gancho M’ ~
X — x — X ~»M" con M'M" € /. Por (S,), tenemos que X,tX € .. Pero esto
contradice (S3). Luego M satisface las hipétesis del Lema (3.4). Por lo tanto T = p{X €
indA : X es Ext-proyectivo de 7/} es un médulo inclinante convexo, y existe N tal que
T =M®N. Luego || = |indM| < |indT | =rgKy(A), y la igualdad vale si y sélo si M =
T. De aqui se desprende inmediatamente la equivalencia de (a) y (c), y también el primer
enunciado del teorema, ya que . C indT, que es una rodaja completa por (4.2). El mismo
(4.2) muestra que (a) implica (b).

Sélo resta probar que (b) implica (a), y para ello basta ver que M = T. Supongamos en-
tonces que . es una rodaja completa, y sea T’ € indT. Como T’ € .9}, existe un camino
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M=ot — . I

con M' € . CindT. Como T es convexo, entonces T; € indT para todo i . Claramente,
basta probar que 77 € .. Como T es inclinante y entonces conexo (ver (I1.4.3)), por (4.3)
podemos suponer que en el camino precedente los morfismos son irreducibles. Vamos a
considerar dos casos:

Caso 1: Tj es proyectivo. Como M es sincero, existe M" € . tal que Homy (Ty,M") # 0.
A partir del camino M’ — Ty — M" y de la convexidad de . , obtenemos T € ..

Caso 2: T no es proyectivo. Entonces existe una sucesion que casi se parte 0 — 777 —
M' &E — Ty — 0. Como t7; ¢ indT, entonces tT] ¢ .y, por (S), tenemos que 7; € .7,
como queriamos. O

Corolario 4.5. Sea . una rodaja en modA, y sea M = @ U. Entonces || < rgKyp(A),
Ues
existe una componente de I'(modA) que contiene a ., M es un mddulo inclinante parcial y

rady (M,M) = 0.
Demostracion. Se deduce inmediatamente de (4.3) y (4.4). O

El corolario siguiente justifica el nombre de rodaja completa.

Corolario 4.6. Si ." es una rodaja en modA que contiene una rodaja completa ., entonces
S =

Demostracion. A partir de (4.4), tenemos que |.7| =1gKo (A) y |-/| <rgKo(A). Entonces
el corolario sigue de las desigualdades

rgKo (A) = |.7| < |.7"| <rgKo(A).

Deducimos también la reciproca de (4.2).

Corolario 4.7. Un A - médulo T es inclinante convexo si y solamente si indT es una rodaja

completa en modA. En particular, una rodaja completa induce un subcarcaj conexo de
I'(modA).

Demostracion. Este corolario resulta de (4.2), (4.3) y (4.4). O

La consecuencia mads interesante es una nueva caracterizacion de las algebras inclinadas.

Teorema 4.8. Sea A un dlgebra. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) A es un dlgebra inclinada.
(b) Existe una rodaja completa en modA.
(c) Existe una rodaja en modA.
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Demostracion. (a) implica (b) Si A es inclinada, existe un mddulo inclinante convexo 7.
Pero entonces, por (4.2), ind7 es una rodaja completa en modA.

(b) implica (c) Esta implicacién es trivial.

(c) implica (a) De (4.4) resulta que existe un A-mdédulo inclinante convexo. O

Finalmente, el resultado siguiente muestra cémo construir (todas) las rodajas completas.

Teorema 4.9. (a) Sea H un dlgebra hereditaria, Ty un modulo inclinante y A = End Ty.
Entonces ind(Homy (T,DH)) es una rodaja completa en modA.

(b) Reciprocamente, sea A un dlgebra y . una rodaja completa en modA. Entonces
M = ®ye.oU es un mddulo inclinante convexo, H = End M es hereditaria, Ty = D (gM) es
inclinante y . = ind(Homy (T,DH)).

Demostracion. (a) Sea My = D (oT). Como Ty es co-inclinante, 47 también lo es. Luego,
My es inclinante. Como H = End M, es hereditaria, el médulo M, es inclinante convexo,
por (2.6). Por lo tanto, en virtud de (4.2), indM es una rodaja completa en modA. Por otro
lado My = D (uT) = D (uT ®y H) = Homy (T,DH). Asi queda demostrado (a).

(b) Resta probar que, reciprocamente, toda rodaja completa en modA es de la forma vista
en (a). Sea .7 una tal rodaja. Por (4.2), M = Gy ~U es inclinante convexo. De (2.6),
obtenemos que H = End M}, es hereditaria y g M es inclinante, luego, co-inclinante. Por lo
tanto, Ty = D (gM) es inclinante. En virtud de (I1.4.2), tenemos A = End 7. Pero entonces

DuesU =My =D (oT) = Homy (T,DH)
Esto prueba que . es de la forma requerida. O

Ejemplo 4.10. En general, la categoria de mdédulos de un algebra inclinada contiene varias
rodajas completas. Por ejemplo, el dlgebra dada por el carcaj

<
I

/NS

L
e

con todas las relaciones de conmutatividad posibles, tiene el carcaj de Auslander-Reiten
siguiente (ver el ejemplo (3.8) (a))
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NSNS NN\
NN NN KN
/\/\/\/\

La region indicada contiene varias rodajas completas que realizan todas las orientaciones
posibles del diagrama de Dynkin [Eg.

O O O

Por lo tanto, para cada orientacion de este grafo, existe un modulo inclinante sobre el dlgebra
de caminos del carcaj resultante cuya dlgebra de endomorfismos es isomorfa a A.

5. LAS SECCIONES : EL CRITERIO DE LIU Y SKOWRONSKI.

Si bien la existencia de rodajas es un criterio muy satisfactorio cuando queremos saber si
un algebra de representacion finita es inclinada o no, este criterio es mads dificil de aplicar a
algebras de representacion infinita. En efecto, esta verificacion presupone un buen conoci-
miento de la categoria de mddulos. Sin embargo, el Corolario (4.5) nos dice que en realidad
basta conocer localmente el carcaj de Auslander-Reiten. Por ello, en esta seccidn estudia-
remos subcarcajes especiales de I'(modA) con el objeto de obtener un criterio mas facil de
aplicar. Este criterio fue obtenido simultdnea e independientemente por Liu y Skowroniski.

En lo que sigue del capitulo, I" designa una componente de I'(modA).

Definicion. Sea I" una componente de I'(modA). Una seccion X de I es un subcarcaj pleno
que satisface los axiomas siguientes:

(o7) X es aciclico.

(07) Para cada punto x de I', existe exactamente un n € Z tal que t""x € ¥.

(03) Xesconvexoen I: six=x9g — x; — -+ — x; =y es un camino en " con
X,y € X, entonces x; € X para todo i.

Notemos que la nocién de seccién es puramente combinatoria. Observemos que la nocién
de convexidad en (03) es diferente de la definida en la seccién 2: en efecto, se trata aqui de
caminos en I, es decir de caminos formados por morfismos irreducibles, y no por morfismos
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arbitrarios. Es claro que si un conjunto £ C I" es convexo (en el sentido de la seccién 2),
entonces es convexo en I, pero la reciproca es falsa en general.
Por ejemplo, la rodaja completa del ejemplo (4.1) es una seccion.

Lema 5.1. Sea I" una componente conexa de I'(modA) y X una seccion de T'. Supongamos
que x — y es una flecha en T

a) Si x € X, entonces o bien'y € ¥y , 0 bien Ty € Xy.

b) Si y € X, entonces o bien x € ¥, 0 bien T~ 'x € ¥.

Demostracion. Probemos (a), ya que (b) es dual. Por (o), existe un entero m tal que
"y € Xo. Sim < 0, entonces existe un camino x — y — % — 7'y — ... — 7y en
I". Como x, ™y € ¥, entonces por la convexidad (03), tenemos que y € Xg. Luego, (02) nos
da m = 0. De la misma manera, si m > 0 tenemos que Ty € X. O

Lema 5.2. Sean I" una componente conexa de I'(modA) y X una seccion de T tal que
Homy (U,1V) = 0 para todo U,V € ¥y. Entonces

(a) [Eo| < rg Ko (A).

(b) rady (U,V) =0 para todo U,V € Xy.

(c) Homy (t7'U,V) = 0 para todo U,V € %.

Demostracion. (a) Esto sigue del lema de Skowronski (I1.5.7).
(b) Sean U, V € X tales que rady (U,V) #0. Por el lema (1.3.5), existe, para cada i > 0,
un camino de morfismos irreducibles entre médulos indescomponibles

Vi—Vig— - — Vi — W=V
tal que rady (U,V;) # 0. Como X es finita y aciclica, existe ip > 1 tal que V;,_1 € Xo pero
Vi, & Zo. Por el Lema (5.1), tenemos 7~ 'V;, € . Pero entonces Homy (U, 7 (77'Vj))) =
Homy (U, V;,) # 0 contradice la hipétesis.

(c) Sean Uy, Vy € X tales que Homy (T_lU(),V()) = (0. Entonces no existe un camino de
morfismos irreducibles ’L"IUO ~» Vp: en efecto, si existiera un tal camino, entonces habria
un camino compuesto Uy — % — 71Uy ~ Vy en T, y la convexidad de X en I' darfa
71Uy € X, una contradiccién. Entonces rady (T_lU(), Vo) = (. Como X es finita y aciclica,
podemos suponer que Uy no tiene predecesor directo W € X tal que rady (”L”IW, Vo) # 0.
Por otra parte, observando que el morfismo minimal que casi se parte a derecha E — 71U
es sobreyectivo, tenemos que rady (Wp, Vp) # 0, para algiin sumando indescomponible Wy de
E. Como existe una flecha Uy — W en I, resulta del Lema (5.1) que uno de los médulos
Wo, T™W) pertenece a ¥y. Por nuestra hipétesis sobre Uy, tenemos que TW, ¢ ¥j. Entonces
Wo € Xg y esto contradice (b). O

El lema siguiente es dual de (5.2).

Lema 5.3. Sean I" una componente conexa de I'(modA) y ¥ una seccion de T tal que
Homy (”L”IU,V) =0 paratodo U,V € ¥Xy. Entonces
(a) [Eo| < rg Ko (A).
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(b) rady (U,V) =0 para todo U,V € X.
(c) Homy (U,1V) = 0 para todo U,V € X. O

Una primera consecuencia evidente es el corolario siguiente.

Corolario 54. Sean I' una componente conexa de T'(modA), ¥ una seccion de Ty
T = @yeyx, U. Entonces Homy (T,7T) = 0 si y sélo si Homy (t7'T,T) =0. O

Un subcarcaj pleno X de I se dice fiel si su anulador Ann X = (| Ann M =
MeX,

{a € A: Ma =0 paratodo M € Xy} es el ideal nulo.

Lema 5.5. Sea I una componente de I' (modA) y ¥ un subcarcaj finito y aciclico de T'.

(a) Si, para todo M € X y morfismo irreducible M — N, tenemos que N € Xy o TN €
Yy, entonces todo morfismo no nulo M — U, con M € £y y U ¢ ¥ indescomponible, se
factoriza por add(”L'*lZ‘,).

(b) Si, para todo M € X y morfismo irreducible L — M, tenemos que L € Xy 0 T 'L €
¥, entonces todo morfismo no nulo U — M, con M € £y y U ¢ ¥y indescomponible, se
factoriza por add(tX).

Demostracion. Es suficiente probar (b), ya que (a) es dual. Sea f: U — M como en
el enunciado. Vamos a proceder por recurrencia, puesto que X es aciclico. Supongamos
primero que M es una fuente de X, y sea g : E — M el morfismo minimal que casi se parte a
derecha. Como M es una fuente de X, ningiin sumando directo de E pertenece a Xy. En virtud
de la hipétesis, E € add(7X). Como f se factoriza por g, hemos terminado. Supongamos
ahora que M no es una fuente y que el enunciado se verifica para todo predecesor propio
M’ de M sobre . Sea g : E — M el morfismo minimal que casi se parte a derecha. Por
hipétesis, E = E' ® E”, donde E’ € add(7X), mientras que todos los sumandos directos de
E" pertenecen a ¥ y son predecesores de M. Entonces f se factoriza por g =[¢’ ¢"| : E' &

E" — M, o sea, existe h = [ ,i’/'/] :U — E'®E" talque f = gh=g'h' + ¢"h". Finalmente,

por la recurrencia, &’ se factoriza por add(tX). O

Lema 5.6. Sean I' una componente conexa de I' (modA) y ¥ una seccion fiel de T tal que

Homy (U,tV) =0 para todo U,V € ¥y. Entonces T = @ U es un mddulo inclinante con-
Uey
vexo.

Demostracion. Por (I1.2.7), T es un mddulo inclinante parcial. Ademds, sigue de (I1.1.7)
que una add7 - aproximacién a izquierda f : A — T< es inyectiva. Entonces tenemos una
sucesion exacta

0—A-1s 14 8. x .

Afirmamos que T & X es inclinante. Como dp7” < 1y A es proyectivo, tenemos que dpX < 1.
Entonces dp(7 & X) < 1.
Aplicando el funtor Homy (—, T'), obtenemos una sucesion exacta
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H
< — Homa (T4, 7) "™ Y Homy (A, T) — Ext (X,T) — Ext\ (T, T) = 0.
Por (I1.1.7), Homy (f, T) es sobreyectivo. Por lo tanto, Ext} (X,7) = 0. Aplicando suce-
sivamente Homy (X, —) y Homy (7', —) a la misma sucesion exacta, se tiene

0 = Ext} (X,79) — Ext} (X,X) — Ext3 (X,A) =0

0 = Ext} (T, T%) — Ext} (T, X) — Ext} (T,A) =0
dado que dp(7T ®X) < 1. Entonces Ext} (X,X) =0y Ext} (T,X) = 0. Por consiguiente,
Ext} (T®X,T®X) =0y T®X es inclinante.

Para probar que T es un médulo inclinante, es suficiente mostrar que X € add7. Si esto
no ocurre, existe U € indX tal que U ¢ addT. Como Homy (7,U) # 0, existe un sumando
indescomponible Ty de T tal que Homy (Tp,U) # 0. Como X es finita y aciclica, podemos
suponer que Ty no tiene sucesor directo T, € Xy tal que Homy (TO’ U ) #0. Como U ¢ X,
tenemos que rad(7p, U) # 0. Considerando el morfismo minimal que casi se parte a izquierda
empezando en 7, existe una flecha Ty — V en I tal que Homy (V,U) # 0. Por (5.1), V € X
o tV € ¥. Por nuestra hipétesis sobre Tp, tenemos que V ¢ ¥, pero

Exty (U,7V) = DHomy (7 (t7'V),U) = DHomy (V,U) #0

contradice que Ext}{ (X,T) = 0. Esto prueba que 7T es inclinante.

Finalmente, para probar que T es convexo, hay que probar que H = End T es hereditaria
(ver (2.6)). Sean P un H - médulo proyectivo indescomponible, y f : ¥ — P un monomor-
fismo con Y indescomponible. Tenemos que probar que Y es proyectivo. Como Y = 0, existe
un morfismo no nulo f': Q — Y, con Q proyectivo indescomponible. Como Py Q son
proyectivos, tenemos que P, Q € % (T). Luego Y € # (T), pues Y es submddulo de P.
Entonces existen morfismos g: M — Ty y g’ : Ty — M, con Ty, Ty € addT y M € 7 (T),
tales que P = Homy (7, Tp), Q = Homy (7,T;), Y = Homy (T, M), f = Homy (T,g) y f' =
Homy (7,¢’). Como f es un monomorfismo, tenemos que ff # 0. Entonces gg’ # 0. Si al-
guno de los morfismos g, g’ estuviera en el radical infinito de modA, entonces rady (77, 7o) #
0, lo que contradice (5.2)(b). Entonces existen caminos en ['de 77 a M y de M a Ty. La con-
vexidad de X en I implica que M € addT, de donde Y es proyectivo. O

Ahora estamos preparados para probar el resultado principal de esta seccion.

Teorema 5.7. Sean I" una componente conexa de I (modA) y X un subcarcaj pleno y convexo
de T'. Las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) X es una seccion fiel tal que Homy (U, V) = 0, para todo U,V € ¥.

(b) X es una seccion fiel tal que Homy (’L'_IU, V) =0, para todo U,V € X.

(©) T =@yex, U es un médulo inclinante convexo.

Demostracion. Por (5.4), (a) y (b) son equivalentes y, por (5.6), tenemos que (a) implica (c).
Entonces basta probar que (c) implica (a).
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Supongamos que 7" es un modulo inclinante convexo. En particular, es fiel. Por lo tanto,
¥ es fiel. Ademds, Homy (T,7T) = DExt} (7,T) = 0. Finalmente, £y = ind7 es convexo
en indA, luego a fortiori convexo en I'. Por (2.6), EndT es hereditaria. Luego EndT es
triangular y X es aciclico. Nos resta probar (0>).

Comenzamos por verificar que X corta a cada 7 - 6rbita de I'. Para ello basta ver que,
siMeXy yL el pertenecen a dos Orbitas vecinas, entonces X corta a la 6rbita de L.
Supongamos que existe un morfismo irreducible 7"M — L o L — t""M, para un cierto
n € 7. Renombrando si es necesario a L, podemos suponer que || es minimo para la familia
de morfismos irreducibles que conectan un médulo de la 6rbita de M con uno de la 6rbita de
L. Consideramos tres casos :

Caso 1. n < 0. En este caso no existe morfismo irreducible L — "M, porque de lo
contrario también tendriamos uno t"*'M — L, contra la minimalidad de |n|. Luego tenemos
un morfismo irreducible "M — L. Andlogamente, L debe ser proyectivo, ya que de lo
contrario tendrfamos un morfismo irreducible t"*'M — 7L, contra la minimalidad de |n]|.
Entonces, por la sinceridad de 7', existe un morfismo no nulo L — M’, con M’ € ¥. Luego
tenemos un camino en indA: M — --- — "M — L — M’, de donde L € X, por la convexidad.

Caso 2. n > 0. Este caso es dual del anterior.

Caso 3. n =0. Tenemos un morfismo irreducible M — L 6 L — M. En el primer caso,
Le 7(T). Si L es proyectivo, entonces L € Xy. Suponemos entonces que L no es proyectivo.
SitL e 7(T),de (2.3) obtenemos que TL € Xy y, si tTL ¢ 7 (T), resultaque TL € .% (T), de
donde L € ¥y. De modo que en el primer caso, o bien L € ¥, o bien 7L € Xy. En el segundo
caso tenemos un morfismo irreducible L — M. Si L es inyectivo, entonces L € .7 (T) y, por
(2.3), L € ¥o. Por tltimo, si L no es inyectivo, hay un morfismo M — t~!L y usando el
primer caso concluimos que, o bien 77 !'L € Xy, o bien L = t(77'L) € Xy.

Esto termina la demostracién de que X corta a cada 7-6rbita de I'. A continuacién pro-
baremos que la corta una sola vez: si M y "M (con m > () pertenecen ambos a X, del
camino "M — --- — ™M — * — M deducimos que TM € ¥y, porque T es convexo. Pero
Ext}x (M,TM) # 0, lo que contradice la hipétesis que T es inclinante. Asi, hemos probado
que X verifica las condiciones de (a). O

La primera consecuencia de este teorema es el criterio de Liu-Skowronski.

Corolario 5.8. Sea A un dlgebra de artin. Las condiciones siguientes son equivalentes:
(a) A es inclinada.
(b) I'(modA) contiene una seccion fiel ¥ tal que Homy (U, V) = 0 para todo U,V € X,.
(¢) I(modA) contiene una seccion fiel ¥ tal que Homy (t~'U, V) = 0 para todo U,V € X,

Demostracion. Como A es inclinada, por (2.7) existe un médulo inclinante convexo y por
(I1.4.3) sabemos que End T4 es conexo. Resulta entonces de (4.3) que el subcarcaj pleno de
I'(modA) determinado por indT es conexo y por lo tanto estd contenido en una componente
conexa de I'(modA). El resultado es entonces consecuencia de (5.7). a

El resultado siguiente es menos inmediato.
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Corolario 5.9. Un conjunto Xy C indA es una rodaja completa en modA si y sélo si el
subcarcaj ¥ determinado por X es una seccion tal que:

(a) Homy (U, 1V) = 0 para todo U,V € X,.

(b) dpU < 1 para todo U € ¥,

(¢) diU < 1 para todo U € X,

Demostracion. Sea Yy una rodaja completa en modA. Por (I1.4.4), T = EBMGEO U es un
modulo inclinante convexo, cuyo anillo de endomorfismos es conexo (ver (I1.4.3)). En par-
ticular, por (4.3)(b), X estd contenida en una componente conexa I de I'(modA). Asi, de
(5.7) deducimos (a) y (b). Por dualidad, T es también co-inclinante, por lo que obtenemos
también (c).

Reciprocamente, sea X una seccion en I' que satisface (a), (b) y (c). Por (5.2), X es finita,
de donde T es un médulo finitamente generado. Como Ext)(T,T) = DHomy (T, tT) = 0,
tenemos que 7' es inclinante parcial. Luego, existe E tal que 7@ E es inclinante. Supong-
amos que E ¢ addT. Como End (T @ E) es conexo (por (IL.4.3)), existe un sumando directo
E' de E que no estd en addT tal que Homy (T,E’) #0 6 Homy (E',T) # 0. Por (5.5) ten-
emos que Homy (77! T,E") #£0 6 Homy (E,tT) # 0. En el primer caso, Ext} (E',T) #0
(yaque diT < 1)y, en el segundo caso, Ext}{ (T,E") # 0 (ya que dpT < 1). Esto contradice
la hipétesis que T @ E es inclinante. Por lo tanto, E € addT y T es fiel. Entonces, a partir de
(5.3), obtenemos que Xy es una rodaja completa. O

Mucho trabajo ha sido dedicado al estudio de las componentes del carcaj de Auslander-
Reiten de un algebra inclinada. Aunque actualmente se conocen buenas caracterizaciones,
este estudio se sitia fuera del marco de esta monografia. Nos limitaremos a algunas obser-
vaciones. Para comenzar, damos una definicion.

Sea A un dlgebra inclinada. Llamamos componente de conexion de T’ (modA) a una com-
ponente que contiene rodajas completas. A partir de (4.7) tenemos que I (modA) contiene al
menos una componente de conexion.

Proposicion 5.10. Sean A un dlgebra inclinada, n = rg Ky(A), X una rodaja completa en
modA y I' la componente de I'(modA) que contiene a X. Entonces:
(a) I es aciclica y tiene exactamente n T-orbitas.
(b) rad% (X,Y) = 0 para todo X,Y €T.
(©) SiT =@®yecxU yI" #7T es otra componente de T(modA), existen dos casos posibles:
(i) I" C 7(T) y entonces I no contiene proyectivos.
(i) I € .Z(T) y entonces I no contiene inyectivos.

Demostracion. (a) Supongamos por el absurdo que existe un ciclo de morfismos irreducibles
My — My — --- — M; =MyenI'. Como X es una seccion (ver (5.9)), para cada i existe
n; € Z tal que 7"'M; € X. Podemos suponer que existen i tal que n; > 0y j tal que n; < 0.
En efecto, si n; > 0 para todo i, consideramos m = min; n; y aplicamos 7~ a todo el ciclo.
De la misma manera, si n; < 0 para todo i, escribimos m’ = max; n; y aplicamos 7 . Esto
establece nuestra afirmacion.

Por lo tanto, tenemos dos caminos de morfismos irreducibles t"'M; ~ M; 'y M ~ t"M;.
Componiendo, obtenemos un camino de morfismos irreducibles
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TNM; ~> My — My — - — My — M| — - — M~ 7M.
Como 7"iM; € Xy t"/M; € ¥, por la convexidad tenemos que todos los M; estdn en X, y
esto contradice que X es aciclica, por ser una seccidén. Esto prueba que I' es aciclica. Por
otro lado, por (4.4), |X| = n, y como la seccién X corta a cada t-6rbita exactamente una vez,
resulta inmediatamente que X tiene exactamente n T-Orbitas.

(b) Sean X,Y € I tales que radjf(X ,Y) # 0. Por (1.3.5), existe un camino infinito de
morfismos irreducibles

X=Xo—X — - —X— -

tales que rady (X;,Y) # 0 para cada i. Veamos que existe p > 0 tal que X, es sucesor de X en
I'. Como I" tiene s6lo n T-6rbitas, una de ellas contiene a X; para infinitos valores i; del indice
i. Como X corta a cada 7-6rbita, existe M en X y niimeros enteros f; tales que X;, = 7M.
Por (a), I' es aciclica. Luego la sucesion (f;) es estrictamente decreciente y entonces existe
m tal que t,, < 0. Pero entonces p = iy, satisface lo deseado. Ahora bien, rad}(X,,Y) # 0
implica que existe un camino infinito de morfismos irreducibles

=Y s Y Yy =Y

tal que rady (X,,Y;) # O para cada j. Ahora se deduce igual que antes que existe ¢ > O tal
que Y, es predecesor de X enI".

Tenemos asi un camino Zy — Z; — -+ — Z; =X, — Y, = Uy — --- — Uy en indA,
con Zy,Us; € X. Por la convexidad de X en indA, deducimos que XY, € X, de donde
rady (X,,Y;) = 0, por (4.3). Esto contradice que rady(X,,Y;) # O para cada j, probando
(b).

(c) Supongamos que M € I'. Como T es separante, tenemos dos casos: M € 7 (T) 6
M € .7 (T). Supongamos que M € .7 (T). Entonces, probaremos que I C .7 (T).

Sil"¢ 7(T), existe N € I tal que N € .Z (T). Como la componente I es conexa,
podemos suponer que existe un morfismo irreducible ¥ — N 6 N — M. Como N € % (T)
y M € 7 (T), tenemos un morfismo irreducible N — M. Por otra parte, M € I no pertenece
a X CT'y entonces M no es Ext-proyectivo en .7 (T'). Pero tenemos un morfismo irreducible
TM — N y esto es absurdo, porque N € .7 (T). Asi, " € T (T).

La segunda parte de (i) a saber, que I no contiene proyectivos, resulta del hecho que los
tinicos proyectivos de 7 (T) pertenecen a ¥ y, por lo tanto, a I. Hemos probado que I
verifica (1).

Finalmente, si M € .7 (T), se prueba andlogamente que I" verifica (ii). O

Este enunciado dice que cada componente de conexion I' “separa” a la categoria de
modulos del dlgebra inclinada A de la manera siguiente.
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donde los morfismos van de izquierda a derecha, I es aciclica, toda componente I contenida
en .7 (T) esta “a la derecha” de I, y todos sus médulos son generados por 7. De la misma
manera toda componente I'” contenida en .7 (T') estd “a la izquierda” de T', y todos sus
modulos son cogenerados por I

Ejemplo 5.11. (a) Sea A dada por el carcaj

o o

[©]
1 2 3

y tal que rad’A = 0 (esto quiere decir que la composicién de dos flechas cualesquiera es
nula). El carcaj de Auslander-Reiten I (modA) estd dado por

sse s RE

(S}

La componente central I', que contiene a 2, es una componente de conexion (y, de hecho, la
tinica componente de conexidn), puesto que ella contiene a la rodaja completa { 212 ,2, 232 }
Las componentes que preceden a I" son la componente postproyectiva, que contiene a 1, y
una familia de tubos estables: estos son en efecto las componentes postproyectiva y regular
del élgebra de Kronecker

o=—o

1 2
(ver [AuRS], pag. 302). Dualmente, las componentes que siguen a I" son tubos estables y
una componente preinyectiva que son las componentes preinyectiva y regular del dlgebra de
Kronecker

e B u—
2 3
(en efecto, esto sigue del hecho que A es de radical cuadrado nulo, ver [AuRS], pag. 344).

(b) El ejemplo anterior muestra porqué suponer que una componente contiene una seccion
no es suficiente para concluir que la componente es de conexién. En efecto, la componente
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. . .2 2 z : 3
postproyectiva contiene una seccion {1, 11 }, pero ésta no es fiel, ya que el proyectivo 27

no es cogenerado por ella. Por lo tanto, la componente no es de conexion.

6. ALGEBRAS DE ENDOMORFISMOS DE MODULOS INCLINANTES PARCIALES.

Vamos a concluir este trabajo con un teorema, de Happel, que dice que si 7" es un médulo
inclinante parcial sobre un algebra hereditaria, entonces End 7" es un algebra inclinada.

Lema 6.1. Sea H un dlgebra hereditaria y T un H - médulo inclinante parcial. Entonces T
es inclinante si y solo si, para todo H - médulo M # 0 tal que Ext}{ (M,M) =0, se tiene que
Homy (M, T) # 0 6 Ext}, (M, T) # 0.

Demostracion. Sea T un H - mdédulo inclinante. Por la observacion (2.5), existe una
sucesion exacta corta

0—1T —Ty— DH —0
con Ty, Ty € addT, ya que DH € .7 (T). Aplicando el funtor Homy (M, —) a la sucesién
anterior obtenemos

0 — Homy (M, T;) — Homy (M, Ty) — Homy (M,DH) — Ext}, (M, T;) — Ext}, (M, Ty) — 0.

Luego, Homy (M, T) = 0 y Ext}, (M, T) = 0 implican Homy (M,DH) = 0y, por consi-
guiente, M = 0. Esto prueba la necesidad.

Para probar la suficiencia, sea T un mdédulo inclinante parcial que verifica la propiedad
enunciada. Para mostrar que 7T es inclinante, vamos a probar que una add7 - aproximacion a
izquierda f : Hy — Tp (con Ty € addT ) es inyectiva y, luego, que el contcleo C = Cokerf
pertenece a addT.

Si aplicamos el funtor Homg (—, T') a las sucesiones exactas cortas

0—Kerf — H-2oImf—0 y 0—Imf— Ty—C—0

obtenemos, respectivamente, las sucesiones exactas

0 — Hompy (Imf,T) Homar(/,7) Homgy (H,T) — Homy (Kerf,T) —

— Ext}, (Imf,T) — Ext}; (H,T) = 0 — Ext}; (Kerf,T) — 0

0 — Homgy (C,T) — Homgy (Ty,T) — Hompy (Imf,T) —
— Extl (C,T) — Ext}; (Ty, T) = 0 — Ext}; (Imf,T) — 0,
ya que H es hereditaria. En particular, Ext}, (Kerf,T) = 0y Extl, (Imf,T) = 0.

Como Homy (f,T) es sobreyectivo, y f es una add7 - aproximacién a izquierda, también
tenemos que Homy (Kerf,T) = 0. Ademas, aplicando el funtor Homy (—, Kerf) a la sucesion

0— Kerf— H A, Imf — 0 obtenemos en forma andloga que Ext}i (Kerf,Kerf) =0.
Por hipétesis, Ker f =0, y f es inyectiva.
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Entonces tenemos la sucesion exacta corta
0—H-Lr-tc—o.
Aplicando Homy (7, —), obtenemos un epimorfismo
0 = ExtL, (T, Ty) — Ext}, (T,C) — 0

de donde Ext}, (T,C) = 0. Aplicando Homy (—,T) a la misma sucesién, se obtiene una
sucesion exacta

0 — Homy (C,T) — Homg (To, T) "™ Homy (H,T) — Extl; (C,T) — 0.

Como Homy (f,T) es sobreyectivo, Ext}, (C,T) = 0. Por dltimo, Homy (C,—) aplicado a
la misma sucesién exacta corta nos da un epimorfismo

0 = Ext}; (C, Ty) — Ext}, (C,C) — 0
de donde Ext}, (C,C) = 0. Luego, ExtL, (T &©C,T ©C) =0y T &C es un médulo inclinante.
Para probar que 7' es inclinante nos resta mostrar que C € add7T'. Supongamos que C # 0.

Como Ext}, (C,T) = 0, de nuestra hipétesis resulta que Homy (C,T) #0. Seah:C — T}
(con Ty € addT ) una addT -aproximacion a izquierda. Aplicando el funtor Homy (—,7) a
las sucesiones exactas cortas

0 — Kerth — C — Imh — 0

y
0 —Imh — Ty — Cokerh — 0

obtenemos las sucesiones exactas
0 — Homy (Cokerh, T) — Homp (Ty,T) — Homy (Imh,T) —
— Ext}; (Cokerh, T) — Ext}; (T}, T) = 0 — Ext}; (Imh,T) — 0
0 — Hompy (Imh,T) Homa (4 T) Homgy (C,T) — Homgy (Kerh,T) —
— Extly (Imh, T) — Ext}; (C,T) = 0 — Ext}; (Kerh,T) — 0.
En particular, Ext}, (Imh,T) = 0 y Ext}, (Kerh,T) = 0. Como Homy (h,T) es sobreyec-

tivo, tenemos que Homy (Kerh, T') = 0. Finalmente, aplicando Homg (Kerh, —) a la primera

sucesion de mas arriba, obtenemos una sucesion exacta
H Kerh,h
0 — Homgy (Kerh,Kerh) — Homp (Kerh, C) omz(KerhA) Homgy (Kerh,Imh) —

— Ext}; (Kerh, Kerh) — Ext; (Kerh,C) — Extl (Kerh,Imh) — 0.

La inclusion Imz — T} induce un monomorfismo Homg (Kerk, Imh) — Homy (Kerh, T7) =
0, entonces Homg (Kerh, Imh) = 0 y tenemos un monomorfismo

0 — Ext}; (Kerh, Kerh) — Ext}, (Kerh,C).
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Por otro lado, Homg (—,C) aplicado a la primera sucesién nos da un epimorfismo

0 = Ext}; (C,C) — Ext}; (Kerh,C) — 0.

Por lo tanto, Ext}, (Kerh,C) = 0. Luego, Ext}, (Kerh,Kerh) = 0. Por nuestra hipétesis,
Kerh = 0. Entonces A es inyectiva y tenemos una sucesion exacta

0—C - T —> Coketh — 0. (%)

Aplicando Homy (—,T) a (x), se tiene una sucesion exacta

Homgy (T1,T) Homa (4 T) Homy (C,T) — Exty; (Cokerh, T) — Ext}; (T1,T) = 0.

Como Homy (h,T) es sobreyectivo, resulta que Ext}, (Cokerh,T) = 0. Luego, aplicando
Homgp (Cokerh, —) a la sucesion exacta corta

f

0—H—T, E.c—0
obtenemos un epimorfismo
0 = Ext}, (Cokerh, Ty) — Ext}, (Cokerh,C) — 0,
de donde Ext}; (Coker/,C) = 0. Por lo tanto, la sucesién (*) se parte y C € addT. Esto
termina la demostracion del lema. g
Probaremos el principal resultado de esta seccidn por recurrencia. La nocién clave es la

categoria perpendicular definida por Geigle y Lenzing.

Definicion. Sea A un dlgebra de artin y 7 un A - médulo inclinante parcial. La categoria
perpendicular T+ de T es la subcategoria plena de modA cuya clase de objetos es

= {X € modA : Homy (T,X) = 0y Ext} (T,X) =0}.

En la notacion de la seccién (I1.2), tenemos
= 1(T)NFo(T).
Hay una caracterizacién de médulos inclinantes en términos de la categoria perpendicular.

Proposicion 6.2. Sea T un mddulo inclinante parcial. Entonces T es inclinante si y sélo si
T+ =0.

Demostracion. Sea T un médulo inclinante. Entonces, por (I1.3.5) tenemos % (T) = 71 (T).
Por lo tanto T+ = .7 (T) N.%(T) = F(T)N.%y(T) = 0.

Reciprocamente, sea T un médulo inclinante parcial tal que 7+ = 0. Para probar que T es
inclinante, basta probar que 7 (T) = 71(T) (ver (IL.3.5)). Como ya sabemos que Z(T) C
J1(T) (por (IL.2.5)), tenemos que probar que cada X € 7] (T) pertenece a 7)(T) = GenT .
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Podemos suponer que X # 0. Como X € 7(T) y, por hipétesis, 71 (T) N Zy(T) = 0, tene-
mos que X ¢ %o(T) y entonces Homyu (7,X) # 0. Sea fy : To — X una addT -aproximacién
a derecha, con Ty € addT. Tenemos una sucesion exacta

TOLXHCHO

con C = Cokerf. Sea N =Imf'y f = ip la factorizacién canoénica de f. En particular, N esta
generado por Ty, de donde N € 9 (T). Asi, aplicando el funtor Homy (7, —) a la sucesién
exacta corta

0->N5X—-C—0

conseguimos primero Ext}‘(T, C) =0 (porque X € Z1(T) ) y segundo una sucesion exacta
corta

0 — Homy (7,N) — Homy (7T, X) — Homy (T,C) — 0.
Ahora, sea g : T — X un morfismo. Como f : Tp — X es una add7 - aproximacion a derecha,
existe h: T — Tp tal que g = fh = (ip)h = i(ph). Entonces Homy (7, i) es un epimorfismo
y Homy (T,C) = 0. Esto muestra que C € T y entonces C = 0. Por lo tanto X € GenT =
Z(T) y luego T es inclinante. O

Ejemplo 6.3. Sea A el dlgebra de caminos del carcaj

o3
O<—O/
1 2\
o4.

Entonces el carcaj de Auslander-Reiten de A estd dado por

~

34

—
—
\)
EINY

\
|
|
|

A A
N
, Sy |

] 324 \

ah

Si T = %, es facil ver que T es un modulo inclinante parcial indescomponible. Los

médulos indescomponibles de T+ son aquéllos que estdn sombreados. En efecto, es in-
mediato que, para X € indA, se tiene

1
[ S
[ 5]
[ 5]

[\S I

—
IS -
N
(S5

(]

Homy (T,X) #0siysolosi X € {3,3*,3}
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Extl (T,X) #0siy s6losi X € {1,%,‘%}

(lo que puede verse usando el isomorfismo Ext! (7,X) = DHom, (X,tT), vélido porque
dpT < 1).

Lema 6.4. Sea T un mddulo inclinante parcial. Entonces la categoria perpendicular T es
una subcategoria abeliana de modA, cerrada por extensiones.

Demostracién. Para probar que T es una subcategoria abeliana de modA, es suficiente
mostrar que, para todo morfismo f: X — Y en modA, con X,Y € T+, los médulos K =
Kerf,J=Imf y C = Cokerf estinen T.

Se tienen las siguientes sucesiones exactas cortas

0—K—X—J—0 y 0—J—Y—C—0.

Puesto que dpT < 1, al aplicar el funtor Homy (7', —) obtenemos las sucesiones exactas

0 — Homy (T,K) — Homy (T,X) — Homy (7,J) —

— Ext} (T,K) — Ext} (T, X) — Ext} (T,J) — 0

0 — Homy (7,J) — Homy (T,Y) — Homy (T,C) —
— Ext} (T,J) — Ext} (T,Y) — Ext} (T,C) — 0

Como X,Y € T+, de la primera sucesion exacta obtenemos: Homy (7,K) =0y Ext! (T,J) =
0, y de la segunda: Homy (7,J) = 0 y Ext} (T,C) = 0. Luego, J € T+, Ext, (T,K) = 0 (de
donde K € T+) y, por tltimo, Homy (7,C) = 0 (de donde C € T+).

Finalmente, si

0—X—Y—Z—0

es una sucesion exacta corta con X,Z € T, se prueba de la misma manera que Y € T+. O

Ahora vamos a presentar un teorema de reduccion, debido a Geigle y Lenzing.

Teorema 6.5. Sea A un dlgebra de artin y M un A - médulo tal que:

(a) dpM < 1,

(b) Ext! (M,M) =0,

(c) Homy (M,A) =0, y

(d) EndM es un anillo de division.

Entonces existe un dlgebra A' tal que M+ = modA’. Ademds, dim.gl. A’ < dim.gl.A y
rgKy (A") =rgKy (A) — 1.
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Demostracion. Como Homy(M,A) = 0, entonces M no es proyectivo. Luego 0 # T™ =
Homy (A, TM) = DExt}(M,A), ya que dpM < 1. Por hipétesis, el médulo M es inclinante
parcial. Entonces consideramos una sucesion de Bongartz (11.3.3)

0—>A—>EHM‘1—>O,

donde d es la longitud de Ext}{ (M,A) como EndM - médulo. Sabemos que el morfismo
inducido Homy (M ,Md) — Ext}x (M,A) es sobreyectivo. Ahora bien, como los EndM -

modulos Ext}{ (M,A) y Homy (M ,Md) tienen la misma longitud, dicho morfismo es, en-
tonces, un isomorfismo. Luego, a partir de la sucesion exacta

0 = Homy (M,A) — Homy (M, E) — Homy (M, M%) —
— Ext} (M,A) — Ext} (M,E) — Ext}(M,M?) =0

se obtiene que Homy (M,E) = 0y Ext} (M,E) = 0. Por lo tanto, E € M.
Sea X € M. Si aplicamos Homy (—,X) a la sucesién de Bongartz, obtenemos

0 = Ext}(M? X) — Ext}, (E,X) — Ext} (A,X) =0.

Luego, Ext}x (E,X) =0y el objeto E es proyectivo en M~: en efecto, si 0 — X — Y —
Z — 0 es una sucesion exacta, con X € M+, aplicando el funtor Homy (E, —) obtenemos un
epimorfismo Homyu (E,Y) — Homy (E,Z).

Por otra parte, todo objeto X € M estd generado por E. En efecto, E &M es incli-
nante y Ext} (E®M,X) = 0, de donde X es de torsion, esto es, X € Gen(E ®M). Como
Homy (M, X) = 0, deducimos que X € GenE.

Escribamos A’ = End E. Por (I.1.5), el funtor Homyu (E, —) : M+ — modA’ es una equiv-
alencia de categorias que transforma addE en los A’-mddulos proyectivos y preserva suce-
siones exactas (ver (6.4)). Entonces las resoluciones proyectivas en modA’ se corresponden
con las sucesiones exactas

fi fo

EtL or — B — Ey— X —0,

con cada E; € addE. Ahora veamos que dim.gl.A’ < n = dim.gl.A. Por lo dicho mds arriba,
basta ver que si

a1 bil Jo

0—K,—E, 1 — -+ —mE  —Ey—X—0

es una sucesién exacta con X € M+ y cada E; € addE , entonces K,, € addE.
Para probarlo, consideramos una tal sucesién y notamos Imf; = K;. Entonces Ky = X y
para cada i con 0 < i < n tenemos una sucesion exacta

0—Kii1—E —K —0
en M+

Sea Y un A - médulo arbitrario. Como dpE < 1, aplicando el funtor Homy (—,Y ), para cada
J > 2 obtenemos un isomorfismo

Ext) (Kis1,Y) = Ext," (K;,Y)

Notas de Algebra y Andlisis, Vol 21, 2008



102

y una sucesion exacta a derecha
Ext} (E;,Y) — Ext} (Ki1,Y) — Ext3 (K;,Y) — 0.
Tenemos varias consecuencias:

(1) dpK,, < 1. En efecto, ya que dim.gl.A = n, para todo Y tenemos que
Ext; (K,,Y) 2 Ext] (K,—1,Y) = ... 2Exti™ (Ky,7)=0.

(2) Si Ext}‘ (E,Y) =0, la sucesion exacta a derecha da un isomorfismo
Ext} (Kiy1,Y) = Ext] (K;,Y),

de donde
Ext} (Ky,Y) 2 Ext] (Ky—1,Y) = ... 2Exti™ (Ko,Y) =0.

En particular, Ext! (K,,K,) = Ext}, (K,,E) = Ext}, (K,,M) = 0.

Como, por otro lado, K,, € M, resulta Ext}‘ (M,K,) = 0. Ademds, Ext}‘ (E,K;) =0 pues
E es Ext-proyectivo en M. Probamos asi que Ext}{ (E&MaK,,E&M®K,) =0y que
dpK,, < 1. Por consiguiente, E &M @ K,, es un médulo inclinante parcial. Puesto que E &M
es un moédulo inclinante, K, € add(E & M). Como Homy (M,K,) = 0, tenemos que K, €
addE, lo que prueba que dim.gl.A’ < dim.gl.A.

Finalmente, por (d), M es indescomponible y como M @ E es inclinante, resulta que E tiene
rgKo(A) — 1 sumandos indescomponibles no isomorfos. Luego, rgKy (A") = rgKy (A) — 1. O

Existe un caso particular del teorema que es importante: si A es hereditaria, entonces A’
también lo es.

Ejemplo 6.6. Recordemos el ejemplo (6.3). Es ficil ver que, en este caso, T+ =2 modA/,
donde A’ es el dlgebra de caminos de carcaj

O«— O — 0.
o 3 34
En efecto, el complemento de Bongartz de 7' = % es (salvo multiplicidad) E = 2 D2P 22

y EndE ~A'.

A continuacion llegamos al resultado anunciado que implica que si A es un algebra incli-
nada y e es un idempotente de A, entonces eAe es inclinada.

Teorema 6.7. Sea H un dlgebra hereditaria y T un H - modulo inclinante parcial. Entonces
A = EndTy es un dlgebra inclinada.

Demostracion. Si el nimero de clases de isomorfismo de sumandos indescomponibles de T
es igual al rango de Ky (H ), entonces T es un H - médulo inclinante y no hay nada que probar.
Si no es éste el caso, podemos disminuir el rango. Supongamos que |ind7T| < rgKo (H).
Entonces 7 no es inclinante. Por (6.1) existe un H - médulo indescomponible X tal que
Ext} (X,X) =0, Ext, (X,T) =0y Homy (X,T) = 0. Entonces, de (1.2) resulta que End X
es un anillo de division.
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Si X es proyectivo, entonces existe un idempotente primitivo e € H tal que X = eH. Sea
H' = H/HeH . Entonces los H'-médulos coinciden con los H-médulos M tales que Me =
Homy (eH,M) = 0. Como eH es proyectivo, esto muestra que los H'-mdédulos son exacta-
mente los objetos de (eH)=. Por otra parte, H' es hereditaria. Ademds, Te = Homy (eH,T) =
Homy (X,T) = 0, de modo que T es un H' -médulo. Por otra parte, rgKo (H') = rgKo (H) —
1.

Si X no es proyectivo, entonces Homy (X, H) = 0 y podemos considerar la categoria per-
pendicular X. Por (6.5) existe un dlgebra hereditaria H’ tal que rgKo (H') = rgKo (H) — 1y
X+ = modH'. Ademids, T € X y entonces T puede ser considerado como un H’ - médulo
inclinante parcial. En efecto, sabemos que toda sucesion 0 — 7' — E — T — 0 se parte. En
particular, toda tal sucesion en X L se parte. Entonces, considerando a T como H’-mddulo,
tenemos que Extl,,(T,T) = 0. Como H' es hereditaria, T es inclinante parcial sobre H'.

Asi, en cada caso, hemos disminuido el rango del grupo de Grothendieck. Reiterando estas
operaciones, terminamos obteniendo un dlgebra hereditaria C tal que rgKy (C) = |indT| vy,
ademas, End 7 = End Ty. Esto finaliza la demostracién. O

Ejemplo 6.8. El teorema (6.7) suministra una técnica poderosa para verificar cudndo un
algebra no es inclinada. En efecto, es suficiente hallar un idempotente e del dlgebra A tal que
eAe no sea inclinada. Entonces seguira del teorema que A tampoco lo es.

Sea entonces A dada por el carcaj

€ ) Y B o
O ¢— O <— O ¢«<— 0O «<— 0O «<— O
1 2 3 4 5 6
con las relaciones o3 =0, 8¢ = 0. Consideremos e = e| + e3 + e5 + ¢¢. Entonces B = eAe
estd dada por el carcaj
v u
O ¢<— O «<— 0O «<— O
1 2 5 6
con las relaciones Ay = 0, uv = 0. Entonces B no es inclinada. En efecto, la dimensién
proyectiva del médulo simple en 6 es igual a 3, ya que tenemos la resolucién proyectiva

2 5 6
1 2 5

Por lo tanto, dim.gl.B > 3 (de hecho es ficil verificar que dim.gl.B = 3). Por (1.4) (a), B no
es inclinada. Luego, A tampoco lo es.

0—1] —4%—323—9%—56—0
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