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CAPITULO I.

1. ECUACIONES INTEGRALES DE VOLTERRA

Sean 0 <x <b ; f(x) y K{x,t) funciones continuas dadas; la ecuacidn
X

(1) o(x) = £(x) + 2 K(x,t) #(t) dt
0

se 1lama ecuacidon integral de Volterra de segunda especie; ¢(x) es la funcién in-
cégnita y A un parametro numérico. La funcion K(x,t) se denomina nicleo de la
ecuacion de Volterra.

Las ecuaciones

X
(2) 8(x) = xj K(x,t) ¢(t) dt
0
X
(3) j K(x,t) 6(t) dt = £(x)
0

se denominan ecuacidn homogénea de Volterra de segunda especie y ecuacidn inte-
gral de Volterra de primera especie respectivamente.

Ejemplos: 1) 1 1 ) JX t 1 dt
372
2) x2

(1 +x 1+ x2 (1 + tz)

X

2) x eX = sen x + 2{ cos(x-t) t et dt

0

Podemos calcular la integral y 1legar al resultado; otro método de verificacién
es derivar y plantear una ecuacidn diferencial.

La resolucidn de una ecuacidn diferencial de orden n con condiciones iniciales
puede reducirse a Ta resolucion de una ecuacién integral de Volterra de segunda
especie. Vedmoslo para n=2.

Sean al(x), az(x), F(x) funciones continuas; consideremos la ecuacién diferen-
cial de segundo orden:
(4) y'(x) +a;(x) y'(x) + ay(x) y(x) = F(x)

y las condiciones iniciales:

(5) y(0) = ¢ ¥ =g



Sea ¢$(x) = y"(x); integrando obtenemos
X .
y'(x) = f o(t) dt + ¢,
0
0

X
y(x) = Jo (x-t) ¢(t) dt + Cpx+¢C

34 t X X
pues JO dt JO ¢(z) dz = JO #(z) dz J dt
2z

ReempTlazando 1o obtenido en la ecuacién (4)

X

X _
o(x) + a,(x) [jo o(t) dt + €)1 + ay(x) [Jo (x-t) 9(t) dt + C; x + Cgl = F(x)

0]
0 bien

X
8(x) + jo lay(x) + a5() (x-t)16(t) dt = F(x) - €, a,(x) - € x ayl(x) = Cy ay(x) =

=1 f(x)
Si
- [al(x) + a2(x) {x-t)] = K(x,t) resulta:
X
(6) o(x) = £(x) + [ K(x,t) o(t) at
0



La existencia de una solucidn de (6) resulta de la existencia de solucidon para
el problema (4), (5); reciprocamente, resolviendo la ecuacidn integral (6) y
reemplazando ¢(x) obtenemos y(x) que es la solucion de la ecuacidon (4) que sa-

tX
tisface (5). En efecto, J (x-t) ¢(t) dt se anula junto con su derivada en
0

Si al(x) =0 Y az(x) = o, K(x,t) = -[al + az(x—t)] = k{x-t) ,

X
(7) o(x) = F(x) + jo k(x-t) o(t) dt

Es decir una ecuacidn diferencial con coeficientes constantes y condiciones ini-
ciales se 1leva a una ecuacidn de convolucion (7).

Sea el operador £ = J a, D’ , D=

, X €R , a, constantes , k= 1.
<k J J

o=

Se sabe que existe g perteneciente a C*(R) tal que: £g = 03

¢y =0, u=01, .., k2; ¢k - i_k

Vale entonces el siguiente ([J1):

TEQOREMA 1.1. Sea U(x) continua en x > a, nula en x < a y acotada en un entorno
de x = 0. La ecuacidn LY = U tiene solucién (en el sentido de las distribuciones):

(
Y(x) = er (gH) (x-t) U(t) dt , H(x) = ) O x <0
° 1, x=0
Y(x) pertenece a C(k'l)(R); Y(0) = .. = Y(k—l)(o) - 0.

Y(x) =0en x<ayes lainica solucidn con esa propiedad. Si U es continua en
R, Y es solucidén en el sentido ordinario y tiene k derivadas continuas y vale

Y(k)(O) = 0. gH es nicleo de Green para el problema de condiciones iniciales.



2. FUNCION GAMMA O INTEGRAL DE EULER DE SEGUNDA ESPECIE

Para Re(z) > 0 definimos la funcidn gamma por la igualdad:

00

(1) r(z) = J et 71 gt
0
17 -t .z r{z+1)
Integrando por partes en (1) : I(z) = E‘J e " t" dz = ==L, Tuego
0
(2) z T{z) = T(z+1)

r(1) = [“ etdat=1; aplicando (2) tenemos

0
r(2) = 1r(1) =1
I(3) =2T(2) =2
I(4) =3T(3) =3X2=3!

............................

I'(n) = (n-1) I'(n-1) = (n-1)!

Para Re(z) <0 la definicion (1) no tiene sentido puesto que la integral diverge.
Por prolongacion analitica podemos definir I'(z) en todo el plano complejo. Los
puntos z = 0, -1, -2, -3, ... serdn polos simples de la funcién r{z).

Propiedades:

(i) T(z) r(1-z) = —2

sen mz

(ii) I'(n +

si z =-% , F(%JF(%J = 1 3 entonces F(%) = /.
1
2

y = 1.3.5.....(2n-1) o~ F(%) - Tﬁ

2n

(iii) Foérmula de duplicacién de Legendre

r(z) r(z + %) = 21722 & 1(27)

(iv) Formula asintbtica de Stirling: sea 0 <« § <7 ¥y - + § SArg 2 <g - g.

1

Entonces T(z)VVZ2r z Q-e-z.



(v) Definicién de Weierstrass

z
1 _ . yz 3 zy "n o\
(3) T—(;)- zZe ngl{(1+ﬁ) e J
as 1.1 1 =
Yy = Tim (1 + §-+ Tt + 0 Inm) = 0.57721.... es la constante de Euler.
moe

La jgualdad (3) define una funcidn entera (de orden 1)

{vi) Si Im s # 0, I'(s) = I'(s). Vale |I‘(1't)|2 = ———%%————7ﬁ;—.
te' " -e"")
(vii) De (3) sigue enseguida que
r'(1) = -y
ces | ' s 2
(viii) 2ri T “(s) = J z ~ e” dz (Hankel).

NOTA: Para la demostracion de i) - v) ver Cap.2, pags. 59 - 64.

3. FUNCION BETA O INTEGRAL DE EULER DE PRIMERA ESPECIE.

Para Re(p) > 0 y Re(q) > O definimos la funcidn Beta por
1
B(p,q) = J P11 - 00 g
0

La relacién entre las integrales de Euler de primera y segunda especie estd dada

B(p,q) = F(F)pié L - B(q.p)

(NOTA: Ver demostracidn, Cap.2, pag. 61)

por la igualdad

4. PROBLEMA DE ABEL.

Supongamos que un punto material se desliza sin friccidon sobre una curva en el
plano (£,n) bajo la accion de la fuerza de gravedad; que comienza su movimiento



sin velocidad inicial en el punto de la curva de ordenada x y tarda un tiempo
t = fl(x) en llegar a n = 0.

E1 problema consiste en determinar la curva conociendo la funcidn fl(x).

Fig. 4.1

%-vz(n) = g{x - n) g = aceleracibn de la gravedad.

Si B es el angulo que forma la tangente a la curva en el punto de ordenada n

%% = -v(n) sen B(n) = -/Zg(x - n) sen B(n)

Si
_ 1
(1) o(n) = Sen B(n)
entonces,
dt = 'QQn) dﬂ
v2g(x - )
integrando
X
f]_(x) = _[ ¢(n) dn
0 V29(x - n)
Tuego



Llamando f(x) := -v/2g fl(x), tenemos la ecuacién de Abel

X
(1') f(x) =[ ¢(n) dn

Esta es una ecuacion integral de Volterra de primera especie, de convolucién,
cuyo niicleo no es de cuadrado integrable.
Puesto que f(x) es dato, hallando ¢{n) obtenemos la ecuacidon de la curva. De (1)

n = 0,(B)
ademas:
dn _ ) _ _dn
a'g— tg B s dg - tg B
Luego:
® o5(s) ds
£ = ~tgs QI(B)

En consecuencia obtenemos 1a que, presumiblemente, es la ecuacidn paramétrica
de la trayectoria descripta por el mbvil:

m
n

2, (8)
n = ,(8)

ECUACION GENERALIZADA DE ABEL

Sea f(x) dada y 0 < a < 1, queremos resolver la ecuacidn

X N
(2) flx) = | eldt
0 (X = t)
Multipliquemos ambos miembros de (2) por ( ds) e integremos respecto de s
X -5

entre 0 y x



X X S X
f(s) ds _ ds o(t) dt _ [* [ ds
3 = = o(t) dt
G3) JO (x - s)i-® JO (x - s)t [0 (s - t)® IO ¢ (x - s)1%(s - t)®

Haciendo s = t + y(x - t)

X
1

" I (x - s)(ljf“(s oY f v - 9* ! dy = B(1-0,0) = T(1-0)l(0) =
t

sen mo

Reemplazando en (3)

sen am

X x
F(x) = [ fs) ds [ T__ ¢(t) dt

luego

entonces

m

X '
_ sen om -, _ sen am f(s) ds 1
d(x) = ——F (x) =

Integrando por partes obtenemos

o X o
i) = g (B [C ) el ]y

X
5! ) = Sen am f(0) , J f'(s) ds
® o - e | it

Problema de la tautdcrona: hallar la curva (&,n) (cf. §4) para la cual la parti-
cula alcanza el eje £ al cabo de un mismo tiempo cualquiera sea la posicidn ini-

cial. Corresponde a fl(x) = cte.. 0 sea, f(x) =Cyo =~% en (2). La solucidn de



este problema de Abel es una cicloide.

De (5)

de donde

entonces

dg

La curva obtenida es:

8(x) = %—;—_—
X

sen B(n) = $%;T =1Téﬁ;

2

N

n=5 sen’ 8(n) = Ei.l_:éEQE_ZQ
m m
2 2 2
_ _dn c” sen 28 d8 _ c” 2 _c
tgf 2 tg 8 7 205’8 d8 = 7 (1 + cos 28)d8
£ = EE-(B + sen 28) +c
2 2
M
. 2
£ == (28 + sen 28) + c'~
2m
C2
n=—= (1 - cos 28)
| 2m

La ecuacifn paramétrica de la cicloide es:

x = r{t - sen t)
= r(l - cos t)
'an
Y t/%’ tangente en P
P (x) 8y(x)
P It
t y’-.‘ I
Tr_ V,
27 o i
/10X X
Fig.4.2.

cotg §-=

tg(y - 3)



Consideremos:

-y + 2r

Fig.4.3.

Se ve que B = %—+ %—, 0 sea, t = 28 - m; reemplazando
= pr(28 + sen 28) -
= r(l - cos 28)
c2
tomando r = = ¢' = -rm obtenemos (6).
2m

Los mbviles 1, 2 y 3 tardan el mismo tiempo para llegar a F si son abandonados
a la gravedad y en C no hay rozamiento.

—

Fig.4.4,

Nota. la cicloide es también braquistdcrona, es decir, entre todas las rampas
que pueden tenderse entre A y C para el descenso sin rozamiento de un grave
es la que exige el tiempo minimo.

- 10 -



|3>

S~

Fig. 4.5.

5. RESOLUCION DE UNA ECUACION INTEGRAL MEDIANTE LA RESOLVENTE

Sea la ecuacidn integral de Volterra de segunda especie
X

(1) 6(x) = F(x) +A[ K(x.t) 8(t) dt
0

El siguiente teorema da las condiciones que deben verificar las funciones f(x)
y K(x,t) para que la ecuacidn tenga dnica solucion.

TEOREMA 5.1. Si f(x) € L2(0,a) y K(x,t) € L2((0,a) X (0,a)) 1a ecuacién (1) tie-

.2 2
ne exactamente una solucién en L°(0,a).

Esta solucidn viene dada por la férmula
X

(2) s(x) = F(x) + AJ R(x,t,0) F(t) dt
0

R(x,t,A) es el niicleo resolvente perteneciente a Lz((o,a) X (0,a)) que se obtie-
ne por la serie uniformemente convergente:

RX,t,A) = J A” K, .(x,t)
v=0 v+l

K\)+1 es el niicleo iterado definido del siguiente modo:

K (xot) = K(E) 5 Kq(xat) = jz K(x,2) K (z:t) dz v =1, 2, ...

- 11 -



K(X,Z) KI(Z,t) dt = x - t, vee o Kn = _—(_H—TT)'_

R(x,t,0) = § A" K ., = exp A(x - t).
n=0 n+l

Nota 1. E1 teorema 5.1 implica que el operador definido por un nicleo de tipo

Volterra en L2 tiene su espectro contenido en {0}. Como debe ser no vacio:

o = {0}. Esto se ve directamente observando que para todo ¢ € L2, K¢ € C([0,a]),

0 sea, Kno es sobre. Ademds o no es necesariamente igual a op.

Nota 2. Si K(x,t) = k{x - t) entonces el nicleo resolvente es de la forma:
R{x,t,A) = r{x-t,A).

E1 teorema dado nos asegura la unicidad de la solucidn en el espacio LZ(O,a); a

continuacién daremos un ejemplo de una ecuacidn que tiene solucidn en L2(0,a)
que es Gnica y también tiene "solucidon" en otro espacio de funciones que contie-
ne al primero.

Sea

( 1 1
7 -1 1-=
t.e® 0<t<x.e X
K(X,t)=‘1 1__12_
X x.e T <t<x
0 t >x

K(x,t) es continuo en 0 <t < «x y acotado en [0,1] X [0,1].
La funcidn ¢ = 0 es solucidn de la ecuacidn y es la Gnica en L2(0,a).

C -
3 veamos que también

Consideremos las funciones no sumables en (0,1): ¢(x) = "

son soluciones de la ecuacidn:

- 12 -



X

X 2

.f K(x,t) ¢(t) dt = I t el/x"-1 <t + J , x Sdt =
0

2
= Cx + Cx.In el/x -1, §-= o(x).

6. LA VIGA VIBRANTE

240 y y + dy 1

A /A
7 /74

n

masa = u(y) dy

Fig. 6.1.

G(x,y)

Fig. 6.2.

Consideremos una viga de longitud 1 (Fig. 6.1) y coloquemos en y una carga uni-
taria que deforme la viga (Fig. 6.2).

$i G(x,y) es la deflexidn de la viga en el punto x en la direccidn
carga en y, entonces

0z por esa

]
(1) dﬂ=f0M&wPW)w,0<x<l

- 13 -



es la deflexidn total en x provocada por una carga continua a lo largo de la vi-

ga (principio de superposicion).

E1 principio de reciprocidad elistica de Betti-Maxwell asegura que G(y,x) = G(x,y).
Supongamos ahora a la viga en movimiento; la deflexidn es ahora funcion de x y

de t.

Entonces
1 322

(2) ZU¢)=JGUJHNﬁ-uW)—ﬂ%ﬂ]W-
0 ot

Aqui u(y) es la densidad Jineal del material. De la ecuacidon de equilibrio (1)

se pasa a la ecuacion dinamica (2) utilizando el principio de D'Alembert que con-
siste en reemplazar en la primera las fuerzas activas por las correspondientes
fuerzas perdidas.

En el caso de vibraciones armdnicas: z{x,t) = Z(x)eiwt, y si suponemos que no
hay cargas (p = 0), de Ta ecuacion integrodiferencial (2) obtenemos la ecuacion

de Fredholm, homogénea de segunda especie:

(3) zu)-fjomhwuw>uwdy=o

Si 1a densidad es constante estamos en el caso de una viga uniforme, y
. 2 1
(4) Z(x) -wn Io G(x,y) Z{y) dy = 0

Vamos a resolver el problema por otro camino. Consideremos la ecuacidn diferencial
que gobierna el movimiento transversal

(5) 0%z + _11_322 =0
axt E.I;—t?_

donde E es la elasticidad; I el momento de inercia; j = EI = rigidez a la flexidn.

Las condiciones de contorno correspondientes a una viga empotrada en un extremo
son:

- 14 -



2(0,t) = -g-f(-(o,t) =0

(©) 2 3
200 =220 =0
ax ax

Nos proponemos hallar las frecuencias naturales v, en este caso el sistema vi-
brarda segin un modo normal; por consiguiente

z(x,t) = Z(x)eiwt , V = w/2m.

La ecuacion (5) y las condiciones (6) se transforman en:

(4 2
4 4 2
d—-}r-kz=o;k = gk = o
dx
(7) )

Z(0) = 2'(0) = 0

Z (1) =2 (1) = 0.
Busquemos la solucion mas general de la ecuacidn diferencial (7) que satisfaga:

Z(0) = 7' (0)

0

7"(0) = C2 s L' (0) = C3.

Escribamos 1a ecuacion diferencial en (7) en la forma:

=8
F

=

+

[~
%
i
=
~N

Por el teorema 1.1 existe solucidn

X
3
W(x) = J L =87 % 2(t) dt, con W(0) = W'(0) = W"(0) = W'**(0).

0

2 3
Sea P(x) = C, 5 + C3 3 Luego P(0) = P'(0)

0, P*(0) = Cys prtt(0) = C3.

- 15 -



dtw +
dx

Entonces: P) - k4Z, y puesto que la solucion de (7) es {nica:

W+P=1

La funcion Z satisface 1a ecuacidn integral de Volterra de segunda especie.

X 3 2
(8) Z(x) - k* J il&{ggil— Z(t) dt = Cy 5+ C

0

P,

3 3!

que tiene una resolvente de convolucion.

En 1o que sigue hallaremos la solucion de la ecuacion diferencial (7) por otro
método.

Sean
'Ql(x) = cosh x + cos x
o,(x) = senh x + sen x
2
(9) ]
¢3(x) = cosh x - cos X
¢4(x) = senh x - sen x
Obsérvese que: ¢y = 9y, @'4 = 95, ¢'3 =9, 0', = 0.
(x) = 2 0, (ke) + —3 0, (kx)
Si Z(x) = o, (kx) + o, (kx
2l 3 23 ¢

se verifica

(10) )

Z2'(0) = C, 5 2''(0) = C4

Queremos que Z"(1) = Z'''(1) = 0, y tenemos dos constantes (C2,C3) a elegir

- 16 -



C, C3
I"(x) = TT'Ql(kX) + 5 ¢2(kx)

Co G
Z (X) = v kq)4(kX) + v @l(kX)
Si tomamos x = 1 e igualamos a cero obtenemos el siguiente sistema:

C2[cosh(k1) + cos(k1)] +-% C3[senh(k1) + sen(k1)]

it
o

(11)
k C2lsenh(k1) - sen(k1)] + C3[cosh(k1)'+ cos(k1)]

n
[ao]

La condicidn necesaria y suficiente para que exista solucién no trivial es que:
(12) 1 + cosh(kl) cos k1 =0

Los k que satisfacen esta ecuacidn elevados a la cuarta son los autovalores de

2 -
la ecuacién y de v = éﬁw’%-tse obtienen las frecuencias de vibracidn.

1
! JR S
cosh &
-1
Fig. 6.3.
El = 1.875
52 = 4,694
2
o <L [T En
n 2n u'TZ

- 17 -



7. TRASFORMADA DE LAPLACE

Sea ¢(t) una funcidn compleja de la variable real t, localmente sumable, nula en

sht

t < 0y tal que [¢(t)]| < M(t)e 0 para casi todo t donde s; >0, M(t) € Ll(

0,).
En estas condiciones 1lamaremos a ¢{(t)} funcidn objeto; SO es un indice de creci-

miento de ¢.

LLamaremos Transformada de Laplace de la funcidn objeto ¢(t) a la funcidn &(p)
de la variable compleja p = s + i0 definida por la igualdad:

(1) o(p) = jo e Pt o(t) dt

&(p) define una funcidn analitica en el semiplano Re p > So* Para indicar que

o(p) es la Transformada de Laplace de la funcidn ¢(t) escribimos

o(t) = a(p),
o bien: o(p) = (£o)(p).
Denotaremos con L la clase de las funciones objeto

sOt

Li={6:0=0ent<0, ¢ ° €Ll(0,») donde s = Sol¢)}

TEOREMA 7.1 (de inversidn). Sea ¢ € Cl(a,b) NL, o =£Lp, ¢ > Sg = so(¢) = un

indice de crecimiento de f y t € (a,b). Entonces

(2) o(t) = (£'1¢)(t) = o lim J o(p) ePt dp.

Es decir, ¢ determina a ¢ en (a,b) bajo las hipdtesis mencionadas.
Mas ain,

TEOREMA 7.2 (de unicidad). Sea f(t) € LL(0,R) para todo R > 0 y
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R .
1im J e'pt f(t) dt = 0 para todo p tal que Re(p) > a. Entonces f(t) = 0.c.d..
R»> o /0

TEOREMA 7.3. Sea Re(p) > a un semiplano donde ®(p) es holomorfa. Supongamos que
exista a > max(0,a) tal que si Re(p) = a entonces |&(p)| < B|p|'2, B >0.Sical-

culamos usando (2) ¢ = £'1¢ sobre Re(p) = ¢ > a entonces ¢(t) = 0 para t < 0,
b ELyLd=0enRelp) >a

TEOREMA 7.4. Sea &(p) = M(p)/N(p), M y N polinomios en p con grado M < grado N.
Si &(p) tiene sélo 1 polos simples, Apy cee 5 A5 entonces .

1 M, .
o) = 1 7?7 Sy

Recordamos a continuacidn algunas férmulas y relaciones importantes sin precisar
las hipdtesis bajo las cuales ellas valen, y también una pequefia pero Gtil tabla
de transformadas.

d

(4) i a >0, o(t+a) = e*P(a(p) - J ePS 4(s) ds), y
0

(5) olat) =2 o(2), y

(6) ¢(t-a) % 1, ) =P o(p).

) =
(7) £ = | os) ds.
ehe |

(8) J: e™St yr(t) dt = -y(0) + sf: e St y(t) dt
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o0 l [ _
(9) fo e St yu(t) dt = -y’ (0) - sy(0) + szjo e”S

(10) j: eStymi(t) dt = -y"(0) - sy'(0) - s

((8) vale, por ejemplo, si y € C

2

L

t

[0,2)), y e y' son O(e

y(t) dt.

{vel

y(0) + S3J0 e St y(t) dt.

ct)).

roo
o(t) °(p) = | e Plo(t) dt Condiciones
0
¢a-1 1"(a).p'a a>0, Re(p) >0
et (p - a)'1 Re p > a
sen at —?—ﬁ——y Rep>0
p ta
cos at —7?J1—7? Rep>0
p-t+a
sh at Z—a—z- Re p > |a|
p- - a ’
ch at _?_E_;? Re p > |a
p- - a
In t 11«%—12—2 Re p > 0, y = cte. de Euler
tVIn t FSXII) [?Eé:;%) + 1In l] Rev>-1,Rep>0
p
Jolat) ! Re p>0,a>0
p ta
1 -a/p
JO(Z/Ef) B-e Rep>0,a>0
: 2
v/2 | a¥ e 2 /4p
t Jv(a/f) E;— < Re p>0, Rev> -1
t sen at —z—zaLZ—)? Rep>0
(p~ + a
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sen at - at cos at 77 Rep>0

TEOREMA 7.5 (del producto). Supongamos que f(t) y ¢(t) son funciones objeto
f(t) = F(p) y o(t) = o(p)

Entonces F(p) #(p) = j flu) ¢(t-u) du = f(t) * ¢{t).

Resolver ecuaciones mediante Ta aplicacidn de la Transformada de Laplace tiene
sus inconvenientes, veamos el siguiente ejemplo.

Sea la ecuaciodn

con la condicion

Aplicando la transformada de Laplace resulta:

-A + sY(p) + aY¥(p) = o(p)

De donde
_o(p)+A_ A o(p)
Y(p) = p+ta p+a p+ta
entonces
t
(11) y(t) = Ae 8t 4+ o7 x (1) = e A py [ eU(u) du]
0

Se puede verificar por reemplazo que (11) es la solucifn de y' + ay = ¢ que vale
Aent =0.

2
Si o(t) = et no podemos aplicar el método pues no existe la Transformada de

Laplace de dicha funcidn, pero (11) sigue siendo la solucién buscada pues la con-
volucién estd bien definida.

Vamos a usar la transformada de Laplace para resolver ecuaciones integrales de
Volterra de convolucion.

Sea
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0

Si

f(x) & F(p) , F(p) # 1 para todo p,

¢(x) = o(p)

k(x) = K(p)
Entonces

o(p) = F(p) + K(p).2(p)

de donde

(12) o(p) = TERL

Sabemos por el teorema 5.1 que la ecuacidn integral de convoluci6n tiene solucidn
dada por:

‘0
Si
r(x) = R(p)
entonces
o(p) = F(p) + R(p).F(p)
luego

i

L=
—
L=
e

- %(p) - F(p) o1 . . K(p)
A O () B <) B w5 (O

it
1

Ejemplo: si k(x) ; entonces R(p) = Jﬁ- y r(x-t,1) = x - t.

1+p P

sen x, K(p)

Resolvamos la ecuacidn

¢(x) = sen x + j: 2cos(x-t) ¢(t) dt

1
1+ p2 _ 1
2

1- ———R—g ) (p - 1)°

1+0p

®(p) =
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en consecuencia

o(t) = et * ot = tet

Puesto que ¢(t) es una funcidn objeto es correcta Ta aplicacidn del método.

RESOLUCION DE ECUACIONES INTEGRODIFERENCIALES MEDIANTE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Supongamos 3y, 3;, 3, constantes; f(x), ki(x-t), i=0, 1, 2, funciones conoci-

das.

Resolveremos usando transformada de Laplace la siguiente ecuacidn integrodiferen-
cial: ’

La solucidon y(x) que buscamos debera satisfacer las condiciones y(0) = y'(0) = 0.
Si
f(x) = F(p) 3

a,(-y'(0) - py(0) + p2Y(p)) + a;(-y(0) + pY(p)) + ag¥(p) + Ky(p)Y(p) +

+ Ky (p)(-y(0) + p¥(p)) + Ky(p)(=y' (0) - py(0) + p°¥(p)) = F(p)

0 sea,

Y(p) = 5 F(p)
p-(a, + Ky(p)) + play + K (p)) + (ay + Ky(p))

Ap1icando la transformada inversa obtenemos y(x).

X x-t
Ejemplos: 1) J e" "o(t) dt = x
0
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1 1
op) it = L
p-1 D
. _1 1
0 o(p) = 0" ;7~ . Entonces
(13) o(x) = 1-x
£
2) J (x = t) o(t) dt = x
0
¢(p)-J§ =-3§
p p
entonces o(p) =1

Debemos tener presente al encontrar la solucidn el campo al cual ella pertenece.
La ecuacion del ejemplo 2) tiene solucidn en el campo de las distribuciones pero
no en el de las funciones:

(14) ¢ = § = delta de Dirac.

3) JO Tn{x-t) ¢(t) dt = f(x), f(0) =0

de donde

) - pZFip -
n

) £'(0) _ £'(0)
p p(y

pf(0) -
+ Inp) p(y + Tnp) °

Recordemos que

integrando respecto a v

v _ 7 ® pt Y o -pt tV
f: T Jo dv Jo e oyt - f: e Pl gt j: OBV
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dv _ 1
Como JO 1" pnp ° resulta
0 v
X — 1
JO RV p Inp
0o v
X
a dv = a - 1
y (v +1 " ap Tn{ap) p Ina + p Inp
0
Sia=e':

_'Y'\) 1

co\)
X € -
[0 T(v + 1) dv = p(y + In p)

luego

(X © - 2
. (x - t)V eV = p°F(p) - £'(0
Jof(t)UO———(——S——"FH‘IE dv] dt.—EpEs)+ . r(>)) :

De este modo la solucidn ¢(x) de la ecuacidn integral tiene la forma:

X 00 00

: v =YV v o_-Y

o(x) = J f'-(t)” L&ﬂ-vt_iﬁ_dv}dt : f'(O)J S
0 0 0

Si f(x) = x, f(0) = 0, se obtiene
x¥ e WV
(15) ¢(X) = - m dv.
0
Comparese (15) con (13) y (14).
8. ECUACIONES DE FREDHOLM

Sea a<x<b, a<t<b; f(x) y K(x,t) funciones dadas; K(x,t) € Lz((a,b)x(a,b));
#(x) es la incdgnita y A el pardametro numérico. La ecuacidn
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b
(1) o(x) - xj K(x,t) 6(t) dt = F(x)
a

se 1lama ecuacidén integral de Fredholm de segunda especie no homogénea. La fun-
cioh K(x,t) se denomina nicleo de la ecuacidn (1).

Si f(x) = 0 Ta ecuacidn (1) se 1lama homogénea.

La ecuacion

se 1lama ecuacién de Fredholm de primera especie.

Veamos que la resolucidn de una ecuacidon diferencial con condiciones de contorno se
reduce a la resolucidn de una ecuacidn integral de Fredholm.

Consideremos la ecuacion diferencial

(2) LIyl = pyy M)+ p YT )+ L p Gy (x) = 0
con po(x), pl(x), cee s pn(x), continuas en [a,b] y las condiciones de contorno
(3) V (y) = ay(a) + aﬁl)y'(a) ot aﬁ"'l)y("'l)(a) +

(1) (n-1) (n-1)

+ B y(b) + B y'(b) + ... + B y (b) =0 (k=1,2, ...,n)
k k k

las formas lineales Vl’ cee s Vn’ son linealmente independientes.

Se 1lama funcidn de Green del problema de contorno (2) - (3) a la funcidn G(x,£),
asx<b,ac<g<b, que satisface las propiedades siguientes:

J
(1) G{x,&) es continua y é—giéjgl es continua en a < x < b para £ perteneciente
X

a (a,b), =1, ..., n-2,

(II) a(n-l)G_(xsE) - a(n-l)G(Xag) = 1 R
ax"1 [x =€ +0 ax 1 x=£-.0 P&
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(III) En cada intervalo [a,E) y (&, bl la funcién G{x,Z) considerada como fun-
cion de x satisface (2):

L[Ggl = 0
(Iv) V(G) =0 (k=1,2, ... ,n) para todo £ € (a,b).

TEOREMA 8.1. Si L[yl = 0, Vk(y) = 0, tiene s6lo la solucidn trivial entonces

existe una Unica funcidon de Green.

TEOREMA 8.2. Si f(x) es una funcién continua en [a,b] y LIyl = f(x) entonces si
se satisfacen las hipotesis del teorema 8.1

En general los problemas que se presentan tienen la forma

Llyl] = Ay + h(x)
(4)
Vk(.Y) =0

Para h(x) = 0 se tiene el problema homogéneo
Lyl = Ay
(5)

Vi(y) =0

Los X para los cuales existe para (5) solucidn no trivial se 1laman autovalores
(6 valores propios).

TEOREMA 8.3. Si el problema L[y] = 0, Vk(y) = 0, admite sdlo la solucidn trivial

entonces el problema (4) es equivalente a la ecuacién integral de Fredholm

b
yix) = Aj 6(x.£) y(£) dE + £(x)

donde
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b
HM=J 6(x,E) h(E) de
a

En particular el problema de contorno (5) es equivalente a la ecuacidn-integral
homogénea

b
y(x) = x[ 6(x.E) y(£) de
a

PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE.

sea p(x) € c!(la,bl), p(x) > 0; q(x) € Cla,bl, a < x < b.

IL[y]

ly(a) =y(b) =0

(p(x)-y')" +q(x) y=0

Existe una solucion Y1 tal que (¢f.T.1.1.):

L[.YI] =0, .Yl(a) =0, yi(a) #* 0.

Andlogamente existe Yy solucidn de:

Lly,l = 0, y,(b) = 0, yy(b) #0.

Supongamos que exista Xq tal que N(yl,yz)(xo) = # 0, entonces

w(yl,yz)(x) # 0 para todo x y esto implica que Yy ey, son linealmente indepen-

dientes.
Si y(x) satisface L[yl = 0 y ademds y(a) = y(b) = O entonces

yx) = €y (x) + Coyy(x)

y(a) = C1y,(a) + Coy,(a) = Coy,y(a)

Si yz(a)'= 0 el wronskiano es cero en a, contradiccidn. En consecuencia, debe ser
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C, = 03 analogamente conluimos que ¢, = 0.

La dnica solucidon del problema es y(x) = 0, entonces existe la funcién de Green
que en este caso es igual a:

‘yl(x) .YZ(E;)
BEyHEr PSSt

G(x,&)
yl(g) YZ(X)
EGEIGEEE
Ejemplos:
1) y" + kPy = 0, 0<x <1, k real #0. .
y(0) = y(1) =

sen k{x-1)

<
~N
—
x
~—
1

Entonces w(yl,yz) = k sen k. Por lo tanto w(yl,yz) =0 si y s6lo si k2 = nznz;

n=1,2, ... . La funcidn sen nmx es autofuncion del problema correspondiente
al autovalor (nn)z.

Si k2 #:nzwz construimos

{ sen kx sen k(g-1)

k sen k O<x<g
G(x,&)
sen kg sen k(x-1
l kgsenk( ) gsx<l
Si tenemos y' o+ kzy'= f(x) 0<x<1

2) y'-ky=0,0<x<1, k real #0.
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y(0) = y(1) = 0

k _ -kx,

Las soluciones linealmente independientes son: yl(x) = % yz(x) =e 3 la so-

Tucion genéra] es: y(x) = ClekX + Cze'kx; para que y(x) satisfaga las condiciones

de contorno deben ser C1 = C2 = 0.

La Gnica solucidon es la trivial y por tanto existe la funcidon de Green:

{ senh kx.senh k(g-1)

<x <
k senh k O=x=<¢
G(x,&)
senh kg.senh k{x-1) <x <1
k senh 'k &
3) y'=0,0<x<1,

y(0) = y(1) =0

Construyo,yl(x) = X3 y2(x) = x - 1. Resulta w(yl,yz) =1y

x(£ -1) 0<x<¢
G(x,&) =
E(x -1) £g<x<1
Este caso completa a 1) y 2) anteriores. La ecuacién

y' Ay =f,y(0) =y(1) =0

es equivalente.a:

donde F = JG f d&.

Enunciamos a continuacidn tres teoremas de Fredholm. Suponemos A # 0,

K(x,t) € L2((a,b) X (a,b)), y las funciones (complejas) ¢, ¢, f, g en Lz(a,b).

TEOREMA 8.1 (de la alternativa). O bien la ecuacidn
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b

(6) 8(x) - xj K(x,t) o(t) dt = f(x)
a

tiene exactamente una solucidn para toda f, o bien la ecuacidén homogénea

b
(7) 8(x) - xj K(x,t) 6(t) dt = 0
a

tiene una solucidn distinta de cero.

TEOREMA 8.2. Si para (6) vale el primer caso de la alternativa ésta vale también
para la ecuacion:

b
(8) oix) - Aj K(t.x) w(t) dt = g(x).
a

Si K*(x,t) := K{t,x) entonces 1a ecuacion (7) y su ecuacidn conjugada

b
(9) wu)-ﬂ K*(x,t) ¥(t) dt = 0
i a

tienen el mismo nimero finito de soluciones linealmente independientes.

Definamos: N = {¢: ¢ - XI‘K¢ dt = 0}, N* = {y: ¢ - Xj K*y dt = 0}.

TEOREMA 8.3. Condicidn necesaria y suficiente de existencia de solucidn g de

(6) en el segundo caso de la alternativa es la condicidn de perpendicularidad:
b

existe %9 sii f 1 N*, es decir, si y sdlo si J f(x) ¥{x) dx = 0 para todo
a

P € N*, En ese caso, todas las funciones en ¢0 + N resuelven la ecuacion.

* 9, LA ECUACION INTEGRAL POLAR (HILBERT).

Sea K(x,t) un niicleo continuo definido en (0,1) X (0,1), real y simétrico; sea
p(x) una funcidn continua en 0 < x < 1. - Supongamos ademds que el operador
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1
K : L2(0,1) -> L2(0,1), (ky)(x) = f K(x,t) y(t) dt es positivo, es decir,
0

(Ku,u) > 0 para todo u #* 0. Sabemos que la ecuacidn Ky = py tiene una familia
numerable de autovalores {uj} positivos. Ademas {¢j}, la familia correspondien-

te de autofunciones (reales), es ortogonal y completa. La supondremos normaliza-
da. Si p(x) =0 en [0,1], la ecuacién

1
(1) W(x) = x[o (K(x,2) p(2)) w(z) dz

es equivalente a la ecuacion

1
(2) ¥(x) = AJO Kix,z) ¥(z) dz,

si ponemos ¥ = v/py, ?(x,z) = /p(Xx) K(x,z) /p{z]. Este nicleo K tiene las mismas
propiedades exigidas a K. Si en lugar de p(z) en (1) se tiene p(x), (1) también
se reduce a (2), pero con ¥ = y//p, supuesto que p(x) > 0 para todo x.

Supongamos ahora que p tenga ceros en [0,1]. E1 estudio del problema de autovalo-
res (1) puede siempre reducirse al de

1 _
(3) y(x) = A[O [K(x,z) p(x)} y(z) dz = p(x).Ky,

pues K.p(x) = (K.p(z))*.
Supondremos en 1o que sigue que p(x) cambia de signo, y es # 0 casi doquier. EI
problema no homogéneo para (3) es entonces

1
(4) y(x) = x[o K(x,2) p(x) y(z) dz + f(x).

-1,

E1 teorema de Mercer asegura que si An =u,

(5) K(,z) = T o, (x) 0,(2) = I 6, (x) o, (2).

n

Definimos:
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(6) H(x,z) = (x) ¢,(z) , (c.d.)

=9,
Ve

Entonces H{x,z) € L2(0‘< z <1) para todo x € [0,1}. En efecto,

8, (x)) 2 o ) ) o1
[//ST'J = K(x,x) < «. M3s aiin, H(x,z) es real, simétrico y "H(.,.)"2 =) -
n n
1
= J K{x,x) dx < o,
0
Ademas
1
(7) K(x,z) = J H(x,u) H(z,u) du para todo (x,z).
0

Si y(x) es solucién de la ecuacién polar (4) entonces

1
Y(v) := JO y{x) H(x,v) dx =

= AJ; [J; [f; H{x,u) H(z,u) du]y(z) dz]H(x,v) p{x) dx + J; f(x) H(x,v) dx .

Llamando F(v) al Gltimo sumando y definiendo

1 .
(8) L(u,v) := [ H(x,u) H(x,v) p(x) dx = L(v,u)

0
tenemos
‘ (! 2 2
(9) Y(v) = XJ L{u,v) Y(u) du + F(v) , L € L°((0,1)7).

0
AR HON
En efecto, como J [H(x,u) H(z,u)|du <![Z x x = I, resulta
n n
NG

J I.P. IH(x,v)l dx < max|p|.v/K(Z,Z]) (y L Ve =
.P. . < p|./K(Z,z .lz 3 ) ,[Z 5 ] = 0(1).
n n

Luego JJJ [H(x,u) H(z,u) H(x,v)].|y(z) p(x)|dx du dz < =, y puede aplicarse el

Teorema de Fubini.

1
Por otra parte, si f € L2 y cn(f) = J f¢n‘dx se tiene
0
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(10) JJ'L(u}v) f(u) f(v) du dv [JJ H(x,u) H{x,v) p(x) f(u) f(v) du dv dx =

o= JflJ H(x,u) f(u) du]2 p(x) dx.

(f)
Si-Q = I H(x,u) f(u) du = ) Cnx

¢n(x) entonces cn(f) = 0 para todo n, y en con-
secuencia f = 0. Luego, del teorema de la alternativa de Fredholm sigue que
J H(x,u) f(u) du recorre L2((0,1)) cuando f 1o hace. Por To tanto, (10) toma va-

lores positivos y negativos segiin se elija f. De esto sigue que el operador
: 1
(11) Lf = f L(u,v) F(v) dv
0

tiene autovalores positivos y negativos. En efecto, ﬁUﬁ {Lf,f) e Jnﬁ (Lf,f) son,
fll=1 fll=1

respectivamente, el mayor y el menor autovalor.de L.
PROPOSICION. Una ecuacidn integral polar tiene autovalores positivos y negativos.

DEMOSTRACION. Sea & autofuncidn del operador {11) correspondiente al autovalor

1 y

1
(12) n(x) = JO p(x) H(x,u) &(u) du.

Entonces n # 0 y vale (cf.(8)):

BRI
n(x) = 3| j j p(x) H(x,u) [H(z,u) H(z,v) p(z)]8(v) dz dv du =
0lolo
A
{(por 7) = AJO Jo Kix,z) p(x) p(z) H(z,v) &(v) dv dz = (por (12)) =

1
- xj K(x,z) p(x) n(z) dz. QED.
0

Hemos probado en la proposicion que todo autovalor no nulo de L 10 es de (3), y
cuando dedujimos (9),,1a reciproca. Pero Lf = 0 implica
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1 1 1
J H{x,u) dx J p(x) H(x,v) f{v) dv = JO H(x,u) n(x) dx = 0.

Por lo tanto n = 0. Luego f = 0. Es decir, L no tiene al cero por autovalor, y
por To tanto tampoco el operador P definido a continuacion.

TEOREMA 9.1. E1 operador polar

1
(13) (Py)(x) = fo p(x) K(x,z) y(z) dz

tiene sus autovalores no nulos, reales, positivos y negativos, y las autofuncio-

nes correspondientes {ni} forman un sistema completo en L2((0,1)).

1
DEMOSTRACION. Si g L {n.} donde n. = p{x) H(x,u) @.(u) du, ®. autofuncion de
i i i J

1 1
L, entonces: 0 = J g(x) p(x) dx f H(x,u) Qj(u) du. O sea,
0 0

(o o]

1
g.pl {JO H{x,u) @i(u) du}i 1 -

Como la familia de Tos ®J es densa en LZ, 1o mismo le ocurre a { ... }. 0 sea

g.p = 0, y de aqui sigue que g = O. QED.
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* 10, ALGUNOS RESULTADOS AUXILIARES.

i) Sean f y g funciones sumables. Definimos
rl
(f * g)(x) = h{x), h(x) = Jo fix-ylgly) dy.

Supondremos que f y g son periddicas de periodo uno, o bien que son nulas en (-»,0).
En este altimo caso,

X
h(x) = JO f(x-ylgly) dy,
y en ambos: f * g =g * f,

TEOREMA 1 (W.H. Young). Sea f e IF, ge 19, donde p,q > 1, 1/p + 1/q > 1. Sea

% = §-+-% - 1. La funeién h(z) = (f * g)(z) pertenece a L' y
< ]
er Hﬂ;@%
DEMOSTRACION. Basta demostrar el teorema para el caso periédico con f = 0, g=0.
Pongamos A = r, 1/u = 1/p - 1/A, 1/v = 1/q - 1/A. Entonces 1/A + 1/u + 1/v = 1 y apli-
cando la desigualdad de HGlder a f(x-t)g(t) = fplxgqlk'fp/ugq/v’ obtenemos

1
Intal < (] Pix-tigie) dt) A APy gu /v,
0 p q
Por lo tanto
K = A, <||fug/“.ugug/".(” Plx-t)gd(t) dt dt)l/" -

= ‘ . g ’ .

el <UAl_.lgll .
i, ljﬂp lqu
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ii) TEOREMA 3. Sean f € L1(0,1), 0<x <1, n>1. Entonces

tx tl . tn—l 5 n
(1) j flt,) at, J £e,) dty ... [ fe) at :%[] £t) dt] .
[/ 0 0 0
DEMOSTRACION. Supongamos F e C{[0,1]). Entonces
X y } X
(2) [ rw( Fier et gy - L NORDY
0 0 0

Un pasaje al 1imite permite probar (2) ain para funciones F integrables en (0,1}.
Para n = 1, (1) es obvia. Si la férmula se supone demostrada para n - 1, (n=>2),
tendremos

t t t

1 n-1 1 1

(n - 1) [ f(t,) dt, ... [ f(t,) dt, = ([ f(t) dt)".
0 0 0

Haciendo F(t) = f(t) en (2), sigue inmediatamente (1), qged.

iii) Sea 8 > 0, f € L1(0,1). La integral fraccionaria de f en [0,1] se define por

X
" f(t)
Si B = n tenemos
_ 1 X n-1
(4) Inf(X) = W JO f(t)(X - t) dt.

Sea H(x) =1 si x>0, =0 six< 0 (el escalén de Heaviside). Entonces, usando
la formula para la transformada de Laplace: L(f * g) = £(f).L(g) obtenemos

n

(5) H* o H=x"Ym -1y,

pues L(th) = I‘(r‘+1)/sr‘+1 para r = 0. Como
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' X
(6) (H* £)(x) = jo £(t) dt

obtenemos de (5) y (6) la formula de Liouville:
JL X rt tn
(7) H* . *H*f= e f(tn) dtn cee dt1 = In(f).
0’0 0

Es decir, In es la n-ésima primitiva de f que se anula en x = 0 junto con todas

sus n - 1 primeras derivadas, y esto explica la denominacion de integral fraccio-
naria para IB' Obviamente: ImInf = Im+nf' Veamos que esto mismo vale para todo

a,8 > 0. (NB. La funcidn I'(x) se estudia en el capitulo siguiente).

. 1
TEOREMA 4. I&+Bf(x) = I&(Isfi(x) = IB(Idf)(x), st fEL (0,1).

DEMOSTRACION.
(X B-1 .. [t a-1
P(a)r(s).IBIaf(x) = Jo (x - t) dt j (t - u)* " "f(u) du =
0

1

- J: f(u) du Jx (x - )81t - )l gt = Jo

X-U
f(u) du I (x - u - t)e’"ttu'1 dt =
u 0

1 1
- j (x - W Lle(u) du J (1 - )81 gt = B(g,0).T(o#8)1_, F(x), QED,
0 0 oa+p

El cambio de variables practicado en la demostracion precedente puede justificar-
se, por ejemplo, utilizando el teorema de Young y el de Fubini-Tonelli.

* 11. NORMA MIXTA.

i) Sean T(x,y) una funcion medible en [0,1]1 X [0,1] y 1 <p, q <=, Si la fun-

cion en y: IIT(.,y)[Ip, pertenece a L9(0,1), definimos:

(1) HTﬂp,q = HHT(x,y)lexquy.
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Cuando p = q, HTHp q IITIlp - HTIIp = 1a norma-p de T como funcidn de las dos

variables x,y:
< (! P 1/p ;
‘HTHp = (JJ I T(x,y)|" dx dy) sip<w Tl = sup es [ T{x,¥}]-

Si por el contrario HT(x,.)Hq es una funcién en LP(0,1), definimos:

(2) anmp’q = |H|T(x,y)l|q|y||p‘|x.

En general, HTII # T, (Si »>q >p >1 se obtiene, utilizando la desigualdad
integral de Minkowski, que IITH <THR).
Cuando 1/p + 1/q = 1 diremos que Ui.lll es una doble norma, y se 1a utiliza para
estimar 1a norma de la transformacidn

. 1
(3) (FF)(x) = jo TOGY)Fly) dys

como operador de LP(0,1) en LP(0,1) (2] p.177 y 241). Sipy qe (1., "'"p q

puede usarse para definir espacios que generalizan a los Lp, L(p,q)’ y que pueden
denominarse espacios de norma mixta, ([B]), que por otra parte son un caso parti-
cular de los asi llamados espactos de funciones. Diversos problemas del andlisis

sugieren la necesidad de estudiar los espacios de norma mixta. En particular, su

estudio ya fue propuesto en ([C].

SilHTmp q < » entonces para f& LP tenemos (1/q = 1/p* := 1 - 1/p):
(4) ITF(x) | <UTx il c.des lﬁfup <L f s

y WTi= 0T,

ii) TRANSFORMACIONES CON DOBLE NORMA FINITA Y 1 < p < . Observando que
X = {T(x,y):lHTmp p* < ®} es un espacio normado, en realidad de Banach, en el

que'son densas las funciones acotadas, se deduce que X es separable. Su dual
Y = {8(x,y): msmp* p < =}, Ademds es un espacio reflexivo cuya esfera unitaria

Ly es débilmente secuencialmente completa: toda sucesidn {hn} en Iy contiene una

subsucesidn para 1a cual existe h € X tal que
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1,1 1,1 '
(5) J J h (x,y)g{x,y) dx dy-*J J h(x,y)g(x,y) dx dy,
o'log " 0’0

para toda g Y. Esto vale aln en los casos p =1, p = =, ([B], §5, T.2), si su-
ponemos de antemano que el miembro izquierdo de (5) converge a una funcional
(1ineal y finita) B(g). Esto, naturalmente, vale también para los espacios de

Lebesgue LP(o,1).

TEOREMA 1. Tvda funcién T de doble norma finita define un operador T eompacto en
P

DEMOSTRACION. Sea {hn} una sucesidén de norma-p acotada. Existe una subsucesion,

que numeramos de la misma forma, y existe h0<5 Lp(O,l) tal que:
g,(x) = J T(x,y)h (¥} dy > g(x) := J T(x,y)h(y) dy, c.d.x.

f
Ademas, Ign(x) - g(x}| sEllhn - th.(J |T(x,Y)[p* dy)l/p* c.d.x. Luego, como el

@1timo factor pertenece a LP, resulta g, - ng + 0 para n e, QED.

111) TRANSFORMACIONES CON DOBLE NORMA FINITA Y p = 1. En esta situacion no vale,
en general, el resultado precedente, pero se tiene el

TEOREMA 2. T X, p = 1 =}‘}2 es compacta en L‘Z(O,.Z).

DEMOSTRACION. Sea S(x) = IT(x,.)ll .. Entonces S es integrable y se tiene
- 1
Inal = (Fr0a] = 1] TeoyIt) vl <SGt .

De esto se deduce que si {fn} es una sucesidn acotada por r en Ll(O,l), Ta su-
cesidn {hn} correspondiente es secuencialmente débilmente compacta en el mismo

espacio ([Bl, p.308). Luego, existe h, tal que (hn ,¢)j + (ho,¢) para todo
J

$€ L (0,1), En particular,
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1 |
J h, (V)T(x,y) dy —»J h(y)T(x,y) dy.
0 j>=’0

En consecuencia, después de renumerar, se verifica en casi todas partes

~2
T (fJ-(X) - fi (x)) = J T(x,y)(hj(y) - h (y)) dy J,T: 0.

Ademas, l}zfj(x)l <§S(x)H?fjH1 SZMTMS(X).HfjHI, y la tesis sigue inmediatamente,
QED.

* 12. LA INTEGRAL FRACCIONARIA.

Consideremos el operador

~ X
(1) Hf(x) := IO (x - t)B'lf(t) dt, B8 > 0.

Si B =1 entonces H define una transformacién compacta de LP(0,1), 1 < p<w, en
C([0,1I), como se ve aplicando el teorema de Arzeld-Ascoli. Supongamos ahora
0<a<1,a=1-8., Entonces

X
(2) _ ﬁaf(x) = J z—fiiisa-dt.
0 X -

1

Como 1/x%¢ L", H, es un operador continuo de LP(0,1) en c(l0,11), pe [1,«].

Por otra parte, salvo por un factor constante, H'f es igual a (§10):
X -
| - t)™-Le(t) gt.
0
En consecuencia, cualquiera sea g > 0 existe n = n(g) tal que si m > n entonces

H® es un operador compacto de tP, 1< p <, en C([0,11), y por lo tanto de LP

en Lp.
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TEOREMA 1. got’ 0 <a< 1, es compacto de P en P stempre que 1 < p < o,

DEMOSTRACION. Sea 0 < 1/p < 1 - a. Entonces 1/p* > a. Como T(x,y) = |x - y|™
tiene doble norma finita es aplicable el T.1 del §11 Para ese intervalo de valo-
res de p. El operador adjunto de Ha es

1
J ——ﬂiil—— dx.
y k= y°

En consecuencia, también es compacto en LP para 1/p < 1 - a. Por tanto, su adjun-
to ﬁa 1o es para los valores de p* del intervalo a < 1/p*. Si 0 < a < 1/2, todos

los pg (1,») satisfacen una de estas desigualdades, y el teorema queda probado.
Sf o é;[%EI) es necesario modificar la demostracidn, cosa que no haremos en estas

notas, QED.

* 13. OPERADORES DE VOLTERRA.

Hemos visto que los operadores de doble norma finita, o son compactos o bien su

cuadrado es compacto (en LP(0,1), 1 <p <=). No continuaremos con el estudio de
sus propiedades espectrales, que es semejante al de los operadores con nicleo de
cuadrado integrable, sino que nos limitaremos al caso de operadores de Volterra:

~ rl
(1) Tf(x) = Jo T(x,y)f(y) dy, T(x,y) =0 sil=y>x=0.

TEOREMA 1. 7) Sean I <p <® y T de doble norma finita: Il lelp q < w, Entonces,

o(T) = {0}, y st A ¥F0:

(2) (E’—AI)-lzﬁ)‘ ==Ll ),
A

©1) 'El resultado es falso para p = .

2] sl ’lmp* w <@yl Zﬂp w < © entonces la serte de Neumann
3 E]

Tlx,y) + TZ(x,y)/k + Ts(x,y)/)\Z + ..

*a
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converge uniformemente (para todo X # 0) al micleo de -\(I + XR)\); Tn(x,y) es

el nmicleo iterado n—ésimo:

2
Tn(x,y) = Jy T(x,z)Tn_l (z,y) dx.

DEMOSTRACION. Se sabe que el espectro de un operador acotado en un espacio de
Banach no es vacio. Para demostrar que o(T) consiste solamente del origen basta-
ra con construir el operador resolvente RA para todo A # 0. Para esto definamos

(3) a(x) = IIT(x,.)IIp*.

. - X
Entonces; |Tg(x}| <£cx(x)ﬂgﬂp, y como Tf(x) = J T{x,y}f(y) dy, tenemos
0

(4) T5(x)| <
t t
X ¢ n-1 r2
p p p /p _
sia(x)llgll[JO a (tn_l) dtn_1 JO o (tn_z) dtn_2 .o JO a’(ty) dtll =
X
- (cf.510) = a(x)ugu.[(J oPly) )" Y (n - 1P,
0

En consecuencia,

(5) (T gl <——'“L“1"—Irugu ;
P -1)MP TP

y la serie (3) converge en la norma de operadores, uniformemente sobre compactos
de C\{0}; a (T - A)"" pues R,(T - AI) = (T - AR, = I.

i), iii) La demostracion de estas proposiciones y las de otros resultados vincu-
lados a los operadores de Volterra pueden verse en [Z], ch.13, QED.

TEOREMA 2. 57 el nilcleo de Volterra T(x,yl define un operador acotado, ?I", de IP

en IP, p e l1,»), y sz Tj(ac,y) es de doble norma finita entonces vale (21,
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DEMOSTRACION. De 1o visto se deduce que

(6) r+ W FERE L

converge en norma de operadores. Luego, para k =1, 2, ..., j - 1,
fklxk + Tj+k/Aj+k + f2j+k/A2j+k + ...

también converge. Sumando en k obtenemos la tesis, QED!.

* 14. LA ECUACION DE ABEL.

Queremos demostrar que la solucién de

X
(1) J ———fLXlI7—-dy =/

o (x-¥) ¢

es f(x) = 1//1x. Este es un caso particular de la ecuacidn

X
=1 fly) = 4
(2) I.f := J - —dy =x', B8>0,q>8-1,
8 r'(8) . (x - y)l'B
cuya solucidn es
(3) £(x) = x376r(q+1)/r(q+1-8).

En efecto,

stp = xP*er L(g) . B(pt1,8) = }{ég%%éy xB*P,

y se obtene (3) haciendo q = 8 + p.

Obviamente Ilf = 0 implica f = 0. Como IaIBf = Ia+ f cuando a,8 > 0, resulta que

8

sig<le Iﬁf = 0 entonces Ilf = 0, y en consecuencia f = 0. Sig>1, Isf =Q

0. Es decir, A = 0 no pertenece al espectro

implica IB_lf = 0 y sigue que f

puntual de IB’ de donde deducimos que las soluctiones halladas son tinicas.
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CAPITULO I1I
1. PRODUCTOS INFINITOS.

Sea dada una sucesion {an} de nimeros reales o complejos. Se 1lama producto infi-

nito al "producto de todos Tos elementos de la sucesién" y se escribe

n
p, = 3;.8,...a_= 1 a,,
n 172 N k=1 K
o
podriamos decir que el producto infinito = a, converge si es convergente a un
n=1

nimero p la sucesidn {pn} de productos parciales y convenir en que

Sin embargo esta definicidon no seria acertada ya que todo producto que tuviera
un factor igual a cero seria convergente sin tener en cuenta el comportamiento
de los demds factores. La definicién siguiente resulta mis adecuada.

DEFINICION 1.1. Dada la sucesidn {an} de nimeros reales o complejos, sea

o«

a) Si a, # 0 para todo n, el producto I a, converge cuando existe un niimero
n=1

p#0 tal que 1lim Pp = P-

n->ow

En tal caso p es, por definicidn, el valor del producto. Esto es,
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b) Si existe un nlmero n tal que para todo j > n es aj # 0, se dice que el produc-

o] oo
to I a, converge si converge 1T a..
n=1 je=n+l 9

En este caso el valor del producto es, por definicidn

o

I

I & := a;.8,4...8 T a,.
1°72 N+l 3

n.
J:

E1 producto I a, se dice divergente si no es convergente.
n=1

o«

TEOREMA 1.1, ILg condicidn necesaria y suficiente para que el producto I a_sea
n=1

convergente es que para todo € > 0, exista un n, tal que st n > n, entonces

|an+l.an+2...an+k -1l <e, parak =1, 2, 3, ..

Lo

DEMOSTRACION. Supongamos que 1

a, es convergente. Podemos suponer que a; F0
n=1

para todo 1.

n
Sea Py = knl a- Por hipotesis, existe el 1lim Pp = Ps P # 0. Por lo tanto, exis-
= n -+ o

te un w > 0 tal que lpnl >w, sin >=no(w). Ademéds, como {pn} es una sucesidn con-
vergente satisface la condicion de Cauchy, esto es, dado € > 0, existe ny tal que

sin=2 " entonces
Ipps - Pyl < €W, parak=1,2,3, ..

Dividiendo la desigualdad por [pnl, n >=no v Ny se tiene que:

|an+1'an+2“’an+k -

Supongamos ahora que para todo € > 0 existe un o tal que para todo n >=n° es

E -1l <e, parak=1,2,3,...

n+1.an+2...an

Tomemos € = 1, sea né el correspondiente Ng> ¥ consideremos el producto
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I___‘ . >n'
Pn an6+1‘ané+2"'an’ sin Ny

Entonces
1
' = 1
Wn-H<2 para todo n >n/.
Por consiguiente
1l <ip 3
<l <7-

Por 1o tanto si {pa} converge su 1imite es distinto de cero. Veamos que efectiva-
mente {pa} es convergente.

Sea € > 0 y escribamos para n suficientemente ‘grande:

Pk
= — - 1| < €.
| P

3141 80420 80 8n41 s ek
0 o
— -1

a_ . «a_y R §
no+1 no+2 n
Multiplicando por |p.| se obtiene:

|P6+k - Phl <-6|p$l < e.%- para todo n >=n°.

Esto es, {pﬁ} satisface 1a condicion de Cauchy, luego es convergente y como hemos

o«
observado, su limite es distinto de cero, 1o que implica que el producto I a

n=1 n

es convergente,

o

COROLARIC 1.1. s¢ I aﬁ es convergente entonces el Llim a, = 1.
n=. n+>ow

OBSERVACION 1.1. Escribiendo los factores de un producto infinito en la forma

a, = 1+ Ups la convergencia de I (1 + un) implica, por el corolario anterior,
. n=1

que lim U, = 0.
n-=+w
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TEOREMA 1.2. Sea U, 2 0 para todo n. EL producto 1 (I + un) es convergente st
n=1
(o]

y 86lo st es convergente la serie ) U,
n=1

DEMOSTRACION. Se tiene en cuenta la desigualdad

1+ x<eX

1a cual es valida para todo x real. (Esta desigualdad sigue del teorema del valor

medio para f(x) = e*)

n n ,
Sea S = kél U ¥ Py = kEI (1+ u ). Es evidente que:

>
(1.1) Py 1 + Sn'

Por otra parte, teniendo en cuenta la desigualdad mencionada anteriormente, se
tiene que:

pn=(l+u‘-|:)v(l+U2)...(l+un)<el_e '..en=en.

@
Sea entonces ) u_ convergente. Esto es, existe el lim S_ =S < =, Entonces,
n=l n n - O n

como {pn} es mondtona no decreciente, es convergente y de la desigualdad (1.1)

se deduce que si p es su 1imite, p es distinto de cero. Reciprocamente, si

1im p.=7p, p # 0, como la sucesidn {Sn} es mondtona no decreciente, de (1.1)
n-+ o

se deduce que {Sn} es convergente. QED.

DEFINICION 1.2. ET1 producto I (1 + un) se dice absolutamente convergente si es
n=1
convergente el producto T (1 + |un|).
: n=1

oo

OBSERVACION 1.2. Por el teorema anterior, el producto I

1+ Iunl) es absolu-
n=1
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Q©

tamente convergente si y s6lo si es convergente la serie } Iunl.
n=1

o0
TEOREMA 1.3. S7 el producto TN (1 + un) eonverge absolutamente entonces:
n=1
o0
a)l T (1 + u_) converge. .
n=1 i :

bp) T (1+ un) converge incondicionalmente.
n=1

e) Cualquier reordenacidn converge al mismo Limite.

DEMOSTRACION. a) y b). Supongamos que I (1 + un) converge absolutamente, Esto
n=1

es, I (1+ |un|) es convergente y por lo tanto se verifica la condicifh necesa-
n=1

ria de convergencia: para todo € > 0, existe un o tal que para todo n >n,
U * Jugg 1@+ Ju ol e @+ qu 1) - 1] <y k=1,2,3, ...
De

H1+um1L(1+W”2L.41+WH“ ‘ll<|(1+|Ww1”'u+leﬂ)“'u+|” ) - 1]

n+kI

se ve que se verifica también la condicidn suficiente de convergencia para el pro-

o
ducto T (1 + u]).

n=1 n
c) Sea Kis Koy viis kn’ ... una permutacién de los indices 1, 2, ..., n, ... y
pongamos

Py = 1+ ul).(l + uz)...(l + un); Py = 1+ ukl).(l + ukz)...(l + ukn).

Supongamos:

1im pn=p#=0_y Tim p"1=p‘¢0.

n > © n = o

Probemos que p = p' de To cual seguird c).
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Es posible calcular el cociente pa/pn Y eliminando los factores comunes, obten-

dremos:

+

Py (1+ ukl)(l + ukz)...(l + ukn) (1+ uil)...(1 u; )

- r
E; I+ ul)(l + uz)...(l + un) 1+ uhl)...(l + uhr) 4

i<y <<y hy < hy<...< h.s donde i, = il(n) yhy= hl(n) tienden

a ® con n.
Como
luy |+...¥|uh |
|ty )ee (ruy 1-1 < (0 Juy Do (4 Juy [)-1<e 1 r .1 =»o0,
1 r 1 r N
obtenemos
Tim (1 + up )...(1+ up ) =1,
n-> o 1 r

To que implica que 1lim L -1, 0 sea, 1lim pl = Tlim Ppe QED.

n->ootn n >« n +

TEOREMA 1.4, sz v, 2 0 para todo n, el producto TN (1 - vn) converge,si y sblo
n=1

st la serie | v, es eonvergente.
n=1

DEMOSTRACION. Supongamos que la serie J Vp = ) |-vn| es convergente, entonces
n=1 n=1

el producto n (1 - vn) es absolutamente convergente y, por el teorema anterior,
n=1

es incondicionalmente convergente.
Para probar l1a reciproca usaremos la desigualdad

1-x<e* parax>0,

o

Supongamos que T (1 - vn) converge. Entonces el 1im v

= 0. Podemos suponer,
n=1 n->o

n
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prescindiendo de algunos términos si fuese necesario, que 1 - Vy > 0.

Sea

= + S P ST
Sn Vit v, Vi

Considerando 1a desigualdad anteriormente mencionada se tiene que:

-(vl+v2+...+vn) -S

Pp = (- v)@-vy)e(l-v ) <e =e M

@

Ademds, como T (1 - v_) converge, existe lim p_=p > 0.
n=1 n n+o I

Por consiguiente Sn no puede ser divergente, esto es, existe el 1lim Sn =S, QED.

2. PRODUCTOS FUNCIONALES.

Consideraremos productos infinitos de la forma

I o (z)
n=1 "N

donde a veces escribiremos:
=1+
an(z) 1 un(z),

con z perteneciente a una cierta region G del plano complejo y {un} una sucesion

de funciones holomorfas en G.

TEOREMA 2.1. Sea {un(z)} una sucesién de funciones holomorfas en G tal que

21 |un(z)| converge uniformemente sobre G a una funcién ®(z). Entonces el produc-
n= :

to nEJ (1+ un(z)) converge uniformemente a una funcién F(z) holomorfa en G, si
®(z2) es acotada allf. Ademés F(zo) = 0 para algin 3, € G si y 8blo si existe n,
tal que 1 + uno(zO} = 0.
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DEMOSTRACION. La convergencia uniforme de J |un(z)| en G implica la convergen-
n=1

cia puntual de m (1 + un(z)). Esto es, existe F(z) tal que si
n=1

n
p(z) = T (1 +u(z)) entonces Tim p (z) = F(z).
n k=1 n >

Debemos probar que la convergencia a F(z) es uniforme y que F(z) es holomorfa en G.
La hipdtesis implica que existe una constante C > 0 tal que

n
Xl lu(z)] < C, para todo z e G, para todo n.

n
Por otra parte, como pn(z) =1 (1+ uk(z)), entonces
k=1

n
n kZ luk(z)[ c
lp.(z)] <@ (1+ |u (z)|)<e_1 <e’ =M
n _ k
k=1
Escribamos
P (2) = p,_q(2)(1 + u (2)),
entonces
P (z) - p_1(2) = p,_1(2).u (2).
Ademas
n n
pn(z) = pl + k§2 (Pk = pk-—l) = Pl + kEZ pk-l'uk(z)'
Como

Ip_1(2)u (2)] <Mlu (z)],

los términos de la serie pk_l(z)uk(z) estdn acotados por los términos de la se-

rie M.} luk(z)l, 1o que implica que la serie } pk_l(z)uk(z) es uniformemente
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convergente. Por consiguiente pn(z) converge uniformemente a una funcion F(z) que

es holomorfa por ser limiie uniforme de funciones holomorfas. QED.

En 1o gue sigue usaremocs el siguiente resultado:
LEMA 2.1. Sea G una regidn simplemente conexa del plano complejo C y F(z)] una fun—
etén holomorfa no nula en G. Entonces existe una rama holomérfica de log F(z).

0
" TEOREMA 2.2. El producto infinito 1 a, es comvergente st y sblo si es convergen-—
n=l
o

te la serie ) Log o, supuesto que o, # 0 para todo n.
n=1

DEMOSTRACION. Sea

" I
p, = I a,3 S = Log a, .
N k=1 K nokE1 k

Observemos que

n Log o Sn
Pp= T e = e ' #( para todo n.

Por lo tanto, si la serie ] Log a, es convergente, la sucesion {pn} es conver-

n=1
gente.
Reciprocamente: supongamos ahora que

1im Pp=Ps P #0
n»>owo

Y que
Sn = Log Py * i ann; a nimero entero.
Como
n
igl Arg o; = Arg Pn + 21rqn
entonces
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Arg a ., - (Arg p .. - Arg p ) = 2rlq 4 - q.).
Como o, * ly Py > P # 0 resulta que
Arg o4t 0

y que

Arg - Arg Pp > 0.

pn+l
Entonces

Ul ~ Gy 0> (>l

Esto es, existe un nimero entero q y un entero N, tal que q, = 9 para todo n > Ny

Por consiguiente Sn converge a S = Log p + i2mrq. QED.

TEOREMA 2.3. Sea {an(z)} una sucesién de funciones holomorfas, no nulas, en una

@©

regién G, tal que )} log an(z) converge uniformemente en G (aqui log an(z) es
n=1

una funcién holomorfa obtenida con alguna determinacidn del logaritmo que puede

cambiar con nl y sus sumas parciales estdn uniformemente acotadas alli. Entonces
o«

el producto infinito Il qn(zl converge untformemente a una funcidén p(zl holomor-
n=1

fa en G.
(La demostracion se deja al lector]).

EJERCICIO 2.1. Demostrar el siguiente resultado.

«©

Sea {un} una sucesidn tal que 0 < |un[ < 1. Entonces } |Lbg (1 + un)] es equi-

n=1
convergente con la serie J |un|. (Sugerencia: Si 0 < |un| < 1/2 entonces
n=1
Log (1 + u_)
1c _________JLJ <3,
2 u, | 2
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3. TEOREMA DE WEIERSTRASS.

Introduciremos las siguientes funciones:

2 p
Ut :
E{u,p) = (1 - u)e P, parap=1,2,3, ...;ueC.
Convenimos en que
E(u,0) =1 - u.

2 n -
Si escribimos pn(u) = U+ %?-+ I %;g n=1, 2, 3, ..

pp(u)
E{u,n) = (1 - u)e .

LEMA 3.1. Seq Ju| <e<1yp=0, 1, 2, ... . Entonces

|Zog E(u,p)| <+ |u|P*,
- €
@ _n

En efecto, recordemos que en |z| < 1, Log (1 - z) = - } %T"

n=1
Entonces

U2 up ) u J
Log E(u,p) =Log (1 - u) +u+ 5+ ... +-=- ] lu]*

L

Por lo tanto
+1 7 j 1 +1
lLog E(u,p)| < [ulP™ § ju]d <= [uP™ QeD.

j=0

TEOREMA DE WEIERSTRASS. Sea f(zl una funeidn entera y no nula. Sea {21,22,...}
la familia de ceros no nulos de f(z) ordenada de manera tal que 0< l21[< [z2|< coes

contando los ceros tantas veces como su orden de multiplictdad. Entonces existe
una funcién entera g(zl tal que
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f(z) = zm.eg(Z). | E(z/zn,n),
n=1

donde m es el orden de multiplicidad del cero z = 0.

DEMOSTRACION. Observemos que la familia {21,22,...} puede ser vacia, finita o in-

finita. En lo que sigue supondremos que 1a familia es infinita, pues los casos
restantes estdn contenidos en la argumentacion de la demostracidn del teorema.

oo

Probaremos primero que I E(z/zn,n) converge uniformemente en |z| <R, para to-
n=1

do R.

Fijado R, sea n_ tal que |zn| > 2R para todo n>n .

E1 Tema 3.1 imblica, tomando € = 1/2, que:

Log E(z/z,n)| <2§ Ja/z ™ <2] &
n=n n=n

0 0 0

)n+l

[AnerR:]

, si|z| <R.

n=n

«©

Por To tanto la serie } Log E(z/zn,n) converge uniforme y acotadamente en el
n=no‘
circulo |z| <R.

Del Teorema 2.3 sigue que el producto 1 E(z/zn,n) converge uniformemente a una
n=1

funcién holomorfa ®(z) en [z| <R.
Como R es arbitrario, ®(z) es una funcidn entera y sus ceros no nulos son los
de f(z)} y s6lo ellos. Sea

h(z) = :(Z)

A E(z/z,,n)
n=1

entonces h(z)} es una funcidén entera, sin ceros en todo el plano complejo. Segln
el lema 2.1, existe una rama g(z), entera, de Log h(z). Esto es

Log h(z) = g(z).

Por consiguiente

h(z) = 902, QED.
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OBSERVACION 3.1. En la demostracién se ve que la condicidn

=]

(3.1) _ I olz/z ™ <o

implica 1a convergencia uniforme de

I E(z/zn,n).
n=1

Supongamos que exista q entero, q =0 tal que

IS 1
(3.2) ] —= <,
n=1 |zn|q+1

(La condicidn (3.2) dice que el crecimiento de f(z) no es muy rapido).
Entonces

I t~1 8

© q+l ) q+l © __:!.___
|Log E(z/z,,q) <;2n§n |2/z | 2|z| nzn |q+l <

n 0 0 OIZn

n

+1 % 1
n=n, Izn[

para |z| <R.
Por consiguiente, I E(z/zn,q) es convergente en [z| < R para todo R, y ese pro-
n=1

ducto puede reemplazar a I E(z/zn,n) en el Teorema de Weierstrass.
n=1

DEFINICION 3.1. Se 1lama "género de p(z)" a p = inf { q entero =>0: § T_—%EIT<'M}
n=1 |z
n

y el producto P(z) = I E(z/zn,p) se 1lama "producto candonico de género p".
n=1

OBSERVACION 3.2. Si la familia {zn} de ceros no nulos de una funcidn f(z) verifi-
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ca la condicidén (3.2), el resultado del Teorema de Weierstrass puede expresarse:

f(z) = zm.et(z).P(z)

donde t(z) es una funcidn entera, P(z) es el producto candnico de género p y

p = inf { q entero >0: ) ———JL———<«}. (Esta es la forma que nos interesard).

= q+1
n=1 |z|

[eo]

DEFINICION 3.2. Sea f(z) una funcidn entera, f(z) se dice de tipo exponencial si
existen dos constantes A y B tales que

1£(2)| <aeBl?l.

DEFINICION 3.3. Sea f(z) una funcidn entera, n{r) := nimero de ceros de f(z} en
lz| <.

E1 siguiente resultado serd demostrado mis adelante.

TEOREMA 3.1. Si f(z) es una funcidn entera de tipo expomencial entonces n(r) = 0(r),
st f(0)] * 0.

EJERCICIO 3.1. Si f(z) es tal que n(r) = 0(r) entonces } T%—T< ® 0 bien,
n

¥ ——2—7-< w, (Esto es, p=0o0 p = 1).
Antes de sequir con el estudio de la teoria general de funciones enteras veamos

algunas propiedades de una muy importante: P'l(z). La funcidén meromorfa I'(z) se
define en Re z > O por

~ _ -
(3.3) rz) = | e tyz-1 gt
0
Si definimos
1 -t,z-1 -t,z-1
(3.4) o(z) :=j e 't dt ; ¥(2) :=re t dt,
0 1
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donde 1:2'1 denota la determinacion de esa potencia que es positiva para
z = Re z > 0, vemos inmediatamente que la expresidn que define a ¥ tiene aiin sen-
tido para todo z, y define una funcidn entera de z. Esto no ocurre en el caso de

la ¢, pero si reemplazamos en el integrando et por su desarrollo g (-t)"/n! obte-

nemos, en Re z > 0,

[ _ln
(3.5) °z) = I arey ey -

Esta serie es absoluta y uniformemente convergente sobre todo compacto que no con-

tenga puntos de N” = {0,-1,-2,-3,...} y define una funcién holomorfa en C\W~ pro-
Tongacidn analitica de &, y que denotaremos con la misma letra. Entonces, en C\W~

(3.6) r(z) := v(z) + ¢(2),

tiene como tnicas singularidades polos simples en n = 0, -1, -2, ... con residuos

(-1)"n!. {HA A F Féf) -

- - | __";7, f.l\

9

B
B
sl
S b
3

(-’
|

U

43 9470 NN

) !
P

X . i nin® =
TEOREMA 3.2. 7] T(z,nl := sty s # =

1, 2, 3, ..., converge untfor-
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memente sobre compactos contenidos en CW a I'(z),

ii) T(z+1) = 2(z), para todo z € C\W

i) T(n) = (m - 1)},

vl T(3)T(1-3) = w/sen Tz, z € C,

v) T'(z) # 0 para todo z € C,

vi) T(1/2) = Vm,

vii) T(n+1/2) = (n-1/2)(n-3/2)....(1/2).T(1/2), n € N,

visil T(2a)T(1/2) = 2271

—zzz—l/z

T(z)T(z+1/2), z € C\W,
iz) T(zl//2T e

2] + 1 para |arg z| < m - § cualquiera sea § > 0.
b4 -> ©

i) es la formula de Gauss, también 1lamada de Euler.

i1) es l1a férmula de recurrencia de la funcidn Gamma;
{11} sigue inmediatamente de ii) observando que

rQ1) = J e bt = 1.
0

v} y vi) siguen de iv), y vii) de ii). Esta GItima basta verla para z = x > 0
pues del resultado final da cuenta la continuacidn analitica:

rw - N (o] _
PU)=%et#1dt=§hetﬁdt=uﬁnn.

Antes de continuar con la demostracidn del teorema conviene introducir la funcidn
B(x,yl (funcidn beta):

. 2 -
(3.7} BuJ)FJO#Iu-twldu %,y > 0.

E1 miembro derecho puede simetrizarse con el cambio de variables t = v + 1/2:

1/2 ]
B(x,y) = j 2 (v + 172 et + 17207 dr.

s
Luego, (Zs)X+y'lB(x,y) = J (s + t)x'l(s - t)y'l dt, y por tanto, haciendo
-s

o=s+t, T=5s5 - t, tenemos,
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= ]
BooyIrbey) = | | e To* LY L|5(s,t)/0(0,1 )| do dr.

Como el jacobiano tiene mddulo igual a 1/2 resulta
(3.8) B(x,y).T(x+y) = I'(x).Tly), QED.

Asi como T'(x) estd relacionada con el factorial, B(x,y) 1o estd con los nimeros
combinatorios.

EJERCICIO 3.2. Reemplazar x por m e y por n en 1/(x + y + 1)B(x+l,y+l).

EJERCICIO 3.3. Efectuando el cambio de variables t = sen2 % en (3.7) obténgase:

(/2 : ITT/Z

J sen* t dt = cos” t dt = /T FPE%AJ/ r[%]a.
0 0

DEMOSTRACION DE iv) T.3.2. Sea 0 <a < 1. Entonces

1 ]
. - a-1 “8 442 (v = el dy __wm
r(a)r(i-a) = Jo t(1 - t) T dt = (y=t/(1 - t)) = Jo Y T¥y " Senmac
X [l eax
En efecto, la Gltima integral es igual a (t = e’ ): J dx. Si integramos
- ] + e

en el rectangulo limitado por y = 0, y = 2ri, x = R > 0, x = -S < 0, recorrido

en sentido positivo, a h(z) = e¥?/(1 + %) vemos que al hacer tender a 4 a Sy
R resulta:

. o
2ni.residuo h(z) = (1 - a2“1)J /(1 + )1 dx,
Z=T1 -

pues las integrales sobre los lados verticales tienden a cero. Como el residuo

. . mi
de h en mi es igual a ¥ 1, obtenemos:

400
f ax

(3.9) S R— € __ dx, QED.
sen ma 1+ eX

-00

DEMOSTRACION DE viii) T.2. (Formula de duplicacidn de Legendre). Sea p > 0. Entonces
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1 =
-5 ) =

| =

1/2 _
r2(p)/r(2p) = zjo P - Pl ax = (x =

1
1 5-1
) 21-2pJ0 (1 - P42 dy = 2 Pr(p)r(1/2)/r(pris2), QED-

La formula de Stirling ix) no la probaremos aqui (para su demostracién puede con-
sultarse [CnJ, [SI, [Tl, [Z], etc.) pues creemos que es mds natural presentar es-

ta formula en el marco de la teoria de desarrollos asintoticos. Por otra parte
s610 necesitaremos ix) para z = p > 0.

DEMOSTRACION DE i) T.3.2. De la observacion 3.1 sobre el teorema de Weierstrass
y lo ya dicho sobre la funcion Gamma resulta que:

(3.10) 1T(z) = eM2) 5 g (1 +2/me ", hoentera, z e C.
n=1

n
Seay = lim (} 1/j - Log n) el nimero de Euler. Queremos ver que h(z) = yz.
n o> oo j:l

Definamos:

F(z) :=e'%.z 1 (1+ z/n).e'zln.
n=1

Basta ver que F'l(p) = T(p) para todo p > 0. Como

; . U] N oz 4 J
(3.11) F(z) = Tim (exp z(} 7 Log n)).z I (——3——0.(exp -z
1 1

n -+ o

=S
(_a!.-a
r

basta ver que

I(p) p(p+1) ... (p+n) .1

n®.

n! n-+ o

0 sea, basta demostrar que I‘(p+n+1)/n!np + 1 cuando n + «, Utilizando 1a férmula
de Stirling para la gamma y el factorial, tenemos
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Nl

I\’—-
n+1

T(ptn+l) , e P(p+n + ez gy + 11n+p+1/2
n!nP (n+ 1)n+1/2(n-+ 1P eP

De (3.11) sigue entonces que

n'n®

uniformemente sobre compactos de C. De v) sigue ahora la tesis, QED .

4, CRECIMIENTO DE UNA FUNCION ENTERA. ORDEN. EXPONENTE.
Sea f(z) una funcidn entera y sea

M(r) = max [f(z)] = max |[f(z)].
[z]=r |z| <r

Si f(z) no es una funcidn constante, M(r) es una funcién no decreciente en r que

en virtud del Teorema de Liouville satisface la condicidn

Tim M(r) = =,

r-o

Mas alin, usando el teorema del médulo miximo se ve que si f(z) no es constante
entonces M(r} es estrictamente creciente con r.

TEOREMA 4.1. 57 M(r) = O(7") entonces f(z) es un polinomio de grado menor o igual
que n.

Demostraremos un resultado 1igeramente mis general.

TEOREMA 4.2. Sea {rj} una sucesion tal que rj >® gl >y M(rjl = 0(r§l. Enton-

ces f(z) es un polinomio de grado menor o igual que n.

DEMOSTRACION.

o) = G|
IZI—Y'JC
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(n + k)! f(z)| 2nr,
k) *
If("+ (0)] € ———— max |—— 7\7— .
Fail |I;|=rj " rj +

Como, por hipdtesis, existe una constante C > 0 tal que

max l
1

f(z)
- n
Icl-rj z

|<.c

y rj + w cuando j - =, entonces, para todo k = 1, Tas derivadas f("+k)(0) = 0.

Luego, el desarrollo de f(z) en serie de Tayior serd de la forma

flz) = } —7— QED.

DEFINICION 4.1. Se dice que la funcidn f(z) es de orden finito, o bien, f(z) tie-
ne orden finito de crecimiento, si existe un nimero positivo k tal que

k
M(r) <e" , parar> ro(k).

DEFINICION 4.2. Se 1lama orden de f{z) al nimero

k

p = inf {k: 3 ro(k) tal que M(r) <e' , si r> ro(k)}.

OBSERVACION 4.1. De acuerdo con la definicion anterior, para cualquier € > 0,
existe rl(s) tal que

.pte
M(r) <e sir> re-

. 7= Log log M(r) .
EJERCICIO 4.1. o Tim Tog r si f(z) #0.

r > ®©

EJERCICIO 4.2. Verificar la siguiente tabla
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Funcidn

Polinomio 0
ez 1
cos z 1
cos vz 1/2
de tipo exponencial | <1
eez ©

TEOREMA 4.3. Sea f(z) una funcidn entera de orden finito p. Entonces n(r) = 0(rp+€),
para todo € > 0, si f(0) ¥ 0.

(Se demostrard mas adelante).

DEFINICION 4.3. Sea {zn} una sucesidon de nimeros complejos no nulos. Se 1lama

exponente de convergencia de la sucesidn {zn} al nimero

A = inf {a >0: § 1L 5 < m}.
n=1 Izn[

Si la serie ) es divergente para todo a > 0, A = =,

L a
n=1 Iznl

Si la sucesidn es finita, A = 0.

EJERCICIO 4.3. Verificar la siguiente tabla.

{zn} by
e" 0
(B > O)nl/B B — J 1 =
n=1 |zn|
n(]og2 n)llB g— J 1 o<
n=1 |zn|
log n ©

TEOREMA 4.4. (Hadamard). Sea f(z) una funcién entera de orden finito p y X el

exponente de convergencia de la sucesién {zn} de ceros no nulos de f(z). Entonces

A <o,
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DEMOSTRACION. Supongamos {zn} ordenada tal que 0 < [zll~< |22| <...yseaa>op.
Sea B tal que a > B > p.
E1 teorema 4.3 implica que n(r) < Crp+€, C=cte, r=a>0. Sea p +e= B8, luego

nir) < crB,

Sirs= |zni entonces

Por lo tanto

1 <8 1 (48> 1).

En consecuencia la serie }

5 es convergente para todo o > p, 1o que impli-
n=1 lzn[

ca que A <p, QED.

TEOREMA 4.5. Sea f(z) una funcién de orden finito p. Sea {zn} la familia de ceros

no nulos de f(z). Entonces el producto de Weierstrass toma la forma

(*) f(z) = zmeg(Z) I E(z/zn,p)
n=1

oo

donde p < p y es el menor entero q tal que z !an—q—l < .
n=1

DEMOSTRACION. Sea q entero tal que q + 1 > p > q. Por el teorema anterior: q+1 > A,

por lo tanto la serie | ——7
1

es convergente 1o que implica la tesis. QED.
n=1 |zn[

0

Al producto P(z) = L E(z/zn,p) se 1o denomina "producto candnico" y queda uni-
n=1

vocamente determinado por la sucesidon de ceros no nulos {zn}.

(*} es la "factorizacidn candnica" de f. En ella cada uno de los factores esta
univocamente determinado.
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COROLARIO 4.5-1. S p es el género del producto candnico P(z), entonces
p<>\<p+1.

LEMA 4.1.

am 10
J Log |1 -¢7| do = 0.
0

DEMOSTRACION. Probaremos primero que si r < 1, entonces
2n .
J Log |1 - re'®|do = 0.
0

La funicén h(z) = Log (1 - z) es holomorfa en {z: |z| < 1}, por lo tanto
Re Log {1 - z) = Log |1 - Z|

‘s . . . . i8 s
es una funcién arménica en ese recinto, luego si z = re ~, r < 1, se verifica:

2n .
. J Log |1 - re'®| do = Log 1 - 2z|| = 0.
0 z2=0

Probemos ahora que para todo r < 1, la funcién Log |1 - re1e| estd acotada por
una funcién integrable. E1 tecrema de convergencia dominada de Lebesgue implica-
rda la demostracion del lema.

Tal acotacidn sdlo es necesaria para valores de r prdoximos a uno y valores de 8
proximos a cero.

De acuerdo con la figura se tiene la siguiente desigualdad para |8] < ey

|1 - r| < e, € convenientemente pequefio:
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1>(1-re'| >

SR
@

1 - re 2| |1-e16|>—;-|sen 8| =
Por consiguiente:

Log |1 - re™®| < |Log n| + |Log |6]]
siendo el segundo miembro de la desigualdad una funcidn integrable en (-m,m). QED.
EJERCICIO 4.4. Mostrar que

all

J Log sen 6 do = -1 Log 2.
0 ,

FORMULA DE JENSEN.

Sea f(z) una funcion analitica en |z| < R tal que f(0) # 0. Sean Zys Zgs +ees Z

lTos ceros de f(z) en {z: |z| <r} con 0 < r < R. Entonces:
L™ Log [¢tre™)] co - Log [£0)] + § Log (L)
2 |, g |f(r = Log A og 7,7

(Si f tuviera un cero de orden k en cero, la férmula puede aplicarse a la funcidn

f(z)
";E_

. Obsérvese que los ceros se cuentan segin su multiplicidad).

DEMOSTRACION. Consideraremos tres casos:
a) f(z) # 0 para todo z: |z| <r

En tal caso n = 0. La funcidn Log |f(re1e)l es arménica y por consiguiente veri-
fica que:

1 2n
?E'J Log |f(re )| d® = Log |f(0)].
0

b) f(z) # 0 para todo z: |z| < r.
Sea

z

g(z) = f(z)

>
L= =]
[y

zk -z
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glz) #0 para todo z: |z| <r. Por consiguiente, a) implica que

1 fZ’n‘

2] Log lg(re™®)] do = Log [g(0)] = Log |7(0)].
0

Por otra parte:

2 . 2 . n 2 i(6~6,)
1 J i6 1 i0 1 k
> | Log |g(re ™) do =7~ J Log |f(re'”)] d6- J 5= | Log |l -e | de.
2m Jg 2r Jo i g
E1 Lema 4.1. implica que

1 Yall i(e-ek)

v J Log |1 - e | d6 = 0,

0

y por consiguiente:

G i0
> J Log [f(re )| d6 = Log |f(0)}].
0

c) f(z) es tal que z, € {z: |z} <r} parak =1, 2, ..., n.

Sea

2

n r°- Ek.z
F(z) = f(2) L FE
Si |z] < r entonces F(z) # 0.
) re - Ekz Ek ‘
Si |z,] = r entonces ;QEE—:—27-= — ¥ Fz) = 0.

2 = .
Como para estos k, r - z,Z no se anula en z #=zk, concluimos que en otros puntos

que no sean los z, es F(z) #0 en |z]| = r, y en |z] = r tiene exactamente los mis-

mos -ceros que f(z).
Notemos que si |z] = r entonces

lrz - Ekz |

lr(zk - z}l =1
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y por lo tanto
[F(z)| = |f(2)].

Luego F(z) cumple la hipdtesis de b); o sea,
2 . 2m .
Log [F(0)] = %; JO Log [F(re1e)| de = %F-JO Log |f(re1e)| de.
Como

. n 1
Log |F(0)] = Log |£(0 L L
og |F(0)] °gl()l+k§1 OQ{TZ_UJ

obtenemos la tesis. QED.
Probaremos ahora los teoremas 3.1 y 4.1 ya enunciados.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.1. (Si f(z) es una funcién entera de tipo exponencial

entonces n(r) = 0(r).)
Si f(0) = 0 y m es el orden de multiplicidad de cero, entonces

f(z) = 2"g(z) y g(0) # 0.

La funcion

o - 3

es tal que
h{0) = 1.
Luego, sin pérdida de generalidad se puede suponer f(0) = 1. Estimaremos

r n=n(r)
Log EE' =n(r).log r - I  Log |z|.

n=n(r)

k=1
La funcidn

n(t) = n° de ceros de f(z) en [z] <'t,
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es no decreciente en (0,r) y a puros saltos; por lo tanto podemos considerar la
integral de Stieltjes:

'—
r (r n=n(r) : ‘
J Log(t) dn(t) = J Log(t) dn(t) = §  Log |zk|. , '
0 € k=1 . , :
, Lo :
Por consiguiente: r v
0O € 1 5 r,
n=n(r) r (o r
Log '2—] = n(r) Log r - J Log(t) dn(t) = J n(t) dLog(t) =
k=1 k € >

=Jrrﬂ%ﬂdt¥fr"(,c—t)dt.
€ 0

Llevando esta expresion a la férmula de Jensen y teniendo en cuenta que f(0) = 1,
obtenemos:

ai . r
1 G t
(*) 7, Log [f(re'®)] do = Joﬂ(t—’dt.

Como f(z) es de tipo exponencial, entonces

[f(z)] = |f(rei9)| <aef™ (A, B ctes).

Teniendo en cuenta (*) y esta dGltima desigualdad se obtiene:

2r 2r 2r ~ ¥as X
n(r) Log 2 =J nr) 4 <J %ldt<J nle) gt - ZLJ Log [f(2rei®)| do <
1
r r 0 0
1 (ZTT
SEET'J (Log A + 2Br) de = O(r). QED.
TJo

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.3. (Si f(z) es entera de orden finito p, entonces pa-

ra todo € > 0 es n(r) = 0(r°+e)).

pte
|f(z)| = lf(r‘eie)l <e" , si r>r°(e).

Del teorema anterior:
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2w

f .
(**) n(r} Log 2 s;%; J Log |f(2re16)| ds
0

implica
n(r) Log 2 < (2r)P*®

si r es suficientemente grande, y por lo tanto

n(r) <§Krp+€, para todo r y cierto K. QED.

Los dos teoremas que siguen se demostrardn mas adelante. Recordemos que A <p,
PS<p, pSA<p+tl

TEOREMA 4.6. (Borel). Sea P(zl un producto candnico y sea X el exponente de con-

vergencia de la familia de ceros no nulos de P(z). Entonces A = p.

TEOREMA 4.7. Sea P(z) un producto canénico de orden de crecimiento p. Entonces,

para todo € > 0 existe una sucesidn {rj}, rj + o, tal que

+e
-

|p(z)| 2e ¢ , para todo z: |z| = 7

E1 siguiente resultado mejora un criterio ya visto y permite determinar si una
funcién entera es un polinomio atendiendo solamente al crecimiento de su parte
real.

TEOREMA 4.8. (Hadamard, 1893). Sea H(z) una funcién entera. Si para tode € > 0,
existe una sucesién de circunferencias de radios r = r s rj + o, tal que
+
Re H(z) <1P'F para |z| = »,
entonces H(z) es un polinomio de grado no superior a p.

[+ ]

DEMOSTRACION. Sea H(z) = 7} anz" con
n=0

I dg
% = 7y PHEE) Tt -
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Sean>0,¢e>0yelijamos r = rj(s):

Entonces

dz [ dz
2Re H(z) = H(z) -5 »
C§|z|=r M ?nz|=r Ml

luego, si n > 0,

dz
Zn+1

a =——.<§ Re H(z) y
n m |Z|=Y‘

n . )
nlanlrn SQJ [Re H(re’e)l de.
0

Por otra parte, si n = 0, se tiene:

e

2n ie
2Re a, = J Re H(re'~) de.

0

Luego,

E1LN

2Re a_ + lanlrn <

2n X
o J (0 v Re H(re‘e)) de <§4rp+€.
0

Se deduce entonces que a = 0 para todo n > p. QED.

Para una funcion entera f(z) de orden de crecimiento finito p se verifica:
ps<A<p<w,

Luego en el producto infinito que aparece en el teorema de Weierstrass podemos
sustituir el factor E(z/zn,n) por E(z/zn,p) donde p es el género de f, o sea, el.

menor entero q tal que ) |zn|'q'l < o, Entonces:
n=1
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f(z) = Zmeg(z) T E(z/zn,p).

n=1

TEOREMA DE HADAMARD 4.9. Sea f(z) una funcidn entera de orden de crecimiento fi-

meg(z)

nito p y f(z) = 3 P(z) la factorizacidén candnica de f(z)}. Entonces g(z) es

un polinomio de grado no superior a p.

DEMOSTRACION. Como el exponente de convergencia de la familia de ceros no nulos
de P(z) es igual a A, del Teorema 4.4 y del Teorema 4.6 (Borel) resulta que

orden de crecimiento de P(z) = A <p.

Por el Teorema. 4.7, dado € > 0 existe una sucesion de circunferencias de radio
rErg,rg w, tal que

Pt .
[P(z)| > e para todo z: |z| = r.
Luego
Log [P(z)] > -rM*€ > _pP*e,
Como
9tz) o _flz)
m 3
Z'P(z)
entonces
Re g(z) _ |__f(z)
e = |5 -
z P(z)

Considerando la @ltima desigualdad y 1a hipdtesis resulta que

.

Re g(z) <Log |f(z)] - Log r™ - Log |P(z)| <3r*E,

Luego, del teorema anterior sigue que g{z) es un polinomio de grado no superior
a p. QED.

EJERCICIO 4.5. E1 orden de crecimiento de un producto de funciones enteras es me-
nor & igual que el maximo de los Grdenes de los factores.
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COROLARIO 4.9-1. SZ f(z) es de orden de crecimiento finito p entonces
p = max (A,grado de g(zl).

En efecto, ya hemos observado que A <p, por To tanto A v grado g(z) <p. E1 Co-
rolario sigue ahora del ejercicio precedente.

COROLARIO 4.9-2. Sea f(z) de orden de crecimiento finito p y tal que p no es en-
tero. Entonces A = p y p = Ipl.

DEMOSTRACION. grado g{(z) < [p] implica p = A. Luego, si p no es entero se tiene
bl <A< [pl +1.
Entonces

p = lpl.

EJEMPLO 4.1. Sea P(z) = I (1 - %&ezln. P(z) es un producto candnico de género
n=1

p =1y como el exponente de convergencia de z =nes A =1, su orden de creci-

miento es p = A = 1.

Lo mismo vale para P(z) = I (1 + %Qe'z/n.
n=1
EJEMPLO 4.2. P(z) = 1T |1 --——-—5———? es un producto candnico de género p = 0
n=2 [ n(log n)
pues z = n(log n)2 y § TgLT < ®; ademds A = p = 1,
n=2 '“n

EJEMPLO 4.3. La funcidn f(z) = S€P T/Z es una funcién entera y tiene orden de cre-
%3
cimiento p = 1/2.

n= n
tante) ya que f(z) no se anula en el origen y g(z) es constante (pues grado g(z)<1/2).
Como f(0) = 1 entonces C = 1. Por lo tanto

% \
Ella admite una factorizacidn candnica de 1a forma f(z) =C. I [1 - 3%]; (C: cons-
' 1

wz nZ

sen Mz _ [l_z].
n=1 n
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n ey )

=7w lim I [l-wv]=1rw I ll-%’-).
n+c°j=_n n=-
j#0 n¥0

EJERCICIO 4.6. Demostrar que si f(z) es de tipo exponencial, f'(z) también lo es.
(Sugerencia: usar la expresion integral del coeficiente al).

EJERCICIO 4.7. Demostrar que f(z) y f'(z) tienen el mismo orden de crecimiento.
(Sugerencia: usar teorema de Cauchy y fdrmula de Barrow-Newton).

EJEMPLO 4.4. Sea f(z) = f%;T =z.e?. m (1+ ﬁ)e'zln, (v es el niimero de Euler).
n=1

E1 orden de crecimiento de f(z) es p < 1. Probaremos que p = 1. Para ello basta

probar que f(z) = f%?T no es de tipo exponencial.
™ ™
T(z)r(1l-z) = senTz r(z) sen mz = T

Supongamos que f%?f es de tipo exponencial. Esto es, existen constantes A y B
tales que

|I"l(z)| <AeB|Z|.
Luego

B|1-z],
bl

[T(z) sen mz| <Tr|I"1(1-z)| < Ce C: constante.

Siz=n+ %-se tiene que:

(n - 1)t = T(n) < |r(n+ 172)] < ceB(1/2) 2 g Bln-),
1o cual es un absurdo, pues para n suficientemente grande es

(n - 1)t > c'eBtn-1),
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EJERCICIO 4.8. Sea f(z) una funcidn entera de orden de crecimiento finito y no
entero. Entonces f(z) = 0 tiene infinitas raices. (Sugerencia: usar el Corolario
4.9-2).

La definicidn siguiente es equivalente a la Definicion 3.2.

DEFINICION 4.4. Se dice que una funcién f(z)} entera es de tipo exponencial si

Tin Log M(Y‘)
r

r‘—-)eo
es finito, donde

M(r) = sup [f(2)].
|z]=r

E1 nimero

= Tim Log M(Y‘)
r

r-o
es 1lamado el "exponente de f(z)".
Teniendo en cuenta esta Ultima definicion, f(z) es una funcidn entera de tipo ex-

ponencial y con exponente o si para cada € > 0, se verifican las dos desigualdades
siguientes:

M(r) < elo*elr,
para |z| = r suficientemente grande,

M) > e(o-e)rj,

para una sucesion de valores arbitrariamente grandes de r: F1s Tos «evs Puy oo

Liamaremos E0 a la clase de funciones enteras de exponente go.

EJEMPLO 4.5. Las siguientes funciones pertenecen a Eg: e9%.P(z); cos(oz+a).P(z),
donde P(z) es un polinomio arbitrario.

TEOREMA 4.10. S¢ f(z] pertenece a E, entonces
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o= lim Yal el

n >

_ 2
donde f(z) = e, teztogz + ...

DEMOSTRACION. Probaremos primero que

T L0 M) <5 o T IVTET <o <=> T VATIET <o.

r-> o n-o>o n > o«
La G1tima equivalencia es inmediata teniendo en cuenta 1a formula de Stirling
nn
n!~ /2m Q) .
o 1o que es 1o mismo
nt = /Zm (g) 1+ o(1),

1o que permite probar qhe

T e T = T VaTeT -

n-—-ow n - o

Supongamos ahora que Tim Lﬁr—M(r—)< a.
n-+ o

Esto implica que dado € > 0 existe ro(e) tal que

M(r) < e(°+€)r, para todo r > r‘o(e),

y en virtud de la desigualdad de Cauchy:

e, | <MIL (-0, 1,2, ..,
r
se tiene que

para todo r > ro(e).
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Para n >=no(e) puede elegirse r de manera que

(c+e)r=n, r> ro(s).

Por 10 tanto, para r = es:

le | <« —5— ==€>-2-'V|cn| <o +e.

Luego
Tim (2) IVlcn| <g.
Probemos ahora que

T 1

Tim n'l|c

<o =>Tim LQSFMLI)-SQG.

r-+ow

Como f(z) = tcz+ czz2 + ..., entonces

%
M(r) <jc | + |cyir + |c |r2 +
0 1 2 o

La hipotesis implica que dado € > 0, para todo n > N(e) es:.

o +e/2)"
gl <ATE/2L

en consecuencia

v i<} i, id
M(r) < } |C~|Y‘J< ) |c.|r‘] + 7 (L'_"T?/z)_rge(d"'e)?‘
j=6 J j=0 9 jeN+1 j7

para r > ro(s) y para todo € > 0.

Por 1o tanto

Tin LQSFMLIl.sgcn

r-owo
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Probaremos ahora los teoremas 4.6 y 4.7 ya enunciados.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.6. (Sea P(z) un producto candnico y A el exponente de
convergencia de la familia de ceros no nulos de P(z). Entonces A = p).
Bastara probar que X = p.

Sea P(z) = nEI E(z/z.,p); z # z para todo n, r = [z], r, = lz,0-

Sea o tal que para todo n > N, e r, > 2r, entonces

Log |P(z)| = I  Log |E(z/z_,p)| + Log |E(z/z_,p)| =}, + },-
r <2r Pl rn§2r | noPl =2yt

Del Tema 3.1, con € = %-y u= ;3-, se deduce que:
n

Log |E(z/z,.p)] <2(r/r P11, sir > o2r.

Entonces,
p+l
L= 1, tog [EG/z.p) < ] 20 =Pty
r,>er rn>2r n rn>2r (rn)

Consideremos dos casos: A = p+ 1, A < p+ 1.
Sea A = p + 1, la serie Z;T——%B;T-es convergente, por lo tanto

r

n

I, = 0(rt).

Sia<p+1, seac>0tal que A + e < p+ 1, entonces la serie 2“‘li$g es con-

n
vergente. Como

1 1 +1 Ate-p-1 1
2rf*t, ¥ — = = 2rP )3 P <
rn>2r rn)p+ rn>2r n rﬁ+€
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entonces

22 = O(rl+€).

Luego, hemos probado que en ambos casos (A = p + 1, A <p + 1) es 22 = O(rk+€),

donde € es un nimero cualquiera positivo y suficientemente pequefio.
Probemos ahora que también

Iy = Log |E(z/z,.p)| = 0(+"*%).

L,
ras2r

Sea p > 0. Escribamos u = 3%‘ , Jul = ;F— . Si r_ <2r entonces
n n

[u] >% y 1< (2|u|)p'k cuando k < p.
Por consiguiente
lufk < 2Pkjy|P

y de aqui
2 P
lu] +J121—+ +-lipl—< PP+ 2P 2w 1) <2P|u)P.
Entonces,

2 P
Iul+-biL—+ S Ll -1
|ECu,p)| < (1 + [ul)e 2 P lul 2PlulP o ((2P"%42P) u|P

e

2oPtl

<et  L|ulP.

Por To tanto, como A + € > p tenemos:

P
3 <Pt )3 [;r-‘] = 2P*1,p )3 prep Ll o
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< 2p+1rp(2r)>\+e-p by l_. O(r)‘+€),
r <or PM¥E
n n
sip> 0.
Sip=20
€
eluI , si Jul = c(e)

[E(u,0)] <1+ Ju| <

€
(1 + c(s))el‘ul si Ju| <cle)

donde c(e) es un niimero que depende de e.- Luego, como |u| = 1/2:

Log |E(u,0)] = o(ju|®).

En consecuencia:

<k P =k o Aeteckent [ S oeh).
rn<;2r n rn<;2r rn<;2r ™

Esto es
Zl = 0(rA+€) en todo caso.

Entonces

Ate

Log [P(z)] = o(r" ).

De esto GTtimo se deduce que p <X, QED.

LEMA 4.2. Sea o, (z), a, (2], ... una sucesién de funciones holomorfas en una regién

G tal que = ¢ G.
-+

Supongamos que el producto Il cxj (2) converge uniformemente en G a la funcién ho-
J=1

lomorfa F(z)].
Entonces en todo punto donde F(zl # 0 es:
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Fr(z) _ o afl(z)

F(z)

. a.(2
J=1 7

La serie de derivadas logarftmicas tiene a lo sumo un mimero finito de términos
con singularidades en G. Si desecartamos estos, la serie remanente es uniformemen—
te convergente sobre compactos de G.

DEMOSTRACION. aj(z) #0enGsij= o

>
Sea n Ny ¥

fn(z) = ano(z)...an(z), f(z) = n]imoo fn(z).

f(z) es holomorfa en G pues es 1imite uniforme de funciones holomorfas. Sea K un
compacto en G. Como f ¥ 0 en K, existe € > 0 tal que |f(z)| > e alli. Luego, si
n> nl(e) tendremos

Ifn(z)l > /2 en K.

Ademds la sucesidn de derivadas {fa(z)} tiende uniformemente a f'(z) en K. Luego

f'(z) n o!(z) o gl(z)
f'z) _ s, _nT0 o, J <
f(z) n]lmw fn(z)- n]lmw jén aj(Z) jén “j z) >’
n <n 0 0

si z € Ky Ta convergencia es uniforme sobre K. Como
F(z) = g(z).f(z)

y 9(z) consta de un niimero finito de factores el resultado buscado sigue inmedia-
tamente, QED.

Una aplicacidn interesante del teorema de Hadamard es el siguiente teorema debi-
do a Laguerre:

TEOREMA 4.11. Sea f(zl una funcién no constante, real en el eje real, de orden
P < 2 y con ceros reales st extisten. Entonces:
al St f'(z) tiene ceros estos son reales.

b) Estrictamente entre dos ceros de f(z) existe exactamente un cero de f'(z).
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DEMOSTRACION.

p<p<2=>p=00p-=1.

En cualquiera de los dos casos podemos escribir:

f(z) = 2" ; 1 - z/zn)eZ/Z".eAZ+B.
n=1
Sea z = u + iv. Como
f(u) = Flu)
tenemos
GAutB éﬂh#ﬁ

de donde sigue que:

C

b es real y que A = A,

Sea ahora f(z) ¥ 0. Entonces, aplicando el Lema 4.2 obtenemos:

Y]

f'(z m T 1 ¢ (1 1

(1) ———7)-= S+A+z f ==+A+ ] {—— - ——————J .
f(z z n=1 zn(z - zni =1 2 z, -z
En consecuencia,

m T 1 |
ra +

(2) Im filz) . _
u- + v2 n=1l (u - zn)2 +y

f(z}

Supongamos v * 0 e Im(f'/f)(z) = 0. Entonces de (2) sigue que
m=0y {zn} = 0.
Luego
f(z) = Ce

Asi a) queda probada.
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Derivando (1) obtenemos:

8

1

1(z - zn)2 ’

[

d ,f' m
___(__) - . -
dz'f ‘Z'Z n

de 1o cual sigue que en el segmento comprendido entre dos ceros consecutivos de
f(z}, (f'/f)(z) tiene derivada negativa. Luego f'(z), que se anula en el segmen-
to abierto cuyos extremos son ceros consecutivos de f, 1o hace s6lo una vez. QED.

Otro resultado interesante que no demostraremos es el siguiente:
Un producto candnico de género cero es una funcidén entera de tipo exponencial y
exponente cero.

Hemos yisto que si una funcidn entera H(z) verifica:

pt+e

Re H(z) < r™™, si |z] = r > r (e) para todo € > 0,

entonces H(z) es un polinomio de grado < p.

Esto puede deducirse también del teorema de Borel-Carathéodory que demostraremos
a continuacidn. De este teorema se deduce para toda funcién entera la siguiente
desigualdad:

Lwrs2) € max Re £(z) + 3 |£(0)]
? |2I=R ?

la cual implica el resultado de Hadamard mencionado,
Pero antes recordemos el enunciado del siguiente lema:

LEMA DE SCHWARZ. Sea f(zl holomorfa en |z| <R; |f(z)| <Men |z| = R, y F(0) = 0.

Entonces lf(retell <M—1'?r: s, 0<r <R

TEOREMA DE BOREL-CARATHEODORY. Sea f(z) analftica en |z| <R, M(r) = max |f(zl],
g|=r

mclut Re f(z) = A(rl. Sea 0 < » < R. Entonces:
|2[=r

or
R=-1»r

M(r) < ar) +E2L |pc0)].

DEMOSTRACION. Si f(z) es constante, o sea, si M(r) = f(0) , entonces se verifica que
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(R - r)M(r) <2rA(R) + (R + r)|£(0)].

Sea f(z) no constante, f(0) = 0.
Como

GAlr) | f(z),

max |e
lz|=r

resulta que A(r) es estrictamente creciente. Por lo tanto
A(R) > A(0) = 0.

Sea

8(2) = et 2
2A(RY - f(z) -

Como
Re (2A(R) - f(z)) #0 en |z| <R,
¢(z) es holomorfa en |z| < R, ¢(0) = O y si f(z) = u + iv se tiene que:

l6(2)1% = u2+v22 7 <1
(2A(R) - u)" + v

1o que implica, por el lema de Schwarz, que
lotz)| <g .

Por 1o tanto

- [2AR)O(2Z) |  2A(R).r
|f(Z)I = l 1+¢(Z)|< R-rpr

o(z) | [#(z)] r
(““|1+¢un<1-|un|<R-r*

Sea f(z) no constante, f(0)} ¥ 0. Apliquemos la Gl1tima desigualdad a f(z) - f(0).
Luego
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[f(z) - £(0)] <

2r
R-r

max_Re (f(z) - £(0)) < f‘”r (A(R) - |£(0)]), QED.

|z|=R

COROLARIO 1. SZ A(R) 2 0, entonces

M) SEZL (acr) + |£(0)]).

COROLARIO 2. S7 A(R) = 0 entonces

(Al

(B}

[Bol

{Cn]

(K]

[s}

(11

(z]

nt2
mazw £ (2)) <E—E_ (i) + |5c0)]).
[z|=r (R - r)
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CAPITULO III.

LOS PROBLEMAS DE DIRICHLET Y NEUMANN, SOLUCION POR EL METODO DE FREDHOLM.

Sea J una curva de Jordan cerrada tal que localmente sea una curva C2, es decir,
existe una representacidon de la curva: F(t) = (xl(t),xz(t)), 0<t<1, tal que

para todo ty € [0,1] existe un entorno V0 para el cual i Vg es un homeomorfismo

2
2

Se sabe que en este caso J es una curva de Jordan {cerrada) rectificable de Ton-

dos veces continuamente diferenciable. Supongamos que x% + x5 #0 para todo t.

gitud S >0 y tal que sus coordenadas x(s), y(s) referidas al pardmetro longi-

tud de arco s son dos veces continuamente diferenciables. Luego

x'(s)2 + y'(s)2 =1 en [0,S] y su curvatura (continua) es igual a:

(1) k(s) = w(ﬂygS)—XWSW'B)z
(x'(s)” + y'(s)

13 " t 1

2)3/2 (X.y - Xy )(S)-

A un punto P del plano lo
denotaremos P, o (x,y) si
estas son sus coordenadas,
0 s siestd en J en el Tu-
gar en que el parametro
longitud vale s.

La regidn interior a J se-
ra denotada con D o Di se-

gin convenga, y la exterior

siempre con De'
Fig. 1 $=0,s=S

Obsérvese que la situacidn descripta -y aceptada como hipdtesis sobre la curva
J- es equivalente a la siguiente: en todo PE€ J puede ubicarse un sistema ortogo-
nal de coordenadas X, Y, con ese punto como centro tal que la curva, localmen-
-te, es representable en la forma Y = F(X), F una funcidén dos veces continuamente

diferenciable tal que %%{0) = 0. Finalmente recordemos que el parametro Tongitud
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s estd determinado univocamente -salvo constante aditiva- por

t(s)
s = j (xi + xg)l/2 dt.
0

0 sea, para la representacion Y = F(X) localmente tenemos:

AR

y por lo tanto :s = 0(X), X = 0(s).

A. El problema (interior) de Dirichlet consiste en encontrar una funcién u(x,y)
arménica en D, continua en D = D VU J, tal que u[J = g, donde g(s) es un dato

continuo sobre J (= 3D).

Siguiendo una idea de C. Neumann se busca la solucidn por medio de un potencial

de una doble hoja instalada en J de densidad u(s) € c(f0,s}):

S
- - 9 1
(2) u(P) = u(x,y) fo u(t) an- ]gTjr:—ﬁzT'dt: PEDU D>
donde n, indica 1a normal interjor en el punto Q = Qt € J.
Calculemos: —2——19 1 Es igual
s oany R - Ql - Nt
a (fig. 2): [

L

Fig. 2
2 12 2
=- L 94 Ja(JP - Q"+ [Q-R]® - 2|P - q|.]Q - R|.cos8)/[Q - R|%) -
1 [1 [ P- N P -0
=_l]~im 9 ¥ Q-R} - Q-Rcose] =
2p sy [P - Q]
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1 . _cos6 _ cos(R - Qu,ny)

]
@ By RS GT T TR- Q1 TR

Luego, si en (2) hacemos P - « resulta que u{) := 1im u(P) = 0. Por otra parte,
si R = QS, podemos definir para s # t,

3 1. cos(Qg - Qp»ny)
(5) mK(s,t) := =— 1g = e .

ant ]QS - Qtl ]—QS Qtl
Veamos que ocurre si s + t. Como el vector tangente es (x',y') de norma 1, el
versor n, es igual a {(-y',x').

t
Luego,

cos 6(s,t) _ (x(s) - x(t))(-y'(t)) + (y(s) - y(t))x'(t) _

105 - Q¢ (x(s) - x(£))% + (y(s) - y(£))?

s - X (E) + 3 (s - 0% () + ofs - D)y (1) + ...
(s - £)%x' (£)° + o((s - t)°) + ... s >t
(y"(t)x'(t) - x"(t)y'(t))/2.
0 sea,
(6) lim SOS 8(s,t) _ k(t)/2 .
s lmt Q - Qt]

Andlogamente se deduce que K(s,t) — k(to)/Zﬂ si (s,t) — (to,to). Definiendo

K(t,t) := k(t)/2 7 resulta que el nicleo (5) es continuo en [0,S] X [0,S]. Por
lo tanto también puede definirse u(s) := u(QS) por medio de la expresion

S
(7) uls) = njo K(s,t) u(t) dt = 7K(y).
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E1 operador asi definido 1leva LZ(O,S) en €([0,S]).

PROPOSICION 1. a)} Sean u.fs) = 1im wu(P), u _(s) = 1im u(P),
7z P e P g
8 > %s
PED pPED
e

Bajo las hipdtesis enunciadas ui(s) y ue(SQ existen y verifican
(8) ui(s) = u(s) + mu(s) , ue(s) = ul(s) - mu(s/.

b) Por el contrario vale

Bui Bue
(9) lim {———(P) - ———(P')] =0,
P> Qs om n

donde P € D y se encuentra sobre la normal interior n = n,.en Qs; P' es el punto

u.
simétrico a P respecto a la tangente en g (P € De)' Luego, st 5;£(P) converge

ou
a un limite cuando P > Qs, P € n, entonces también existe el limite de gﬁg(P')

y coincide con aquél.

No demostraremos por ahora esta proposicidn. Pero ella implica que el potencial
U deberd satisfacer a la siguiente ecuacidn integral:

S
(10) Mﬂh=ub)+hKhJ)MUdt=uﬂHm,

si u resuelve el problema de Dirichlet: ui(s) = g(s) para todo s.

Consideremos la ecuacion homogénea:
S

(11) (s) + [ Kisit) #(t) at = o,
0

Sea f una solucidén de (11) en LZ(O,S). Entonces f € C([0,S]) y si:

S
(12) v(p) = fo £(t) a—ﬁzlgﬁ_}—m dt,
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de la proposicion 1 resulta que vi(Q) = 0 en todo Q € J. Como v es armdonica nece-

v, v
sariamente v = 0. Por lo tanto §ﬁl-= 0 para todo t € J. Entonces ~S=0en dJ.
t

Bnt

Pero (cf. B mas adelante), si w = Vo Se tiene:

]
1)
Sy,
wn
=
ol
3|£
[=%
o+
]
[=]

(13) J[| o) oxa
e

En consecuencia, W =W o= Oy v, = v(o)

y e 0. Por otra parte:

Vi(t) - ve(t) i ‘ )
f(t) = ——y—— = 0. Es decir, la ecuacidn homogénea (11) s6lo admite la so-
Tucidn trivial 1o que asegura que (10) tiene exactamente una solucidén para toda

g€ LZ(O,S). Como g € C([0,S]) la solucidén u(t) también es continua. Entonces,
usando el principio de mdximo para funciones armbénicas se obtiene:

TEOREMA 1. Existe exactamente un potencial de doble hoja w(t) en LZ, necesaria-
mente continuo, tal que (2) define una funcién arménica en D que converge, al
tender P al borde, a una g dada, definida y continua sobre 3D. Y por lo tanto

existe exactamente una solueidn al problema interior de Dirichlet.

B. (13) sigue de la formula de Green aplicada a la regién G C Do comprendida en-

tre J y una circunferencia C de radio R y centro O que tiende a infinito, y la
siguiente:

PROPOSICION 2. Sea z = = + iy = R &' € C. Entonces

(14) J w(z) (z) do(z) — o,
C n

R

donde n es la normal exterior en z € C.

- W ow
DEMOSTRACION. fc el = JC w[si-cos o + 3y sen aJdo.

Si & =X+ 1Y =1/z, u(g) = w(z) y C' es la circunferencia de radio 1/R, 1a @l-
tima integral es igual a
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fc. ”(5)[“x(5)0{§éJ + uY(E)O[ﬁ?J]R2d°'(5) -

- j v=)(1 + 0(1))[u,0(1) + u,0(1)]do".
Cl

Como existe el 1im wu(X,Y) = v(x), u es arménica en un entorno del origen, y
(X,¥) - (0,0)

Uy ¥ Uy estdn acotadas alli. Por tanto:

f - v(m)f 0(1) do' = v(w)o(1) QED.
C c'

C. a) y b) de la proposicién 1 para u constante siguen de Ta siguiente férmula:

(s 21 si P €D,
5 1 .
(15) d=d(p) = | 2. dt={ 7 sipey,
> Jo ang TP -q, .
0 sipPe De'

Para demostrarla observemos que si v es una arménica conjugada de la funcidn ar-
ménica u entonces de las ecuaciones de Cauchy-Riemann sigue que:

ou ou a = O¥ oV
3x C0S B+ §§'Se" B M cos(B + m/2) + 5y sen(p + w/2).

Es decir, la derivada de u en una direccidén coincide con la de v en la direccién

obtenida girando aquella en 90° en sentido contrario a las agujas del reloj. En-
tonces (fig. 3):

- %4lP -0l =9 -
anslglP Q| 51:;;749105 -P| =

S
Luego d = J dap(s) y (15) sigue
0

inmediatamente.
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~ Veamos a) de la proposicion 1. Sea u € ¢t (ver fig. 4):

Para R bastante cerca de J,
existe un dnico Qt € J tal que

IR - Q| = distancia de R a J.

Entonces:

S
3 1
J, w1 - o) ey ds v uin 4 -

S cos(R - Q_,n_)
J (u(s) - u(t)) R Qsl S ds + u(t) d.
0 S

|QS - Qtl IR - QS' + IR = Qtl

- Observando < <2, i
rvando que IR - QS| R - QSI resulta que el integrando

en la d1tima integral estd acotado. Entonces, si R + QS , también t » Sg ¥ dicha
0

integral converge a un nimero h(so) independientemente de la posicion de R con

respecto a J.

Luego:

(17) L(s) = ui(s) - 2mu(s) si RE€D, R~ Qs’
(18) L{s) = u(s) - mu(s) si R€ 3D, R ~» Qs’
(19) L(s) = uer) si RED,, R~ Q-

Sea ahora {uj(t)} c Cl, una sucesidn convergente uniformemente a u(t) €C, y

Ug 5 Ug j,-uj(s) las funciones correspondientes definidas segin (2) o (7). En

este G1timo caso es facil ver que uj(s)':* u(s). Por lo tanto Lj(s)-3 L{s) =

= u(s) - mu(s) y obtenemos (18) para u continua. En consecuencia, u, . — U(s),

ue’j(s)':* V(s).

Pero entonces la funcidon armonica u; j(P) converge uniformemente a una armdnica
]

cuyo valor de contorno es Y(s). Sin embargo,
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S

u, (P) » u(P) = JO u(t) -3—?]:19 ]P}—QtTdt si P ED.

1,7

e
tinua. Esto prueba (8) de Ta proposicidn 1.

0 sea, U(s) = ui(s). Analogamente V(s) = u_(s), y siguen (17), (19) para u con-

b) Consideremos un potencial u de doble hoja sobre el intervalo [-1,1] eny = 0
de densidad n(x):

1
u(x,y) = —[ L u(t) dt.
Sl Y +(x - t)

Entonces

1%

1
2
g_;(():.)’) = [ ( 7 2y 2)2 -y 1 ?} u(t) dt =f _Lz—_tz‘?'l—l(t) dt.
-1

y o+t y +t _l(y +t7)

Estudiaremos el comportamiento de esta derivada cuando y +~ 0 en distintos casos.

CASO 1: u(t) = 1. Sea 0 < |y| < 1. Entonces:

3 1 Yyl 1- 4 1
_E.o, = - u = .
-1/1y|
Pero,
G(.Y)-J 1 - du + 1 - du ,C=C, +C,, T=-C
c (1+ uz)z . 1+ u2)2 1 2 2

Luego tenemos:

G(Y) = 2ri.residuo en i de (1 - u2)/(1 + u2)2 +

-1/iyt ¢, /1yl

0 .
2 2i¢ .
. - e 19
* ‘M[ _5—‘2_“Zi¢ e’ d¢. Fig. 4 bis

(y=+e ")

m
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Sin embargo, oo

1 - u2

— > du,
1+ u2)2

Residuo en i = 0 = J

T .
y de esto sigue que: G(y) = +i|y|f (1 + 0(1)) e 10 do. {para y -~ 0).
0

En consecuencia,

au e id
Wo,y) = aly)/lyl = 1] e a0 = -2,
y~0 ‘0

cAsO 2: u(t) = [t]12 en [-1/2,1/2), u(t) continua en [-1,11.

1/2

Ng,y) = 2o 12 g 2 e at -
gy Y T oy It a g u(t) dt -
1/2 (y" +t%) 1 (o +t7)

- 5 < [t} <1

= L(y) + Liy).

Iz(y) converge para y +~ 0. En cambio Il(y) tiende a -» si |y]| -~ 0. En efecto, si

t = |ylu,
1 R I
- - u
Il(‘y) ‘T_ITTZ'[ (—IT;'Z')—Z |ul du.
y -1/2]y|
Pero

4o 2 . 40 2
J Z_l_:_%;z_lull/Z du < [ —fl—:—%—z-du =0,
1+

y sigue que Il(y) + -» para y +~ 0.
Conclusidn: %%(O,y) no tiene 1imite necesariamente para |y| - 0 si u(t) es sola-

mente continua; sin embargo, %%(y,o) = %%——y,o) en ambos casos.
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Veamos ahora una demostracidn de (9). Y
Sea R €D (cf. fig. 5). Entonces:

u(t) dt =

5 s cos(R - Qt’ nt)
ans IR - Qtl

0 IR - Q] [ R'=(0,~2)

P (G
= 53;— ___—_——__Z— u(t) dt.

Por otra parte sabemos que: 5%— (R - Qt) =n
s

Luego

'Sa

7 =
IR - Qtl

2 d
) {(R - Qt)_ntJ (ng-n )R - Q% - (2(R - Qt)-——ans(R - Q) (n,. (R - 0,))
an
S

> =
IR"Qtl

(ng-n )[R - Q1% - 2(n . (R - ,))(n,.(R - 0,)) )

R - g,

(ns;nt) - 2(ns.n)(nt.n)
IR = Qtlz

b4

donde: Insl = Intl =ltl=1,n= (R - Qt)/IR - Q;|. Observemos que t - s = 0(x),
Qg - T} =y = 0(x?), Ix] = [ - TI, y'(t) = y"(E)(t - s) = O(x). Ademis,

T = (x'(t),y'(t)), ng ?-(O,I)s'nt = {-y'(t),x"(t)),

n = (x(t)z - y(£))/(E + (z - y)2) L2,

Reemplazando en el G(1timo cociente obtenemos:

B0y s ey - 22 YO Rx() ¢ x (4)(z - y(t)))]//qxz e -

s x2 +(z - y)

- x'x% - x'(z - y)2 - 29'x(z - y)
(“ + (z - )2

3 luego,
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s T lR-q 7] 68+ -9 6+ (z-pH]
= ] 2 2 2 ] — ] ] . . .
donde o = x'{x“ - z° - y°) + 2y'xy, B = 2z(x'y - y'x). En consecuencia (fig. 5):
(**) L KL 77 * s
L O L N T 1 N CUR R CR

For lo tanto

A= - » B +
Crz- 997 F 2+ )P (< + (2 -9 (<t (2 + 98
donde A=0 Mgz—‘“%’i)z B = 0|—p—ts
(x® + z7) (x° + 2%)°
Luego, como a = 0(1) y B8 = O(|zy] + |zy'x]) = 0(zx2), resulta
() = ()] = 0|— gyl + O]y Py =
(x™ +27) (x° + 2%)°
- 0' 2x%
(x2 + 22)2
Para probar la proposicion basta mostrar que
3 S cos(R - Qt’nt) cos(R' - Qt’nt)
Kk 9 - - t) dt — 0
() ong | TR ro | MY

cuando R » Qs’ es decir, cuando z +~ 0. De (15) sigue que podemos suponer u(s) = O.

Dado ¢ > 0, sea d tal que |u(t) - u(s)| = |u(t)] < e si |t - s| <d. Si descom-
ponemos la (l1tima integral en:
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J|s-1:|>-e: Jls-t|<e,

vemos enseguida que para probar (***) basta demostrar que

, \
3 cos(R - Qt’nt) ) cos(R' - Qt’nt)
PR BN LAEEAE

Pero el miembro izquierdo es

o (*) - (**)| dt|.
Hls-tlm' | ]

Es suficiente entonces ver que la {i1tima integral es acotada. En efecto,

Q0

2 * 2
(*) = ()] dt = 0|| —2mp dx| = 0|| —F— dt|,
jIS -t] <e | )1 JO (x= +2z7) ” JO (1 + t2)2

y la proposicion queda demostrada. QED.

D. E1 problema interior de Neumann es andlogo al de Dirichlet pero con otro da-
to que consiste en este caso en dar el valor de la derivada normal en cada punto
y precisamente por medio de una funcidn continua h(t).

Para estudiar este problema consideraremos el potencial de simple hoja de densi-
dad p(t) continua:

s
(20) w(P) = Jo o(t) 19“,1—_0tr dt.

Evidentemente w es armdnica en D U De' Ademas vale la:

PROPOSICION 3. a) w puede extenderse en forma continua hasta el borde J,

ow dw

S
_ _ _ ) 1
b) [5;1—8—] . + TTQ(S) = [3;1;] TTO(S) = JO p(t) %; ZQ'I—Q_S‘_—Qt[- dt.
7 e
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Asi que la derivada normal es la que presenta ahora discontinuidades, (ver de-
mostracién en E).

Admitiendo la proposicidn, el problema de Neumann planteado para w es:
[%%—J (s) = h(s), y por To tanto consiste en encontrar una p(t) que satisfaga:
s/ i

h(s) 13 s 1
(21) - == pls) - = JO p(t) an, 19T6;—:‘6;T'dto

Recordemos que K(s,t) = %-sg—vlg TG——%—GZT . Luego
s

(22) Kr(s,t) = 2 5219 gy = K(ts),
S t S

y {21) se reduce a

S S
(23) - Mbo(s) - [ p(ekn(s,e) at = o(s) - jo p(t) K(t.s) dt
S
De (15) resulta que J K(s,t) dt = 1, es decir,
0
S
(24) u(s) - [ K(s,t) u(t) dt = 0
0

admite soluciones constantes no nulas. O sea, 1 es un autovalor para el operador
K. Sea u otra autofuncidén no constante. Entonces, de la proposicidon 1 obtenemos:

3 1

ww>=huu)§;w13quwt=ww,
S

y asi: u_(s) = u(s) - mu(s) = 0. En consecuencia: u_ = 0.

e e
. aue u,
Luego, mo 0= gﬁl—. Por 1o tanto, en D:
s S
2 2 S aui
(25) JJD (uX + uy) dx dy = - JO ui(t) Sﬁ; dt = 0
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Y esto implica: u, = u.y = 0, u = cte.. Es decir, 1 es un autovalor de multipli-

cidad uno para K. Entonces, la ecuacidn (23) tiene solucién en LZ (y necesaria-
mente continua) si y s6lo si h L 1:

- S
(26) jo h(t) dt = 0.

 TEOREMA 2. EL problema (interior) de Neumann tiene solucién si el dato tiene me-

dia cero en el contorno. Dos soluciones difieren en una constante.

DEMOSTRACION. Sea Ug Ta solucion obtenida por el potencial de simple hoja y u

otra solucidny v := u - Ug - Entonces de

(27) JJ w Av dx dy = -JJ VW Vv - j W %% s
D D J int

con w = v resulta: fj IVVI2 =0yv = cte.. QED.
D

Obsérvese que el dato h debe tener necesariamente media cero pues (27} se reduce,
siw=1, a IJ Av = - f %% .
int

E. DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION. 3.

1

a) (cf. fig. 5 bis).

|S+€ <
N EORTET N E -

Fig. 5 bis

h
2

< maxlol [ 19/ 74 (000 - 87000+ 0100712
|

y donde hi »> 0 si e » 0. Entonces, si ¢ es bastante pequefio y P bastante proxi-

mo a QS:
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h2 h1+h2
I <MJ llglx-Ade<MJ |Tn x| dx — 0.
€

~h1 0 e>0

De aqui sigue que w(P) definida en (20) es continua sobre J, y por To tanto lo
es en todo el plano. En efecto, la integral (20) calculada fuera de un entorno
lineal del punto Qs € J define una funcion continua en un entorno plano de ese

punto.
b) Recordemos que:
_ cos(Qy - 0.0

3
(28) ang "9 IQs - Qt! th - QsI

Debemos probar que:

S
= s )

29) [ (o) = mols) - | o(ty NS OS] ey - s,

3ns . IQS Qtl

5 > cos(Q, - Q>0 )
(30) | (s) = -mp(s) - | p(t) s LS 4t = -mp(s) - C(s),

ans Q. - Q]

i 0 S t

S
. 1 R .
suponiendo que: w(P) = t) 1 dt. Sea u un potencial de doble hoja
P g (P) jo p(t) 1g ool P j
con densidad p. Entonces, si Q € J:
S

(1) (o) + u(@) [ o(t)
> 0

cos(Q - Qu.ny) - cos(Q - Qt,ns)
IQ - Qtl

dt ,

como se ve usando relaciones andlogas a (28).

Si 1 es una pequefia porcidn de J alrededor de
Qs la integral en (31), pero sobre 1, no

supera, salvo por un factor constante, a:

|

cos(Q - Qusny) - cos(Q - Qt,ns)
th = QI

dt <
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: 1
|1.sen %{a—B)I [sen 5(n.n, )] [(ngsni)l
gz[ e B N RS T

t
Pero: I("s’nt)|= IJ k(o) do| = 0(|s - t}). Entonces, la Gltima integral no
s

supera, salvo factor constante, a:

s -t _ s -t -
L T dt-[] odet o)

En consecuencia, si Q ~ QS a lo largo de nes (31) tiende a un limite. Precisamen-

te a, (cf. (5)):

ls cos(Q - Qu.ny) - cos(Q - Qg,n)

(32) o(t) ~ dt = u(s) - C(s)
. LSRN
Luego,
im (2(Q) + u(@)] = Tim |21(Q) + uy(s) = uls) - C(s).

Q€& ng S Q€ ng s

Q~Q Q- Q
Como w es continua hasta el borde el Gltimo 1imite coincide con [%%—J (s). Re-

S/ int
cordando que ui(s) = u(s) + mp(s), obtenemos:
lgLJ (s) + mo(s) = -C(s),
g
int

que es la relacidn (30). Andlogamente se procede con la (29). QED.

F. EL PROBLEMA EXTERIOR DE DIRICHLET. Supongamos que (0,0) € D. Sea G una funcién
continua definida en J. E1 problema consiste en hallar una funcion U armdnica en
D, (es decir, con limite en el infinito) continua en ﬁé y tal que U[J = G.

La inversion z -~ £ = 1/z respecto el origen 1leva el estudio del problema exte-
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rior de Dirichlet al del problema interior. Asi, la transformacién 1leva J en j,
De en el interior de j y la funcidn G en g. Sigue entonces que el problema exte-

rior de Dirichlet tiene siempre solucién nica. La solucidn U es la transformada
de 1a u obtenida al resolver el problema de Dirichlet en el interior de j con el
valor de contorno g. Si tratdramos de aplicar el método de la seccion A obten-
driamos la ecuacidn integral:

s
(33) . yv J K(s,t) u(t) dt

donde u es la densidad del potencial de una doble hoja instalada en J.
Pero ahora, la ecuacidn homogénea

(34) 0= -u + K(n)

admite soluciones no triviales (las constantes, cf. (15)) que ocupan una varie-

dad unidimensional de L2. Luego, G/7 estd en el rango de -1 + K si y sdlo si es
ortogonal a las soluciones de

S S
(35) 0= -w+ JO K*(s,t) w{t) dt = -w + JO K(t,s) w(t) dt.

Sea W, # 0 solucidn de (35). Toda otra solucidn es de la forma: constante X W, -

Entonces, G es una funcidn (continua) para la cual existe un potencial de doble
hoja

S
3 1
(36) jO n(t) 53;'19 Tﬁ*:—azr dt , P €D,
que converge a G(Q) cuando P~ Q € J si y sb6lo si

S
(37) JO G W dt = 0.

Veamos que esto estd de acuerdo con lo visto mas arriba. Para u armdnica en el

interior de j y con valor g en el contorno existe una w sobre j tal que

f
u(0,0) = J. g wdo.
J
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(Esto es el teorema del valor medio si j es una circunferencia con centro (0,0).
A En el caso general sigue por transformacidén conforme del interior de Jj en una
tal circunferencia, preservando el origen. Cf. K, Teorema 3).

Ahora bien, los potenciales U de la forma (36) se anulan en el ». En consecuen-
cia la correspondiente u se anula en el origen. Luego su valor en el contorno
debe verificar

[g wdo =0
Js
J

Esto es precisamente el significado de la condicién (37), que es necesaria y su-
ficiente para la existencia de U.

G. EL PROBLEMA EXTERIOR DE NEUMANN. Sea dada una solucién V del problema: dada
H definida y continua en J hallar una funcién arménica en De con 1imite (finito)

en » tal que %%—(Q) + H(s) cuando Q € -n Q #=Qs, Q- Qs' Esta V estd indetermi-
s

nada en por 1o menos una constante aditiva. La transformacién conforme z + & =

N

Tleva esa solucion V en una v de un problema interior de Neumann, y como v es
indetermindada en exactamente una constante aditiva 1o mismo le ocurre a V. Vea-
mos que si bien no hay unicidad el problema siempre admite solucién. De la pro-
posicién 3 b) sigue que para que exista una solucién via un potencial de simple
hoja, la densidad p del mismo debe satisfacer a:

S
- 3 1
H(S) = TTQ(S) + JO p(t) 3—7-1; ]g 'r(r__ot-[- dt.
0 sea,
S
(38) Wi = o(s) + fo o(t) K*(s,t) dt = (I + K*)(p).

Pero la ecuacidn (I + K)(v) = 0 s6lo admite la solucidn trivial (cf. (11)). Es
decir, (38) siempre tiene solucidn.

H. EQUIVALENCIA DE LOS PROBLEMAS INTERIORES. Supongamos que u resuelva el PN con
un dato f continuo y de manera que u, Uy s u.y sean prolongables continuamente has-
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ta el borde J. Por medio de las ecuaciones de Cauchy-Riemann queda determinada
-salvo por una constante aditiva- una funcidn v, la funcidén conjugada a la u:

(39)

vl
x|
n
i
<<
|
1

En D, la derivada de u en una direccion coincide con la derivada de v en la di-
reccidn obtenida rotando aquella en 90° en sentido contrario a las agujas del re-
loj. Ademas, Ve Y vy son prolongables hasta el borde definiendo funciones conti-

nuas en D. Luego v es uniformemente continua en D y prolongable con continuidad
hasta 3D. Veamos que la restriccion de v a J tiene una derivada sobre J igual a
la obtenida por 1imite de la derivada di-
reccional interior en la misma direccidn
que la tangente a la curva. Siempre po-
demos suponer que la situacion es como

. 2
en la figura 7. Como la curva es C~ te-
nemos la siguiente relacidén entre infini-
tésimos: _ 7

2
[x| ~ s - ], [Q - Cl Vs - t]". Fig. 7

3/2

Supongamos |A - 0| = |B - Qt| = Mjs - t] con M > IVX(R)l + |vy(R)|, para todo

R en un entorno de Qs’ Si t - s es bastante pequefio entonces A y B € D. Luego
V(Qt) - V(QS)

(40) o = V(?% - XfA) + 0(1) = (vxcos a + vysen a)(T) + o(1).

Pero: sen o = o(1) para t > s. Por lo tanto el miembro izquierdo de (40) conver-
ge a lim vX(T) = vX(QS). En consecuencia:

T~ Qs
dv : v . Ju
(41) Ts) = lim < (A) = - Tlim 2 (A) := -f(s)
ds A > Qs oaitg en QS A > Qs ans
A€ ns A€ nS

Si fijamos el valor de v en un punto So de la curva:

- 107 -



t
(42) v(Q,) - v(QSO) = J -f(r) dr.

%0

Como J f = 0, v vuelve al mismo valor al dar Qt una vuelta a J. Concluimos en-

J
tonces que si el PN tiene solucidn. entonces también &1 PD tiene solucidn -las in-

. . 1
determinaciones en uno y otro caso ya las conocemos- para datos C~ en el contor-

no.. Reciprocamente, supongamos que para toda g € Cl([O,S]) exista v que resuelva
el PD con g como dato en el centorno. E1 argumento precedente prueba que existe

u que resuelve el PN para f continua en el contorno de media cero, si el dato g

para el PD se define por

: t
(43) a(t) = v(Qg) - [ £r) or.

So

La solucién u es conjugada de v solucion del PD con dato g en el contorno.

I. EL PROBLEMA DE DIRICHLET CUANDO J ES UNA CIRCUNFERENCIA DE RADIO R. De

lQS = Qtl .
cos(QS - Qt’nt) = —Syr—— sigue
que

_ 1
(44) K(S,t) = m .

Por To tanto la ecuacion (10) se
escribe de la siguiente forma:

1 27R
(45) g/m = u + R JO u(s) ds.

Q,

Fig. 8

2R 1 2nR
Integrando entre 0 y 27R, obtenemos: j uds = ??'J g ds. Luego, de (45) si-
0

gue que:

al
(46) u=%-—12—j g ds,
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y de (2) .y (4) para P €D = {(x.y): x> + y% < R}, (cf. (15)):

. 2nR cos(P - Qt’nt) . 2mR
(47) u(P) = = g(t) P g, dt - R g(t) dt.
0 0
Es decir:
2nR
(2R.cos v(t) - [P - Q.|)|P - Q,]
(48) u(P) = z¢ — - g(t) dt =
0 [P - Qg
2m
(2R.cos y(t(v)) - |Q, - P])|Q, - P| :
= %; J : 5 L L2 g(Re1¢)dw.

E1 numerador de la fraccién en (48) es igual a (|A - Qtl - |P - Qt|)|P - Qtl =
= [A-PP-0Q =[P - Qt||P - Qtl. Pero esta es la potencia de Q, respecto

de la circunferencia de radio p y por lo tanto igual a:

(R - p)(R + p).
Entonces, si P = peiQ:
2m
2 2 .
(49) u(P) = %;J . g(Re™) dy
"y R+ - 2Rp cos(® - ¥)

que es la conocida formula de Poisson que suministra una funcién arménica en

[P| < R, continua en |P| <R y que vale g(Re’w) = g(t) en el contorno, y que
como vimos es {nica.

De (47) y (49) sigue la relacién que vincula al nicleo de Poisson con el nicleo
del potencial de doble hoja:

2 2

(50) R -p

7 =219 TTT'LWT_T - 1.
R® + p° - 2Rp cos(d - ¥) v T Xy
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K. EL PROBLEMA INTERIOR DE DIRICHLET CUANDO J ES UNA CURVA DE JORDAN CERRADA
CUALQUIERA. Queremos demostrar el siguiente resultado:

TEOREMA 3. Sea J una curva de Jordan y D su regidn interior. Sea g una funcidm
continua definida sobre el contorno J. Entonces, existe una y sélo una funcidn

arménica en D, continua en D, que coineide con g sobre dJ.

Esto es el corolario del correspondiente teorema cuando J es una circunferencia,
de la conocida propiedad que las transformaciones conformes 1levan funciones ar-
monicas en armdnicas y de la siguiente:

PROPOSICION 4. Dado un punto W, € D existe una funcidn F(z), holomorfa e inyecti-

vaen {|z] < 1}, la cual lleva este dominio sobre D de manera que F(0) = W,

Esta funcidn puede ser extendida continuamente a {|z} < 1} y la funcidén extendi-
da, F(z), define un homeomorfismo entre {|z| < 1} y D. Obviamente,

Fr {|z] = 1} = J en forma bicontinua.
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