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ERRATA et ADDENDA

PAG LIN DICE DEBE DECIR -
4| B|F=imF F=1imF
n n n
8 6 | [M,g] estdn ... por [M.g] determinan univocamente a
11 17 ”F"”M' e ”F"”Mn = ”F' ”M'
27 | isomorfismo monomorfismo
12 | 30 | Esto puede verse asi. Por ejemplo, |[jah + NF|“= |o|. Pero hay una manera
de normalizar el cociente 3/M aiin en el caso que M
no sea el nicleo de un funcional. Esto puede verse
asi,
14 | 10 | lineal lineal segin sea 3 real o complejo.
151 25 SigeUf,F,..0€ )y Dados U(£,F ,...,F € )y U(E,G ,...,G €}
1 1 1 m 1 1 n 2
g€ U(f,Gl,...,az)
2% {ge
27 |$ suficientemente S es suficientemente
16 6 |=¢ =€>0,
8 | =g, <g,
13 | Fe B 0#Fe B,
17 28 | paralelogramo, paralelogramo. Supongamos H camplejo.
19 | 11 |{||ixedy)[%= » - - {||x#iy||®= - - -
1§i5 (Este caso implica el precedente).
20 | 23 | de pre-iilbert. pre-Hilbert.
21 51. . Si H es real la formula de polaridad es simplemen
1 2 2
te: (oy) =5 {lx+y ™~ flx -yl 7y,
29 | cerrado, entonces cerrado de un espacio de Hilbert entonces
23 | 20 | Banach. Banach campleja.
22 | Banach 3 Banach complejo 3
24 2 | THORPMA 3.4. 1) THOREMA 3.4. F £ 0, 1)
9 | teorams, teoremas, los cuales son ciertos en el marco de las
Algebras de Banach conmutativas con unidad e tal que
e
27 1 | Basta tomar, Basta tamar, si los espacios son reales,




PAG |LIN DICE DEBE DECIR
Y 3) Demostrar usando (i), p. 11 que si x €3 espacio
8 de Banach entonces HAHB =sup x*(x).
i =
x* e BF
v D © p_ ¢ P
- _ . _ . _ . - £ . - i S
28 5 iz ‘an(l) am(l)l = igl |an(l) a(1)‘ iél lrlnm Ian(l) am(1)| <
 limja (1) -a )|P =
i= n m
29 | 20 |[0,1], [a,b],
32 1 ih; h ;
n
33 3 |mix (xX - Xx—l) mAX (xk - Xk—l)
24 |=B) - B(O), —> B(d) - B(0),
3B | 27 K <
29 |< <
37 23 DR DR
. r
39 | 11 |aplicacién biyectiva aplicacién lineal biyectiva
13 |es biyectiva es lineal,biyectiva
30 |es acotado, es lineal y acotado,
40 4 |Sea Sean
23 l{f,g}, {f,g}:
41 | 16 {K(f), K(f) <
42 ) 18 |[Kz O. K <o,
43 18 |un subespacio de una variedad lineal en
20 |, un subespacio F de dimen— | una variedad lineal de dimensién finita es cerrada
sion finita es cerrado
44 1 |TEOREMA 4.8, TEOREMA 4.9.
45 11 |. , (ver [19 bis], p. 23).
14 14.8). 4.8, Véase [7], p. 421 para una demostracién di-
recta.).
46 | 17 |para todo ¢ para todo ¢ real
18 |cue espacio
47 | 15 (£ = d. ||£]| = d. f es tnica.
S| 17 |A = lIAll =
56 6 [(<f,g>). <f,g>.
59 4 isi y sblo si si (y sOlo si)
67 5 (Ax,x) | (Ax,x)|
70 29 Dy Drse
72 | 29 lo(Tly* ¢ .
. (Tl
31 |G(T*) G 1
(T%)
76 | 11 |=0 sl y sblo si = 0 para todo f,g € DT si y sblo si.
c
20 |adtoad juntos, como veremos | atocrd imdos.

mas adelante




PAG |LIN DICE DEBE DECIR

77| 20 |T T

78 3 [T* es T* que es

85 3 b, b, .es bl ... b!

12 "13 b12 b13 bln

86 det (AL - TB)’ det (TB - D),

0 12 |(15) vy (14) (15) a (14)

9% | 15 {(des. de Cauchy — Schwartz) | (des. de Minkowski)

98B 11/ La miltiplicidad de un autovalor es la dimensién del

12 autoespacio correspondiente. Fn la sucesién decrecien
te del T.4 los autovalores aparecen repetidos segin
su multiplicidad. A cada ino de ellos le corresponde
un autovalor: A <—e ,
J J
100 21 |p. o en modulo.
k-1 k y
104 | 16 |(A-) hAQO vy (M) he K = GZk’ por lo tanto existe g € K)\=Gk
k k

tal que (A-AI) g = (A-AT) h. luego g-h e Mk \Mk—l y

105 | 29 NOTA. Bajo las hipétesis del T.11 vale que
ANXC N>\, AK)\C K)\' Mas aun, para todo g € K)\’ para
todo n z 1 existe exactamente wna f € K)\ tal que

n

(A—)\I) f = g

109 | 20 |para cada g para un g

26 |tendremos: para que exista una solucién debemos tener:

112 | 16 |si y sblo si si sblo

115 2| ®% Yt %

117 10 |(Sug. N(A)° D R(A*¥), N(A) = |Sabemos que N(A) = °R(A*). Fn consecuencia N(A)° =

°(N(A)°) C R(&%)).

R(A*) si y sblo si (°R(A¥))° = R(A*), (cf.2) p.45).
Una relacién de este tipo no debe esperarse en gene-
ral, ni siquiera para subespacios de codimensién fini

ta. En efecto, dado un subespacio S de loo, propio y
o
tal que SD ¢, vale °S = {0}, (°S)° =2/ #S. Es decir,

o0
todo subespacio £ , propic, y que contenga a C, N0 es

1
I/~ cerrado.
Vale para todo operador A € B(X,Y) que N(A)® D R(A%).

TEOREMA.Sea A € B(X,Y) y R(A) = R(A). Entonces
N(A)° C R(A%*),

DEMOSTRACION. Sea x* € N(A)® e y € R(A): y = Ax.
Definamos f(y): = x*(x). f esta bien definida pues
si también y=Ax1 entonces XX, € N(A) y x*(x—x1)=0.

[a funcional lineal f definida sobre R(A) es acotada.




PAG |LIN DICE DERE DECIR
En efecto, |f(y)| = [x*(x)| < ||x¥|| . ||x|| - Como
x¥*(x) = x*(x—z) para todo z € N(A) sigue que |£(y)] s
||x¥|| . dist (x,N(A)). Por otra parte el operador A
define en X/N(A) un operador acotado A: 13(;\() = A(x).
Si x € x = clase lateral que contiene a x, pues
lAcoll = Aol = A2l < [lall . |lx-zl
implica [|AGO)I| = [IAll . Ix]| . Como A es biundvoco.
y sobre R(A) = R(A), tendremos: ||%]| =
A—l A A
||A || . ||y|| para todo y € R(A), si A(x) = y. Por lo
!
tanto, |[£(y)| s (||A || [=<¢]) ||yl , y £ es acota-
do coms afirmamos. endiendo f de R(A) a Y en forma
continua tenemos f(y) = y*(y) con cierto y* € Y*, O
sea, y*¥(Ax) = x*¥(x) para todo %, y en consecuencia:
A* y* = x* D,
23 . Esto podia sospecharse pues en el caso en que
A =T-X, M0, K € C.C:, ese resultado ya sigue del
T. 12 cap. III.
118 1 |e®,Y), es de Fredholm
1 |pertenece a ®y es es Fredholm
13 |Z resulta Z, y resulta
15 |que la perturbacién de A por|que su perturbacién por
19 |&(Y*,7¥) O(Y*,X*)
129 | 20 |s)< s)|| <
131 | 5 |=1i. = .
6 |x= t =
C D
13 7 = —
> D C
139 910" = o
143 | 28 |de los de las combinaciones lineales de los
147 | 15 lortonormal, ortonormal,. (cf. pgs. 161-2, alli el sistem se defi-
- ne §1k1 una forma ligeramente diferente).
149 | 27 F(_zntl) - s . F(_Z,m) — e e e
G ’ seey
151 | 15 e 0< BB 8
G(. G(gk+1:81<+2,---,8n)
I I b.-b) A .B
153 li>k( i>k @ ) - (0 k)=m m
m,n ( mﬁm (a + ) m
ir,[k=1 ik=l 1 B
7 ai - ai —ak ,
_i]>1_k A @ - p)
T T 1)
Il .. p;+p,_ +
11 11 1t %




PAG |LIN DICE DEBE. DECIR
157 | 27 |2 1. > 1. )
158 6 {Xla )@%} {Xi’ xl}
161 | 2 (8,(6)= Sl(t)_X[O,l](t)'t"
162 6 |z > (des. de Holder)
163 8 |y inyectiva e inyectiva
11 |§ 1. 8§ 4,
164 26 |funcional sobre funcional lineal continua sobre
2
165 | 22 £ ... £+ | £
I, ! L 50 5
169 5 |base normalizada cuyos base, normalizada si }\n es real para todo n, cuycs
23 {xn} resulta {xn} en el T. de Paley - Wiener resulta
170 | 29 {. . (cf. nota de p, 144).
172 | 26 ||[(£,£)] |(f,fn)]2
176 | 8 10gy|T||= 1, o=liT |I<1,
10 |e VM, €H,
30 |. .(cf. Ej. 1)).
183 8 | (x4k) (x+h)
9 [(x+k) (xth)
187 3 |deberén deberian
18| 29 16 Y
33 |z >
190 | 25 [con en {|xa} =d} con
191 25 |x = X =
n
30 |no no,
3% 1(C (=ch
192 5| . Buscamos s P continua. Buscamos
17 |+ as + b,
18 |con a y b constantes,
T T
193 l|=as+b+ J = J
0 0
T T
12 |[=as + b - J =- J
0 0
13 |Entonces sigue de x(T) =
x(-T) necesariamente que
a=0,
14 1x(0) = - x(s) + 2b. Obvia- |x(0) = =x(s) y
mente b =0y
17 (7Y cona=b=0es (7) es
18 [. Si . (Verificarlo incluso si t = 0). Si
195 { 35 [19 bis] LOMIS, L.H., An Introduction tc Abstract

Harmonic Analysis, Van Nostrand, New York, 1953.
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CAPITULO I
ESPACIOS DE BANACH.

1. INTRODUCCION.

El objetivo de este capitulo es extender conceptos ya conocidos en espacios
euclideos a situaciones mis generales. Estos conceptos son: vector, distan-
cia, convexidad,funcional, norma, producto interior, subespacio invariante,
transformacidén lineal, operador, sistema ortogonal, proyeccidén, forma hermi-
tiana, autovalor, autovector, resolvente, espectro, etc..

Para ello comenzamos dando la siguiente:

DEFINICION 1.1. Un espacio normado es un espacio vectorial (real o complejo)
B en el cual se ha definido una funcién a valores reales F: B — R, F(f) =

= If} v £ € B, con las siguientes propiedades:

(1) 1f01 =0 ; Wfl = 0 si y s6lo si f =0,
(2 lcfl = Jc|Nfl , c escalar,

(3) Bf+gh < I£f1 + tgl.

La funcidén F se llama "norma".

Tomando ¢ = -1 en (2) resulta I-f] = Ifl.

De la propiedad (3), 1llamada también desigualdad triangular, se deduce:

(3a2) Nf-gll = JUfh - lgh|
En efecto, Ifl = I(f-g) + gl < If-gl + fgl
el - gl < If-gll
andlogamente lgh - §fl < lg-£fI = If-gl.
. B _ £ _ 1. O 0 I & e
Silfl =a>0 vy g 7 Tresulta lgl 1: lhgh = “a" TET =5 = 1.
Si B es un espacio normado y v f,g € B definimos d(f,g) = lf-gl , esta fun-

cidn es una distancia, es decir satisface los axiomas:
(t') d(f,g) =0, d(f,g) =0 siy sélo si f=g,

(2')  d(f,g) = d(g,f),
(3" d{f,g) < d(f,h) + d(h,g).

con esta definicidn de distancia B es un espacio métrico y por lo tanto po-
demos introducir los conceptos de limite, entorno, abierto, cerrado, compac
to, completo, etc.
Una sucesidén {f } C B se dice de Cauchy si e, - £ ——0.

n,m >
Si para toda sucesién {f,} de Cauchy en B existe un elemento f € B tal que
Hﬁl - £ ———— 0 entonces B se dice completo.

n-w

I-1 1



DEFINICION 1.2. Un espacio de Banach es un espacio normado completo.

EJEMPLOS. c((0,11); 215 2%; 2P %5 Ll(o,1); L?

bert H; los espacios de Orlicz ; el espacio de Besicovitch de funciones casi

; Lp; Lw; los espacios de Hil

periddicas; los espacios de funciones de variacidén acotada, etc.
En lo que sigue estudiaremos algunos de estos ejemplos.

Las operaciones f+g, cf, son continuas en la topologia de la norma; es decir

si f — f, g — g entonces f +g — f+g y cf —> cf; y sic — ¢
n n n n n n
cnf —— cf. La funcién norma es continua, es decir, si fn —— f entonces

WE I — £,
n

En efecto: H(fn+gn) - (f+g@)hl < an—fﬂ + Ugn—gﬂ — 0+0 = 0;
lcf -cfl = |c|Vf -fl — 0;
n n
lc f-cfll = |c_-c|lfl — 0
n n

[HE_B-1€0] < If_-f — 0.
n n

Sabemos que { -] en B induce una topologia. Dada otra norma |-| podemos pre-
guntarnos cuando la topologia inducida por ella serd igual a la topologia
inducida por I-1.

Esto nos lleva a dar la siguiente:

DEFINICION 1.3. Sean |-| y I-I dos normas definidas en B. Se dice que son

equivalentes si existen constantes positivas m y M tal que se verifica:

m|f] < £l < M| f| v f € B.
Si dos normas son equivalentes y {f } es una sucesién de Cauchy con.respecto
a |.|, {£)} también es de Cauchy con respecto a ll-l,y reciprocamente.

Las topologias que resultan de normas equivalentes son iguales.

DEFINICION 1.4. Si B es un espacio de Banach (real o complejo) se 1lama fun-

cional a una funcidén de B en el cuerpo de escalares (real o complejo).
La funcién norma es una funcional.

Notaremos las funcionales con letras maydsculas: F, G, H,..

DEFINICION 1.5. Una funcional F es lineal si:

F(f+g) = F(f) + F(g) v f,g € B,
F(af) = aF(f) o escalar.

DEFINICION 1.6. Una funcional F se dice acotada si existe una consxﬁnte K >0



tal que: |F(f)| <K.Ifl v f € B.
TEOREMA 1.1. Una funcional lineal es continua si y sélo si es acotada.

DEMOSTRACION. Si F es acotada existe K > 0 tal que: |[F(f)| < KIfl v f € B.
Sea {f } C B tal que f — f. Entonces IF(fn)-F(f)l = |F(fn-f)[ <

< K ﬂfn~fﬂ — 0 vy F(fn) — F(f).

Supongamos que F no es acotada. Luego ¥ n > 0 existe f, € B, If Il = 1 y

£ . f
|F(fn)l > n; por lo tanto [F(;%)[ > 1. La sucesién 7% converge a 0 puesto

uf2u=

f
ave 12} - 121 1

£
Si F fuera continua F(7$J deberia converger a 0; pe-

ro esto no es posible ya que |F(7?)I > 1. Luego F no es continua. QED.

DEFINICION 1.7. Sean F y G funcionales. Definimos,la igualdad, F+G y a.F de
la siguiente manera:

F =G siy s6lo si F(f) = G(f) v feEB

(F+G) (f) = F(£f) + G(f) v f eB

(aF)(£f) = a.F(f) v f € B.

Las que nos interesan son las funcionales lineales acotadas y para ellas
existe al menos un K > 0 tal que:

IF(£)| < KIfl; luego F(f)|< K si f#0. E1 conjunto de nlimeros reales

hEd
L%%§ll, f#0, estd acotado superiormente; podemos definir IFI = ?:8 l%%€l|

como la menor cota que se puede utilizar en la definicién de acotacién. A
esta se la denomina norma de la funcional.

Consideremos el espacio:

B* = {F: F funcional lineal acotada sobre B; [IFl = sup |ﬁ§f)|}.
£#0

B* se llama el adjunto de B (suele también denominarse el dual de B o conju
gado de B).

TEOREMA 1.2. El espacio B* es de Banach.

DEMOSTRACION. Sean F,G € B* probaremos:

(i) . F+G € B*,

(ii) oF € B*, a escalar

(1) (F+G) (f+g) = F(£f+g) + G(£f+g) = F(£) +F(g) + G(£f) +G(g) = (F+G)(£)+(F+C)(g);
(F+G) (c.£) = F(cf) + G(c.f) = c.F(f) + c.G(f) = c(F(£)+G(£)) = c.(F+G)(£);

I-3 3



| (B+6) (£)| = |F(E)+G(£)| < |[F(H)] + |G(H)] < K MEI + K H€l = (K +K,)UEl.

(ii) (aF) (f*g) = a.F(f+g) = a.(F(£)+F(g)) = oF(f) + aF(g);

(aF)(c.f) = a.F(c.f) = oa.cF(f) = c.aF(£f) = c.(aF)(f);
[ (aF) (£)| = |aF(£)] = |l [F(E)]| < Ja] K. 0£N.
(iii) B* es un espacio normado:
IFl > 0 pues l%%%l|, f#0, es un conjunto de nlimeros reales no negativos;
El = 0 = sup LEE - o o LEEL .o vres o [F(H)] =0
£40 Ul £l £ 4 0

< F = 0;
laFl = sup LEEL oo po EEL L) ypy

g40 £l £40 el

Como |F(£f)+G(f)| < |F(f)| + |G(f)| entonces:

lre)+e)l 1B, lenl o0 ITEOL o 161 gy gy -
£l I£l I £ f40 El £40 Ifl

= [F+Gl < |FI + {Gl.

iv) B* es completo.

Sea {Fn} C B* una sucesidén de Cauchy. Luego:

|Fn(f)-Fm(f)| = |(Fn—Pm)(f)| < HFn-FmHHfH —;T;::? 0 .

La sucesidn de escalares {Fn(f)} es de Cauchy y como el cuerpo de escalares

es completo existe el limite de Fn(f) que notaremos F(f).
Debemos probar que F € B*:
F(c1f+c2g) = 1im ﬁl(clf+c2g) = lim (clﬁl(f)+c2ﬁl(g)) =

=C lim ﬁl(f) *c, 1;m ﬁl(g) = ch(f) + CZF(g);

[F(£)| - |[F ()| < [E(f) - F ()| < (TIm IF_-F_D.Ifl <elfl = [F(f)| <
n n m m n

< elfl + |F_(£)]| <elfl + IF_II£l = (e+IF 1)1£l luego IFl <= ; .demds

|F(£) - Fn(f)l < elfl implica IF - T I e ,’es decir F = im F . QED.

EJEMPLOS. (1) Sea 1 <p <«
P = {(aj,a,, .58 ,...)1 la_|P <=},
n=1
+

Si B = £P , B* = 29 con q definido por = 1.

1,1
P a

(2) si B = £} |, B*x = ¢



£ = {(a;,a,,...,a -): sup lail < @}

1

n’’

1
(3) Sea 1 <p <=, LP = {f medibles en [0,1]: J |£|P dx < »} y q definido
0 .

1 1
-+ — = 1.
por o 7 g
Si B =LP , B* = L9,
(4) Si B = Ll, B* = L , L = {f medibles en [0,1]: esencialmente acotadas}
(5) 8 =cC(l0,1]), Ift = sup |£(x)], B* = {funciones de variacién acotada}l,
0<x<1
fFl = variacidén total.
(6) B = {sucesiones convergentes} , B* = et
(7) B = {sucesiones convergentes a 0} , B* = 21.

Hemos probado que B* es de Banach. Luego podemos definir su adjunto
(B*)* = B*%

Sea f € B un elemento fijo. Consideremos la funcional f** definida sobre B*
como sigue:
f**(F) = F(f) V¥ F € B*

Es claro que f** es lineal y acotada pues:
| £**(E)| = |F(£)| < IEIIfN.
0 sea: [f**] < Ifl.

La aplicacidén ¢: B — B** tal que f — f** es un homomorfismo. En efecto:
(f+g)**(F) = F(f+g) = F(f)+F(g) = £**(F)+g**(F) = (f**+g**)(F) V F € B*,
implica ¢(f+g) = (f+g)** = f**+g** = ¢(£)+o(g);

(af)**(F) = F(af) = o.F(f) = a.f**(F) implica ¢(af) = (af)** = af** = qo(f).

Hemos sumergidc asi el espacio B en B** con la propiedad
T£**1 < £,

Mids adelante probaremos que If**] = |f[,

DEFINICION 1.8. Si la imagen de B por ¢ es todo B** diremos que el espacio
B es reflexivo.

2 2
EJEMPLOS. 1) & = {(a;,...,a ): Iail < »}

1

[ § -]

i
2) £» , 1<p<w,
3)LP , 1 <p <o,

Sea V un espacio vectorial de dimensién n; todo elemento de V es una n-upla

(a(1),a(2),...,a(n)).



n
Consideremos en V la norma euclidea: llaII2 = (3 Ia(i)|2)1/2.
21

1
Probaremos el siguiente:

LEMA 1.1. Dos normas sobre V, |-|, I.l,son equivalentes.

DEMOSTRACION. Dado x € V, 1la aplicacidén que lleva el escalar b en b.x € V es

1

continua en cualquier norma. Por lo tanto, si e, = (0,0,...,1,0,...,0) enton

n n
ces ahe. converge a Z a.e. cuando a? —— a., i=1,...,n. Esto implica que
n i’i 1 11 i poow i

h - h h .
|§ aiei| = |(a1,...,an)l converge a l(al,...,an)l. El conjunto

n

S = {x:) xi = 1} es un conjunto compacto en la norma |-l,. Como [+] es con-

1
tinua y no nula sobre S existen dos constantes positivas m y M tales que

m< |x| €M, x € S.

Por linealidad sigue entonces que mixl, < x| < Muxuz. Luego -1
por lo tanto .l ~ |-.]|. QED.

2"’|‘|)’

DEFINICION 1.9. Dos espacios de Banach B1 y B2 se dicen isomorfos si existe

una aplicacién lineal inyectiva de B1 sobre B,, ¢, tal que V x € B, se veri-
fica
kaHl < H¢(x)"2 < K.lell1

donde K y k son constantes positivas.

EJERCICIOS. 1) Demostrar que si B = (V,H-Hz) entonces toda funcional lineal

es de la forma: n

F((al,...,an)) = izl
O sea, B* es isomorfo a B,

b 2.1/2 Ll
con IFl = (LI£;17)7"7,
i

2) B es reflexivo.
3) Sea B = (V,|-]). Entonces B* es isomorfo a B%.

4) Si B es un espacio de Banach de dimensidén finita entonces es reflexivo.

COMPLEMENTOS Y EJERCICIOS.

1. COMPLETACION DE UN ESPACIO NORMADO. Sea N un espacio normado. Existe
un Unico espacio de Banach B - salvo isomorfismo - donde N puede sumergirse
densamente y en forma isométrica.

(Sean {xn} C N, {yn} C N, sucesiones de N. Se diridn equivalentes si



Ix -y I ——= 0. Los elementos de B serdn las sucesiones equivalentes a una
n n
n->o

sucesidén de Cauchy en N. Dada una de ellas,{xn},definimos X €B, como x =

clase de equivalencia de {xn} y HxﬂB = lim Hxnu, etc.)

2. DESIGUALDAD DE YOUNG. Sea v = w(u) no decreciente, ¢(0) = 0, continua a
izquierda definida en 0 < u < », y y(v)

|
v A continua a izquierda, inversa de ¢,
s
¥(v) Iy
------- - ll u v
f sean 8(u) = [ p(x)ax, ¥(v) - [T vonay,
L T ® y ¥ se dicen complementarias en el senti
;f v = ¢(u) do de Young. Vale entonces la desigualdad
’;9;f‘ , de Young: u.v < ¢(u) + ¥(v). El signo = se
o u presenta si y sélo si y(v) = u o v = ¢(u).

3. Sea N un espacio normado (no trivial) Yy D un subconjunto tal que todo

elemento x de N puede escribirse en forma finica como x = Xy ..t a X

a; € C (o reales si N es vectorial real). Tal conjunto se dice una bagse de
- Hamel. Demostrar que D es una base de Hamel si y sblo si es un conjunto 1li-
nealmente independiente maximal, y que N posee siempre una base de Hamel. Si
D tiene cardinalidéd finita, N es un espacio vectorial de dimensién finita.
La cardinalidad de una base de Hamel de N es por definicidén la dimensidn de
N. dim N = |D|.. Supongamos que ID| = infinito. Demostrar que si D es otra
base de Hamel, |D| = ID|. (Usar el teorema de Cantor-Bernstein de compara-

cidén de cardinales infinitos).

2. SUBESPACIOS Y EL TEOREMA DE HAHN-BANACH.

DEFINICION 2.1. Sea B un espacio de Banach. A un subconjunto M C B cerrado
¢con respecto a.la suma y al producto por escalares se le denominard variedad
lineal.

DEFINICION 2.2, Se llama subespacio a una variedad lineal cerrada.

Si G C B podemos considerar la menor variedad lineal que contiene a G, ésta
se llama variedad lineal generada por G y se nota [G].

TEOREMA 2.1. La clausura de una variedad lineal es un subespacio.

DEMOSTRACION. Sea M una variedad lineal; consideremos la clausura de M = M.
M es una variedad lineal:

Sean f,g € M. Entonces existen {fo} e M, {g,} €M tal:

1-7 i 7



£, — £, 8 — g Luego f +g — f+g , of — af.

Como M es una variedad lineal {f +g } CMy {af } C M. Entonces f+g € Moy
af € M. QED.

TEOREMA 2.2. Sea M un subespacio de un espacio de Banach B y g & M; sea
[M,g]l = {f + ag: £ €M, o escalar}. Entonces [M,gl es un subespacio.

DEMOSTRACION. Veamos que los elementos del conjunto [M,g] estdn univocamente

determinados por f y a.

Supongamos que: f + ag = £+ dg. Luego f - f - (ad-a)g.

Si fuese (a-a) # 0 entonces (E—a)’l(f—?) = g € M, contradiccidn.
Esto es a-a = 0; es decir @ = a y f = £,

[M,g]l es una variedad lineal. Debemos probar que es cerrada. Sea

{fn + ang} C [M,g]l una sucesién de Cauchy; consideremos dos casos:

(1) {an} es acotada , (ii) {an} no es acotada.
(i) si {an} es acotada existe una subsucesi6én convergente; podemos suponer
que {an} es la subsucesifn convergente. Si a — o entonces o g —> og Y
ag € B. La sucesién {fn + ang} es de Cauchy y como B es completo existe
h € B tal que: fn *a g h; luego: fn —— h-ag. La sucesidn {fn} es con-
vergente y M es cerrado;luego fn —— f = h-ag € M,de donde h = £ + ag €

€ [M,g].

(ii) Podemos suponer que |a_ | — =.

Por ser {fn + ang} de Cauchy resulta an~+angﬂ < K < » para algin K; luego

£ f f
uaE + g“ < |;(| — 0, {_EE} CM vy —55 — g. Puesto que M es cerrado,
n n n n

g € M, contradiccidn. QED.

<

COROLARIO. Toda variedad lineal de dimensién finita de un espacio de Banach

es cerrada, es decir, es un subeapacio.

Dada una variedad lineal y una funcional definida sobre ella puede plantear-
se el problema de extender la funcional. Veamos en primer lugar como puede
extenderse una funcional a la clausura de la variedad.

TEOREMA 2.3. Sea M una variedad lineal, M su clausura. Si F es una funcional
lineal acotada en M, F puede extenderse en forma Ginica a una funcional lineal
acotada en M preservando la norma,



DEMOSTRACION. Sea f € M. Existe una sucesién {f,} ¢ Mtal que f — f y
tenemos: IF(fn)—F(fm)] = |F(fn—fm)| < KIf -f I <Ke. Por lo tanto la sucesidn

{F(f,)} es de Cauchy.

Definimos F(f) = 1lim F(fn). Se vé& fiacilmente que F es la funcional lineal a-
n->-w
cotada en M buscada. QED.

TEOREMA 2.4. Sea M un subespacio y g ¢ M. Consideremos M & [g]

los DA |

= {f + ag: f € M,a escalar} y definamos ﬁ(f + 0g) = o. Entonces es una fun

cional acotada en M @ [g] (= [M,gl).

DEMOSTRACION. (i) F es lineal:

A Pa) A A
F[(fl+a1g)+(f2+a2g)] = F[(f1+f2)+(a1+a2)g] = a,%a, = F(f1+a1g)+F(f2+a2g) ;

F[c(fl+alg)] = ﬁ(cf1+calg) = ca, = c.F(f1+a1g}

(ii) % es acotada:

Si F no fuese acotada existiria una sucesién {fn+ang} tal que an+angu =1

y ]ﬁ(fn+ang)| = la_| — . Esto implicaria que

Hfﬂ +gl = = 1f +a gl = —— —— 0. Esto es: Fa L, Loy
a_ g EN L tog N . Esto es: a g; pero o

y M es cerrado. Luego g € M, contradiccién. QED.

OBSERVACION. Si a = 0, F(f) = 0,0 sea uiillM = 0.

TEOREMA 2.5. Sea M un subespacio, F una funcional lineal acotada en M;

definamos G(f+ag) = F(f) + a. Entonces G es una funcional lineal acotada
en M e [g].

DEMOSTRACION. G estd bien definida y es lineal.
G es acotada:

|G(f+ag)| = |F(£)+a| < |F(£)]| + |a| = |F(£)| + |F(f+ag)| < IFINEl + Clfragl.

Bastard entonces probar que [£fl < Hlf+agll , con H independiente de f y «a.

Si esto no fuera cierto existiria una sucesidn {f +a_g} tal que

I£ +a gl = 1y anH — «, Pero:
1= 1f +a gl > [1f - |o_|lgl| implicarfa |o | —> = , contradiccidn.
Entonces |[G(f+ag)| < (IFI.H+C)If+aglh . QED.

TEOREMA 2.6. Sea M un subespacio de un espacio de Banach B, F una funcional

lineal acotada definida en M con norma {Fly. Existe una funcional lineal a-
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cotada G en M' = M ® [g]l tal que G(f) = F(f) Vv fe€eM y HGHM, = HFHM.

DEMOSTRACION. (a) Consideremos el caso B real (o sea, su cuerpo de escalares
es el conjunto de los nlmeros reales). Sean f', f" € M. De:

F(f') - F(f") = F(£'-f") < |F(f'-f")| < HFHMHf'-f"H = HFHMﬂ(f'+g)-(f"+g)ﬂ <
< HFHMHf'+gH + HFHMHf"+gH:

ACE") = -AFI If"+gl - F(£") < IFl,0f'+gl - F(f') = B(f").

Entonces S = sup A(f") < inf B(f') = I y 3 y que satisface S <y < 1.
f''eM f'eM

Sea f = £f' = f'". Luego:

—HFHMHf+gH - F(f) v < HFﬂMﬂf+gH F(£) =
= -HFHMﬂf+gU < F(f) + v < HFHMHf+gH =

(*) |[F(£) + v| < DFHMHf+gH.

Definamos G(f+ag) = F(f) + a.vy.

Es claro que G es una extensidén lineal de F. Si a = 0, G(f) = F(f) V £ €M
y por lo tanto IIGIIM = HFHM.

a6t + )] = Jardde v| <

£ .
< (por (*)) < lal"F"MHE + gl = HFﬂMﬂf + oagll. O sea, HGHM. < IFly , y sigue

G es acotada: Supongamos a # 0, |G(f+ag)|

que IIFIIM = HGHM..

(b) Sea B complejo, la funcional lineal compleja F puede descomponerse asi:
F(f) = R(£f) + 1i1(£f) , R(f),I(f) funcionales lineales reales.

Si F es acotada resulta: |R(f)| < |F(f)]| < IEN, I£l. Po1r ser F lineal:
-iF(if) = F(f), o sea: -iR(if) + 1(-iI(if)) = R(f) + iI(f).

Luego deben verificarse: I(f)
R(f)

-R(if),
1(if).

Podemos entonces expresar la funcional compleja F en funcién de la funcional
acotada R(f) definida sobre M:

F(f) = R(f) - iR(if).
Extendamos la funcional real R(f) usando (a); sea S la extensién y definamos
G(h) = S(h) - iS(ih) v h e Mo [g].
Probemos que G es .ineal:
G(h1+h2) = S(hl+h2) - iS(i(h1+h2)) = S(hl)+S(h2) - iIS(ih1+ih2)] =
= S(h1)+S(h2) - iS(ihl)—iS(ihz) = [S(hl)—iS(ihl)] + [S(hz)-iS(ihz)] =
= G(hl) + G(hz).
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G((a+iB)h) = S((a*+ig)h) - iS(i(a+iB)h) = S(ah+iBh)-iS(ich-gh) =
S(ah) + S(iBh) - iS(ich) + iS(Bh) = aS(h) + BS{(ih) - aiS(ih) + RiS(h) =

{(a+iB) (S(h)-iS(ih)) = (a+iB)G(h).

G es acotada: dada f existe 6 tal que

6(£) = e®|G(£)| entonces [G(£)]| = e 1%6(£) = Ge"1%F) = s(e~i%f) <

-i6 _ _ . P
< HSHM,He fl = HSHM,HfH = HRHMHfH < HFHMHfH. Esto significa que

HGHM, < IIFIIM y como siempre vale HFIIM < HGHM, resulta que la extensién pre-

serva la norma. QED.

TEOREMA 2.7. (Hahn-Banach). Sea M una variedad lineal contenida en B y F una
funcional lineal acotada definida sobre M. Existe una funcional lineal aco-
tada G definida sobre B tal que G(f) = F(f) vfeMy IIGIIB = HFHM.

DEMOSTRACION. (Es suficiente pedir que M sea una variedad lineal pues por el

teorema 2.3 F se extiende univocamente a M que es un subespacio).

Sea F = {{M',F'}: M' variedad lineal; F' funcional lineal acotada sobre M'},
Definamos en F la siguiente relacién que es de orden parcial:

{M',F'} < {M",F"} si y s6lo si M' C M" y F'" es una extensién de F' con la
propiedad HF”HM, = HF'HM,.

Como toda cadena {M,F} < {M',F'} < {M",F"} < ... tiene una cota superior, del

lema de Zorn sigue que existe un elemento maximal {P,G}. Entonces P = P,

Si P # B existiria g € B\P. Luego podriamos extender G a la variedad P'

1l

= P ® [g] # P contradiciendo el hecho que {P,G} es maximal (cf. Teorema 2.6).

Concluimos entonces que P = B, G(f) = F(f) v f e M, v IIGI]B = HFHM, QED.
APLICACIONES DEL TEOREMA DE HAHN-BANACH.
(i) Sea f € B, £ # 0; existe F € B* tal que IFI = 1 y F(£) = Ifl.
En efecto, sea M = [f] = {af: a escalar}, F(af) := alfl. F es lineal y de
norma 1 en M.
(ii) Sea B de Banach y ¢:B — B** definida por &(f) = f**, & es un isomor-
fismo y una isometria.
Hemos probado que ¢ es un homomorfismo y If**| < |fl. Sea F € B*, IFI =1y
tal que F(f) = Ifl. Entonces |f**(F)| = [F(£)|= Ifl =
l£x2(6) | _ |£#%(F) |

F£**] = sup > = |£*¥%(F)| = |f].

GeB* Gl IF1

(iii) Sea M un subespacio y g € M ; existe F € B* tal que F(g) = 1 y F(M) =0.



Consideremos M @ [g] y ﬁ(f + ag) = a; por el teorema 2.4,F es una funcional

lineal acotada en M ® [g].

Usando el teorema de Hahn-Banach,? se puede extender a una funcional lineal
acotada en todo el espacio, sea F tal funcional; luego F(M) = %(M) =0y
F(g) = F(g) = 1.

(iv) B y B* estidn en dualidad (es decir, cada uno separa puntos del otro).

Sean h,f € B, h # £, g = h-f. Existe F € B* tal que F(g) = F(h - £f) # 0; es-
to implica F(h) # F(f).

Andlogamente, si F,G € B*, F # G si existe £ € B tal que F(f)} # G(f) (por
definicion).

(v) Sea M un subespacio, g € M; entonces existe F € B* tal que IFl = 1 ,
F(M) = 0, F(g) = 4 donde d := inf lg - ml.
meM

1

Consideremos M @ [gl = {f + ag: f € M} y definamos: F(ag - f) a.d; es cla-

ro Gue F es lineal. Probemos que es continua y de norma 1.

sup |F(ag - £)1 . sup la.dl _ _lal.d _ d _d
feM lag - £} feM Jag - £ inflag - f| infllg - £l d
£#0 £#0 feM feM

£40 £40

Sea B un espacio de Banach complejo, F € B*, F#0; podemos considerar

NF = {f € B: F(f) = 0} = nicleo de F.
NF es una variedad lineal pues si f,g pertenecen a NF entonces F(f+g) = 0 vy
F(a.f) = 0; ademds es cerrada pues N = F—l{O}.

Consideremos el espacio cocilente B/NF, sea g € B y sea g la clase lateral
g = g+NF ; entonces F(g+NF) = F(g) + F(NF) = F(g),esto es,la funcional F es
constante sobre la clase y puede definirse F(g).

La funcional F es sobre pues si g & N, entonces F(g) = a # 0 luego F(%) =1,

es decir existe h € B tal que F(h) = 1 y para todo o € C, ch € B y F(ah) =
= gF(h) = a.

Hemos probado entonces que cualquier elemento de B pertenece a una de las

clases laterales oh + NF con F(h) = 1. Esto significa que B = [h] @ N es

F’
decir el nficleo de la funcional es un subespacio de codimensién 1. Luego,

rodemos definir una norma en el espacio cociente de modo que sea isomorfo
al espacio de los nimeros complejos. Esto puede verse asi.

Sea M un subespacio de B y sea B/M el conjunto de clases laterales {f+M}.
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Sea Y = y + M., Definimos Yl = inf fIxl.
xeY

Esta definicién tiene otras formas equivalentes:

Yl = inf lIxlf = inf [y + m) = inf Ix - ml = inf [x - m].
XeY meM XEY x€Y
meM

TEOREMA 2.8. El espacio B/M es de Banach.

DEMOSTRACION. Es fdcil verificar que B/M es un espacio vectorial; debemos
probar que B/M es normado.

1) 1Yl > 0 pues lxl > 0 para todo x € Y; IYl = 0 < inf |y + m| = 0 <=
meM

existe una sucesidén {y + mn} CY tal que y + mo— 0 = m_—— - y,como
n

M es cerrado,- y e M <= Y = M,

2) IAYD = |[a]nyd.
IXYD = inf Jiy + m] = inf iy + Amj = inf §JA(y + m)y = |[A| inf Jy + m| =
meM meM meM meM
= | alhyd.
3) ilY1 + Y2H < HYIH + EYZH.
IY, + Y,I =inf I(y, +y,) + m| = inf Iy, +m) + (y, + my)h <
meM m, ,m, €M
1272
< inf Hyl + mlﬂ + inf ﬂyz + m2H = HYIH + HY2H.
mlsM mzeM

Veamos que B/M es completo.
Sea {Yn} de Cauchy; existe una subsucesidén, que indicaremos de la misma for

ma, tal que ||Y - YnH < 27™.(En efecto, sea Y ~ tal que sin > n,
1

n+l
y - Yan < 1/2; elijamos ahora n, >n, de manera que HYm - Yn2“ < 1/4
vm>n,, etc.. {Ynj} verifica la propiedad enunciada). Sean X . € Yn+1,

x € Yn tales que | - xnu < 27" luego {xn} es de Cauchy en B que es com

X
n+l

pleto. Entonces existe x, € B tal que ||xn - xou — 0. Sea YO = x. + M,

0 0

IYq - Y I = inf #(x, - x )+l < xg - x | — 0.
meM

Obse€rvese ahora que si una sucesidn de Cauchy tiene una subsucesidén conver-
gente también ella converge y al mismo limite. O sea, la sucesidén original

converge a YO. QED.



DEFINICION 2.3. Dado un subespacio M, {F € B*: F(M) = 0} es el anulador de
M, o complemento ortogonal de M, y se nota Ml.

ML es un subespacio y si F es una funcional lineal continua y M = NF resulta
que [ F] = Ml

Recordemos la aplicacién ¢: B — B**, Si M c B, ¢(M) C B**, Si F € Ml,

F(f) = 0 para todo f € M, esto es f**(F) = 0 para todo f** € ¢(M). O sea,

11
f** € (Ml} = mtt Luego M = &(M) C M~ "

Sean B y B dos espacios de Banach, el conjunto de las aplicaciones lineales

de B en B es un espacio vectorial.
Si § es R o C el operador lineal T:B ——> Bes una funcional lineal.

Consideremos en particular el conjunto de las aplicaciones lineales de B en

B. Si Tl y T2 son elementos del conjunto entonces Tl'TZ y TZ’Tl tambien son

aplicaciones lineales de B en B. Esto nos conduce al siguiente concepto.

DEFINICION 2.4. Un 4lgebra de Banach B es un espacio de Banach B en el que
estd definido un producto interno ".'. Respecto a esta operacidn de multipli
cacién B es un anillo, no necesariamente conmutativo, donde se verifica:

Tf.gl < Ifl.0gl. También se la llama anillo normado.

Recordemos las siguientes definiciones:

] A . .
Dada una correspondencia T: B — B tal que B y B son vectorialmente isomor-
fos y elementos correspondientes tienen la misma norma se dice que B y B son

A
isométricamente isomorfos. Notaremos B = B.

Si By B son vectorialmente isomorfos y T: B — B es una aplicacidén lineal
tal que para todo f € B ITfl < MIfl < KITfll , M, K independientes de f, en-

tonces se dice que B y B son isomorfos o0 equivalentes. Notaremos B ~ B.

TEOREMA 2.9. Sea B un espacio de Banach. Dim B < » si y sélo si

B1 = {f € B: Ifl < 1}, la esfera unitaria de B, es compacta.

DEMOSTRACION. Si B es de dimensién finita sabemos que las normas definidas

sobre B son equivalentes y que respecto a la norma euclidea B1 es compacta.

Para demostrar la reciproca supongamos que dim B = «. Sea f; tal que If;l= 1
y [f1] = Ml; consideremos el espacio cociente B/Ml’ sea una clase Y € B/M1

tal que IYL = 1,
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Si f2 €Y, 1< szﬂ <1+ €5 f2 y f1 son linealmente independientes y
"fl - fzﬂ = 1.

Consideremos el subespacio Mz = [fl’le de dimensifn 2 y el cdociente B/M2
(# {0} pues B es infinito). Existe una clase Z € B/M2 tal que ZI = 1 y

f3 €7, 1< Hf3ﬂ <1 + ¢ Ademis Hf3 - fl" =1 IIf3 - fzﬂ =2 1. Reiterando

3¢
este proceso construimos una sucesidn {fn} tal que: 1 < an - fIH;
1< If - f I.

n n

<

-1
. f "fn fa
Definimos A i Entonces: Ilzn - zmH = T+ T+ & "

n n m
1 1
ST W €, 1+ € ba - 8m)fn - En)fm I >
! L [0f - £ 0 -elfl -e Ifl] > (sie <e)>
1 + €, 1 + € n m m n n m n
e(lf I + I1£ 1)
SO B I U
(1+€) n m 1
Si € es bastante pequefio tendremos:
bf - £ 1 3 1 1
Iz -z Il>—2 B _ 2¢(1+e) =2 Uf - f I - + >+ .
n m 2 4 n m 4 2
(1 +¢)
{z_}no es relativamente compacta. QED.
n

Sea B un espacio normado; la norma induce una topologia llamada topologia

fuerte.

Sea F € B* y g € B; consideremos {f: |F(f)-F(g)| < e},este conjunto

es abierto.

’ - - -
Veamos como es la menor topologia que hace continuas todas las funcionales

lineales que son continuas respecto de la topologia inducida por la norma.
Sean Fl""’Fm € B*, ¢ > 0; definimos entonces los entornos:

U(f ,Fl,...,Fm,e) = {g: |Fi(g)-Fi(f)| <g,i=1,2,...,m}. Por lo dicho an-
tes U es un abierto, y {U} genera una topologia pues:

(i) Si f e B, f € U(f ,Fl,...,Fm,e),

(ii) Si g € U(f,Fl,...,Fm,el) y g€ U(f,Gl,...,Gn,ez) entonces

g € U(f,Fl,...,Fm,Gl,...,Gn,ﬁ) c U(f,Fl,...,Fm,el) N U(f,Gl,...,Gn,éz) si

§ suficientemente pequefio,

(iii) Si h € U(f,Fl,...,Fm,e) entonces existe U(h,Fl,...,Fm,é) tal que
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U(h,Fl,...,Fm,a) C U(f,Fl,...,Fm,e) si § es suficientemente pequefio. Ademds
U(f,Fl,...,Fm,e) = f + U(O,Fl,...,Fm,e), es decir, los entornos bdsicos U(f)

se obtienen por'traslacién de sus correspondientes U(0). Esta topologia se
l1lama topologia débil, w - topologia, o B* - topologia sobre B.

El espacio B con esta topologia es Hausdorff pues si f#g existe una funcio-
nal F tal que F(f-g) = e. Consideremos U(f,F,e/2) vy U(g,F,e/2) y suponga-
mos U(f,F,e/2) nU(g,F,e/2) # ® , entonces existe

h € U(f,F,e/2) nU(g,F,e/2) y |F(£)-F(g)| < |F(f)-F(h)]| + [F(h)-F(g)| <,

contradicciédn.
Indiquemos con T, la topologia débil y con 1 4 la topologia inducida por
la norma. t = es menos fina que Ty 4 (Tw < Ty “) pues como ya observamos to-

do abierto débil es abierto fuerte.
Directamente, sea Be(f) = {g € B: lf-gl <€} y sea g € Be(f) y F e B*. Lue-

go |F(g)-F(f)| = |F(g-f)| < IFllIf-g) < IFle . Tomando e' = IFle ¥ U(f,F,e")
resulta g € U(f,F,e'), es decir Bs(f) C U(f,F,e").

Es natural que nos preguntemos cuando la topologia débil y la topologia in-

ducida por la norma son iguales.

Veamos que en los espacios de dimensién finita ambas topologias coinciden.

Sea B = 22 = B¥%,
n

Como B es de dimensidén finita todas las normas definidas en el espacio son
equivalentes; por lo tanto Tt Iy = Tl fe =Ty Sea S(0,r) un entorno de

B

e

S(0,r) = {a € B: sup |ai| <r}.
{Cémo debemos elegir Fl""’Fm € B* de manera tal que:
UC0,F,...,F_,€) C S(0,1)7,

Sean g = r Yy Fi’ i=1,...,n, definida por Fi((al,...,an)) = a,. Entonces

ae U(O,Fl,...,Fn,a) si y sdélo si |Fi(a)| <eg , i=1,...,n, si y sélo si
|ai] <g¢=71,1i=1,...,n. Es decir, U(O,Fl,...,Fn,e)'= S(0,¢). Luego

Tw - Wolle = TH.0-

Sin embargo vale mas afin:

TEOREMA 2.10. B tiene dimensidén finita si y s8lo si T = Thne

En consecuencia la esfera unitaria de B es débilmente compacta.

Si recordamos que B es reflexivo si es de dimensidén finita podremos sospe-
char que la compacidad débil de la esfera unitaria y la reflexividad estén
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estrechamente vinculadas. Y asi es. Vale el siguiente:

TEOREMA 2.11, B1 es compacta en Tt si y s6lo si B es reflexivo.
Consideremos ahora el espacio de Banach B*; denotaremos su topologia fuerte
inducida por la norma con Ty.p- Los elementos de B C B** inducen en B* una
topologia que llamaremos B - topologfa sobre B* o p* - topologfa y notaremos
L
Si 0 # F € B*, existen f,g € B tales que F(f) # F(g). O sea: f**(F) # g** (F),
Entornos bidsicos de T,% Son de la forma:

U(F,ff*,...,f;*,e) = U(F,fl,...,fm,e) = { G: IG(fi)-F(fi)l = |(G-F)(fi)| =

= [£$*(G-F)| <e , i = 1,2,...m}.

Esta topologia es de Hausdorff:

Si F#H entonces existe f € B tal que F(f) # H(f). Sea |F(f)-H(f)| =€ > 0.
Sean U(F,£,5) , U(H,£,5). si U(F,£,§) n U(H,£,5) # 0 existe G € U(F,£,5) n
M U(H,f,%) tal que |F(f)-H(f)| < |F(£)-G(£)| + |G(£)-H(f)| < & contradiccidn.

Si dim B = n < » entonces dim B* = dim B** = n. Entonces la topologia fuer-
te en B*, la B-topologia sobre B* y 1la B**-topologia sobre B* coinciden. En
particular, la esfera unitaria de B* es compacta en la B-topologia. Este re
sultado vale en general y se lo conoce como el teorema de Alaoglu, o de
Alaoglu-Bourbaki. Su enunciado reza asi:

TEOREMA 2.12. La esfera unitaria Bf del dual de B es compacta en la B-topo-
logia sobre B*, cualquiera sea el espacio de Banach g,

EJERCICIO. Todo subespacio de B es B*-cerrado (usar el teorema de Hahn-Ba-
nach).

3. ESPACIOS DE HILBERT, ¢P Y OTROS.

DEFINICION 3.1. Un espacio de Hilbert H es un espacio de Banach en el cual
vale la relacién:

eyt o+ 1x-y02 = 200x82 + 1y1?) v x,y e H.
llamada ley del paralelogramo.
Definamos un producto escalar por medio de la férmula de polaridad:

(oY) = 7 Uxeyt? - axeyr? + ilxsiyi? - igx-iyi?)



Veamos que esta funcidén bilineal tiene las siguientes propiedades:

N (xy) = (¥,x)

2) (x,x) >0 si x #0

3)  (xy+x,,y) = (x],Y) *(x,,Y)

4)  (Ax,y) = A(x,y)

(De 1) y 4) resulta (x,\y) = X(x,y) pues: (x,Ay) = (Ay,x) = X(y,x) = X(x,y)).

La funcién (x,y) es lineal en la primera variable y antilineal en la segunda.

DEMOSTRACION DE LAS PROPIEDADES.

1 (%) = ¥ Uy« xi? -y - xd® iy + ixl? - iy - ixi’l.
75X = 3 Uy + xI? -y - x? - iy« oaxd? o+ iy - ixl?} =
R P S B C S O LI I SO L T TR SO T RO B
=3 Ux o+ yi? - -yt e dix s iyi? - dax - i) = (x,y).
2) (x,x) = 3 Uzxi? + 100+ Dx1® - 10 - Dx?) = ik’

1 2 2 . L2 . .2
3) (x; + x5,y) = 1 {hx +x oty l - Ix +x, -y DT +3lx +x, +iy 1T -dlx +x, -1yl } o=
2 2 2 2. .2
= % {Hx1+x2+yﬂ +Hxl-x2+yﬂ —H-xl+x2—yﬂ -Hxl+x2-yH +1Hxl+x2+1yu -
X Xy - iyl 2 H X ox, iy R 2 il -x, 4x, - iyl 2
17 X271y 1 X2ty 1 XY S
Aplicando la ley del paralelogramo:
1 2 2 2 2
=7 {an1+yﬂ +2Hx2H -(Zﬂxz-yﬂ +20x, 1 )+

s i(2hx iy he2lx, 1) - i2hxy-iynZezix 1%)}
o
Andlogamente:

1 2 2
(x, + x1,y) = 7 {20x, + yi® + 20x 0% - (20x; - y1* + 2Ix,0%) +

2y - a2k, - iyl o+ 2,08,

+

1(20x, + iyl® + 21,1

Luego:
(X, * x,,y) + (X, + x,.,y) = 2(x, + x,,y) =+ {2Ix, + yI® - 2Ix, - yi?® -
1 27 2 1’ 1 27 3 1 Ty 2 =7
2 2 . . . . . .
- lex1 - yle o+ Zsz + yle - 21||x2 - 1yl|2 + 21llx2 + 1y||2 + 21I|xl + 1y||2 -
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- 2ilx, - iyl®} =

Cixy + y1? - axg - v+ dixg + ayi? - dixg - iyt

|
BN

+ox, ¢ yl? - ix, - oyl o+ ilx, + o dyl? - oix, - iyl ).
Entonces: (x; + x,,y) = (x;,y) + (x,,Y).

8) (x,y) = g (hx + yi% - x -yi? ¢ inx ¢ iy? - inx - iyl2).

Sin= -1
(-x,y) = 4 Ux + y1% - 1ox - y1? + il-x o+ iyl? - igex - iyi?} =
e E S L PURSR LY N 1) L § PO L S
=k Ux o+ yl? - ix -y v iix o+ oiy? - dix - iyl?l o= - (x,y).
Sia=i
(ix,y) = & (hix + iyl? - Bix - yi% + ibix + iyl? - ilix - iy1?) =
= T UG - a0 - Bigx v iy 0%+ ilicx ¢ Y% - ilix - y)02) =
= 3 Ux - ayn? - oaxcsayn? s oinx o+ yn? - igx - yi?d =
=ip Ux + y1% - ix - y1? o« i o+ iyl? - iix - iyi?) = i(x,y).

Si probamos que (ax,y) = a(x,y), a real y positivo, entonces la propiedad 4)
valdrd para todo A complejo.

Como F(x) = lxl es una funcién continua resulta que (x,y) es continua en x
e y. Por otra parte, (mx,y) = m(x,y) si m es entero (usar mx = X+x+...*X Yy
| —

m

propiedad 3)).

Tomemos m = 2: (2Zx,y) = 2(x,y). Entonces % (2x,y) = (x,y).

1]

iz = 2x, 5 (z,y) = (5,y) y por 1o tanto — (x,y) = (X,y).
2 2 20 20

Sim y n son nimeros enteros resulta:

(Fx, ¥ == (x,y.
2 2

Dado un nimero real a se puede escribir:

_ m m-1 0‘1 o
a=8 2 + B8 2 ool g t— + — 4
2

1t
o

5 + € con b diddico fi-

~o

it

nito. Si b —— a entonces ¢ — 0. Luego, (ax,y) (bx + ex , y) =



= b(x,y) + (ex,y) — a(x,y) y 4) queda asi demostrada.

Sea N un espacio vectorial en el cual estd definida una funcional (x,y) que
satisface las propiedades 1), 2), 3), 4); definimos

Ixl = /(x,x).

Con esta definicién de norma, N es un espacio normado. De la propiedad 2)

resulta Ixl > 0 para todo x.

Para probar la desigualdad triangular: lIx+yl < Ixl + Iyl usaremos la siguien
te:
DESIGUALDAD DE SCHWARZ: | (x,y)]| < Ixh.0yh.

Veamos primero esta desigualdad.

— 2
0 < lx - Aayl? = (x - Ay , x - Ay) = Ix1? - A(y,x) - X(x,y) + [A2uyn?.

Supongamos (x,y) # 0 y tomemos A = %§4§% yreemplazando A en la Gltima expre-
’
sién queda:
2 4
0 <ixt? - (0 - (6x) « LERL 4?2 2 a? - o2ia? - 2
| (y,x) | | (y,x) |

2 _ ixt* ayi? 2 2, .2
= xl° < T—————Tf— . Entonces |(x,y)|° < ixI®iyl®, y resulta
(y,x)

[ (x,y)| < IxWlyl.

Probemos que fx+y| < Ix) + byl.

Ix02 + (x,y) + (y,x) + hyt? < ix1? + 2] (x,y)| + Iyl? <

bx+yl? = (x+y,x+y)
2 2 _ 2
< Ixi% + 2uxtiyl + iyl = (xi o+ hyh)2.

Se ve facilmente que [Axl = |A| Ix] , y que valen la ley del paralelogramo
y la férmula de polaridad (verificarlas usando la definicién de norma).

DEFINICION 3.2. Un espacio vectorial en el cual estd definida una funcional
(x,y) con las propiedades 1), 2), 3) y 4) se dice un espacio de pre-Hilbert.

DEFINICION 3.3, Un espacio de Hilbert es un pre-Hilbert completo.

Sea H un espacio de Hilbert.

DEFINICION 3.4. Dos vectores X € y son ortogonales si (x,y) = 0. Se nota
x 1 y.

Si x 1 y entonces se verifica el teorema de Pitagoras: Hx+yﬂ2 = Ixi? + Hsz.
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Si el espacio es complejo, (x,y) e (y,x) son complejos conjugados; entonces
(x,y) * (y,x) = 2 Re(x,y).

Si se verifica el teorema de Pitdgoras debe ser: Re(x,y) = 0. O sea, si H
es real es necesario y suficieute que x L y para que valga el teorema de Pi-

tdgoras.

,(Cuindo vale la igualdad en la desigualdad triangular?.

Si x=0 o y=0 la igualdad se da automdticamente. Supongamos x e y no nulos,

vale la igualdad si y sé6lo si x = cy, ¢ > 0.

En efecto, si x = cy, ¢ >0, dx+yl = lcy+yl = (c+D) Iyl = clyl + iyl =
= fixl + Iyl.

Reciprocamente, supongamos que en la desigualdad triangular valga la igual-
dad.

x e y deben satisfacer:
| (x,y)]| = Re(x,y) = Ixl.lyl.
Entonces (x,y) es un nlimero real y positivo y:

(x,y) = IxI.lyl.

En estas condiciones el X que utilizamos en la demostracién de la desigual-

_ (x,x) _ Ixl 2
= S L = 8 . - =
dad de Schwarz es A 6253 Tyl - Por lo tanto: lx Ayl
2 2 2
= - fixIl® + X% . Jyl® = 0. Entonces x = Ay, A > 0. QOED.
Veamos que |(x,y)| = Ixl.lyl si y s6lo si x = py , p € C.
Six=py,p€eC, [(x, )] = [Coy,y)| = loly,y)| = Jellyl. Iyl = Ixi.lyl.
Supongamos | (x,y)| = Uxl.lyl. Introducimos un nuevo vector z = eie.y (una
rotacidén de y) de manera que: (x,z) = |(x,z)|. Entonces:
Ixh. iyl = [,y = Jx,e 2 2y = [ (x,2)] = (x,2) = Ixl.lzl.
De lo ya visto: x = cz, ¢ > 0; luego x = c(eie y) = py, p € C. QED.

CARACTERIZACION DE LAS FUNCIONALES LINEALES CONTINUAS EN ESPACIOS DE HILBERT.

Entenderemos por conjunto convexo a un conjunto C que tiene la propiedad si-

u+v

5 € C.

guiente: si u,v € C entonces

TEOREMA 3.1. Si C es un conjunto convexo cerrado, entonces existe en C un e-

lemento de norma minima.

DEMOSTRACION, Si 0 € C no hay nada que probar.



Supongamos 0 ¢ C. Luego, 0 <d = inf {lxl: x € C} y existe {xn} tal que Han
es decreciente y Hxnﬂ — d.
X+ X

. n
Como C es convexo, si x_,x € C entonces ———7—~E €Cc y Ix +x | >2d.

Aplicando la ley del paralelogramo:

2

2 2 2
- = - +
Hxn me 2Han + 2"Xm" Hxn me

Luego IIxn - me — 0 si n,m — « ; la sucesidn {xn} es de Cauchy y C es

cerrado, luego existe x, € C tal que x — X, sin — o,

Como |+l es una funcional continua resulta "XOH = d. Hemos encontrado un e-

lemento de norma minima, veamos que es Gnico.

Supongamos que y € C , Iyl = d ; X_;_EQ €C vy "X_:jigu < "%" * “i?“ <d,

4y t+ X y + X
y también ”———7~9" > d = inf (xl. Luego "———7—9" = d. Hemos visto que la
xeC
igualdad en la desigualdad triangular se presenta cuando y = CXg, C > 0. En
consecuencia, d = lyl = HCXOH = CHXOH , ¥ por lo tanto c = 1. QED.

A diferencia de lo que en general sucede en espacios de Banach, en los espa-
cios de Hilbert se puede encontrar el elemento de C que realiza la distancia
al origen.

El siguiente teorema caracteriza los elementos ortogonales a un subespacio.

TEOREMA 3.2. Sea M un subespacio de H. Ml’= {z € H: (m,z) = 0 para todo m € M}.

Entonces H = M © Mj'y si x = m+z con z € Ml, m € M, entonces m es la mejor

aproximacibén a x desde M.

DEMOSTRACION. Sea x € Hy C = x+M; por el teorema anterior existe z € C que

realiza la minima distancia, es decir, existe m € M tal que z = x-m Yy

lzl = d inf {full : u € C}.
Si y €My ) complejo, Ay €M vy se tiene

1z)2.

Ix - m - Ayl? > Ix - ml?
Debemos probar que (z,h) = 0 para todo h € M.

Supongamos que esto no es cierto, es decir existe
Yy, €M tal que (z,yl) = (x-m,yl) # 0.

(x-m,y,) (z,v,) 2
Sea A = = . Entonces Iz - Ay, " = (z-diy,,z-Ay,) =
2 2 1 1 1
Iy i Iy

2 - —
= 120% - X(z,y)) - A,z + (AP iy 0 = zi? - 2Re R(z,y)) +
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2 2 2 2
| (z,y )| ) 2 | (z,y) | (z,y )| ) Mzl 5
gy 17 = dzl® - 2 5 + 5 = fzI® - —— < Izl
by | 1 Iy, | Iy, | Iy, I
Y1 1 1 1
contradiccién.

Veamos que la descomposicidén z = x - m es f{inica.

Six=m+ 2z = m, + Zys 1 1l M, entonces: m - m =z, -2z Yy
2

1= (m - My 2, - z) = 0,luego m = my z=z, OED.

z 1l My z

Im - m,

TEOREMA 3.,3. (Representacién de Riesz-Fréchet). Para toda F € H* existe un
Gnico f € H tal que F(x) = (x,f) para todo x € H,
DEMOSTRACION: Si F = 0 tomamos f = 0.

Supongamos F # 0. Consideremos el espacio nulo de F, M = My, existe z # 0
tal que z 1 M.

Queremos encontrar entre los f € MJ'el que verifique: F(x) = (x,f) y cuando

x = £, F(f) = (£,£) = 1£12.

MF tiene codimensidén 1; luego f = cz para algfin c complejo si f € MJZ Ade-
mis F(f) = F(cz) = cF(z) y F(f) = (£,£) = (cz,cz) = |c21z1? = c.T1z12. En-
tonces c = E(z)

1z1?
Sea x € H, x = m + A\f, m € M. Luego F(x) = F(m + Af) = F(m) + AF(f) =
=0 + Alfg? = A(£,£) = (Af,£) = (m,f) + (A f,f) = (m + Af,f) = (x,f), QED.

NB. Observese que toda f € H define una funcional 1lineal continua
F(x) := (x,f) pues |F(x)| < Ifl.lxI.

Sea A un dlgebra de Banach. En lo que sigue supondremos que es un dlgebra
de Banach con unidad, o sea,existe e € A tal que ef = fe para todo f € A,

El estudio de las funcionales lineales de un espacio de Banach B mostrd ser
muy Gtil. Ellas no son otra cosa que aplicaciones de B en C que respetan la
estructura algebraica de B, o sea, son homomorfismos de B en C. Para el es-
tudio de las dlgebras de Banach puede uno, por analogia, sospechar que seri
importante estudiar los homomorfismos que respetan la estructura de anillo,
es decir los F tales que F: A —— ¢ vy

1) E(af + Bg) = aF(£f) + BF(g)
2) F(f.g) = F(£f).F(g)

No todas las funcionales lineales sobre B son continuas pero en las adlge-

bras de Banach la estructura es tan fuerte que bastan 1) y 2Z) para que las



funcionales lineales sean continuas. En efecto, vale el siguiente:

TEOREMA 3.4. 1) y 2) = F es continua y IFl = 1.

Otros resultados que muestran cuan exigente es la estructura de dlgebras de
Banach se enuncian a continuacién:

TEOREMA 3.5. i) Si A es un cuerpo entonces A es isométricamente isomorfa a
C.

ii) Si en A se verifica If.gl = lghlfl v f,g € A entonces A es isométrica-
mente isomorfa a C.

No demostraremos estos teoremas.

ESPACIOS £P.

2P = {(al,az,...): Z Iailp <o}, 1 <p<w;

Sia = (aj,a,,...0, dal = (1 lag|P)!/P.

i=1
L7 = (a;,a3,,...): sup la,| <<=}, lal, = sup la,|.
1 1
Si 1 <p <wygqges tal que % % =1, py q se dicen complementarios y

los espacios zP)rzq correspondientes también se dicen complementarios. Obser

1 1 _ = = q = P

—_t = = 1 & . = +q; = = M -1 =
vemo§ que P.Q p*q; P =7 X q A p(q ) q Y
q(p_1) = p'

Fn lo que sigue usaremos estas relaciones entre p y q. Si p=1 (p=«) entonces

debe ser gq=« (q=1) para que sus inversos sumen 1. Con esta convencidén dire-
mos también que £P y 29 son complementarios alin para 1 < p < =,
Notemos que si a > b >0, 0 <p <= entonces (a+b)? < (2a)P < 2P(aP+bP).

Luego, si a = (a)), b = (b;) € £P, entonces a+b = (a;+b.) € 2P , pues

ol b0t Tdagl + o7 < T 2PClagl? v Ibgl®) -
=2 (D HaglP v T Iby IRy <

i=1 i=

Es decir, los espacios £P son espacios vectoriales cuando 1 < P < e,
LEMA 3.1, Sean p y q complementarios. Entonces si a,b > 0

a.b < EE + Ei
p q
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DEMOSTRACION. Sea y = xP~!. Su inversa es x = y = ya-1,
a P
p-1 _ a
X dx = Z—
JO p 7 y ,
p-
b q y = x
-1 b
I yi -y = N = |
0 b =1 |=
P q —7
a.b <2 + D21 (opp. l ’ l
P q =
(o] a X

DESIGUALDAD DE HOLDER. Sea 1 < p < ., Si a = (a;) €% y b = (b)) € £% en-

tonces § Ja.b.| < fal_ Ibl .
i=1  *t % P 9

DEMOSTRACION. Si a = 0 o b = 0 vale la igualdad.

Supongamos a # 0 y b # 0. Usando la desigualdad que probamos en el lema 3.1

P q

}ail . |bi| < lai| + lbiI tenemos
p q

llallp Hbﬂq p.HaIIp q.Hqu

] la,.b.| 7 la,|P 7 [b. |9

S0 P 3 S i=1l 2 - % . % =1
p q

IIa!Ip Hqu P .Haﬂp q -Hqu

Hemos probado ] |a..b,

;b1 < lat, IlbIIq si 1 <p,q <<,

(E1 caso p=2, g=2, corresponde a la conocida desigualdad de Cauchy-Bunyakovs

ki-Schwarz). Si p=1 entonces q=» Yy:

[=]

;°bsl = .leaillbil < sup |bi| Z la.| = Ibl_ lal, . QED.

1 i= i i

DESIGUALDAD DE MINKOWSKI. Si 1 < p <« y a,b € £P entonces:
la + bup < llaup + ubup.

DEMOSTRACION. Si p=1, {a + bi, = ? lai + b

i=1 i

= Llagl+ TAbsl = wal, + by,

Sip=e , a + bl = sup |a;+b,| < supla;| + sup|b,| = Kal_ + Ibi.
i

. 5 v -1
Shsps<e oy darbiy 20, Tlag « by l" < Cagl + [byDlage, P70

oo

) |ai||ai+bi|p'1 + .zllbillai+bilp-l < (usando la desigualdad de HOlder)
i= i=

It
~3 8
-



<tal, (T lay + R . NN b, |3(P71y /e
i= i=

DREAE bilp)l/q. Entonces la + bIP < (lall + ubup)ua+bug/q,

i=1
p-R
q P -
y por lo tanto Ja + bl < lall, + bl con p -o = L QED.

(Haﬂp + Hbﬂp)(

CALCULO DE LA NORMA. Sea 1 < p <« , g su complementario. Sea a = (an) € 2P,
b = (bn) AN Queremos obtener la norma en 2P en funcién de los elementos
de £9.

Vamos a probar que:

I) flal_ = sup )} J|a.b.| .
P Il <1 =1 o

©
Sea a € £ . Entonces su norma es:

He~18

11) lal, = sup

la;b. .
Hbulsl i

1

(=]

DEMOSTRACION., 1I) Si a € £P, ) |ailp = Haﬂg. Si Hbﬂq < 1 por la desigualdad

i=1

de Holder se tiene: izl la; bil < IIaIIp IIbIIq < Haﬁp
Elijamos un b adecuado de norma 1. Sea gi = |ai|p_1, b = (gi)
~0 . -1)\1/q _ ¢ pyl/q _ p/q
151 = (7 fa, |9 e oy qa Pyt o yagP/a,

4 i=1 i=1 % P

.. gi q S q
Definimos b, = —77 7 b = (b,). Entonces Hqu =1 : Hqu = -Z lbil =

lal i=1
P

» p-1 o
_5 dal el § o, eene

i1 fag?’e lal® 351 *

P 1%
I I A = L E TR
a. b.| = a, = a.|P = nal_.
i=1 * 121 1 pagpfe oy agpfe g E P
P P
Hemos probado asi que lal_ = sup 1 la; b.|
Ivl <1 i=1 * %
q

I ) la; byl < lal, ibl, < lal,.
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tal, = sup |ai| y sea 0 < |ank| — Jlal_. Basta tomar

i ‘

L () {51gn 3y, S1 oi=my,
i

0 en caso contrario. Entonces ) |a
I1) sigue. QED.

EJERCICIOS . 1) Si a & ¢P | HaHg = 7 |ailp = o, Demostrar que si
i=1

1 < p <«, entonces vale I).

2) Demostrar, para esos valores de p,que en I) puede reemplazarse] |ai bi|

por | Zai b.|.
En 1o que sigue usaremos la notacién:
a = (a,a,,...) = (a(1),a(2),...) ,

luego a = (an(1),an(2),...).

n

LEMA DE FATOU. Sea (pn(i)) una sucesidén de nfimeros no negativos,

P, = (pn(1),pn(2),...). Entonces: _Z l%ﬂ p (i) < l%ﬂ -Z pn(i).

i=1 i=1

DEMOSTRACION. Sea gN(i) = inf p_(i) ; luego
n
nzN
gN(i) < si n>=N, N fijo. Entonces
i

e~18
o
—
[=3
g

1

He
ne—18 ne-18
Lt

—

gN(i) < inf .z pn(i).
n2N i=

'8

Cuando N crece, gN(i) también crece para todo i vy
lim § gy(i) < lim (inf 1 p.(i)) = 1lim
N+w i=1] N+® n>N i=1 © i

. p,(1).

he~18

Aplicando el teorema de Bepo-Levi, o directamente, resulta:

©

} 1lim gy(i) = lim J gy (1). QED.

i=1 Now N+ i=1]

Probaremos a continuacién que Zos £P son completos, 0 sea, son espacios de
Banach.

oo

Si p== y (a_ ) € £ es de Cauchy, para cada i |am(i)-an(i)[ < lag-a i, <e;

luego (an(i)) es de Cauchy y existe a(i) tal que an(i) — a(i); entonces
n->-o



|an(i)—a(i)[ <e y la -al, = sup |an(i)-a(i)| < e.

Si1<p<ewy(a)E€ 2P es de Cauchy, la_-a I ——— 0 ; luego:
n,m>®

|an(i)_?m(i)| < "an_am"ﬁ Luego (an(i)) es de Cauchy y existe a(i) tal que

a (i) —— a(i) para todo i. En consecuencia,
N->-co

~1 8
he~18

e~ 8 3

. . _ . p .
lim Ian(l) am(l)l < lim
=1 m i

la (i)-a () ]P =
i=1

= 1lim Han-amug < e. El elemento a = (a(i)) € £P pues:
m
lal_ = la-a_+a | < la-a l_+ la ll_ <e + lla_ll_ < e,
P n np np np n p
Los 2P, 1 < p < =,son separables. En efecto, todos los elementos

forma:
(a(1),a(2),...,a(j),0,0,...)

: la_(i)-a_() [P =

de la

con a(i) racional para todo i,j, 1 < i < j, forman un conjunto numera-

ble y denso en £P.

Probaremos ahora que (ePyx = 29 51 1 < p < o,

Sea (£f(k)) € £P y (g(k)) € &9,

Definimos F(f) = § £(k) g(k).
k=1

F es lineal y acotada:

o

IFECEY] = | 1 £f00g() | < ] [£)g0)| < 1€l Ugl -,
k=1 P d

1 < )
(1) IFI < lgl_

Reciprocamente, sea F € (Kp)*;queremos probar que existe un i#Unico

g € £9 tal que F(f) = § £(kK)g(k) y |IFl = “g“q.
Sean e, = (1,0,0,...),
e, = (0,1,0,...),
én = (0,0,...,1,0,...),... y consideremos
N o 1/
hE - I £(Ked_ = (] [£1["H'P —— 0.
k=1 P N+1 N+
Definimos F(en) = g(n)
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N N N
= lim F( ] f(K)e ) = lim | £(k) F(e

F(f) = F(1im ]} £(k) e.) ©)
N+ k=1 N0 k=1 N k=1
= ) f(k) gx).
k=1
Tomemos f con IIfIIp < 1. Entonces: | § £(k) g(k)| < IFl vy
k=1
sup | ¥ f(k) g(x)| < IFl.
f£l <1 k=1
P
Por otra parte sabemos que: gl = sup | } £(k) g(k)| ; luego:
e <1 k=1
P
(2) lgl, < IFl <.
De (1) y (2) resulta IFl = Hg“q. QED.

EJERCICIO. Demostrar que C, es un espacio de Banach cuyo adjunto, cg, es
isométricamente isomorfo a £!.

EL ESPACIO C{0,1]. El espacio C[0,1] es el conjunto de las funciones reales

continuas definidas en [0,1]1. Si £(x) € c[0,1] , Ifl = sup [£f(x)|. Con es-
0<x<l
ta definicidén de norma CI[0,1] es un espacio de Banach.

iCuidles son sus funcionales lineales?. El teorema de representaci6én de Riesz

nos darid la respuesta.

Para ello primero recordaremos

LA INTEGRAL DE STIELTJES. Sea f(x) una funcidén continua en el intervalo
[a,bl, a(x) de variacidén acotada; definimos la integral de Stieltjes de
f(x) con respecto a a(x) asi:

b n

[ 200 aat = 1in ) £E)(a0xp) - aly_ )

a i=1
donde a = x5 <x; < ... <X = b es una particién de [0,1], X; 4 <& <xg
y el limite se toma para mix (xi-xi_l) — 0.
Podemos suponer que a(x) es continua a derecha en (0,1) y a(0) = 0; en este

caso diremos que a(x) estd normalizada.

TEOREMA DE F.RIESZ. Sea A una funcional lineal continua sobre C([0,1]). En-
tonces existe exactamente una funcidén a(x) de variacidén acotada normalizada

tal que 1
A(f) = J f(x) do(x) para todo f(x) € Cl0,1].
0
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DEMOSTRACION. Consideremos una sucesidn {fn} de funciones continuas, cre-
ciente y acotada; en consecuencia fn(x) tiende a una funcién acotada f(x),

la cual no es necesariamente continua.

La serie |A(fn+l-fn)l es convergente. En efecto, sus sumas parciales ve

n=1
N N N .

rifican ] |A(f -f)] = I O AGE(E ,-f)) = A ! (£ ,,-f) y la serie
n=1 n=1 n=1

* (f2 - fl) t (f3 - fz) * ... es en valor absoluto menor o igual que

[f2 - fl] + [f3 f2] + ... 0= £(x) - fl(x).NLuego,

an1 (£ -t < [f(x)-f,(x)| <C y |A nzl (£ ,,-£)] < IANC.

En consecuencia’la serie Af1 + A(fz—fl) + A(f3—f2) + ... converge y sus Su-

mas parciales que son iguales a Afn tienden a un limite finito. Escribamos
Af := lim Af

n-ro n
Veamos que este limite estd bien definido.

Si f es continua,el teorema de Dini asegura que fn —— f y sigue aque la nue

va definicidén de A coincide con la anterior. En caso contrario supongamos

que dos sucesiones crecientes {fn}, {gn},de funciones continuas,tienen el

mismo 1imite f; veamos que las sucesiones {Afn} y {Agn} también tienden al
mismo limite.

Supongamos que fl < f2 < f3 < ... yrque g, <8, <g3 ... (si no fueran es

trictamente crecientes reemplazamos {f } y {g } por las sucesiones {f - %};
1

{gn - E})

Dado m existe n tal que fm < g, (Supongamos que esto no suceda. Sea Ki =

= {x: fm(x) > gi(x)}; Ki es un conjunto cerrado no vacio contenido en [0,1].
Como las g; crecen,los Ki decrecen y son compactos. Entonces existe Xx erﬁKi.
Alli fm(x) =2 lim gi(x) = f(x) contradiccidn).

Andlogamente,para cada g, existe fp tal que gn(x) < fp(x) para todo x€(0,1].
Podemos formar entonces una sucesidén creciente fml < gnl < fm < g, < ...
que tiende puntualmente a f. Sabemos que la sucesién

{Af_ ,Ag ,Af ,Ag

m, ng m, n2,...} converge. Luego,lim Afm = 1im Afn = lim Agni =

i
= 1lim Agn. Esto es, 1la funcional A estd bien definida para toda funcidn f
acotada la cual es el 1limite de una sucesidén creciente de funciones conti-
nuas.
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Sean f y g dos funciones del tipo considerado y fn t f, g, t g. Entonces

A(f+g) '1im A(fn+gn) = lim [A(fn) + A(gn)] = lim A(fn) + 1im A(gn) =
A(g).

También vale A(Xf) = AA(f) si X = 0.

= A(f)

Definamos A(f-g) = A(f) - A(g) y observemos que la relacién f-g = f1 - g

puede escribirse: f+g1 = fl + g. Entonces:

A(f) + A(gl) = A(f + gl) = A(fl + g) = A(fl) + A(g) vy concluimos
A(E) - A(g) = A(fl) - A(gl). Es decir, la definicidén es buena.
Supongamos tener fl’fz""’fm del tipo considerado.

iVale que A(tfli fzi - & fm) = iA(fl)i A(fz) £,,.¢t A(fm)?.

Agrupando las fi con signo positivo y las fj con signo negativo:

A((f + f + ...+ f - (£ L = A(f) - A =
(£, *+ £, n) - G, )) = ACE) - A(g)
f 4 \ g I
= A(f + ...+ A(S - A(f - A(f - .... Por lo tanto,
( ml) ( mr) ( mr+1) ( mr+2)

A es aditiva y homogénea (lineal) sobre una clase C' que contiene a C[0,1]

y que es un espacio vectorial.

Sea f t fecC', g TgelC y sup |f(x)-g(x)| = u ; si demostramos que
0<x<l

[A(f-2)] < ﬂAHu)tendremos "continuidad para esta extensidn de A".

Consideremos las funciones auxiliares hn(x) definidas de la siguiente ma-
nera:

h = f si Ifn(x)-gn(x)l <y

n n

j=n
1]

gtw osi £ (x)-g (X)) >

=
[t}

g,-w  si f (x)-g (x) < -uw




La continuidad de £y g implica la de h ; ademis th - gnHm< v y

hn t+ f. (Demostrarlo).
Luego |A(f-g)| = |lim A(h_-g )| = lim |A(hn-gn)| < Tim IANNR -g U < BAlu.

Sea X[c 4l la funcién caracteristica del intervalo [c,d] < (0,1). —X[C ]
es el 1imite de la sucesién creciente formada por las funciones continuas
fn(x) las cuales son cero fuera del intervalo (c-% ,d+%); -1 en (c,d) y 1i-

neales en los segmentos restantes. Es decir, todas las funciones caracteris

ticas de intervalos, cerradas o no, pertenecen a C' (completar la demostra-

cidn). '*L i
¢,d3

i
|
|
1
!
Y
d

opr =~ —— =

Definimos a(0) = 0; o(x) = A (XFO X]) si 0 <« x <1,

o~

L |a(xk) - a(xk_l)l = ]u(xl) - a(x0)| + |a(x2) -alx))F .. =

= |A(X[O’xl])| + |A(x(X1’X2])1 toeee T Aley Xpg )t ALe, X(xl’XZ]) o,
con g, = sgn A X[XO’XI], etc.. Luego kzlm(xk) - a(xk_1)| =

= A(E1 X[O,xl] * e, X(xl’XZ] + ...) < AN,

Esta acotacién no depende de la particién; luego a(x) es de variacidn aco-
tada y la variacidn total de o, 2 o, es menor o igual que lAl.

Sea f(x) una funcién continua en [0,1] ¥y sea.O = X, < X < X, < . .0 < x =1
una particidén del intervalo [0,1] . Notemos con gk un punto del intervalo

(xk_l,xk) y definamos la funcidn ¢(x)} como sigue:

p(x) = £(g,) si x € (x, _;,x.]
$(0) = £(g,).
Podemos escribir ¢(x) como sigue:
‘p(X) = f(El) XEO,X]_] + f(gz) X(XI,Xz] + ... F f(gn) X(Xn_l’Xn]-
Av(x) = f(g;) A X(0,%,1 * £(g,) A X(X1’xz] oo+ f(E ) A X(Xn—l’xn] =
= £(6) (alx)-a(0)) + £(£,) (alxy)-alx)) + ... + £(E ) (alx )-alx__)).
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Luego, por pertenecer vy a C' y f a C C C' tenemos:
|Af - Ayl = |[A(f-9)] < IAIIE - ol.

Si méx(xx-xx_II — 0 entonces ¢(x) tiende a f(x) uniformemente.

1
Como Ay tiende a J f(x) da(x) resulta
0
1
A(E) = f f(x) da(x).
0

Supongamos que g(x) se obtiene a partir de a(x) agregando la continuidad
a derecha en los puntos interiores de (0,1):

n

lim § £lg I lalx) - alx, ;)]

1
f f(x) da(x)
0

lin } £(g)alx) - o(x, .
k=

El Gltimo igual resulta al elegir una particién apropiada (de manera de e-
vitar que X, sea uno de los a lo sumo numerables puntos de discontinuidad.)
Luego:

1 1 ~
[ f(x) da(x) = J f(x) da(x).
0 0

Veamos ahora que a(x) es finica si estd normalizada.
Supongamos a(x), al(x) funciones de variacién acotada normalizadas; luego

B(x) = a(x) - al(x) es una funcidén de variacidén acotada normalizada. Si

1 1
A(E) = fo f(x) da(x) y A(E) = Jo f(x) dal(x) para todo f

1
luego 0 = J f(x) dB(x), para todo f.
0

Debemos probar que B(x) = 0. Sea
f(x) igual a 1 en el intervalo [0,d], cero en [d+%~,1] y lineal en

[d ,d+%] y sea d un punto de continuidad de B.

4
|
!
o 4 dtfn 4
d d+L 1
0= | £00 a0 ¢ [T £ ase0 ¢ [ £ a8 -
0 d d+=
a+l
- B(@) - 8(0) + [ T £0) dB(x) = B(A) - £(0) , pues
d
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-

d
‘f f(x) dB(x)} <V B[d,d&# —_— ya qde d es un punto de continuidad.
d n->o .

Luego B8(d) = B(0) = 0, y como B es continua a derecha y los puntos de con-

tinuidad son densos es necesariamente B(x) = B(0) = 0 en [0,1). Anidlogamen-
te se prueba que B (d) = B(1), QED.

OBSERVACION. C[0,1] es un dlgebra de Banach pues alli (f.g)(xj = £f({x).g(x)
y If.gh, < 1€l .0gh_.

Los homomorfismos de C([0,1]) son necesariamente continuos como ya observa-
mos antes y por lo tanto son funcionales lineales sobre C({0,1]). Es decir,

admiten la representacidén de Riesz recién demostrada.

Podemos definir un homomorfismo 8, aplicando f — f(xo) para cada
0

x, € [0,1]. Entonces

0
1
6x0 : £ — f(xo) = JO f(x) dSXO(x) s
donde S_ (x) es una funcidén continua a derecha en (0,1), que toma los valo-
Y
res 0 y 1, vy sb6lo ellos, y que verifica:

{ 1 si x> xg,

s, (x) =
o 0 si x < Xg+

Se demuestra que todos los homomorfismos son de esta forma.

4, OPERADORES EN ESPACIOS DE BANACH.

Sean B y R espacios de Banach sobre el mismo cuerpo de escalares y
T: B —> R una aplicacién u operacién lineal, es decir T(af + Bg) =

= aT(f) # BT(g) con dominio de T igual a B y rango de T un subconjunto de R,

Un operador lineal T es acotado si existe una constante K > 0 tal que para
todo f € B se verifica:

IITf!IR <K HfHB

Se verifica que: T acotado +« T continuo. La demostracién es semejante a la
de™ Teorema 1.1 y sg dard en el siguiente cCapitulo.

Definamos la norma del operador T

(1) ITI = sup  ATEN

= inf {K: HTfHR < KIIfIIB vfe B} .
o<lfllsl NN

Indiquemos con t(B,R) la familia de todos los operadores lineales acotados
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de B en R, Cuando B = R notaremos t(B).

DEFINICION 4.1, Si S,T € t(B,R) definimos

(s + T)(£)

(aT) (£)
Veamos que S+T € 1t (B,R).

S(f) + T(f)

aT(£)

(S+T) (af + Bg) = S(af + Bg) + T(af + Bg) = aS(f) + BS(g) + aT(f) + BT(g) =
=al(S+ TXM)) +8((S+T(g)). ~

B(S + TI(EXN = 0S(E) + T(EYN < US(EXN + OT(EXN < OSUNEN + FTHNEN =
= (st + ITHYUEN vy 0SS + TH < WSl + 17TH.

En forma andloga puede comprobarse que oT € t(B,R) y laTl = |a]lTI.

T(B,R) es un espacio vectorial y con la definicién (1) es un espacio norma-
do.

DEFINICION 4.2. Si S,T € t(B) definimos (T.S)(f) = T(S(£)).

Si T = S escribiremos T2 = TsT .

El operador T.S es lineal; veamos que es acotado [(TeS)(£)I = IT(S(E))I <
< BTHISEN < ITHRSHELN vy UToSI < ITINSI.

NOTA. En general la operacibn '"o" no es conmutativa.

TEOREMA 4.1, I) t(B,R) es un espacio de Banach.
II) 1(B) es un dlgebra de Banach.

DEMOSTRACION. Sea (Tn) una sucesién de Cauchy, HTn - TmH —_— 0.

n,m—

Luego para todo f€B8: HTn(f) - Tm(f)H = I(T - T <

< nTn - TmHHfH . 0; la sucesidn (Tn(f)) es de Cauchy en R que es com-

pleto,por lo tanto existe T(f) = lim Tn(f).
n
T(f) es lineal:

T(af + gg) = lim T (af + gg) = lim (aT (£) + BT (g)) =
n n
= o lim Tn(f) + 8 1im T (g) = oT(f) + 8T(g).
n

n
Ademds de ]nTnH - H}mﬂ| < IITn - TmH sigue que {HlnH} es de Cauchy, y en par
ticular 1la sucesién de normas estid uniformemente acotada: IT,! < K. En con-

secuencia: |T(f)Il < Kifl, es decir el operador 1limite es acotado.

Ademds: |T(f) - Tn(f)ﬂ = 1;m HTn(f) - Tm(f)u < I;m IITn - TmHHfH < elfl,
o sea, T - Tn“ gy T=1im T . OED.

n n



TRANSFORMACION ADJUNTA (U OPERADOR ADJUNTO).

Si T es un operador lineal y acotado de B en R; T induce un operador T* de
R* en B* llamado el adjunto de T que se define:
(T*F)(f) = F(Tf) , F e r* y fe€B.

T* estd bien definido pues si F € R*, T*F debe ser una funcional lineal aco

tada sobre B y esto resulta de que F y T son lineales y acotados.
Podemos considerar también el operador T** de B** en R¥**,

Indicaremos ahora algunas propiedades del operador T¥*,

TEOREMA 4.2. Sea T un operador lineal y acotado de B en R. Entonces:

i) . T* € 1(R*,B*)

ii) IT*I = QITI

iii)  NT**) = BT

iv) T#*#* extiende a T.

DEMOSTRACION. i), 1i) [(T*F)(£)| = |F(Tf)| < IFIITEN < IFYITHIf], entonces

IT*FI < ITINF) y de aqui resulta IT*1 <ITI.

Sea £ € B, T(f) € R,por el teorema de Hahn-Banach existe F € R* tal que
IFI = 1y F(Tf) = IT£l,luego: ITLl = [F(TE£)| = |[T*F(£f)| < IT*FIIfl <
< IT*WHFIOEN = UT*UN£0  y resulta ITI < IT*I.

iii) Sigue de i1i).

iv) TH**f*%(F)
que T**(¢(f))

i

£**(T*F) = (T*F)(f) = F(Tf) = (Tf)**(F) y hemos probado
e(T(£)). QED.

El siguiente esquema permite visualizar los operadores T* y T#*%,

o
;._]
v
Pl

B* R*

* % s
Th* R

L 4

L=
A
=3
E
=
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TEOREMA 4.3. i) (S + T)* = §* + T*

1

ii) (aS)* aS*

Si B =R iii) (ST)* T*5*

DEMOSTRACION. i) (S + T)*(F)(f) = F((S+T)(£f)) = F(S(f) + T(£f)) =
= F(Sf) + F(Tf) = (S* + T*)(F)(f).

ii) (a8)*(F)(f) = F((aS)(£f)) = F(aS(f)) = aF(S(f)) = aS*(F)(f).
iii) (ST)*(F)(£) = F((ST)(£)) = F(S(Tf)) = (S*F)(Tf) = (T*(S*F))(f) =
= (T*S*) (F)(£f). QED.

En la teoria de espacios de Banach hay tres teoremas fundamentales; el pri-
mero es el teorema de Hahn-Banach cuya demostracién ya hemos dado; el se-
gundo es el teorema de la transformacidén inversa de Banach y el tercero es
el 1lamado principio de acotacidn uniforme, o teorema de Banach-Steinhaus.

En lo que sigue usaremos la notacién:
Br = {f € B: Ifl <r}

Br(h) = {f € B: [f-hl < r}

En forma andloga notaremos las esferas de R.

TEOREMA 4.4, (de la transformacidn inversa de Banach). Sea T: B — R una
aplicacién lineal y acotada. Supongamos que T es biunivoca y sobre; enton-

c -1 . .
ces la transformacidén inversa T existe, es lineal y acotada.

DEMOSTRACION. Puesto que T es biunivoca y sobre, la aplicacidn T7! existe
y obviamente es lineal.

Para probar que T! es acotada daremos previamente los siguientes lemas.
LEMA 4.1, T_1 es acotada si y s6lo si T(Bl) D R para algln r.

DEMOSTRACION. Si T~ ! es acotada entonces existe K tal que

IT™"(g) 1 < Kigl, <K sig€Ry, osea T"'(R)) C By. Luego, Ry C T(B,) =

K°

= KT(Bl), esto es R C T(Bl)'

1/K

Reciprocamente,si T(Bl) ) Rr entonces B1 D T_I(Rr), o) B1 D rT_l(Rl),esto es
Bl/r > T_I(Rl) y esto significa que T™! es acotado con IT ! < %.

LEMA 4.2, T(Bl) es denso en alguna esfera de R.

DEMOSTRACION. Supongamos que T(Bl) no es denso en ninguna esfera de R, Esto

I-37 37



ya implica que ningln T(Bj) es denso en una esfera.

V(o) = Vokgo) una esfera cerrada de R ; puesto que T(Bl) no es denso en

Sea
ninguna esfera de R, T(Bli ? y(e) y existe g, € interior V(o), g, ¢ TiBli.
Entonces- existe V(l)(gl), una esfera cerrada de R con centro g tal que

radio V(l) < 1/2 radio de V(°), V(l)(gl) C V(°) y T(Bl) 0N V(l)(gl) =@,

Andlogamente resulta que existen g, (] V(i)(gl), g, & TiBz) y una esfera cer
rada V(z)(gz) tal que: radio V(z)(gz) < 1/2 radio de V(l)(gl) .
V(z)(gz) - V(l)(gl) y T(B,) nV(Z)(g,_) = 0.

Construfmos asi una sucesién {gi? donde cada g; es centro de V‘i) 3 g:4
y T(B,) n v a. {gi} es de Cauchy en R y existe g € R tal que

g = 1lim g, Y g€ ﬂV(n). Como T es sobre existen f € B con T(f) = g y m
tal qze lfl < m. Entonces f € Bm y T(f) € T(Bm). En consecuencia:

T(Bm) n v(m # @, contradiccién. QED.

LEMA 4.3, Si T(Bl) es denso en alguna esfera de R entonces también lo es
en una esfera alrededor del origen.

DEMOSTRACION. Si T(Bl) es denso en alguna esfera de R,TTEIT'D er(h); enton
ces existen g € er(h) y f € B1 tales que T(f) = g; eligiendo r adecuadamen
te resulta: R (g) C TTEIT.

Como T(Bl-fj = T(Blj—T(f) = T(Blj—g 2 —g+Rr(g)
TT?ﬁIT D R_y por lo tanto TTﬁ?T DR

-g+(g+Rr(01) = R_(0) sigue
/2" OED.

Continuaremos ahora con la demostracidén del teorema, debemos probar que 771
es acotado; por el lema 4.1 es suficiente probar que T(Bl) I Rr para algln r.
De los lemas 4.2 y 3 sigue que existe Rr C TiBli. Sea g € Rr C TiBli, demos -
traremos que existe f tal que Ifl <2 y T(f) = g. Esto implicard que

Rr C T(Bz) y entonces Rr/2 C T(Bl)’ demostrando asi el teorema.

Como g € TiBli existe una esfera Rr/z(g) tal que Rr/z(g) N T(Bl) # @. Sea
g, € erz(g) N T(Bl); existe fl € B1 tal que T(fl) =8 ng-glﬂ <r/2.
Ademis T(f1+B1/2) = T(B1/57+T(f1) =g * TiBl/Zi ¢, + Rr/2‘ Puesto que

fg-g,0 < 1/2 entonces g € Rr/z(gl), luego g € T(f1+B1/2); entonces

erzz(g) N T(f1+B1/2) # (3. Sea g, € Rr/zz(g) N T(f1+B1/2) , -luego:
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2 .
lg-g,1 <1/2° y existe f, € £,+By /o tal que T(£,) = g, ; If,-£,1 <1/2,

T(f2+Bl/22) = T(Bl/zz] + T(fz) =g, * Rr/22’ luego g € Rr/zz(gz) y en con-
secuencia g € Tif2+Bl/22); entonces Rr/23(g) N T(f2+B1/22) # 0.

3 2
Sea g3 € R /53(8) N T(£,+B;,,2), lg-g3l <1/27, g3 = T(f;), If,-£,1 < 1/2°.

Por induccién sobre n se tiene: T(fn) = 8. T(fn+B1/2n) = T(B1/2“)+T(fn) 2

2g, * R ond g y ME-£ 1 <1/2°70 g gl < /2%,

Tenemos asi una sucesidn {gn} tal que g, — &, y otra {fn} de Cauchy. En

. s 1 _
consecuencia, f = 1%m fn, £l < Hflﬂ + ﬂfz—flﬂ+ cee <1 4 7t ... =2y
T(f) = T(I%m fn) = 1%m T(fn) = 1lim g = g. 0OED

APLICACIONES DEL TEOREMA.

1) Recordemos que B ~ B si existe una aplicacién biyectiva T de B sobre B
y existen constantes K y K' tales que HTfD% < KHfHB < K'HTfH%.

Si existe T: B — B tal que T es biyectiva y acotada entonces B ~ 8. En
efecto, que 771 es acotada sigue del teorema de la transformacién inversa.

2) Sea B un espacio de Banach de dimensidén n (complejo). Sea {el,ez,...,en}
una base de B, podemos suponer "ei" = 1.

Sea T: C" — B definida como sigue:

= + +
T(al,az,...,an) a;e, + a,e, *... a e .

Puesto que e ,e,,...,e_es una base de B la aplicacién T es una biyeccién.
1’272 n
1 n
Sea a = (al,...,an) y supongamos en C la norma £ : IIaII1 =¥ |ai|. Entonces
i=1
= < = -
IT(a)l laje;+ aje,+ ... +ae i<|a| + ...+ la | Tal ;. En consecuen

cia Tl < 1 y por el teorema de la transformacidén inversa existe T ! acota-

da, y B ~ C™.

El teorema del gridfico cerrado de Banach tiene importantes aplicaciones
en Andlisis y es equivalente al teorema de la transformacién inversa.

Sean B y R espacios de Banach.

DEFINICION 4.3. Sea A(C B) una variedad lineal, T una transformacién lineal
definida en A a valores en R, T se dice cerrada si para toda sucesién
{fn} C A tal que fn —f vy Tfn —* g, entonces f € Ay Tf = g,

Si A =By T es acotado, se ve facilmente que T es cerrada. La reciproca no
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es cierta; el ejemplo méds importante lo dan los operadores autoadjuntos no
acotados en un espacio de Hilbert que son cerrados y cuyo tratamiento dife-

rimos al capitulo 2.

DEFINICION 4.4. Sea B y R dos espacios de Banach sobre el mismo cuerpo de

escalares; consideremos
Be R = {{f,g): £ €B, g €R}
Definamos la suma y el producto pdr escalares como sigue:
{f,g} + {f',g'} = {f + £1,g + g'},
af{f,gl = {af,ag}.

Con esta definicién de suma y producto por escalares B ®R es un espacio vec

torial.

Introducimos en B @ R la siguiente norma y probaremos que con esa norma
B ® R es de Banach:

1{£,g}l = 1€l + lgl.

Sea {{fn,gn}} una sucesidén de Cauchy en B ® R: O sea,

H{fn,gn} - {fm,gm}ﬂ 0; esto es an - me+ Hgn - g l——— 0.

_
n,m — m n,m —* ®

Las sucesiones {fn} y {gn} son de Cauchy en B y R respectivamente; luego
existen f € B, g € R tal que £ — £, g — g vy {f,g} = lim {fn,gn}.
n

DEFINICION 4.5. Si T: A C B — R definimos
G(T) = grdfico de T = {{f,Tf} : f € A}.

Es claro que si T es lineal, G(T) es una variedad lineal en B & R,
TEOREMA 4.5. T es cerrada si y sélo si G(T) es cerrado en B @ R.

DEMOSTRACION. Sea {f_ ,Tf } € G(T) tal que (£ ,Tf} — {f,g}, f — £,
TE — g. Como T es cerrada,f € A y g = Tf,entonces {f,g} € G(T).
Reciprocamente, sea {fn} C A, fn — fy Tfn — g; esto significa que
{fn,Tfn} — {f,g} v {f,g} € G(T) pues G(T) es cerrado; luego f € Ay g =
= Tf. QED.

TEOREMA 4.6. Sea T cerrada y A = B; entonces T es acotada.

DEMOSTRACION. Sea T cerrada, entonces G(T) (€ B ® R) es cerrado. Sea
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S: G(T) — B definida como sigue: S({f,Tf}) = f.

Es claro que S es lineal y biyectiva. Ademis

IS({£, T = H£fh < U£fh + UTEN = ﬂ{f,Tf}H,luego S es acotada; por el teore-
ma de la transformacidn inversa S-1 existe y es acotada:

1sTE(E)N = NCE,TEM = BED + ITED < US™YIIfI y de aquf sigue que:

ITEl < (HS_IH - 1) Ifl, es decir T es acotada. QED.

APLICACION. Supongamos que en espacio B tenemos definidas dos normas | |I1 y
f "2 de modo que con cada una de estas normas el espacio B es de Banach.

Si anﬂl — 0 implica anﬂz —> 0 entonces existen constantes m y M tales

I£l
que 0 <m <-ﬂ—f-“i<M. En efecto, sea T: (B,I 1) — (B,1 1,) , T(f) = f.
2

Supongamos fn — £ vy Tfn — g. Entonces fn—f —i~i—+ 0 y esto implica
1

fn-f W_WE* Oy,luego f = g = T(f) y T es cerrada; por el teorema 4.6,T es aco

tada; como T es biyectiva T'1 también es acotada. QED.

PRINCIPIO DE ACOTACION UNIFORME.

DEFINICION 4.6. Una familia de operadores T, : B — R se dice puntualmente
acotada si para cada f € B, ﬂTn(f)ﬂ < K(f), para todo n.

DEFINICION 4.7. Una familia de operadores T :B —R se dice uniformemente
acotada si HTnu < K para todo n.

Es claro que si {Tn} es uniformemente acotada entonces es puntualmente aco-
tada.

El principio de acotacidén uniforme afirma que la reciproca es vialida.

TEOREMA 4.7. Sea {Tn}una familia de operadores continuos de un espacio de

Banach B en otro R. Si HTn(f)H < K(f) para todo n, entonces existe K'tal
que IT 1 < k' para todo n.

Previamente demostraremos el siguiente lema:

LEMA 4.4, Si existe una esfera Br (fo) de radio r o> 0 y centro fo
(o]

tal que la familia {Tn(f): f e Br (fo), n =1,2,...} es acotada, entonces

{HTnH} es acotada.



DEMOSTRACION., Supongamos que para f € Br (fo) y para todo n,nTn(fDH < K.
Qo

Sea g € Bro(O),entonces g+f, € Bro(fo), T (g) = T (g+f))-T (£f)),

IT ()1 < AT (g+£ )1 « AT _(£)1 < 2ZK. QED.

Veamos a continuacidén la demostracidén del teorema.

Supongamos que {HTnH} no es acotada. Entonces dada Bro(fo) existen

f1 € Br (fo) y un indice n, tal que “Tnl(fl)" > 1. En consecuencia existe
° .

una esfera B_ (f,) tal que B_ (f,) ¢ B_ (f ) y tal que
r, 1 T 1 r o

[o]

T
< 7?. Luego existen n, y f2 € Br (fl)

sup HTnl(h)H > 1. Elijamos r .

heBrl(fl)

1

tal que IT_ (£,)h > 2, etc..
n, 2
Siguiendo con el proceso encontramos que dado j existen n. y

fj € Brj_l(fj_l) tales que HTnj(fj)H > j, Yy existen Ty Brj(fj) tales que
T,
-1 .
B_(f.) cB (£. ), r. < -3 y sup KT ()1 > j.
LTI Tijop 317 2 heB, (£) "3
J

La sucesién {fj} es de Cauchy y por lo tanto hay un f € B para el cual

fj — £; luego f € B_ (fj) para todo j y IITn (£)I > j, contradiccidn. QED.
k| b

OBSEPVACION. La hip6tesis de que B es completo es esencial en la demostra-
cidn del teorema.

COROLARIO. Sea {fn} una sucesioén en B tal que f —> f en la B*-topologia.

Entonces anﬂ < K para algin K > 0.

DEMOSTRACION. fn — f en 1la B*-topologia significa que F(fn) — F(f)
para todo F € B*., Pero F(fn) = f;*(F) donde f;* € B** y ¢(fn) = f;* ; en-
tonces f:*(F) — f**(F) para todo F € B* ; luego para todo F

1£2*(F)I < K(F). Por el teorema 4.7, If**| < X, o sea HE_ I < X QED.
Una estructura mids general que la de espacio de Banach es la de espacio de

Fréchet. Esta a su vez es un caso particular de espacio vectorial topolé-
gico.
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COMPLEMENTOS. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS.

DEFINICION 4.8, Un espacio vectorial topoldgico es un espacio vectorial E,
real o complejo, tal que su topologia es Hausdorff y es compatible con 1la
estructura de grupo aditivo, y tal que la aplicacién (A,x) — A.x es con-
tinua.

Probar que la aplicacidn (A,x) — A.x es continua équivale a probar 1las
tres propiedades siguientes:

i) para todo X, € E, la aplicacién A — Axo es continua en A = 0.
ii) para todo Ao escalar, la aplicacidén x — on es continua en x = 0,
ifi) (A,x) — A.x es continua en (0,0).

Enunciaremos a continuacién dos teoremas que generalizan resultados ya vis

tos al tratar la teoria de espacios de Banach.

TEOREMA 4.8. Si F es un espacio vectorial topoldgico de dimensidén n enton-
ces es isomorfo a C® (o R® de acuerdo a su cuerpo de escalares). Es decir,

n
para toda base (el,ez,...,en) de F la aplicacidn (gl,...,gn) — 7 Ei e
i=1

i

de C"en F es bicontinua.

COROLARIO. Sea E un espacio vectorial topoldgico y M una variedad lineal ce
rrada de E. Sea F un subespacio de E de dimensién finita. Entonces M+F es
un subespacio de E.

(En particular, un subespacio F de dimensidn finita es cerrado en E).

EJERCICIO. Un subespacio de dimensidn finita en B* es B-cerrado. Un subes-
pacio de dimensidén finita en B es B*-cerrado.

Convenimos que un conjunto convexo es uno tal que con cada dos puntos con-
tiene el segmento que los une. Un espacio vectorial topolégico se dice con-
vexo si tiene una base de entornos (del origen) convexés.

DEFINICION 4.9. Sea E un espacio vectorial topoldgico. Una funcién a valo-
res reales no negativa, definida en E, seri llamada una seminorma Si veri-
fica: p(Ax) = |2]|.p(x) y p(x+y) < p(x) + p(y), para todo x,y € E, » € C (o
al cuerpo de los reales si el espacio es real).

Hay estrecha relacién entre seminormas y ciertos conjuntos convexos. Noso-
‘tros nos limitaremos a tratar la llamada funcional de Minkowski que se defi
ne sobre espacios normados. De todas maneras con lo dicho podemos enunciar
el siguiente importante resultado.
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TEOREMA 4.8. i) (tedérema de extensidn de Hahn-Banach) Sea p una seminorma

en el espacio vectorial topolégico E y f una funcional lineal sobre un sub-
espacio M C E con l£(x)| < ptx) para todo x € M. Entonces, existe una fnl.
lineal F sobre E que extiende a f y verifica |F(x)| < p(x) para todo x € E.

ii) (teorema de separacién de Banach) Sea E un espacio vectorial topoldgico
convexo, y sean A y B conjuntos convexos disjuntos y A abierto. Existe en-

tonces una funcional lineal continua F sobre E tal que F separa A de B, es

decir, F(A) n F(B) = 4.

ESPACIOS DE FRECHET.

DEFINICION 4.10. Un espacio de Fréchet es un espacio vectorial en el que
estid definida una distancia invariante por traslaciones, es decir,d(x,y)
= d(x-y,0). Respecto a esa métrica el espacio es completo y la aplicacidn
(A,x) — X.x es continua

Todo espacio de Banach es de Fréchet y todo Fréchet es un espacio vectorial
topolédgico. El siguiente resultado es el principio de acotacién uniforme en

estos espacios y el siguiente el teorema del grafico cerrado.

TEOREMA 4.10. Sea {Tn} una sucesién de aplicaciones lineales continuas de
X en Y, espacios de Fréchet,
Sea T(x) = lim T_(x) ; entonces:
nre I
i} 1lim Tn(x) = 0 uniformemente en n

x>0
ii) T es una aplicacidén lineal continua de X en Y,

EJERCICIO. Demostrar el teorema 4.10 si X e Y son de Banach (Usar teorema
4.7).

TEOREMA 4.11. Sea T una aplicacién lineal de X en Y, ambos de Fréchet.
i) Si T es continua, T transforma abiertos en abiertos.
ii) Si T es una inyeccidn continua entonces T_l es continua.

iii) Si T es cerrada entonces T es continua.

EJERCICIOS. 1) Si B y>R son de Banach y {T,} es una familia de operadores
distinguimos tres tipos de convergencia:

I) CONVERGENCIA UNIFORME. Se dice que Tn converge a T uniformemente si

HTn-TH — 0 (en norma).
n > <«
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II) CONVERGENCIA FUERTE. Se dice que T  converge a T fuertemente si vV f

e B,Tn(f) — T(£f) (Puntual).

I11) CONVERGENCIA DEBIL. Se dice que Tn converge a T débilmente si para
todo f € B, para todo F € R*)es F(Tn(f) —> F(T(f)): esto implica
F((Tn-T)(f)) — 0.

Se verifica ficilmente que: B

convergencia uniforme = convergencia puntual = convergencia débil.

Las reciprocas no valen en general.

2) Sea S una variedad lineal en B¥*, Sl = {f € B: F(f) = 0 para todo F € S1,
Sll = {G € B*¥: G(f) = 0 para todo f € Sl}. Se demuestra que: »
S es B-cerrado si y s8lo si § = Sll.

Sea {Fl,...,Fj} CB* GeB*yM, = {x: F(x) = 0}. Probar que:

- 3 j
G = % o. F. <= M,2 N M
jop 11 =1

(Usar el ejercicio que sigue al corolario del teorema 4.8).

FUNCIONAL DE MINKOWSKI. Sea N un espacio normado. Diremos que K C N es con-

vexo en sentido estricto si se verifica que:

fgek - HEex

Diremos que K es convexo en sentido amplio si se verifica que:
f,g e K=>Af + (1-0)g e X, 0 <A< 1.

Si K = K entonces K es convexo en sentido estricto si y s6lo si lo es en

sentido amplio.

DEFINICION 4.11. Un cuerpo convexo es un convexo cerrado con interior no

vacio.

La esfera unitaria de un espacio normado es un conjunto convexo; la pregun-
ta es i cuidndo un conjunto convexo define una esfera unitaria para cierta

norma?.

Sea X un cuerpo convexo tal que 0 (el origen) pertenece al interior de
o
K (X).

Definimos M(£f) = inf {a: a >0 y § e K}.

Esta es la funcional de Minkowski.



TEOREMA 4.12.

1) M(f) < o para todo f €N,
2) Si f € K entonces M(f) < 1 y si f € 3K entonces M(f) = 1,
3) M(f) + M(g) = M(f+g)

4) M(bf) = b M(f) si b >0,

5) M(f) < Alfl para toda f € N.

DEMOSTRACION. 2) Como f € K implica que todo un entorno de f estd contenido
en K obtenemos M(£) < 1. 8i f € 3K, M(f) < 1. Supongamos M(f) < 1, y sea

f' e Nrg aue por hipdtesis es un entorno del origen contenido en K. Enton-
ces existe € > 0 tal que (1-2)"1f €K, vy (1-6)[T§E] + e¢f' € K; es decir:
f+eNr C Ky f ¢ 35K.

3) f/lae K, g/b ek » L0 (£/a) + R (e/b) € K

= (f+g)/(a+h) € K = M(f+g) < a+b = M(f+g) < M(£) + M(g).

=

5) Si lf/al < r entonces f/a € X. Luego, M(f) < Ifll/r = A.Ifl. (Es decir,

A puede elegirse como el inf{% : Nr < K}). QED.

DEFINICION 4.12. Un cuerpo convexo se dirid equilibrado si:
fe K = eiwf € K para todo ¢
(si el cuerpo es real se reemplazari ey por -f).

DEFINICION 4.13. Un cuerpo convexo se dird acotado si sup [fll < «,
fex

TEOREMA 4.13. 1) Si K es equilibrado entonces M(f) define una seminorma.Ade
mas M(f} < 1 &= f € K, M(f) = 1= f € K.

2) Si K es equilibrado y acotado entonces existe B tal que vf &€ N es

Tff < BM(£f), y M define una norma equivalente a .l cuya esfera unitaria es
K.

3) En las mismas hipbtesis que 2) si N es de Banach y f0 € 0K entonces exis-
]
te F € N* tal que F(fo) =1y |F(f)|] <1 en K.

K
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DEMOSTRACION. 1) sigue de 4) del teorema precedente.
2) Sea h > 0. Vale entonces la siguiente relacién:

h.MhK(f) = MK(f).

Sea ¢ el menor entero positivo tal que ch O K. O sea, N1 2 h.K donde

h = 1/cr. Luego, si f € N1 entonces [fl < MhK(f) = % MK(f) = cr. M(f) =

= B.M(f).

Cf. ahora 5) del teorema precedente.

3) Si (N,l.1) es de Banach entonces también 1o es (N,M(.)), y una fnl. lineal
es continua en uno si y s6lo si 1o es en el otro. Sea F € (N,M(.))* de nor-

ma 1 tal que F(fy)) = 1 = M(£f,). Entonces IF(f)] < 1.M(f) < 1 si f € X,
OED.

EJERCICIOS.

f +g
1) B se dice uniformemente convexzo si FE B = lg I =1 y “ nz n| — 1 im-

plican an—gnﬂ — 0. Sea K un convexo en B uniformemente convexo Yy

d = inf Ifl. Si {f } € X y |If | — d entonces If_-f | ——— 0. O sea,
n n n m
fek n,m>o

si K = K entonces existe f € K tal que Ifl = d.
Sug.: £ := £ /If 0 = I -F1 — 0 = [f -f£ 1 — 0.
n n n n m n m

(2P y LP(0,1) son uniformemente convexos si 1 < p < =),

1

. <0 . -
2) Demostrar que ni £ ni £ son uniformemente convexos.

Sug.: en el espacio de pares reales la norma «» y la norma 1 responden a los
siguientes diagramas:

2 *2

1 f f+g 1 f+g




CAPITULO II. ESPACIOS DE HILBERT.

1. INTRODUCCION.

1.1. Un espacio de Hilbert H, es un espacio de Banach - o sea un espacio vec
torial normado y completo - en el que estid definido un producto escalar

(x,y), que verifica:
1) (x,x)

2)  (x,y) = (¥y,x) v x,y € H

1xl?

3)  (ax,y) = Aalx,y) v x,y €H

4)  (xy* x,,y) = (x,y) * (xp,Y) .

Con estas propiedades resultan inmediatamente:

5)  (x,Ay) = X(x,y)

6) (XQYI+YZ) = (x!y1) + (X’yz)'

Dos vectores x e y se dicen ortogonales, y se nota x 1 vy, si (x,y) = 0.
Obsérvese que un producto escalar con estas propiedades determina la norma
del espacio. Reciprocamente, la norma en un espacio de Hilbert determina el

producto escalar (que verifica las propiedades de 1 a 4) mediante la identi

dad, (que se demuestra fdcilmente desarrollando el miembro derecho):

(x,y) = (Hx+yH2 - Hx-ynz + i||x+iyu2 - in—iynz)/4 (Férmula de Polaridad),
Ademds, cdlculos muy simples permiten demostrar:

Ix+yl? + Ix-y1? = 201xp? + Iyl?) Vv x,y € H (Ley del Paralelogramo)

y que si x 1 y entonces Hx+y"2 = Ix1? + Hsz (Teorema de Pitdgoras).
Se puede demostrar que en un espacio de Banach donde vale la Ley del Parale
logramo, el lado derecho de la férmula de polaridad define un producto esca
lar - lado izquierdo - que determina la norma del espacio: (x,x) = ixl2.

Es decir,un espacio de Banach en el que se verifica la ley del paralelogra
mo, es un espacio de Hilbert.

En un espacio de Hilbert vale la desigualdad de Cauchy-Bunjakowski-Schwarz:
[ (x,y)| < Ixi . Iyl v x,y € H.

En efecto, como

0 < Ix-ayh? = (x-ay,x-ay) = (x,x) - X(,y) - AGGY) *+ [A2(y,y)

tomando

A= %ELX% (para y # 0) obtenemos,
Y,y
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|(x,y)|2 < IxI? Hyﬂz. Es decir, |(x,y)! < Ixl Iyl v x,y € H,

DEFINICION. Un funcional lineal F: H —— C se dice acotado, si existe alglin
M= 0 tal que |F(x)| <M iIxl ¥ x € H,

Si F es acotado, se 1llama norma de F al nfimero

IFl = inf {M:|F(x)| <M lIxl Vv x € H}

Observemos que

inf {M: |F(x)] < M.lIxl v x € H} = sup {lfiill} = sup {|F(x)|}.
xeH Ix Ixi=1
x#0

‘Enunciaremos ahora el teorema de Hahn-Banach, que brinda un resultado bédsi-
co para la teoria de los espacios lineales normados, al asegurar que: todo
funcional lineal y acotado sobre un subespacio cerrado de un espacio de Ba-
nach B, puede extenderse a un funcional sobre B conservando la norma; es
claro, en particular, que propiedades verificadas sobre uno de tales subes-
pacios y traducibles mediante un funcional lineal acotado, valen naturalmen

te sobre todo el espacio.

TEOREMA DE HAHN-BANACH. Sea B un espacio de Banach, M un subespacio cerrado
y F un funcional lineal definido en M y acotado, F: M — C, entonces exis-
te una extensidén de F a todo B que preserva la norma.

COROLARIO. Si x, € M (M subespacio cerrado de B), existe un funcional 1i-
neal en B tal que:

1Y FM) =0 2) F(xa) # 0 3) WUFl =1
4) F(x,) = dist (x,,M) := inf on—mH = d.
meM
En efecto. sobre el subespacio M + [xo] = {Axp + m; X € Cy m € M} se defi
ne F(Ax, + m) = Xd; F estd bien definida, es lineal y si A = 0 entonces

[o]
F(m) = 0. Ademis:

I¥l = sup _dl sup 4] = 4] - lal . 1.

Ax Fmo IAxg + ml meM  lxg, + ml inf JIx  + ml [d]
meM

M +[x]] es cerrado, como puede verificar el lector. Entonces, por el teore
ma de Hahn-Banach, F puede extenderse a todo B preservando la norma. Q.E,D.

Un resultado fundamental en la teoria de espacios de Hilbert es la siguien-

te caracterizacidén de funcionales lineales, cuya demostracién omitimos.
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TEOREMA DE F. RIESZ (de representacién de funcionales lineales acotados en

un espacio de Hilbert).

Si F es un funcional lineal acotado definido sobre H, existe ¢ € H tal que
F(x) = (x,9¢) V x € H, y tal ¢ es Gnico.

Por otra parte, la desigualdad de Cauchy-Bunjakowski-Schwarz asegura que ca
da ¢ € H, define, por medio de (x,¢), un funcional lineal acotado F tal que
IEl = lel.

Los resultados anteriores aseguran la existencia de vectores ortogonales a un
subespacio propio. En efecto, si M es un subespacio cerrado de H, M # H ¥y

z ¢ M, el teorema de Hahn-Banach afirma la existencia de un funcional line-
al acotado F tal que F(M) = 0 y F(z) # 0.

Por el teorema de representacidén de Riesz sabemos que existe un (nico ¢ € H
tal que F(x) = (x,¢) V x € H; luego ¢ # 0y ¢ 1L M,

Recurriendo al lema de Zorn, se ve ahora que existen sistemas ortonormales

{eu} C H, (es decir, (ea,es) = § maximales respecto a esta propiedad.

as) b
Tales sistemas se llaman bases o bien sistemas ortonormales completos, y se
verifica el teorema de las bases, que asegura que dos bases cualesquiera de

un espacio son equipotentes.

En lo que sigue nos limitaremos a considerar el término espacio de Hilbert
en un sentido estricto y original: espacio de Banach con producto escalar
y base infinita numerable.

(Es obvio que l1la existencia de una base finita reduce el espacio en cuestidn
a un espacio euclideo ordinario).

Se comprueba ficilmente - usando, por ejemplo, la desigualdad de Bessel que
se menciona luego - que si un espacio de Hilbert tiene una base infinita nu
merable, toda otra tiene la misma propiedad (que es la versidén del teorema

de las bases que colma nuestras necesidades).

1.2. Nuestro objetivo inmediato es caracterizar a los elementos de H en tér
minos de una base ortonormal {ei} del mismo. A tal fin veamos primero los
siguientes resultados:

PROPOSICION 1. En un espacio normado se verifica la siguiente desigualdad:

[Ixd - byl < Ix - yl.
En efecto, Ixl = Ix-y+yl < Ix-yl + lyl; entonces Ixl - Iyl < Ix-yl ,anélogg
mente Iyl < lx-yl + lxl, o sea Iyl - Ixl < Ix-yl.
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PROPOSICION 2. La norma es un funcional continuo. Es decir, si X, — X

entonces lIx i — fxl.
Resultado inmediato a partir de la proposicién anterior.

PROPOSICION 3. El1 producto escalar es continuo (en ambas variables). Es de-

cir, si X — X e y —> 7Yy, entonces (xn,yn) — (x,Y).

En efecto, |(x_,y ) - Goy)| < [0 -x,y) * (x,y_-¥)]

< OG-y I+ TGOy -y < X =xbay I+ ixi-dy -yl — 0.

PROPOSICION 4. Si x 1 X, Y X — Yy entonces x Ly.

n

Demostracidén inmediata a partir de la proposicién anterior.

También necesitaremos el siguiente resultado de la teoria de la integral:

LEMA DE FATOU. Si {fn} es una sucesidén de funciones medibles no negativas
entonces,

[
J (1im fn) dp < 1im J fn dun

n->e n-o

OBSERVACION. En particular se verifica una desigualdad andloga para series.

Veremos en el préximo teorema que si {e;} es una base ortonormal de H, es

todo elemento del mismo se escribe de una Gnica forma

decir (ei,ej) = dij'
a.e. y en el sentido que | ] a.e. - x| — 0 si N — =,
i=1 ** i=1 t*

~18

como X =

Pero antes algunas observaciones. Si x € H y admite una representacién:

0

x = ] a.e, , entonces
i=1 * 7
N , N
|"X" - ".Zl aieiﬂl < "X - izl aiei" —E:;—* 0 Y ademas N
N N N N
2 2
[ Z a e, 1 = (.Z aiei,_z ae.) = Z |ai[ ;  luego

) s 2 2
lx1 Z ‘ — 0, 0 sea |ai| = Ixl° < o,
i= i=1

00
P - . - 2
Reciprocamente, si una sucesién {ui} verifica J lail < « entonces
i=1
N
x=1im | a..e, =

. 1 1 .
N> 1=1 i

It ~18

o.e.
1

, €s un elemento del espacio, pues
1 1
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i=1 SEE 5 U i=n+1 b7 i=N+1 Pt ianer 7
M 2 N
= ) o, | ———— 0. Es decir, la sucesidén { }J a.e.} es de Cauchy vy
. 1 . 1 1
i=N+1 N, Mo i=1 .

por lo tanto convergente a un elemento del espacio.

OBSERVACION 1. La representacién x = | ase; es Gnica pues
i=1
N N
,e.) = (1lim .e.,e.) = lim .e.,€.) = 0o..
(x el) (Niw jzl 0LJ J l) Norco (jzl oLJ J el) al
OBSERVACION 2. Si x = ) oa.e. e y= ) B.e. , entonces la serie
. 1 1 . 1 1
i=1 1=1
) aig converge absolutamente y ademids (x,y) = |} al_i.
i=1 i=1

Biei)l = i.

1

T~
i 12
Q
®
-

N e~122

<\/I§ lai|2-\/l§ 18,12
i=1 i=1

Es claro que esta acotacifn se mantiene para cualquier rotacidén de los su-

N J—
Zl aiBi

mandos uigi, en particular para aquella que hace aiEi 2> 0; o sea

N _ N _ N 5 N )
| 1o = DlogBl <\ /1 ol Llelt < xiidyl <=
i=1 i=1 i=1 i=1

<0

io que indica que la serie ) oy Ei es absolutamente convergente y que
i=1

(x,y) = ] «a.B..

En general, si {e;} es un sistema ortonormal, completo o no, vale la des<-

gualdad de Bessel: ) I(x,ei)[2 < Ix1? pues:
2

1
m m 2.1/2 . .
"kil (x,ek)eku = (kzl (x,ek) ) coincide con la norma de un vector y del

subespacio generado por {el,...,em}. Ademds, x-y 1 {el,...,em}. Entonces,

m
) [(x,ek)l2 <iIx1? v m y por lo tanto se verifica la desigualdad de
=1

Bessel. (En este argumento {ei} no necesita ser numerable).
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TEOREMA 1. Si {ei} es una base ortonormal de Hy S = {x € H: x = ] aiei}

entonces S = H.

DEMOSTRACION. Debemos demostrar que V x € H, Z(x,ei)ei = x. Pero por lo ya
visto la serie converge, digamos a g € H. Como V j, (x,ej) = (g,ej), si

x#g existird e = (x-g)/lx-gl ortogonal a todo elemento de la base, contra-
diciendo la maximalidad de {ei}. Q.E.D.

Este resultado equivale a la completidad de H. Veamos esto. A tal fin debe-
mos probar que si {xn} es una sucesidén de Cauchy contenida en S, entonces

existe x = 1lim x_ € S. Si {xn} de Cauchy, Ix -x I — 0 para n,m —
T-yo0 i

b

. _ ° n n _ n m; _ _
y six_ = 121 aje; entonces o, = (x ,e.) ¥ ]ui ai| = |(xn,ei) (xm,ei)l =

= |(xn—xm,ei)| < Ix -x I ——— 0 independientemente de i; es decir,la su-
n,m>%®

.2 n - ~ n «
cesidn {ai} es de Cauchy v i vy ademis a; —* o, uniformemente respec-

n->oo
to de i. Luego,
) |a.|2 = §J (1im [a7]7) 1im ( § (e3]”) = 1im yx_ | <« , en otras pa-
. 1 1 — 1 — n
i=1 i=1 n»e  i=] n->®
labras, el elemento x = | a.e. €S
i=1
2 T n 2 v . n_ m?
Por otra parte, como fkx_-xI" = } |at-a.| =7 1lim |aT-aT| <
n . 1 1 . _— 1 1
i=1 i=1 mo>

< g n_ m 2 - 2 2 - .
lim ) Jor-a%| = 1im Ix_-x 1° <€ para n suficientemente grande , se tie
m>° i=1 1 1 m->® n m

OBSERVACION. Dos espacios de Hilbert son isomorfos. Es decir, salvo isomor-
fismos, hay un solo espacio de Hilbert (en el sentido estricto que hemos con
venido en aceptar).

1.3. EJEMPLOS DE ESPACIOS DE HILBERT.
De lo visto anteriormente resulta claramente que un modelo que realiza

nuestro espacio de Hilbert es el 12 = {(a;,a,,...): ] |ai|2 < =},
i=1
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1
El espacio L% = {f: J |f|2 dx < =} es también un espacio de Hilbert, con el
0

1‘ — .
producto escalar (f,g) = J f g dx , y el conjunto

0
{fne L2 ﬁ#x) = e2ﬂinx, n entero} es una base del espacio. Esta filtima afir-
macidén se prueba fécilmente, ya que es inmediato que el sistema

. ) 2mi
{e2“1nx; n entero} es ortogonal; y si ¢ € L2 es tal que ¢ L e minx n, es

1 : 1
decir si j weZﬁlnx dx = 0 ¥ n, resulta f ¢.sen(2r nx) dx = 0 y
0 0

1
J ¢.cos(2r nx) dx = 0 v n, por lo tanto ¢ es ortogonal a todo polinomio
0

trigonométrico. Entonces por el teorema de aproximacidén de Weierstrass, ¢

es ortogonal a toda funcidn continua, es decir ¢ es ortogonal a un subespa-
cio denso de L?. Resulta entonces de la continuidad del producto escalar que
v L LZ, o sea ¢ = 0.

OBSERVACION. L2 ~ 12,

2. OPERADORES EN ESPACIOS DE HILBERT.

2.1, DEFINICION. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador A — aplicacién 1li-
neal de H en H — se dice acotado si existe una constante C no negativa tal
que lAxll < C lIlxl ¥ x € H. A la menor de tales C se la llama la norma del
operador A y se escribe lAl. En otras palabras, A = inf {C:lAxI <C Ixl ,x€H},

Se prueba facilmente a partir de la definicién, que si A y B son dos opera-
dores acotados, entonces A+B y A.B son acotados; y si A es acotado, X A
también lo es Vv X € C,

TEOREMA. Si A: H — H, entonces A es un operador acotado si y solo si A es

continuo.

DEMOSTRACION. Sea A acotado y {Xn} C H tal que x  — x. Como llAx -Ax| =

= HA(xn-x)u < C uxn-xu — (0, resulta que Axn — AXx,0 sea A es contimuo.
n->o° n—-v

Reciprocamente, sea A continuo, entonces la imagen inversa de un entorno es
un entorno. Llamando S1 = {x: IxI <1} , A_l(Sl) es un entorno de cero y por
lo tanto existe una esfera Su = {x: Ixl < a} tal que Sa c A"I(Sl), luego

A(Sa) C Sl' Ademis, cualquiera sea y € H, y # 0, el elemento LY e s y

fyl o
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ARy €5

es decir JA(ZL)| <1, o sea IAyl <
Iyl

Iyl

lyt, v y € H. Q.E.D.

Q|

1’

2.2. OPERADOR ADJUNTO.

S1 At H — H es un operador acotado e y € H, la identidad F(x) = (Ax,y) de-
fine un funcional lineal acotado F, dado que

(1 | (Ax,y)| < 1Axl .yl < DAL Ix] . Hyl

Entonces, por el teorema de representacidn de funcionales acotados existe un
Gnico z € H tal que F(x) = (Ax,y) = (x,z) V x € H. De este modo a cada

y € H se le puede asociar univocamente un z € H, quedando establecida asi
una correspondencia A*: H —— H, definida por A*y = z, que verifica (Ax,y) =
(x,z) Vv x,y € H. Es decir, para cada operador acotado A, existe otro opera-
~dor A* tal que (Ax,y) = (x,A*y). Tal operador se llama adjunto de A y ademis
la desigualdad (1) muestra que es acotado.

A partir de la definicidén de operador adjunto, resultan inmediatamente las
siguientes propiedades,

1) (A+B)* = A* + B*
2) (AoB)* = B* o A*
3) O (MA)* =X A* ¥ A eC

4)  Axx = A

Ademds [A*} = Al , pues como LLELEll—Q Ixl vz # 0 y para x = z es
izl
liéiill = Ixi , resulta x| = sup llE;Ell ; entonces
lhxh z izl

* *
fTAF = sup Jaxh _ sup | (ax )l = sup |(X A )l = sup TAryl | A%
x x| x,y BxI 1yl x,y IxI Iyl y Iyl

DEFINICION 1. Un operador lineal y acotado A: H — H que coincide con su
adjunto se llama autoadjunto.

NB. Al estudiar 12 vimos que (12)* puede identificarse con 1%. La funcional

(.,.) que establece la dualidad entre ambos espacios es:
(" fge1® ¢ (£g) = ] £(Dg) =66 , G6e (1)
i

(Sigue entonces que (12)** también es isométricamente isomorfo a 12). Pero:
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(f,f)# 1£0% en general, pues 1e1? = (£,£) = (f,f ) Sea H = 12,
operador lineal acotado: H — H, y A su adjunto: H* — H*, sabemos que

A = AA. En efecto, A estd definido por la relacidén: (Af,g )= (£,Rg ) Sin

Si A es un

embargo si usamos la representacién de Riesz de la funcional lineal G debe-

mos escribir:

(**) G(f) = (f,g) = (Cf,g)).

El adjunto A* definido para espacios de Hilbert actda, como A, también sobre
H, vy de manera que: (Au,v) = (u,A*v)., Asi (M)* = XA*., Esto es consecuencia
de la antilinealidad del producto escalar. Las siguientes igualdades mues-
tran la relacidn entre A* y A cuando éste es interpretado como operador de

12 en 12:

i) (Af,F )= (Af,h) = (f,A*h) = (£,Al) = A*h = AR ;

i)  (RA*)(h) = A*(%h) = A(Rh) = AQR) = (AA)(W).

No todas las aplicaciones de H en H que nos interesardn tienen, como las con
sideradas hasta ahora, dominio H.

Sea DA = {x € H: A estd definida en x} = dominio de A.

DEFINICION 2. Un operador lineal A se dice simétrico si,

i) DA es denso en H

ii) v x,y €D, , (Ax,y) = (x,Ay).

Es inmediato que un operador simétrico acotado con dominio H es autoadjun-
to.

Reservamos el adjetivo "hermitiano' para indicar operadores autoadjuntos de
este Gltimo tipo.

2.3. OPERADOR PROYECCION.

Comencemos observando que todo subespacio cerrado de un espacio de Hilbert,

si no es de dimensidén finita, es también un espacio de Hilbert.

Sea M un subespacio cerrado de H, M # H. Si {el} es una base del espacio M,
esta puede extenderse a una base ortonormal {e;} de H, de modo que {e;} =
= {el} U {el'}.

PROPOSICION 1. Todo elemento x € H se puede escribir de una fnica forma como

X = X;+x, con x; €M y x, € My o= {x: x L M},

2

56 I1-9



DEMOSTRACION. Si x € H es x = ] (x,e.)e. =] (x,e')e! + J (x,e!')e!' =
i=1 1 1 s s s £ t t

= X, * X,y como e; 1 eé' VY s,t resulta que x, € M vy X, L M. Por otra par
. 4

te si x = X; * Xy =y, *y, con X;,Y; € M y X,,yY, € M, entonces (xl-yl) +

+ (xz-yz) = 0, o sea X17Y1 = "X,*Yy,, pero como (x1~y1) EMy (xz—yz) 1l M de-

be ser X7y = X,-y, = 0. Q.E.D.

NOTACION. Convendremos en usar la siguiente notacidén, que resulta muy adecua
da para el desarrollo de las secciones que siguen.

Si M1 y M2 son dos subespacios de H y Ml 1 Mz(*)escribiremos,
M, e M, = {x1+x2 X EM Yy x, € Mz} sy si M, D M,
M, eM = {x:x¢€ My, vy x 1 Ml}.

Entonces si M es un subespacio cerrado de H, resulta H = Me (HeM) y Hoe M= M
también es cerrado. En otras palabras, cualquiera sea x € H se escribe de u-

na finica manera como x = X;*x, con x; €My X, € HeM; a este Gnico elemen-

to X, € M, determinado por x, se lo llama proyececién de X sobre M.

DEFINICION. A la aplicacién PM: H — M, que a cada elemento x € H le hace

corresponder su proyeccién en M, la llamaremos proyector sobre el subespa-
cio M.

Resulta inmediatamente de la definicién que el operador Py es lineal vy aco-
tado con norma HPMH =1siM#{0}.

TEOREMA 1. Si P: H — H es un proyector entonces verifica las propiedades,

1) p? - P (el operador es idempotente)

2) Pl

1T y P*# =P (el operador es Hermitiano).

Reciprocamente, si P: H —s H es un operador idempotente y Hermitiano existe
un subespacio cerrado M de H tal que P = PM'
DEMOSTRACION. Si P es el proyector sobre el subespacio M, claramente

M = {x: Px = x} = P(H), y por lo tanto la propiedad 1) es evidente.

2) Si x,y €H es x = X, *x, e y = Y, *y, con X,y € My XysY, 1l M. Entonces
(Px,y) = (X;,y,*y,) = (x;,y;) y (x,Py) = (x*x,,y,) = (x;,y,), es decir
(Px,y) = (x,Py) vV X,y € H, por lo tanto P = P¥*,

(*) Y m, €M €M, vale m, 1 m,.

v om, 2 1 2

1 1’
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Reciprocamente, sea P: H — H un operador Hermitiano e idempotente. Tomando
M = P(H), por ser pZ = p y acotado, resulta que M = {x: Px = x} y ademés ce-
rrado. Por lo tanto vy y € H es y = Pyy+x con x L M, o sea con Px = 0 pues

(Px,z) = (x,P*z) = (x,Pz) = 0 v z € H. Entonces P y = p (PMy) + Px = PMy

v y € H. Q.E.D.

En sintesis, un proyector es un operador acotado, idempotente y simétrico.

DEFINICION. Se dice que dos operadores definidos en M, A y B conmutan, y se
nota A— B si AoB = B oA.

TEOREMA 2. Valen las siguientes proposiciones,

1) M1 1 M2 si y solo si PM1<>PM2 = PMZO PM1 =0

2) Si PMI\, PMz entonces PMl + PM2 - PMl o PM2 es el proyector sobre el

subespacio Ml + M, la clausura de la suma vectorial de M1 y M,. En este ca-

so, M, + M, = M1 + Mz'

1 2
3) a) M, DM, si y solo si P, oP, =P oP =P
1 2 Ml M2 M2 Ml M2
b) M; O M, si y solo si HPMZXH < HPMle Vx € H.
c) M, 2 M, si y solo si Py - Py = Py om
1 2 1 2
4y 1 - P, es el proyector sobre H e M.

M

5) Si Ml 1 M2 entonces PMl + PM2 es el proyector sobre M1 & Mz.

DEMOSTRACION. 1) Sea M1 L M, y sea M3 el complemento ortogonal del subespa-

cio Ml ® M,. En estas condiciones se tiene que H = M, ® M, ® M, y si xeH

1 2
es x = xl+x2+x3 Yy naturalmente PMiX = X5, entonces PszMlx = Pszl =0 vy
PMlpsz = PMIXZ = 0, es decir PM1PM2 = PM2PM1 = 0.
Reciprocamente, consideremos que PMIPM2 = PMZPMl = 0 y tomemos m; € Ml’
m, € Mz, se tiene asi que (ml,mz) = (PMlml’PMsz) = (PMZPMlml,mz) = 0,por lo

t .
tanto M1 1 M2

2 _ - e . . . _
)} Sea PM PM Es de verificacidén directa que PM + PM PM PM es un
1 2 1 2 1 72
proyector. Ademds se tiene que PM .PM x = x si y sélo si x € M1 N MZ' En efec
1 2 -
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to, supongamos que PM PM x = x. En este caso P x = PM (PM PM x) = PM PM x=
1 72 1 1 1 72 1 72
=x, oseax€M,yP x=P (P, P, x)=P (P, P x)=P P x=x, 0
1 M2 M2 M1 M2 M2 M2 M1 M2 Ml

sea X € M2, por lo tanto x € M1 N Mz. En otras palabras, hemos probado que
p_.P, =P si y s6lo si P, — P_ .

Ml M2 MlﬂM2 M1 M2

Retomando nuestra demostracién comprobemos que (P, +P_ -P_ P ) x = x si

MM, MM,
y solo si x € M1+M2: Si x = (PM +PM —PM .PM ) x , como
1 2 1 2
x=P, x+P x-P P x=P x+ P x -P x , entonces x € M, +M, .Esto
M1 M2 Ml M2 Ml M2 MIF\MZ 1 2

probard que M;+Mjses un subespacio (cerrado) de H, (en general no es cierto
que la suma vectorial de dos subespacios es un subespacio), tan pronto que-
de probado que esos x llenan M1+M2.

Sea x = m1+m2 € M1+M2 , entonces (PM + PM - PM PM ) x = m, o+ PM m, +
1 2 1 2 1
+ P m +m, -P P m -P P m, =m +P m + P m +m, -P m -
M2 1 2 Ml M2 1 M1 M2 2 1 M1 2 M2 1 2 M2 1
- PM1m2 =m + m, = X.
Por 1o tanto, P + P - P _P =P .
My M) MM, My M,

3) a) Suponiendo Ml D M2 es M1 = (Ml e Mz) ® M2 , Si llamamos M3 = HeoeM

se tiene que H = (M1 e M2) ® M2 ® M3. Luego V x € H es x = X *X,+X4 , pOT

lo tanto P, P, x =P x, =x, =P x y P P x =P (x,+x,) = x, = P x
M1 M2 M1 2 2 M2 M2 Ml M2 1 2 2 M2
es decir P_ P =P P =P .
MM My My M,
Reciprocamente, si vale la igualdad anterior y x € M, es P, x = P (P, x) =
2 Ml Ml M2

= Psz = X, 0 sea X € Ml'

b) Si Ml D Mz’ vimos en (a) que H = (M1 e MZ) ® M2 ® M3 Yy ¥V x € H es

~ 2 2 _ 2 2 2
X = X, +X,*X,, entonces HPM xh” = Hx1+x2H Hxlﬂ + HXZH > HXZH =

1

2
HPM x|l ¥ x € H.

2
Reciprocamente, sea HPM x| = IIPM x|l v x € Hy supongamos M, s) M, .
1 2
Entonces existe x € M2 tal que x €& Ml’ por lo tanto PM X = x = PM x + x'
2 1
' 2 _ 2 _ 12 2 2
con 0 # x' L P, x , luego IP_ xI° = {xI° = P, x + x'l° = P, x[° + (x"|°>
M M M M
1 2 1 1
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P IIPM xI? contradice la hipétesis.
1
Por lo tanto debe ser M1 D MZ'

c) Si M1 D MZ’ usando la misma descomposicién de H que en (a) y (b), resulta

(p - P, )x =x, =P X.
M1 M2 1 M1 9M2
Reciprocamente, si P - P = P se tiene, P = P - P + P =
’ lVI1 M2 MleMz’ ’ Ml Ml M2 M2
= P + P s luego P _ P = P, (P + P ) =P y andlogamente re-
MlOM2 M2 M2 M1 MZ MleM2 M2 M2
sulta PMlPM2 = PMZ. Por lo tanto M1 D Mz’

4) Es consecuencia inmediata de (3c¢).

5) Es consecuencia inmediata de (1) y (2). Q.E.D.

EJERCICIOS. Sea P = Py y A y B aplicaciones lineales de H en si mismo. Sea
T un operador lineal acotado de H en H.

i) A(M) CM, A(HeM) CHeM = AP = PA,
ii) A— 3B, N=A"1(0), R = A(H) = B(N) CN, B(R) CR,
i1i) IT*TI = ITI?,

iv) existe la inversa de I+T*T, (I+T*T)_1, y es un operador acotado.

(iii) HTH2 = sup (Tx,Tx)/Htz = sup (x,T*Tx)/HxH2 < IT*TI ;

iv) xi’ o+ 1Tx1? = ((I+T*T)x,x) < B(I+T*D)x0.Ixl implica IxlI < I (+T*DxI ;
I1+T*T es 1-1 y autoadjunto. Todo operador hermitiano y biunivoco tiene ran-
go denso. Sea y € Hy {x,} tal que (I+T*T)x, — y. Entonces {(I+T*T)(x,)!}
es una sucesién de Cauchy. Luego {x les una sucesidén de Cauchy. Sea

x = 1lim x,. Luego y = (I+T*T)x. O sea (I+T*T)(H) = H. El1 teorema de la

transformacién inversa de Banach implica que (I+T*T)_l es acotado, y de lo

visto sigue que Su NOTMa NO Supera a uno).

NB. La densidad del rango de un operador hermitiano y 1-1sigue de la siguiente

PROPOSICION. El espacio nulo de una transformacidén lineal acotada A es el

complemento ortogonal del rango de su adjunto A%*.

En efecto, Ax = 0 sii (Ax,y) = 0 vy € H sii (x,A*y) =0 VyeH sii
x 1 A*(H).

2.4. OPERADORES ISOMETRICOS.

60 II-13



DEFINICION. Un operador U: H —> H se dice <sométrico si
(Ux,Uy) = (x,y) v x,y €H.

Un operador isométrico y sobre se llama unitario.

OBSERVACION. Todo operador isométrico es acotado pues,

IIlel2 = (Ux,Ux) = (x,x) = Hx"z.
PROPOSICION. U unitario si y sdlo si U*.U = U.U* = T,

DEMOSTRACION. Si U es unitario en particular es isométrico y acotado; por
lo tanto existe el adjunto U* que verifica (x,y) = (Ux,Uy) = (x,U*.Uy)
¥ x,y € H, o sea U*.U = 1.

Por otra parte (Ux,U.U*y) = (x,U*y) = (Ux,y) V¥ x,y € H, y como U es sobre,
debe ser U.U* = I. O sea U.U*¥ = U*.U = I.

Reciprocamente, si U verifica la igualdad anterior, U debe ser sobre, pues

-1

en este caso U* = U™, y ademds (x,y) = (x,U*Uy) = (Ux,Uy) v x,y € H. Es

decir U es unitario. Q.E.D.
En otras palabras, un operador U: H — H es unitario si y s6lo si U™1 = U*,

De la misma manera se ve que U es isométrico si y s0lo si U*.U = I. O sea U

es unitario cuando y solo cuando es isométrico y U.U* = I,

EJEMPLOS. 1) En el espacio 12 consideremos T definido por

T
(xlsxzy"')x ’---) —_— (O’X °)

n 10%p0 0

Obviamente T es isométrico pero no unitario.

2) Sea el operador U definido en L2(-m,m) de la siguiente manera

Uf = 1 J e—ixyf(y) dy , entendiendo por f ... el limite en L2 de

vam

N .
f e **Y£(y) dy, que existe Vv f € LZ(-w,w).
-N

U es unitario.

Este resultado es el teorema de Plancherel y U se llama el operador de Fou-

rier-Plancherel.

2.5. OPERADORES COMPLETAMENTE CONTINUOS.

DEFINICION. Un conjunto X C E se dice precompacto si de toda sucesién
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{x,} € X se puede extraer una subsucesifén convergente.

Si de cada sucesidén de elementos de X se puede extraer una subsucesidn con-
vergente a un elemento de X se dice que X es compacto.

En los espacios de dimensién finita los conjuntos precompactos son los con
juntos acotados, y los compactos los acotados y cerrados.

Estas afirmaciones no son ciertas en los espacios de dimensién infinita.

Precisamente, la condicién que caracteriza la dimensién infinita de un espa

cio de Banach, es que la esfera unitaria (acotada y cerrada) no es compacta.

Por ejemplo, si H es un espacio de Hilbert y si la sucesién {e,} C H es una

base ortonormal, entonces {ej} no contiene ninguna subsucesidn convergente
. -e.l = V2 i j .

pues ||e1 eJH v VvV i¢#j

Los operadores lineales sobre espacios de dimensidén finita preservan la pre
compacidad. Esto equivale a decir que transforman conjuntos acotados en pre
compactos. No ocurre lo mismo con los operadores acotados sobre espacios de
dimensidn infinita.

Esto sugiere que para lograr que operadores acotados definidos sobre espa-
cios de dimensién infinita tengan mis propiedades en comlGn con los defini-
dos sobre espacios finito-dimensionales, es necesario exigirles condiciones

mids fuertes que la continuidad.

DEFINICION. Un operador se dice completamente continuo si transforma conjun

tos acotados en conjuntos precompactos.
PROPOSICION. Todo operador completamente continuo es acotado.

DEMOSTRACION. Sea A un operador completamente continuo. Si A no fuera acota

do, existiria una sucesidn {xn} tal que Han =1y HAan > n. Q.E.D.

TEOREMA. 1) Si A es un operador completamente continuo y B un operador aco-
tado, entonces AB y BA son completamente continuos.

2) Si A es completamente continuo A* también lo es.
3) Si Ay B son completamente continuos, A+B también lo es.

4) Si {A_} es una sucesidn de operadores completamente continuos y A es un

operador tal que [A - AnH — 0, entonces A es completamente continuo.

DEMOSTRACION. Omitiremos por el momento la demostracién de (2) y dejamos al
lector las demostracicnes de (1) y (3).

Para la demostracidén de 4) usaremos el siguiente corolario de un teorema de
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Hausdorff: "Un conjunto E C H es precompacto si y sGlo si V e > 0 existe
una e-red (*) precompacta de E".

La versidn méds conocida de este teorema se refiere a e-redes finitas, de la
cual se deduce inmediatamente la enunciada.

Sea entonces {A_ } una sucesidén de operadores completamente continuos tal que
A - Anﬂ —> 0. Para demostrar que A es completamente continuo basta pro-

bar que si S es la esfera unitaria, entonces A(S) es precompacto.
Dado € > 0 existe n_ tal que IA -A | <¢ . Entonces ¥ x € S es
[o]

(A - A, )xl <e,0 sea lAx - A xl <e, es decir V x € S, Ax dista de A x
[o] [e} [o]

en menos de e, por lo tanto Al (S) define una e-red precompacta para A(S).
o
Q.E.D.

EJEMPLOS DE OPERADORES COMPLETAMENTE CONTINUOS.

1) En 12 e1 operador A: 12

|2

— 1% definido por la matriz infinita {ajk},que

verifica § la., |® <«, del siguiente modo
ik
[o9]

AlXy,Xy,000) = (¥y,¥y,...) donde y; = kzl ag, X,

Verifiquemos en primer lugar que A estd bien definido:
2.1/2
); .

) |xk| Entonces
k=1

oo

DT dag 17 T 0 = 0 Tla 97 Ix 12 =M7 |x <
i=1 k=1 1K 1 K i=1 k=1 kT T2k k

M

Por otra parte, definiendo para cada n el operador An por:

Anx = (yl,yz,...,yn,0,0,...), resulta que An es, para cada n, acotado y de

rango finito-dimensional, por lo tanto completamente continuo.

. 2 o 2 o 5 2 - 2 = 2
Ademds (A - AxI® = § |y.|° = | ¥ a, [“< 7 ¥ Ja. 1.7 |
a ntl * AN el wly i L PR
(A - An)xﬂ o o 9
Entonces ———— <} () la; J%) —55— 0, o sea IA - A I — 0.
Ix i=n+l k=1 o n

Por lo tanto A es completamente continuo.

2) Otro ejemplo de operador completamente continuo es el siguiente.

(*) La unidn de esferas de radio € con centros en los puntos de la e-red
cubre E.
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1¢1
Sea K(s,t) un nicleo de Hilbert tal que J f |K(s,t)l2 ds dt = M < «, Enton-
0/0
ces el operador K: 12 — 12 definido por

1
K(£f) = g(s) = {O K(s,t) £(t) dt , v £ e L%0,1 ,

es completamente continuo.

Veamos en primer lugar que el operador estd bien definido y es acotado.

1
De |g(s)] = |J;K(s,t) f£(t) dt| < f0|K(s,t)||f(t)| dt resulta |g(s)| <

< ([ 1K(s,t}|" dt) (Jolf(t)l dt) , entonces lgl, <M Ifl,.
0

. 2
Para ver que es completamente continuo, sea {¢n} una base en L (0,1) vy

pongamos Xk = (f,¢k), Yk = (K(f) ’¢k) = Lg,wk)' Entonces yi = (gs‘pl) =
= JJ K(s,t) f(t) @iisi ds dt = JJ ¢i(s) K(s,t) (} X, wk(t)) ds dt =
k

= E (” K(s,t) ¢, (1) ¢, (s) ds dt) x, = 12{ a5y Xp-

2 -
Por otra parte jzk‘ajk| <= pues a;, = J[ K(s,t) ¢k(t) @i(s) ds dt =

= (J K(s,t) wi(s) wk(t) ds dt = ((K,npi 5;)) donde ((...)) designa el produc

to escalar en Lz((O,Ux(0,1)). Como el sistema {wi.az} es un sistema ortonor

mal en este espacio, los ajk son los coeficientes de Fourier de K(s,t) en

tal sistema, por lo tanto ) Ia.klz <
ik 3
Finalmente, la correspondencia f — (xl,xz,...) define un isomorfismo de

L2(0,1) en 12, y la accidén de X en L2 se reduce a la de {ajk} en 12. Del e-

jemplo 1) se concluye que K es completamente continuo.

3. TRES TEOREMAS FUNDAMENTALES.

Uno es el teorema de Hahn-Banach que ya mencionamos en §1 de este capitulo.

Los otros dos son el teorema de Banach-Steinhaus y el del griafico cerrado.

TEOREMA DE BANACH-STEINHAUS. Si {F4} es una familia de operadores acotados

de un espacio de Banach B1 en otro B2 tal que v x € B1 existe CX para el
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cual HFaLx)H < CX independientemente de o (es decir si la familia {Fa} es
puntualmente acotada), entonces existe una constante C tal que HFGH < C (la

familia {Fa} es uniformemente acotada).

Como una aplicacién de este teorema demostramos el siguiente:

TEOREMA DE HELLINGER-TOEPLITZ. Sea A un operador lineal simétrico con

DA = H ((Ax,y) = (x,Ay) v x,y € H). Entonces A es acotado.

DEMOSTRACION. Sea A en las condiciones de la hipdtesis y supongamos que no
es acotado, entonces existe {yn} C H tal que Hynﬂ =1 vy uAynn — ®,

Definamos para cada n, el operador Ln(x) = (x,Ayn) ¥ x € H. La familia
{L,} resulta una familia de funcionales lineales continuos (HLnH = HAynH) y
puntualmente acotada pues ]Ln(x)| = |(Ax,yn)l < JAx|l. Entonces es uniforme-

mente acotada, es decir,existe una constante C tal que [Ln(x)l < C Ixt v x,
vV n.
I 2

Luego HAan = (Ayn,Ayn) = Ln(Ayn) < C HAynH ¥ n, o sea HAynH <C v n.

Contradiccidn! Por lo tanto A es acotado. Q.E.D.

Se demostrd entonces que: A simétrico con dominio H es 1o mismo que Hermi -
tiano.

TEOREMA DEL OPERADOR INVERSO (Banach). Si T es un operador lineal acotado,
biunivoco y sobre de un espacio de Banach B, en otro B,, entonces T-! es
acotado.

Ilustraremos este teorema con la demostracién del siguiente
COROLARTO (TEOREMA DEL GRAFICO CERRADO). Si T es un operador de un espacio

de Banach B; en otro B, y si el grifico de T es cerrado (como subespacio
de B, sz), entonces T es acotado.

DEMOSTRACION. Sea Gpr={(x,Tx) ¢ x € By} el grafico de T. Gr es un espacio

de Banach respecto de la norma I{x,Tx)| = x| + |Tx| pues por hipdtesis GT
es un subespacio cerrado del espacio de Banach B, x B, con norma:

fex,yrl = dIxl + uyl.

La transformacién t: GT — B; definida por <t((x,Tx)) = x es biunivoca y

sobre. Ademds es acotada pues

It (Cx,Tx)) b = Ixl < Ixl + Tx) = |{x,Tx)I
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Entonces el teorema del operador inverso asegura que T_l: B1 — Gp es aco-

tado. Sea C tal que
Ith GO = Ix, Tl = Ixl o+ ITxl < C Ixl v x € B,

entonces ITxl < (C-1).ux v x € Bl' Q.E.D.

Se deja como ejercicio para el lector probar que el teorema del grédfice ce

rrado implica el del operador inverso.

EJERCICIO. (Proceso de ortogonalizacidn de E.Schmidtj.

i) Sea gys-++,8, UN conjunto de vectores del espacio de Hilbert H linealmen
te independientes. Existe un sistema ortogonal e;,...,e , ¥ normalizado:
le;l = 1, que genera el mismo subespacio:
gz - (gz’el)el .
e, = g. /g, b ; e, = Do ; si g =
Lo 2 g, - (g,,e el k
2 2°71 1
=g, - (g,e e, - oo - (g sep_1)€_1 » € = gi/ug&ﬂ ;
ii) €, = 0y 8
€2 T %21 81 T %y &y
€3 T %31 8 T %35 8y T %33 83

€, = %1 gl o i e + SO gn ,
donde O # 0 para k = 1,2, ,n.,
1ii) Demostrar que si G = 1 'y
(g,,8,) (89,8;) .. (g,,8))
G, = (8,,85) (g5,8,) .. (8,,8,)
(gy58,) (85,80 - (g.,8)

entonces G, #0 , k=20,...,n,

iv) (g,,2;) (gy,8)) .. (g.,8))
S B R EERCEREEERERE

k (€58 1) (88, 1) -+ (g8 )
&1 82 e Bk

NB. Puede demostrarse que C = 1/\/Gk Gk—l'
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4. ALGUNAS OBSERVACIONES SOBRE OPERADORES HERMITIANOS.
1) Si A es hermitiano entonces (Ax,x) es real v x € ¥ :

(Ax,x) = (x,A*x) = (x,Ax) = (AXx,x) V¥V x € ¥ .
2) De la desigualdad |(Ax,x)| < IAl.IxI2 resulta

Al = sup Ax,x) N cualquiera sea el operador acotado A.

xed  lIx1?
3) Si A es hermitiano entonces JAl = N.
En efecto: V¥ )\ real se tiene,
2 _ 1 1 1 1 1
NAxI® = Z[(A(Ax by Ax), (A x + T Ax)) - (A(xx - X—Ax),(kx by Ax))] <

Ax, 2

< N+ B2 4y o A2y F02ixi? + Lojaxn?

A A

Como el minimo del miembro de la derecha de 1la desigualdad se alcanza en

2 _ lax

= e se tiene que:
T 4

1Ax 12 < N lAx|.lIxl. Por lo tanto N = |A}.

4) Probemos ahora que si DA = ¥y (Ax,x) es real Vv x € X, entonces A es her
mitiano.

Consideremos la identidad:

(1) (T(f+g),f+g)-(T(f-g),f-g)+i(T(f+ig),f+ig)-i(T(£-ig),f-ig) = 4(Tf,g).
Cambiando f con g y conjugando se obtiene:

(I1) (f+g,T(f+g))-(£-g,T(£-g))+i(f+ig,T(£+ig))-i(f-ig,T(f-ig)) = 4(f,Tg).
De (Af,f) = (Af,f) = (f,Af) » (I) y (II), resulta que A es hermitiano.

5) Un operador A se dice positivo si (Af,f) 20 Vv f € 7.

Entonces, todo operador (hermitiano) positivo tiene rafz #nica positiva. Es

decir, si A es positivo, existe un dnico B positivo tal que B2 = A.

(No se demuestra este resultado por ahora).
5. ESPECTRO DE UN OPERADOR.

DEFINICION 1. Sea M un subespacio de ¥y P su proyector. Diremos que el sub-
espacio M reduce al operador A si Px € DA y APx = PAx vy x € DA.
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DEFINICION 2. Un ntmero complejo A se dice un punto regular del operador A,
si el operador RA = (A - AI)"1 estd definido en & y es acotado.

El operador R, se llama resolvente del operador A.

A

DEFINICION 3. Se llama espectro del operador A al conjunto de puntos no re
gulares de A, y se nota o(A). Es decir,

o(A) = {A: »€C y A es no regular}

Si el operador A - Al no es biunivoco, entonces el operador (A - >\I)'l no

existe. En tal caso se dice que ) pertenece al espectro puntual 9 de A.

Si existe (A - AI)'1 y el rango de (A - AI) es denso en Xy A € o(A), se di
ce que X pertenece al espectro continuo o, de A. Si X € 0 y existe

(A - xI)'l pero el rango de (A - AI) no es denso en ¥ , se dice que ) perte

nece al espectro residual o, de A.

OBSERVACION. 0 = 0 wyU =0 UOo UOoT .
P ~p P c r

Enunciaremos ahora una serie de propiedades que valen para operadores acota
dos definidos en ¥:

1) @ # o(A) € {a: |r|] < IAI} 3 o(A) es cerrado.

2) o(A*) = o(A) (o6 (A) es el conjugado de o(A)).

3) Supongamos que exista el operador acotado AL, Entonces,
s(A™h) = (oA = u: w7 e o(a)}

4) Si p es un polinomio: o(p(A)) = p(o(A)).

5) Si A es hermitiano, entonces o(A) es real (es un conjunto de nimeros

reales) y IA] = sup |A].
Aeo(A)

6) Si A es completamente continuo y hermitiano, entonces o(A) tiene a lo

mds al cero como punto de acumulacidén y todo punto distinto de cero del es-
pectro pertenece a Up y es de multiplicidad finita. (Esto significa que el
correspondiente espacio de autofunciones es de dimensién finita y a la di-

mensidn de este espacio es a lo que se llama multiplicidad del autovalor).

Un operador hermitiano con estas propiedades es completamente continuo.

7) El espectro de un operador unitario verifica:
o(U) € {jz} = 1}.

No demostraremos por ahora estas propiedades.
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6. OPERADORES CON DOMINIO CONTENIDO PROPIAMENTE EN H.

Estudiaremos ahora operadores cuyo dominio no es necesariamente todo el es-
pacio. De todas maneras siempre se supondrd que el dominio es una variedad

lineal, a menos que se aclare explicitamente que esto no ocurre.

6.1. PROLONGACION DE OPERADORES.

DEFINICION. Dados dos operadores T y T', se dice que T' prolonga - o extien
de - a T, y se nota T' DT, si DT, o) DT y T' =T en DT.

T' es entonces una extensidén de T.

TEOREMA. Si T es un operador lineal y acotado en Dy, entonces existe un Gni

~

co T que prolonga T a Dy y IT1 = ITH.

DEMOSTRACION. Sea {xn} c DT tal que X — X & DT' Como T es acotado se

tiene que ITx - Tx | = IT(x_. - x )I € C.Ix_ - x | —— 0. Entonces exis-
n m n m n m n ,m->°°

te un Gnico y tal que Txn —_— y.,

Definiendo Tx = y es facil ver que esta es una buena definicién. Por lo
tanto T prolonga a T y Dg = 5;.
Veamos que ITI = ITI: Como T O T debe ser ITI > |TI. Por otra parte, si

X € 5; existe {x } C D, tal que x, —— x, entonces

ITxl = 1im HTan < 1im HTH.Han < ITh.lxl,0 sea ITI < ITH Q.E.D.
n>

Este teorema asegura que todo operador acotado T con dominio Dp denso en &

se puede extender a todo el espacio conservando la norma y en forma dnica.
Si T1 y T2 son dos operadores con dominios DT y DT respectivamente, se de
1 2 -

finen los operadores T1+T2 y TI'TZ del siguiente modo:

(T1+T2)x = Tlx + T,x con DT1+T2 = DT1 N DT2 y

(T,.T,)x = T, (T,x) con DTl.Tz = {x : x € DT2 y T,x € DTl}

Si T es un operador biunivoco, existe 771 definido en D -1 = RT (= rango
de T) y si ¢ es una constante DcT = DT’ (cT)(x) = c.Tx.T

6.2. ADJUNTO DE UN OPERADOR CON DOMINIO DENSO EN X.
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El teorema de representacidn de funcionales lineales acotados asegura que si
F es un tal funcional definido sobre ¥ existe un Gnico ¢ € ¥ tal que F(x) =
= (x,¢) V¥V x € .

Si F no estd definido sobre ¥ sino sobre una variedad lineal M C ¥ con
M # ¥, entonces la representacién no es Gnica. Para que (x,wl) = (x,wz) bas

ta tomar ¢; - ¥, L M.
Si la variedad M es tal que M = ¥, ¢ queda univocamente determinado por F.

Si recordamos que en la definicidn de operador adjunto juega un rol esencial
la unicidad de 1la representacién de un funcional lineal, las consideraciones
anteriores nos permitenasegurar que es posible definir el adjunto T* de cual
quier operador lineal T cuyo dominio sea denso en . En efecto, sea T un o-
perador en esas condiciones, entonces si para un y € ¥ existe y* tal que
(Tx,y) = (x,y*) V¥V x € Dy, y* es tGnico. Por lo tanto poniendo T*y = y* que-
da definido un operador T* que se llama el adjunto de T, siendo

Dow = {y ¢ existe y* verificando (Tx,y) = (x,y*) V¥ x € DT}.
Siempre supondremos, por lo tanto, que 5; = # cuando consideremos T*, aunque
no se mencione explicitamente. Se ve fdcilmente que T* es lineal. Si T es a-
cotado en Dy, T puede extenderse a todo . Sea T dicha extensidén; como
D? = { se puede obtener (%)* con H(T)*H = ITI = 0T,

Veamos ahora que T* = (?)*.

Es claro que (T)* extiende a T* pues, (Tx,y) = (x,(¥)*y) v X,y € ¥; y si
x € Dy es (Tx,y) = £TX,Y) v y € . Pero (Tx,y) = (x,T*y) v x € D, e
y € DT*, entonces (T)* = T* en DT*'

Por otra parte T > T; por lo tanto T* D (?)* como se ve en 4) del préximo
teorema 2. Luego T® = (?)*.

DEFINICION. Un operador T con Dpr C¥H se dice cerrado si las condiciones

X — X y Txn — Y implican que x € DT y que Tx = y.

TEOREMA 1. T* es un operador cerrado.

DEMOSTRACION. Sea {yn} C DT tal que Yo T YV, T*yn — z. Entonces

{(Tx,y) = 1lim (Tx,yn) = 1im (x,T*yn) = (x,z) V¥ x € DT. 0O sea T*y = z O0.E.D.

00 -»00
TEOREMA 2. Valen los siguientes resultados:
1} (AT)* = X T* (A # 0)
2) (Ty + T* >TF + T

3) (T}.Tp)* 5 T5.73
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: ) % %
4) Si T2 Tl entonces T1 D Tz.

DEMOSTRACION DE (4). Si x € D co e yeED
Tl T2 T

= = * %y = T#
(sz,y) (x,sz) ¥ x € DTl. Entonces le sz vye€ DTg. Q.E.D.

x> S€. tiemne (Tlx,y) =
2

6.3. Consideremos ahora el espacio H = Hx ¥ = {(x;y) : X,y € X} con el pro-
ducto escalar: ({(x;,y) ,(X,,yp ) := (x{,x3) * (y;,y,). Notese que

POGYOI? = (0y 00y ) = X2+ gy 2.

Recordemos que si T es un operador definido en ¥, el conjunto

Gy = {((x,Tx) : x € Dy} C Hx¥ se llama grdfico de T.

PROPOSICION 1. El1 grifico de T es cerrado si y solo si T es cerrado.

DEMOSTRACION. Sea G, = G; ,

ces (xn,T X ) > (X,y) € G

{x }c Dy tal que x —> x Tx — y. Enton
n

r» POT lo tanto x € DT y Tx =y. O0sea T es ce

rrado.

Reciprocamente, si T es cerrado, como (xn,T xn) —= (X,y ) implica X —= X

y T x —=»y, resulta que x € DT y Tx =y, o sea (xX,y) € GT . Q.E.D.
n
Veamos ahora otra demostracidn del

TEOREMA DE HELLINGER-TOEPLITZ., Si T es simétrico y DT = ¥ entonces T es a-
cotado.

DEMOSTRACION. Como (Tx,y) = (x,Ty) V x,y € 3, es T = T*, Entonces T es ce-
rrado; sigue que Gp = E; y por lo tanto el teorema del grifico cerrado ase-
gura que T es acotado. Q.E.D.

Sin embargo, la otra demostracidn que vimos de este resultado puede aplicar-
se para demostrar la siguiente:

PROPOSICION 2. Si T es tal que DT = J entonces T* es acotado en DT*.

DEMOSTRACION. Si T* no fuera acotado, existiria una sucesidn {yy,} C DT* tal
que Hynﬂ =1y HT*ynH — ©, Definiendo Ln(x) = (x,T*yn), la familia de ope-

radores {L } resulta puntualmente acotada pues L (x| = ](X,T*yn)] =
= | (Tx,y )| < ITxl v n. Entonces, por el teorema de Banach-Steinhaus, {L,}

estd uniformemente acotada, es decir IL I < C V n. Por lo tanto [L_(T*y )l=
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= lIT*anI2 < C HT*ynH , O sea HT*ynH < C v n. Contradiccién! Luego T* debe

ser acotado. Q.E.D.

La acotacién de la adjunta asegura que su dominio es un subespacio.

En efecto, vale la:
PROPOSICION 3. Si T* es acotado, entonces DT* = DT*'

DEMOSTRACION. Sea {yn} C 0., tal que y —> . Como HT*(yn—ym)H < C Hyn-ymﬂ
v n,m, la sucesién {T*yn} converge a alglin z. Por ser T* cerrado las condi-

ciones y ——>y ¥ T*yn —— z implican en particular y € DT*' Q.E.D.

La demostracién de la proposicién 3 muestra en realidad que s T es un ope-

rador cerrade y acotado sobre su dominio, éste es cerrado.

9

Sea H = Hx ¥ el espacio de Hilbert ya considerado anteriormente y definamos

sobre el mismo los siguientes operadores:
U((x,y?) = (y,X) y Vx,y)) = (y,-x)

Es de verificacién inmediata que U y V son operadores unitarios y ademds que
satisfacen:

a) U.v = -v.u y b) u? = -v? = 1.

Se puede afirmar ahora que la ecuacidn (Tx,y) = (x,y*) v x € DT, que define
al operador T*, puede escribirse como (V(x,Tx),{y,y*)) = 0 V¥V x. En efecto,
(Tx,y)-(x,y*) = ((Tx,-x),(y,y*)) = -(¥(x,Tx),(y,y*)), entonces (y,y*) define
un par tal que l¥y = y* siy sélo s1 (y,y*) L VGT; de donde resulta que

G = {(y,T*y) : y € D__} es el complemento ortogonal de V. . Por la conti-
T* T* GT

nuidad del producto escalar concluimos que Gpx es el complemento ortogonal

de VGT = VGT (esto dltimo porque V es unitario).

T* T*
2— = - —_—
% GT = VH e VGT*' Por lo tanto GT = H e VGT*’

Luego podemos escribir G = He V@; =G . Ademas VG; =He GT*’ entonces

PROPOSICION 4. Si existen T~ !, (T~1)* y T* entonces (T*)™! = (T7ly*,
DEMOSTRACION. GT = {(x,Txy : x € DT}, entonces GT_1 = {{(Tx,x): X € DT} =
= UGT. Por las consideraciones anteriores resulta,
“lyx - T = T = ul G = T ) =
G(T ) H e VGT_l = H e UUGT U™H e UVGT U(H o VGT) = UGT*'
Como éste Gltimo es un grdfico, tenemos:
UGy, = G(t*)"' , por lo tanto (T })* = (r*)7! Q.E.D.
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Con T designaremos a la claqusura de T, es decir, a la menor extensién cerra-
da del operador T: T D T.

PROPOSICION 5. Valen las siguientes propiedades:
1) Si T es un operador autoadjunto (T = T*), entonces

a) T + ¢ I es autoadjunto cuando y s6lo cuando ¢ es real.
Ly« y (7! -1

\

2) Dado el operador T, existe T si y solo si existe un operador S tal que
G, D GT' Ademis GT = GT’

b) Si existe T-! entonces existe (T~ Y% = T

3) Si existen T* y T, entonces (T)* = T%*,

DEMOSTRACION. a) Se deja al lector. Como veremos mis adelante, si c.I, ¢

real, se reemplaza por un operador hermitiano K, también T+K es autoadjunto.

1) b) Sea z L D , entonces (Tx,z) = 0 V x € DT, luego (Tx,z) = (x,0)
T

-1
¥y X € DT’ 0O sea z € DT* y T*z = 0, Como T = T* debe ser z = 0. Por lo tan-
to D 1 = H y en consecuencia existe (T_l)* que, segln se vio, verifica
G LIEICESRENE

2) Si existe T, es G 2 G, y basta tomar S = T.

Reciprocamente, si existe S tal que GS D ET’ resulta que GT es el griafico de

un operador U cerrado, que es una prolongacidén (minimal) de T, o sea U = T.

Entonces Gy = ET.

3} Si existen T* y T se tiene:

GT* = Hoe VGT =H e VGT =He VGT = GT*‘ 0.E.D.

TEOREMA 3. Sea D = ¥. El dominio de T* es denso en ¥ si y sélo si T admite

una prolongacién cerrada. En este caso T** := (T*)* es la clausura de T, T.

DEMOSTRACION. Resulta de las siguientes observaciones.
1) h 1 DT* si y solo si (0,hy € GT = He VGT*'
En efecto, DT* = {y : existe y* verificando (Tx,y) = (x,y*) V¥ x € DT} ,

Gy = (y,T*yy : y € DT*}' Entonces si h | 7

ia el par (0,h) 1 (T*y,-y),

T*?
v Y € DT*’ o sea (0,h» 1 VGT* y esto significa que (0,h) € H e VGT* = C;.

Reciprocamente, si (0,h) € H & VG es (O,h)y 1 VGT*’ entonces (h,y) = 0

T*
Y y € DT*‘

2) Si T admite una prolongacién cerrada, entonces DT* = ¥,
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En efecto, Si S es una prolongacidn cerrada de T, G¢ es cerrado y Gg 2 @;.
Por lo tanto si (0,h) € @;, entonces estd en el grdfico de un operador lineal

y sigue que h = 0. Luego de 1) resulta D, = .

3) Si D, = ¥, existe T** = (T*)*, Como G; = He UGy, = G(T*)*’ T** extiende
a T y sabemos que es cerrado.
Finalmente, como GT** = @; = GT’ resulta que T#** es la clausura de T. Q.E.D.

Obsérvese que el teorema 3 dice esencialmente que si existe T** (es decir,

Drw = ¥) entonces T#* = T, y que solamente (T*)* puede ser la clausura de T.

6.4. OPERADORES SIMETRICOS.

Un operador T se dice simétrico si 5; =¥H y T* DT,

En lo que sigue nos ocuparemos de los operadores simétricos y de sus exten-
siones.

PROPOSICION 1. Todo operador lineal simétrico admite una extensidén simétrica

cerrada: T*%,

DEMOSTRACION. Si T es simétrico T* D T, luego T* D T#% = T,

Entonces (T**)* D T*%; por lo tanto T** es una extensidn simétrica de T.
Q.E.D.
En otras palabras, la proposicién afirma que la clausura de un operador si-

métrico es simétrica.

Se enuncian ahora algunos resultados que serdn Gtiles en el desarrollo del

ejemplo de operador simétrico y cerrado que se da seguidamente
X
a) Si h € L1(0,1), [O h(t) dt es una funcién absolutamente continua (A.C.)
X
tal que é% f h(t) dt = h(x) casi doquier (c.d.).
0

b) Si {hn} es una sucesidn tal que hn — h en Lz, entonces hn —h en Ll

1 1
y [ h_ (x) dx — [ h(x) dx.
o ® 0

c) Si hn — h en Ll, entonces existe una subsucesién {hn } tal que

]
h  — h c.d.
n.
J
EJEMPLO. Sea T: D, — L%(0,1) definido por Tf = if' = i é% f con
D, = {f: fes A.C., £ € L% y £(0) = £(1) = 0}.
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T es simétrico. En efecto ﬁ; = Hy ademds (Tf,g) = (£,Tg) v f,g €0, siy

1 —_
solo si f (f'(x).g(x) + £(x).g'(x)) dx = 0, lo cual se verifica pues la Gl-
0

tima integral es igual a

1 1
JO (f(x).g(x))" dx = f(x).g(x) . =0 .

. . . 2
T es cerrado. Si fn — £, fn € DT e 1.f$ — ih en L7, entonces

X X
i.f = f iJfrN(t) dat — i f h(t) dt , ¥ como f. — f en Lz, debe ser
n 0 n 0 n
X
f(x) = J h(t) dt c.d.

0
Por lo tanto podemos suponer f£(x) A.C., en cuyo caso es f'(x) = h{(x) y £(0)=
= £f(1) = 0. 0 sea f € DT y Tf = ih,. '

T* es una extensidn propia de T y estd definido por la misma expresidén dife-
rencial. '

Para probar esto analizaremos los pares {(g,g*) tales que (if',g) = (f,g*)
v fe DT.

Si g** es una primitiva de g* se tiene que,

1 1 '
(f,g*) = JO f(x) g*¥(x) dx = - JO f'(x) g*¥%(x) dx. Entonces (if',g) = (f,g*)

1]

p 1 - 1 p
si y solo si 1 J f'(x) g(x) dx - f f'(x) gF*¥(X) dx , o sea, si y solo
0 0

{l

si fl frix) (glx) + 1g%¥*(x)) dx 0. Llamando h(x) = g(x) + ig#**(x), el
0

problema consiste en caracterizar las funciones h(x) tales que
1

[ f'(x) hi(x) dx = 0 v f € DT.
0

1 .
Veamos que J f'(x) h(x) dx = 0 si y sd6lo si h(x) es constante.
0

X
Si h(x) es tal que verifica la igualdad anterior Vv f € DT, sea f = J frdt

0
1
y tal que f'(x) = h(x) - C con C = f h{(t) dt. Entonces f € DT y
0
1 1 1
J [h(x) - C|2 dx = J (h(x) - OO(h(x)y - C) dx = J £f'(x) h(x) dx = 0.
0 0 0

Es decir h(x) = C.

Por lo tanto los pares (g,g*) en cuestidén son aquellos que satisfacen

g+ig** = C, o sea aquellos y s6lo aquellos tales que g es A.C. en [0,1] ¥y

g'+ig* = 0, lo que equivale a que sea g(x) A.C. y g% = T¥*g = ig' = i é% g.
Entonces T*g = Tg v g € Op G Dpw = {g : ges A.C. y g' € LZ}.
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Consideremos ahora el operador Tc definido del siguiente .modo:
= 3 _d_ = £ - ' 2 =
T.f =1 3% f vy DTc {f : £fes A.C., f' € L™ y f£(1) c £(0)}.

Es inmediato que T  es un operador lineal. Verifiquemos que es cerrado:

) i 2 . _
Sea {fn} C DTC tal que fn — f e 1.fé — i.h en L. Entonces 1fn(x) =

X
= i J fé(t) dt + i Kn — if(x) en L2; como fé — h en LZ, la sucesidn de
0

X
constantes Kn converge a un K y f(x) = J h(t) dt o+ Kyc.d. Por lo tanto pode
0

mos considerar f(x) A.C. con f(1) = C £(0), en cuyo caso if'(x) = Tc f =

= i h(x).'O sea Tc cerrado.

Veamos finalmente que si |[C| = 1 entonces T _ es simétrico:

1

1
(T_£,8) - (£,T_g) = (if',g) - (f,ig") =i JO (£'(x) §0) + £(x) 27(x)) dx =

=i f(x) g(x) é =1 (CT £(0) g(0) - £(0) g(0)) =0 si y solo si |C| = 1.

OBSERVACIONES.
1) El1 operador T = i é% , con Dy = {f : fes A.C., f' € L2 y £(0) = £(1) =01}

es simétrico, cerrado, no autoadjunto y admite extensiones cerradas: T, con

D, ={f : fes A.C., f' € L2 y £(1) = C £(0)}, que son simétricas si |C| =1.
(&4

2) Para que B sea una extensidén simétrica de A es necesario y suficiente
que A C B € B* C A*. Entonces, si A es autoadjunto (A = A*) resulta A = B.
Es decir, todo operador autoadjunto es simétrico y maximal en el sentido
que no admite extensiones simétricas propias. Sin embargo existen operado-

res simétricos maximales no autoadjuntos como veremos mids adelante.

PROPOSICION 2. Si T es un operador acotado en su dominio y cerrado, entonces

D, = 5;. (Ver § 6.3, proposicion 3)

De aqui resulta, por ejemplo, que el operador T = i é%— no es acotado.
PROPOSICION 3. Un operador autoadjunto T es acotado si y solo si DT = X,

DEMOSTRACION. Si D, = ¥, (Tf,g) = (£,Tg) v f,g € { y entonces T es acotado
(Teorema de Hellinger-Toeplitz).

Reciprocamente, si T es acotado y autoadjunto, de la proposicidén 2 resulta
D, =D, = . Q.E.D.

Vamos a probar seguidamente que los operadores T, definidos anteriormente
son autoadjuntos para |C| = 1. Con lo cual quedar3d probado que el operador

76 I1-29



d
H’DT

nes simétricas maximales.

T =1 = {f : f es A.C., f' € L2 y £(0) = £(1) = 0} , admite extensio

PROPOSICION 4. Los operadores T_ (|C| = 1) son autoadjuntos.

DEMOSTRACION. (Nos limitaremos a hacer la demostracién para C = 1).

Se sabe que T} > T, D T. Entonces Drxy 2 Dp . En estas condiciones es claro
1 1

que (Tlf,g) = (f,TTg) v £ € D, , vgEe DT*’ Como la funcién £(x) =1 €0,
1 1 1

1
debe ser J g*¥(x) dx = 0 (g* = TT g) v ge DTl. Por lo tanto
0

X
g**(x) = JO g*(t) dt verifica g**(0) = g**(1) = 0 y ademds si f € DTI’

1 1 1
(if',g) = i jo £1(x) (XD dx = JO £(x) () dx = - jo £1(x) FFFIRT dx.

1
Entonces J fr{x) (g(x) + ig**(x)) dx = 0 vy f € Dp , en particular V fEEDT.
0 1
En cuyo caso (ya se probd) debe ser g(x) + ig**(x) = constante. Por lo tanto
ges A.C., g(0) = g(1) e idig'(x) = g*(x) € L2.

Es decir g € DTI v g € DTT. Q.E.D.

7. ALGUNAS PROPIEDADES DEL OPERADOR CLAUSURA.

PROPOSICION 1. (CARACTERIZACION DE T) Si T es tal que las condiciones:

X, T X, x; — X, Txn —_— Y, Tx; —— y' implican y = y', entonces existe
T con D= = {x : existe {xn} COlpy X —> XY Tx converge} C b,y

x = 1im Txrl , €s un operador cerrado.

DEMOSTRACION. En las condiciones de la hipdtesis, la relacién Tx = 1im Tx
n>®

define un operador T sobre la variedad DT' Veamos que ese operador T es ce-
rrado.

Sea {zn} C DT tal que z, —> 2z Yy Tzn——+ W , entonces existe una sucesidn
1 = 1

{un} C DT tal que fu -z I < g Y ||Tun TZn“ <3

Por lo tanto, u —> z y Tu — w. Entonces z € Dz y Tz = w, o sea T es

cerrado. Luego T contiene a la clausura de T.

Por otra parte, si X, — Xy Txn —— Yy , la clausura de T debe aplicar

X —F y; entonces la clausura de T extiende a T. Q.E.D.
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La condicidén en la proposicién 1 puede enunciarse mis simplemente asi:

2, — 0, Tz — W implican w = 0. En el caso de operadores simétricos esto
se verifica siempre pues T C T* es cerrado.

- De todas maneras, la existencia de T se conoce ya del teorema 3, § 6.3.

PROPOSICION 2. Si T es un operador cerrado (T = T) y ﬁ; = ¥, entonces T*.T
es un operador autcadjunto.

DEMOSTRACION. Si T es ademds acotado, Dp = Hy (Tx,Ty) = (T*.Tx,y) = (x,T*Ty)
v x,y € ¥ muestran que T*.T es autoadjunto.

Para demostrar la igualdad T*.T = (T*.T)* en el caso general usaremos un
teorema de Von Neumann, que se demuestra luego,y que prueba que el operador

1

B = (I + T*.T) " es hermitiano con IBI < 1.

En este caso existe g™l = 1 + TA.T y entonces T*.T = B™! - I. Como B = B* y

1

existe B_l, resulta (B'l)* = (B"‘)_1 = B~" (cf. prop.5, § 6.3),0 sea Bl es

autoadjunto. Por lo tanto T*.T es autoadjunto. Q.E.D.
COROLARIO. Bajo las mismas hip6tesis, T.T* es autoadjunto.
EJERCICIO. Demostrar el Corolario.

APLICACION. Sea Tf = if' con f(0) = f(1) = 0, £ A.C., f' € Lz. Entonces,

T#f = if', f sin condiciones de contorno. En este caso: T*.Tf = -f" vy
Dpwr = {f; fy f£f' son A.C., £(0) = f(1) =0 y f£"E€ L2}. De lo visto sigue
que - —éi- es un operador autoadjunto en ese dominio.

dx

TEQOREMA 1 (VON NEUMANN). Sea T cerrado, 5; = J. Entonces el operador

B = (I + T"".T)_l estd definido en ¥ y es hermitiano, positivo ((Bf,f) =0
v £f € ), de norma < 1.

DEMOSTRACION. Sabemos que GT = G; y que GT ® UGT* = H. Entonces

(1) (h,0) = (£,Tf) + (T*g,-g> ¥V h € ¥ . La unicidad de esta descomposi-
cién muestra que el sistema de ecuaciones

(2) h = £ + T¥%g R 0 =Tf - g

tiene una Gnica solucién: f € DT, g € DT*'

Definamos los operadores lineales A y B por:

f = Bh R g = Ah
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El sistema (2) se escribe ahora:

I =B + T*A , 0 = TB - A, Luego:

(3) A=TB, I =B+ T*¥TB = (I + T*T)B.
ihi? = 1£1? + a1e0? « at*gl? + 1g1? por (1); por lo tanto
1Bhi? + 1ARIZ = 1£1% + 1g1? < Jhi? de donde

1B, 1Al < 1.

Sea u €D coD entonces de (T*Tu,u) =:{Tu,Tu)} resulta: ((I + T*T)u,u) =

T*T T?
= (u,u) + (Tu,Tu) > (u,u) lo que asegura que (I + T*T)} es biunivoco. Por 1lo
tanto de (3) obtenemos: B = (I + T*T)_l, y el rango de B es exactamente

Drarpe

H

Veamos que 0 < B C B*. Como Bu € 0, y T** = T=T

(Bu,v) (Bu,Bv) + (Bu,T*TBv) = ((I+T*T)Bu,Bv) = (u,Bv) ,

(Bu,u) = (Bu,Bu) + (TBu,TBu) > 0. 0.E.D.
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CAPITULO III
OPERADORES COMPLETAMENTE CONTINUOS.
%*1.1. La teoria de ecuaciones integrales es sumamente extensa y tiene numero-

sas aplicaciones técnicas.

Sin entrar en mayores detalles describiremos algunos tipos de ecuaciones
integrales. Sean a < x,z < b; F(x) y f(x) funciones datos lo mismo que el
ntGcleo K(x,z); y(x) es la funcidn buscada (solucién).

1) F(x) = f: K(x,2).y(z) dz , ecuacién integral de 12 especie,
2) y(x) = I: K(x,z).y(z) dz , ecuacidn integral de 22 especie homogénea,
3) y(x) = Jb K(x,z).y(z) dz + f(x) , ecuacién integral de 22 especie no ho-
a
mogénea,

X
4) y(x) = J K(x,z).y(z) dz , ecuacidn integral de tipo Volterra.
a

2) y 4) son homogéneas y lineales. Una ecuacién de tipo Volterra, en gene-

ral no lineal, aparece al tratar de resolver una ecuacidn diferencial de
18T orden.
Sea y'(x) = f(x,y) , y' = %% , donde f estid definida en una regidén R del

plano (x,y), es alli continua y supongamos ademids que si (x,y) € R, exis

of
ay
te y en médulo estd acotada por una constante N, lo mismo que f(x,y). Resol

ver la ecuacidén diferencial es hallar una y = y(x) tal que y'(x) = f(x,y(x))

en un entorno de x=a. Si pedimos que y(a) = A, la solucién debe satisfacer
X

() v = [ £Gey) 4z e a,
a

y reciprocamente, toda solucidén de (1) resuelve la ecuacidn diferencial con

una funcidén y(x) tal que y(a) = A.

Sabemos que el método de aproximaciones sucesivas, que no es otra cosa que
un proceso de mejoramiento progresivo de aproximantes a la solucidén, demues

tra la existencia de exactamente una solucién a nuestro problema.

*1.2. Consideremos ahora la ecuacién y" = f(x,y) con f satisfaciendo las mis

mas exigencias del §1. Entonces, integrando dos veces:

t X t
y'(t) = f £(z,y(z)) dz + B, y(x) = j [j £(z,y(z)) dz] dt + B(x-a) + A,
a a

a

obtenemos una ecuacién en y(x) cuyas soluciones, si existen, satisfacen
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y(a) = A, y'(a)
cién se obtiene:

B. Si en la integral doble se cambia el orden de integra-

(2) y (x)

X

J (x-z).f(z,y(z)) dz + B(x-a) + A.

a

Reciprocamente, una solucidén de (2) es solucidn de la ecuacién diferencial
con y(a) = A, y'(a) = B.

Es decir, el problema de valores iniciales se reduce nuevamente a resolver
una ecuacidr integral de Volterra, no necesariamente lineal.

Supongamos que x € [0,£]. La misma ecuacién (2) con a=0, resuelve el proble
ma de valores de contorno y(0) = A, y(£) = C, donde:

C-A 1

£
B = 7 "7 JO (£-2) f(z,y(z)) 4dz.

Reemplazando esta B en (2) se obtiene:

£

(3) y(x) = F(x) - j K(x,2).£(z,y(2)) dz , F(x) = SR x+a
0
Jz (e-x)/¢ si z < x,
K(x,z) =
{x (e-z)/¢ si x < z.
Asi tenemos finalmente: el problema de valores de contorno y" = f(x,y),

y(0) = A, y(£) = C es equivalente al planteado por la ecuacidén integral (3).

En efecto, los cdlculos que llevan del problema diferencial al integral pug'
den recorrerse en sentido inverso. Obsérvese que (3) no es de tipo Volterra,
y en general, es no lineal.

Si y™ + p(x).y + g(x) = 0 es la ecuacidén a resolver,poniendo en (3)
f(x,y) = -(p.y + g) se obtiene
£
(4) y(x) = G(x) + J K(x,z).p(z).y(z) dz ,
0
£
donde G(x) = F(x) + J K(x,z).g(z) dz.
0

Si el problema es homogéneo: A = C =0 , g =0, entonces (4) se reduce a:

£
(s) y(x) = jo K(x,2).p(z).y(z) dz.

Supongamos p(x)} > 0. Entonces llamando Y(x) =4/p(x).y(x) tenemos:

L
Y(x) =\/p(x).y(x) = JO K(x,z).\/p(x).p(z). Y(z) dz ,

ITI-2 - 81



z
(6) Y(x) = JO K(x,z).Y(z) dz ,

donde f(x,z) = K(x,z).\/p(x).p(z) es simétrico: E(x,z) = E(z,x).

(6) es equivalente entonces al problema

y'"+p(x) y =0 , y(0) =y(£)=0 si Y(x) =\/p(x).y(x).

%1.3, Consideremos ahora el problema de valores de contorno

(7) (k(x).y")" +ax).y + r(x).ay =0, y(0) =y(£) =0 , 0<x<UE,
donde k,k',q y v se suponen continuas, k y r positivas.

Para resolverlo se demuestra en primer lugar la existencia de
un nicleo G(x,z), simétrico y continuo en [0,£] x[0,2], el nicleo de Green,

tal que para toda F(x) continua, la solucidn (dGnica) de:

(8) (ky')' +qy=F , y(0) =y =0,

ya
viene dada por: vy(x) - J F(z).G(x,z) dz.

0

La existencia de G estid asegurada bajo la hip6tesis adicional que (8) con

F = 0 admita comoc solucidn solamente a y = 0. Aceptando esta hip6tesis, la
solucidén del problema:

(9) (ky"Y' +qy+rry=f£ , y(0) =y =0 , fecC{l[o0,L]),

debe necesariamente ser de la forma:

2 2
(10) y(x) = X, f r(z).G(x,z).y(z) dz I f(z).G(x,z) dz
0 0

Si escribimos: Y{x) =\/r(x).y(x) , K(x,z) =\/r(x).r(z) .G(x,z) ,
Y
(x) = -\/ (x). £.G6 dz , (10) d :
g(x T(x JO vA se reduce a

£
11 Y(x) = X IOK(X,Z) Y(z) dz + g(x).

Si podemos resolver (11) queda también resuelto el problema de valores de
contorno (9) con A # 0.

Sintéticamente, (11) puede escribirse como: (I - XK) Y = g , que tiene
vy g solucidn Ginica como veremos, siempre y cuando I - XK sea biunivoco, es

decir, si y s6lo si "1 no es autovalor para K. O sea, exactamente cuando:
(A_l I -XK)Y=0=Y=20. Pero g = 0 <= f =0 (por lo ya dicho sobre (8)),

asi que la condicién sobre K vy % es equivalente a
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y(0) =y®) =0 , (ky')' +qy+Ary =0 = y=0.
Es decir, otra vez la condicién utilizada para el caso A = 0.

2. A continuacidn presentaremos los elementos de la teoria espectral de ope

radores compactos. Comenzaremos por el caso mids sencillo: las transformacio
n
- n ~ n
nes lineales de C (= Cx.7.x C) en C".

Toda aplicacién lineal T del espacio vectorial X de dimensién n en si mismo

es representable univocamente por una matriz A: sea B = {nl,nz,...,nn} una
base de X,
n
i=1
n
Si a = z X. n., entonces
2y 7303
J
13 Ta = x..Tn. = a...x.)n. Ta). = a...X..
(13) ZJnJg(JZlJJ)nl,()ljzljj

De aqui sigue que existe un isomorfismo entre la familia de matrices:
M(n,C) y las aplicaciones de XB en si mismo: L(XB,XB).

PROPOSICION 1. Si X es normado entonces es isomorfo a C" con la norma eucli
dea usual.

DEMOSTRACION. Esto sigue de las siguientes dos observaciones.

1) Todo subespacio de dimensién finita de un espacio normado es cerrado y

por lo tanto completo. (En nuestro caso sigue que X es de Banach).

n
2) Sia= ) x.n,€X, In.,l =1, entonces lal < [|x.] <
i=1 1 1 1 - 1
2. 1/2 : i : :
< vn (X|xil ) . En consecuencia, la aplicacidén identidad es continua de
X con la norma euclidea en X con (.. E1 teorema de Banach de la transforma

cidén inversa prueba ahora el isomorfismo buscado. Q.E.D.

9. 1/2

OTRA DEMOSTRACION. De [la_l-lal| < lo -al < /o (Z|x? - x| resulta

;|
que lal es continua sobre el conjunto compacto ) de elementos de norma eu-

clidea igual a uno. Luego, existe € > 0 tal que en }: lal > e.

1/2
Asi: (§ |xi{2) = 1< E%E ; ¥ por la linealidad tenemos: norma euclidea

de o < e"l."aH, y las dos normas son equivalentes. (Entonces (X,l.l) es com

pleto y enseguida se ve que 1) vale). Q.E.D
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Una aplicacidén de esta proposicidén dice que cualquier norma sobre el espa-
cio de matrices n xn hace a este espacio isomorfo al espacio de operadores
de X en X.

3. E1 operador T tiene, cuando X es provisto con una base B = {ni;i=1,..”nL

una expresidén matricial Tg = (aij) cuya columna i-ésima estd formada por
las coordenadas de Tni (cf£.(13)) en la base B,
Sea B = {Hi} otra base y TE la expresién matricial correspondiente.

Supongamos n_ = ) p, -n;- Entonces

Tn, = N a_.n_ = .Z a.; Pjp Ny » Jjunto con
m j,m
Tong = T Ppg Ny) =1 Py Ty = 1 Py 255 1
m m, ]

~

muestra que E Pimpi = g ain Poi- Es decir TgP = P Tz cuando P es la ma-

triz que lleva la base B en la B: (El,...,ﬁn) = (nl,...,nn).P. Como P es no

singular,

~ = _]‘ =
Ty = P70 Tg P , . Tg = (Tn,, Tny,..., Tn_).

Sea ahora A la matriz que representa al operador T.

Existen n nimeros complejos X que satisfacen a det(A-AI) = det(P_lAP—AI) =0

pues p~lap-a1 = P_l(A-AI)P y det P # 0. Sea A, uno de esos A. Existe n

tal que n, #0 , Tnl = Al n, -

En una base B donde n, es un elemento de la misma, digamos el primero, T es

1

representado por

1

A, by, by ... b ST
1

plap o [0 bay ..., by | o
...... et e !
|

0 by eee.. b__ o , B

donde P es la matriz de cambio de base.

Esto prueba que para n=2 es posible encontrar P tal que P'l.A.P es triangu-
lar. Supuesta la validez de este resultado para n-1 (obsérvese que si

det(B-AZI) = 0 entonces det(A—AzI) = 0) existe una matriz Q no singular tal
que

................
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1 0
Entonces, Q = ~

0 Q

B dejando ny invariante y tal que:

es una matriz no singular que cambia la base B en otra

X b b b

1 12 13 °°° 1n
0 Ay €23 C2n
Q" lp7lapg = (P)7tA(PQ) = |0 o - Ay cy
0 0 0 T
n

Entonces tenemos 1la:

PROPOSICION z. Si A es una matriz cualquiera nxn, existe una matriz no sin

gular R tal que R7IA R es triangular,

Moody 4y d1n
. 0 ) dys don
R AR = ..
0 0 0 T
n

Los X; se denominan autovalores del operador que define la matriz. Es decir,
son los ceros del polinomio caracteristico:

det(A-AI) = 0.

As?, o(T) = {X : pol. caract. (A) = 0} = espectro de T, contiene a lo sumo
n puntos distintos. El autoespacio correspondiente a )\ es:

N(A,1) = {x e X : (T-AD)x = 0}

Llamemos N(A,k) := {x € X : (T-AI)kx = 0}. Entonces N(A,1) € N(a,2) C

C N(A,3) c .

Esta cadena es necesariamente finita pues N(A,1) C X y.si se da laigualdad
N(A,k+1) = N(Xx,k) entonces N(A,k+2) = N(x,k+1).

k+2

(En efecto, (T-AI) x = 0 implica que (T-AI)k+1(T-AI)X = 0, luego,

(T-2I)x € N(A,k+1) y de la hip6tesis resulta (T—AI)k(T—kI)x = 0.)

4. TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON. Sean P(x) y Q(x) dos polinomios. P(T) = ()
siy solo si P(A) - Q(X) tiene un cero de orden > v(n) para cada p € o(T),
donde v{u) = menor entero tal que N(u,v+1) = N(u,v).
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DEMOSTRACION. Supongamos Q = 0. Se ve enseguida que de este caso particular
del teorema se deduce el resultado general. Si S(A) es un polinomio cual-
S(u)x.

De aqui sigue que P(})) se anula en todo W € o(T) si P(T) = 0.

quiera y Tx = ux entonces, S(T)x

Supongamos que P(}) = (A—u)a.s(x) con S{u) # 0.

Veamos que a = v(u). Si fuera o < v(p) existiria un x € N(u,v(u)) tal que
y = (T-w)% # 0, (T-w)y = 0.

Entonces P(T)x = S(T).(T—u)ax = §(T)y = S(u)y # 0, contradiccién. De esto
sigue que: P(T) = 0 = R(}) divide a P(2), donde R(X) = ugo(T)(x-“)v(U)'
Veamos ahora la reciproca. Si P(X) = (A-G)S.D(A), P(T) = 0, P(A) # 0, en-
tonces o bien va D(T) = 0, o bien D(T) # 0 y existe un x tal que D(T)x =
=y # 0. Bn consecuencia, P(T)x = (T-6)%y = 0 y de aqui sigue que § € o(T).
Resumiendo: si P(T) = 0 y P(A) # 0 entonces podemos suponer, sin alterar

estas propiedades, que P sdlo se anula en puntos de o(T).

Sea u € o(T), P(A) (A-1)®.S(A), con S(u) # 0. Sabemos que a > v(u).

(T—u)aS(T)x = 0 V¥ x implica que V X, (T-u)V(U)S(T)x = 0, por definicién
de v.

Es decir, (A—u)a_v(U) puede eliminarse de P sin alterar la hip6tesis P(T)=0.
En consecuencia
P(T) = 0 = R(T) = 0.

La demostracidn del teorema quedard concluida si exhibimos un polinomio
G(X) £ 0 tal que a(T) = 0. En efecto, en ese caso serd cierto que R(T) = 0
y si R divide a P también P(T) = 0.

Sea {xl,...,xn} una base de X. La familia:

Xy Tx ,..., T x

=3

h

es linealmente dependiente:

il o~

a, TIx, = 0 para cierta familia de coefi-

j=0
n .
. - j -
cientes {ai} tal que } |ai[ # 0. Sea Qh(x) g a, A . Entonces Q, (T) xy 0.
~ n ~
De aqui sigue que Q(1) = hgl Qh(k) verifica O(T) x = 0 ¥ x. Q.E.D.

COROLARIO. Sea B una base de X y TB la representacidn matricial de T respec
to de B. El polinomio caracteristico de TB’ P(A) = det(kI-TB), tiene un ce-

ro de orden por lo menos v(Ai) en cada Ai € o(T).

DEMOSTRACION. En efecto, se sabe de la teoria de matrices que P(TB) =0,
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resultado conocido también como el teorema de Cayley-Hamilton.

Del teorema precedente sigue ahora la tesis. Sea TB = A y veamos que P(A)=0.
(Esto es consecuencia del teorema homdnimo ya visto pero la demostracién
que sigue es independiente del mismo).

Sea D()A) la matriz obtenida trasponiendo la formada con los adjuntos de los
elementos de A-AI. Entonces

(#) (A-AI).D(A) = P(A).I

D(}X) es una matriz cuyos elementos son polinomios de grado < n-1 en A. Luego

D(A) = A", +A"T%C v ...+ Cy, (C, matrices), (#) se escribe

(A—AI)(A“'ICH_I t oo+ Cy) =amp T+ artlp T e s Pyl

0 sea AC. - C

; i-1 = p;-I i=1,2,...,n-1, “Cho1 = Pl , ACy = pylI.

Luego, si reemplazamos )\ por una matriz B que conmuta con A, tendremos
_ n-1 _ ph n-1 -
(A-B) (B Cn_1 + ...+ CO) B ‘P, + B Pyt I.p0 P(B)
en particular si tomamos B = A : 0

P(A). Q.E.D.

TEOREMA 1. i) Sea T € L(X,X), o(T)

{Xl,kz,...,kp}.
Entonces existen polinomios Ei(A) tales que:
- (m) _ . _ .oe(®) -
Ei(ki) 1, Ei (Ai) 0 sil1l<mgcg v(Ai) 1 Ei (Aj) = 0 para

0<t<v(r) -1 si j#i,

ii) Vale: E_(T) # 0 , EX(T) = E.(T) , E,(DE,(T) =0 sii#j, I=}E(T).
i i 1 1, J 1 T

DEMOSTRACION. i) = ii) sigue fiacilmente del teorema de Caley-Hamilton.

i) resulta de que dados los puntos distintos u,a,b,...,d vy un entero r po-
sitivo, existe un polinomio con valores prefijados en esos puntos lo mismo
que sus r primeras derivadas. Esto sigue de la existencia de un polinomio
P(x) tal que:
M“@)=%, p™@ =0, ... ,p™@y-0, 0<h<r.
Veamos esto Gltimo. Sea Q(x) = [ (x-a)(x-b) ... (x-d)]r+1

r A . .
T)=§ = (x-u)3 donde TG (y) = a..

j=o J° j
Definamos P(x) = T(x) Q(x). Entonces, de
P(w) = T(w) Q) = Ay Q(w) = B,

P'(u) = T'(w) Q(u) + T(u) Q'(n) = Ay Q) + Ay Q' (W) = B,

.........................................................
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y de Q(u) # 0 se pueden determinar los Aj en funcién de los datos Bj' 0.E.D.

Si Aj = Ej(T) X entonces X = A1$ A2® ... 9 Ap , s la suma directa de los Aj
pues los proyectores Ei(T) verifican EiEj =0 sii# jy susuma es igual a

I. Por otra parte cada Ei(T) conmuta con T, asi que TAi C Ai'

NOTA. Si T = T* entonces Ei(T) = Ei(T)* y los proyectores son ortogonales.
Luego X es la suma directa ortogonal de los espacios Ej(T)X, (cf.Ej.7).

La matriz asociada a T respecto a una base B formada por elementos que per

tenecen a los Ai es entonces de la forma:

M1 0 0 0

0 M

0 0

]

TEOREMA 2. Ai N(Ai,v(ki)) y dim Ai = v(ki).

DEMOSTRACION. De la definicidén de Ei(x) sigue, por aplicacién directa del
Teorema de Cayley-Hamilton, que

(T-2, DA e (1) = 0.
Luego, Ei(T) X C Ni(xi,v(xi)). Para probar la igualdad bastari ver que
N(Xx;,v(x;)) no tiene ningflin elemento no nulo en comin con el espacio genera
do por ? N(Aj,v(xj)). Supongamos que un elemento x tal exista. Entonces,
sea h tal que 0 < h < v(ll), (T-Al)(T-Al)hx =0,y = (T-Xl)hx # 0.

Entonces y es un autovector de T para el autovalor A,. Si x = E X,

s’

7 J
xj e N(Aj,v(xj)), entonces (T—Al)h § (T—Aj)V(Aj)x
P . p . P .
=0 (T-2 )V (T-a )% = 1 (-2 )Y Py = 1 (aL-a )V ).
2 3 1 2 3 2 173
h P V{As) :
Por otra parte (T-Al) . g (T—Aj) VRO xj = 0, como se ve de la defini-
2

cidén de v(xj). 0 sea, ﬁ (kl-Aj) = 0; contradiccidn, 0.E.D.
2

5. Un teorema mds fino que los precedentes permite representar T por una
matriz de caracteristicas muy especiales.
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TEOREMA DE DESCOMPOSICION DE JORDAN. Sea M una matriz n xn de elementos de

C. Existe una matriz no singular P tal que M = P-IJP, donde J es de la for-

ma:
J 0 0 0 A 0
1 a
0 J, 0 0 1
J = , J. =

0 0 0 *

0 0 0 J 0 1 A
g o

DEMOSTRACION, Llamemos B = T-AI, X autovalor. Entonces B(A) C A = N(a,v(N)).

Al11i T = B+AI. Ademis Bv(k)(A) = 0. A continuacién elegiremos una base en A
de manera que la restriccién de B tenga una expresidén sencilla en ese espa-
cio. Recordemos que:

{0} - N(x,1) ENLD) ¢ ... € N(A,v(A)) = A = N(A,v(A)+1).
Sea {”1""’”h{ una base de un subespacio N(A,v(A)) e N(A,v(A))-1). (")

v(A)-1

De B Bn1 =0 , Bv()‘)_z.Bn1 # 0 se deduce que {Bnl,...,Bnhl} C

C N(A,v(A)-1) n CN(A,v(A)-2).
Si ¥ a; Bn, € N(A,v(2)-2) entonces Bv(k)"l(z aini) =0,

Luego § a; n, € N(x, v(A)-1). Dada la eleccidn de los n, tenemos } a; n; = 0.

Entonces a; = 0 v i y los {B nj} son linealmente independientes

(mod. N(X,v(XA)-2)).Un conjunto finito {Bl,...,sk} se dice linealmente inde-

pendiente médulo un subespacio M de H siy sélo si una combinacién lineal de
B; que pertenece a M es forzosamente la trivial. En otras palabras,si

{81,...,Bk} son linealmente independientes y generan un subespacio N tal

que N NM = {0}. O sea, {Bnl,...,Bnh } puede completarse a una base de al-
1
gin N(A,v(A)-1) e N(A,v(x)-2):

{Bn.,,...,Bn, ,n M RS AP N
1 h1 h1+1 h1+2’ ’ h2

Repitiendo el proceso encontramos una familia tal que:

2 2
{B Nyseee By } C

l’Bnhl+1,' .. ’Bnhzsnh2+l)- .. ,T]h3

(*) Por esto entendemos aqui un subespacio de A cuya suma directa con
N(A,v(X)=1) es igual a A. Suponemos tambi&n v(A) > 1 para evitar
el caso trivial v = 1,
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C N(A,v(X)-2) e N(x,v(A)-3) , etc...

La unidén de estas familias es una base de A, siendo el Gltimo grupo de estas

una base del espacic de autovectores correspondientes al autovalor X.

Ordenando los elementos de esta base asi:

v(A)-1 v(A)-1_ ., .
(14 tnysBn g8 ny By BT T sy

’Bnh1+l""’ ny +1;...

tenemos una base B = {gl,...,E }

Respecto a esta base, B actfia seglin la matriz

J e 0 0
0 32 0 0
(15) ,
0 o |, 0
0 0 Ty

donde H = H(X) es el nGmero de grupos en B = {Ej} de la forma
U = {ns,an,...,Bv(A)_kns} que en la expresidén (14) se encuentran entre ;

Cuando aplicamos (15) y (14) obtenemos ¥ s, s =1,...,H(}),

1 v(A) -k T o= v(A)-k
(151) {nS,an,...,B ns} . JS {Bl’],s,...,B T]S,O}

Es decir 35 es de la forma

0 0 0

- 1 0 e 0 ~

JS = , orden de JS = (v(A)-k+1) x (v(A)-k+1)
0 1 .
0 ......... 10

Luego, T A Yespecto de l1a base (14) admite la representacidn:

Jy |0 0 0 A 0 ..... 0]
0 J, | o 0 1 Ao, 0
(16) , J =
0 0 0 s 0 1 A 0
0 0 0 Iy [ 1 A

Repitiendo el proceso en cada N(Aj,v(xj)) tenemos:
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g 0] o0 ! ;
0 . 0 \ A= A
. ! 0 . 1
0 01 J '
H(Al‘) 1 : -
"""""""" T:'“""i’
1
(17) J = Vo |
! )
] .
_;_--_--_{ _____________
, _
I oo N
]
0 1 0 . 0 A=A
) . P
I 0| J '
q Q.E.D.

(17) se denomina la forma candénica de Jordidn de M. Los N(Aj,v(x4)) son sub-
J

espacios invariantes de X por T.

De la construccidén se deduce que J es una matriz unfvocamente determinada
salvo permutaciones de los bloques (demuéstrese).
EJERCICIOS. 1) Demostrar que si A = P J p~! y 0Q(X) es un polinomio, enton-

ces Q(A) = P Q(J) P L.

o k
2) Supongamos que T € L(X,X). Entonces eT = exp(T) := 7§ IT .
ke !
Demostrar que la serie converge a un operador (verificando la condicidn de
Cauchy)} y que vale el < e"T".
3) Si TU=UT, T, UE L(X,X), entonces e 7! = eT.eV = &V.eT.
- -1
4) e T (eT) (eT nunca es singular).
W e . A T Ak T
5) Si A representa a T entonces la matriz e” := Z T representa a e . (Bas
o ki
N
ta ver que ) Ak/k, converge. Esto sigue de
.0 )
< (n.lhAl,)d
] ———= <, |Al, = sup la..|).
1 3

j!

6) Si J tiene la forma candnica de Jordan, entonces
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0 0 ... 0 1 0 o ...
5 ] 1710 1 0 ... 0
2
eJ - |0 I A N S R V7 ST VA SR T ] B
: T e
0 0 .. e 4 /- ..., 1/1! 1

(cf.(22)).

7) Considérese la forma bilineal 7'A x, donde A es una matriz nxn hermiti-
ca: A = A*(= K'). Utilizando la notacidén de producto escalar la forma bili-
neal se escribe: (Ax,y). Ya sabemos (Cap. 1) que un operador acotado es her
mitico si y-.solo si (Ax,x) es real v x € X.

De (15') con s=1 sigue que si y = Bv_znl, X = Bv_lnl entonces 0 = (Bx,y)

= (x,By) = (x,x). O sea, necesariamente v(A) = 1. Como los autovalores son

reales, J es diagonal y real. Luego podemos escribir P_lAP = J con P una

matriz unitaria.

8) Demudstrese que para A € M(n,C):

1AL = sup autovalores de A¥*A < tr A*A,

-1 -1
(Obsérvese que tr A = ) a;; aparece como factor de (-1)"7 " .A" en
i

det (A-A1)).

9) Usando la forma triangular de A € M(n,C) demostrar que:

At e(tr At

det e = , ¥V t eR.,

#l

10) Sea T operador normal: TT* T*#T. Entonces v(A) =1 v X € o(T).

0 = ((T*-T)(T-A))%x = 0 = (T*-N)(T-)x = 0 = I(T-V)xI% =0 =

0).

((T-2)*x
= (T-A)x

11) Demostrar que el producto de dos operadores autoadjuntos es autoadjunto

si y s6lo si conmutan.

Mostrar que el producto de las matrices hermiticas

1 2 2 i U
y no es hermitica.
2 1 -1 2

6. APLICACIONES DE LA FORMA CANONICA DE JORDAN.

a) Sea A(t): [to,tll — M(n,C), una funcidén a valores matrices, continua
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en t (aij € C([to,tll)).Sea b(t): [tO’tI] — C" continua. Dado un vector

n existe una tnica solucién de

j(x'(t)
(18)
x(to)

Si ¢(t) es una matriz formada por vectores (columna) xj(t), j=1,...,n,

A(R).x(1) + b() , teltg,t] ,

n

de soluciones de la ecuacién homogénea (b = 0) tal que det &(t) # 0 para
algln t, entonces &(t) es denominada matriz fundamental de la ecuaciémn, y
vale que det o(t) # 0 vy t.

Se tiene entonces la férmula de Lagrange:

t

(19) x(t) = o(t).n + @(t).f o~ l(s) b(s) ds , si o(ty) = I.

to
Una tal matriz ¢ existe y es Gnica.
Supongamos A constante. La matriz fundamental en (18) toma ahora la forma

eAt7t0) |y 14 formula de Lagrange se reduce a:

t
(20) x(t) = elt-todd f e(t=9)A gy 45
t
0

Si K = AI + H, con

0o ..... 0
(21) H = |1, . , HEkxk,
0 1 °0
entonces Hj es de la forma:
- [0 0
HJ - JI :
AN
0 -1 0
Kt At Ht
y de e =e"".e resulta:
1
t/1! 0
(22) eRt = oAt
;k—l /
........... t/1! 1
(k-1
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Si J es la forma de Jordan de A, J = ‘. ; se tiene:

donde cada e © es de la forma (22) vy A = p~ljp,

b) Supongamos ahora b = 0 pero A(t) peridédica de periodo t: A(t+1) = A(t),
¥ t. El teorema de Floquet afirma que toda matriz fundamental para el sis-
tema peribédico: x'(t) = A(t).x(t) puede representarse en la formar

o(t) = B(t) el

L = matriz constante y B(t) periddica de periodo r.
La demostracién de este resultado se reduce rdpidamente a demostrar que da-

da C € M(n,C) existe una matriz L tal que el = C s¢ det C # 0. (Si o(t) es
una matriz fundamental entonces también ¢(t+t) lo es, y por lo tanto

d(t+T1) = ®(t)C. Entonces: B(t) = @(t)e-tl si ¢ = eTL). Veamos la demostra

cién de la existencia de L. Sea C = p~lgp ,

I, 0
J = Ja = forma canénica de Jordan de C y supongamos que sabe-
0 oy
h . L, 0
mos determinar Lj tal que e 1= Jj. Si M = L2 entonces
: 1
L
-1 e '
e? "MP - p-lMp o p-l . P =p1Jp=cC, asi que, L = P"IMP. Es
h
0 e

decir, basta determinar L cuando C es un bloque de Jordan.

0 0
Sea N = |% ., -, , &« € C y supongamos N € nxn. Definamos:
0 a 0
2 3
R(N) = N - Bow N

R(N) estd bien definida pues N® = 0. 0 sea, R(N) es un polinomio en N. Vea-
mos que
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*) XM -1y,

2
Pero de: 1 + x = el8(1+x) (si x| <1) = 1+ (x - %T I
1 x? x3 2 .
*oyr (x - 5ot o ...) * ... se deduce que al ordenar las series, los

. s N k . ..
coeficientes de x , k > 2, son nulos,mientras que el coeficiente de x es u-

no (el desarrollo de e|l‘°="(1'lx|)I

€s una mayorante convergente).
Si en lugar de x ponemos N se obtiene el mismo resultado (recordar que

N o= 0) y (*) sigue.

0 0

SiC=AI +H, H= 1|1 -, , A #0, a =1, escribamos
0 1o

~ _ C _ H _

C=x=1+5=1*+N.

En consecuencia, eR(N) =C , ¥ por lo tanto C = AC = AeR(N)

- (18 M) LeR(N) el , donde L = (1g A)I + R(N). Q.E.D.

7. OPERADORES DE HILBERT-SCHMIDT Y OPERADORES COMPACTOS.

Sea K{x,y) € Lz((—w,+m) X (-o,+x}) y definamos

+ o0

(23) g(x) = (K£)(x) = [ K(x,y) £(y) dy , £ € L%(-w,+w)

Se llama a K nideleo de Hilbert-Schmidt y (23) es el operador integral de
Hilbert-Schmidt generado por ese niicleo. Tenemos entonces:

(24) 1gh? < 1£1% . K(x,y)|% dx dy , OKI. < 0K(.,.)l
Op. 2

Si {wj} es un sistema ortonormal completo en Lz(—w,+m) es facil ver que
{wjk = wj(x) Jk(y)} es un sistema ortonormal completo en LZ(RZ). Luego

_ _ — _ 2 _ 2 _
(25) g = (K wk,wj) = (X, N wj) = (K, wjk) y jzk |ajk| IIK(.,.)ll2 < =,
Vale también, si nj es otro sistema ortonormal completo en LZ(R), que

2 L 2_ 2_ 2 -
(26) N(K) = ] | (Ko, nj)l = E IK wkuz = gux* nju2 <

.k
pues la suma central coincide con |aij|2‘ Si en lugar de un operador in-
i,]

tegral K tenemos un operador acotado K en un espacio de Hilbert (separable)
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H, (26) define N(X), la norma Hilbert-Schmidt de K. Este té€rmino estd bien
definido pues como se ve de (26) no depende de los sistemas completos elegi

N(K) =\/ T | (K wj,nk)lz .

i,k

dos. Y precisamente

Se puede demostrar que todo operador en LZ(R) con norma Hilbert-Schmidt fi-
nita puede representarse por medio de un operador integral de Hilbert-
Schmidt.

Volviendo al caso general, es inmediato que N(K*) = N(X) > IKI: IKfl =
UK T b, w3 bl 0K e b < (3b. D20 1K e 122 = N L IE
J 3 J 3 J 3 3

Es decir, la norma usual no supera a la norma H-S. Las siguientes propieda-

des de &sta justifican su nombre:
a) N(KC) < UCI.N(K) = N(CK) si C es un operador acotado,

b) N(K+L) < N(K) + N(L).

_ . 2 _ . 2
Veamos b). N(K+L) -\/j%k | ((K+L) ‘Pj""k)‘ \/12k | (K wjm’k) (L ¢J.,~pk)| <

< (des. de Cauchy- Schwarz) s;\/$|(K Wj’¢k)l2 *‘V@|(L ¢j,wk)|2 = N(K)+N(L).

Los operadores con norma H-S finita pertenecen a una clase muy importante
de operadores: los completamente continuos.

DEFINICION. A se dice compacto o completamente continuo (c.c.) si transfor-
ma conjuntos acotados en relativamente compactos (:= de toda sucesidén pue-

de extraerse una subsucesidn convergente en normaj.
c.c. implica acotado. En efecto, si A € ‘c.c. y no fuese acotado entonces
existiria una sucesidn {fk} tal que kaU =1 vy HAka — o,

Luego, la esfera unitaria no es transformada por A en un conjunto relativa-
mente compacto.

Nosotros nos restringiremos a operadores de H en H. Sin embargo, la defini-

cidén de c.c. se aplica también a operadores de un espacio de Banach en otro.

TEOREMA 3. i) Si C es un operador acotado y A y B son completamente conti-
nuos entonces

CA , AC y aA + bB son c.c.
ii) A es c.c. = A* es c.c.
iii) Si v n existe An c.c. tal que A - AnH < 1/n entonces A es c.c.

iv) N(A) <« = A es c.c.
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DEMOSTRACION. i) se deja al lector. ii) Supongamos que {fn} sea una sucesion
tal que kaH < 1. De:

2 = - - * -
ACE, - £007 = (A*ACE - £)),f - £) <2 JA*A(E - £

sigue que s? A*A es c.c. entonces A lo es. Si A es completamente continuo
de i) resulta que AA* es c.c. y de aqui que (A*)*A* = AA* es c.c. Luego A*
es c.c.
iii) Sea If, Il < 1. Sea {flj} C {fj} s Ay flj —§:;+ y elijamos

f

fnl’ nZ’fn3’

j} tal que Anf ., —— . Consideremos ahora

una subsucesién de {f
n j"*m

-1

IlAfnn - AL HA(fnn-fmm)ﬂ < (A - A fnnH + "Ah(fnn_fmm)"+"(Ah-A)fmJ[<
2
Syt HAh(fnn—fmm)H.

Eligiendo h grande y después de haberlo fijado, n y m suficientemente gran
des, logramos hacer el miembro derecho menor que un ntimero prefijado. O

sea, {A fnn} es una sucesidn de Cauchy.

iv) El operador acotado AM definido por

M
Ay £ = kzl (Af,¢,) »,

tiene rango de dimensidn finita y por lo tanto es completamente continuo.
Ademds tenemos:

1A - A E1 = T |(af,e )2 - ICE,a% )2 < uf1?. ] nase 12,
M+1 M+1 M+1

La Giltima suma tiende a cero cuando M tiende a ©, como se ve de (26). De

iii) sigue ahora que A es completamente continuo. Q.E.D.

EJERCICIOS. 1) Si {Ak} es una sucesibén de operadores de norma H-S finita y

XN(Ak) <« , entonces estd bien definida la serie A =7J Ay vale N(A) <

<IN(A).
2) Sea A la matriz o xe tal que A = (aij), aij = (K wj,wi) donde K es un ope
rador acotado de H en H. Si f = L5 P5s
‘ d; €1
- . = 2 ) -
Kf =7 dj v; » vale: |d, A lc, ) |aij] < — X € H-sS.

III-18 97



Nuestro objetivo es demostrar, entre otros, el siguiente resultado

TEOREMA 4. Sea el operador A = A*, no trivial y completamente continuo. En-

tonces, A posee una coleccidén finita o numerable de autovectores ortonorma-

les €,,€,,... Cuyos autovalores se acumulan a 1o sumo en 0 y verifican
Ix 1 = IA,| = ... >0y tal que {e;} es completo en R, = rango del operador
A: F=Af = IFI? =7 |[(Fe)|”

k

Los autovalores A, # 0 son reales y los autoespacios correspondientes de di
mensién finita. Si H es un espacio de Hilbert propio (i.e. con base infini-
ta numerable) y A no tiene rango finito, entonces i, — 0. Aunque muchas
veces no sera necesario, mantendremos nuestra adhesidén a la hipOtesis que

H es un espacio de Hilbert separable de dimensidén infinita.

Obsérvese que si x L RA entonces (Ax,ei) = (x,Aei) = 0, es decir, ﬁ; redu-

ce al operador y A(HeaﬁZ) = {0}. Completando {ei} obtenemos una base orto-

normal {wj}. Si reemplazamos A por K*¥K con N(K) < =, tendremos:

(@7) = >1 I o122 T p K e ) = T (KK pyae) = T (KK gyop )] -
= I [(K*K e )] =§ R RNCIPES =§ ERE

11/2

8

Si de K exigimos todavia que } }Aj

J
autovalores de K*K, entonces diremos que K es un operador nuclear.

< , donde {Aj} es la familia de

DEFINICION. Un operador completamente continuo T se dird nuclear si

z\/|le < » donde {Aj} es la familia de autovalores de T*T.

Como Z\/|Xj| < w implica } Iljl < », vemos de (27) que todo operador nuclear

tiene norma Hilbert-Schmidt finita.
Puede demostrarse que ) | (T wk,wk)l < « para toda base ortonormal {wk} si T
k

es nuclear y también que T (acotado) es nuclear si ex<ste una base ortonor-
mal {wj} para la cual § (T wj,wj) converge absolutamente.
Ademds, § (T wk,wk) es un nGmero independiente de la base {wj}.
k
NOTAS. 1. Del teorema 4 resulta inmediatamente el siguiente resultado:

Al = "51"1p1 | (Ax,x)| es alcanzado en por lo menos un elemento de H, que es
x=

autovector correspondiente al autovalor A _ y vale

1

[A | = sup {](Ax,x)|: Wx) = 1.
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En efecto, Af = F = § (Af,e )e, = Y (A § (f,ej)ej,ei)ei =7 Aj (f,ej)ej y
7 ](f,ej)|2 = 1 implican IAI < [ ].

En particular resulta que A = A* # 0 y A € c.c. implican la existencia de
autovalores del operador (cf.cap.II, §5). La observacidn precedente suminis

tra un método para determinar al menos el médulo de Ay

2. iv) del teorema 3 muestra que es posible aproximar en la norma uniforme
un operador Hilbert-Schmidt por operadores de rango finito. Esto vale para
todo operador T completamente continuo. Un conjunto de aproximantes viene
dado por la familia {T_} definida por

n
Tnf = _Z.

T e.,0.) (f,0.)0. dond 3%
1’le( «pl,th) ( ,wl)wJ s onde {th}

j=1

es una base del espacio H, (cf. §13 y Tn.14) .

3. La no separabilidad de H no cambia esencialmente la estructura de un ope
rador A completamente continuo autoadjunto no trivial, pues en ese caso en
el espacio H existe un subespacio separable invariante por A y tal que su

complemento ortogonal es transformado por A en {0}.

De la tesis del teorema 4 sigue también enseguida que A es biunivoco si y

sélo si R(A) = H, o sea, si y sdlo si {ej} es una base del espacio.

4. Otro resultado ficil de demostrar pero que sdlo enunciamos dice asi: A
> - 3 . » 4 > 3 s
€s simétrico y completamente continuo si y solo si existe una sucesién de

nimeros reales A\, —— 0 tales que v f € H, Af = ) . (f,e.)e. donde
i 5w i i’

{e.} es un sistema ortonormal en H,
1

8. TEORIA ESPECTRAL PARA OPERADORES COMPACTOS. METODO DE F. RIESZ Y TEORE-
MAS DE FREDHOLM.

El estudio de la teoria espectral para operadores completamente continuos,
también llamados compactos, es-la introduccidén natural a 1la teoria espectral
general. Designaremos con R un preHilbert y con H con su completacién. En lo
que sigue no siempre seri necesario la completitud del espacio y asi se ha-

T4 notar en cada enunciado.

k
LEMA 1. Sea {gk: k=0,1,2,...} un sistema ortonormal en R y Agk =7 Bkj gj.
0

Entonces Bkk — 0 si A es completamente continuo.

DEMOSTRACION. IIAgn - AgmH2 > |6nn|2 sin>m. Si A es compacto, para una

subsucesidén {g, } cualquiera existe una subsucesidén {gn. } tal que {Agnjk}
3 Ik
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es de Cauchy. Por lo tanto, B n. — 0. De aqui sigue que B8 — 0.
jk* 3k nnOED

LEMA 2. Sea A # 0 y A completamente continuo en R. Si {fo,fl,...} C R veri-

fica: (A - A) fn = fn_¥ , (A - X\) fo = 0 entonces frl =0 VvV n.

DEMOSTRACION. Los vectores fj , j =0,1,2,... , forman una familia lineal-
mente independiente si £, # 0. En efecto, sea f el primero que es combina-
n-1
cidén lineal de los precedentes: fn = 3 o fk. Aplicando A a ambos miem-
0
bros obtenemos:
n-1 n-2
A fn + f 1 = A z oy fk + E 04 fh
0 0
n-2 )
0 sea, fn_1 = g ®pa fh , contradiccidén. Ortonormalizando {fn} obtenemos
{gn} D8 T % fO * oo, f1 e tag fk' Pero
Agy = oy £o v s oy B g T B 8o e T By g B T AB
A= B Luego, del lema 1 sigue A= 0, contradiccidn.

TEOREMA 5. a) A = 0 es el Ginico punto de acumulacién posible para los auto-
valores de un operador completamente continuo en R,

b) A cada autovalor X # 0 corresponde un nimero finito de autovectores li-
nealmente independientes.

¢) Cada operador completamente continuo tiene a lo sumo una cantidad nume-
rable de autovectores linealmente independientes correspondientes a autova-
lores X # 0.

DEMOSTRACION. Basta ver que v p > 0 s6lo existe un nimero finito de auto-
vectores linealmente independientes cuyos autovalores superan p.

Sea A £ =2 f, Al > >0, n=1,2,3,... , Ortonormalizando {in} obte-
nemos {g } : g = jzl % 5 fj. Aplicando A a g, se obtiene A g = jzl aijjfj
Luego: Agk A 8 T akl(xl—xk)fl + oL+ ak,k—l(xk—l_kk) fk_1 =

k-1
=B 1 81 % o T By poy 8- O osea, Ag S % Bren &n ¥ M B
La tesis sigue del lema 1. Q.E.D.

TEOREMA 6, Sea A completamente continuo en R. Si 2 # 0y (A - A)(R) = R en-

tonces existe (A—)\)'1 con dominio R.
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DEMOSTRACION. Si existe f0 tal que (A - A) f0 =0, fo # 0, entonces defi-
nimos fl como uno de los elementos tales que (A - A) fl = fo.

Asi seguimos y A fk - )\fk = fk_l , k=1,2,3,..., contradiciendo el lema 2.

Q.E.D.
TEOREMA 7. Sea A completamente continuo en R, X # 0. Existe una constante
M = M(A,x) tal que si (A - X} £ = h es soluble para un h dado, entonces pa-
ra cierta solucidn f vale:

TEl <M I(A - Ay £ = M.Ihl.

DEMOSTRACION. Sea {fl,...,fk} una base de autovectores de A correspondien-
tes al autovalor A.

Si X no es autovalor este conjunto es vacio. Sea (A - A) f* = h . Entonces
k

{f : (A-2) f£=nh)={f: f=f£x+7 oy fi} € convexo, cerrado y el
1

Inf Ifl se alcanza en cierto elemento g = g(h), para el cual vale

A g(h) = Ag(h) + h.

Consideremos Sup H ". El teorema se reduce a demostrar que este supre-

her(a-1) 0l
mo es finito. Si sup = «, entonces existe una sucesidn {hk} tal que

legth )]

—FH-%——-———» ©, Supongamos lghl = 1 para cada hk' Entonces, para alguna sub-
k

sucesién de hk’ que seguimos representando con los mismos indices, se tiene:

lgth )y =1, b — 0 , Ag(h) —

Luego, g(hk) —> g, y vale A g - Ag = 0. Como lgl = 1, llegamos a una con-
tradiccién de la siguiente manera:

_ . . 1
A(g(hk)-g) - A(g(hk)—g) = hk implica para k > ko, que > > Hg(hk)—gn >

Z inf {Ifl: A £ - Af = hk} = Hg(hk)ﬂ = 1. Q.E.D.
LEMA 3. G = R{A - X)) es cerrado, o sea, es un subespacio, si X # 0 y A es

un operador completamente continuo en H.

DEMOSTRACION. Sea g, € G tal que g, — g. Podemos suponer l8n-8ptill < 1/27,
n=1,2,... , 9 {hn} asi elegida como para que: (A - )\)h1 =2,

(A - A)(hyhy) = gygys -on , (A-A)(h, -h) =g -g ,..., Y

Ih hnﬂ < M.Hgn+l—gnﬂ. En consecuencia, g, — & implica la existencia de

n+l
h tal que h, — h. Entonces (A - A)h = lim (A - Mh = lim g = g. Q.E.D.

TEOREMA 8. Si X # 0 es autovalor para A, A lo es para A*, cuando A es comple
tamente continuo en H.
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DEMOSTRACION. Resulta de (R(A-A))l = N((A - M)*) v (A - AI)* = A* - AL,
Recordemos que Rl = {f: (f,vr) =0 v r € R} = {f: £ L R}.

Sea f # 0, £f1 G R(A - A). Entonces ¥ h € H se tiene:

(Ah,f) - (h,Xf) = (h,A*f) - (h,Xxf). Q.E.D.

0 = ((A - A)h,f)

TEOREMA 9. Sea A completamente continuo en H, X # 0. Af-Af = g tiene solucidén
f si y sélo si g Ll autoespacio de A* correspondiente al autovalor .

Si X no es autovalor de A*, por autoespacio debe entenderse {0}. Entonces,

Af - Mf = g tiene siempre solucidn si y so0lo si A no es autovalor de A.

Los teoremas 8 y 9 son generalizaciones a operadores compactos de los dos

primeros teoremas de Fredholm de la teoria de ecuaciones integrales.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 9.

h

{h: (A* - A)h = 0}

Sigue de la relacidén conocida: N(B*)l = R(B), observando solamente que
R(B) = R(B) si B =A - AI (Lema 3). 0.E.D.

Se sabe que todo operador completamente continuo en H posee un subespacio
invariante, es decir, existe un subespacio S # {0}, S # H, tal que AS C S

(J. von Neumann).

Sin embargo se tiene un resultado mds preciso en el caso de operadores com-

pactos autoadjuntos.

TEOREMA 10. 1) Si A = A* es completamente continuo, A # 0, entonces existe
e € H, lel = 1, tal que para cierto A # 0, Ae = Ae.

2) Un operador de tipo Volterra de nicleo acotado no tiene autovalores # 0.

DEMOSTRACION. 1) Sea Al = sup |(Ag,g)| = sup [lAglh;IAl = 1im |(Ag_,g )|
lgh=1 lgl=1 n->e noon
para cierta sucesidén normalizada {gn} y A= 1im (Agn,gn) , con
A= 1Al & x = -lAl. Siempre podemos elegir {gn} de manera que Agn — h.
Luégo, 0 < limlAg_-Ag 1 = ihi2+a?-1im 2x(Ag_,g ) = IhI% - A%,
Pero 1lim IIAgn - kgnu = 0 pues el Gltimo miembro es nulo: Ilhll2 = 1im HAgnH2<
2 2 2 '
< =
AT g P
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0 sea, Ag - Ag_ — 0 cuando n — «, Por lo tanto, g_ — h # 0 vy vale
n n n A

A(h/A) = h. Para e = W%T se tiene Ae = le.
X

2) Sea K y(x) = J K(x,£) y(g) d¢ , 0 <x, £ <1, K acotado por M y conti-
0

nua salvo para x = £, y # 0.

Luego K y(x) es contifiua si y € L%, si esperamos que u.Ky =y, w =y, en-

tonces debe ser y € C([0,11), |y(x)| < |u|.M.B.x, donde B = sup |y(x)].
Aplicando repetidamente el operador u.K, obtenemos:

ly(x)]| < lulk M B / ki —— 0
k>
0 sea, y = 0. Es decir, cualquiera sea X # 0, Ky = Ay implica y = 0. Q.E.D.
% .
NB. Si x =0y K=1, I y(&) dg = 0 entonces y = 0 c.d., y por lo tanto es
0

te operador no tiene autovalores.

Sea otra vez A # 0 y denotemos con K, = {g: (A - AID" x = g es soluble y n},
y N, = {f: existen / (A - AD"f = 0},

K; y (N% sean los correspondientes conjuntos asociados con A* y X. SiA#

autovalor, entonces NA = {0}, KA = H, por lo que sbélo interesard estudiar
estos conjuntos para el caso de A autovalor. Obsé&rvese que los autovectores

pertenecen a N,. Mis afn, NA coincide con el autoespacio correspondiente si

A es autoadjunto o normal (cf. §5).

TEOREMA 11. Sea A # 0, autovalor de A completamente continuo definido en un
espacio de Hilbert H. Vale entonces:

1) KA es un subespacio de H,

2) NX es un subespacio de H,

3) K, + N, =H, K AN, = {0}

4) 0 <dim N, <=,

5) K,®N:t=H,

6) dim N, = dim NX
A

= P = - n = G

DEMOSTRACION. 1) K, = n 6 donde G = (A - AD™(H), 6, ¢ G . G, = G,

por lema 3, o sea, G, es un subespacio.

2

Si se aplica A - A1 a Gl se obtiene G2 = (A" - 2)A + AZI)(H). Como A2 - 2)A

es también completamente continuo, G, = G,. Asi tenemos que para todo n, G,
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es un subespacio. Supongamos Gn # Gn ¥ n. Existe entonces una sucesién

+1

ortonormal {g } tal que g L G ., , g € G . Luego, ((A - Mg  ,8) =0

si p>0y también (A g ,gn) = 0, si p>0. En este caso:

2 2

A g - A gn+pH =g, * (A-2) g - A gn+pu =

n+p

IA12 + 1A - 2) g, ~ A gn+pu2 > a2 > o.

0 sea {A gn} no es relativamente compacta, contradiccién. Es decir, existe
k tal que G, ; G, ? AN ? Gk = Gk+1 = ... = KA'

2) y 4). N, = n§1 M, M= {f: (A-ADPf=0}DOM . Seam>k y

(A - AI)"f =0 ; sig= (A - XI)m_lf, entonces g € K, = Gy (A - Vg =0,
Luego, g € KX = Gk+1 implica la existencia de g, € Gk = KX tal que

g = (A - 12D g,.
Andlogamente, g = (A - AI)g2 » 8y € KA’ etc... Del lema 2 sigue que g = 0.

0 sea, ya (A - AI)m-lf = 0, y de aqui obtenemos: (A - AI)kf = 0. En general
no se puede disminuir el exponente. Sea h tal que

(A -t h g K.
Entonces, (A - A)k_lh # 0 y queda demostrado que
{0} e M g My, € ... ¢ M = Mo = -+ = Ny

Cada vector f € NA , £ #0 , satisface la ecuacién:
- - o[ k
B - (-t Ak f-0 , B=ak- x(f] TS b [k 1] A.

k-1

Luego, f € autoespacio de B correspondiente al autovalor Ak (-1) lo cual

implica que dim NA < =« y por lo tanto que NA = ﬁ;.

3) Aqui se usarid la propiedad recién demostrada:
g € KA , (A-2)g=0 = g=0.
= _ L 13K =
Sea heH vy h1 = (A A1} h € KA G2k‘
h1 = (A - AI)kg. Poniendo f = h - g resulta (A - AI)kf = 0, es decir,
f e NA' Lo que prueba que h

Luego existe g € Kx tal que

[

f+ g, fe€ NA’ g € KA' Si la descomposicién
no fuera Gnica existiria f # 0, f € KA N NA' Asi que, por un lado
0 = (A - AD)%f , s<kcong-= (A - A)S_lf # 0. Por otra parte, esto dice

que (A - A)g = 0, g # 0, contradiccidn, pues g necesariamente € KA' 3) que-

da asi demostrada.

5) Sea F € H, F L X,. Entonces (F,(A - AI)*h) = ((A* - XI)*F,h) = 0 V h € H,
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lo cual implica (A* - XI)kF = 0.y Fe€ N;. 0 sea,}{eKA < N;. Sea ahora

F € N*. Entonces existe m tal que (A* - XI)™F = 0, de donde sigue ¥V h € H,
X

(F,(A - A1)™) = 0, o sea, F 1 G 2K,.
6) Se deja al lector. Q.E.D.

El proceso descripto y los resultados obtenidos forman parte del llamado

método de F. Riesz.

Concluimos esta seccidn con una generalizacién del tercer teorema de Fre-
dholm.

TEOREMA 12. Si A es completamente continuo en Hy X # 0 es un autovalor en-
tonces la dimensidén del autoespacio correspondiente a A es igual a la del

autoespacio de A* correspondiente al autovalor X.

s {fi} una base de N, .

i

n
DEMOSTRACION. Sea e = ) a, f

1

A

Consideremos h = (A - AI)e € N

- - * *
3t h k +¢, k € KT , ¢ € NX'
Como N, 1 K; , (h,k) = 0. Luego h = 0 si y sbélo si (h, ¢+k) = 0 si y sélo
si (h,p) = 0. Luego es necesario y suficiente ver que h 1 N% para asegurar

que e es un autovector correspondiente al autovalor A.
Sea {fi} , 1 =1,...,n, una base de N;. El sistema (h,ff) =0, i=1,...,n,

determinarid los coeficientes a; = ai(e) de los autovectores e:

(31) al(Afl-Afl,f§)+az(Af2—Af2,fz)+...+an(Afn-Afn,f§) = 0.

n

En la determinacién de los autovectores e* = § b, f¥ de A* correspondientes
1
e:

al autovalor A se llega a un sistema semejant

bl.(A*fT~Xf*,fi)+ et bn.(A*f:-sz,fi) = 0, el cual puede escribirse en la
forma:

Af - 3 f F% Af - 3 f f£*) =
(32) bl'(Afi Xfi,fl) + ...+ bn.(Afi Afi,fn) 0

La matriz del sistema (31) es la traspuesta conjugada de la del sistema (32),
lo cual implica que tienen el mismo rango y por lo tanto la multiplicidad
de X para A es la misma que la de X para A*.

En efecto, multiplicidad = n - rango. Q.E.D.
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9. EL TEOREMA ESPECTRAL PARA UN OPERADOR COMPLETAMENTE CONTINUO AUTOADJUNTO.

El objetivo de esta seccidn es demostrar para A = A* completamente continuo
(no trivial) la conclusidn del teorema 4., A puede estar definido solamente
en un preHilbert R sin alterar el resultado final.

Sabemos que existe e. # 0 tal que A e, = A, e, A, = tsup |(Ag,g)|. Si

1 1 1 71 71 lgl=1

[eI]designa el subespacio generado por el autovector e,, R, = Rle[ell,

R1 = R, es invariante por A, y por lo tanto contendrd un e, # 0 tal que

Ae, = A

) s €, 0 < |3, < I A

ol

Siguiendo asi, si el proceso no se detiene luego de un ntmero finito de pa-

,|

sos, se construye una sucesidén ortonormal {ej} tal que A ej

]
>
[N
[0}
M

J
m
A. — 0 (Teor. 5). Sea ahora f = A h y escribamos h como h g+ 3 a, €.
1
2

J
m

a, = (h,e ). Entonces, g € Rele;,...,e ] y IAh - % a, -Ael =
_ 2 2 2
= A gl® < ]Am+1| gh™.
También, ak.A e, = ak.xk e, = (h,>\[1§1 ek) e, = (h,A ey ) e, = (A h, ek) e -

. 2 2 2
Luego, de Ihl = lgh , sigue: I£f - ; (f,ek) ekﬂ \_|Am+1| Lhi ™.
Si {ek} es finita, |Arl = 0 desde un momento en adelante y si no lo es, sa-
bemos que IAj| —> 0 cuando j — =« , Asi,

m

If - 3 (f,e )e, l —— 0 Q.E.D.
1 m-

10. Un resultado semejante vale para operadores normales. Un operador S se
dice normal si S*S = SS*. Vale:

TEOREMA 13. Sea S definido en H, completamente continuo y normal, # 0,

S*S = A, Existe un sistema ortonormal {ek} de vectores y una coleccién de

” . = % =
nameros # 0, {Ak}, tales que: S e xk e s S e Xk e »

{ka|2} es la familia de autovalores (no nulos) del operador completamente

k=1,2,3,... ;

continuo y autoadjunto A. Cada f de la forma S h & S*h puede rcpresentar-
se en la forma: f =) (f,e, ) e, .

K k k
Nq demostraremos este teorema.

En el caso de un operador completamente continuo general podemos todavia a-

firmar lo siguiente:
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TEOREMA 14, i) Sea T un operador completamente continuo definido en H, no
trivial, y H, sea su espacio nulo: T'l(O) = Hy. Existen dos sistemas orto-
normales {ek}, {gk} y una sucesién decreciente de nlmeros positivos {ﬁk} ,
ﬁk — 0 si es infinita, con la siguiente propiedad: v h € H,

h = h0 + (h,el)e1 + (h,ez)e2 N h0 € HO s H0 = Hoe [el,..J
Th=i(he) g +H,he,) g, *

ii) T es completamente continuo si y s6lo si v e > 0 existe Te operador 1i

*
neal de rango finito ( ), tal que

IT-T.I <¢
€

DEMOSTRACION. i) Si T = A = A* sabemos que A h =} (A h,ek) e, donde {ek}

k
es el sistema de autovectores de A. Luego

Ah = Z(h,Aek) e, = ) Ak(h,ek) e, = ) |Ak|(h,ek)(sgn Ak)yek =7 ﬁk(h,ek)gk;
h=] (he) e

Se ve facilmente que este espacio es HO = A-I(O).

+ h0 donde hO S Hea[el,ez,...].

Supongamos ahora que T es un operador compacto cualquiera.

Sea A = T*T. A es completamente continuo y autocadjunto y sus autovalores
# 0 verifican:

. -1
uy = H, > ...>0, A & = M € - De (Tf,Tg) = (A f, g) sigue que T ~(0) =
= A'l(O). Sea h = h0 + ; (h,ek)ek. Entonces T h = Z(h,ek) T e, - Escribamos
T e, = Y g, Resulta: T h = | /i (h,e,) g,; (gk,gj)
= o) VP T e, ) =6, 5 R = ViR
kM5 K %j ik 7 M Hk -

ii) Si T es completamente continuo y Tsf = pl(f,el)gl+...+pn(f,en)gn enton

2 o+ b <u L 112 <e? 112 sion es

2
ces IT £ - T_£1° < un+1{|(f,e n+1

n+l
suficientemente grande. La reciproca resulta de que todo operador de rango
finito es completamente continuo. O0.E.D.

(*) Por definicidn, K de rango finito si puede ser representado en la for-
n

ma K f = 7} (£,9)9; 5 n fijo; p.o0; € H.
i=1
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11. METODOS PARA HALLAR LA SOLUCION.

i) Consideremos la ecuacién:

b
£(x) - { K(x,y) £(y) dy = g(x) ,
a

y para comenzar supongamos K(x,y) continua en {a,bl x[a,b]l salvo eventual-

mente en y = x y acotada en mddulo por M.

Entonces K: b — ¢ y la ecuacién puede escribirse como:
(33) f =g+ KI£.

Si ensayamos resolverla por el método de aproximaciones sucesivas comenzan-

do por la aproximacién de f, f0 = 0, obtenemos:

£ =g, f,=¢g+KE ,f

1 2 = g + Kf2 y .. 5 £ =g + Kfn ,

3 n+l

Esto nos conduce a la serie de Neumann,
2 3 .
g+ Kg+ Kg+Kg+ ... =1im £ .
nse O
Si la serie converge uniformemente su suma serd una solucién f de (33). Una

condicidn suficiente para tal convergencia es M < 1/(b-a) vy

b
A= I lg| dx < =,
a

En este caso la serie K g + Kzg + ... admite la siguiente mayorante:

A M(1 + M(b-a) + (M(b-2))2 + ...).

ii) Los nficleos de Volterra se caracterizan por la condicidn K(x,y) = 0 si

a<x <y <hb. Si K(x,y) es medible y acotada en mddulo por M y otra vez

b

© > A= f lg(x)} dx , se ve enseguida que K"g(x) es medible y:
a

(X _ a)n—l

(n - 1!

[K* g(x)| <A M , mn=1,2,...

Asi 1la serie de Neumann a partir de su segundo término admite la mayorante:

A M Of (M(b'a))n

, ¥ por lo tanto para un nficleo de Volterra la serie de Neu
0 n!

mann es siempre uniformemente convergente y suministra una solucién de la
ecuaciodn.

iii) Supongamos ahora que K es un nGcleo Hilbert-Schmidt tal que N(K) =
= IX(.,.)l, < 1. Entonces K: L2(rR) — L%(R).

Supongamos g € LZ(R). Sabemos que (K fﬂz < N(K).Hf"2 y por lo tanto la serie
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de Neumann converge en media pues
1K™ g + ... + K®P gl < N(K)®.[1 + ... + N(K)P].lgl

tiende a cero cuando m y p —> ., En consecuencia:

161 < (] NK)T) L igr, = —HEL
0 1 - N(K)

Aplicando K a la serie de Neumann
f=g+K g+ Kzg +

se obtiene: K f = f - g , y nuevamente aquella define una solucién del pro-
blema. Ademis

Nof =

1
2

K" 20| = 1] XGn) K g ay| < ([ kG 2 an? (] 1072 an? <

<;\/1|K(x,y)!2 dy . N(K* g,

implica la convergencia de la serie de Neumann en casi todo punto a la so-

lucién f(x).

La solucidn es unica. En efecto, 1 no es autovalor para K. Directamente, si
hubiera dos soluciones distintas fl y fz’ su diferencia Af satisfaria

K(Af) = Af , IAf] > 0 lo cual implicaria IAfl = IK(Af)I < N(K).lafll < hafl.

iv) Supongamos ahora que estamos bajo las hipdtesis del teorema 4,

0 # A = A% c.C., Yy veamos como se puede resolver la ecuacién:
f-2Af=g,

suponiendo conocidos los autovalores y los correspondientes autovectores.

Si para cada g dado existiera una solucién f, haciendo uso de la tesis del
teorema 4, tendriamos:

f=g+2Af=g+2]) Ay (f,ei)ei.
i

De aqui sigue que

(1 - A'Ak)(f’ek) = (g’ek) s k=1,2,...

. (g,ex)
Si A # 1/), entonces v k, (f,e,) = T~ g Y si A = 1/, para
k = j+1, j+2, ... , j+r , entonces n:cesariamente tendremos:
(34) (g’ej+h) = 0 ’ h = 1,21""r ’ y

(f,ek) es indeterminada para esos valores de k. Entonces,
(35) f=g+ 73 Cp €

donde el factor Cy de e, es arbitrario si k = j+1,...,j+r, e igual a

ITI-30 109



[ 700 - AT (g,e) en todo otro caso.

Supongamos, reciprocamente, que g satisfaga (34) si Ax, = 1 y que en (35),

Cj4n S€2 indeterminada cuando €4 €S U autovector correspondiente al auto
-1 AXk
valor A °, ¥ ¢ = T (g,ek) en todo otro caso. Entonces,
k
- i
Af=Ag+ —— (g,e, ) e + c. A.,, €. =
i 1 Axk k k het j+h "j+h Tj+h
‘ ' Az T
- i Kk + ) c A e =
=1 (erede * 1 7= e (g,e ey L4y Cith Yi+h Sy
A (gre) 3
S -1 _ _ ;
= T ek + E Cj+h A ej+h = AAf = 2 Ck ek f g.
k h=1
Es decir, (35) define — con las precauciones del casoc — una solucidn de

la ecuacidn planteada.

12. Enunciaremos a continuacidn algunos resultados relacionados con el ni-

cleo K(x,y) de un operador integral Hilbert-Schmidt.
Supongamos 0 # K(x,y) = K(v,x), es decir, K hermitico y no trivial.

Entonces sabemos que

(36) K(E)(x) = ] A (f,ede (), v fe€ L.2(R), donde A es Teal y
i=1
|xj| > |Aj+11.

Un resultado debido a E.Schmidt dice que entre todos los nficleos hermiticos
AN que dan lugar a operadores de rango de dimensidén finita N, SN(x,y) =

N
= A, e.(x) e.(y), es el que da mejor aproximacidén a K(x,y) en la norma 2:
1 1 1 1

(37) IK - AN"Z = 1K - SN"Z'

Esto ya prueba que K(x,y) es desarrollable en L2(R><R) en el sistema orto-
normal {ei(x).E;(y)}. Precisamente:

(38) Kx,y) = [ A e, 3,0 h).

Si en lugar de R consideramos el intervalo [0,1] y suponemos que K(x,y) es-

td definida en [0,1]1 x[0,1] y es continua alli, entonces vale el teorema de

Mercer (K: L2(0,1) — L2(0,1))3

(39) K(x,y) = [ 2 e.(x) e (y) , 0<x,y<1,
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supuesto que (Kf,f) =0 v f € L2.

La convergencia uniforme también puede presentarse en (36) bajo ciertas con

diciones. Precisamente, si vale

(40) J IK(x,y) |2 dy <c? <= , v x

el desarrollo (36) converge para cada x absolutamente, y uniformemente.en X,

cualquiera sea la funcién f € L2 (E.Schmidt).

13. Sca a x, t <b y K(x,t) un nlicleo degenerado:

K(x,t) = aj(x) bj(t) R aj,bj € Lz([a,b]). La ecuacién

I e A

J

b n b
¢ - X K(p) = £, donde K(p) = J K(x,t) ¢(t) dt = ) a. J b. ¢ dt =
a ji=1 LR PO

]
I~

Cj aj(x), puede escribirse como:

j=1

(41) p(x) = £f(x) + X-Z

C. a.(x).
R a5 (x)

Aqui se presentan varias incégnitas: ¢(x) y las constantes Cj que dependen

de ¢. Reemplazando (41) en la ecuacidén se obtiene:

n b n
(42) z [c - f b (t).{f(t) + A C. a.(t)} dt]l . a (x) = 0 -
m=1 O a " j=1 3 J m

Supongamos ahora que {am(x)}es un sistema linealmente independiente. Enton-

ces los corchetes en (42) se anulardn y si escribimos

amk

b
= f a, b, dt , £,
a

b
J b. £ dt tendremos:
a J

n
(43) C -x ) a.C =f , m=1,2,...,n.

Sea A = (amj). La matriz del sistema (43) tiene la forma I - AA cuyo deter-
minante denotaremos con A(A). Si A(X) # 0 existe solucidn Gnica {Cj}. Reem

plazando en (41) obtenemos una funcién ¢. Se ve ficilmente, haciendo uso de
(43), que la funcién v asi hallada satisface la ecuacidn integral de Fre-
dholm de segunda especie: (I - AK)(v¢) = f. La importancia de los nlcleos
degenerados se pone de manifiesto en el estudio de los métodos aproximados

de resolucidén de ecuaciones integrales.
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Ademds, si {aj(x)} es una base del espacio Hy T es c.c., Yya observamos que

los operadores con nicleos:

n
aj(x) () (T ai,gj) Ez(t)), aproximan a T en norma, (cf.T.J4).
i=1

14. Sea K un operador lineal acotado del espacio de Banach X en el espacio
de Banach Y, y sea T la esfera unitaria de X. K se dice compacto (o comple-

tamente continuo) si K(Z) es un conjunto compacto en Y. Vale el siguiente:

TEOREMA. i) Combinaciones lineales de compactos es compacto y el producto

de un operador lineal acotado con otro compacto es compacto.
ii) K es compacto si Yy sélo si K* lo es (Schauder).

iii) El1 conjunto de los operadores compactos es cerrado en la topologia uni
forme de operadores.

Supongamos ahora X = Y.
iv) El rango de AI + K es cerrado si este operador es biunivoco.

v) El espectro de K es a lo sumo numerable y no tiene puntos de acumulacién

en el plano complejo, excepto posiblemente por A = 0.
vi) La proposicién precedente y la viii) valen aln si y s6lo si se .supone
que K" es compacto para alglin n entero positivo.

vii) K tiene siempre un subespacio no trivial propio invariante afn cuando
o(K)\ {0}= @ (Aronszajn y Smith}.

viii) o(K) \ {0} estd constituido por autovalores si no es vacio.

No demostraremos estos resultados. Varios de ellos fueron ya probados para
el caso X = Y = H, H un espacio de Hilbert.
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CAPITULO IV.

OPERADORES DE FREDHOLM.

1. Sea X un espacio de Banach y A un operador lineal acotado de X en X. Sea
N(A) = {x: Ax = 0} , R(A) = {y: Ax = y} , a(A) = dim N(A), B(A) = a(A¥*) =
= dim N(A¥*),.

Si K es un operador completamente continuo (c.c.) de X en si mismo sabemos

que A = I - K verifica:

-7 Ry
(1) a(A) <o, N(A) =T ]
X -7 _ =7 e Y
(2) R(A) = R(A, - - 0
(3) B(A) < w. x [ -~
Fig.l
Ademds a(A) = B(A). (Sabemos también que vale la alternativa de Fredholm:

R(A) = X y N(A) = {0}, o bien R(A) # X y N(A) # {0}).

Todos 1los resultados sobre operadores de un espacio de Banach X en otro Y
completamente continuos (compactos) utilizados en este capitulo fueron ya de
mostrados para los mismos actuando en espacios de Hilbert. Estas demostra-

ciones se adaptan ficilmente a la nueva situacidn.

Con 2(X,Y) denotaremos la clase de los operadores de X en Y llamados de
Fredholm, es decir, operadores lineales acotados para los cuales valen las
propiedades (1), (2), (3). El Zndice de Fredholm de A € & es

i(A) = a(A) - B(A).

Si V y W son subespacios de X tales que V N W = @ entonces designaremos con
Ve W a su suma directa: {z: z = x+y, x €V, y € W}. Dado z en Ve W éste pue-
de escribirse en forma finica como suma de un elemento de V y otro de W. Sabe
mos que dada una subvariedad lineal N de dimensién finita de X necesariamen-
te N = N y demostraremos que eziste un subespacio M tal que X =,M® N. Subes-
pacio significa aqui variedad lineal (que pasa por el origen) cerrada. Oue
en este caso M@ N sea cerrado no es accidental. Siempre la suma directa de

un subespacio y otro de dimensién finita es un subespacio.

Otro resultado dtil al cual recurriremos enseguida es el que afirma que si V
es un subespacio de X tal que V° = {x* € X*: x*(V) = 0} es de dimensidn fini

ta n entonces existe M C X subespacio de dimensidn n tal que X = Vo M.

Antes de demostrar la Gltima proposicidn recordemos algunas propiedades de
-los anuladores. Dado § C X, S° denotarid al conjunto de los anuladores de S,
{x*.€ X*: x*(s) = 0 Vs € S}. Si T C X*, °T denotarid al conjunto de anulado-
res de T en X, {x € X: t(x) = 0 Yt € T}. Vale que S° y °T son subespacios
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y que si M es un subespacio: o(M°) = M, & A es un operador en B(X,Y),
R(A)° = N(A%*) y R(A) es cerrado en Y g7 y sblo si R(A) = °N(A¥*).

Dado un conjunto linealmente independiente en X*,xf,...,xi, el subespacio
generado por ellos, M*, es de dimensidén n y existen X;,...,X, tales que

* =
x. € X, Xi(xj) J

i ij”’

En efecto,supongamos esto cierto para toda familia de n-1 elementos,

XA

*_1» Y sea xﬁ linealmente independiente de ellos. Para todo X € X,

‘n=1
x - ) x%(x)x, pertenece a ofx*,...,x*
1 3 j n
tos elementos tendriamos en particular:

- st x* se anulara sobre todos es

n-1
* = * *
xn(x) % xn(xj)xj(x) v x € X.
n—l . . - . o
0 sea, x* = )} x¥(x,)x*, contradiccidn. Entonces existe x_ en °[x¥,...,x* ]
n 1 n- 3 ] n n-1
. tal que xg(xn) =1, 0 sea, xf,...,xz restringidas a [xl,...,xn] forman un

conjunto de n funcionales lineales linealmente independientes. Por lo tanto

[X.....,x ] es necesariamente de dimensidén n sipue a) de la sigulente pro
l b b n N [}

posicibn.

PROPOSICION 1. a) Dados x*,...,xi linealmente independientes en X* existen
* =

X seesX elementos de X, tales que Xj(xi) 6ij'

b) Si V es un subespacio de X y V° es de dimensidén finita n entonces existe

M C X de dimensidén n tal que X = Ve M,

DEMOSTRACION DE b). Sea {x*,«..,xz} una base de V° vy {xl,...,xn} el conjunto
linealmente independiente cuya existencia se prueba en a).

Sea M el subespacio generado por estos elementos. w = E xﬁ(x)xk eM vy
x?(x—w) =0 y j. Entonces x-w € °(V°® =V y todo elemento de X pertenece a

V + M. Sea y € VN M. Por estar en M: y = E a X, ¥ por pertenecer a V:

x?(y) =0y j. O sea, aj =0 VvjyVvnM =1{0}. Q.E.D.

EJERCICIO 1. Dado un subespacio N0 de X de dimensién n (< =) existe un sub-
‘espacio M tal que M®N, = X.

(Sugerencia: Sea N, la imagen candnica de Ny en X&% y N, el subespacio de

X* cuya existencia es asegurada en a) prop.l. Sea W =N?9 ; entonces W@ N, =

= X*%, Definamos M = W n X).

NOTA. Obsérvese que si x*,...,xs € X* y son linealmente independientes el
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teorema de Hahn-Banach asegura la existencia de una base dual xf*,...,xs* en

**  3) afirma que una tal base puede encontrarse en X (C X*¥),

TEOREMA 1. Sea A € &(X,Y). Existe un subespacio X0 C X tal que X = XoéB N(A)

y un subespacio Y0 C Y tal que Y R(A)e Y dim Y0 = g(A). Existe ademids un

LN
operador AO € B(Y,X) tal que: X A9 ¥
a) N(A,) = Y T
() (0) 0, N(A) ”"—’
= .- R(A
(B) R(Ag) = X, -~ T (8)
(c) AjA = T sobre X, —
X
0
(d) AA = T sobre R(A), ’__,,-Y
- 0
(e) ALA = I-F_ sobre X, F. €B(X), R(F.) = N(A), L7
0 1 1 1 - - SRR
= T. - A
() AAO = I-F, sobre Y, E, € B(Y), RUE) Yy Fig.1

DEMOSTRACION. Dado N(A) con dim N(A) = g(A) < « existe XO subespacio que sa
fisface XO® N(A) = X. A es biunivoco sobre XO. Si R es la restriccidn de A

a X0 ésta es acotada como operador de XO sobre R(A). Luego existe A"l acota-

do, de R(A) sobre XO, Sea YO un complemento de R(A) en Y y sea P la proyec-

cibén de Y sobre Y0 segln R(A): Si r € R(A) y z € YO entonces P(r+z) = z.

Definamos Q como la proyeccidn segln YO de Y sobre R(A): Q = I-P. P es un o-

A8

perador acotado y por lo tanto Q también lo es. Definimos AO - Al

AO es entonces un operador de B(Y,X) cuya restriccién a R(A) coincide con
A"l Hemos probado asi (a), (b), (c) y (d). Veamos (f). Sea F,=1- AAO.

Entonces F2 = 0 sobre R(A), F, = I sobre YO.Luego F, = P. Analogamente F1 =

2
=1 - AOA es igual a I sobre N(A) y 0 sobre XO. Entonces F1 €S una proyec-

cidén en B(X) y su rango es de dimensidn finita. Q.E.D.

El teorema 1 muestra que dado A existen operadores acotados Ay Yy Az)'opera—
dores completamente continuos Kl y K2 de manera que:
(N AlA =1 - K1 en X,
- Y
I K2 en Y.

(2) AA,

Reciprocamente, si un operador A € B(X,Y) satisface (1) y (2) entonces
A € o(X,Y). En efecto, N(A) C N(AIA) implica a(A) < a(I-Kl) < o,

R(A). ° R(AAZ) = R(I—Kz). Como R(I-Kz) es un subespacio que admite un comple

mento de dimensidén finita sigue que R(A) es cerrado.
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Ademds N(A*) C N(I—K;) implica RB(A) < a(I—K%) < o, pues K; es compacto. A-
plicado este criterio al operador AO que aparece en (e} y (f) del teorema 1
resulta que A0 € s(V,X).

TEOREMA 2. Sean ¢(X,Y) @ A, B € o(Y,Z). Entonces BA € ¢(X,Z) y i(BA) =
= i(A) + i(B).

DEMOSTRACION. Observando el grdfico siguiente se obtienen las siguientes re
laciones: Y, + Y2 = R(A) , Y. + Y3 = N(B) , Y + Y4 =Y

1 1 2 0’
N(a) S Y., _ _---77
’gf - R(BA)
1L -7 R(A) Y, R(B)
Yo
X011 %, J
_ -, R S
e B -7 L
X A ¥ B z
Fig.2

R(A) e YO son cerrados y por lo tanto Y, es un subespacio; dim X, = dim Y, =
= d1 < w; dim Y3 = d3 < o, Por otra parte sabemos que existen operadores a-

cotados AO, B y completamente continuos Ki’ i=1,2,3,4, tales que AOA =

O E)
= 1-K,, ByB = I-K;, BBy = I-K,. Luego, (AjB)BA = Aj(I-K;)A =

I-K;, AA,

I-(K1+A0K3A) = I—KS, BA(AOBO) = B(I—KZ)BO = I-(K4+BK2B0) = I—K6, donde

Kj’ j = 5,6, son completamente continuos, y AOB0 € B(Z,X). Entonces
BA € o(X,Z2) vy 24@ L es de dimensidén finita. Luego dim Z4 = dim Y, = d4 < o,

Hemos hecho uso de la siguiente

PROPOSICION. Si R € Y es un subespacio de codimensidén finita m y si S es un
subespacio de Y tal que RN S = {0} entonces ¢ = dim S < m. Si o < m existe
T de dimensidén t = n-o tal que ReSeT =Y,

Finalmente observemos que:

X, @X, = Xg5; X, @ N(A) = X; Y,@Y, =Y, Y, @Y, = N(B); (ZA® L) ® R(BA) =

= R(B)®L = Z. Ademds: R(B) = dim L implica a(BA) - B(BA) =

= (a(A)+dl) - (B(B)+d4). Entonces de o(B) = d1+d3, B(A) = d3+d4 sigue que

i(BA) = (a(A) - d3 + a(B)) - (B(B) + B(A) - d3) = i(A) + i(B). Q.E.D.
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Hemos'visto que AO, el operador que se indica en (e) y (f) del teorema 1,
pertenece a $(Y,X). Haciendo uso del teorema 2 y del hecho que a(I—Fl) =

= B(I-Fl) resulta que i(AO) = -1(A).

EJERCICIO 2. Sea K completamente continuo de X en Y, A € &(X,Y). Entonces
A+K es un operador de Fredholm tal que i(A+K) = i(A).

(Sug. Usar que la composicidén de un operador completamente continuo y otro
acotado es completamente continuo, el teorema 2 y la observacidén que proce-

de al ejercicio).

EJERCICIO 3. N(A)° = R(A¥*).

(Sug. N(A)° D R(A*) , N(A) = °(N(A)°) < °R(A*)).

2, TEOREMA 3, Sea A € ¢(X,Y). Entonces A* € ¢(Y*,X*), -i(A*) = i(A)}.

DEMOSTRACION. La primera parte sigue del teorema 1: A*Ag = I-F?, ASA* =

= I-F;. Debemos calcular ahora o(A*) - B(A*). Sabemos que a(A*) = dim N(A*)=

= B(A). Basta ver entonces que B(A*) = g(A). Como B(A*) = a(A**) = g(A) re-

sulta la tesis. Veamos esto Gltimo. A*#* = (A*)*: X%* — Y*% N(A**) =

= R(A*)° implica que existe un subespacio W de dimensidén a(A**) contenido en

X* tal que X* = R(A*) @ W, pues ya sabemos que A** € ¢(X**,Y**), Sea Z el sub

espacio de X* generado por funcionales x? tales que x?(xk) = 6jk s

j,k = 1,2,...,n, donde {xl,...,xn} es una base de N(A). Si z € Z n R(A¥*) =

= Z N N(A)° entonces z=0. O sea, Z N R(A*) = {0}. Sea ahora x* € X* y escri-
n

bamos u* = x* - 7§ x*(xj)x§. Entonces u* € N(A)® = R(A*). Como x* - u* € Z

1
tenemos X* = R(A*)}e® Z. Es decir: a(A) = dim Z = dim W = a(A**) = B(A*). Q.E.L.

Obsérvese que en todo caso a(A**) = o(A) pues A** es una extensidn de A de
X a X**, Pero si A € &(X,Y) entonces a(A) = a(A**),

Hemos visto en el Ej.2 que un operador de Fredholm puede ser perturbado por
un operador c.c. sin que deje de ser de Fredholm. Ni siquiera cambia su in-

dice. Un resultado semejante sigue a continuacién.

TEOREMA 4. Sea A € &(X,Y). Existe n > 0 tal que ¥ T € B(X,Y) con ITI < q
A+T € o(X,Y), i(A+T) = i(A) v o(A+T) < a(A).

DEMOSTRACION. Sea n = quu'1 y ITI < n. Entonces: {(I+AOT)'1A0}.(A+T)

o -1 - _
= I - (I+AT)T'F) en X, (A+T).{A(I+TA) y =1 - F, (I+TA,) L en Y. 0 sea,
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A+T € o(X,Y), lo mismo que AO. Todo operador invertible pertenece a & y es
de indice 0, que son entonces propiedades que goza (I+A0T)—1.
Luego: i((I+A0T)_1) + i(AO) + i(A+T) = 0 implica i(AO) = -i(A) = -i(A+T).

Por otra parte sobre XO: AO(A+T) = I+A0T es un operador injectivo sobre es-

te subespacio. En consecuencia N(A+T) n X0 = {0} y por lo tanto dim N(A+T)<
< dim N(A). Q.E.D.

TEOREMA 5. Sea A € B(X,Y), B € B(Y,Z); entonces, si BA € ¢(X,2):
(1) A e o(X,Y) =B € ao(Y,Z),
(ii) a(B) <= =3B e ¢(Y,Z),

(1ii) B(A) <= =B € &(Y,2).

DEMOSTRACION. (i) Supongamos A € ¢(X,Y). Entonces B.AAO = B.(I—Fz) en Y.
Como BA € o(X,Z) vy A0 € a(Y,X), BAAO € o(Y,Z). Por otra parte BF2 € c.c. de
Y en Z resulta que B € o(Y,Z). Supongamos ahora esta Gltima relacidn. Enton
ces: BOBA = A-F3-A en X. Pero BA € ¢(X,2) y BO € ¢(Z,Y) implican B
BOBA € &(X,Y) 1o mismo que la perturbacidén de A por el operador c.c. F3A de X
en Y.

(ii) R(B) D R(BA) y BA € ¢ = R(B) cerrado y B(B) < 8(BA).

(iii) Sabemos que A*B* = (BA)* € &(Z*,X*). Ademds a(A*) = B(A) < w., Aplican
do (ii) e (i) resulta que A* € &(Y*,Z%) y B* € ¢(Z*,Y*). En particular:
a(B**) = B(B*) < », Entonces de a(B) < oa(B**) < «, usando nuevamente (ii)
obtenemos B € o(Y,Z). Q.E.D.

3. Veamos a continuacidn algunos ejemplos.

(a) Sea x = (XI’XZ’XB"") e 1? y Lx = (xz,x3,...). N(L) = {x: x,=x,=...=0}.

2 como R(L) = 1%, i(L) =

Si X0 = {x: x, = 0} entonces N(L) ® XO =1

(b) Mx = (O,XI,XZ,...) si x = (xl,xz,...). Entonces N(M) = {0} y R(M) = X

Luego i(M) = -1.

(c) L'((xl,xz,x3,...)) = (O,x3,x2,x5,x4,...). Entonces N(L') = N(L) vy

a(L') = a(L) = 1. R(L") = X0 implica B(L') = 1 y por lo tanto i(L'} = 0.



4., Un operador A € B(X,Y) se dird sem? Fredholm si R(A) es un subespacio y
a(A) es finito. La clase de operadores semi Fredholm la denotaremos con
¢+(X,Y). Entonces X = X0$ N(A) y si P es la proyeccidn segfin X0 sobre N(A)
tenemos:

PROPOSICION 2. Sea A € B(X,Y) y a(A) < «». Supongamos Xy = fg y X = XOGBN(A).
R(A) = R(A) sii

(4) I(I-P)xl < C.lAxl, V¥ x € X. ‘——-——7x
En efecto, R(A) cerrado implica .’
7
Ixl < C.JAx|| sobre X,. Pero x en X ¥ (I-P)x X
0

implica (I-P)x € XO » A(I-P)x = Ax, y sigue (4).

Reciprocamente, supongamos (4). Si {Axn} es de Cauchy, también lo es
{(I-P)xn} y esta Gltima converge, digamos a x. Entonces A(I-P)xn — AXx =

= lim Axn, y R(A) es cerrado. Q.E.D.

Hemos visto que A € ¢(X,Y) implica A* € ¢(Y*,X*). Luego si A € o(X,Y), ta.
to A como A* son operadores semi Fredholm., Veamos que esto vincula a los o-

peradores Fredholm con los semi Fredholm y los caracteriza. Sean A € & y
A* € 97, Luego R(A) = R(AJ y a(A) <=, a(A*) < @. Pero a(A*) = g(A). Q.E.D.

Denotamos con |.| la seminorma en X definida por:

[x] = IpPxi.
Como dim N(A) = a(A) < «, |.| es una seminorma compacta, relativa a la nor-
ma de X, i.e., acotados en |.l son relativamente compactos respecto |.].

De (4) sigue entonces:

(5) Ix < C.lAxI + |x|] , V x € X.

TEOREMA 6. Sea A € B(X,Y). A € ¢+(X,Y) sii hay una seminorma compacta |.|
relativa a la norma de X tal que (5) vale para todo x € X.

DEMOSTRACION. Supongamos (5). Sobre N(A) vale que |xl < |x), lo cual impli-
ca que la esfera unitaria de N(A) es relativamente compacta respecto I.I ,
y por lo tanto, que N(A) es de dimensién finita. Sea P definida como la pro

yeccidn segln XO de X = X0$ N(A), XO = Yg. Si existiera una sucesién z =

= (I'—P)xn con Hznﬂ =1, Axn —+ 0, también existiria una subsucesidn de z
{zn'}, de Cauchy respecto la seminorma con Axn —> 0. En consecuencia:
h] b
lz -z I <C JA(z -z )b+ ]z -z | —0
n n, n

)
3 j My ns Tk, ko
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y existira zy € XO tal que Z“j — Zg4- Necesariamente Aznj —_— Az0 = 0.

Luego, z, € N(A) N X,, o sea 2, = 0, en contradiccidn con lz I = 1. De lo
3

visto sigue que I (I-P)xl < CiAxl ¥V x € X, y de la Proposicidn 2, que R(A)

es cerrado. Q.E.D.

Enunciaremos a continuacién algunos resultados semejantes a los demostrados
para operadores de Fredholm.

TEOREMA 7. (a) Si A € ®+(X,Y) y K es compacto de X en Y entonces
A+K € 87 (X,Y),

(b) Dado A € ¢+(X,Y) existe un n =n(A) > 0 tal que si T € B(X,Y) y ITI <n
entonces A+T € ®+(X,Y) y a(A+T) < a(A),

(c) A € o' (X,Y), B € o (Y,2) implican BA € o7 (X,2),

(d) A€ 8(X,Y) sii A € 8" (X,Y) y A* € o (Y*,X*).
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CAPITULO V.

ALGUNAS NOCIONES SOBRE ANALISIS NO LINEAL.

1. Denotaremos con M(X,Y) a la familia de aplicaciones de un espacio de Ba-
nach X en otro Y, con C(X,Y) a la subfamilia de las aplicaciones continuas.
L(X,Y) denotard al conjunto de aplicaciones lineales y continuas de X en Y,
y B(X,Y) a las aplicaciones acotadas, es decir que transforman acotados en

acotados. Si f € M es lineal entonces es acotada si y sélo si es continua.

S5i X es de dimensidén finita y f es continua, entonces f es acotada. Sin em-
bargo, en general, los conceptos de continuidad y acotacién no son equiva-

lentes.

Una aplicacidén f se dice uniformemente continua si V¥ e > 0 31 68(e) >0
tal que lIx-yll < 6 = I£f(x)-f(y)1 < €.

Uniforme continuidad implica continuidad. Y también acotacién.

En efecto, dos puntos cualesquiera x,y de una esfera de radio uno pueden,
dado e, unirse por un segmento donde hay n puntos cuyas distencias
consecutivas es menor que §(e¢) y conn = [2/8] + 1. Entonces

I£(x) - £(y)I < (n-1).¢e.

PROPOSICION 1. Sea X reflexivo y f € M(X,Y). Si f transforma sucesiones dé-
bilmente convergentes en sucesiones débilmente convergentes, entonces f es
acotada.

DEMOSTRACION. Si existiera una sucesidn acotada {xn} C X tal que

Hf(xn)H — ® entonces existiria una subsucesidn {xn } débilmente convergen
h]

te (X = X**) para la cual necesariamente {f(xn )} es débilmente convergente

J
y por lo tanto acotada en norma. Contradiccidén. Q.E.D.

Hemos usado los siguientes resultados sobre convergencia débil:

a) Si X es de Banach y reflexivo, entonces su esfera unitaria es débilmen-
te secuencialmente compacta.

b) Si X, — X débilmente entonces {Hxnu} es acotada (y Ixl < 1im Han)
h|

cualquiera sea X de Banach.

2. Trataremos ahora el cédlculo elemental para aplicaciones de M(X,Y).

DEFINICION 1. Se dice que f € M(X,Y) es diferenciable Fréchet en Xg, O que
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es F-diferenciable en X4 si existe A € L(X,Y) tal que en un entorno U de)%;

(M If(x) - f(x - A(x—xo)u = o(ﬂx—xou).

o)

Escribiremos f'(xo) en lugar de A, la derivada Fréchet de f en Xq -

Si X = R™ e Y = R" tienen respectivamente las bases {el,ez,...,em} y

{f,,f,,...,f } entonces x = ) x.e;, y = ) y;£;- Siy = £(x), (1) se escri-

i

be: Af = Ah + o (Ihl), h = x-x

0
A es una aplicacidén lineal definida por una matriz {ai.}. Se ve fiacilmente
i .
que: a;; = 3x, » asique
]
]
A UCS U4
Bxl ax2 3x3
3y, 3y, 3y, ,
f'(x) = 3%, ax, CEN
Do Va P
Bxl sz 8x3

0 sea, f(x) es diferenciable Fréchet si y sélo si cada componente es dife-

renciable. La derivada Fréchet coincide con la matriaz Jacobiana.

Observemos que si f es diferenciable Fréchet en x, vale que:

- |
15im f(x+th) f(x) _ 1im (A(th) + o(lthi)) _ ACh) + 1im (ggggll (sgn t)IhI) =
t>0 t t+0 t t>0 Il thl
= A(h).
Consideremos ahora la funcién f: R® —— R! definida por
3
X7 .X, )
Xy * Xy + s si x| +.|x,| #0,
X, +X
1 2
f(xl,xz)
0 si X; = X, = 0
Considerando separadamente 1os casos x 2

2
2 S X[ Y X, >x| donde X;,X, >0 y

Xy vXx, <e, se ve que f es continua en (0,0) y por lo tanto que:

2
f € C(R*,R). Ademis vale que VY h:

11m  £L0+th) - £(0) _
t>0 t 1 2°
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h .h2
-5 Y f no es F-diferenciable

Sin embargo, f£(0+h) - £(0) - (hl+h2) =
+h2

=
— - W

_ 1.2
(tomar h, = h7).

Queda asi demostrado que hay lugar para el siguiente concepto:

DEFINICION 2. f € M(X,Y) es diferenciable Gateaux, o G-diferenciable en Xq
si existe un operador Df(xo,h) € M(X,Y) tal que:
f(xo+th) - f(xo) -t Df(xo,h)

1im = 0 para x0+th perteneciente a un entor
t=+0 t

no esférico de Xq -
Sigue facilmente que las derivadas de Fréchet y Gateaux son Gnicas, y que pa
ra todo escalar B: Df(xO,Bh) =B Df(xo,h). Ademds la diferenciabilidad

Fréchet y su derivada quedan establecidas independientemente de normas equi-
valentes en X e Y.

Si Df(xo,h) es lineal en h escribiremos fé(xo).h en lugar de Df(xo,h). Si f
es diferenciable Fréchet en X,, como ya vimos lo es Gateaux, y f'(xo)

= fé(xo).

Si f(x) = Yy Se tiene f'(x) = 0, y si f es una aplicacidén lineal continua
tenemos que f'(x) = £ v x € X, pues f(x+h) - t(x) = £(h).

Vale también que (f+g)'(x0) = f'(xo) + g'(xo) y que (a.f)'(xo) = a.f'(xo).
Veamos ahora la regla de diferenciacidn de una funeidén compuesta. Suponga-
mos que X,Y,Z son espacios de Banach, f € M(X,Y), g € M(Y,Z). Entonces, si f

es F-diferenciable en x, y g 1o es en f(x), g.f es F-diferenciable en x vy
vale:

(g.£)(x) = g'(£(x)).£'(x) -

En efecto, (g.f)(x+y) = g(f(x+y)) = g(£(x)+£'(x).y*o (lyl))

= g(£(x))+g' (£(x)) . [ £' (x).y*o (IyD] + o (lyD) = (g.f)(x) +

+ (g (£ (£ (x).y) + o (Iyl).

REGLA DEL PRODUCTO. Si f y g son F-diferenciablesenx y f e M(X,R) ,

g € M(X,Y), entonces h(x) = f(x).g(x) es F-diferenciable en x 7y vale:
h'(x).y = £'(x)y.g(x)+ £(x).g' (xX)y.

En efecto: f(x+y)g(x+y) = £(x)g(x) + [£'(xX)ylg(x) + [£(x)].g"(x)y + o(lyl).

m

TEOREMA 1. Si la derivada Gateaux fé(x) de f existe en un entorno V de Xq >

-es una aplicacidn acotada y es continua en X, como funcibén de V C X en
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L(X,Y), entonces f es F-diferenciable en Xq- Y en consecuencia f'(xo)==fé(x0).

Para demostrar este Teorema recurriremos a la férmula del incremento finito
(Teorema del Valor Medio). Supongamos que en el segmento [xo,x] , £ € M(X,Y)
tiene una derivada Gateaux fé(x). Sean ¢ € Y*, ¢(t) = w(f(x0+t Ax)) ,
o<ttt , Ax = X=X, . Entonces:

(2) o'(t) = ¢(fé(x0+ tAx) (ax)), y o(1) - o(0) = ¢'(6), con 0 <8 < 1.
o (£(x)) - e(£(xy )] = le(E(x) - £(x))| <

< lell. sup I£! (x,+0ax) 0. 1AxI.
0<p<1l B

"

Luego, |o(1) - ¢(0)]

Como esto vale v ¢ € Y* sigue que:

(3) IE(x) - £(xg)I < Iaxh. sup I£!(x,+08x)1.
0¢8<1 g

Aplicando (3) a x — f(x) - fé(xo)(Ax) obtenemos:

(4) E(x) - f(x fé(xo)(Ax)H < laxl . sup Hfé(x0+eAx)-fé(xo)H

)
0 0<6<1

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1. Elijamos h de manera que x0+h € V y considere-
mos la expresidn:
w = m(xo,h) = f(xy+h) - flxy) - fé(xo).h.

Entonces de (4)

lwl < Ihl, sup If'(x,+6h) - £'(x. )l
o<oc1 8 O g0

0
lwh = Ihil.e(1) = o(lhl). Q.E.D.

La continuidad de fé en x, implica que

EJERCICIOS. 1. Sea f(x) = Htz, x € H espacio de Hilbert real. Entonces
f'(x) es la funcional lineal definida por el elemento 2X.
2. Sea f(x) = Ixl. Entonces f'(x) no existe en x=0 y para x#0 es igual a

X

Ix 1l

3. Si £ € M(X,Rl) entonces f'(x), si existe, es un elemento de X¥*,

4, Sea f € M(RI,Y). Si f'(x) existe es representable por un elemento de Y.

Ademds la derivada Gateaux es siempre igual a la derivada Fréchet.

3. Si la funcién f(x) € M(X,Y) que queremos derivar en Xy es continua en

un entorno V de X entonces vale la siguiente proposicidn: si existe una a-
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plicacién lineal u € M(X,Y) tal que
f(x) - f(xo) - u(x - xb) = o(kx - xOH) ,

entonces u € L(X,Y) y u = f'(xo).

Dado € > 0 existe 8 tal que si fhl < § entonces Hf(x0+h)—f(x0)u < €. Pode-

mos elegir el § menor que uno y tan pequefio como para que también:

I£(xy*+h) - f(x - u(h)i < e.lhl.

o)
De estas desigualdades sigue que
lu(h)l < e+elhl] < 2¢ , ¥ h con |h| < 3§.

La linealidad de u implica ahora la continuidad.
Esta proposicién es sumamente Gtil pues en el caso de aplicaciones conti-
nuas s6lo se debe buscar una aplicacidn lineal que haga

1im l£(x+h) - £(x) - u(h)l
Ihll>e Il

=0
para poder afirmar que u es la derivada Fréchet de f en x.

EJERCICIOS. 1) Sean E,F y G tres espacios de Banach, b(x,y) una aplicacioOn
bilineal (es decir, separadamente lineal) continua de ExF en G. Demostrar
que la derivada es la aplicacidn lineal (s,t) — b(x,t) + b(s,y).

(Sugerencia: usar que b(x,y) continua equivale a

Ib(x,y)! < K.ixll.lyl , recordando que

Pix,yd b = lIxl v iyl.)
2) Sea f una aplicacidén continua de E en F = B, xF, (O simplemente de un a-
bierto de E en F). f es diferenciable en Xq si y s6lo si sus componentes f1

y f2 lo son. Ademds vale:
' = 1 1
£1(xg) = (£10x) , £30x())
si se entiende que L(E,F) ha sido identificado al producto L(E,Fl)x L(E,Fz).
Otros resultados Gitiles que no demostraremos aqui son los siguientes:

A) Sea f un homeomorfismo de A = K CXenB=25BCY. Sea g = f-l. Si £'(xq)

existe, X, € A, y si f'(xo) es un homeomorfismo (lineal) de X sobre Y enton
ces g es diferenciable en Yo = f(xo), y ademis, g‘(yo) = (f'(xo))'l , O sea,
(ET (£(x)) = (£ (x ) 7h,

B) (TEOREMA DEL VALOR MEDIO). Sea I = [a,bl], f: T — Y continua, ¢: I — R
continua. Supongamos que existe un conjunto D numerable tal que si x € I\D,

"f y ¢ tienen derivadas en x tales que If'(x)l < ¢'(x). Entonces
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I1£(b) - f(a)l <e(b) - v(a).

En particular-resulta que si en I, exceptuado @ lo sumo un subconjunto nume-
rable, cxiste f'(x) y vale I£'(x)] <M, entonces lf(b) - f(a)l < M(b-a).

n
4. Un operador f € M(X,Y), X = ? X;, se dice multilineal si para todo k es

lineal en x, cuando se mantienen fijas todas las otras variables.

Obsérvese que cualquier aplicacidén lineal f: X —> Y es diferenciable Ga-
teaux y Df(xo,h) = f(h). Andlogamente cualquier aplicaci6n multilineal es
diferenciable Gateaux y Df((xl,xz,...,xn) , (hl,hz,...,hn)) =

= f(hl’XZ’X3""’Xn) + f(xl’hZ’X3""’Xn) + ..t f(xl,xz,x3,...,xn_1,hn).

Sin embargo no es necesariamente diferenciable Fréchet.

Denotaremos con L(XI,XZ,...,Xn;Y) al conjunto de los operadores continuos
multilineales de Xlx sz X3x ee. X Xn en Y munido de la norma:

WEN = sup {Hf(xl,xz,x3,...,xn)H/Hxln.szﬂ.Hx3H...Han} con X, # 0.
L(Xl,Xz,X3,...,XN;Y) es un espacio de Banach. Si X1 = X2 = X3 = ,,. = XN

escribiremos L(XN;Y) para ese espacio.
LEMA 1. Los espacios L(XI’XZ;Y) y L(Xl,L(XZ,Y)) son isométricos.

DEMOSTRACION. Sea a: L(XI’XZ;Y) — L(Xl,L(Xz,Y)) definida por a(f) = g
donde g es la aplicacién que a cada Xy le hace corresponder f(xl,y) € LO%,YL

la(£)H = Bgh = sup sup (If(x;,y)l) = Il £l muestra que o es una isometria.
HX1H=1 Iyli=1

Veamos que es suryectiva. Sea g € L(Xl,L(XZ,Y)).

Definamos:
f(xl,xz) = g(xl)xz.
Obviamente:
BE(x,x,00 = lglx)x, < g (x D hnx, 0 < gh Ixphax,0y f e L(X,X,3Y). Ade
mas a(f) = g. Q.E.D.

TEOREMA 2. Si f € M(XlxxzxX x...xXN,Y) es multilineal, las siguientes propo

3

siciones son equivalentes:

N
(1) f es continua en todo punto x € X = 0O X, ,

(ii) f es continua en 0 ,
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(iii) f e L(Xl’xz’x3""’XN;Y): uf(xl,xz,x3, _”,xN)WiK;HxﬂLHXZH“.HxNH

para cierto K < =,

{iv) f es diferenciable Fréchet (en todo x € X).

DEMOSTRACION. (i) = (ii) vy (iv) = (i) son inmediatas.

(ii) = (iii): Si f(x) es continua en 0 entonces es acotada en una esfera

con centro en ese punto, y como f(k.x) = kN.f(x), lo es en toda esfera. Pon
gamos <f> = sup{lf(x)l: x € esfera unitaria}.

Aqui [xll = sup "xi"' Entonces si algln x; = 0, f(x) = 0. En caso contrario
<f> = sup (H£(x)1/ "XIH."XZH."XBH. cee lxgy = MEN. O sea

f e L(XI’XZ’X3""’XN;Y)'

(iii) = (iv): Hemos visto que Df(x,h) = g f(xl,xz,x3, ”"Xj—lJﬁ’Xj+1"“’XN)‘

Df(x,h} es lineal en h. Ademis:

IDE(x,h) Il < g ||f(x1,x2,x3,...,hj,...,xN)u < C. J "hj“ < C'.lhl.

Definamos el operador A(x) por Df(x,h) = A(x)h. A es lineal y continuo.

Ademis:
JA(x)-A(y) Il = sup I(A(x)-A(y))hl = sup IDf(x,h)-Df(y,h)l.

Ihl=1 Ihil=1
Pero IIDf(x,h)-Df(y,h)#, si Ihl = 1, es menor o igual que:
"f(hl’XZ’XB""’XN) - f(hl,yz,y3,...,yN)H + ... <
< Hf(hl,xz,x3,...,xN) t f(hl,yz,x3,...,xN) t f(hl,yz,y3,x4,...,xN) t
% f(hl,)’z,}’3,)’4,x5,--o,XN) ... - f(h1,y2;Y3"°"yN)|| +
+ ... < mfﬂ.ﬂhlu.(sz—yZH.Hx3H.Hx4H. ce. F Hyzﬂ.Hx3—y3H.Hx4H ce. *
+ Hyzﬂ ..... HxN—yNH) + mfﬂ.HhZH( ...... ) I < Cx,y.Hx—yH ,

donde Cx v se mantiene acotada si x e y lo estdn. Entonces A(x) verifica

FA(x)-A(y) Il < M.|x-yl si x e y estdn en una esfera de radio r (aqui M=M(r)),
y por lo tanto A(x) es continua en x, lo que implica que es la derivada
Fréchet de f (cf.T.1). Q.E.D.

5. Sea f una aplicacién diferenciable Fréchet de un subconjunto A abierto
de X en Y con derivada Df. f se dice continuamente diferenciable en A si Df
es continua en A. Supongamos ahora que

X =E, xE
La aplicacidn X, — f(xl,az) puede ser diferenciable en x) = a. En este

caso diremos que f es diferenciable respecto a la primera variable en
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(a,,a,) y a la derivada parcial la denotaremos con le(al,az),

Esta pertenece. a L(EI,Y).

TEOREMA 3. Sea f continua de un abierto AcCX = E;, xE, en Y. Para que f sea
continuamente diferenciable en A es necesario y suficiente que f sea diferen
ciable en cada punto respecto a la primera y segunda variables, y que las.a—
plicaciones (x;,x,) — D;f(x;,x,) para i = 1,2, sean continuas en A. Enton-
ces, en cada punto (xl,xz) € A,

Df(xl,xz).(tl,tz) = le(xl,xz).t + sz(xl,xz).tz.

1

DEMOSTRACION. Veamos la necesidad. Sea il(xl) la inyeccidn natural de E1 en
Elx E2 definida por il(xl) = (xl,O). La aplicacidn a: x, — (xl,az) tiene

por derivada a i Como f(x1,az) = (f.u)(xl), entonces

1°
(le)(al,az) = D(f.a)(al) = (Df)(al,az)iil.
Observando que
() + i,(ty) = (t),t))
resulta:
(Df)(al,az).(tl,tz) = (le)(al,az).tl + (sz)(al,az).tz.
Veamos ahora la suficiencia. Sabemos que:

Hf(al+tl,a2) - f(al,az) - le(al,az).tlﬂ < E."tl" s

Hf(al+t1,azft2) - f(a1+t1,az) - sz(al+t1,az).tzﬂ <
< thu. sup Hsz(a1+tl,a2+z) - sz(al+tl,a2)u <
lzi<liesl
< .
< e.HtZH si Htlﬂ < 61 y thﬂ < 62.
Entonces,
Hf(a1+tl,a2+t2) - f(al,az) - le(al,az).tl - sz(al,az).t2 I <

< Hf(al+t1,a2+t2) - f(al+tl,az) - sz(a1+tl,az).tzﬂ + E."t2" +

+ Hf(al+t1,a2) - f(al,az) - le(al,az).tlﬂ < 2€(Ht1H + thﬂ). Q.E.D.

6. Sea f una aplicacidén continuamente diferenciable de un abierto A C X en Y.

f'{x) = Df(x) es entonces una aplicacidn continua de A en L(X,Y). Si en un
punto x,, Df es a su vez diferenciable, a

(D*£) (xy) = £7(xy) = D(DE) (x,)

la llamaremos la derivada segunda de f en x f”(xb) € L(X,L(X,Y)).

0?

Hemos visto que L(X,L(X,Y)) es identificable a L(XZ;Y), y de manera que
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¥ € L{X,L(X,Y)) estd en correqundencia con la funcional bilineal ¢ dada
por:
e(s,t) = (W(s)){t) , vy bl = Nyl.

Consideremos las aplicaciones:

x DE(x) | L(X,Y) —S%-t .,y
donde t € X es un elemento fijo. Su composicidén da wo(x) = Df(x).t.

La segunda aplicacién mencionada es lineal de L(X,Y) en Y, por lo que su de
rivada es ella misma, es decir, aquella que a cada elemento u € L(X,Y) le
asigna su imdgen u(t) en Y, (t fijo). Luego ng(x) € L(X,Y) vy

Dy (x).s = (D?£(x).s).t = (D?£(x)).(s,t).

TEOREMA 4. Si f es dos veces diferenciable en X,, entonces la aplicacidn

bilineal (s,t) — sz(xo).(s,t) es simétrica.

DEMOSTRACION. Sea g(&) = f(x0+£s+t) - f(x0+£s) , 0 <& < 1. Entonces
g'(€)(a) = (f'(xg*Es+t) - £'(x,*Es)) (as) y por lo tanto,
g' (&) = [£'(xy*Es+t) - £'(xy*Es)].s.

Ademis: Hf'(xo+£s+t) - £ (x - f”(xo).(£s+t)ﬂ < e.(lsl + wtl) ,

o)
si s y t son suficientemente pequefios. Por otra parte:

F£' (xp+Es) - £'(xg5) - £'(x).(Es) < e.lsl.

Entonces: g’ (&) - ((£"(xp).t).s)l = I (£'(x +Es+t) - £'(x4))
- (f'(x0+£s) - f'(xo))].s - ((f”(xo).t).s * (f"(xo).gs).s) <
< 2ellsi(lsh + 01th) , cualquiera sea £ € [0,1].

De la fdérmula de incrementos finitos sigue que

lg(1) - g(0) - g'(O) < sup lg' (&) - g'(0)N.
0<E<l

Por lo tanto,
1g(1) - g(0) - (f"(xy).t).sh < Ig(1) - g(0) - g'(0)1 +

" 181 (0) - (£7(xg).t).sl < sup g (€) - g' (01 + Ig'(0) - (£7(xp).t).s0 <
< spp Ig'(8) - (£7(xg).t).sh + 2.0g"(0) - (£(xg).t).sh < 6.elsh(ish + vtl).
Pero g(1) - g(0) = f(x *s+t) - £(x,+t) - £(x,+s) - f(x,) es simétrica en s
y t. Luego:

(£ (xp) 1) .s - (£7(xg).s).th < 6.e.(Isl + Dti)?.

-La linealidad asegura ahora que esta desigualdad, originalmente demostrada
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para lsl = ltl pequefio, vale ahora para lish = ltl = 1,
En este caso:

H(f”(xo).t).s - (f"(xo).s).tﬂ < 24.e =
= 24.e.1 = 24.e.lsl.ltl.

De aqui sigue que el primer miembro es < 24.e.lsl.ltl cualesquiera sean s

y t. Como ¢ es arbitrariamente pequefio,

(f”(xo).t).s

(f”(xo).s).t , ¥V (s,t) € XxX. Q.E.D.

*7. PROBLEMAS NO LINEALES: EJEMPLOS Y CARACTERISTICAS.

Hay varias fuentes cldsicas de problemas no lineales. Tenemos problemas ori
. ginados en la geometria diferencial, problemas de la fisica, problemas del

cidlculo de variaciones, etc.

Nuevas se agregan a estas: la genética, la biologia, la economia, etc., van
agregando problemas cuya formulacidn es no lineal. Las dificultades que se
presentan al estudiar un problema no lineal son, a veces, muy interesantes.
Ejemplificaremos tres de estas inhexentes a la no linealidad: a) no unicidad,

b) existencia de singularidades, c) dependencia critica de parametros.
2

a) Consideremos el problema de contorno: 3—% + Zy3 =0, y(0) = y(b) = 0.
t

Multiplicando por %% obtenemos:
$2 4

ey e 20N Ly

y
y2 + y4 ¢ -implica I dx = t (obsérvese que si y # 0 entonces c # 0
1 0 c4-x4
45
y (c4 - x) 2 S Ll)
Y . Se ve entonces que puede construirse
una solucién y{t), funcién periddica
. —= de periodo
~
N 1 4
N 2 S
\ T =4y = = J — |
\ Cl1Vir-st
0 t que depende de la constante C.

Y=l.1_ds_
c

0 Vi-s4

Para que y(b) = 0 basta que T = T(c) = %

» = 1,2,3,.... 0 sea, hay infin<
tas soluciones al problema de contorno propuesto.
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b) Consideremos ahora el problema: §+y.9 = 0, y(0) = y(b) = 0,

2 . 2
0 sea, é%(& + %r) = 0, y(0) = y(b) = 0. Solucidén de la ecuacibn y + %T = k
y

|
[ow)
-

es y(t) = B tgh ﬁ;_ donde 82 = 2k. Si tgh %; = 0 entonces sh B% =
iy = B, sen Y% = 0. Luego vy = % m.

Entonces dado un tal y que corresponde a cierto k, y(t) = i.tg
en t =0, £ =>m, % % T,... . Entonces y(t) tiene una singularidad en x =
%. Es decir, no hay '"'solucidn" de nuestro problema que no tenga singula

dades en (0,b).

%} se anula

| o

- DN

i

c) Consideremors ahora el sistema:
. X y _ _ _
y +ye> =0 , y(0) =y() =0.

Demostraremos que este problema motiene solucidn (regular) si A > B donde B
es un nGmero real positivo, tiene exactamente una solucién regular si A = B8,
y tiene dos soluciones cuando 0 < X < B.

La ecuacidn es

$2
é%(%r + % e’) = 0 y por 1o tanto, si A > 0

se reduce a
y = V. Vec-e¥ .

<2
Supongamos y(0) = 0. Entonces, fijado A, para c = 1 + X_§9l , tenemos cer-
ca del origen:

-= v -
t = A Z.J (c-e%) 2 ds.
0
Yy ¥y t crecen simultdneamente hasta y(tl) = lg c¢. La funcién y(t) asi defini
Y da en [O,tl] , Y por simetria en
[tl’ZtL] , €5 solucidén de la ecuacién.

Si exigimos: 1 = 2ty , tendremos:

¢ dn

1 _ _ J _ 1 J
=~ t - [ . —
2 1 VX- 0 c-ef V;. 1 n Vc—n

. 2
Haciendo n = cx” , logramos
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B r dn__ _ Jl 2dx
2 1 n. Vc-n
Yy entonces
rl

dx o Jl
J1//2 x. \V1-x2 1/v<c

i

d(arc ch !
X

b

De aqul sigue que Ve = cosh| 23 .\Vcl, vy resolviendo esta ecuacién trascen
£ 16 L

dente sigue la proposicién a demostrar. El griafico de la solucidn y(t) es

como sigue

2t

. 1
¥ =W Ve-e?
e Y = - VA (c-1).t

i T

%8 . Presentaremos en esta seccién y la siguiente alpunos modelos no lineales:

a) el asociado al movimiento pendular, b) al movimiento de los planetas,
c) al crecimiento de dos poblaciones de animales donde una es presa de la

otra, o compiten por su sustento.

a) La ecuacién de movimiento del péndulo simple es:

(1 mazé + mag.seng = 0.
que se reduce a:
- dé

ab s " g.send = 0.

0 sea,

-C + Jé dé + % Jsene de = 0.

<2
Y por lo tanto: %?-- (g/a) cosé = C.
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Esta ecuacidn expresa la conservacidén de la energia del péndulo, pero es to
davia una ecuacidén no lineal de 6 en funcidén de t, la cual no puede resol-

verse en términos de funciones elementales.
Una funcién elemental es un miembro de la clase de funciones que comprende:

a) las funciones racionales; b) las funciones algebraicas (y(x) es una fun-
cidén algebraica si satisface

n n-1 n-2
Py.y + P,y + Pyy M 0,

Pi(x) = polinomio en x); ¢) la funcién e*; d) 1g x; e) todas las funciones
definibles usando cualquier combinacién finita de simbolos de funciones de
las cuatro clases precedentes. Ejemplos: funciones trascendentes elementa-

. . 2 X
tales, funciones trigonométricas o hiperbdélicas, xe™® |, e® , etc.
Sin-embargo el sistema puede suponerse conocido si en un instante dado t co
cemos su estado, es decir el par (G(t),é(t)), y su evolucién en el tiempo,
aunque no tengamos una representacidn simple de la desviacidén 6 como fun-
ci6n del tiempo. El conjunto de estos estados, y su evolucidn, pueden re-
presentarse en el diagrama de fases formado por las trayectorias (y su di-

rececidn).

Si aproximamos senf por 8 obtenemos la ecuacidén § + pZ6 = 0, la 1lamada e-

cuacidén del oseilador arménico simple cuya solucidén general es

8(t) = A.cos pt + B.sen pt = a.cos(pt+B).

b) Sea x = (xl,xz,x3) € R3. La ecuacién de Newton del movimiento de un pla-

neta de masa m - luego de un cambio adecuado de unidades - es:



(2) mk = - ——,
Ix]

Se demuestra que la 6rbita descripta por una particula que se mueve bajo la
influencia de una fuerza gravitacional newtoniana, y por lo tanto seglin la
ecuacién (2), es una cdnica. Precisamente una elipse en el caso de los pla-

netas de nuestro Sistema Solar.

Obsérvese que en esta formulacién se ignora la influencia mutua de los com-

ponentes del Sistema.

*9. Consideremos dos poblaciones de animales, la especia cazadora y, Yy su
presa x. Supongamos que cohabitan en un determinado ambiente y que la espe-
cie presa es la Gnica fuente de alimentacidn de la especie cazadora. La can
tidad total de comida consumida por unidad de tiempo por los cazadores es
proporcional al nimero de encuentros de miembros de ambas poblaciones, o
sea proporcional a xy. Por otra parte la especie cazadora tendrd una tasa
de crecimiento (por definicién, el cambio neto de la poblacién por unidad
de tiempo dividido por la poblacidén total al comienzo del periodon) propor-
cional a la cantidad de comida per cdpita ¢ menos la cantidad de comida mi-

nima t para la supervivencia del individuo:

Ay _ .
(3) v.AT a(o-t) , a>0 , t2>0.

0 sea, %% = a(o-1)y(t). Como ¢ = b.x resultari
(D] y' = (Cx - D)y , C,D>0.

En cada periodo At, f(x,y).At miembros de 1la especie presa son comidos. Ra-
zonablemente f(x,y) es proporcional a y, y bajo ciertas condiciones puede
suponerse también proporcional a x. Esta es la hipdtesis hecha mds arriba
sobre el consumo de los cazadores y de la cual resultd o proporcional a Xx.
0 sea,

AX = -Bxy.at , B > 0.

Supongamos ahora que la alimentacién de la especie presa es constante per

capita y suficiente como para hacer crecer la poblacidén en ausencia de ca-

AX
zadores, o sea, At "~ A, A >0, (cf.(3)).
AX
Entonces At~ Ax-Byx, y obtenemos:
(5) x' = (A - By)x , A,B>0.

(4) vy (5) constituyen las ecuaciones de Volterra-Lotka. El estudio original
de Volterra fue inspirado por observaciones de dos poblaciones de peces del



Mar Adriitico.
(Q,A) es el punto de equilibrio del sistema y se demuestra que toda trayec-
C’B p q Yy

toria de las ecuaciones de Volterra-Lotka es cerrada con excepcién del pun-

to de equilibrio y de los ejes coordenados.

Y

LS

olaT v --

Si consideramos dos especies x, y que compiten por su sustento, es decir,
viven en un mismo ambiente y tienen la misma fuente de alimentacién, se pue
de demostrar bajo hipdtesis razonables que las poblaciones tienden a alcan-
zar un punto de equilibrio, al contrario de lo que ocurria en el caso de es
pecies en relacidn cazador - presa cuyo niimero oscilaba alrededor de un

cierto punto.

Hay evidencia experimental que confirma ambos comportamientos.

10. TEOREMA DE L.E.J. BROUWER. Importantes aplicaciones a problemas no 1i-
neales (y lineales) tiene la teoria de puntos fijos de funciones continuas

de un espacio topoldgico en si mismo.

El capitulo VII serd dedicado a teoremas de punto fijo del andlisis funcio-
nal. Esta secci6n tratard de un resultado bidsico en espacios euclideos debi
do a Brouwer (1910).

DEFINICION 3. Un espacio topoldgico 7 tiene la propiedad de punto fijo si
toda aplicacidn continua de T en T tiene un punto fijo.
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El intervalo I = [0,1] tiene la propiedad de punto fijo (p.p.f.) pues si

f£: T —> I es una funcidén continua tal que f(x) - x no se anula ni en 0 ni
en 1 entonces necesariamente toma valores de distinto signo en esos puntos
y se anula en algin x; € (0,1). Obviamente el eje real y la circunferencia
unitaria no tienen la propiedad de punto fijo. Como veremos, la esfera ce-
rrada unitaria de cualquier espacio euclideo si la tiene. Es inmediato que
si T y S son homeomorfos simultidneamente poseen la propiedad de punto fijo

o no la poseen.

DEFINICION 4. T es un retracto de S si T C S y existe r(x) aplicacién conti-

nua de S en T tal que en T coincide con la aplicacién identidad.

Un conjunto convexo cerrado (no vacio) C de R™ con la norma euclidea o de
un espacio de Hilbert tiene la propiedad de que si X ¢ C existe p(x) € C
tal que p(x) es el Gnico punto del convexo que realiza la minima distancia
de x a C. De aqui sigue que un convexo cerrado de un espacio de Hilbert es
un retracto de cualquier subconjunto que lo contenga, pues basta tomar
r{x) = p(x) y observar que r es continua. (E1 resultado final es cierto
atin para espacios de Banach).

La propiedad de punto fijo de un espacio topolégico es heredada por todo re
tracto del mismo. En efecto, si T es una aplicacién continua del retracto
en si mismo, To r lo es de todo el espacio en si, y por lo tanto To r tiene
un punto fijo y. Como T(r(y)) = y debe pertenecer al retracto tenemos

r(y) =y, Ty = vy.

TEOREMA 5. Todo conjunto C convexo compacto no vacio de R" tiene la propie-
dad de punto fijo.

DEMOSTRACION. Basta demostrar el teorema de Brouwer que dice que
n

B" = {x: § |xi|2 < 1} tiene esa propiedad. En efecto, si B" € ppf también
1

k.B™ € ppf. Supongamos que k.B™ D C. Entonces C es un retracto de k.B" y

por lo ya dicho hereda la ppf.

Veamos entonces el teorema de Brouwer. Un espacio topoldgico T se dice con-
tratble (a un punto X,) si existe una homotopia que deforma la aplicacién
identidad en la aplicacidén constantemente igual a x5, 1.e., existe

f: Tx [0,1] — T, continua, tal que f(x,0) = x, f(x,1) Xg-

m+1
Sea J" = {x € RO T |x
1

= 1}. Obviamente 20 no es contraible. Mis afn,

vale el siguiente:

TEOREMA 6. | no es contraible v m > 0.
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El teorema 6 sigue, por ejemplo, del teorema de las antipodas de Borsuk, o

m
de propiedades de n-ésimo grupo de homologia de ] , etc. (cf. la seccién
siguiente).

Observemos ahora que: si T es contraible también lo es cualquier retracto
R de T. En efecto, si r retracta T sobre R y f(x,t) contrae T a un punto
X, € T, entonces ro f contrae R a r(xo).

n-1 n .
TEOREMA 7. § no es un retracto de B” si n > 1.

n-1
(En efecto, B" es contraible (a x=0), v } no lo es).
Supongamos ahora que exista T: B®™ — B™ continua y sin puntos fijos. Esta

. . .« n n-1
T nos permite construir una retraccién de B en X

n-1
) : dado x € B" sea r(x) la interseccidn de

n-1
) con la semirrecta de origen Tx que pasa

por x. Esto contradice al Teorema 7. 1Q.E.D. r(x)

11. E1 teorema 6 es un caso particular del siguiente teorema debido a Borsuk:

n n
TEOREMA 8. Sea f una aplicacién continua de] en | impar, es decir,

n
vx € ,-f(x)
te.

f(-x). Entonces f no es homotdpica a una aplicacidn constan

Este teorema se llama también ''de las antipodas" pues la f que interviene

transforma antipodas en antipodas. El teorema 6 se obtiene usando f(x) = x.

No demostraremos el Teorema 8 y damos por concluida la demostracidn del teo

rema de punto fijo de Brouwer.

. . . . 1 P .
Sobre la circunferencia unitaria (Y7) es fdacil dar ejemplos de transforma-
ciones continuas de ese espacio en si mismo sin puntos fijos, como ya ob-
servamos. Sin embargo la propiedad de punto fijo vale todavia si restrin-

gimos la clase de aplicaciones continuas. Brouwer demostrd el siguiente re-

. L. n n .
sultado: Sea f continua y biunivoca de ) sobre § . Si n es par y f preser-
va orientacidén entonces f tiene un punto fijo; si n es impar y f cambia 1la

orientacidén entonces f tiene un punto fijo.
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CAPITULO VI

BASES EN ESPACIOS DE BANACH.

o
1. Una serie x;, X; €B espacio de Banach, se dice absolutamente conver-
1
o0

gente si ) Ix.I < .
1 1

m m

Como 1) x; I < ) Ix.l, la convergencia absoluta de la serie implica su con-
n n

vergencia a un elemento de B. La serie ) x; se dird incondicionalmente con-

1
vergente i para toda permutacidén p de los enteros ) xp(i) converge en B.
i
Obviamente la convergencia absoluta implica la convergencia incondicional.

TEOREMA DE RIEMANN. Sea X de Banach y de dimensién finita. En X la conver-

gencia incondicional implica la convergencia absoluta.

DEMOSTRACION. X es topoldgicamente isomorfo a R™ o a C" segln que el cuerpo

utilizado para definir X sea R o C. Supongamos para fijar ideas que X ~ R™.

n (oo}
Podemos suponer entonces X = R" con norma [x| = § lxil. Sea entonces | a;
1
la serie incondicionalmente convergente, a. = vector columna
1 .2 .3 ’ T T Lk
n . . . « aos
[ai,ai,ai,...,ai]. La convergencia incondicional de § a; implica la de a;,
1 1

para todo k = 1,2,3,...,n. Luego, por el teorema de Riemann numérico, la

convergencia absoluta de cada una de estas series. Entonces ) fa ;n =
k k 1
=) Qlajly =1} lajl <= . Q.E.D.
i k k i

Este resultado es 6ptimo pues el teorema de Dvoretzky-Rogers asegura que en
todo espacio de Banach de dimensién infinita hay una serie incondicionalmen
te convergente que no es absolutamente_convergente. Ambos resultados pueden
resumirse entonces en la siguiente proposicién:

TEOREMA 1. La familia de series incondicionalmente convergentes de un espa-
cio de Banach B coincide con la familia de series absolutamente convergen-
tes si y sdlo si dim B < =,

(o]

2. Diremos que ) X;, X5 € B es desordenadamente convergente, O CcoOnvergen-
i=1

te seglin el filtro de partes finitas, si existe x € B tal que

lim ] x, = X
. 1
cgel ieg
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donde I = conjunto de subconjuntos finitos de la familia de enteros positi-

vos N dirigido por inclusidén. O sea,dado ¢ > 0, existe o, € L tal que si

0
g 2 o, entonces I x;-xl <e.
ieo

PROPOSICION 1. La convergencia incondicional es equivalente a la convergen-
cia desordenada.

©

DEMOSTRACION. c.i. = c.d.: supongamos | X; no converge, y que 2 X5 si
ieo n 1

lo hace a x. Entonces, dado € existe n, tal que n > n, implica I} xi—xﬂ < %’
1
y cualquiera sea o existe un ¢' = 0¢'(0)2 o tal que I} xi—xﬂ > e. Sea
o’
94 {1,2,3,...,n0}, 9 =0'(co), ¢' = la menor seccién de N que contiene a

oé,ci =o'(01), etc. Entonces,{co,cé,cl,ci,..} define un reordenamiento de N

tal que:

€ _ &
: ‘ gtxi"|>€'7-—2
J h J h|

Luego ) x; no es incondicionalmente convergente.

c.d. = c.i.: sea o_ tal que 0 2 0_ = Ix - ] x.] < e. Sea p una permuta-
o

€
cidén de N. Dado € hay un n,
n

i = . <
sin n,, "izl X0 (1) x|l €, Yy por lo tanto ; X5 (

tal que o_ C {p(1),p(2),...,p(n0)}. Entonces

iy T X Q.E.D.
COROLARIO. Todos los reordenamientos de una serie incondicionalmente conver
gente convergen al mismo elemento de B.

3. Una serie ) x; se dice subconvergente si para toda sucesidn creciente
i

{ni} de enteros positivos, la serie | x ~converge a algin elemento de X.
i i

PROPOSICION 2. Condicidn suficiente para la convergencia desordenada de

Z X; €s que esta serie sea subconvergente. ‘

DEMOSTRACION. Supongamos que lim ) X; no existe. Entonces hay un € > 0
oel ieco

tal que para todo % € I existen 0, Y Oy, 2 99 tales que

2e < I} x; - ) xiﬂ =17 X5 - ) xiH. En consecuencia, existe un € > 0
o, g, 01\00 02\00
y sucesiones de conjuntos de I, {Uk}, {Tk}, o N T, = @ para todo k,¢,
o.No, =¢ =1, NT, si i#j, tales que I § x. - } x.l > 2e. Por lo tanto:
* ] N J ieo, * iet, *
k k

VI-2 139



1 x, 0+ 1T x;0 > 2e.
O‘k Tk

Existe entonces una sucesidn {nk}, n, € I, n, Nn; = @ si k#1, tal que n, =

= 0, 0Ny T, Y H.z Xi" > ¢. Podemos suponer que {nk} verifica:
1EM,
sup {i € n, } <inf {i € Ny4p}. Obviamente la subserie ) ] x; no satisface
k ien,
l1a condicién de Cauchy, y por lo tanto no es convergente. Q.E.D.

EJERCICIO 1. a) Demostrar que la convergencia desordenada es suficiente pa-

ra la subconvergencia.

b) Una serie se dice convergente por multiplicadores acotados si para toda

sucesi6én numérica acotada {ui},X a;X,; converge. Demostrar que si } X, es

convergente por multiplicadores acotados es subconvergente.

NOTAS. 1) La reciproca de b), Ejercicio 1, también es verdadera.

2) Hasta ahora sélo hemos considerado convergencia fuerte, es decir, respec
to a la norma de X. Un famoso resultado, el teorema de Orlicz-Pettis, ase-
gura que si una serie es subconvergente débilmente (en la topologia X* de

X) entonces es subconvergente en la topologia fuerte.

4. Sea nuevamente X un espacio de Banach (real o complejo) y X* su dual.

DEFINICION 1. Una base para el espacio de Banach X respecto a una topologia

dada T es una sucesidn {Xi} C X tal que a cada elemento x € X le correspon-
de una sucesidén numérica {ui} para la cual

n
x = lim )} o.x,
n i=1 1t 1
(donde la convergencia se verifica en la topologia en consideracién) y de
n
manera que si lim ) o,X;, = 0 entonces a, = 0 para todo 1i.
n i=1
o, = ai(x) es una funcién lineal de x y se denomina <-ésimo coeficiente fun

cional de la base {Xi}.

EJERCICIO 2. Toda sucesifén {xi :i=1,2,3,...,n} de una base es linealmen-
te independiente, y por lo tanto ningin x; es nulo.

DEFINICION 2. Una base en X respecto de 1T se dice de Schauder si o = ai(x)
es continua en la topologia t para i = 1,2,3,...

VI-3



TEOREMA 1. a) En un espacio de Banach X toda base fuerte {Xi} es una base

de Schauder,

b) Toda base débil {xi} para X, (t = X*-topologia), es una base débil de
Schauder.

DEMOSTRACION. a) Sea Y el espacio normado definido por:
n n
Y = {{a;}: lim .z a x, existe} ; Iyl = I{a;}l := sup H'z a x|
n i=l n i=1

Sea T: Y — X 1la aplicacidn lineal suryectiva definida de la siguiente ma-

nera: n
x = T(y) = T({ai}) = lim .Z a. X, .
n i=1
T es acctada pues Ix} = IT(y)l < lyll. Veamos a continuacién que T es un ho-

meomorfismo entre X e Y demostrando que Y es completo, y por lo tanto un

espacio de Banach.
n
Sea {y } una sucesién de Cauchy en Y. Iy -y I = 1 } (
p P ‘q io1

%y i)xi" implica

n ’

que {) a .x.: p=1,2,3,...,n} es de Cauchy en el espacio de dimensidn fi-
1

o .
Ps1
,171

nita generado por {Xl,x .,xn}. Luego existe o, tal que ay ;s Ty

Xgye
2°73° s e 1

para todo 1i.

Sea r = r(g) tal que Hyp-yrH < e/2 para todo p > r. Luego de

n
Iy (¢ .-o_ .)x.l <€/2 , para todo p > r y todo n, sigue que:
21 Poi r,ithd n
"izl (ar,i-ai)xiﬂ < /2, para todo n.
Enton o % x. I <1 ? (o - Jx 1+ ? o .x.I <22 sim,n son bas
cess b L oagXg s b L A%y 1% L% %S ’ s
i=n i=n i=n
k
tante grandes, pues E a_ X, converge en X. Luego, ) a,x; es de Cauchy en X
1 ’ 1
lo que prueba que y = {a.} € Y. Ademds: |y-y_ | = sup uﬁ (a.-a_ .)x.) < e/2
i T 0 1 i Tr,i’ 71

implica que ny-yp" < €, para todo p>r, o sea yp — y. Luego Y es un es-

pacio de Banach isomorfo a X.

n n-1
De la desigualdad: |a_|.Ix | = | J a.x. - ] o.x. I<2.0yl < 20T x
n n i=1 1 1 i=1 i 1
sigue que a = an(x) es acotada.
(2]

b) Definimos Y como en a) pero donde Z o X, =X debe entenderse como

n 1
lim § X, = X en la X*-topologia de X. Veremos a continuacién que nuevamente

1 n
este espacio es de Banach. T: Y — X, definida por {ui} =y — lim Jo_.x.=

1

n+o
= x (en la topologia débil) define nuevamente un isomorfismo topoldégico en-

tre Y y X. En consecuencia un(x) es una funcional lineal continua en X, (y

por lo tanto es débilmente continua).
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Sea‘{y } de Cauchy en Y. Nuevamente a_. — a.. Ademds, si y € Y, ITyl =
P Pl oo i

1
1]

n n’ n
Blim § a.x.| sup |lim x*(} a.x.)| < sup sup | x* () a;x;)| =

1 x*]<1 1 Ix*I=1 =n 1
n
= sup 1} aixin = |yl, y por lo tanto {Typ} es de Cauchy en X, y converge a
n 1

un elemento x.

Sea r = r(e) tal que si s,t > r entonces Hys—ytﬂ < €/3. 0 sea,para todo n,
n
_ i - < 3, -
uizl (ati asi)xiﬂ < €/3. Sea q > r elegido de manera que uqu x| e/ Da
da x* ¢ X* se puede encontrar un n, = no(e,x*) tal que si n > no(e,x*) en-

tonces 0
* -
| x (1 agi%; qu)l < e/3.
i=1
Entonces, para todo n > no(s,x*), si Ix*1 = 1, [x*(} aixi—x)l <
ign
<Y (a,ma dx 0o+ [x*(C ) o .x.-Ty )| + ITy_-xI < e.
ien 1 91 1n jen 9171 Tq q
En consecuencia, ) a X, — X en la X*-topologia, e y = {ai} e Y.
i=1

n
Ademds: | § (ui—as i)inI < €/3 para s > r y todo n implica que uy—ysu < %

i=1 ’
si s » r. Es decir, Y es completo. Q.E.D.

5. DEFINICION 3. Un sistema {x.} ¢ X, i = 1,2,3,... , se dird biortogonal

1

si existe {x;} C X*, x;(xj) = 6ij' Las aplicaciones inyectivas Un definidas
por U (x) = § x*(x)x, : X — X, se llamardn operadores de sumas parcia-
798 n i€n 1 1

EJERCICIO 3. a) UU =10 s

n mATL
b) yoo.x, —— z = o, = x¥(z).
ign T 1 no® 1 1

Denotaremos con {A] a la variedad lineal generada por el subconjunto A del

espacio de Banach X. [A] = [A]l  denotard al subespacio generado por A.

TEOREMA 2. Sea {xi,x;} un sistema biortogonal tal que sup lx*(Unx)| <
n

para todo x € Y = [{xi}], para todo x*¥ € X*. Entonces {xi} es una base pare

Y. Si Y=X entonces {xf} es una base para 7 = [{x?}].

DEMOSTRACION. De la hipdtesis surge que si "Un" designa la norma de Un como

operador de Y en Y entonces sup uUnH = M<», Dado x € Y y € > 0 existe
n

yj € [xl,xz,x3,...,xj] tal que Hx-yjﬂ < e. Como Un yj = yj para todo n > j,
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tenemos: Hx—Unxﬂ < HX—yjH + uyj—Unyju + uUnyj—Unxn < (1+M)e.

Luego, x = lim Ux,vy {xi} es una base para Y.

n-=>«<
Sea ahora x* € Z, vy U*(x*) = ) x; (x*)x*. Entonces, si x € X:
i<n
(ng*)(x) = 3 xi(x*)xi(x) = x*(Unx) implica que en Z se verifica: HU;H < M.
i<n
Puede repetirse ahora la demostracidn precedente. Q.E.D.

NOTA. Obsérvese que si Y=X y X es reflexivo entonces Z=X%*.

TEOREMA 3. {xi} es una base para X si y s6lo si existe una sucesidn
{xf} C X* de manera que {xi,xf} es un sistema biortogonal para X tal que

para todo x € X, Unx — X en norma.

DEMOSTRACION. Si {xi,xg} es un sistema biortogonal tal que Unx converge
fuertemente a x para todo x € X entonces {xi} es una base para X.

Supongamos ahora que esto Gltimo ocurre. Para todo x € X, es x = ) a, X, don

de o; = ui(x) es una funcional lineal continua. Luego existe xf € X* tal

que x;(x) = ai(x) para todo x € X. La unicidad del desarrollo implica tam-
. % _

bién que xi(xj) 613. Q.E.D.

TEOREMA 4. (Teorema de la base débil de Banach). {Xi} es una base para X si

y s6lo si es una base débil para X.

DEMOSTRACION. Como convergencia fuerte implica convergencia débil, resulta
que '"base fuerte implica base débil". Sea {Xi} una base débil para X. Enton
ces x*( ) ai(x)xi) — x*(x) para todo x* € X*, para todo x € X, donde

i<n

ai(x) es una funcional lineal continua, (cf.b), Teorema 1). La unicidad de
los coeficientes asegura que a; - que es identificable a un elemento
x* € X*- verifica a,(x.) = 6... O sea, {x.,x*} es un sistema biortogonal

i 1i°7] ij i1

para el cual Unx converge débilmente a x. Luego,

sup |x*(Unx)[ < = para todo x € X, para todo x* € X*,
n

Del teorema 2 se deduce que {xi} es una base para X. Q.E.D.

EJERCICIO 4. a) Mostrar que ningln elemento de una base estd en la clausu-

ra del conjunto consistente de los otros elementos de la base.

b) Si X posee una base, entonces X es separable.
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NOTA. P. Enflo demostrd en 1973 que la reciproca de b) es falsa: existe un

espacio de Banach separable sin una base.

6. BASES DE RIESZ.

DEFINICION 4. Sea X un espacio de Banach. Dos bases {x,}, {y,}, en X se di-
r4dn 2quivalentes si existe un operador T acotado e inversible de X sobre X

tal que Txn =y, para todo n.

DEFINICION 5. Sea H un espacio de Hilbert. {fn} es una base de Riesz en H

si es equivalente a una base ortonormal {en}.

Como Tf = e , T le = f para todo n,resulta que para todo n:
n n n n
(*) 0<C<IfI<D<e , C=ITI"" , p=ir"tI.
Definiendo S e = |f [|.e tenemos: (ST)(f /If ) = e vy por lo tanto
n n n n n n

{fn/nfnﬂ} es también una base de Riesz.

TEOREMA 5. Sea H un espacio de Hilbert. Las siguientes proposiciones son e-
quivalentes:

(1) {fn} es una base de Riesz,

(ii) existe una norma de espacio de Hilbert sobre H, I-I;, equivalente a

la dada originalmente, respecto a la cual {fn} es una base ortonormal,
(iii) {fn} es completa en H y existen constantes positivas A y B tales que:

n n n
A e 1?2 <l e €02 <B.Y Je. |2,
1 1 i 1 1 1 1

para todo n y todo conjunto de escalares c¢ ,C

17 0%y

DEMOSTRACION. (i) = (ii). Definamos (f,g)1 = (Tf£,Tg). Entonces:
£ /7 T h < lIfH1 < ITH.HEN , o sea: II-II1 ~ .. Ademds: (fi,fj)1 =
= (Tf,,Tf,) = (e.,e.) = &...

1 ] 1 J 13

(ii) = (iii). Existe K > 0 tal que % Hle < Ifl < K Hle . Luego:

1@ n n
0 led? <l e fa? < k2 e |t
K 1 i 1 1 1 i

(iii) = (i). Sea {e,} una base ortonormal arbitraria de H. El operador 1li-
neal definido por Te = f  es acotado lo mismo que el definido por St = e,-
Ademds ST = I. Como {f } es completa en H, TS = I. 0 sea, S = T_l,'y (£}

es una base de Riesz para H. Q.E.D.
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NOTA. La sucesidn {|t|1/4.eint; n=.,..,-2,-1,0,1,2,...} es una base para

L2(-ﬂ,n) que verifica la desigualdad en (*). No es una base de Riesz (Baben
ko, (1948)).

7. FAMILIAS COMPLETAS, CERRADAS, APROXIMACION Y EJEMPLOS.

a) TEOREMA DE WEIERSTRASS (1885). Sea f continua en [0,1] vy € > 0. Existe
n y un polinomio Pn(t) de grado n tal que |f(t)—Pn(t)| < een [0,1].

DEMOSTRACION. Sea X una variable aleatoria que toma el valor 1 con probabi-

lidad t y el valor 0 con probabilidad 1-t. Sea Sn =X, v X, + Xy *...¢ X

con Xl’XZ’XB""’Xn copias independientes de X. Entonces:

P(S_ =p) = (g) tP (1-6)"7P = ¢ | ? r_o= 1.

La esperanza matemitica de Sn es igual a

E(S) = 7 E(X,) = n.t =
1

Il ~18

o)
v
Ty
w
1
jgo]
A —

La varianza es:

_ 2 _ ¢ _ 2 _ ¢ 2 _
Var § = E(S_ - ES )" = ] P(S_=p).(p-nt)" = § (p-nt)‘.r_ =
n n n n i)
p:O p=0
2 2 2 ¥ 2 o2 2
= E(S’) - (ES )® = E(] X..} X.) - (nt)® = E(J X5) + ¥ E(X.)E(X.) - (nt)‘=
n n I 11 147 i j
n
=7 E(Xf) + n(n—1)t2 - (nt)2 = nt-nt? = nt(1-t).
i i
Entonces,si elegimos n bastante grande |f(g) - f(t)] < ¢ si |E—— t] <68y
tendremos:
n
£ - ] B (0] < ] [£(t) - £B)|or_+ 7§ e +1£B ir
p=0 P p-ut]<én P p-ut|>én P
n
<) et o+ 2.0fl . ) r <e + 2.0f0_.P(|S_-nt] > n.8) < (Usando la de-
0 P |p-nt|>én P n
Var S 2.1£1,
sigualdad de Tchebyscheff) < ¢ + 2000 . —————% < (sin> ——— ) <
(n.é8) 8
2
<e + REO-Y) Lo ge Q.E.D.
n
b) ALGUNOS SISTEMAS ORTOGONALES EN LZ.
i} La sucesién 1,cos t, sen t, cos 2t, sen 2t,... , es ortogonal en LZ(O,ZnL
ii) Los sistemas {cos it: i = 0,1,2,3,...} y {sen jt: j = 1,2,3,...} son or
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togonales en LZ(O,H).
iil) El sistema de Rademacher: rk(t), k =

de la siguiente manera: Si t es un racional diddico de {0,1], rk(t)

1,2,3,... es la funcién definida

=0;

si t no lo es, entonces rk(t) = 1 si la k-ésima cifra del desarrollo diadi-

code t es 0, vy rk(t) = -1 si esa cifra es 1.

‘fo=r1 (fﬁrz ‘fz‘rs

| — A c— s—— | om o r-: —
; ' . N
& W " &% % % & .
L____i -4 — R -4 — e - ﬂ_1
1
Se ve facilmente que f r .r_ dt = § . Otra manera de definir r (t) es
g ™ n mn k

medio de la funcidén seno:
Py = rk(t) = sign (sen Zk.ﬂ.t) , k= 1,2,3,...

0 1 2 2 3 4

- , 1
iv) El sistema de Haar: Xgs Xgs X735 Xq5 Xo5 X535 Xo5 ... donde:

xg = +1 en [0,1],

xé(t) = +1 en [0,%) , = -1 en (%,1] , 0 en otros puntos,

x}(t) = +/Zenl0,p , =

-¥2 en (%,%} , 0 en otros puntos,

x2(t) = +/Z en 1,

L ]

3, -VZ en (%,1] , 0 en otros puntos, etcétera.
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+V5F--H +v§r-ﬁ
0 X! i P ‘
Xo o ] o
- - SR S— .
° 10 Y AN S f S a3y

B — | e

2 20

. 1
Entonces, cada una de las funciones X, X, ;X toma los valores

* VéE en sendos intervalos semiabiertos de longitud l~.%n y fuera de ellos

2
1 Xk 1
vale 0. Ademis J |xn|
0 0
m>n, o sim=n y k#j. O sea, el sistema de Haar es ortonormal.

2

dt = 1. Se ve fiacilmente J xE(t).Xi(t) dt = 0 si

Un conjunto {wa} de elementos de B,espacio de Banach, se dice completo si

toda funcional F de B¥ que verifica F(Wa) = C para todo a,es idénticamente

nula: F=0. Usando el teorema de Weierstrass se ve enseguida que la familia
2
{1,t,t7,...} de C([0,1]) es completa.

En efecto, esto resulta del hecho general que si una funcional continua se

anula en un conjunto denso se anula en todo el espacio.

Otro conjunto denso en C([0,1]) viene dado por la familia de polinomios tri

gonométricos.

2° TEOREMA DE WEIERSTRASS. Si F(t) es una funcién continua de periodo 2w

entonces es aproximaBle uniformemente por polinomios trigonométricos:
n

para todo € > 0, existe S (t) = a, + N (a,.cos kt + b,.sen kt), n = n(e)
1

b

tal que |F(t) - S,(t)] < e.
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DEMOSTRACION. Sean ¢ (t) = EL&l%EL;El_ , () =’Eliléfiiil-.sen t.

Pongamoé Xx=cost, 0sts<m. Entonces -1 < x < V. p(t) = f(x) vy () =
= g(x) se obtienen reemplazando t por arc cos X, y por lo tanto son funcio-
nes continuas en [ -1,1] . Del (primer) teorema de Weierstrass sigue que exis
ten polinomios P(x) y Q(x) que verifican:

H&)—Nﬂ|<%,mu)—Mﬂ|<% en -1<x<T1.

En consecuencia, en 0 < t < m:

€

(2) lo(t) - P(cos t)| <%, [v(t) - Qcos )] <7 .

NI

Pero ¢(t) y ¢(t) son pares en t lo mismo que P(cos t) y Q(cos t), luego (2)
vale ain en 0 < t < 2m.

Por otra parte F(t).sen t = yp(t)sen t + P(t). Si utilizamos (2)
y definimos U(t) = O(cos t) + P(cos t). sen t, obtenemos:

(3) |F(t).sen t - U(t)]| < % , para todo t.

Aplicando el mismo argumento a F(% - t) encontramos

V(t) = Ql(cos t) + Pl(cos t).sen t, tal que:

(4) |F(% - t).sen t - V(t)] < % , para todo t.
0 sea,
(5) |F(z).cos z - V(% - )| < % , para todo z.

De (3) y (5) obtenemos:

|F(t).sen2t

U(t).sen t| <

o™
~<

2

[F(t).cos“t - V(% - t).cos t| < % , Y por lo tanto:

|F(t) - U(t).sen t - V(% - t).cos t| < e.

Basta observar ahora que U(t).sen t y V(% - t).cos t son polinomios tri-

gonométricos. Q.E.D.

EJERCICIO. Demostrar la Gltima proposicidn.

Queremos ahora demostrar que el sistema trigonométrico es completo res-
1 . s
pecto de L (0,2n). Por esto entendemos que si f € Ll( C(Lw)*) verifica:
JZH cos nt

f(t) dt =0, n=20,1,2,...
0 sen nt
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entonces f=0 c.d. (El sistema trigonométrico (normalizado) como subconjun
«©

de 12 es completo: esto sigue de la relacidén If - Snﬂg = 3 ci,
n+l

es la n-é&sima suma parcial del desarrollo de Fourier de f).

donde S
n

t
Sea F(t) = [ f(u) du. Entonces F(2n) = 0 = F(0) y vale:
0

2m 2m
0 = -— J f(t).sen nt.dt = J F(t).cos nt.dt ,
0 0

= 3 [PSSY

2m 2
J f(t).cos nt.dt f F(t).sen nt.dt ,
0 0

ST

[ZWF(t).dt.

1
2w 0

En consecuencia, si llamamos g(t)

M
o]
~
=
A
i
Q
N
o
=]
o
3
o
w

27 cos nt
f g(t) dt =0, n=20,1,2,...
0 sen nt

(3)

Basta demostrar que g(t) = F(t) - a = 0. En ese caso F(0) = 0 implica o =

t
y por lo tanto F(t) 0. De aqui sigue f(t) = 0 c.d.

Esto significa que hemos reducido el problema original a si mismo pero do

de f es reemplazada por una funcién continua g.

Usando el 2° teorema de Weierstrass encontramos una sucesidén en [0,2n] de

polinomios trigonométricos Tn(t) tales que:
T () —— ¢
Ldego de (3):

2m 5
[l ?ac -0,
0

y por lo tanto g(t) = 0. Q.E.D.

Obviamente el sistema de Rademacher no es completo ni en C([0,1]) ni en
L2(0,1). (Demostrarlo).

Veamos que el sistema de Haar es completo respecto de L1(0,1). Suponga-

t
mos que f € L1(0,1) y que F(t) = J f(x) dx. La hipétesis:

0
1 k
f £(t) x3(t) dt =0 , n=0,1,2,..., k=1,2,...,2"
0
implica:
2k 2k-1 2k-2
F(zn—l) i 2F§2n+l) ¥ F(2n+1) = 0.
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De aqui sigue que (n=0, k=1) los puntos del gridfico de F con coordenadas
x =0, x =1/2y x = 1 son colineales, y si n=1, k=1, que los de coordena-
das x=0, 1/4 y 1/2 también lo son, lo mismo que los de coordenadas x = 1/2,

3/4 y 1 (k=2), etc. La continuidad de F implica ahora que F(t) = c.t+d. Pe-

ro 0 = J; f(t) Xg(t) dt = F(1) - F(0) = F(t) = d. Luego £(t) = 0 c.d. Q.E.D.

Una familia de elementos de B se dice cerrada si el conjunto de sus combina
ciones lineales es denso en B. A € B se dice total si [Al~ = B, o mds pre-
cisamente: A es total en B. Por el momento entonces decir que la familia

A (C B) es cerrada es lo mismo que decir que A es total. Por ejemplo,

{1,t,t2,...} es total en C([0,1]1) (y en Ll([0,1])). Sabemos que en Lz([Qlﬂ)

un sistema {wi} es cerrado si y sélo si es completo; y que si el sistema es

- . . .. 2 .
ademds ortonormal entonces la mejor aproximacidén a £ € L™ obtenida entre las

m
combinaciones lineales de PP gsen.,p €5 la dada por } c;¥; con {Ci} la fa-
1
1
milia de coeficientes de Fourier de f respecto a {wi}: Cj = J f(x).¢j(x) dx.
0

Sea {gl,gz,...,gn} un conjunto de L2 que genera el subespacio G. El gramia-
no o determinante de Gram viene dado:
(g,,2)  (gy,8) .nnn. (g
G(g:8ys---58,) =

(g1,8,)  (gys8) -vnnns (g,-8,)

Es distinto de cero si y sblo si el sistema es linealmente independiente.
En este caso, si y = Alngl + Az.gz + ..t An.gn es el vector en G méas

préximo a x, se verifica:

G(X,8,585s-+-58_)
4) 1x - y1? = P22 700 - min Dx-agg-agg,-...-a g I
n-n
G(gl,g2’°--’gn) {ak}

En efecto, d2 = Hx—yuz = (x~y,x)-(x-y,y) = (x-y,x) = (x,x)-(y,x) y la hip6-
tesis sobre y implican:
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................................................

Al(gl,gn) F i it e + An(gn,gn) (x,gn)
2 2
kl(gl,x) S PN + An(gn,x) = Jxi® - d4°.
Luego: (gl,gl) .......... (x,gl)
......................... - 0. de donde resulta (4).
(gl,gn) .......... (x,gn)
2
(gl,x) .......... (x,x)-d

De aqui se deduce que siempre G(gl,gz,...,gn) > 0. Ademas si 80r81895 -8

son linealmente independientes y m < n:

(5) G(gy:81:89s++-:8,) < G(gy:8,:8,,---,87-6(g 1y,---58)-
En efecto, min 18 = %1181 ™ %ka2-8u42 ~ e T dn.gnH <

o4
< mén gy = By -Brpy ~ Buga Bran - oo T Bpegpl Ly
min I8, = Ype1-8me1 = Yma2-8ma2 = ¢ ° v, 8,0 < HgmH , implican:
Y

G(8y»8yyysr--28y) _ G(8ys8yqppr---28y)
G(gk+l’gk+2"")gn) G(gk+l’gk+2""9gm)

G(g 8 pp2---28,)

n

< G(g 158 1os---s8 ).
G(gm) m+1 m+2 n

Tomando k 0, obtenemos (5). En efecto:

G(g . »8,:8,5-+-58) G(g,,8,,.++58 )
(6) 0°°1°®2 ’®n < 1’°°2 ’“n <
G(gyr8,,8ys--58 ) G(gl,gz,---,gm)
< G(g,,85,8,5--+58 ) < G(gB,gA,gS,---,gn) ......
G(g,,84,8,5---58 ) G(gy:8,:855--58 )
G(g .8 . sev-58)
m “mt+l n
..... < el ) < Glg 1,8 40028,
m

El signo de igualdad se presentard en (5) exactamente cuando para
k=20,1,2,...,m-1:

mn Ngy = Oy 81 T OqaBpqp T ocer T opeg S
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= min "gk - Brs1 8ra1 T Brao8ran ~ v T Bm.gmﬂ sy

B .
min "gm._ Yo+l Sm+1 ~ Ym+2 Eme2 T v T Yn'gn” - "gm"'
Esta Gltima es posible exactamente cuando (gm,gi) = 0, con
i = m+l,m+2,m+3,...,n,
Considerando sucesivamente k = m-1,m-2,m-3,...,0, obtenemos:

(gk,gi) = 0 con 1 m+1,m+2,m+3,,...,n

y

k =0,1,2,...,m,
como condicidén necesaria y suficiente para la presentacidén de signos igual
en (6). (Demostrarlo). En consecuencia, en (5) vale el signo Zgual si y so6-

lo si {go,gl,gz,...,gm} €s un sistema ortogonal a {gm+1,gm+2,gm+3,...,gn}.

8. EL TEOREMA DE MUNTZ.

Una consecuencia del primer teorema de Weierstrass es que si f € C([0,1]) ¥y
1

J f(x).x" dx = 0, n = 0,1,2,..., entonces f(x) = 0 (Teorema de Lerch) (De
0

esto sigue también que t®: n = 0,1,2,... es completo en L1(0,1)). Sin em-

bargo a la misma conclusidn se llega con otras sucesiones de exponentes.

PROBLEMA. (C6mo debe ser {p} = {pa,ps,pY,...} para que la familia

{tPe tPB tPy ...} sea cerrada en L2(0,1)?-

[NSTE

Supondremos: o # 8 = P, # Pg - Entonces necesariamente: Py sPgsPyse-- > -

TEOREMA (Miintz). Sea T = {tP}, p > —%. El sistema T de L2(0,1) es cerrado
si y s6lo si una de las siguientes tres condiciones se verifica:

a) {p} tiene un punto de acumulacidn Pps ® > P, > -%,

B) existe una subsucesidn {pi} de {p} tal que:

0

—

. 1
limp, = -7 » 1lp; * 37l ==,
i 1

~Y) existe una subsucesién {pi} de {p} tal que (pi # 0):

= oo,

l}m p;, = ,
1

—o~1 8

i
Py
Antes de pasar a la demostracidén del teorema veamos un resultado debido a

Cauchy sobre determinantes:
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1

_ _ = m m
D_ = det (5715;) — C donde
i i,k=1,2,...,m T (a;+b,) "
i,k=1 *
m m
e USRI |

D es una funcidén racional de grado -m en ai’bk’ Cm es el comGn denominador

de los sumandos de la funcidén racional Dm y tiene grado m? por lo que el nu

merador debe ser de grado mz—m. Como a; = a (i#k) o bi = b, (i#k) implican

k k

Dm = 0, necesariamente el numerador debe anularse también en esa situacidn.

0 sea, el numerador es divisible por ai-b bi—bk, i > k. Como el ntmero de

k’

2 2 .
estos es m -m, sdlo queda por determinar una constante para conocer Dmi

m m
D, = B, kgj (aj—ak).kﬂ_ (bj-bk)/ ? ? (ak+bu)'

<3
Obviamente B, = 1. Multiplicando la dltima fila de D por a_ vy haciendo

a —> Yy 1ue o] b —_—r ™ Obtenemos a .D — D
g
m m m m

m -1

a .A_.B A .B
Pero igualmente L .

1]
w

De aqui sigue que B
C m

m m-1

y por lo tanto Bl = 82 = 83 = ... = Bm.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA. Observemos que:

. . Pp Py Pj3 Pn i
Si designamos con Tn a{t “,t “,t ",...,t "}, y con Wn(t) a la mejor aproxi

macién a t% en [Tn] (en norma 2) entonces:

2 P p P P p p
hw_(t) - %1, = 6(ed,t Ve 2 e ™ /760t e 2,6 Y
El numerador es igual a
1 1 i
q+q+1 q+p1+1 """ q+pn+1
- , 1 LI 1
G(th,t Y,t 2, ..t ™) = P;*q*l  py*p ISRy
1 1 1
pn+q+1 pn+p1+1 pn+pn+1
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. P; P P .
donde el gramiano G(t l,t 2,...,t "} aparece como subdeterminante.

Usando el resultado de Cauchy con a; = p; * % , bi =p; * % obtenemos:

2
0 (p. - p.)
pP; P P P P
G(t l,t 2,...,t ny o= ;>§ > k . Andlogamente:
na(p;+p+h)
11
I (p.-q)?
P, P P P; P P P.-q
Ged,t L, 2, .t ™) =60t ekt ). g
H (p.+q+1)7.(2q+1)
1 1
Luego:
n P.-q 2
e - W (o? s —— . m (——) .
(2q+1) i=1 pi+q+1

Condicién suficiente para que {tpi} sea cerrada en L? es que para todo

q>0, 1td - Wn(t)H tienda a cero cuando n —~. Esto equivale a:

p;-q 2

) O

(6) 1im H (—————— = IT (
b, 1
o) Sea P; # P si i#j, y tal que lim Py = P> -% <p, <

Pi-q P4
pi+q+1 pw+q+1

P, -a
’p +q+1

Entonces y como q > 0 < 1. De aqui sigue(6).

Sea ahora -% punto limite de {pi}. El producto finito en (6) se escribe en-
tonces asi:
p.*1/2 2
(1 - q+1 72 )
p.*1/2 2
(1 +-4L—jrﬂ
q+1/2

p;-q 2
p; +q+1)

n
(7) I (
1

—m g s

o

g) Supongamos ) Ipi + %| < o, En este caso (7) diverge a 0 cuando n — o
i=1
si y s6lo si un factor se anula, o sea exactamente cuando q = p; para algin

i. Es decir para q # p, para todo i, t9 no es aproximable por combinaciones

finitas de potencias tpi.
) 1, _ p, * 1/2 o
Si )|p, + 7| = =, como o< - <1 , i21i,,
* q + 1/2 0
pi+1/2
entonces: ? (1 - q+1/2) -+ 0 y uwn(t) -ty —— 0 si n — o,
0 n —r ™

Y) Sea p; — += , q # p; , para todo i. Entonces:
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o 2
na -4

ﬁ ( p;-q )2_ 1 Py

1 pi+q+1 - ﬁ (1 + 1+q
1 Pj

Supongamos ) 57 < «, Entonces tanto el numerador como el denominador de 1la
1

Gltima fraccién convergen a nGmeros distintos de cero y t9 no es aproximable.

Si § ?L = +o entonces el numerador diverge a 0 y el denominador diverge a

+ o, '

Queda probada asi la suficiencia de las condiciones enunciadas en el teore-

ma. Veamos ahora la necesidad.

Supongamos ahora T cerrada. Necesariamente {p} es infinita. Si no se verifi
ca o), {p} tiene s6lo dos puntos de acumulacidn posibles: p, = -1/2 y

P = *®. Si el Unico punto de acumulacién es +« toda la sucesién converge

a +», De y) sigue que necesariamente . ©,

i
En cambio, si el Gnico punto de acumulacién es -% , la sucesion {p} conver-
ge a —% y de B) concluimos que: |pi + %| = 4w,

Si hay exactamente dos puntos de acumulacién entonces {p} contiene dos sub-

sucesiones: {p;},{p;}, tales que {p} = {p;} U {pl}, y ademds p, — + o,

p;— -%. Si fuera § ?L < o y ademds ) |p' + %[ <w , de B) y y) seguiria
1 1

1
que tq, q ¢ {p}yno seria aproximable en LZ. En efecto, necesariamente:

pi_q 2

) Pi-q 2 b
p;*+a+1

= _ _a.
=b > 0. Luego C = Zq+]

n = 0, T (— >0 ,
1 ( a > 1 (p]!_+q+1)

2 2
q 2 n (p;-a) " (p;-q)
It - w, (017 = {1 5 5
i=1 (p;+q+1) " (pi*+q+1)

} / (2g+1) — C si W2n(t) es la me

p P P P P P
jor aproximacién en [t l,t 1,t 2,t 2,...,t ,t "1 Q.E.D.

TEOREMA DE EULER. Si pj designa al j-ésimo primo entonces ) pgl = o,
ji=1

DEMOSTRACION. Sean 2,3,5,...,pj los primeros j primos y

N(x) = # {n: n <x, ptn si p > pj}. Escribamos n = nf.m, m no divisible por
el cuadrado de un primo; entonces
b b b.
m=2%32 .. .53 |, b o=00561.
J 1

Hay exactamente 27 elecciones de exponentes y por lo tanto 23 diferentes va

lores de m a lo sumo. Ademds n, < vn < vVx y n

1 toma un valor entre a lo

1
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sumo vx de ellos.

En consecuencia: N(x) < 23 X, 81} g— < ® elijamos el primer j tal que:
1

el <l

El1 nGmero de n < x divisibles por p es a lo sumo % . Luego,

x - N(x) = # {n < x: n es divisible por algin p,, i>jl <

< _X x x
P+ + oYY, e <3 Luego
J 3
% < N(x) < 23./x y por 1o tanto x < 223*2  contradiccién.
Luego, J 5% = +w, (Buler, 1737; Erdds, 1938).
J "3

APLICACIONES. 1) El teorema de Euler asegura que si p_ es el n-ésimo primo

p
entonces {t ": P, primo} es un sistema cerrado en L2(0,1).

1.1 1.1
I -5+

2} Idem {tn/(n+1)} y {t 2 my , pero no {t Z n%y
1

P
3) Si f € Lt y [ f(t).t ' dt 0 donde p; > 0, p. —> =, —- = ®, enton-

0
ces f(t) = 0 c.d.

1 . 1 p.-1 1
(Sugerencia: I f(t).t Tdt = Py { F(t).t * dt, F(t) = J f(x) dx).
0 0 t
4) Sea p; > % y tal que 1lim p; = ° cuando i — ®, ¥ 1. «, Entonces el
Pj
. Py Py P3
sistema {1,t “,t “,t °,...} es cerrado en C([0,11). En efecto, sea n entero
positivo:
m P t _ m p.-1
[+ - ¥ a..t M| o= n.lf (x*L - You,.x b)) dx| <
. 1 1
i=1 0 1
1 _ m p.-1 1 _ m p.-1 2 1/2
< n.[ | x" L You,.x * | dx < n.([ | x™ L. Yo, .x.t | dx)
0 1’ 0 1t

1 1 PN .
Como p;-1 > -5 , p;-1 —> = ¥ ) TBZTTT'= +o Tesulta que la Gltima integral

P P P
tiende a cero si elegimos m y los vy adecuadamente. Luego {1,t l,t z,t 3...}

es cerrado en el espacio de funciones continuas.

b

p .
5) TEOREMA. La sucesidén {t “} € C([0,11), p, =0, p;, >0 s1 1>1,p, — <

es cerrada en C si y sélo si | 1w,

i>1%1 9 1
En efecto, si 1o es en C lo es en L“ y entonces ¥ 57 diverge (Teorema de
Muntz) . *
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Obsérvese que la funcién idénticamente 1 es necesario incorporarla al siste
N .
. . - P
ma porque si no toda combinacidén ) Aj.t J se anula en t=0.
j=1

P
6) {t '}, p; > —% , p; — «, es cerrada en L1(0,1) si } = =, {Sugeren-

a
Pj
cia: L2(0,1) es denso en L1(0,1)).

EJERCICIOS. 1) Sea {@n}:=0 el sistema de Rademacher, y escribamos Wo(t) =1,
£ = ny m2

WN(t) = @nl(t) @nz(t) ¢n3(t) ..., donde 2 + 2 *oaee, Ny > n, > ...,

es el desarrollo diddico .del entero positivo N. Mostrar que el sistema

{WN} es ortogonal y normal en el intervalo (0,1) (Sistema de Walsh).

2) Sea Sy la suma de los primeros N sumandos de la serie de Fourier

) aj.Wj de f(x), 0 < x < 1. Demostrar la férmula:

1 n-1

S (x,) = f(eo). I (1 + & (x,).0, (t)) dt ,
o X0 fo o0 kX0’ %

y mostrar que Szn(x) — f(x) c.d. cuando n — «», O sea, el sistema {Wi}
es completo en L2(0,1).

(Sugerencia: Sean X4 # binario racional, In_1 el intervalo de constancia

de ¢ _, que contiene a x;. (Luego |I_ _,| = 2™™). Obsérvese que todas las

funciones ¢0,®1,®2,...,¢

a — . f £(t) dt.

[T 41 I
n-1

son constantes en In La integral es igual

n-1 -1-

n-1

Entonces: Szn(xo) — f(xo) c.d.).

3) Si {@m(x)} y {Wn(y)} son ortonormales y completas en Lz(a <x<b) vy
L2(C < y < d) respectivamente, entonces el sistema {@m(x).Wn(y)} es ortonor

mal y completo en Lz([a,b] x[c,dl).

9. BASES ESPECIALES.

1) Una base {xi} de X se dice mondtona si HUan no decrece con n para todo
x € X.

Si {xi} no fuera mondtona, para cierto n y cierto x: HUn+1XH < HUan.
Esto implicaria que :

HUnH =2 HUn(U x)h / HUn+1(X)H = HUH(X)H / HUn+l(x)H = 1.

n+1
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. Luego, sup HUnH <1 = {xi} mondtona. La reciproca sigue inmediatamente
* n
de IU_(x)h — Ixh.

Tenemos entonces el siguiente:

TEOREMA 7. Una base {x.} de X es mondtona si y s6lo si: U I = 1 para to-
do n.
2) Una base {xi,x*} de X se dice incondicional si para todo x € X la serie

) xz(x)xi converge incondicionalmente.

TEOREMA 8. (Karlin). C([0,1]) no tiene ninguna base incondicional.

3) Una base {x,,x¥} para X se dice absolutamente convergente si} x¥(x)x;
converge absolutamente para todo x € X.

Vale el siguiente:

TEOREMA 9. Si X posee una base absolutamente convergente entonces es isomorx

fo topoldgicamente a El.

4) Una base {xi,xz} de X es uniforme si ) xz(x)xi converge uniformemente

para todo x de la esfera unitaria de X. Vale entonces el:

TEOREMA 10. X tiene una base uniforme si y sdlo si dim X < =.

10. CRITERIO PARA QUE UNA SUCESION TOTAL SEA UNA BASE.

Una transformacidén lineal P: X — X tal que P2 = P es una proyeccidn si es
continua. Vale que X = P(X)® (I - P)X. Si M y N son subespacios tales que

X =MeNy si P: X — X estd definida por Px = x donde x = X, * X,, con

x, €My x, € N, entonces P es una proyeccidn.

1
Un es una proyeccidn pues UnUm = UnAm.

TEOREMA 11. Sea Y un subespacio de X e {yi} una base de Y. Si existe una

sucesidn {xz} C X* tal que xz(yj) = Gij y tal que J x;ﬁ(x)yi converge en X,
i<n
para todo x € X, entonces el operador P definido por:

Px = lim § x*(x)y. , x € X,
I i i
1sn

define una proyeccidén de X en Y.
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DEMOSTRACION. [Pxl <sup I } x}(x)y; Il <= = existe M <« tal que
n i<n
IPxll < M.Ilxll, (Teorema de Banach-Steinhaus).

Como {yi} es una base para Y, existe {ai} tal que y = ) o,.y; para todo
y € Y. Entonces: Py = lim z ai.Pyi = lim } a..y. =y implica P2 =P

b
8 . 1 1
n 1<n n 1<n

P(Y) =Y, Q.E.D.

TEOREMA 12. Sea Y subespacio de X. Si {yj} es una base para Y y si P es una

proyeccidén de X en Y entonces existe una dnica sucesidn {zi} en X* tal que

z¥(y.) = 8.. y tal que: P(x) = 1lim Z z¥(x)y. , para todo x € X.
0l 13 n isn t +

DEMOSTRACION. Sea {y;} la sucesién biortogonal asociada a {yi}. Para todo i
el teorema de Hahn-Banach asegura la existencia de una extensidn yz' de yi

a X. Sea zi = P*yz'. Entonces:
* = &y &k = ® = * =
2i0ry) = PP ) = yP (o) = yilyy) =8
Ademds: P(x) = lim 7§ y?(Px)yi = lim y;'(Px)yi = lim 7§ P*yi'(x)yi =

n i<n n 1i<n n 1i<n

lim § z*(x) y, , para todo x € X.
n i<n 1 =

Si {zi'} es otra sucesidén con las propiedades de {z?} entonces tendremos
0 =7 (z? - zz')(x)yi , para todo x € X. Como {yi} es una base:
(z? - z?')(x) = 0 , para todo Xx.

En consecuencia z? = z?' y la sucesibn {zz} es Gnica. Q.E.D.

TEOREMA 13 (Nikolskii). Una sucesién total {xi} de elementos no nulos de X
es una base para X si y s6lo si existe una constante M > 1 tal que:

Y ai.xiu <M.y} ai.xiu , para todo n,m con n < m y coeficientes arbi-
i<n i<m

trarios Opyoes .
SRR AR S

DEMOSTRACION. {x_.} base = M = sup |U_ | > 1. Entonces | a, .Xx, =
1 n n i<n 1 1
= Un('z ai.xi) sim » n. En consecuencia, H.z a, X0 < M.H'X a, -0
i<m i<n i<m
Veamos la reciproca. La desigualdad implica la independencia lineal de toda

seccidn {xi: i < n}. Sea En = [xl,xz,x3,...,xn] y Pnn la aplicacidén idénti-
ca de E en X. Sea P la proyeccién de E en E , m > n, definida por:
n nm m n

an(x+y) =x , X & En , Y E[x ,X ]

n+l’" """

En consecuencia uan(x+y)H = Ixl < M.lx+yll implica que HanH < M, para todo
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m,n con m = n,
Definamos en D = {x: x € E , m < =} las transformaciones lineales
m
P'+ D— E como P'(x) =P (x), Xx€E , ™ <w. Asi: |P'| <My D = X. Lue
n n n nm m n
go P' tiene una Gnica extensidén a X, llamémosla Pn: HPnH < M. Pn tiene ran-
n
go E vy es una proyeccidn sobre E“. Ademds como P p =P

n,m' n+p,m nﬁp,m' n,m
en D sim>nv (n+tp), la misma relacidn vale en X: Pn+p.Pn = Pn.Pn+p.Para
todo x € X, y todo € > 0,existe n = n(x,e) tal que inf {lIx-yl: y € En} < €.
Dado un tal y, y m > n, HPmX - xl < HPmX -yl + ly - xlb =

= lle(x -y o+ Ix - oyl < (MF1) e,

Entonces P x — x. Si definimos P_ = 0 y x* por x*(x)x, = (P, - P, }x =
m 0 i i i i i-1
= (1 -P, )P x , x e X, tendremos:
i-1 i
x*(x.) x. = (P, - P, J)x. =6, X,y en consecuencia {x,,x*} es un sistema
i ] i i i-1" 3 ij 3 ) i° i
biortogonal.
1= - = < M. a ... = X,
Un : Z (P, Pi_l) Pn = sup “Un" M. Ademés, [X5X, Xy, 1 X
1€i<n
El teorema 2 implica entonces que {xi} es una base para X. Q.E.D.
11. EJEMPLOS.
a) Sea en CO, 5i el elemento que verifica Gi(j) = sij' Si o € N entonces
) ai.si — a , O sea, {61} es una base con sucesidén biortogonal 6; = Si.
i<n
(Interpretar este abuso de lenguaje). Como |al = sup lai|, a =3 ui.ﬁ_ es
1

subconvergente y por lo tanto <ncondicionalmente convergente.

Ademids la base {61} es mondtona.

i

a') Sea X, = (1,1,1,7..,1,0,0,0,...). X; = Gi - 61+1 es biortogonal a {xi}

que es una sucesién total en <y- Ademis,
U < - . = - 1 < <

sup U al < sup H_Z (@, - o, ).x;} = sup sup {laj a 123 <n} < Zlah

n n i<n n j<n

y por lo tanto {Xi} es una base para o Sea a = (-1)1+1/i. Entonces

T1 51

) x*(a)x, = } (¢. -a,, ).x, = () -, 7+, ... ) muestra que

ieimpar t ieimpar i+l t TR

¥ x’l_‘(oc)xi no es subconvergente y por lo tanto no es <Zncondicionalmente con-

vergente.
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b) EL SISTEMA DE SCHAUDER DE C[0,1].

SO(t) = X[O,l] (t) 5 Sl (t) = X[O,l] (t) s

Sz(t) = Sl(2t) + X(0,1](2t'1) - Sl(Zt—1) ;

S (t) = S (2%t-i+1) , i =1,2,3,... , n=1,2,...
n,. 2

27 +i1

4 So

o 1

S, ) 4=2'+2

3
3-2%4
f
1'8 A

El sistema es total y vale que:
(*) by a..S.h <t 7§ o..S5.1 , para todon =1, m>1,.

- 1 1 . 1 1

i<n i<n+m

y o, arbitrarios. Del teorema de Nikolskii sigue que es una base.

Ademds de (*) sigue que es mondtona.

c) El1 sistema de Haar definido por:
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xo (1) = X(o 1 (0) » x () = ZI‘/Z[X[0,1](2n+1.t—2j+2) - X(O,l](2n+1

2743

£-25+D1,

j = 1,2,...,2n ,n=20,1,2,3,..., es una base mondtona para LP(o,1),
1 < p <=. En efecto, {Xi} es un sistema total en LP pues es completo res-

pecto de Ll(O,T). Sean s y t el infimo y el supremo, respectivamente, del

soporte de la funcidn x,. Entonces, siy € [XO’XI’XZ’XB""’X1—1] resulta:

t
J ly(v) + a.x, (0[P dav = 5= (ly(0) + 0. 22?4 y(t) - a.2?2P) >

s

t
> (t-s).|y(t)|P = J ly(v)|P dt.
s

Luego, Iyl < ly+a.x I , y por lo tanto | JooaL.x

I<i1 ]l o;.x;I. Esto im-
i<n

i .
i<m+n

plica que {xi} es una base mondtona.

d) Sea {8,} C 2P, 1 <p <= 8§t =20 € £ipara todo i3 o+ &= 1.

1,1
P q

) Gi(a) Gi converge en &P al elemento de componentes
i<n
= §% =
ay Gi(a) Gi(a).

Como cada desarrollo es subconvergente, también es incondicionalmente con-
vergente, y la base es incondicional.
. -2 2 1
Obviamente es también monétona, y para £ es absolutamente convergente.
b

Sia={i"®}, s =p'/p, 1 <p' <p, entonces Jal < = pero leéz(a)éiup =

0 sea, no es absolutamente convergente para 1 < p < «.
e) Sea {x.} la sucesién definida asi:

] 1 - L :
xo(t) = , XZi—l(t) = = .sen it , XZi(t) = = .cos it , 0 <t < 27 ,

3l -

i=1,2,... . Entonces el sistema trigonométrico {xi} es una base ortonormal
en LZ(O,Zn), y por lo tanto incondicional.
Sin embargo, si bien es una base para LP(0,27) , 1 <p <2 y 2<p<w,

no es incondicional.No es una base para Ll(O,Zn) ni lo es para C[0,27]..

12. BASES EQUIVALENTES Y BASES DE BLOQUES.

Si X e Y son espacios de Banach y {xi} s {yi} bases para ellos, entonces

{xi} e {yi} se dicen equivalentes si cada vez que | a;.X converge en X,
i<n
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) a,.y; converge en Y, y reciprocamente.
i<n -

Veamos que la equivalencia de esas bases es necesaria y suficiente para que
X e Y sean Zsomorfos y de manera que el isomorfismo T: X — Y lleve una
base en la otra: Tx, = y, para todo n,

La necesidad es inmediata. Supongamos que {xn} e {yn} sean bases equivalen-
tes. Definamos:

Tx = Ch Ya

b1 8

[ee]
si x =173 c_ x_.
1 n n

T es lineal y inyectiva con Txn =Y, Ademds Tx = 1lim Tnx donde
n

n
T, x= ] ¢, v, Luego:
i=1 a
IT xIl <C I} ¢, x.Il <C sup |
n 1 1 1 n

Ll }=]

c. x.Il < C'lxl.
1 1

La Gltima desigualdad sigue de la demostracién de a) Teorema 1, §1. Una a-
plicacién del teorema de Banach-Steinhaus muestra entonces que T es acotado.

Q.E.D.
TEOREMA 14. Sea {x ,x¥} una base para X, = [xl,xz,...]_ C X, x¥ € X*. Si la
sucesién {yi} en X satisface 7§ llx’i‘ll-llxi - y;I = € <1 entonces {yi}es una
i=1
base equivalente para Y = [yl,yz,y3,...]_
DEMOSTRACION. Sea i < m. Entonces
la.] = | I x*(a..x)] < Ix*1.0 ) o,.x.|
. jém * 3 Y j<m
Luego, | J o..y. I <1 § a..x.0l + J Ja.|l.lx,-y.l <
’ i<m * 7 igm * 0t i<m . o
< * -
<) oagx 00T+ Ao IxErax, -yl < 2.0 ) o .x
i<m i<m i<m

Existe una constante M > 1 tal que (cf. Teorema 13):

Iy o.,.x.I <M.l J a..x.| para todo m,n m <.
1771 1771 ’ ’

i<m i<n n
Entonces, | } a, .yl < 2.MI} a, X b < 2.MOE ) ey ot N Lo [ olx -y, D)<
i<m i<n o i<n i=1
< _ . ]
< Z.Mn.z a;.y 0o+ 2M||.Z oLi.inl. 'Z nxzu.uxi Yl luego:
i<n i<n i=1

_ -1
H_Z a; .y b < K.H'Z a; .y b, donde K = 2M(1-¢)"".
1<m i<n

0 sea, {yi} es una base para Y. Como las estimaciones muestran que

n n n
Hg a;.y;l < Z.HE a,.x; 0 < % .Hg a,.y; I resulta que {x.} es equivalente a
{y.} Q.E.D
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NOTA. Si Xo =.X entonces Y = X (cf. §15).

DEFINICION. Sea {x;} una base para X, {y;} una sucesidn numérica y {pn} u-
na sucesidn estrictamente creciente de enteros positivos.
Una sucesidn {yn} de elementos no nulos de X dada por

Ph+l

se llama una base de bloques con respecto a {xi}.

TEOREMA 15. Una base de bloques {yi} con respecto a la base {Xi} de X es

una base para Y = [yl,yz,...]

(Demostracién: usar el teorema de Nikolskii).

13. BASES PARA ESPACIOS DE HILBERT.

Por un espacio de Hilbert entenderemos un espacio de dimensidén infinita con

producto escalar,completo y separable.

Es decir, un espacio isomorfo a 22, e.g., L2(0,1). Para toda base {xi,xi}

vale que {xz,xi} es una base, como se ve del Teorema 2, §5. Existe siempre
una base ortonormal 1la cual es necesariamente mondtona.

Recordemos que una base ortonormal {xi,x;} es aquella que verifica x; = xi.

Si una base verifica HXiH = 1 para todo i diremos que estd normalizada, Yy
si ux;u = uxin = 1 para todo 1 diremos que es normal.
Recordemos que la transformacién T: H — H* , Ty(x) = (x,y), x,y € H, es

biunivoca, aditiva, isométrica y sobre. Ademds Tay = aTy. Como es costumbre
denotaremos con el mismo simbolo a y y a Ty. Luego, si {xi,xz} es ortonor-

mal:

2 Coux ~
Hxiﬂ = (xi,xi) xi(xi) =1,

o sea, es normal. Para una base ortonormal vale la identidad de Parseval:

xi? = 7 x,x) 07
1

Si Y es un subespacio propio de H e y* es una funcional sobre Y entonces
existe una unica extensidén a H de aquella conservando la norma. (Esto resul
ta de que si z*(x) = 0 para todo x € Y, o sea si (x,z) = 0 para todo x € Y,
z es ortogonal a Y).
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Esta propiedad de extensidn finica es gozada por todos los espacios de Ba-

nach cuya esfera unitaria es estrictamente convexa.
EJERCICIO. Una base ortonormal para H es incondicional.

TEOREMA 16. Si {xi,xi} es una base para H normal, entonces es ortonormal:

x. = x%,
1 1
DEMOSTRACION. 1 = HxiH = "X;" para todo i. Sea Pj la proyeccidn ortogonal
b M, = . % = P.x*, Ent *(x.) = LLYF) = xE(x.) = 1.
sobre 3 [xJ] y sea yJ JXJ ntonces yJ(xJ) (xJ,yJ) xJ(xJ)
Ademds: 1 < lly;.‘ll < IIx;.‘II =1 = x;f = y3?- 0 sea, xa.‘ € MJ.. Supongamos
xg = axj. Luego: 1 = x?(xj) = (xj,axj) = a y por lo tanto o = 1 y también
x* = x.. .E.D.
hi j Q-E.D

TEOREMA 17, (LEMA DE ORLICZ). Sea {fi} una sucesidén en L2([0,1]) tal que
sup {1 } £l we] ) <e,
H ieu

Entonces ) Ilfill2 < w, (] = familia de subconjuntos finitos de N).
i

DEMOSTRACION. Sea {wn} el sistema de Rademacher. Aplicando la desigualdad
de Bessel al sistema ortonormal de Rademacher tenemos:

1
I logl? < [ | T a0, (0)]7 at.

ign 0 ign

Suponiendo 1las fi definidas en todo punto y finitas, se obtiene:

) If.(s)l2 < f ) f.(s).\b.(t)l2 dt , para todo s.
i<n * 0 ign *

Integrando respecto a s:

1 1
1o’ < f ds f |1 £,(s)v ()] de =

ign 0 0 ign
1 1 2 1 2
i I R T L T OSSN
0 0 0 i<n .
1 2
< j [n ), £0+ 0 f £ 1%1dt
0 iaut ieut
donde u: = {i: wi(t) >0, i=1,2,3,...,n}
u = {i: wi(t) <0, i=1,2,3,...,n}.
2
Entonces I£,0% < 4.sup {I ] fiﬂzz WEJ <o | Q.E.D.

i<n u ieu
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TEOREMA 18. Sea {xi,xz} una base normalizada de H. La base es incondicional

si y s6lo si para todo x € H:

(M Jleox P <e 1 1eoxn]? <o

i i

DEMOSTRACION. Sean x,y € H. Si (1) se verifica, entonces:

Z |(x,x§)(y,xi)] < =, Luego para toda sucesidn creciente {mi} vale que:
1

1im ( } (x,x* ) x ,Y) converge.
. m. m -
n 1<n 1. 1

Como H es reflexivo es débilmente secuencialmente completo y por lo tanto
N (x,x?) X; es débilmente subconvergente. Del teorema de Orlicz-Pettis

(cf. §3) resulta que es fuertemente subconvergente y en consecuencia incon-
dicionalmente convergente.

Supongamos ahora que {xi,x?} sea una base normalizada incondicional para H.

Como para todo x € H, J (x,x?) x; converge seglin el filtro de partes fini-
tas:

(2) sup {1 I (x,x¥) x, b + w €]} <e.
ieu
Sea fi = (x,xi) Txi donde T es un isomorfismo isométrico entre L2(0,1) y H.

Del lema de Orlicz sigue ahora que:

sup } |(x,x$)i2 < sup ) I(x,x*) x. 1% = sup ) £ 1% < o,
. 1 - 1 1 . 1
n i<n n i1<n n . 1<n

De (2) sigue también que:

sup | ] (x,x¥)(x.,y*)| <M <o,
HEZ ieu 1 i’ X,y%
para todo x € H, para todo y* € H. Entonces: | } (xi,y*) xgn < My* < o
iey

con M independiente de p. Esta es la desigualdad dual a (2) y como antes,

sigue ahora que } I(x,xi)lz <« pues Ix¥l > 1. Q.E.D.

COROLARIO. Si {xi,xf} es una base normalizada incondicional para H entonces
{x?,xi} también es una base incondicional para H.

En efecto, de la Nota al Teorema 2 sigue que {x?,xi} es una base para H. A-
demds se satisface (1), la cual implica la convergencia incondicional (véa-

se la primera parte de la demostracidn del Teorema 18). Q.E.D.

A continuacién estudiaremos algunos resultados relacionados con la estabili-
dad de bases.
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LEMA 1. Sea {xk} una base ortonormal para H e {yk} una sucesién ortonormal
tal que

«©

2
(3) 1o x, -y 17 < 1.
k=1 k k

Entonces {yk} es una base para H (N, Bari).

DEMOSTRACION.-Si Y = [{yk}]- # H existe h € H* tal que h(Y) = 0, h # 0. En-
. . 2
tonces: (h,xk) = (h,yk) + (h,xk-yk) = (h,xk-yk) implica I(h,xk)| <

< 1hi%.0x, - y 1%, y por lo tanto, I|(h,x)|% <MnI%.] Ix, - y 02 < 1hi?

en contradiccién con la identidad de Parseval. Q.E.D.

k

LEMA 2., i) Si bajo las mismas condiciones del Lema 1 tenemos solamente

o

(4) DR y % <1
entonces el sistema {xl,xz,...,xN,yN+1,yN+2,...} es total.
ii) Ademds, si un elemento h es ortogonal a:
-
OygroYyggre--d v a2z =% - ) (7)) Yy

k=N+1

il
[}

n=1,2,3,...,N, entonces h

DEMOSTRACION. i) Sea (h,xk) =0, k =1,2,3,...,N. Como antes se ve que

I [tx)l? <1’ 7 oix
N+1 N+1

o©

) l(h,xk)|2 < Ih1? , si h fuera no nulo y ortogonal a
1

x - ka2 , ¥ por lo tanto valdria:

[Xp Xy e e s Xy Yy s Yy s oo o]
ii) (h,x)) = (h,z ) + Nzl (x_,yJ)(h,y) =0, n=1,2,3,...,N, junto con
(4) implican ii). Q.E.D.

APLICACION. Consideremos la ecuacién: y" + (A - q).y = 0, q € C([a,b])

’
a<x<b, y las condiciones de contorno, u(a).cos o + u'(a).sen o = 0 ,
u(b).cos B + u'(b).sen B = 0, y supongamos para fijar ideas 0 < a,B8 < 7,

o # 0 # B. Entonces las autofunciones normalizadas de este problema de con-
torno forman un sistema ortonormal y puede demostrarse que satisfacen, pa-
ran=0,1,2,...

Yo () =\fgZy - cos BTy ocdy L ox o v och

o

uniformemente en [a,b]. Entonces hx, - ka2 < o, Ademds, el sistema {&J:;O
& =
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es ortonormal .y completo en {a,b] (verificarlo).
Elijamos N de manera que youx, - ykn2 < 1.

N+1 k

Sea S = {he H: hlyY = [yN+1,yN+2,...] }.

Evidentemente S D {:z

[z.:

1

0221 2Zpr 2 } vy si h es ortogonal a Y y a

i=20,1,2,...,N] entonces h = 0, Luego S = [z .,z ] ¥y dim S <

0*Z10 e
< N+1. Por otra parte: YosY sYgsresVy € S, vy son linealmente independien-

tes. Por lo tanto dim S = N+1, y 1los z, son combinaciones lineales de los

yj, j=0,1,2,3,...,N. Luego si h es ortogonal a YosY1sYgpo--- entonces h=0;

en consecuencia {yj} es una base ortogonal para Lz(a,b).

TEOREMA DE PALEY Y WIENER. (1934). Sea {yn} una sucesién y {xn} una base or

tonormal de H, n = 1,2,3,... . Supongamos que existe una constante 6§, § €

e[0,1), tal que:

N
a .(x -y )I? < e 1 |a 12,
n=1 n n n n=1 n

o~

para toda sucesifn {aj} y todo N. Existe entonces una sucesidn {y:} que for
ma con {yn} un sistema biortogonal: {yn,ys}. Mas atn, {yn} es una base para

H lo mismo que {y:}. Vale también que si:

x =7 (X,Yz)yn =7 (x,y_)y¥ entonces:
i) xi/(1+0) < (§ |Gy )Y 2 < ixa/(1-0)
ii) (T-0).uxi < (I |Gy )52 < (ved axl.

APLICACION DEL TEOREMA DE PALEY-WIENER. (Duffin-Eachus, 1942). Sea Lz(—n,n)
nuestro espacio H y consideremos alli el sistema:
iA_t
yn(t) =e /Y2y , n o= 0,:1,22,23,... ,

con x real o complejo que verifica:
n

IR

M=mix |[A_ - n| <nl.1g 2 =0.69315/3.14159.

/V2% , n = 0,£1,£2,+3,... . Usando que

. k
(1.0, - n)) kK int
.t e ,

1 k!

y que Htk.y*(t)u < ﬂk.uy*(t)u , tenemos:
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N 4 N © (i.(r - ok
anl an(yn - xn)ﬂ = anl an.k=1 —fxr — - t .xn(t)H <
o k N o k
- T . k _ m_ 2 _ 2k 1/2
<L KT Ilnz1 a (GO - a)Eax 1 = kzl = glanl NPV Vi <
® k
2.1/2 M 2,1/2
T o O B P kb S oL DR O PN o R
k=1 ° n n
Sea ahora 8 = " - 1. Entonces 6 < 1. Aplicando el teorema de Paley-Wiener

iA_t
resulta que {e " //2m} es una base normalizada cuyos desarrollos asocia-

dos corresponden a los de ciertas series de Fourier no armdénicas.

El resultado precedente puede mejorarse de la siguiente forma:

TEOREMA DE KADEC. Si {X_} es una sucesidn real para la cual |[A - n| <L <

iA_t
<1/4, n = 0,+1,+2,... entonces {e ™ } satisface el criterio de Paley-
Wiener.
. . o id,t
(De (iii), Teorema 5, sigue entonces que {yn}n=_m, Y, = € , €S una base

de Riesz en L2(~ﬂ,ﬂ)).
Lo esencial del teorema de Paley-Wiener estd contenido en el siguiente:

TEOREMA 19. Sea {xn} una base del espacio de Banach X, y sea {y,} una suce-

sidén de elementos de X tal que
n n
“izl c;(x; -yl < euizl c; x;1 donde 6 € [0,1),
los C; son escalares cualesquiera y n € N. Entonces {yn} es una base de X

equivalente a {xn}.

DEMOSTRACION. De la hipdtesis sigue que podemos definir una aplicacién

n xn) - izl Cn(Xn h yn)'
T es lineal de norma < 6 < 1. Luego existe (I-T)_1 y vale: (I—T)xn =y, pa-
ra todo n, Q.E.D.

T: X — X por T( ] ¢
i=1

Que {ys} sea también una base equivalente a {xn} resulta de la siguiente

proposicidén general y la nota al Teorema 2.

PROPOSICION 1. En un espacio de Hilbert H bases equivalentes tienen sucesio
nes biortogonales equivalentes.

DEMOSTRACION. Sean las bases {xn,xz} e {yn,y:} equivalentes y sea T el ope-

rador acotado invertible tal que Txn =y,
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Entonces: (xm,T*yg) = (Txm,y;) = (ym,yz) =4 = (xm,xg) implica:

* = *
T*y xx. Q.E.D.

*
n
Si ignoramos las constantes precisas que aparecen en i) y ii) constatamos
que estas desigualdades corresponden a las del Teorema 5, iii}.

iknt 9
El sistema {e }, n=20,t1,£2,..., es una base de Riesz en L™ (-m,m) si A,
es complejo y |An—n| <L < (lg 2)/7m , o si |An—nl <L < 1/4 pero los i,

son reales.

Un resultado debido a N.Levinson asegura que si los An son nGmeros comple-

jos arbitrarios pero que verifican |Ani < |n| + % ,n=0,¥1,£2 ..., enton-
ire 2
ces [{e 117 = L°(-m,w). En particular el sistema K U {1} ,

+i(n-
K = {e_l(n 1/4)e, 1,2,3,...} , es completo.

Sin embargo se puede probar que ya el subsistema K es completo en LZ(—ﬂ,n).

Esto implica que el sistema original no es una base y que el teorema de

Kadec es, en cierto sentido, o6ptimo.
Sean ahora € > 0 y K' el sistema: {ei(lni+€+1/4)'Sgn Bip o= %1,%£2,...}.

b

Es interesante observar que K' U {1} no es completo en LZ(—n,ﬂ).

14, Sea X un espacio de Banach no necesariamente separable, A un conjunto

de indices de cardinalidad arbitraria y X* el dual de X.

Una familia {xx,fk} es un sistema biortogonal si X, € Xy fx € X* para todo
X ENY fx(xu) = Gxu‘ Se dird maximal si no hay un sistema biortogonal que
lo contenga propiamente.

Un sistema biortogonal se llama base generalizada para X si fk(x) = 0 para
todo A € A implica x = 0. {Xx’fk} se dice total si las combinaciones linea-

les de {xx} son densas en X.

Una base generalizada total se dice base extendida de Markushevich si p es

no numerable; y si A es numerable, simplemente, base de Markushevich.

Obviamente una base generalizada para X es un sistema biortogonal maximal.

TEOREMA 20. Existe una base de Markushevich para todo espacio de Banach se-
parable.
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Vale también el siguiente:

TEOREMA 21. i) Toda base de Schauder para X es una base de Markushevich.
ii) Reciprocamente, una base de Markushevich {xi,fi}para X es una base de

Schauder para X si para todo x € X:

x = lim .Z fi(x)xi.
n i<n

EJERCICIO. Demostrar los Teoremas 20 y 21.

EJEMPLO. En 22 los dos sistemas ortogonales {wk}, {wk}definidos por:

Y, = (0,0;...;0,1;0,05....) ,
’41
2k-1-2k k=1,2,3,...
"'§1‘f

b, = (0,0;...57,1;0.0;....) ,

son bases ortogonales (equivalentes) de los subespacios:

v
=
i

. . . . 2 -
{(0,31,0,a2,0,33,....) Y ay < o,

zZ
1
-
.
o
~
o
w
o
LJ
~1
o
SR
A
8
—

Entonces: M n N = {0}.

Como todo elemento de la forma (cl,cz,...,cN,O,O,...) € M+N, tenemos

M*N = ¢2. E1 elemento de £°:

h = (1,0;1/2,0;1/3,0;...) & M+N ,
pues si no, necesariamente bi = 1 para todo i, contradiccidn.
0 sea, M+N # ¢2.

El sistema {Jk} U {ﬁk} = U:

¢, = (0,05...5-k,1;0,05...) ,
A
2k-1 2k
- 7 .
Y = (0,0;...;k,0;0,0;....) ,

es biortogonal a {vk} U {wk} = (! . Luego, si ¢ = (cl,cz,...) es desarrolla-
ble en Zz respecto U:
€= izl (a; oy * By ¥y)

{ai}'y {bi} quedan unfvocamente determinados. Ademds:
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pero no vale h = b, -e b, - ¢, * ... pues el término general tiene nor-

ma que tiende a 1. Luego no es una base. Sin embargo es un sistema biorto-
gonal maximal. M4s afin, es una base generalizada total, o sea, una base de

Markushevich para 22,

15. COMPLEMENTOS A LA TEORIA DE BASES EN ESPACIOS DE HILBERT.

Sea H un espacio de Hilbert y {fn} una base en €l1. Esta se dice una base de

Bessel si

j fJ n--w
1

Se demuestra que {fn} es una base de Riesz si y sblo si es-a la vez una ba-
se de Hilbert y una base de Bessel.

Si {fn} es una base de Riesz y {en} es una- base ortonormal existe T inver-
tible tal que Ten = fn para todo n. Entonces:

* = = =
(T Tej,ei) (Tej,Tei) (fj,fi) G.. ,

1]
donde G = (Gij) es el gramiano de {fi}. Por lo tanto G es una matriz que ge
nera un operador acotado invertible en £,: N Gij c; = dj define una apli-
i=1
cacidén lineal G: 22 — £2 tal que Idl = IG(c)l < K.lc| y existe G_l.

También puede demostrarse la reciproca y tenemos el

TEOREMA 22. {fn} es una base de Riesz si y s6lo si la matriz de Gram del

sistema genera un operador acotado invertible.

Sea {fz} la sucesién en H biortogonal a {fn}. Ya vimos que también ella es

una base de Riesz para H (cf. Proposicién 1 de la seccién 13 y Teorema 2).
Del Teorema 5 obtenemos entonces:

0 o

(*) I ICE£)] <=, ] |(£,£9]* <= , para todo £ € H.
1 1

La reciproca también es cierta y vale el
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TEOREMA™ 23, {fn} es una base de Riesz si y sb6lo si {fn} es completa en H,

admite una sucesidn {f:} biortogonal completa en H y ambas verifican (*).

COROLARIO. Sea {xn,xg} una base normalizada de H. Entonces ella es incondi-

-cional si y s6lo si es una base de Riesz.

DEMOSTRACION. La tesis sigue del Teorema 18, su Corolario y el Teorema 23.
' Q.E.D.

Si una base {&n}'verifica'(*) de la seccibén 6 se dice que es acotada. Evi-

dentemente,si x_ := £ /If I , x* := £*_ If | entonces {x_,x*} es una base
n n n n n n n n

normalizada. Del corolario sigue que si1 es incondicional es equivalente a
una base de Riesz.

Por lo tanto tenemos: en un espacio de Hilbert todas las bases acotadas in-
condicionales son equivalentes (Kéthe, Lorch, Gelbaum, Gelfand).

Queremos finalizar esta seccidén con algunos resultados de la teoria de es-
tabilidad de bases. El primero es el teorema de Birkhoff-Rota:

TEOREMA 24. Si {en} es una base ortonormal de H y si {xn} es una sucesién

©

ortonormal para la cual § Hen - xnll2 < = entonces {xn} es una base.
' ) 1

Este teorema pricticamente fue utilizado en la primera aplicacién de la
seccidn precedente.

TEOREMA 25. (Krein-Milman-Rutman). Sea {xn} una base de un espacio de Ba-
nach X. Existen nlmeros e, > 0 tales que si len -y I<e ~ para todo n en-

tonces {yn} es una base equivalente a {xn}.

DEMOSTRACION. El teorema sigue inmediatamente de la nota al Teorema 14. De-

mostraremos esa nota con una aplicacién del Teorema 19.

PROPOSICION 2. Sea {xn} una base para el espacio de Banach X, {xé} la suce-
‘cién asociada, e {y } una sucesidn tal que 8 = LooIxELLIx. - oy o< 1.

n n=1 n n n
,Entonces,{yn} es una base para X equivalente a {xn}.

. N
DEMOSTRACION. Cualesquiera sean Clser+sCy > si x = Z C; X5 tenemos
1
- = % - : = )
1T e (xp =y ) = If x¥(x)(x; - vyl <e.lxl =8 1] c; x0. Q.E.D.

El resultado de Krein-Milman-Rutman tiene interesantes consecuencias en ca--

sos particulares pues asegura que si X tiene una base entonces de todo sub
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conjunto denso de X puede extraerse otra base.

NOTA. Asi como en el caso del Teorema de N.Bari podia reemplazarse la cota
1 por @ lo mismo es posible para la proposicién precedente con tal de asu-
mir que {yn} es completa en X.

El Teorema de Birkhoff-Rota es un caso particular del siguiente teorema de-
bido a -F.Brauer (1964):

TEOREMA 26. Sea {xn}una base ortonormal de H e {yn,yg} un sistema biortogo-
nal tal que

2 @
by =yl <o, T

Entonces la familia {yn,y;} es una base de H.

(#)

-1 8

yx1% < e,

{En consecuencia, {y:,yn} es una base de H y como (#) implica (*), del teo-

rema 23 sigue que {yn,y;} es una base de Riesz de H).
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CAPITULO VII

TEOREMAS DE PUNTO FIJO Y APLICACIONES.

1. Una transformacién T: F —— F se dice que tiene un punto fijo si existe

x € F tal que Tx = x. Teoremas que aseguran la existencia de un punto fijo
‘se aplican con &xito en problemas del andlisis lineal y no lineal, en parti-
cular en la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias. El principio de
contraccidén de Banach-Cacciopoli es uno de ellos, y no es ni mds ni menos
que un resultado que permite evitar la repeticidén del método de aproximacio-
nes sucesivas, el cudl podria aplicarse en lugar del teorema, cosa que a ve-
ces se hace y con ventajas.

DEFINICION 1. Sea T una aplicacién de un espacio de Banach X en si mismo y

X una constante no negativa menor que uno. Si T verifica
ITx - Tyl < x.lx - yl Y x,y € X,

entonces T se llama una contraccidén en X y X se llama la constante de con-
traceidén de T. Si T lleva F € X en F entonces X es llamada la constante de

contraccién de T en F.

TEOREMA 1. (Principio de contraccidn de Banach-Cacciopoli). Sea F cerrado
contenido en X espacio de Banach, y T: F — F una contraccidén en F. Enton

ces T tiene un Gnico punto fijo X en F, al cual converge la sucesidén x 1
n

=Tx , n=0,1,2,..., cuando n — =, cualquiera sea X, € F. Ademds, para

- n
Ix - x <2 .ix - XOH/U - a).

DEMOSTRACION. Supongamos } € (0,1). La unicidad sigue de que si también

Tx' = x' entonces
0<ix - x'l = ITx - Tx'l <A.0X - x'l dimplica fx - x'l = 0.

Dado Xg € F, por hipdtesis, Txn =X, € F, vy se tiene

X - x I <AL - < ..o <A - . i :

I a1 n" < A an Xn_lﬂ < A Hxl xou Luego, si m > n

x -xI <lIx - x oL+ - x o< o™ o4 + ). - <
f - nH f - m—l“ "Xn+l nH o) At IIX1 ﬁﬂ

>\n

< T ¢ le1 - xOH, y {xn} es una sucesidén de Cauchy que converge a cierto

X que necesariamente pertenece a F = F y es un punto fijo. Q.E.D.

EJERCICIOS. 1) Sea T una_aplicacidén de un espacio métrico completo M en si

mismo y sea p la métrica del espacio y 0 < x < 1. Si V¥ x,y € M se verifica
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p(Tx,Ty) < dp(x,y)

(o sea T es una contraccién en M) entonces T tiene un dnico punto fijo X
en M, el cual es el limite de Txn = X, 41, DS 0,17,2,..., con Xq cualquier
punto de M.

n
Ademis, p(Tnxo,E) <5 § T - p(xO,TXO), vn=1.

2. Demostrar que la tltima desigualdad vale también para n=0.

3. Demostrar que si T es una transformacién lineal del espacio de Banach X
en si mismo y 0 < ITH < 1, entonces I- T es inyectiva.

4., (Principio de aproximaciones sucesivas). Si T es una aplicacidn continua
de un espacio de Hausdorff H en si mismo y si 1im T"x = y € M, entonces

n—-o

Ty = vy.

OBSERVACIONES. a) Sea M un espacio métrico y sea T una aplicacién continua
de un subconjunto cerrado F C M en un subconjunto compacto K. Si dado ¢ > 0
existe x(e) tal que

p{Tx(e),x(e)) < e ,

diremos que x(e) es un punto e-fZjo, o "fijo salvo distancia e¢". Si T tie-
ne puntos e-fijos para todo € > 0 entonces T tiene un punto fijo. En efecto,

para alguna subsucesidn €. Tx(an) converge (en K) a y. Luego,
Ty = T 1lim x (en) = 1im Tx(en) = y.

Los puntos e-fijos son los que usualmente uno espera encontrar al buscar

puntos fijos de una transformacidn.

EJERCICIO. Demostrar el resultado precedente cuando F no es necesariamente
cerrado pero K C F.

b) Si A es una aplicacién continua de un espacio métrico completo M en si

mismo tal que T = A" es una contraccién, entonces A tiene exactamente un pun
to fijo. En efecto, sea X = lim TJxo. Luego AX = 1im TJ Ax, pues T3 = A"I,

Ademis p(Tj Axo , T3 xo) < Aj.p(Axo,xo), y por lo tanto,

p(Tj AXO,Tj X, ) ——— 0. Como p(zjo,f) —— 0 resulta que x = lim Tijo =

j-)-ou
= A(lim TJxo) = AXx. Es decir todo punto fijo de T lo es de A. Reciprocamen-

te, todo punto fijo de A 1o es de T, y por lo tanto es Unico.
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Una aplicacifn inmediata de este resultado es el hecho que una ecuacidn in-
tegral del tipo Volterra homogénea no tiene autovalores.

Sea f(x) = A.JX‘K(x,y)f(y)dy +¢(x) , v € C(la,bl) , K(x,y) continua en x,y.
a

X
Definamos A f A.I K(x,y)E(y)dy + v(x) , £ € C.
a

X
Entonces, IAf - Agl, = .| KGOMEG) -g(n))ayl, < (b-a).[A|.IKI_.1£-gl_.
a

n
Mis atn, vale: 1AM - Agl, < {2281 iR ki ne-gl = k.u£-gl .

n 1
A" es una contraccién

Eligiendo n suficientemente grande resulta k <1 y T
de C([a,bl) en si mismo. Luego, la ecuacién de Volterra Af = f tiene para A
una Ginica solucién. Si ¢ = 0 entonces necesariamente £ = 0; y A~! xno es auto-
valor si A # 0.

Usualmente por autovalor se entiende un p tal que Bf = uf se satisface para

cierto f # 0. Los A son, con esta definicién, los reciprocos de los u. He-
X

mos visto entonces que si u # 0 y Bf = J K(x,y)f(y)dy, u no es autovalor de
0

B. Tampoco 1o es p = 0 si se toma K = 1.

2. En esta seccién daremos una versién infinitodimensional del Teorema de
Brouwer (cf.cap.V). Llamaremos Ho a1 cubo de Hilbert:

= = 2, 1 .
Hy = 1x = (x;,x,,...) €17 x| <7, V¥ i},

H0 es compacto.

2*°

TEOREMA 2. Todo subconjunto convexo compacto C de un espacio de Banach B es
homeomorfo a un subconjunto convexo compacto de HO'

DEMOSTRACION. Podemos suponer que C C U = esfera unitaria de B. C es separa

ble y por lo tanto [C] también lo es, ([C]
lementos de C}). Sea fn € B* tal que fn(xn)

{combinaciones lineales de e-
Ix I/n, 1£ 1 = 1/n, donde
n n

{xn} es un conjunto (numerable) de elementos no nulos, denso en [(]. Conside
remos la siguiente aplicacidn lineal de C en HO:
F: X ——— (fl(x),fz(x),...) .

F es continua. Ademds, x # y, x,y € [€] implica:

| £ £ £ £ “Xn“ “x_Y'xn"
&) - £ O] = [ x)] - £ (x-y-x )| > — - —
Luego, si x es bastante préximo a x-y: |fn(x) - fn(y)| > 0.

Por lo tanto F es inyectiva, y define asi un homeomorfismo de C sobre F(C)
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(pues C es compacto). Q.E.D.

DEFINICION 2. P es la proyeccidn de 12 sobre un subespacio n-dimensional:
n

Pn(xl,xz,...) = (xl,xz,...,xn,0,0,0,0,...).
TEOREMA 3. H, € p.p.f.

DEMOSTRACION. Dado € > 0, existe n tal que p(an,x) = Han—xH < e,V ero.
Pn(HO) puede interpretarse como un subconjunto convexo compacto de R" y tie-
ne por lo tanto la propiedad de punto fijo.

Sea T una aplicacidn continua de H0 en si mismo. PnT transforma Pn(HO) en si
y por lo-tanto existe X tal que PnTxe = X Luego, ||xE - TxEH = p(xE,sz) =
= p(Pl1 TxE,Txe) < e. Es decir, existen puntos e-fijos para todo e, y T tiene

entonces la propiedad de punto fijo. Q.E.D.

COROLARIO 1., Todo subconjunto convexo compacto C de HO tiene la propiedad
de punto fijo.

(En efecto, C es un retracto de H0 y hereda la p.p.f.).

Del Corolario 1 y el Teorema 5 sigue ahora el siguiente teorema de Shauder
(1930):

COROLARIO 2. Todo subconjunto convexo compacto C de un espacio normado N tie
ne la propiedad de punto fijo.

(En efecto, la completacién de N a un espacio de Banach B no altera al con-
junto C).

EJERCICIO. Si F es un conjunto acotado, cerrado y convexo de un espacio de
Banach, y si la aplicacién continua f: F— F es completamente continua

(:= lleva acotados en relativamente compactos) entonces f tiene un punto fi-
jo. (Sugerencia: la cdpsula convexa cerrada de un conjunto compacto de un es
pacio de Banach es compacta (Mazur)).

El Corolario 2 fue generalizado por Tychonoff en 1935:

Cualquier subconjunto convexo compacto de un espacio localmente convexo €
p.p.f.

La exigencia de compacidad en el teorema de Schauder es critica como prueba
el siguiente ejemplo debido a Kakutani (1943).

TEOREMA 4. La esfera unitaria U de 12 no tiene la propiedad de punto fijo.
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‘(Esto implica en particular que {x: Ixl-= 1} es un retracto de U). Para la
demostracién del teorema 4 es mids cémodo tratar 12(2) en lugar de 12(N),

2 s 2
ice., 17°(2) = {(...,x_z,x_l,xo,xl,xz,...): y Ixi| < w}

-~

Llamaremos S al operador definido por: Sx = § X € donde ej es la suce-

$idn igual a 1 en el lugar j, e igual a 0 en todo otro lugar.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4. Sea T definida por

Tx = (1 - HxH).eO + Sx.
T: U — U pues ITxI < (1 - IxI) + Isxl < (1 - dxl) + Ixl = 1, y obviamente
es continua. Supongamos Tx = x. Entonces (1 - HxH)eo + Sx = x implicaria
x - Sx = (1 - HxH).eO. En este caso seria x # 0.

Pero x - Sx =‘z (Xn - Xn—l)'en = c.e implica X, =X, ¥ n >0, v X, = X_,

¥n <0. Como x € 1% necesariamente x = 0, contradiccién. Q.E.D.

Kiee (en 1955) prueba que cualquier subconjunto convexo no compacto de un es
pacio normado no tiene la propiedad de punto fijo, generalizando asi el re-
sultado de Kakutani.

Otros conjuntos que no tienen p.p.f. pueden obtenerse cuando es posible efec
tuar una reflexidn en ellos con centro en un punto no en el conjunto, v.g.
circunferencia, superficie esférica, o si es posible efectuar alguna rota-
cidn, v.g. el toro, la cinta de M8bius. Conjuntos no cerrados son ficilmente
exhibibles como ejemplos de conjuntos donde hay una transformacidén continua
sin punto fijo, por ejemplo, una que "mueva'" los puntos hacia algln punto
frontera no en el conjunto.

Sin embargo el plano proyectivo tiene la propiedad de punto fijo aunque RE
no la tiene. Es posible probar la existencia en Rk, k = 2, de un conjunto

denso en todas partes con la p.p.f. (el 1llamado conjunto "spaghetti").

3. Volviendo a las aplicaciones con punto fijo observemos que vale el si-
guiente resultado:

Toda aplicacién continua de un subconjunto convexo X de R™ en un conjunto
compacto contenido en K tiene un punto fijo. En particular sigue que toda a-

plicacidén continua de R™ en un conjunto acotado de R"™ tiene un punto fijo.

Estas generalizaciones del teorema de Brouwer siguen del llamado segundo teo

rema de Schauder:

TEOREMA 5. Sea C un subconjunto convexo (#@) de un espacio normado B. Sea T
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una aplicacidn continua de C en un subconjunto compacto K C C. Entonces T

tiene un punto fijo.

DEMOSTRACION. cc(T) dénotarﬁ la cédpsuia convexa de T, T C B, y cc(T)} la clau
sura de esa cépsula.

Sean X 3Xyseu0,X € K una e-red para K, y sea Xn = {xl,...,xn} . Definamos:
fi(x) = (e - lIx - xiH) v 0, 1 <i<n. Entonces fi # 0 si y sb6lo si
Ix - x;I < e. Luego, podemos definir P como:

) OfL(X)x.
(n P(x) = ————2> |, x €K,
I £,(x)

pues el denominador es no nulo en K. P es continua y es una combinacién con

vexa de los puntos x; que distan de x menos de e. Entonces
(2) IPx - xll <e , V x € XK.

Sea ahora Pn la aplicacidén definida por (1) con € = 1/n. Evidentemente
cc(xn) C C pues X C K. Entonces PnT define una aplicacién continua de
cc(xn) en si misma.
Del teorema de Brouwer sigue que existe para PnT un punto fijo Y,

. - B 1.
Y, € cc(Xn). De (2) sigue ahora que ||PnTyn - TYn“ = Hyn Tynﬂ <y
Luego tenemos para todo e un punto e-fijo de T. Por lo tanto T tiene un pun-
to fijo. Q.E.D.
En particular tenemos que: toda aplicacién continua de un espacio normado B

en si mismo tal que T B es relativamente compacto tiene un punto fijo.

A continuacidn enunciaremos algunos resultados interesantes que no demostra-
TEemos.

DEFINICION 3. Una aplicacidén T de un espacio métrico en si mismo que satis-
face la condicién

o(Tx,Ty) < p(x,y) ¥ x,Yy

se dird no expansiva. Si se reemplaza < por < se dird que T es una aplica-
eidn contractiva.

TEOREMA 6. (Browder, 1965). Toda aplicacidn no expansiva T de un subconjunto
de un espacio de Hilbert convexo, cerrado y acotado en si mismo tiene un pun
to fijo.
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TEOREMA 7. Toda aplicacién contractiva de un espacio compacto y métrico en

si mismo tiene un punto fijo.

4. MISCELANEA.

TEOREMA 8. (ROTHE, 1937). Sea N un espacio normado y U su esfera unitaria.
Sea T una aplicacidn continua de U en N tal que T(3l) C U y T(U) es relati-
vamente compacto. Entonces T tiene un punto fijo.

DEMOSTRACION. Sea r(x) = x si x € U y r(x) = si x ¢ U; entonces (rT) (U)

.
=i
es compacto. Del 2°teorema de Schauder sigue que rT tiene un punto fijo:

1Ty = y. Si y € 3U entonces Ty € U por hip6tesis y por lo tanto y = rTy =

o

=Ty; si yeu, Ty € ﬁ, y rTy = Ty = y. Q.E.D.

TEOREMA 9. (POTTER, 1973). Si U es un convexo cerrado de N tambiédn vale el
resultado precedente.

DEMOSTRACION. Sea & = @. Entonces 3l = U y T(U) C U. Para este caso el resul
tado se reduce al 2° teorema de Schauder. Sea ahora U # #. Podemos suponer
que 0 € {. La funcional de Minkowski

g(x) = inf {c: x € clU}

es una funcidén real continua sobre N tal que: g(cx) cg(x) para c = 0;
o]
glx+y) < g(x) + g(y); 0<g(x) <1 sixeuUu; g(x)>1sixedU; g(x)=1si

X € 3U. Sea ahora r(x) definida asi:

r(x) = X
(1 v g(x))
r(x) es una retraccién de N en U como en el Teorema 8 y se puede reproducir
el argumento del teorema de Rothe. Q.E.D.

TEOREMA 10. (SCHAEFER, 1955). Sea N normado y T una aplicacidn continua de
N en si mismo, compacta. Entonces x = ATx tiene solucién para A = 1, o
{x: x = ATx, 0 < X < 1} no es acotada.

DEMOSTRACION. Sea r(x) la retraccidn de N en n.U definida por
r(x) = —n.X T tiene un punto fijo x € nU (cf.T.5). Entonces, o bien
(n v IxI)

ITxl < n en cuyo caso Tx = rTx = x, o bien ITxl > n en cuyo caso Ix| =

= IrTxl = n, y por lo tanto x = rTx = (——)Tx = ATx ,y 0 < A < 1.
ITx|
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O sea, para algln n obtenemos una solucién de Tx = x, o para cada n obtene-
mos un autovector de norma n para algln autovalor en (0,1). Q.E.D.

5. CONTRACCIONES UNIFORMES.

En esta seccidén retornamos a las contracciones, esta vez a las contracciones

untformes de una familia de operadores.

Sea F CX, GCY, X e Y espacios de Banach, y sea {Ty: y € G} una familia
de operadores que transforman F en F. De la familia se dice que es una con-

traceidn uniforme (sobre F) si existe A € {0,1) tal que:

IT, x - T, zh < A lix -z vV y €G, V x,z €F.

TEOREMA 11. Sea F = FC X, G CY, {Ty : y € G} una contraccién uniforme so-
bre F.

a) Supongamos que para cada x fijo, Ty(x) es una aplicacidén continua de
y € G. Entonces el Gnico punto fijo g(y) de Ty es continuo en y.

b) Si vy €GQ@G, Ay € L(X,X) vy HAyH <y <1, vy si Ay(x) es continua en y para
cada x € X, entonces el operador I—Ay tiene una inversa uniformemente

acotada tal que (I—Ay)-lz depende continuamente de (y,z). Si ademis Ay es
continuo en y tendremos: 4

-1 -1

H(r - Ay+k) (1 - Ay) I < M.IIAy+k - Ay"

con M independiente de y y k.
s ol
¢c) S1F=F, G=Gy Ty(x) tiene derivadas parciales Fréchet continuas res-

[e]
pecto a (x,y), entonces g(y) tiene derivada (Fréchet) respecto a y € G. Es-

ta derivada es continua como funcién de y.

DEMOSTRACION. a) Sea g(y) el Gnico punto fijo de Ty. Entonces g(y+k)-g(y) =
(T4 8y+K) - T8O+ Ty 80y) - T,8(y)) implica:

Tgly+k) - eI < Algly+k) - g1 + IT () - Toent.
Luego: lg(y+k) - g(y)Il < (1-2)7! IT 48D - T eI

b) Sea Ty,zx = Ay x+z ,x€X, z€X,y€EGQG. {Ty’z: z €X, y €G} es una
contraccién uniforme pues lo es {Ay}.

El punto fijo g(y,z) es tal que g(y,z) - Ayg(y,z) =z, 0 sea I—Ay no sélo es
invertible sino que (I - Ay)_l(z) = g(y,z) depende continuamente de (y,z).

Supongamos ahora Ay continuo en y. Entonces de (I—Ay)_1 = ] A" obtenemos:
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-1 -1
sup lg(x+k,z) - g{y,z)l = sup I(I - Ay+k) z _,(I - Ay) zf =

lzl<1 fzhsl
2 2 T . i
= . + ANz o+ <AL, - AL +1) .44,
(SUR WAy = Az *+ (Ap, - Az <A - Al T Gy
< 320
(En efecto, obsérvese que HAyH < Yy Yy que:
(2) WA™-BPI = 0A™"'(A-B) + A™TZ(A-B)B + A" 3(A-BIBZ + ... + (A-B)B"!| <
< 1A-BI.y*L.n si IAILIBI < v).
) aT (X) 9T (X) ) o
c) Sean A(x,y) = —X— | B(x,y) = —L " donde (x,y) € FxG. Observe-
3y ax
mos que:
ﬂTy(x+k) - Ty(x) - B(x,y)hl = o(lhl) implica

IB(x,y)hl < ﬂTy(x+k) - Ty(x)H + v.Ihl, vy < (1-1)/2, si Uhl es bastante pe-
quefia.

0 sea, IB(x,y)hl < Alhy + (1-A).01h01/2 < y'.0hE, v' < 1.
Luego,independientemente de (x,y) € Ex E s IB(x,y)I < vy'.

Entonces:

(3) (I - B(g(y),y))z = A(g(y),y)h

tiene una f{inica solucién z = z(y,h) continua en (y,h) (cf.b)). De la forma
de la solucién z(y,h) vemos que es lineal en h: z = C(y)h donde

C(y) € B(X,X). Escribamos:

(4) gly*h) - g(y) = T, e(y+h) - T,ely) =

{Tyg(y+h) - Toe(y)} + [Alg(y+h),y)h + o(IRI)] =
(B(g(y),y)(gly+h) - g(y)) + o(lg(y+h) - g(y)1)} +
[A(g{y+h),y)h + o(Ih])].

+

De aqui obtenemos:
gy+h) - g(y) = (I - B) ' (oCigly+h) - g(yIN) + (I-B)"'(A.h + o(Ih)).
El Gltimo o(lhl) es igual a a(y,h) = Ty+ﬂg(y+h) - Tyg(y+h) - A(g(y+h),y)h.

Usando la férmula de incrementos finitos (cap.V, §2) se ve que dado e existe
8§ = 8(y) tal que la(y,h)i < e.lhl si Ihl < §(y), (cf.a)). Luego,

Ig(y+h) - g(y)I = Hagh < 0(I - B)_IH{O(HAgH) + TAR.1h) + o(lhi)}
implica, si Ihl es pequefia, que llAgl < k.[hl.
Sea ahora g(y+h) - g(y) = C(y)h + w. Resulta de (4) que:
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z +w=C(y)h + w=B(g(y+th) - g(¥)) * o(lgly+h) - g(yIH) +
+ A.h + o(Ihl) = B(C(y)h+w) + o(fg(y+h) - g(y)1) + A.h + o(lhl),

(I - B)(C(y)h + w) = A.h + o(lagl) + o(thl).

be (3) y esta Gltima igualdad resulta:

(%) (T - B)(w) -(I - B)(C(y)h) + Alh + 0 + 0 =
(A(g(y+h),y) - A(g(¥),y))h +

+ o(lgly+h) - g(¥)1) + o(4hl).

Como lagh = 0(Ihl), c¢(lagh) = o(hhi) y de (5) obtenemos w = o(lhi), y por lo

dg
t t == = C .
anto que = (y)

Veamos finalmente que g(y) es continuamente diferenciable. Como g'(y)h =

= C(y)h = z(y,h) resulta aue g'(y)h es continua en (y,h). De (3) sigue que:
1C(y+k) - CONN = 1(T - B(g(y+k),y+k)) ™ A(g(y+k),y+k) -

| (1 - B(gy),y))™! Ae() I <

< 0. TA(g(y+k),y+k) - A(g(y),y)l+

(T - B(g(y+k),y+k))THA(g(Y),Y) -

(I - B(g(y),y)) Ay, .

Recordando que IB(x,y)l < §' < 1, y usando b) obtenemos:

IC(y+k)-C(y)}h < 6.1A(g(y+k),y+k)- A(g(y),y) I+ MIB(g(y+k),y+k) - B(a(y),y)l.
AA(g(y),y)l, que tiende a cero cuando k — 0.

+

Esto es, g'(y) es continua. Q.E.D.

El siguiente teorema de las funciones implicitas puede obtenerse de una a-
plicacién del teorema 11.

TEOREMA 12. Sea F: R® x R® — R™_ con primeras derivadas parciales continuas,

y F(0,0) = 0. Si la matriz Jacobiana aiigézl- verifica det QEL%?QL # 0, en-

tonces existen entornos Uy V de 0 en R" y R™ respectivamente, tales que

v x € U, F(x,y) = 0 tiene una tnica solucién y € V:
y = g(x).
Ademds g(0) = 0 y g tiene primera derivada continua.

Estudiaremos luego (cf. T.17) una generalizacidén a espacios de Banach de es-

te resultado. E1 teorema 12 aparecerd asi como un caso particular de aquél.
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6. APLICACIONES.

TEOREMA 13 (Peano). Si F(t,Y) es continua respecto (t5,Y) en un entorno de

(a,B) entonces el problema Y' = E(t,Y), Y(a) = B, tiene una solucién en un

entorno de a. Aqui t € (-»,»), Y € Rn, F: Rn+l — R,

DEMOSTRACION. Podemos suponer IF(t,Y)l < K en {|t-a] <e}x {IY-Bl <¢}.

Sea vy < ¢ tal que y.K < e. Sea S el espacio de funciones continuas definidas

en {|t-al <y} a valores en R™ con la norma uniforme.
Sea M el subconjunto de S definido asi:
M= {f €8: [f(t) - B|] < v.K}.

M es certrado y convexo. Sea U el operador definido por:

U X(t) =B + ft F(s,X(s)) ds.
a

t
De U Y(t) - Bl = HJ F(t,Y(t)) dtl < y.K, se ve que U: M — M,
a
Ademds U es continua. Mis atn,
t
0 Y(s) - UY()I < HJ F(t,Y(t)) dtl < K.|s-t]
s

implica que U(M) es equicontinua, y obviamente uniformemente acotada. 0O sea,
UM (C M) es relativamente compacto.

Como M = M, UM es un compacto contenido en M. El segundo teorema de Schauder
asegura la existencia de un punto fijo X(s).

S
Pero UX(s) = X(s) = B + J F(t,X(t)) dt implica X'(s) = F(s,X(s)), V¥ s tal
a

que [s-a]| < y. Q.E.D.

COROLARIO. Si el entorno de a es [t-a|< o y el de B, |y-B| <8, y si
¢ > IF(t,y)l en {|t-a|] < a} x {ly-Bl < B8} entonces la solucidén Y(t) encontra-
da estd definida en [t-a| < a o B/p. (Demostrarlo).

TEOREMA 14. (Picard). Sea f(t,y) analitica en (t,y) € CxC en un entorno de
(a,b). Entonces el problema

y' = £(t,y) , vy(a) =b

tiene una Gnica solucién analftica en un entorno de a.

DEMOSTRACION. Supongamos que en {[t-a| < e} x {|y-b| < e} tenemos [f] <K

1
720 3 M = M(y):=

s’

|3f/3y| < L. Tomemos y bastante pequefio: y < e A A

| m
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= {g analitica en |t-a| < y: g continua en |[t-a] <y y tal que allf
lg-b|l < v.K}.

M es completo en 1a nofma uniforme. fea U definido como en el teorema prece-

dente:

z

Uh(z) = b + J f(s,h(s)) ds.

a
Si h €M y la integral se toma a lo largo de un camino que une a con z conte-
nido en |s-a|] < e (salvo eventualmente z) entonces U: M — M, y
JURh - Ugl < yL.lh-gl < 3-ih-gl.
El teorema de contraccién asegura la existencia de un Gnico punto fijo de
U en M. Este es la finica solucién: en efecto, toda solucién es derivable en

un entorno de a, luego es analitica alli. En consecuencia esti en M{y) si
Y es bastante pequefio. Q.E.D.

TEOREMA 15. Consideremos la ecuacidén (F y X a valores en rR™)

X'(t) = F(X,t)
y supongamos que 3 T > 0: F(X,t+t) = F(X,t) v t, v X. Supongamos ademis:
(1) v P0 € B" = {x: Ixl] < 1} existe una solucién tinica en [0,») tal que

X(0)

Py

(ii) X(0) € B®* = X(t) € B® vt > 0.
Entonces la ecuacidn tiene una solucidén periddica

X(t + 1) = X(t) v t.

DEMOSTRACION. Sea PT = X(1) y X(t) 1la solucién con valor inicial PO' La apli
cacidén P0 — Pr lleva B™ en B™ en forma continua (dependencia continua del

pariametro inicial), y tiene entonces un punto fijo Z. O sea, la solucidén con
valor inicial Z vuelve a estar en Z en el instante t. Por lo tanto es una so

lucién de periodo t pues F es periddica en t de periodo 1. Q.E.D.

TEOREMA 16. (DE FUNCIONES IMPLICITAS). Sea (a,b) € R? y N un entorno de ese

punto donde f(x,y) es continua y 3f/3y existe y es continua. Supongamos
%%(a,b) # 0, f(a,b) = 0. Entonces hay un entorno de a y una funcién continua
YO(X) definida alli tal que:

yola) = b ,  flx,y5(x)) = 0.

Esa solucidn es dnica.
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DEMOSTPACION. Sea D = (3f/3y)(a,b).Consideremos la aplicacidn:

Tz(x) = z{(x) - f(x,z(x))/D.
Los puntos fijos de esta aplicacién deberdn ser las soluciones del problema.
Sea R C N, R = {[x-a|] <e}lx{|b-y] <y} = 1IxJ, donde € y y verifican

1 3f . 1
) Sy-(x,y) - 1| < 1/2 en R, |ﬁ f(x,b)| <vy/2 vx €1,

Sea C = C(I) y M= {y ecC: y(a) = b,
ly(x) - bl < y}. Observemos que
IT(b) - b = 1] £(x,b)1 <v/2 , y que
J/btmmmee e 1
Y o (! 5y O - 5 Ee] = [1- F & feon]| <1

Entonces si y y z € M:
[(Ty) (x) - (T2) (x) |
0 N = |GG -200) - 5 (EGy() - £x,2())) | =
! () - 200) - § 60 - 2(0) 3 x50 -
1 3

= Iy -z - § e | < 0y - 2]

1l

Lvego T es una contraccién (con constante < %J que lleva M en si mismo. En

efecto, ITy - bl < ITy - Tbl + ITb - bl < %.uy—bu + |Tb - bl <y. Como M es

un espacio métrico completo, T tiene un Gnico punto fijo alli. Si Yo(x) es
una solucidn de f(x,y(x)) =0, y(a) = b en un entorno rectangular U de (a,b)
contenido en R y de la misma altura que R, entonces verifica Ty0 = ¥y en U.

Como el argumento precedente vale en U, la unicidad implica que y, es la res
triccién a U de la solucién en R. La tesis sigue ahora. Q.E.D.

TEOREMA 17. Sea F: XxY — X tal que F(0,0) = 0 donde X e Y son espacios de

Banach. Supongamos que existan y sean continuas JF y 3F Si A = §£%£421

oX 3y’
y A-1 existe, entonces hay entornos de 0, Uy V, en X e Y respectivamente,

tales que para cada y € V la ecuacidn F(x,y) = 0 tiene solucidén x Gnica,

X € U. Sea x = g(y). g es continuamente diferenciable y g(0) = 0.

i - 2F(0,0) -(3F(0,0
DEMOSTRACION. Escribamos F(x,y) = ——SEJ—— <X (__%ii_l.x - F(x,y))

= Ax - N(x,y) , N(0,0) = 0. Luego:

dN(x,y) _ 3F(0,0) _ 3F(x,y)
ax ax

39X X,y — 0
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Entonces s
INGY) NGy 1< BBEESYI) ey + o (ixt-x)

yeyY; Ixl, Ix'l < p, implican
IN(x,y) - N(x',v )I < k(y,p).lx - x"I.
(Aqui k(y,p) es una funcidén nula en (0,0)).
Encontrar una solucién a F(x,y) = 0 es equivalente a encontrar una solucién
de x = A"l N(x,y). O sea,es equivalente a encontrar un punto fijo del opera-
dor Ty: X — X, Ty:= Al N(x,y). Entonces:
IT,xI = TATINGGY)E < KONGOYIE < K K(y,p) - IxE + KLN(O, V)1 = C,
HTyx - Tyx'ﬂ < K.IN(x,y) - N(x',y)I < k(y,p) K.Ix - x'I.

Observemos un poco mds a la funcién k(y,p). Del teorema del valor medio sa-
bemos que:

INCx,y) -N(x',y) - WNEY)  (x )l < Bx-x'E. sup jaNGxroax,y) b))

0<8<1
Entonces la funcién k(y,p) puede elegirse convenientemente pequefia con tal
de tomar p y Nyl pequefios. Por ejemplo, de manera tal que si p <e Y
Iyl < vy entonces k.K < 1y C < ¢. En consecuencia, {Ty} es una contracciodn
uniforme de U = {x € X: Ixll € e} en U, siyeV={yeY: Iyl <vy}. Del teo-
rema 11 sigue que Ty tiene un dnico punto fijo g(y) que se anula en 0. Como
Tyx es continua en y para x € U, g(y) es continua en V. Por otra parte,

9T x 9T x

¥ - a-l aN(x,y) , Y = a7l aN(x,y) son operadores continuos en (x,y),
3X X 3y 3y

y esto implica que g'(y) existe para y € V, y es continua. QED.

Recordemos que el teorema 17 contiene como caso particular al teorema 12.
Cuando el teorema de funciones implicitas se escribe en términos de una fun-
c¢ién F(x,y) = x - f(y) puede enunciarse de la siguiente manera: Sea f(y) € cl
en un entorno abiertb E de 0, det 3f/3y # 0 en E y £(0) = 0. Existen enton-
ces ¢ y y > 0 tales que si |x| <y, x = f(y) tiene alli una Gnica solucién
continua y = g(x), y satisfaciendo la desigualdad |y| < e. Ademds g € cl en
|x] <y y g(0) = 0. (Se deja al lector como ejercicio probar que bajo estas
condiciones g({|x| < &8}) es un entorno de 0).

Este resultado puede refinarse asi:

TEOREMA 18. Sea E 2D = {y: |y| <bl y M, > 13£/3yl = norma como operador
de la matriz jacobiana,M > I(3f/3y)"l| en E. Sea D, = {y: ly| <b/M.M;}

(C D pues M M1 > 1). Entonces existe un dominio DO : Dl C D0 C D donde es
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x = f(y) un homeomorfismo de DO sobre 50 = {|x] < b/M}, (Wazewski).

DEMOSTRACION. En efecto, escribamos £t

i}

f(y), t real, £ # 0 un vector cons-
tante. Entonces y = y(t) e y' = f;l(y).g. .

Consideremos el problema de valores iniciales y' = f;l(y).g, y(0) = 0. E1 Co
rolario del Teorema de Peano asegura que este problema tiene una solucién
y = Y(t,g) para |t| < b/M.|g]|.

Pero £(Y(t,g)) es una funcidén de t,h(t), tal que %% =

Q

£, dy |
dt

Q

_af | af
3y ay
n = 0y por lo tanto f(Y(t,£)) = ¢t.

y
)'lg = g. Entonces h = gt + n.Como f(Y(0,£)) f(0) = 0, sigue que

Como f es Cl, localmente Y(t,£) es la Gnica solucién de esta dltima ecuacidn
(teorema de funciones implicitas) lo cual prueba que Y(t,£) es la wdnica So-
lucidén de nuestra ecuacién diferencial. (Luego. si lg] = 1, y = Y(t,£) exis-

te en |t| < b/M). Reemplacemos £ por c.£, c > 0. Entonces Y(t,cg) satisface
y' = f;l(y).cg, y(0) = 0, cuando |[t| < b/M.c.|g|. Pero alli también

QXL%%LQl = (f;l)(Y(ct,g)).ca. La unicidad de la solucidn implica que

Y(t,cg) = Y(ct,£) si |t| < b/M.c.|g].

Sean ahora & y t tales que [&| = 1, t=1. Luego, Y(1,ct) = Y(c,g) si c < b/M.
Poniendo c=t, Y(1,tg) = Y(t,£) si |t]| < b/M, lel = 1.

Sea y = g(x) = Y(1,x) para |x| < b/M. Entonces f(g(x))

x. Luego
g(x) € ¢! en |x] < b/M (teorema de funciones implicitas). Ademis ag/ax =
= f'l(y)| = det 3g/3x # 0 en |x| < b/M.

y y=g(x)

Sea ahora Dy = g({x: |x| < b/M}). Del teorema de funciones implicitas sigue
que DO es un abierto y por construccién resulta Dy € D. Ademds g(f(y)) =y

para y en DO' Y también en ﬁg. Tenemos asi la proposicién:
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x = f(y) define una aplicacidn biyectiva de ﬁg en {|x]| < b/M}.

Veamos finalmente que D, D D, = {|y| <b/M M}.

x = £(y) -
y = g(x)
Y(t,8)

Consideremos la aplicacién y = g(x) en {|x| < b/M}, y apliquémosle la propo-
sicibén precedente (demostrada para x = f(y)). Existe un dominio 51 en

=
{|x] < b/M} tal que y = g(x) es una biyeccién de D, sobre {|y| < b/M.M}.

Necesariamente entonces D1 C DO’

NOTA. Obsérvese que f también suministra un homeomorfismo de ﬁg sobre
{x: |x| < b/M}.

EJERCICIO. Demostrar que la funcidén g(x) del teorema 12 lleva cierto entorno
de 0 en un entorno de 0.

TEOREMA 19. (Lipschitz, 1876). Sea f continua y tal que:
If(t,}’) - f(t,Z)I <K'ly - Zl

en un entorno N1 de (a,b). Entonces el problema de valores iniciales:
d
4 = £,y , y(@ =b,

tiene exactamente una solucién en un cierto entorno de a.

DEMOSTRACION. (4) es equivalente a la ecuacién integral:
y(t) = b+ jt £(x,y(x)) dx ,
a
o sea, es un punto fijo, en caso de existir, de la aplicacién U:
(Uy) () = b + ft £(x,y(x)) dx.
a

En un entorno compacto N, de (a,b), N, ¢ N,, se verifica: [f(x,y)] < L.

Sea R C N, el rectdngulo: {|x-a] <d}x{|y-b] < L.d}, y M = {funciones conti
nuas con grdfico en R}. Entonces U: M — M. Si dK < 1,U es una contraccién
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en M: |Uy(t) - Uz(t)| < d.sup |f(x,y(x)) - f(x,z(x))] < dK.sup |y(x) - z(x)]|
X X
implica Uy - Uzl < dK.ly - zI.

Luego existe un punto fijo en M. Observemos que cualquier solucidén que pasa
por b necesariamente debe estar contenida en M pues |y'(t)| < L mientras no

salga de N Q.E.D.

iz
Sea D(f,g) una expresién diferencial lineal en f tal que D(f,f) no necesaria
mente sea lineal en f. El método de linealizacidn de Leray- Schauder nos per-
mite resolver la ecuacién D(f,f) = 0, en muchos casos, de la siguiente mane-

ra.

Sea D(f,g) = 0y £ = Tg 1la supuesta solucidén dnica para cada g de una fami-
lia M. Si T tiene un punto fijo ¢, D(¢,p) = 0, y encontramos asi una solu-
cidn de la ecuacidén (no lineal) D(f,f) = 0.

Veamos una aplicacién de este método y del 2° teorema de Schauder:

TEOREMA 20. Sea f(t,x,y) continua y acotada en [0,T] xRxR. La ecuacién

2
§;§-= f(t,x,%%), x(0) = a, x(T) = b, tiene una solucién x(t) en 0 €t <T.
DEMOSTRACION. En efecto, sea U: ct — cl definido por: Uy = x, donde x{0)=
= a, x(T) = b, x"{t) = £(t,y(t),y'(t)). U estid bien definido pues dada y 1la
solucidén general de la ecuacién tiene dos constantes arbitrarias.

Por hipbtesis |x"(t)| < K" donde K" es independiente de t y de y. Luego,
[x'(t) - x'(0)] < X".T. Si x'(0) no fuera acotada cuando y recorre C! enton-
ceés para alguna funcién y(t), la funcién x(t) tendria una derivada de médu -
lo muy grande vt € [0,T]. Por lo tanto si x(0) = a seria imposible que

x(T) = b. Luego, 3 X' tal que Ix'(t)] <XK'v yecl. por 1o tanto

|x(t)| <Xy ye cl. Entonces {x(t): vy € Cl} es precompacto en cl. sea

Y, Y, x = Uyn — X, en cl. La segunda implica que ||xn -xl, — 0,

Hxé - xr'llloo — 0. Y la primera que {xg} converge acotadamente a una funcién
continua.

Necesariamente entonces a x", y Uyn — Uy. O sea, U es un operador cerrado

de ¢! en un compacto de ct. Esto implica que U es continuo. En efecto, si
no 3 {yn} tal que Y, — Y pero Uyn — Uy.
De la compacidad de la imagen resulta ahora que 3 {y '} tal que Yo, ™V

k] h]
pero Uy, ~—— z # Uy. O sea, los puntos (v, Uy, del grifico de U no con-
] j j

J
vergen a (y , Uy ), contradiccién.

Como U es continuo de un convexo(QLCH en un compacto (€ Cl), el 2° teorema
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de Schauder asegura que existe un punto fijo. Este resuelve el problema.Q.E.D.

Consideremos la ecuacifn:

2
(5) TXvgm) = p(t) , -=<t<e,
dt
donde g(x) = -g(-x) Yes continua y tal que lg(x)| €M vy x, vy ademds p(t+2T)=
= p(t), p(t) = -p(-t). Buscamos soluciones periddicas para la ecuacidn (5).

TEOREMA 21. Existe una solucibén periédica de (5) de periodo 2T tal que
x(0) = x(T) =0 y x(s) = -x(-s).

Sea G(s,t) el nficleo de Green para la expresién diferencial X tal que
G(0,t) = G(T,t) =0 vt, 0<t<T, o sea el correspondiente al problema de
contorno: x(0) = x(T) = 0. Una solucién de x = F(t), cualquiera sea F(t)
continua en {0,T}, viene dada por:

T
x(s) = f G(s,t)F(t) dt.
0
Esta solucidn se anula en 0 y en T por lo que la solucidén general es:
T .
x(s) = I G(s,t)F(t) dt + as + b.
0

En 0 < s < T, la solucidén de nuestro problema -si existe- es entonces de la
forma:

T
(6) x(s) = IO G(s,t) [p(t) - g(x(t))] dt + as + b ,

con a y b constantes.

Volviendo a la ecuacidn x(t)
T

F(t) con F € C([0,T]) podemos escribir:

oo

x(s) = § zn(s).f x(t).zn(t).dt en LZ(O,T), zn(t) = n-ésima autofuncién
n=1 0
normalizada (con zn(O) = zn(T) = 0) =\/%.. sen E%i . Integrando dos veces
T
por partes J x(t).zn(t).dt obtenemos:
0
) T
x(s) = - ] sen 3%5 . ET . J F(t).sen Tt gt
L Z T
n=1 T .n 0
0 R . _ 2T nms nnt
sea,si ponemos: K(s,t) = 7§ -~ . Sen —— . sen —— , vale que:
2 2 T T
n=1 77 .n
T
x(s) = - J F(t) .K(s,t) dt.
0

Es decir -K(s,t) = G(s,t). Observemos que K(s,t) estd definida Vs Vvt y va-
le: K(s+2T,t) = K(s,t+2T) = K(s,t). Definamos ahora x(s), si existe, como
solucidén de:
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T

(7) x(s) = as + b+ [ K(s,0) [e(x(t) - p(0)] dt
0

Veamos que (7) tiene una solucidén en [-T,T]. Sea:

T
9 (Ux) (s) = y(s) = £(s) + fo K(s,t) g(x(t)) dt

) - .
con f(s) = f K(s,t)(-p(t)) dt, y D el subconjunto convexo cerrado de
0

C([-T,T]j definido por |x(s)| < I£f(s)0_ + IKI_.T.M, x(0) = x(T) = x(-T) = O.

Entonces U: D — 0. La continuidad de K y la acotacidén de g implican que
U(P) es equicontinua. Luego U(D) es compacta y contenida en D. El 2° teore-
ma de Schauder implica ahora que existe un punto fijo de la aplicacidn U.

Veamos ahora que x(s) es la solucidén periddica buscada.

Esta solucidén de (7) en [-T,T] es solucidn de (5) en [0,T] y verifica para

c=-5, 0<s<<T,
T
(8) x{(c) = ac + b - I K(s,t) [g(x(t)) - p(t)] dt
0
Entonces sigue de x(T) = x(-T) necesariamente que a = 0. Luego de (8) obte-
nemos que x(o) = -x(s) + 2b. Obviamente b = 0 y entonces:

x(o) = -x(s) = g(x(s)) - p(s) = g(-x(0)) - p(-0) = p(o) - g(x(0)).

0 sea, x(s) definida por (7) comn a=b=0 es peribdica de periodo 2T, pues lo
es K; y ademis x(s) es solucidén de (5) en [-T,T]. Si s pertenece a este in-
tervalo vale:

X(s+2T) = x(s) = p(s) - g(x(s)) = p(s+2T) - g(x(s+2T)) ,

y x(s) es solucidén v s. Q.E.D.

Estudiaremos finalmente una aplicacidén a la teoria de funciones armdnicas.
Sean R y R' dos regiones limitadas por los contornos C y C' donde C = Ci+Ce,
C' =C!+C', C. =CnNnR', C! =C"NR y C UC' es el contorno de R UR'.

1 e 1 1 e e
Suponemos C. # @ # C;.

Buscamos una funcidén armdénica w en R U R' continua hasta el borde que toma
valores preasignados continuos en Ce U Cé.

Suponemos que el problema es resoluble para R y R' y que los datos tienen

mbédulos no mayores que uno.
Sean u,v,... arménicas en R, continuas en R que toman valores dados en Ce,
idem para u',v',..., R' vy Cé, y que no superan en mdédulo a uno. (Como Cé es

cerrado por el teorema de Tietze existe una funcidén continua en C' que coin
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cide con un dato continuo en Cé. Por 1lo

tanto existe una funcién arménica en R,
', continua en R" e igual a aquella ex
vensién en C', y ademds verificando
lul_ <1 en R"). Sea E el espacio de

los pares &= (u,u') con la métrica

p(E,n)=p((u,u'),(v,v')) =

= - u' - v' .
flu Vllw|ci v I leci Observan
do que [u - nglc =0 = fu' - V'"mlc" y utilizando el principio de méxi-
e e
mo para funciones arménicas resulta que E es completo. Consideremos la apli-
cacién: T¢ = T(u,u') = (u,u') con u = u' en Ci’ u' = u en C!. Entonces
p(TE,Tn) = lu'-v'l v lu-vl_.,. Pero llu' - v'l <q.lu -v'l,, =
Ci Ci Ci C
= q. fu' - v'HC! con cierto q < 1 (Lema auxiliar) que depende solamente de
1
Ry R'.

0 sea, p(TE,Tn) < q.p(£,n) vy &,n. Luego, T es una contraccidén de E en E, ¥
por lo tanto tiene un Gnico punto fijo: T(u,u') = (u,u'). Entonces u=u' en

Ci y u=u' en Ci implican u=u' en el contorno de R N R',

Entonces u=u' alli. Luego, la funcién w igual a u en Ry a u' en R' define
una funcidn armdnica continua hasta el borde igual al dato en C_ U C[. Q.E.D.

LEMA AUXILIAR. Bajo las mismas hipbétesis enunciadas vale que si v es una

\R' funcidén arménica que se anula sobre a y que so-

bre b satisface la desigualdad 0 < |v| < 1 en-

tonces existe una constante positiva q < 1 que

s6lo depende de R y R' tal que sobre b' se sa-
- tisface |v| < q.

La demostracidén de este lema puede verse en:
Courant und Hilbert ,Methoden der ....... "
vol.I1,p.266.

Esta aplicacién de punto fijo reemplaza al método alternante de H.A.Schwarz.
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