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INTRODUCTION A IA THEORIE DES SERIES DE FOURIER
ET DES SERIE S GENFRALE

S ORTHOGONALE S

(Cours professé par G. ALEXITS
3 1'Universidad Nacional del Sur, Bahfa Blanca.)



1. NOTION D'ORTHOGONALITE, SERIES DE FOURIER. ORIGI-
NES PHYSIGQUES DE LA THEORIE.

Un systéme de fonctions réelles i@n(x)g définies dans

an intervalle (a,b) s'appelle orthogonal, si

0, simszn

b
f Op(x) Len(x) dx = {
a

Lorsque )nzz 1 pour n = 0,1, ... , on dit que les

SNp>0, si m =n.

fonctions ¢ (x) sont normées; alors {‘en(x)g est dit un

systéme orthonofmal.

Le systéme le plus remarquable de fonctions orthogona-
les est celui des fonctions trigonométriques. Ctest le
systéme de fonctions {l* cos nx, sin nx} , définies dans
un intervalle quelcongue de longeur S, On prend naturel-
lement (0,2%) ou (<U,M), comme intervalle d'orthogona-

1ité. Le systime trigonométrique normé est alors

% 1 ; cos nx ; _sin nx .k
Vw \/ 7

Commé la définition de.l'orthogonalité exprime tout

'simplement une proprlete de 1'intégrale des produits de
certaines fonctions, la portee de cette notion depend de
la définition de l'integrale. Nous adoptons, dorénavant,
1a notion d'intégrale de Lebesgue. Il s'ensuit que les

fonctions Qn(x) appartiennent a 1'espace L2. On peut les

interpréter comﬂe vecteurs de cet espace ayant comme



point de départ l'origine de L2, c'est-a-dire le point
f(x) = 0. Ces vecteurs sont effectivement orthogonaux
dans le sens de la géometrie de l'espace L2, puiéque

leurs produits scalaires sont nuls:
o b
(€8 = | 6(x)(x) ax = 0
a

La notion d'orthonormalité exprime donc que X%(x)%
est.unrsystéme de vecteurs unitaires orthogonaux car

leur longeur est alors

“? “ (S @z(x) ax)t =1

Le probléme fondamental de la théorie des séries or-
thogonales est le suivants soys quelles conditions'peut-
on affirmer qu'une fonction L-intégrable, f(x), peut
se mettre, pour certains x € (a,b), sous la forme

(1) S e o €n(x)s

n=o
ol i@n(x)g est un systéme orthonormal et les coefficients
¢, sont déterminés i la Fouriers c, = 5 £(x) F,(x) ax.

Lorsqu'il s agit du systéme trigonometrlque, la série
de Fourier d'une fonction - f(x), m@me si on suppose seulg
ment que f€ L, est de la forme |

00

a
(2) f(x)nv-g--+.§::i (ap cos nx 4 by sin bx)
~ n= )



avec
b . b
ay = 1 .Sf(x) cos nx dx ; b, = _1 S f(x) sin nx dx.
™ a T a

Pourquoi est intéressant le probléme de la convergence
de la série orthogonale (1), ou celle de la série (2),
plﬁs spéciale? La raison en est que la description de la
natufe cﬁnduit nécessairement & la recherche d'une série
orthogonale,

Les'systéﬁes oScillants;'la'vibration d'une corde ou
d'une membrane, la diffusion des gaz, la propagation de
l1a chaleur. ou, dans la physique moderne, les recherches
concgrnant 1'équation de Schr&adinger conduisent & l'ana-
lyse mathématique des propriétés de convergence des séries
orthogonales.

Prenons comme exemple l'esquisse du cas des vibrations
dtune corde homogéne de longeur £, rixde aux deux
bouts. Elle commence a vibrer ayant une forme initiale
f(x), c'est-a-dire que la corde tendue suit le diagramme
de la fonction f(x). Le problgme est de déterminer la
fonction u(x,t) qui rend la position du point x de la
corde (0;N) en tout moment t. On sait de la physique
théorique qu'en choisissant convenablement les constantes
physiques on a & résoudre 1l'équation différentielle 1li-

néaire et homogéne



(3) 2u _ %
¥x2 §t2
sous les conditions:

(%) u(0,t) =0 ; (¥%) u(Mt) = 0 5 (%#%) u(x,0) = £(x).
Les deux premiéres conditions expriment. que la corde
est fixée aux deux bouts, la dernidre que la forme initia-

le est déterminée par la fonction continue f(x).
On cherche les solutions dans la forme
| u(x,t) = g(x) h(t). -
L'équation différentielle se réduit alors 3
g"™(x) h(t) = h(t) g(x)
ol les virgules désignent la dérivation -par rapport & x
et les points celle par rapport & la variable t. On a donc
g (x) _ B(t) .
g(x) h(t)

Comme le premier membre ne dépend que de x tandis

que le deuxidme seulement de t, cette égalité ne peut

subsister que dans le cas ol les deux membres sont égaux
4 la mé&me constante -52, qui est négative comme on peut
le démontrer par des raisons de périodicité. On est donc

amené 4 résoudre le systdme d'équations différentielles.

gusxz _”/\2 : Hgtl =‘)\2
g(x) h(t)

On en obtient comme solutions générales:

g(x) = A cosdx + B sinAx



h(t) = xcos Mt + /3 sin ht
ou A, B,«%,3 sont des constantes arbitraires. Nous devons
adapter ces solutions générales aux conditions (%),
(x%) et (*%%), De la premiére, on obtient A = 03 par con
séquent
g(x) = B sin AX

De la deuxiéme on obtient: B sin NV = Mais cette
relation ne peut subsister que si la constante non-néga-
tive X\ , prend les valeurs A, = n, pour n =1, 2, «ee .
Nous avons donc obtenu une infinite de solutions particu-
lidres: g, (x) =B, sin nx .

Les solutions particuligres de (3) sont donc de la for
me

up(x,t) = Bp sin nx(%, cos nt 4 fn sin nt).

Mais (3) étant une équation linéaire et homogdne, la
somme de ces solutions particulidres rend une solution gé
nérale, donc

®

u(x,t) :,:E% By sin nx((Xp cos nt+ fn sin nt).
n= ' /

Or, il faut faire usage encore de la condition (%%):
os}

T‘)
u(x,0) = £, By¥;sin nx = £(x) .
n=1

Le probléme mathématique est donc réduit & déterminer



les coefficients b, = B ¥ de la série

®
jE::bnsin nx
n=l1

de sorte que sa somme soit f(x). On voit que- si cette
série converge uniformément, alors
v
bn::_g_f f(x) sin nx dx .
7t ‘o

C'est-a-dire: on obtient les coefficients de Fourier
de la fonction impaire f(x). Mais, sons quelles condi-
tions converge-t-elle, méme non-uniformément? Et si cette
série ne converge pas, existe-t-il une méthode de somma-
tion qui permette de représenter f(x) comme une somme
généralisée?

Voild un probléme é1émentaire de la physigue théori-
que qui nous conduit i des problémes difficiles de 1la
théorie des séries de Fourier. Un autre exemple d'un sys
téme orthogonal s'obtient si on ne suppose pas la homogé-
néité de la corde, mais que sa densité est une fonction
positive pP(x) du lieu x.

Un calcul semblable au précédent montre qu'il faut a=-
lors résoudre 1'équation différentielle

g"(x) +) p(x)e(x) = 0

avee p(x) > 0. On trouve de nouveau qu'elle n'a des sg
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‘lutions que pour ceftaines‘valeurs de P (valeurs pro-
pres): A3, eee shp, eeo , les solutions particulidres
étant g1(x), g2(x), coe gn(x), .es (fonctions propres).
Montrons que les gn(x) forment un systéme orthogonal en
un certain sens. En effet, multiplions par g,(x) 1la pre-
midre des deux équations suivantes

g" +Apgy =0 , 8! A pg = O

et par gm(x) la deuxidme. Alors, soustrayons la deuxid-
me de la premidre. Il s'ensuit aisément que

.d_@._(gngﬁn - gg8h )4 Op —)p(x)gngn=0 .
2 |

En intégrant, on obtient done

T -
[gngx'n ~gm8:'1]o+ Ay - \n)gp(ﬂ gn(x) gn(;), dx = 0 .

Mais des conditions (%) et (¥%) on tire que le premier

terme est.zéno; par suite, en tenant compte de ce que
Ng= M7 O ,ona

'

sop(x)gm(x)gn(x)dx:: 0.

Ctest aussi une relation d'orthogonalité, soit que
1'on entende par intégrale non pas 1'@ntégrale de Lebesgue,

mais 1l'intégrale de Stieltjes



ao
‘ng(x)gn(x)dP(x) =0
0 .

X
ol P(x) = 5‘p(x)dx y Soit cue l'on prenne\f;zgs g (x)
au lieu de ogk(x) . De toute fagon, les solutions de 1'¢
quation différentielle g" + Apg =0 forment, sous les
conditions en?isagées, un syst@me orthogonal. Il s'agit
alors, comme dans le cas de la corde homogdne, de résou-

dre le probldme: sous cuelles conditions est
03]
£ =>, Cog (%)
n=1 a°n
T

oh C, :“gf(x)g (x)p(x)dx. On détermine les Ch en sup-
posant qug la série considérée converge uniformément. De
nouveau nous sommes conduits, par un probldme de la phy-
sique théorique, & un probldme de convergence d'une série

orthogonale du type général (1).
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»2; PROPRIETES'ELEMENTAiRES DES SERIES ORTHOGONALES GE--
NERALES.

La différence entre une série orthogonale (1) dont les
coefficients ¢ =~ sont déterminés "3 la Fourier" et les
sommes orthogonales :E:anfh(x) avec des coefficients
‘réels quelconques a, est considérable. Désignﬁns par
s (x) 1la n-idme somme partielle de la série (1) et par
S,(x) célle de la série Eian@%(x). On-voit aisément que

les sn(x) donnernt dans l'espace L?

1la meilléure appro-
‘ximation parmi toutes les sommes Sn(x). Plus précisément,

on a le théoréme classique suivant:

2.1 Soit f € L? ; alors 1'intégrale

b
(s) = S [f(.'x') - Sn(X)_12dx

a .

'prend sa valeur minimale si S,(x) = s, (%)

En tenant'éompté de l'orthonormalité (nous supposons
toujours que les fonctions @n(x) filgurant dans la série

(1) sont Hormées), on obtient tout de suite
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b n b b n
2
I S = J 2 ) - J =
(85) 'af (x)dx 2;31; Lf(x)‘(’k(x)dx-{- a(éaak‘{?k(x)) dx
b n n
= J f2(x)dx - 2§E:akck + zz:aﬁ =
a k=0 k=0

I

b n n
J fz(x)dx + Z (ak- ck)z_ Z C.2
a k=0 k=0 k

Le dernier membre est évidemment minimal si

= ¢, pour

n
2 _ N R
kz--?)(ak-ck) = 0, c'est-a-dire, si a,

r=0, 1, 2y ¢¢es y N, eee3 en d'autres termes: si
Sn(x) = sn(x).
De cette relation nous obtenons aussi l'ipégalité de

Bessel qui est de la plus grande importance:

® b -
Z- 2 | o208

cn X)) f (k)dx
n=0 a

On en tire immédiatement le théoremme

2.2, 8i f € 12, les carres des coefficients ¢, _du

développement f(x)mz cn kPn(x) forment une série

convergente,par conséquent ¢, —>0.
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Cette propriéte des coefficients est importante pour
la théorie de 1la convergencé, comme il suit du théoreme

suivant:

2.3. 8i le systdme orthonormal {Lpn(x)} est presaue
partout borné, c'est-i-dire si \kpn(x)\élﬂ pour tout

n_et presque tout x, alors la condition a, —>0

est nécessaire pour la convergence p.p. de Ia série

' Zianfh(x)

‘En effet, si cette série converge p.p. sy €lle conver-
.ge.unifdrmément sur un ensemble E de mesure - |Elx(b-a)-£&
avec un & > 0 arbitrairement petit. (Théoreme d'Egoroff).

La convergence uniforme permet donc dtecrire:

2
lim a2 j‘?n(x) a(x) = 0 ;
n»o »DE

relation qui est une conséquence de 1l'hypothdse que
Zan.\f)n(x)converge uniformément sur E, donc
aifn(X)—*o uniformément. Or l‘ﬁl(x)‘éM; pour un £>0

assez petit on obtient donc
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b
2 2
j\P (x)dx =J‘?i(x)dx - f‘f) (x)d&x 2 1- M ydx>l-M€ >1 .
E " a CE D CE 2

‘ Il stensuit aﬁ—’c.» c. Qo F. D.

Remarque littéraire. Le théoreme 2.3 est dli & Plan-

cherel,les autres sont classiques. Pour des renseignements
plus amples, consultez la littérature dans les livres de
G. Alexits, Convergence problems of orthogonal series (New
York - Oxford - London - Paris, 1961) et A. Zygmund, Tri-
gonometrio Series (Cambridge, 1959), 2 volumes.

Désormais nous citerons le premier par CP, et le deu-
xidme par TS.I ou TS.II, suivant qu'il s'agisse du vo-

lume I ou II de l1l'ouvrage de Zygmund.

Exercice. Montrez que 2.3 peut 8tre en défaut si
¥ (x)( n'est pas borné. (Prenez le systime {¢,(x)
n'*’) n

en [0,1] ol (Pn(x)=\Jn(n+l) pour _%IQXQI et.
n

P(x) =0 ailleurs).
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3. THEOREME DE RIESZ - FISCHER. SYSTEMES ORTHOGO-
NAUX COMPLETS.

Un théoréme fondamental de la théorie des séries ortho

gonales est le théordme de Riesz -~ Fischer, Il exprime la
possibilité de représenter le "point" f(x) de 1l'espace
L2 a l'aide de ses coordonnées "relativement" aux "axes"

ortogonaux déterminés por le systime des "vecteurs unitai

res" {LPn(x)}.-

3.1. Soit {‘f)n(_x)} un_systdme orthonormal et {cn} .

une suite de nombres réels. Pour gu'il existe

une fonction f € L2 telle que

b
ch '=S £(x)f, (x)ax,
a

il faut et il suffit gque

o
ch < o

(4) n=o

De plus, il y a un et un seul f € L2 tel que,
sn(x) étant la n-idme somme partielle de




(6 0]
2. °nfp(x) , on ait
n=0 -

b
Sa [ex) - 5, (0] Pax—ro .

La nécessité de la condition (4) est &vidente en ver
tu de 1'inégalité de Bessel. Supposons qu'elle soit rem-
plie. On détermine alors la suite croissante d'indices

{\)m}' de sorte que

°m+l

2

(o < 1 .
k =95t1 g

La fonction

o o)
() f(x) = s\)o(Y) -1-2_:_0[5\)“1(:() - s\,m(x)]

existe et est L2-intégrable d*aprés le théoréme de B. Le-

vi , puisqu'en appliquant 1'inégalité de Minkowski on ob=-
tient
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b b 3 ® b 5
{sz(X)dx}s{Iasso(x)dxk + Z{fa[s\)mﬂ(x)_ss’m(x)] dx}i

mn=0
Yo m+1 i Vm+l
2 < ¢+ { E\ }
(+4 <
{ =ok -i—Zi +lk m=o0 mtl l"
% 1
<e+ 2> m+l =0+l
m=0 2

Comme 1a s/éx/'ie (5) définissant. f(x) peut &tre inté-

grée terme 3 /terme, on obtient, en vertu de 1l'orthonorma-
1ité

® b
j x)ﬁﬁn(x)dx-& s\, (x)\() (x)axH, ;,0 Sa[}\)mﬂ(x)-som(x)]‘%(x)dx:

et la premidre partie de notre assertion est démontrée.

Quant 3 la deuxidme, soit \)m$ n <\)m+l

“4Adors

{S [£a(x) - sn(x)] :%* {

mh’ﬁoa

2
sp(x) - S\)m(X)] dx}é}
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et notre théordme est entidrement démontré.

Evidemment, le thgqréme de Riesz-Fischer n'assure pas
1'unicité de la fonctidn ‘f € 12 dont les coefficients
de développement sont les nombres Cp + Un systdme ortho-

normal {%h(x)} ayant la propriéte qu'il n'y a qu'une
2

seule fonction f € L= telle que
b
e, = gpf(x)ﬁzﬁx)dx

stappelle un systéme complet. Cette propriété équivaut 2
ce que les coefficients de développement cn d'une fonc-
tion f € L2 ne sont pas tous nuls sauf pour f£(x) =
3 un ensemble nul prds.

En effet, si f(x) et g(x) ont les m@mes coefficients

¢, » alors £f(x) - g(x) a pour coefficients

j‘a('r‘g)\Pn(X)dx=cn - cn=0, (m&=0,1,..---)
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donc f =g A un ensemble nul prds puisque le systéme

{%g(x)} est complet. Nons allons montrer que si un sxsté-
me orthonormal est complet, on peut le caractériser par

la formule de Parseval

b @
(6) 2(x)ax= > o2,
a n

Il existe, en effet, d'aprés le théordme 3.1 de Riesz-
Fischer, une fonction Fe 12 telle que

b
Sa [F(x) - sn(x)] 2dx —0

od sn(x) désigne la n-idme somme partielle de la fonec~-

tion f(x). On obtient alors,

b b : b 2 13 o) ”
{S dex}% < {S sﬁ(x)dx}%— {Sa[l?(x) - sn(x)] dx.}*—*z x
a a _

k=o

ctest - & - dire que

b

®
2
S Fz(x)dxéz Cn
a n=0

Comme 1'inégalité contraire subsiste en vertu de 1'iné-
galité de Bessel, on obtient
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v ®
SFz(x)dx _—_-Z 2,
a n=0
Les nombres ?’n sont donc les coefficients de déve=-
loppement de F € L2 et de f € 12. Ie systéme{‘f’n(x)}
étant complet, on a F(x) = £(x) presque partout; la for
mle de Parseval (6) est donc valable.
Inversement, soit (6) wvalable. S'il y avait une fongc
tion f € 12 ayant tous les coefficients cn =0, on ob~-
tiendrait de (6)

b
g f2(x)dx =0
a

donec f(x) = 0 p.p. Le systdme {@n(x)} est donc complet.

Remargue: On peut démontrer que {(Pn(x)} étant un sys
time orthonormal non-complet, il peut &tre complété en lui.

ajoutant une infinité dénombrable de fonctions orthonorma

les {\Pn(x.)} - (Cf. CPy p. 17)

Exercices .l. Démontrer la suivante généralisation de
la formule de Parseval: si f € L2 (resp. g ¢ L2)

a pour coefficients de développement {'cn}
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(resp. {dn} ) , alors

S f(x)g(x)dx = Z

n=0

pourvd que %Ph(x)} soit complet. (Appliquez la formu-
le de Parseval aux fonctions f+g et £-~g.)

2. Montrez que {%;(x)}est complet (en L2) , S'il est
complet pour une famille de fonctiohns ¢f° dense par rap

port & 12 .

3. Montrez que la formule de Parseval est une générali

sation du théordme de Pythagore. (Les coefficients

b
cn :Saf%hdx sont les produilts scalaires (f,%ﬂ)). Le

théordme de Pythagore dans l'espace E, dit que, désig
nant la distance du point (X3 4 X5 , ee. 4 Xp) & 1'ori

gine, on a
n

a2 -2

X .
k=0 k

(Mettez cette formule sous forme de somme des carrés
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des produits scalaires d'un vecteur et les vecteurs

unitaires des axes.)
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%, PROPRIETES ELEMENTAIRES DES SERIES DE FOURIYR.

Nous supposons toujours en parlant des séries de Fou-

rier, que c'est le développement d'une fonction 2T -né~

riodique f € L. Elle a la forme

®
a
f(x)N-2—° -\-E (ap cos nx +b, sin nx) .
n=1

La série

™
Z (b, cos nx ~- a, sin nx)

{ =l n
sfappelle la série conjuguée de la précédente. En posant

eo = %_q 3 ¢y=an+ ibyp et o =ap - iby , la for-

W - cos V+ 1 sinV donne inmédiatement

+
f(X)N ch einx‘ ™

N==00

mule d'Euler e

C'est la forme complexe de la série de Fourier.

Les coefficients de Fourier de toute fonction f € L

ont la propriété importante que a,—>0 , b,—0 .
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Ce théoreme est une conséquence du théordime général sui-

vant:

4,1, 8i le systdme orthonormal {‘Qn(x) } est borné
(€a(x) <My n=0, 1, oo. ) et f£(x) une fonc-

tion L -intégrable, alors

b
S f(x)‘(’n(x)dxéo .
a ,

En effet, soit f,(x) la fonction = f(x) pour tout
x oh |f(®»)]|< k et =0 ailleurs; alors f) € 12 .11

stensuit d'aprds 2.2

b

S £1(x) e (x)dx | < %_
a

pour tout € >0 donné d'avance pourvu que n soit assez
grand. Mais pour k assez grénd, f ne différe de fk(x)
que sur un ensemble E de mesure trés petite, par consé-
quent, la continuité absolue de 1'intégrale de Lebesgue

entraine

b :
’ga[fk“‘) - £, 0

< SF“ f(x)‘ I"Qn(x)' dx(MSE\f(x)l ax<€2.
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Ofybbtient done

<€

+

b
‘Saf(x)((’n(x)dx\ $‘Safk(x)‘el(,x)dx Sa[rk(x)-f(x)]‘{?n(x)dx

C. Qo F- D.

En prenant pour {‘pn(x)} le syst®me. trigonométrinue

1l 3 cosnx , sinnx} s ona |P(x)|¢g l . Les
e VT [l &

conditions du théoreme uW,1 sont donc satisfaites, et alors

an 9 bn‘-‘>0 o

~——

Pour pouvoir é&tudier la convergence des séries de Fou-

rier, on a besoin d'une notation condensée des sommes par-

tielles,
n
&
s (x :-3+Z (ay cos kx + b, sin kx) .
2 k
k:
Evidemment .
T
s, (%) = -_‘%5 f(t)[ﬁ-"l'(cos t cos X +5sin t sin x) + ...
T

ees + (cos nt cos nx 4+ sin nt sin nx)]dt =
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T
=% f(t)[ﬁ + cos(t - x)+ ... 4+ cos n(t - x)]dt,

I1 est facile de voir que

sin(2n 4+ 1 )-‘2‘-

% 4 COS U 4 ees 4~ COS NU =

nls

2 sin

En effet, cette relation est triviale pour n =0. Ad=-

mettons-la k€< n -1 3 alors

sin(2n - 1)-51+2cos nu.sink

+ 4+cosu+ ...+ cos nu = - —e . ﬁz-.'.":

-
2 sin2

sin(2n - 1)% +sin(2n + 1)% ~-sin(2n = 1)521-

2 sin-‘é-"-

En écrivant t - x au lieu de u, on obtient

!

1 sin(2n + 1) __1;__;:.__1(_
sp(x) = 5T ch(t) dt .
- t - x

2

gin

I1 est plus commode pour le calcul d'introduire t
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au lieu de t - x comme variable d'intégration. Alors,

en tenant compte de la 2~ périodicité:

t
in(2 1
sn(x) }-TES f(x+ t). sin(2n + )T,dt

t
sin§
On appelle
sin(2n + 1 )%

le noyau de Diriehlet. On voit tout de suite que

X

d'ol

sn(x) - f(x) j[f(x ¥ t) - 2f(x)]Dn(t)dt ,

ou, sons une forme nlus symétrinue:

(7) g“'
- 1 f
sp(x) - f(x) = 'T-t-o f(x+t) -i-f‘(x - 1;) - ?f(x)]nn(t) at .,
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Ta n-idme somme nartielle 's“n(x) de la série conjugde

d'une série de Fourier est
' n

T

n
-1 & f(£)/_(sin kt cos KX = ¢ns kbt sin kx )a+t =

LA 8

T n
:.-:L : f(t).Zsin k(t - x)dt,
T <y k=1 ‘

Comme auparavant, on voit mr induetion que

L cosg- - cos(2n +1)&
Zsin ku = =D, (u) .
k=1 esin-‘-;- ‘

I1 stensuit d*une mpmaniére analogue aun calcul des sommec

sn(x):

T
(8) T (x)= [f(x +t) - f(x - t)] ?);!(t)dt .

L
n 7 ©

DN-n(t) est appelé novau conjuzué,

Exercices .1, Calculez les coefficients de Fourier
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d'une fonction 2f-périodique f(x) oh £>0 est

une constante arbitraire

an Q cos :
[ -i.gf(x) , nTl'.x'dx

b, ¢ ) sﬁu | .‘Y'

2, Calculez la série de Pourier des fonctions suivan-

tes:
a) £(x) =
- +1 ,0<x <1 .
o Tc- X .
b) £'(x) = 5 pour 0 < x € 27
c) £(x) = |sin x|

d) £(0)=1, pour un h compris entre 0 et =¥
ona £(2h)= 0 , et f£(x) linéaire en (0,2h).

Pour 2h £ X €T on a f(x) =0 . Etendez f(x) sur
toute la droite par 2[-périodicité, en posant £(~x)=

= £(x) . Calculezi aussi le cas spécial ot h = -125’-'-

I+ -

. oo
a) sin(2n - )x b) E sin nx ;.
T n=m1 2n -1 ’ n=l n
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00

c) —z 1= cos 2nx ;s d) ?-t-l[% (sin nh) cos nx]
n=1

Th=1 42 - T

3. Montrez que les parties réelle et imaginaire de
toute série de puissances Z_cnzn sont formellement,

pour f{zl=1 , des séries trigonométriques conjugudes.
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5. QUELQUES CONDITIONS SUFFISANTES POUR LA CONVERGEN -
CE DES SPRIES DE FOURIER.

501. 81 1'intégrale

1 ,
S_l;(x £ G o k) - 20 () at
0

existe, la série de Fourier de la fonction f(x) gon-

yerge vers f(x) . (Critdre de Dini. )

Pour simplifier la notation, désignons par ‘Px(t) la
fonetion f£(x 4 t) + f(x - t) - 2f(x) . Comme

COSI"

2

Dp(t) =
n sin%

sin nt 4 cos nt

il s'ensuit de (7) que

_ Tr'(()x(t) cost | fL
sp(x) - f(x)=1 2 A 11 + 1)¢ (t)cos nt dt

t
sin 3

La deuxi®me intégrale tend vers zéro, parce qu'elle est
le "cosinus-coefficient" de la fonction intégrable Y (t).

La premidre tend aussi vers zéro puisqu'elle est le "si
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7 € (t) cos%

nus-coeffic1ent" de la fonction s pourvu
sin

2] R

gu'telle soit intégrable. Mais elle l'est, en effet, par-

ce que
. SK
0

et cette dernidre intégrale existe d'aprds 1'hypothdse.

T jul

@ (t)
t<25
A o' t S T[g

& |

cmipnsibiylfs
t

QQ(t)COS'g 3

sin %

5 ot
Nk+

5.2, 81 1tintégrale

T o
g ‘f(x’f t) - f(x - t)l dt
), )

tL

éxiste, la_série conjugude converge au point x .
(Pringsheim)

La démonstration suit exactement la méme schéma que
celle de 5.1.

Nous dirons qu'une fonction satisfait 3 une condition
de Lipschitz d'ordre oX , ol 0< X <1, si [f(x +t) -
-£(x)| £ M|t|T ot M est une constante positive. Il est
évident que si f €& Lip X (clest la notation usuelle pour
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indiquer que f(x) satisfait & une condition de Lipschitz
d'ordre oK) alors les conditions de 4.1 et 4.2 sont

remplies pour tout x.) Or, dans ce cas, on peut mdme dé-
montrer la convergence uniforme de la série de Fourier de

f(x).

5.3. 81 f € Lip.X oli. 0 <« X =< 1, la série de Fourier
de f(x) gonverge uniformément vers f(x) ; la_con-
vergence de la série conjugude est aussi uniforme.

Il suffit d'étudier la convergence de {sp(x)} puisque
la recherche de la convergence de {é"n(x)} se fait d'une

manidre analogue. La condition f € Lip X entraine, d'a-

prés  (7),

L 1
Jsn(x) - £(x) | £ %S = cos % sin nt at 4 %[Mgto‘sin ntdt.
OSln -2' 0

Le deuxi®me membre étant indépendant de x, notre théo-
réme est démontré si les deux intégrales tendent vers zéro.

Ctest évidant pour la deuxi®me puisqu'elle est le coef-

ficient de 2Mt°( . La premidre tend aussi vers zéro car

to( coSs -;-

elle est le "sinus-coefficient" de 1l=a fonétion
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auli est intégrable puisque

Stcos-é B S t o
dt =2 ) 7T at = 27 /x,
sin;g- o t TL

Pour approfondis 1*'étude de la convergence des séries
de Fourier, nous allous montrer que leur convergence et

divergence sont des propiétés locales; plus préeisément:

5.+, Si deux fonetion fle'L , f, €L sontégales
dans 1'intervalle (a,b)S (-N,TV , la différence

sp(fy » x) = s,(f, , x) des. sommes partielles de leurs
séries de Fog_rier respectives tend vers zéro pour tout
x intérieur & (a,b).

En effet, comme f,(x) = f,(x) , si x €(a,b) , on a

) a '[L
£1(8) - £5(%)
1l + 1 2

. sin(2n + 1’)"-%-8;11;

Soit maintenant 0>0 et x € (a + cf', b -&). Alors
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| £2(8) - £5(8) le1(t) - fa(t)l ’

sin -13—5-5- sin §

pourvu que t € (-T,a) U (b,T) . Cette fonction étant in-

<

tégrable, on voit de la mBme manidre comme dans 5.1. que
les intégrales qui figurent au deuxidme membre sont les
coefficients de Fourier de deux fonctions intégrables; el-

les tendent donc vers zéro. C. Q. F. D.

Remargue. Il y a encore plusieurs crit®res de convergen
ce pour la série de Fourier et sa conjuguée. L'intéréssé
peut en trouver un exposé serré, mais bien clair, dans
TS.I, p. 52-66, La littérature respective est discutée 2

la fin de ce volume.
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6. SOMMATION DE L4 SERIE DE FOURIER D'UNE FONCTION
BORNEE

Si, au lieu des sommes partielles s,(x) d'une série
de Fourier, on prend leurs moyennes arithmétiques

SO(X)'+'51(X)'+'000 +'Sn(X)
n+1

0 x) =

s

on obtient des résultats beaucups plus satisfaisants.

6.1. 81 f(x) gst une fonction 2T[~périodigue, gon=
tinue, les moyennes (",(x) gonvergent uniformément
Vegs f(X)o

Remarquons tout d'abord que

t
sin(2n + 1)5 _ cos nt - cos(n +1)t

2 sin~t

D) = e
sin § 2

dtol

n
D_(t)+D.(t) +... +Dn(t):Z_°°s kt - cos(k +1)t
° 1 k=0 2 sin
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-1 = cos(_ + Dt - Sinz(n_"' 1)12:' .

t 2 %
2sm 5 | 2sin 5

On en obtient

T, (x) %f[(x-&-t)-&-f(x - t)] .

Do(t) + Dy(t) + ... + Dy(t) at
n+41

sin’(n + 1)§

(n + l)sizg

:%—J[(x-&-t)’rf(x- o)) at

ILa fonction
sin®(n + 1)73-

(n 4+ 1l)sin '=2"

Kn(t) =

s'appelle le novau de Fejér. Elle a l'importante proprié-
té d'&tre toujours positive, ce oui n'arrive pas pour 1le
noyau de Dirichlet D,(t). Comme on a évidemment

T

%%Kn(t) dt =1 ,

on obtient finalement
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(9N O'n(x) - f(x) =

1T
=41 S[f(x +t)+ f(x-t) - 2f(x)]K (t)at .
°T © n

"

Soit & > 0 un nombre tellement petit oue, pour
08 ¢t s&'., on ait

r

|£x + ) + £(x - t) - 200x) |< €

auel rue solt € > 0 donné d'avance. Ce choix de & est
1égitimé per la continuité de f£(x) . Partaceons 1'inter-

valle d'intégration ‘en deux parties:

|Th(x) = £(x) | <

§ =
< -ﬁ-t(jo’i- §6)1.f<x+ t) + f(x & t) = zf(x)t K,(t)dt

En ce aul concerne la premidre intégrale, on obtient |

§

- ;,.es t)dt £ £ 1 K (t)dt = &
2TL0<2¥£0K"() > THn® 2

—-—

Quant & la deuxi®me remarouons aque, pour & < t <T(
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1
Kn(t) < = .
(n + l)sinz-g-

En désignant par M 1le maximun de £(t) , or a done

N , S |
1 M 2M
ﬁ% e N CE ] G godt ’

I1 est évident que y pour tout n assez grand, le der

nier membre est < & j; par conséquent
- 2
I - rol< €,

pourvu que n soit suffisamment grand. C.Q.F.D.

On tire de cette démonstration-que,} méme si f£(x) n'est

pas bornée et n'est continue qu'au point x, , on a

0, (xg) —+£(x4) .

On en déduit aisément une conséquence: soit f € L
tel que les limites f(xo-l- 0) et f(xo - 0) existent au

point x, j nous atribuerons a4 f(t) 1la valeur

f(x+0) + £f{x - 0)
2

au point x5, . La fonction
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f(x,s+ 0) + f(x, - 0)
2

f(xo-+ t) +-f(xo -t) =2

est alors continue zu point Xo » ©f la remsrene préce-

i

"dente entraine naue

f(xq + 0) + f(xy - 0)
J(x) - —0 |,
2

On a donc démontré le théonrdme suivant:

6.2, Si les limites f(xo-k 0)33 f(xo - Q) existent
et fel , alors

f(xy +0) + £(x, - 0)
U;(xo)—et > .

Tlne derniedre propriédté importante des moyennes de Fe-
jér G;(x) est ru'elles ne dépassent pas le maximun de la

fonetion bornde |f(x)| - :

%.3. Si f(x) est une fonetion bornée et ]f(x)‘é& M,

on_a_nour tout x,

o] sw .

En effet, on volt que
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T
|U;l(x)|_$ 517: So‘(f(x +t) + f(x - t)‘Kn(t')dt <

T
1

REMARQUE., Les théordmes 6.,1.-6.3. son dus 3 Fejér,

Pour la littérature et plusieurs probldmes qui s'y ratta-
chent v. 7S.I. p. 88=-92,

Exercices.l. Démontrez que 6.1,

ce sens-que: Si f €L

est localisable dans

est continue en (a,b)cC(0,2W)

les sommes (,"x) tendent uniformément vers f£(x) en

(a+€ , b -€) pourvu que € > 0.

2, Démontrez que le systdme trigonométrique est com-

plet, La formule de Parseval

T 00
2 ag2 z 2 2
S £fe(x)dx = -ﬁ-'+ ( by <)
_“: x, - ap + !

est done valable- pour tout feL?‘;,(Appliquez 6.1. et

liexercice 2. du § .3).

'3, Montrez aue, (%) Zancos n¥Xx avece a,n} 0 (n=1,2,...)
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ne peut 8tre la série de Fourier dtune fonection conti=
nue que si Zan <o, c'est-é-dire, oue si la série

(%€¢) converge absolument. (Envisagesz 0;1(0).).
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7. IE CRITERE DE CONVERGENCE D¥ JORDAN-DIRICHLET.

Les théoremes sur la sommabilité des séries de Fourier
ont des conséguences importantes dont une partie peut 8tre
‘basée sur un théordme intéressant concernant la convergen=-
ce des séries générales.

Soit Zzuh ‘une série quelconque 3 térmes réels. (Cet-
te derni®re hyppothdse n'est introduite que pour simplifier
1t'exposé; elle n'est pas du tout nécessaire,)

Désignons par s, (resp.0;) sa n-idme somme partielle
(resp. l'n-~idme mdyenne arithmétique des s,

SO+Sl+ ...+Sn
n+ 1

@

On voit immédiatement que

n
- 1
Sn "'G-n -—n+lZ kuk £
k=1

(Calculez s.v.pl) Introduisons les expressions

0.- ___Sn+sn-\—l+ooo+sn+k—l
Nyt - 1

bien semblables aux moyennes arithmétiques. Il est clair

que
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L

n(,

(n+ k)0 - L
= AR SIUNINER T

n,k K

I1 s'ensuit que, s1 k varie avec n de sorte nue

-E-<C pour tout ' n, alors la relation Ufn——>s implicue

G_n,k—"s . Bn effet, soit 0y -s=€, oh 0<ey<e

pour un € > 0 donné d'avance. Alors

n
O, =5+ €npka1 + ¥ Cpan-r =€) s

S €+20€ , clest-d-dire (_ , —>s

! -
aroh |, o - s n)
ave¢c n—=m , D'apréds ce cas préliminaire, nous démontrons

le théordme suivant de Hardy:

est sommable par la méthode des mo=

7.1. 8L Zw

yennes arithmétioves, glect-3-dires si 0,—s et si
ona |u|< -g- pour tout n , alors Z v, est

convergente,

Soit € > 0 aquelconnue et posons k—_'-[n 'e] +1 oh

[_nejdésigne la partie entidre de ne .

BEvaluons lo‘n,k - sn'\ « On voit dtabord nué



& sp + (sp+up )4 .o 4 Sp ¥ (un+l+'?°*up+k-l)
= A
n :

s K k
n+k-1
= Sn + z u
n v=n+l Vo2
d' ol
n+k-1 nvk-1
(Tn,k-sn]<2__|uq\ cZ _\?.<ck‘l <
¥=n+l ¥=n+1

Comme € > 0 est arbitraire, notre théordme serait de
montré si Gh’k-uas lorsque n—eo00 . D'aprds ce que
nous avons remarqué, il suffit pour ceci que _ﬁ- res-

te borné. Mais c'est Justement le cas, puisque

4._n n - 2 , pour tout n>2
k“fne]<ln-15€se’ '

et la démonstration est achevée,

Des théordmes précédents (6.1, 6.2 et 7.,1) , on ti-

re immédiatement la conséouence suivante:

720 81 la fonetion f€ I ne pbsséde ogue des points

de continuité et des sauts et si 1l'ordre de grandeur




de_ses _coefficients de Fourier a, y b, &st, tel oue

lay| < %— y Ibyl € % y la_série de Fourier de f(x)

gonverge m rtout,

Etudions maintenant 1'ordre de grandeur des coefficients

an 3 by d'une fonctiqn f(x) & variation bornée. En intro-

T

duisant x + ik x=+'%F ‘; ...’;_x~¥ 2n.§.11c comme varia-

ble d'intégration, on obtient

T T T
- 1 S - 1 . -
a, = == f(x) cos nxdx = - -—“5 f(x+ =) cos nxdx= ..,
TC -1 T - n -

L8 .
n
oo = ﬁ:iLg f(x + S8 lT[) cos nxdx
T n

On en tire par addition de ces relations: /
T 2n=1 ‘

kTC,

1 ;1
enla,| < ﬁ'g : leex + =) - f(x+l-‘-§—lt) dx .

-~ k=0

Mais la somme sous le signe de 1'intégrale ne dépasse

pas la variation totale V de f£(x) . Par conséquent

lan!ié,%g ’

2t une évaluation semblable est valable pour [bnl . A

"*alde de ces évaluations on prouve aisément le théordme
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de Jordan-Dirichlet:

7.3 81 la fonction 2W-périodigue f(x) est 3 varia-
tion bornée, sa série de Fourier copverge partout vers
la_valeur

£lx+ 0)+ f(f -0) .
)

En effet, une fonction & variation bornée n'a que des
points de continuité ou des sauts. ‘Les conditions de : 6.2
ét 7.2 sont donc remplies. et la série de Fourier de
£f(x) est, par suite, partout convergente., Mais la limite
des sommes partielleé sn(x) ne peﬁt différer de celle

de leurs moyennes arithméticues G, (x) . Celle-ci étant

£(x + 0) ;j;(x -0 ,

en vertu de 6.2 notre théoréme est entidrement démontré.

L'intégraléA F(x) d'une fonction f € L. étant absolu-
ment continue, elle est & plus forte raison & variation
bornée.

Sa série de Fourier converge donc partout vers F(x).
Calculons les coefficients é&n » Bn de F(x) & 1ltaide

des coefficlents ap , b, de f£(x) :
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1 [F ot 1 b
x> = &4 |EAXL Sin n%] - S i dx = = =2
n = = | nTT_mf(X) sin nx dx = - = ’

3|8 T
a
@"n = - _:L.[F.'ELE.QS_.&"] i S £f(x)cos nx dx = —= .,
T n lx 0T T n

On a donc (en supposant.le terme constant Ky = 0)
(oo}
E bp an
F(x)= (= == cos nx 4+ = sin nx) ,
n=1 n n

cette série étant partout convergente, el}e,ﬁ,l"est au _»point

xX=0 o, d'oh 11 s'ensuit:

)
' frie 7B e

7% Si f(x) est intégrable, la série — for-
, n=1

[~

§S§ con«~

Exercices .1, Montrez nue f(x) étant 3 variation to-
tale V bornée et M étant le maximun de f(x) . on a

Esn(x)ﬁ € M+ V pour tout n, (Faites usage de 6,3 et

de la formule



Y,

n

ZE: k(aj cos Rx + by sin kx)
n+l k=1 '

sp(x) = 0 (x) +

2. Montrez que la série partout convergente

sin n?nx
nt

est la série de Fourier d'une fonction continue nui
n'est ms 3 variation bornde., Construisez d'autres

exemples plus simples.

3. Soit F(x) 1'intégrale de f(x) fixée pvar F(0)=
=F(2mM) =0 . 8i s,(Fyx) est la n-idme somme par-
tielle de la série de Fourier de F(x) , montrez 3

1taide de la formule presqguetévidente (vérifiez})

T

n
f(x + t) Z ji-n-l-{-k-tdt

1
s, (Fyx) = T de ]

gue lion a

TC
\ 1 :
F(x) = o iﬂ?(x + t) (- t)at .



u8.

(Cf. l'exercice 2b ) du §‘+. Justifiez le passage A
la limite sous le signe d'intégrale.)
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8. SERIES TRIGONOMETRIQUES A COEFFICIENTS MONOTONES

Partons d'une identité presqu'évidente (vérifiez s.v.

p.}) valable pour des semmes de nombres:

Uy vy, = (u = u W, ru V
k=0 KTk k=0 k k+1’ VT Un'y

ol Ve =V + Vit eee + VL . Cette formule s'appelle la

transformée abélienne de

s

UpVi
k=0

Envisageons les séries trigonométriques

o0 ®
&
{¢) -+?--+-Za cos nx o (¥%) Z b, sin nx ,
2 n=1 n n=1 n

8.1, Si les a, sont positifs et tendent mo tonément

vers zéro, la série (%) converge partout sauf éven-

tuelleme t, les points x=0 (mod 2T). Sous les mé-
mes conditions, la_série (**%) converge partout.

En effet, si Du(x) et Dn(x) désignent le noyau de
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Dirichlet et sa conjuguée, c'est-i-dire, si

sin(2n + 1)§
D (x) = ’

2sin -}-2(-

~ cos -’-5- - cos(2n + 1)X
D (x):-—d [
n. %

2sin 5
on obtient, par une transformation abélienne, pour la

premidre série (x 7 0, mod 2W)

n-1

5,(x) = ;}(ak = a1)D(X) + apDp(x)

et pour la deuxidme:

nel

E’n(x) = Z(bn - bnﬂ)'ﬁ'g(x) + bn'B;(x) .

Or |Dn(x)‘ reste pour un x fixé compris entre O

et 27 audessous de la valeur finie % sin-lg . Puig
, ' 2

que a —=0 et ay - ak+1:2 0, on a donc, pour

tout m> n

lsp(x) - s, <
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m=-1
1 [Z a
2sin % ken £ k-1 " n sin % ’

d'od Sp(x) — 8, (x) tend vers zéro lorsque n—ro ’

pour tout m > n, c'est-3-dire que la série (%) con-
verge en tout point 0< x < 2T . On obtient de la m&me
manidre la convergence de la série (xx) pour tout 0 <
< X< 27 , et la éonvergence‘au point x =0 est ma=-

nifeste.

La convergence partout d'une série trigonométrique n'ag-

sure gudre qu'elle soit une série de Fourier. Prenons com

me exemple la série
%

> Hpm

Elle converge d'aprés le théordme précédent, mais

#

Zn logn

étant une série divergente, ZZFE%QEBE- n'est, en vertu
‘ ogn

du théoréme 7.4. la série de Fourier d'aucune fonction

f e L.

'Malgré cela, on verra immédiatement quelelle est la
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séfie conjuguée d'une série de Fourier (Le probléﬁe de la
convergence et de la sommabilité des sérles conjuguées est
bien compliquée, Pour 1'étudier V. surtout, TS,I., chapi-
tre VII.) ‘

Nous disons qu'une suite de nombres positifs {Xn} est

convexe , si la suite des différences AMo=Ap =Apy1

est monotone, c'est-i-dire, si les deuxidmes différences
A2)\n =ANg Axni-l sont non-négatives. Les sultes conve~

xes sont évidemment monotones, puisque A)\nz A>\o +

+Z AQ')\k >0 . Mais 1'inverse n"est bas exacte comme le
k=0

le montre l'exemple suivant:
1 k k+l
X —— our 2 n< 2 .
n ER pou < n.
Si {)\n} est convexe,.on obtient par une transformation

abélienne:
n+l

- A = 1.AA =Z_ (k+1)A27\ +(n + 1AM .
A0 n+l kz k k=0 k n n
Il s'ensuit que

n .
k= ‘
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la série Z (n + i)Az}\n 3 termes positifs est donc con-

vergente. Alors, en choisissant € > 0 arbitrairement,

on a pour tout n assez grand

(oo} (03]
(n+1)A)\n=Z (k+ 1) A2 )\’k - Z— (k +1)A2>‘k<€ ’
k=n k=n+tl

done (n A~ 1)AAn-»O . Ces deux propriétés permettent d‘'€
{
‘noncer/le théordme suivant:

-

8.2. 814 a —»0 et {a,} est convexe, la série (¥)

- est la série de Fourier d'une fonction non-négative

£(x).

En effet, on obtient par deux transformations abélien-

nes successives
n=-1

Sp(x) = %Aak D (x) + a, D(x) =

n-2

' 2
= k;( k+1) K (x) Aa + 0K _jla, ;) + aD(x) ,
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ot K (x) = —i Z Dp(x) désigne le roydu de Fejér.
r r+1+-p

Or, K.(x) et D.(x) é&tant finis pour 0 < x <T
les deux derniers termes tendent vers z&ro par suite

de la convexité de {an} et a,—>0 . On a donc

00
f(x)= nZO(n + l)Kn(x)Azan >0

sauf au point x = 0,donc 3 un ensemble de mesure

nulle‘prés.,Tqus les termes de cette série étantfposi-

tifs, on peut intégrer terme & terme (théoreme de B.

Levi); par conséquent

i 2.t 18
S f(x)dx =Z_ (n + l)A2a‘ng Kh(x)dx =
- n=0 T

[0.0)
=T Zo(n +DNa, £ o
n=0-

Pur démontrer que la série (%) est la série de Fou

rier de f(x) prenons 1l'intégrale formelle de la série

n

E:a cos nx . En désignént par Vn(x) la n-idme som

me partielle de,.ji:sin kX , on obtient pour la n-id-

k
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me somme partielle de la série,formellement{@ntégrée:

n nel
o — sin kx _
8,(x)= ZE; A= = E_Jvaak +anVy .

Remarguons que les V, sont bornés en leur enéemble
(ef. exercice 1. du § 7.). Désignant cette borne par

Vy, 1l stensuit que

m
Sp(x) - Sn(x)l £ VZ___Aak + (ap + an)sz 2apV .
g =n

Comme 2a,V tend vers zéro, on voit que la série for-
mellement intégrée tend uniformément vers une fonction
‘P(x). Blle est done la série de Fourier de la fonction

F(x). On voit tout de suite que la dérivée formelle

jZ:akcos kx dé'z:akflnkkx converge uniformément vers

f(x) pour -TM+e £ x TM=-€ 4, ot € >0 est ar-
bitraire, on peut donc dériver terme 3 terme. On obtient

alors, pour -M +€ < X <Tl-¢ @

Ft(x) :Z ap cos DX = f(X) .

La fonction f(x) étant presque partout la dérivée de

#(x), on sait que, fsn étant le n-idme "coefficient
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de sinus" de F(x), len-idme "coefficient de cosinus" de
la fon¢tion f(x) est DRy -y ctest-a-dire: a_, d'oh la prg

position.

L'exemple de la série ZE: sin nx montre bien nu'un
. log n

théorege_analogue pour la série (% %) tomberait en dé-
faut, .

Nous n'entrons pas:dans l'analyse de cette série, mais

~ renvoyons pour ce sujet-d TS.I., chapitre Vv .

- Remarquons que le théordme 8,2 permet de construire
des séries de Fourier de fonctions intégrables L (mais
non-intégrables I2 ) dont les coefficients fendent aussi
lentement vers zéro gulon veut,

Pour cela, il suffit de prendre une fonction convexe
P(x) qui tende avec une lenteur arbitraire vers zéro lors-
que x-»00 , et de poser ap=(@(n) dans la série (%),
Par contre, on peut construire des séries du type (¥%)

4 coefficients avec une lenteur arbitraire tendant vers
zéro, convergentes partout sans qu'telles soient des séries

de Fourier,

REMARQUE. Pour dtautres résultats concernant les séries
trigonométriques & coefficients monotones et leur 1littéra=-

ture, consultez T, S. I. , Chapitre V,
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9. DIVERGENCE DES SERIES DE FOURIER DE FONCTIONS CON=
TINUES. CONSTANTES DE LEBESGUE,

Nous avons vu qu'on n'a pu assurer 1la convergence de
la série de Fourier d'une fonction f£(x), mime continue,
que par des conditidﬁs supplémentaires, tandis que les
- sommes de Fejér étaipﬁt convergentes sans d'autres condi-
tions; en plus, elles étaient mdme uniformément coﬁvergeg
- tes. Ces faits né sont pas des conséquences de la faibles-

se de nos méthodes de recherche, ils sdht,nécéssaires, par

ce gu'il existe des fonctions continues dont les gégigg
. de. Fourier divergent en certains points.

Envisageons, pour étudier ce phénomdne, 1l'intégrale de
‘Dn(t)‘ » On appelle constantes de Lebesgue les nombres

T

g‘ \Dn(t)\dt “‘SO \sin(i;xr:-tl)tl at .

Il est facile de voir que L,4C logn, oh C est

une constante absolue. En effet, paftageons 1tintervalle

(1 “‘) .

d'intégration en deux parties: (O, %n-) et

- Alors, en tenant compte de ce que

sin(2n + 1)t
\ sin € gn+ 1,



58.

on obtient
n
TJo TK-n LV
t jie 1 T
assint$2 en (n ’ 2) y donc
TN
2 (2
.g. g‘&: -‘E n
"'n n

Par suite L, < C logn , pour n>» 2 . Mais ce
oul est important c'est qu'il existe aussi une constante

positive C,; telle que I, »C; logn . En effet, on

voit que
7.23 2(n+1) %
2 I | | | -
>= sin(@n -+ DIt} .4 -2 sin u —
n T T t T u du =
2(2n+1) "2

Zn (2k+1)§
1
> k:l_&Zk-i- 1(21{_].)_2‘-‘._-[&:1n ul du =
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>_n, n .2k+2 2n+2
— 2 ax _. dx —
o 1 >/ ) g = QX ?

k=1 2k =12k+l X J3
2n+ 2
= 2.10g == >Cl log n,

pourvu que n soit assez grand. la proprieté Lp—s00 |,

est opposée 3 celle des constantes

|

T
1 1 1
= t)dt = == t)dt =1
Ln ZTtLL\Kn( | 2ng rcKn( ‘

correspondantes aux sommes de Fejér. C'est 1a propriété
décisive qui détermine la différence enire le comportement

Aes su(x) et des G (x) .

Construisons maintenant un exemple d'une fonection con-
tinue 2T - périodique dont la série de Fourier diverge
au point x = 0. L'exemple que nous allons présenter est
le plus simple dans ce genre, il est dfi & Fejér (1911).
Le premier exemple a été construit par du Bois Reymond
(1876) .

Envisageons les sommes

n

n
\P(X)’*Z cos(n + 1 - K)x _Z cos(n+1+kK)x .,
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En tenant compte de la relation

_ _ %+ B X5
cos cosF = 2 sin 5 .sin ==

on voit que

n ,
‘(’n(x)»:.: 2 sin(n + 1)1{}:1_521“_& .

Comme. les sommes qui figurent au deuxi®me membre sont

uniformément bornées (cf. exercice 1 du § 7) , la série

ZJQ (Q)(x) est absolument et uniformément convergente. La
n n

fonetion o0

fy= 2 L
) n=1 n2gn3 )

est, par conséquent, continue et évidemment 2W-périodique.
Nous allons montrer que la série de Fourier de f(x) di-

verge au point x =0, Comme les Q(_fns(x) sont des poly-
‘ 2 '

ndmes trigonométriques différents, la série qui définit

f(x) peut &tre écrite sous la forme Zan cos nx .

La somme partielle "32n3+ 2n3(x) de cette série est,

d'aprés la définition des polyndmes (esz'g(x) » la suivante:
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n

— 1 ~
32.2n3(X) = ZP @21‘3(1{) .

k=1.

Elles convergent donc uniformément vers f(x) et sont

¥

des sommes partielles de la série de, “ourier de f(x) .

On obtient la somme partielle s 3(x) si on supprime en

en ¢ 3(x) les termes de rang 2n3+ 1 yeeny 2’}3 + 2n3.

22

On aura alors

3
- n=l ‘
: n3 :
n3(1:) = Z }5\01!3(1() + ;12. ?1 cos(2® + 1 - Dx .
M4y -4,
Or, pour x =0, on a
k3 k3

\Po3(0) = 2 Da - >0

T R A P SR

d'ol
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Les sommes partielles s n3(0) tendent donc vers infi-
- 2

ni et la série de Fourier de la fonction f(x) est, par

conséquent, divergente au point x =0 .

REMARQUES. Si on suit avec attention la démonstration,
on peut constater que le choix spécial \On.:.zn de 1'in-
dice Qn b@ur les sommes partielles n'est pas décisif.

Au contraire, on pourait partir d'une définition

(00)
f{x)= Zdn"e\) (x)
n=} n
(0 8]

avec les &y, > O ethXnA ®, et un choix convenable
n=1 '

des Jn pour obtenir de différéntes‘fonctions continues

f(x) . dont les séries de Fourier divergent au point

x = 0., S1 on prend une suite de nombres positifs /3 tels
00 ' « n

gue Z /5n < o , et on choisit convenablement une infini-
n=1 '

té dénombrable f£y(x) , fo(x), ... de ces fonctions , alors

la fonction continue

©
f(x)= Z_. Pn fnl(x = xp,)

a une série de Fourier divergente aux points X3 5 Xp 3 eee

81 ces points sont , p. ex., les pants rationnels de 1l'in-



63,

tervalle (0,2M), 1la série divergera aux points d'un en~
semble dense. Il ntest pas difficile de montrer A 1ltaide
de la théorie générale des fonctions réelles que cette
série diverge m@me sur un ensemble ayant la pulssance dur
continu.

En analysant 1e'comportement de la série conjuguée de
cette série; on peut montrer qu'elle est convergente par-
tout et est, en mdme temps, la série de Fourier d‘une fone
tion continue f(x). ;

Si on pose donc 3z ~rel¥ et F(ej;x) = f(x) + if(x) ,
oh;obtient, comme on le voit aisément, une fonction F(z)
reguli®re pour {z}.<1 , et continfe dans le cercle fer-

By

wé 12 1 dont la représentation

00
F(z) = ch z
n=0

diverge sur ensemble ayant la puissance du continu et den
'se sur la circonférence (2| =1 .

Nous n'entrons pas dans la démonstration de ces faits.
Elle se trouve, avec d'autres phénomdnes intéressants qui
s'y rattachent, dans' TS. I. p. 298-305, ol on peut en
consulter la littérature,

Nous nous bornons seulement & signaler que le problé-
me, posé d&ji par du Boys Reymond, de savoir s'il existe

ou il n'existe pas une fonction continue ayant une sériq.;
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de Fourier partout divergente, est loin d‘'&tre résolu, Il
semble aue c'est un des plus difficiles probl&mes de l'a-
nalyse. On ne sailt m&me pas si la série de Fourier d'une
fonction f ¢ I? avec p >1 peut ou ne peut pas diver-

gér sur un'ensemble de mesure positive., Malgré cela, le

cas =1 a &té résolu par Kolmogoroff, qui a construit
] ' i intégrable (mais

non=-intégrable P pour aucun P > 1) partout divergen-
te. La construction de cet exemple est longue et compli-
quée. L'intéressé peut consulter le chapitre VIII de
TS.I.
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10. APPROXIMATION DES FONCTIONS APPARTENANT A DES
CLASSES DE LIPSCHITZ.-

Dtaprds 6.1, ‘toutes les fonctions périodiques et cop
tinues sont approchées uniformément par les moyennes de
Fejér 0,(x) de leurs séries de Fourier. Quelle est 1la
vitesse dé cette approximétibn?;‘Et si on connait la ‘vi-
tesse de la convergence des Gh(x), peut-on en tirer quel-
ques.gﬁaséquences concernant la structure de la fonction
£(x)=11im Qp(x)?

Ces questions se laissent discuter bien simplement si
f(x) appartient 3 une classe de Lipschitz.

Désignons par Lipy o la classe des fonctions o(-pério-
diques et continues qui satisfont 3 1la conditioﬁ de Lipschitz

1£(x + h) - £(x)| & M.1nl* .

(Nous remarquons que 0 LX< 1 , car x> 1 entraine

» & -1
fx+h) = £)| , M. in]
- h ~=

dtod, en passant ¥ la limite pour h-—0, ... obtient
f'(x) = 0 3 ce ne sont donc aue les constantes aul satis-

font 3 une condition Lipo« avee o« >1 ) .

10.1. Si_f € LipMo&avec 0<&x< 1 , alors

S ——————
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- x M
R L R

oY Cy est une constante aui ne dépend ove de o

Mais si o=1 , on n'a nue 1'évaluation

CM
PHS m ].og (1’1 -+ l) .

La formule (9) rend, en tenant compte de ce que

fe Lipyx , 1tévaluation suivante:

\@ (x) = £

T B ,
¢ 1 : : _
- f(x +%) + £f(x - t) - 2f(x)| K, (tAdt =
¢ &) - el gwret =
T ,
2
=1 _ | |f(x+2t) +£(x -2¢) - 2f(x)\s—¥£‘—i2—“-'—1-ﬁ-dt <
(n+ 1)1 Y0 sin t
< 21".‘X M #sin2( n+ 1)t at $
S (n+ DT sin“t
L
2

X ) .
2 ML\ sin“(n+4 l)tdt _
S n+l170  2- :
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n+1
2 T[
2°‘M1t sin~u
T n+1 0 u2-0( du N
T n+l
5 ===T

2
(o3 o A C
< 2MTES uudu-+2MTcS du_ . oM
ntl 0 n+ 1lJx uz’u\(n 4+ 1)

2

pourvu que 0<% < 1 , C'est la prémiere partie de notre
proposition. Quant 3 la deuxi®me, on l'obtient par une voie

tout 3 fait analogue:

nil
5=

‘%(X) - f(x)\& Mg §ll.'1_21_1du$ QMEX
n+ 140 u n+ 1

< 1-1-2-%51(15{ + log(ntl))
et la deuxi®me partie est aussi démontrée.

I1 est trds intéressant que 1'ordre de grandeur de f)n
obtenu dans le cas ot f¢ Lipx avec 0< X<« 1 est ca-
ractéristique de ces classes, parce qu'une fonction f(x)
aui peut &tre approchée, pour tout n, par des polynbmes
trigonométriques d'ordre n avec une vitesse 1/n* ol

O«x<« 1 , appartient % la classe Lip ok . Pour démon-
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trer ce théoréme dft A S. Bernstein (1912); commengons par

prouver le lemme suivant:

10.2. 8i T, (x) est un volvndme trigonométriove d'or-

dre n et M =max |T (x)] , 2lors sa dérivée et 1ls
~TLSXST

(e d
dérivée du polyndme coninsué T, (x) satisfont aux i-

négalités.

max [Tp'(x)| & 2(n + 1)M
=TWEXeT

max ‘a;(x)\ & 2(n + 1M,
~T[¢ X&T
Tout polyndme trigonométrigque d'ordre n est identi-

oue & la n-idme somme partielle de sa série de Fourier,

done

s
T, (x) = -T]ES T (£)D,(t - x)at

d'ol, en dérivant par rapport 3 x sous le signe de 1'inté-

grale:

318
{ T,(x + £)DI(t)at .

1
n T -
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Mais In(x 4+ t) est un polyn®me trigonométrique d'or=-
dre n; donc, si on le multiplie par sinit od 9> n .
1'intégrale du produit disparalt par suite de 1'orthogona-
1ité. On peut donc additionner & Dﬁ(t) n'importe.quel
po;ynbme trigonométrique P(t) sans-changer la valeur de
1tintégrale, pourvu que P(t) n'ait que des termes d'or-

dre supérieur i n:

L

-1 | ~
(10) ()= g_“Tn(x + 6| D (e) + P(t)] at .
n

?renons P(t) = (n + 1)sin(n +—1)t+—jz; cos(2n+2=-X)t .,
k=1

Comme

n

=2l +cos D 2
DI(t) o= cosS t * eee Y cosnt | = = ksin kt
Dp(8): ils+ 1=-2 ,

on obtient

D!(t) + P(t) =
n
=(n + 1) sin(n +-l)t-hzz:.k sin(2n + 2 - k)t - sin k?]:;
B k=1

= (n+1) sin(n+l)t + 2 sin(n+l)+-25. k cos(n+l-k)t =
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n
=2 sin(n + 1’)t[n'; 1+7(n+ 1 - k) cos kt] .
k=1 .

Mais la n-idme moyenne de Fejér est.

d' ol
D' (t) + P(t) =2(n+ 1)sin nt . Kn(t) .

En tenant compte de ce que K, (t) > 0 , on tire de (10)

1tévaluation

T
S T (x + £)| K (t)at ¢ 2(n + )M .

|T;l(x)| < u

2(n + 1)
T

C'était notre premidre proposition. La deuxidme se dé-

montre d'une fagon.semblable. On obtient d‘abord
T
o~ l ~
! = = T + t) D! dt =
T (x)= & Lt (X + t) Dp(t)at

n
T
=1 S T (x +t)z.kcos kt dt .

T Jgg® kel
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En prenant alors ‘

n
(n+ 1) cos(n + 1)t + Z kcos(Zn+42 -k )t
k=1

pour P(t), on obtient

E’I'I(X) =

n

n B

:-%f Th(x+ t Jcos(n + 1)1;[1’3.’_"‘_.l-+ Zik cos(2n +1 -k )t]dt .
) 2 k=1

datob

T |
‘EA(X)l < &%'ilgm\%(x +1)] K (t)at & 2(n + 1M

et notre lemme est entidrement démontré.

Ce lemme nous sert pour démontrer la réciproaue de 1la

premidre partie de 10.1:

10.3. Soit 'I'n(x) une suite de polyndmes trigono-

métrigues tels oue T (x) est au plus d'ordre n. Sj
Tn(x) ‘converge uniformément vers une fopction f(x)

de sorte oue

Max |f£(x) - T.(x)| ¢ &
-Tr'S XSTC‘ n \\ no(
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o C est une constante et 0< X< 1 , alors

Comme f£(x)= 1lim T,n(x) , on a
n—»o

£ = 1) +[T2(0) - 10] + eew + [Tpa(0) = Tpyxhe.

En posant uzn(x) = Tzn(x) - T (2

2n-

et g(x) =f(x) - T,(x)

on a
oo
g(x)= Z uok(x) .
k=1

or, u2k(x) est un polyndme trigonomdtrique d!'ordre

2K s dont le maximum
< ') - - C
max u(x) S max{|T2k(x) £(x)| + | £(x) Tzk_l(x)%gm .
Nous obtenons donc en vertu du lemme précédent:
max \u!zk(x)l < c, ok(1-0)

(Cqy Cy g eoo désignent des constantes indépendantes
de k ) °
Prenons 0< h<% , et l'entier N tel gue



2 Ve h<o~ (-1 s alors

9.5)

g(x + h) - g(x)= kzl[uz'(x 4+ h) - u,, (x)}

73.

(0.0
Z__+Z—_
k=1 k=N+1

Pour évaluer la premi®re somme, appliguons le théordme

des accroissements finis. Il s'ensuit, étant donné

0< X<,

N N N

> & nl , Y pk(1-) ¢ N -N&
S hl Max |u' (XD K C 2 & Cyh27 .2

=1 k=1 l ok l\ lhk=-‘-1 2

-Nok %
£c2 g et

Quant 3 la deuxi®me somme, on obtient
00 ® ®

Z < hz max‘uék(x)ls Clhz 21{(1-0‘)

=N+1 le=N+1 k=N+1
TI1 en résulte:

le(x 4+ n) - g(x)| & Cuhu .

Comme T (x)

-NN

<

C,h

il satisfait dvidemment 3 la relation ‘Tl(x-\- h) - T (x)

s C5’h e

11 s'ensuit donc

A

est un polyndme trigonométrique d'ordre 1,
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l£x + B) - £(x)] & Jelx+ h) - g()| 4| Ty(x + b)) - T3(0))<
$Cgh™ ;

en dtautres termes: f € LipX . C. Q. F. D.

Si la série conjuguée de la série de Fourier est aussi
une série de Fourier, nous appelons la fonction f£(x) ‘,
dpnt elle est la série de Fourier, la_fonction conjuguée
de f(x) .Cette fonction existe sfirement si fe 12 s Pag
ce que le théor&me de Riesz-Fischer assure dans ce cas que
f(x) est aussi L2-intégrab1e. Mais nous avons vu que si
£(x) ~ > ajcos nx , alers f(x) n'existe pas dans ce
sens. (Il existe dans un sens plus général dont nous ne
nous occupbns pas). Il est intéressant que la fonction con-
juguée f(x) d'une fonction fé: Lip 0( , avee 0< X< 1,
appartient aussi 3 la méme classe Lip «x . Pour le voir,

démontrons dtabord le théordme suivant:

10.%. i les conditions du théordme précédent sont sa-
tisfaites, la fonction conjugnée f(x) de f£(x) ap-
partient aussi 3 la classe ILipx .

Désignons par Tén(x) et Ezn(x) resp. les conjuguée

de Tzn(x)‘ et u,n(x) figurant dans la démonstration pré-
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cédente. On a

‘ L8
max| % (x)| ¢ %g_l;anu + 0|5 0] at g

T
< max|u2n(xﬂ %%g;K\D2n(t)‘dt .

On voit de la m8me manidre comme dans le cas des cons-

tantes de Lebesgue que

i -‘t n
I, = ES }D?n(t)] 4t C, log 2 < Con
done
' ~ -nex
(11) maxlua,n(x)l S Cgp2 .

La série. G&(kjt+-52(x) + ... est donc uniformément con
vergente vers une fonction =) . Désignons les sommes
partiellee de cette série par f;(x) et les sbmmes par-
~ tielles de u,(x) +-u2(x)-+ cesee par,fn(x). Comme
fnf?>f et ?;—-vf*e uniformément, [les coefficients de qu-'
‘ rier de f (resp;?')tendent~vers ceux de f(resp.f”). Or,fﬁ,f’
“étant- conauguées, il s'ensuit que les coefficients de f*(x)
fson les coefficients conjugués b_ et =-a_ des coeffi-

n n
clents a, , b, de f(x) ; en d'autres termes:
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(%) = T(x) .

" Désignons par g(x) 1la différence f£(x) —'ﬁi(x) .

Alors
© y
shkz_lmaxlaék(x)\ e

Comme, d'aprds 10.2, les |E3k(x)\', sont borndes par les
mémes bornes que les lu'k(x)l,on répéte les évaluations de

la démonstration précédente pour en tirer d'abord gue

g€ Lip x o et puis que T e Lip u. CoQeFoD.
On parvient maintenant d'un coup au théordme annoncé, dt

& Privaloff (1916):

10.5. 81 f € Lipb( y alors f € Lip &, pourvu gue
0< <1

En‘effet,.si fe Lip s ON a, dﬂaprés 10.1

e -6 0| ¢ £

d'od, en vertu de 10.4, f € Lip ,

Nous avons.caractérisé les classes Lip & avee
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0<Xx <1 , mais nous n'avons pas réussi jusou'd mainte=-
nant -4  caractériser la classe Lip 1 , bien aue cette
classe soit,'peut-étre, ﬁ#‘plus importante des classes de
Lipschitz, puisqu'elle coincide avec la classe des fonc=-
tions continues ayant presgue partout une dérivée bornée.
Mais justement cette propfieté ouvre la voie d'ailleurs
tout é faitrdifférente de celle oue nous avons suivie-pour
résoudre ce probldme.

Nous avons besoin, d'abord d'un lemme simple concernant

les séries numérloues générales.

10.6. Désignons par Gh (resp. GZG) la n-idme moyen-

pe arithmétique de la série ZE;-—- ;! qu.

n=1 1

élun). . Si ]0’:\ & C 4 .alors G‘n converge

yers une valeur finie s et on a

‘s '(th~$ 3c .
n

Pour le démontrer, remarquons qu'en désignant par s

la V-itme somme partielle de la série ji u, , ona
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N ILESOE D

En effet
N V-1
To- Ty.q ..kzl(l - \)k+ 1)% -k%(l - %)% -
‘ \>-‘l . .
- Z}l( g Q)il) kk T - "5?‘1')'\7\)
| V-1 . o
:\')'(-\')'%:'f)'kZ:l k+\)(§>:1) 20(0:1) y

Soient w,n, (m>n) , des entiers positifs quelcon-

gues., On obtient par une transformation ab&liennes

o, - T, )= \Z‘To'q'o-l\—lz \

N=n+l Jz n+1\)(\)+ 1)

m-1
1 1 y ‘

- +
\):n-\-]_(\)(\) + 1) (V+ 1)VY 2) I

ok

\Zsk\ \Z “i oyl | lof \W,Z*ls

mzm + 1) n(n +l) <2 o1V + 2) m n
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m=1

<cC. 1 L. L c L&
J=n+1 AV + 2)+m+n $ n 7‘-m

Comme m > n, le dernier membre tend vers zéro , si
m—>co; la différence |G, -q; | devient donc arbitrai-
rement petite; c'est-d-dire que les O‘n tendent vers une

linite s et on a

— C
\S "o—n\ —m}—il& lg-m -O-n‘$% . CQQ.F.DJ

Maintenant, nous pouvons démontrer le théordme, dfi A
hAlexits (1941) et Zamansky (1949), suivant lequel la clas=-

se ILip 1 est caractérisée ¥ 1'aide d'approximations par

polynBmes trigonométriques:

10.7. Bour gue. f &€ Lipex , il faut et i1 suffit que
’d:'n(x) , étant la n-idme moyenne de Fejér de_la sé-
rie conjugude et T(x) la fonction con juguée de
f(x) , on ait

max }:‘:"(x) - Ot(x) < &,
<T<x T n ‘\ o

NECESSITE. Si. f e LipMcx s la dérivée f£'(x) existe

presque partout et |f'(x)| < M . La série de Fourier de
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£(x) formellement dérivée est donc la série de Fourier de
£r1(x):

f'(x)NZ n(bn cos nx - a, sen nx) .
n=1
Les sommes de Fejér ne dépassent pas en valeur absolue
la valeur absolue de la fonction auquelle elles appartien=-

nent (6.3), c'est-a-dire que

\Z (1 - —)k(b coskx - a sin kx) .

Nous n'avons qu'd appliquer le lemme 10.6 avec

uy =k (bk coskx - a  sin kx) , pour obtenir

\F(x) T (x)) & 3

pour tout X.

SUFFISANCE. Désignons par G'n(F,x) la n-idme somme de
Fejér de la série de Fourier de la fonetion F(x). Comme
Ozn(x) converge uniformément vers ‘i“.(x) s On a
a:n('X) =Q‘n(?,x) . En posant donc 'f"(x) ::En(x) 4 gn(x),

on peut écrire

T E0 - o ={TG G0 - T} +{Tae0 - g0} -
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Or, d'aprds 1l'hyppothése, on a

Y Py C
|0 (£,x) = £0| & &

et lgn(x)\ £ %- pour tout x, donc
]B'n(gn,X)l Ssuplgn(x)\$ % s cl'est-3-dire que

16 (e 53 - g (0] < 2=

I1 en résulte

1€ (@ 0 -F 0l < T (% - £+ | T (e %) - g (0|€
¢ £ -
n

~N

Posons, pour abréger, Bn(x):z bn cos nx - a_ sen nX .

Alors

5'/ (x)=
n

L

or, G’(ﬁz,x) est la moyenne arithmétique de cette
n

somme d'olu
G’((Y 9X)= ZZ.(l - ———')(l - n+1) B (x),

k=1 nt+l
et ! .
(Tnﬁx) -Q—H(Gn"X)-n—\—l, éi (1 -29) Kk B, (x).
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On en obtient immédiatement 1*évaluation

|02 0| =] ;l(l - o< B <6

Nous disons que G'I'l(x) est la n-idme somme de Fejér

d'une série de Fourier. En effetv, on a pour tout n:

+bk )

361(2 S [U"(x)] dx =

I1 en résulte, si on passe & la limite pour n—>00 3

2, 2 2 2
;lk (ak + bk) < 36K .

Les ak ot b sont done, en vertu du théordme de
R;i..esz-Fiscber, les coefficients de Fourier d'une fonction
"i"];?,'-intégrable”f 0:'(1:) est‘donc une somme de Fejér. Or,
:nbus;démontreronsnau § suivant (11.2) que les sommes de
Fejér convergent presque partout vers la fonc.tibn‘ a4 laquel-
le elles appartiennent en tant que moyennes de Fe;jér. Par
conséquent ('(x)—>f'(x) presque partout et £ (x)) < 36K
presque"parto?at. La fonction f(x) dont f£'(x) est la &-
rivée appartient donc & la classe ‘Lip,l. Cette fonctionr

est détermimée-par les,sdmmes de Fejér-de sa série de Fou-
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rier et celles-ci sont les intégrales de Ug(x) y C'est-a-
dire, les G;(x) . Les fonctions f£(x) et Zf(x) sont donc

conjuguées et notre théordme est entidrement démontré.

REMARQUES. Les théoremes que nous avons démontrés dans
ce § appartiennent & une théorie étendue que S. Bernstein
et son école appellent "théorie constructive des fonctions".
Une bonne introduction 3 cette théorie se trouve dans le
livre: J, P. Natanson, Konstruktive Funktionentheorie (Ber=-
1in, 1955). Le but de cette théorie est de répondre 2 deux
gquestions. 12)Quelle est la meilleure approximation des fonc-
tions d'une classe donnée au moyen de polynSmes algébrique
ou trigonométriques de degré (resp. dtordre) n?
22) Etant donnés pour n=1,2, ... les ordres de grandeur
de 1'approximation d'une fonction f(x) par des polyndmesde
dégré (i;ﬁp; d'ordre) n, quelles sont les propriétés struc-
turales de f(x) que garantit ce degré g'approximation?
La littérature sur ce sujet est trds étendue ; elle se re-

3
monte & la fin du XIX sidcle et débute por les oeuvres de

Tchébychev.,

Exercices, 1. Weierstrass a construit le premier exem-
ple d'une fonction continue f(x) dépourvue de dérivée en

tout point x. C'était la fonction



(0 0)

f(x)= Z a® cosb™x

n=1

oW 0<a<l et ab>1 . Montrez que f € Lip >« pour
tout % < 1, mais que fy?./.Lip 1. (Appliquez les théordmes
10.3 et 10.7).

2. On appelle module de continuité de'f(.x.) la grandeur

w(f,§) = sup |f(x+ h) - £(x)| .
ihi<&

Généralisez le premiere &noncé de 10.1 comme suit:
si u)'(f,&)/au-.—-»O monotonément, lorsque 8—,-»0, ot 0<

<§<1 , alors

max ‘f(x) - Q‘n(x)\ < Ce. w(%)

o A

1 T
. n 2
(Partagesz 1'1ntégraleg en deux partieszg +'S . Montrez
/0 1
n

5

l - .
que SO$ C]_w(F) et queg chn l%(%-) dt $C3u$(hl))
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3. Soit T, (x) un polyndme trigonométricue dfordre n
et o = max |f(x) = Tn(x)‘ . Montrez que 1l'approximation
de f(x) par les sommes partielles s,(x) da sa série
de Fourier ne dépasse pas l'ordre de grandeur th log n
(Lebesgue, 1909) .

(On voit gisément que f£(x) - sn(x):= f(x) - Tn(x)-+

-}—sn('l'n - f,x) ol Sn(Th - £,x) est la n-idme somme par-
tielle de la série de Fourier de la fonction T (x) - £(x) .

Par conséquent
' T

1f - sn\épni- -Tlt-g_m\Tn(t) - £(t)] \Dn(t)\dt. .

Le résultat de Lebesgue s'ensuit en appliquant 1'éva-

luation L,< C logn des constantes de Lebesgue; v.89) .

%, Démontrez le critdre de convergence de Dini-Lipschitz:

si <»(f,8).16g %50 , lorsaue 80 , alors la série de

§

Fourier de f(x) converge uniformément vers f£f(x) (C'est

" un corollaire immédiat des exercices 2 et 3) .

5, Donnez un exemple dtune fonction f € Lipo telle
que

\tG) - 6 (x| » c. B2

n

L'énoncé de 10.1 ne se laisse donc pas améliorer.
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(Prenez la fonetion f(-T) = f(r) =0, £(0)=TC et
f(x) iinéaire en ( -1, 0) et (O,) , Ona f(x)~

[o'e)
TC 4 cos (2n - 1) x

m—+—

2 W n=1 (2n - 1)°

. Montrez qutau point x =0

ona |£(0) -T (0] L2%EE ok cvo ) .
n .

6. Montrez que la "“faculté d'approximation" des moyen-

~ nes de Fejér n'est pas trés forte, puisgue si

i n\f(x) -Wn(x)\—ao uniformément, alors

f(x)= const.(lflle, 1942) ,

(On voit que, pour 1<k<n , ona
. »

T
n:& lg-u:[f()t) - (Yn(x)]cos k xdx _—_-kak . .

Si n—> o , le premier membre, en vertu de 1'hypothdse,
tend vers zéro, d'ol ap= 0 pour k =l,* 2y eee § Une re=-

lation analogue est valable pour les bk) .
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11. SOMMABILITE DES SERIES DE FOURIFR DES FONCTIONS
DISCONTINUES.

Nous nous sommes -occupés jusqu'd présent des probldmes
concernant les séries de Fourier des fonctions continues
ou ayant au plus des sautse.
| Or, une fonction L-intégrable peut ne pas avoir des
‘points de continuité ni des points ol f(x + 0) et f£(x - 0)
existent, I1 serait important de savoir quels sont les points
oh est assurée, sinon la convergence, au moins la sommabi -
1ité de la série de Fourier d'une fonction L-ihtégrable.
C'est Lebesgue (1905) qui a résolu ce problédme.,
Nous dirons que X est un poipt de Lebesgue de la fonc-
tion L-intégrable f£(x) , si
h
lim %S lf(x + t) - £(x)|at =0 .
h—>0 0 '
I1 est évident que les points de continuité sont des

points de Lebesgue. Plus encore, on démontre que:

11.1. S8i f(x) est L-intégraéﬁe en (a,b) , les points

de (a,b) sont des points de Lebesgue a4 un ensemble

de mesure nulle prés.

Désignons par T 4 T

1 5y eeee les points rationnels de
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”"-'\’(a,b) ordonnés en une suite, Soit E, l'ensemble des

x €(a, b) pour lesquels le relation
h
lim %S\f(x +t) -7 |dt = £(x) -r
h-—0 0 n n

est en défaut., L'ensemble En est de mesure nulle, puis-

- qu' en posant

x
F(x) = S |£(t) - » lat
a .

on a
h x+h
lim %Slf(x + t) -rnldt = 1im & | £(t) =T ‘dt -

— 1im EX +h) - F(X) —pi (%)
h—0 “h ‘

et on sait qu'd un ensemble de mesure nulle prés F'(x) =

00
= .‘f(x) -r \ . L'ensemble E=\JE_  est donc aussi un
n n=1 B

ensemble de mesure nulle. Nous allons montrer que tous les
points x € (a, b) - E sont des points de Lebesgue de
3 .
f(x) . En effet, soit x € (a, b) - E et soit € >0.
_ - €
Choisissons r = de sorte que ‘rn - ‘f(x)«\<_ >
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Alors, en tenant compte de ce que x ¢ E , on obtient

pour |h| assez petit:

h
‘ %;S[f(x-+ t) - f(x)]dt <
0

h h
< S]f(x+- 0 -rlaetd § - roofae <
0 | 0 ‘
e €. .
<§.+.2.__e_ 3

x € (a, b) = E est donc un point de Lebesgue.

On en déduit aisément le théordme suivant (Lebesgue,

1905) 5

11.2. 8i f € L, les sommes de Fejér 0,(x) tendent

en tout point de ILebesgue, donc presgue partout
vers f(x) .
Posons pour abréger %g(t)== f(x +-2t)-+ f(x - 2t) -
-~ 2f(x) , et partageons 1t'intégrale figurant dans la re=-
lation : “72 |
| 1< L
URESIEEPI FS 9 1©_(t)] Kp(t)at

en trois parties:
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1/n+l

LN

oh la valeur de 8 sera fixé immédiatement. Remarquons

" que x &tant un point de Lebesgue, on a, pour tout € > O,

h h
4 Var o 1
-Egc}?x(t)ldt Iy go\f(x + 2#) - £(x)}at +

h
b iflee - 20 - tolat <€
h~o

pourvu que Ihl soit assez petite. Nous choisissons §>0
de sorte que cette évaluation soit valéble pour \h!SS
On voit immédiatement, x étant un point de Le-

besgue et < & s ‘que

A
n+l +

' n+ 1 €
= Sol‘Px(t)‘Kn<t)dt$ SOI&P (jat< = .

En ce qul concerne la deuxidme intégrale on obtient, en
intégrant par parties et en désignant par §x(t) 1'inté-
t)s
grale de (Px( )
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g
@ (1)
-é—'gl ‘ﬁ(t)\Kn(t)dt $x }!_ wg € - \dt =
D+l | nl v
8 )
- 1 @x(t)] + 1 S x(t)dt <
2(n+ 1| 2 12 n+1 1 t
n+ I I
¢ .7 \
1 € dt
<2(n+;1)['€]1+n+1 1§§(°€
xay T+l

v

ol C est une constante indépendante de n. Quant 3} 1la

troisid®me, on a

wmﬂ

or—" *MIH

1 c
Wx(t»)| 4t $ S'g(t)‘dt < —foce

Y
14 1)s in28>

pour n assez grand. En résumé, nous avons

l .
l0,(x) - f|< €(z+c+D) ,
et notre théordme est démontré.
REMARQUE. Pour la littérature et de différentes géné-

ralisations consultez TS.I. chapitre III. Le probl2me

de la convergence des sommes a;(x) y est aussi traité.
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On voit avec beaucoup de difficulté que &"n(x)-”?(x) pres-
que partout, méme si la série conjuguée n'est pas une sé-
rie de Fourier. Lorsqu'elle l'est, cet énoncé découle de

11.2)

Exercices. 1. Montrez que, pour f € L, les sommes
partielles sn(x) ont cette propriété:

sp(x)

— A’

log n

presque partout.

sp(x) - £(x) .
(Il suffit de montrer que v——3>0 en tout point

log n

de Lebesgue. La démonstration stensuit, en l'appliquant 3
- 1'intégrale
R

2
S‘Wx(t)\ \Dn(t)l at
0

f_r_lfx) - £(x) '<

log n T log n

le m8me procédé que celui de 11.2 , avec la seule dif-
férence qu'on'doit tenir compte de la grandeur Lné C.log n

des constanfes de Lebesgue.) :

2. Soit Zun une série quelcongue dont sn(resp.ﬁ'n)

sont les sommes partielles (resp. les moyennes arithméti-
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ques). Montrez qﬁe si G}f—?s et Sn/ﬂ‘*‘°’ ou les
1/\. forment une suite convexe tendant vers zéro, la sé-

n
rie z;ﬁ est convergente.
n

n

X u
8i 8. désigne les sommes partielles de ZE'XE ’
. : n
on obtient par deux transformations abéliennes successi-

ves.

n=2
8, = £ (k+ 1O A (}\k)+ n@ . A()\h)f oo

Le résultat découle des hypothdses et de la convexité
de 1/A,) .

3. Démontrez le théordme suivant de Hardy (1913):

si a ,-bn sont les coefficients de Fourier d'une fonc=
n

tion f€ L, la série

o .
Z:, a, cos nx +-bn sin nx
n=1 log n

converge presque partout.
(On appligue les résultats des exercices 1 et 2 en.
'fenant compte de ce que les nombres 1/log n forment une

‘guite convexe tendant vers zéro).
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4, Démontrez qu'une série de Fourier est presque par-
tout convergente, si Z(an2 -; bn2)log2n &L 00 .

(Dtaprds le théoréme de Riesz-Fischer, les a_ log n
et bn log n sont des coefficients de Fourier. On n'a
qu'd appliquer le théor2me de 1'exercice précédent. On ve-
rra plus tard cue dans ce cas le facteur loé2 n peut &tre
remplacé par log n; mais la démonstration en est beaucoup

plus difficile.)

5. Nous disons que z:un est une gérie lacunaire

si, Wooa Ry oees y U, .. ©étant les termes non-
1 ns Dy
T4l |
Dy

nuls, on a 2a>1 . (Les termes O n'ont aucune

importance quant & la convergence, mais ils jouent un rbd-
le important si on forme les moyennes arithmétiques U;).
~Montféz gue si la série Zun' est lacunaire et a‘nﬁs,
alors Zluh, est convergente. 00

(On peut supposer s =0, en prenant au lieu de Z w,
' n=0

la série ayant les mémes termes sauf le premier qui est
remplacé par uo - s o Alors \0?1\<l€ 'pour n assez
grand. Comme s, + s;+ ...+ s =(n+ 1)T et, étant
donné la lacunarité, s_ =

S = eeese =8 '
B nytl A1 -1
‘on voit que



95

snkﬂ-lﬂ.‘p. . ¢+Snk+1_l ‘ -

= \nkﬂ(r -1 nkwnk - 1|< nk+1e+nk4e .

Ops1
n
Or, 1l'hypothdse —-1-{—+-l'-)q > 1 entraine
n
: k

krl T P <TI0 Rk T
‘d'on
2

Par conséauent 0,—>0 dimplique snk—ﬁ>0 $ comme

s = 8 y bour n, < n <n.., , on obtient enfin

6. tiD?émontrez que si Z_(an2 + bna) <o , la série

trigonométrirue lacunaire > (ajcos nyx + b, sin n,x)-con=
verge presque partout.

(Appliguez les théordmes de Riesz-Fisher et 11.2, puis
le résultat de l'exercice précédent.)
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12. REMARQUES GENERALES SUR LA CONVERGHNCE DES SERIES
D¥, FOURTFR. INTEGRALES SINGULIERES.

Les propriétés de comvergence des séries de Fourier que
nous avons envisagées jusqu'd présent sont fondées sur la
possibilité de présenter les sommes partielles sn(x) (resp.

les moygnnes de Fejér 0;(x)) sous forme d'une intégrale

i
I, (f,%) =S £(E)N,(t,x)dt .
-

Les propriétés de convergence ou divergence dépendaient
du comportement du noyau Nn(t,x) . Il est évident qutune
intégrale de la forme In(x) ne peut pas tendre vers la
valeur f(x) m@me pour les fonctions les plus simples, si
la valeur de 1l'intégrale dépend aussi des valeurs f£(t)
prises en des points éloignés du point fixe x .

En effet , prenons les deux fonctions f((t)=1 , g(t)=

=1 en (x-8 ,x+8), ot §>0 est un nombre arbi-
trairement petit, et g(t)= 0 ailleurs. Au point x ,
on désire d'avoir I (f , x) - In(g , X)—»0 parce que

In(f,x)——>f(x):: 1 et In(g,x)—4>g(x)== 1 . Mais

X-?S 1
L(f,x) - I,(8,x)= (S + S ) N,(£)dt
-1 X+8
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La vropriété exigée ne peut donc subsister que si

x+8 ) T

(11) S Ny(t,x)dt —»1 et -(S t S IN_(t,x)dt—>0 .
X=§ -T xt§ o

Il est aussi convenable d'exiger que les noyaux Np(t,x)

soient bornés pour des points t éloignés de x , c'est-

«3-dire quton ait
(12) |n (00 ¢ N8 si fe - x[28

ot N(&) est un nombre positif ne dépendant que de 5 > 0.
les intégrales doudes de ces propriétés s'appellent inté-
grales singulidres. La théorie des intégrales singuliéres,
initiée en 1909 par Lebesgue, est assez compliquée. Nous

ne désirons pas la développer, mais nous nous contentons

de relever sans démonstration quelaques théoré&mes bien im-
portants pour la théorie de la convergence des séries de
Fourier et dtautres développements ortogonaux. Une présen-
tation détaillée se trouve dans CP. p. 251-285.

On peut d'abord -démontrer que les fonctions de Lebesgue

T

Ln‘(x) = S—Tlth( t,x)l at

oul correspondent aux constantes de Lebesgue Ln dans le
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cas des séries de Fourier, jouent un rdle décisif dans la
représentation des fonctions continues. On peut démontrer

notamment le théor&me suivant (Lebesgue, 1909):

12.1. Pour gue les intégrales singuliedres In(x) ten-

dent pour toute fonction f(t) continue au voi-

sinage du point t=1x , vers la valeur f(x) ,

il faut et 4l suffit que les fonctions de Lebes~-
gue L (x)- soient bornées en leur ensemble au

point x , g¢'est-3-dire ou'il existe une cons-

tante K telle gue

L(x) &K , pour n= 1,2, ...

- v

Soit f(t) continue dans 1'intervalle (a,b)<
C (-W,T) . Pour gue In(x) tende vers f(x)

uniformément dans tout intervalle (a+& , b -8)

avee 8§>0 , il faut et il suffit gue les con-
ditions (11) et (12) et la condition Ln(x)s

£ X soient uniformément satisfaites dans 1'in-

Caw - - e

tervalle (a,b) .

La dé;nons'trétion de la nécessité est assez longue, en
voici ltesquisse. Si 1lim sup Ln(x) = 00 , On pose fn(t)z
=sign Nh(t,x) , ctest-d-dire f ()= Nn(_t,x) pour
No(t,x) > 0 et £, (t) = -N, (t,x) pour Np(t)< O .
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Alors, on obtient In(fn,x):z Lh(X) , donc lim sup.
In(fn,x) = © . On neut démontrer qu'il existe une fonc-
tion bornde f£*(t) telle que In(f*,x) ne converge pas
vers £ (x), d'ol on déduit aisément qu'il existe une fonc-
tion continue f(t) pour lagquelle In(f,x) diverge.

La démonstration de la suffisance est plus simple. On
voit d'ahord oue la singularité des intégrales I (f,x)

entraine

x=8 T
(S ~'*S_ )?(t)l\!n(t,x)dt-»o ,
- x+8
ouel que soit 8 >0 . On prendra donc 8§ de sorte que
lece) - £l <€ pour x =8¢ t< x+8 .

T1 en résulte pour la partie principale de In(f,x):

x+8
I (£,%) - £ G-Sx-slNﬁ(t,x)\dt +e < € (K1)
c'est-3-dire: In(f,X)—ﬂ>f(X) .

Comme le choix :Nn(t,x):= Dn(t,x) ne satisfait pes,
mais Nn(t,x)'z:Kn(t,x) satisfait aux conditions nécessai-
res et suffisantes du théoréme 12.1, il est compréhensi-
ble qu'il existe des fonctions continues dont les séries

de Fourier ne convergent pas, mais leurs moyennes de Fejér

convergent méme uniformément.
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La condition L (x)< K est encore plus importante
qu'on ne croirait. Nous démontrerons notamment au § sui-
vants que si 'In(f,x) est la n-idme somme partielle du
développement

(v}

f(x)~ zocn@n(x)
d'une fonection f € L2 suivant un systdme orthonormal
{Q(x)} , la condition L (x)& K presque partout impli-
aue la convergence presque partout de In(f,x) . Or, on
ne sait rien sur l'ensemble de mesure nulle ol les In(f,x)
ne convergent pas. On ne peut pas affirmer , ». €X., que
In(f,x) converge en tout point de Lebesgue, si Ln(x):é K.Z
Quelle est donc la condition nécessaire et suffisante pour
que les intégrales singulidres In(f,x) convergent en tout
point de ILebesgue vers f(x)? .

La réponse 3 cette question a été donnée par Faddeev
(1936). Nous disons ocue én(t,x) est une majorante gibbeuse
de N, (t,x) s1 §n(t,x) crolt dans l'intervalle (-T,x) ,
déerolt dans 1'intervalle (x,k) et \Nn(t,x)\$= &%(t,x) .

Le théordme de Faddeev est le suivant:

PR oot = ]

12,2. Pour-gue l'on ait, en tout point de Lebesgue,
| I (£,%x)—>f(x) , il faut et 1l suffit oue les

I,(f,x) soient des intéerales singulidres et




101.

les noyaux Nn(t,x) aient des "majorantes

gibbeuses" @n(t,x) telles que

‘L .
S  (t,x)at < ¥
T

pour tout n .

On voit que cette condition est plus forte que
Ln(x) € K , parce ou'on demande que mdme les intégrales
des "majorantes: gibbeuses" des Nn(t,x) convenablement choi-
sies soient bornées en leur ensemble. Comme nous savons dé-
j& que les sommes de Fejér convergent en tout point de lLe-
besgue, les noyaux de Fejér doivent satisfaire & la condi-
tion de Faddeev. Peut-on déterminer explicitement les "ma~
jorantes gibbeuses" correspondantes aux noyaux de Fejér?

-Facilement, puisque nous avons vu cue

0 Kftyx) £ (n+ 1) pour x -

5l

StSX‘\'%’

Cy
0 < Kn(t,x) S T Y pour t% (x = X+ E )

ou Cl R C2 ... dé&signent des constantes indépendantes de

n . Nous affirmons que la fonction



102,

est la majorante cherchée de K (t,x) . Elle est, en effet,
croisante pour t < x et décroissante pour t > x $ -
§n(t,x) est donc "gibbeuse" ., .

Nous allons voir qu'elle est une majorante de Kn(t,x) .

En effet, si |t - x| < n~t , On a

@ an

pourvua que C soilt assez grand.,

2
si T2lt-x{> ol , ona

Co C;

>
n(t - x)° ” (n 4+ 1)(t - x)2 > En(tx)

§n(t,x) >

pourvu que 02 soit assez grand. én(b’X) est donc une
"ma jorante gibbeuse" de Kn(t,x) « Quant & son intégra=-

le , on voit que

K -t x-3

T x-2 n i+-,1;-
2 o) il g e
(t,x)dt < Cx( t + & .

§n(t,x') satisfait donc 3 toutes les conditions de 10.2.
La démonstration du théordme de Faddeev est longue et

labourieuse. Nous ne voulons m@me pas l'esquisser, mais
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renvoyons de nouveau 3 (CP. p. 271-279,



13. CONVERGRNAW DRSS DRVAELOPPEMENTS ORTHOGONAUX GHNK-
RAUX.

Nous chercherons maintenant des conditions de converzen=-
ce presque nartout pour les dévelopnpements orthogonaux gé-

néraux

(0 0]
(13) f(x)~ Zocn“’n(x) s
n=

ol {%;(x)} désigne un systdme orthonormal quelcongue dé-

fini dans un intervalle fini (a,b) et les
' b

c, =gaf(X) .‘Pn(x)dx

sont les coefficients du développement de la fonction £(x)
(On les appelle aussi coefficients de Fourier en sens gé-
néral).,

Remarquons d'abord que le probldme de convergence, dans
le cas générél, n'est raisonnable qu'en supposant f € L2,
puisque leé intégrales définissant les coefficients C,
n'existent‘pas nécessairement si fg(x) n'est pas inté-
grable. Une autre remarque antérieure est qu'il n'est plus
raisonnable de parler de la convergence en un boint Xq
rixé, parce que 1'orthonormalité du systdme {%%(x)} res-
te conservée,méme si on change les valeurs des <Pn(x) seu-

lement au point X de sorte que la convergence en X,
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soit détru;te par ce changement (on pose p. ex. &Pgn(xo)::
=+ et ?2n+l(x°) = -00 ) . Le seul probldme raisonna
ble est: quelles conditions sont suffisantes pour la con=-
vergence presque partout du développement (13) ?. Nous
entendons naturellement par "presque partout": partout

en (a,b), & un ensemble de mesure nulle prés.

.Démontrons tout dt'abord le théordme suivant:

13.1. Soit {Xn} une suite non-décroissante de_ nom-

bres positifs tels gue les fonctions de Lebes-
gue du systdme {(Pn(x)} satisfassent 3 la con-

.

dition,
b
L (x) = sa éo‘Pk(t)‘pk(x)ldt L0 N

n

Alors, en désignant par sp(x)= Z.ck‘Pk(x)
k=0

les sommes_partielles du développement (13)

de la fonction f & L2 , On 2

[s(x)| < c(x) .\/;\— ,

n
ot ©€(x) est une fonction presaue partout fi-

nis.

Introduisons au lieu de n, 1t'indice variable n(x)

défini comme suit: n(x) est le plus petit IndiceV tel que
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‘s\_;(X)‘ ¢ max]ﬂsg(x) | s%(X) sn(x)

SR -~ . ’ , L X N J ’ [ ]
I'indice n(x) est évidemment une fonction mesurable

€ n qui ne prend aue les valeurs entidres Oy 1, ¢ee 4y n

Sn(x) (%)

I1 suit de.la définition que la suite
' }\n(x)

} croit
Sp(x) sn(x‘) (x)

\{3:; \. V)‘n(x)

applidation de 1'inégalité de Schwarz:
: ~ n(x)

avec n et que . On obtient par

nx) Tlax|= g Sf(t). k=0 at ax |<
a \{An(x) a“a VAn(x)
n(x) .
b b bZ Pelt)(x) 12 13
< { S fz(t)dtg gk'o —— dxl dt} .
a atla \’E(x) _

n
Posons pour abréger D (t,x)= Z‘P(t). ‘f’ (x) , puis-
: n k=0 k k

que ces fonctions jouent le rdle du noyau de Dirichlet.
Comme f €& 12 s on peut donc éerire
b b b 5
- 8p(x) (%) < Dn(x){ts%) ¥
e — = Cq dx| dt
a a\P\n(x)

a vxn(x)

dx
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Le carré d'une intégrale peut s'écrire sous forme d'u-
ne intégrale double (comme, p. ex., dans le cas classique

traité par Laplaces
h 2 2 e 2 2
¢ Xdx| = ] e X eV dax dy ).
ﬂm (3

-On obtient alors

b 5 b b
[S Dn(x)(taX)dx:l _ S S Do) 60y (Bay)
a '\P‘n(x)- ava  \ Ap(x)Ma(y)

clest-3~dire que

b b ~b ~b 3
< Cy X g g Dn(x)(t’x)Dn(y)(t’y)dt dx dy

[
% YMn(x) aava \ gy Magy) ‘

En tenant compte de 1l'orthonormalité, on obtient

b
gaDn(x)(t,x)Dn(y)(t,y)dt:= Dn(x’y)(x,y) v

od n(x,y) désigne le plus petit des entiers n(x) et
n(y) .

"Il stensuit aque
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b r b b 3
S de \< Cc g Dn(x’y)(x,y)dx dy o
S I R LT eyt e iy

Soit A 1l'ensemble od n(x,y) = n(x) et B son com-

plémentaire. Alors {Rng étant croissante, on a \])‘n(x)xn(y)s

ur A et £ R ! i
skdy) S et An(x) sur B. Il s'ensuit done que

bbb xv) b b ( ) b b )\
D D D
a‘a Rn(x) a‘a 7\n(y)

“a"a\Ra(x)Aaly)
Mais, dtaprds 1'hypoth2se, on a
b b

Sa an(X)(x,y) dy SKn('?‘t) et S-a!])n(y)(x’y)}dx S 7\1:1(5’) ?

par conséouent

b | b b i .
X Snex) (%) <c {S a +g ayb = ¢ \/2(b ‘a)
eememmam—C X | S X y — * - a °
a \F{n(x) 11, a 1

is (x)
La suite { nix) étant croissante et les intégra-
Na(x) |

les de ses termes bornded en leur ensemble, le théordme

~connu de B. Levi assure 1'intégrabilité de la fonection
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Sn(x) (x)

8q7(x) = 1lim
1 n—-»m qin(x)

S;(x) est donc presque partout fini. En répétant cette

démonstration appliquée 3 la suite %‘Q&Q s on obtient, ‘
n(x)

étant donné que -sn(x)(x) est la n(x)-id®me somme par-
tielle de ~f(x) , que la fonction

est aussi presque partout finie. En posant C(x)=
= max {\Sl(x)\,\sz(x)l} , nous obtenons, pour tout n ,

1'évaluation .

!%_X)Ig Efl'%%é;)-‘- £cx)
An n(x)

d'od la vroposition.

Aprds cette longue, mais trds élégante démonstration 4l
au fond 3 Kolmogoroff-Seliverstoff (1926) et Plessner (1926)

on peut énoncer le théordme de convergence suivants

13.2, 8i Ln(x)ékn y la condition

2

n=0
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assure la convergence presque vartout du développement

L .

Pour le démontrer remarquons que, d'aprds un résultat
classique (v. ltexercice 1. & la fin de ce § ) , la con
dition Z cnz)\n<oo entralne l'existence d'une suite

croissante {}Lni de nombres positifs tendant vers infini,

tels ane
(1) )
2
nzlocn An pn<© .

D&signons par Sp(x) la n-idme somme vartielle de la
série orthogonale ch\[gf;"f) (x) .

La condition (14%) assure, en vertu de théordme de
Riesz-Fischer, nue les hypothdses du théoréme 13.1. sont
satisfaites par le dévelopnement Z.cn \})\nr.n €P (x) .

On a done \S (x)l 4 C(x)\[):—n_ pour tout n .

Alors, en designant par s, (x) les sommes partielles

de(13) , on obtient par une transformation abélienne 1'é-

valuation

lsm(x) -sn(X)l=l Z e YA A RN \/7\31;7*—1: ]s

Z \S x)l A(——)+‘_m.(.x.)i+‘__n_s (x) | <

k=n+l W‘ Mx w\m f \lAn+lr‘n+]
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m-1
< 2 |8 )| A + ¢ix) | )
" Kenil \I ‘J/‘m Mn+l

Les deux derniers termes tendent, pour tout m>n, vers
zéro, lorsque n — . Quant au premier, on a, en appli-
quant 1l'inégalité de Schwarz

(23]

b b b \ &
d 32 (x)dx p <
é Sa|sk(x)\ A(Aw )ax < %;.OA( . {ga xga s2(x) }<

o© o 3
b-a {Z } ZA( \} b~a 1_ {Z C%} £ .
V= k=0 kf‘k \ Aofo  \370
I1 s'ensuit donc du théoréme de B, Levl que la série
> |8, (x)lm—l-—)

VA Mk

converge presque partout. On a donc pour tout m>n, n

assez grand, et presque tout x:

|sy(x) - s’n(x)\ <eyLx) + L0 L oe,
qf*m d Mn

La suite des sn(x) eonverge donc presque partout,
C.Q.F.D,
Ce résultat rend un critére bien fort pour la convergen

ce presque partout des séries de Fourier. En effety, si on
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choisit{ 3 cog X 3 si/ri_nx} comme systéme orthonor-
mal {‘Pn(x)} s les fonctions de Lebesgue L,(x) se ré-
duisent au constantes de Lebesgue L, , dont nous savons

déjd que L, < C.logn . Le théordme 10,2 rend donec,

dans ce cas particulier, le résultat suivant:

a
13.3. La série de Fourier -29 + (apcos nx + bpsen nx)
converge n resgue partout, si

Z(anz + bnz).log n<£o .
=] ‘

Rémargues. Pour la 1ittérature et les applications du
théordme 10.2 aux développements en polyndmes orthogonaux
ve CP. p. 172-185 . Nous remarquons que ce théordme est,
en un certain sens, le meilleur posible, comme 1l'a démon-
tré Tandori (1959) . En effet, soit {)\’;} une suite croi=-

e
sante telle que )\*n—-,aa , mais 2D _ .0 .

n
. 2
Tandori a montré que l'on peut construire un systeme or-
thonormal {‘P (x)} et une série orthogonale 2 C ¥, (x)

partout divergente telle oue

I(x) €N et chz)s; Lo
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(mais naturellement 'Z:Cngxh = o) . La démonstration de
ce théordme est longue et difficile (v. CP. p. 227-237 .
I1 ntest pas du tout connu si le théordme 13.3 con-
cernant la convergence presque partout peut 2tre amélio-
ré ou non., Remarquons enfin oue des théorémes semblables
peuvent 8tre démontrés pour la convergence presque partout

des moyennes arithmétioues Gh(x) .

Exercices. 1. Dé&montrez que, si uy >0 et 2u, < o ,

il existe une suite croissante {Xxﬁ de nombres positifs
tels que X\ —-aa% , mMmais Zunxn<oo .
n

Soit sy, e-ZZ wy oh les ) sont choisis de sor-

k"‘7n+;-1

te que 1l'on ait s Y. <n3 pour ‘)n < £ é\)n&-l .

On obtient par une transformation abélienne

onfl Y -1

n+l
EE; u AN S, -f A s
k=d+1 ™ i€ K= +1‘ il nyk ' “Ony1°n,ntl

\.
1 V¢l
< - + = .
= ﬁ3®Qn+l X°n+l) n
Choisissez la suite {X } de sorte que l'on ait A\ <
n; - AFTS

%rh ce qui est possible si {An} eroit assez lentement.

Alors
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o0 [0 3]
2
n =l n=l n2

2. Démontrez gue la série trigonométricue
Z(an cos nx + b, sin nx)
est presque partout convergente, si et seulement si

Z [( A an)2 + (A bn)Z]log n < oo (Salem, 1940)

(Envisageons dtabord Z zsln cos nx . On obtient par

une transformation abélienne

n=-1
sn(x) = Z;l Aaka(x) + anDn(x) =
né-l n-1

= ¥ cotg %EkZal Aaysin kx + é-; Aa cos kX + a D, (x)

Le dernier terme tend vers zéro pour X #O0 et les
deux sommes convergent presque partout, si
2 . .
S« Aan) log n < oo , en vertu de 13.3. Montrez qu'il

en est de mdme de > (bpsin nx ) .

3. Démontrez que si le systdme orthonormal {‘(’n(x)}



115,

est borné: V?n(x)'fé M , ses fonctions de Lebesgue I (x)
satisfont & L (x) < C.n .

(Appliguez 1'inégzalité de Schwarz:

a a

-b b n n 5
Ln(x)$ g dtg [Z“Pk(t)(Pk(x)X dx {(b - a). Z Pk(x)}
k=0 k=0

su\o -+ ).

€
4, DZmontrez que Ln(x) < C.V;.(log n)l+ (e > 0)
presque partout pour tout systime orthonormal {?%(x)} .
Quelles sont les suites croissantes {)\n} avec

An
(log n

-~—>»(

)1+€ !

pour lescuelles reste encore exacte cet-

te proposition?
(Ssoit n(x) 1le plus petit indice V pour lequel

Ly(x) - max Ly(x)

\N(1og v )I*¢  0sksn \k.(10g k)1FE

Alors {Ln(x)(x)} est une suite non-décroissante. On
en obtient, en tenant compte de la croissance de 1la suite

n(x)(logln(x))1+e:
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n(x)
2
b o b éo P ) 3
n(x) x) ‘
PEETRCR e
a\n(x)(log n(x))* aln(x)(log n(x))

b o 2 o)
sCS > B ix=c.0 .

a k=2 y(1op k Y =2 k.(log k )1*€

=2

: i ! i reste
Comme ailleurs, il s'ensuit que {v (1o n)I"é} S

fini presque partout.) .
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1%. IE THEOREME DE MENCHOFF-RADEMACHER.

1a condition du théordéme 13.2 n'est effecace oue si
les fonctions de Lebesgue ne convergent pas trés vite. Or,
malheureusement, on peut construire des exemnles de sys-
tdmes orthonormaux pour lescuels Ln(x) >'JH'1og n. (v.
CP. D. 213-237) . Le thdordme oue nous allons voir, demon-
tré par Rademacher (1922) et Menchoff (1923) , est indé-
pendant.de la croissance des fonctions de Lebesgue. Il est
dtune importance fondamentale dans la théorie des séries
orthogonales générales. Démontrons, d'abord, le lemme sui-
vant:

]
A S W e .. e B

4.1, Solent ag , @3 5 e ?p des nomhres réels

Yo(x) » Y1(x) » == » ¥n(x) un_systdme orthe-

normal fini, I} existe une tonction Sn(x) > 0

-

telle que

m
(1) \ kz:(:)ak\vk(x)\ < Sn(x) R

pour tout m<n &%

(15)

b n
2 2
g Sn(x)dx < .C.(logen)zjak s
a ¥=0
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o C est une constante absolue.

Soit Zap ~k k = m la représentation dyadique de 1'en-
k=0

tier positif m , ctest-d-dire aque Kkz 1 on O snivant
que la puissance oP-k figure ou non dans la représenta-

tion dyadicque de n. Posons \)q = 2%, + 27716 4 ...+
+2p"ql{q et

alors

(16) (Z k‘i’k\X)) (ZS (x)) (p+1)ZS (x) .
k=0 q=0

Posons »D- riatl

r, ,,\_Z Z ay Hx?

)
On a évidemment Sq (x) < q( Xx) . Si on pose done

8§20 = (r 4 1)2%"(3«) ,

on voit cue, Ataprds (16) , 1tindralité (14) aurs lien.

De ping, en tenant comnte de ce que
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b Pp b n n
' , 2 2
S T 2(x)dxé Zg (Zak‘\’k{x)) dx = (p + l)Z:ak .
a r=0“a k=0 k=0
. on obtient, d'aprés (16)
b n
S 5,200 < (0 + D222
a k=0 -

Mais p est la plus grande puissance figurant dans 1la
représentation dyadinue de m et m<n , done 2’< n R
nar conséquent (p + 1)2 < (log n. log 2 + 1)2 £C 1og2n .
Ainsi, 1'évaluation (15) est démontré .

Avrds ce lemme fondamental, la démonstration du théord-

me de Menchoff-Rademacher devient siample.

4,2, Si {(pn(x)} est un systéme orthonormal auel-

congue, la série orthogonale

(17) ™
20

est vresnue partout convergente, nourvu aue

(18) o)

2
C, loz n <00 &
n=]1
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En effet, désisnons nar sn(x) la n~-idme somme partiel=-
le de la série (17) . On voit que (18) entralne la con-

verrence presoue nartout de {.s?m(x)} nuisque

i S:Q?{Z ck“Pk(x)]de Z°2Z

=1 k=21 % S

la série
)2 :‘:
2
AT e
d=1 k?+1kp(x

est done presque partout convergente (théordme de B. levi),

par conséaquent

o0+ 2“*1 , D
1
[szmp(” - (X)] Qz_{m\) [kz—a +1c“‘pk(x)l ’ ‘)Es:z:m—? —°

nresque partout. La suite {s (x)} est donc pp. conver-

gente. Nous devons encore démontrer que, si 2m<; n < o™ 1
la différence sn(x) - s2m(x) tend presque partout vers

zéro, or, en applinuant 3 cette différence le lemme 1k.1.

avec a, =C. o et Y (x)=¢

(x) on obtient une
27tk k 2"k ’
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fonction & n'l(x) > 0 telle que
- 2 ‘

X 1 | sp(x) - szm(x)\s 8 n(X)
2<n<2

et encore que

b

Z g 82m(x)dx CZ log 2’“2

=1"a k=2 -l'l

o 204
S ‘CZ Z cf logzk< o .
m=1 k=20+1
La série Z Szm(x‘) ‘converge donc presque partout, d'ol

Sam(x)—-—»_o presque partout. C.Q.F.D.

Remargue. Malgré les évaluations trds grossidres utili-
‘abes dans la démonstration du lemme fondamental 1.1, 1le
théordme 14.2. ne peut &tre amélioré dans le sens suivant
(Menchoff, 1923): Si w(n) esi une suite croissante de
pombres positifs telg aue ggn -»0 , on peut construjre
une série orthogonale ch‘Pn(x) s Dartout divergente telle
que 2. 6n2 wg(‘x) < o o Mepchoff a démontré en 1940 que
ce résnltat reste valable mme si on suppose les ‘Pn(x) des

polynBmes prthogonaux bornés. Récemment Tandori (1957) a
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démontré qu'on ne peut pas l'améliorer mdme en supposant,
P. €X., que les Cn forment une suite convexe tendant
vers zéro.

Par contre, le théordme suivant est valable:

81 les C, forment une suite positive décroissante,
la condition Zcﬁ log2
fisante pour gue ch Y, (x) gonverge presgue partout
quel gue soit le systdme orthonormal {ﬁon(x)} .

n <00 est nécessaire et suf-

Les démonstrations de ces théordmes trds importants, sont

longues et difficiles (v. CP. p. 87-101) .
Exercices.l. Démontrez que la série de Pourier
00

cos V,(x)

)i (€ >0)

est presque partout convergente, quelque soit la suite c;ois-
sante des indiees \, . |
(Appliquez 14,2 avee @ ()= gosWnx ot C, =
\J‘TC

1

= . )
\,n(log n) e

2. Démontreg gue les sommes partielles son(x) de




123.

ch%(x) convergent presaue partout, si

Sntl
Z-(lof’ n)Z .
n=1
(x) = 8y (x)
(Soit §n(x) = N ‘&n On
\)n+l
ol Z{nzz > 2 sl cette somme est positive, et
| k=0 +1 ¥

¥ =1 , si elle est nulle. Montrez que les §n(X) for-
ment un systime orthonormal et appliquez 4.2 & la série
orthogonale 2. Cnin(x) s, avec

N

‘ nt+l 2
anz E ck ) .
k=Y, +1

3., Démontrez le lemme suivant d{i & Kronecker. Soit s n
la n-idme somme partielle A'une série quelconque Zun .

Si D\n} est positive, croissante et )\n—->co y la con-
vergence de Z w >\ -1 entraine %/)‘ —0 .
n

(soit Rn Z_ Uy e )\ -1 . En appliguant la trans-
k=n

formation abélienne 2
n

8p =~ 8= .K._.)\
n k=m+1 '



on voit gue, € >0 é&tant arbitraire, on a pour n assez

grand .

n
=Mm+2

<en “)\n+1)+ exm+l+e>\n < 3e)\n .

Fixons m et faisons n—>o , alors [Sm\<e7\n R
si n est assez grand. Notre assertion est donc une con-

séquence de |sp| g |s, - Splt)8nl ¢

4. Démontrez le théordme suivant (Rademacher, 1923):

{‘(Jn(x)} 4tant un systéme orthonormal quelconque, on a

n
> @(x
k=0

Vn. g re
\[ (log n)?t

, (€>0) , presaue

partout.

(Applique 14%.2 et le lemme de Kronecker 3 la série
(%)

) [ ]
Z ‘ rn( log n)i=+=e
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15. SOMMATION DES SERIES ORTHOGONALES GENERALES.

Qutest ce qu'on pent dire sur la convergence des moyen-
nes arithmétiques O‘n(‘x) dfune série orthogonale gér}éra-
le?. I1 est intéressant que leur comportement dépende de
la convergence de la suite des sommes partielles Szn(X).

15.1. (Kolmogoroff, 1924). 8i . cn2< o et les

G';l(x) convergent presgue partout, la suite s.n(x) .
Vn+1 '

converge presaue partout pour 2q9>1 .

En tenant compte de ce que, pour toute série 2 W,

1
s, -0, = Zku
n TN T 01 ka1 k]

® b o0

‘ 2 N
Z ga[s ‘)n(X) - G—Qn(x)] dx = Z ! f kzckzg

n=1 n=1(Y, +1)° k=1

= 1
Q" K 33
k=1 Va2 k My

Soit \)p le plus petit \)n>- k . Alors, v, > CAVIDS
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Il stensult que

w b : 2
él ga[s\)n(X) ) (r"n(X)] F<®

' 2
d!' ol Z [son(x) - G'\,n(x)l converge presque partout,
donc son(x) -Oj,n(x)——»o presque partout.

Comme {G’n(x)} converge pp., i1 en résulte que

{son(x)} converge ‘- pp. C.Q.F.D,

Les sommes partielles sgn(X)' satisfont évidemment 3
la condition précédente. Il est intéressant que la conver-
gence pp. de cette suite entraine, inversement, la somma-

bilité pp. de la série orthogonale Z_tn(Pn(x) s Dpour-

vu que' ) c,m2 < ® .

15.2 (Kaczmarz, 1927). 81 J €,° < o , la condition:

ﬁééeésairé et suffisante pour la_ convergence des moyen-
pes drdthmétigues O'n(x\ de la_série orthogonale

ch‘f’n(x) est gue’ {szn(x)} converge presoue partut.
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La nécessité découle du théordme précédent. Quant A 1la

suffisance, nous avons vu dans la démonstration de 15.1.
que [s n(Jt) - d’n(x%«o . presque partout. Nous n'avons

donc A démontrer que [0" (x) = 0" (x)]-—-—»O s Dpour

+
2P ¢ m < 2" 1 e S1 nous nous souvenons de ce que

0‘;)0" Zku

V-17 o(o+1) k=1

pour toute série > u, » nous obtenons, pour tout m com-

pris entre 2@ et 2°*1 , 1t'évaluation
n+1

‘ 2 1412
[ﬁ'm(x) - O'Zn(x)] < [\) 2%.{[_\0‘ (x) 0:)-1(")\ \K)-} <
n+l n.\-l 2!11'1
Z [Ttz - 0-1(")] Z %’)—< Z— szck?kﬁ .
\) 2% 1 )=20¢1 V=2 +1
Il s'ensuit que
N
1 2 2
Z S [cr () - ¢ (x)] n=1 ) %lk o =

00 00 ®©
=Zx"’sc§Z—L$°Z°k2<a°'
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2
La série Z iﬁfm(x) - O”Qn(x)] converge donc presque

partout, d'ol [G‘m(x) - ‘ng(x)]———-o presque partout quel
que soit l'indice m compris entre 2% et 2n+1 sy Co

Qo Fo Do

Il est aisé maintenant de démontrer le théordme analogue
4 14,2 pour la sommation (Menchoff, 1927 et Kaczmarz,

1927).

15.3. Les moyennes arithmétigues (0 (x) de la série
orthogonale 'Zc-n@n(x) convergent presque bpartout,

si
i
2 2
€ (log logn) < o .
(19) n=2 °

En effet, cette condition entralne

2 2
Z 1‘78*211»2; el éz Zi ci (log logh) < ® ,

d'od 1'on tire que la suite {s2n(x)} est presque partout
convergente(cf. exercice 2 du § 14. ) et ce fait équi-
vaut, d'aprds 15.2, & notre proposition.

Un autre critdre de sommabilité est d'un caractdre tout

3 fait différent. On peut, notamment, démontrer le théord-
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me suivant (Alexits, 1956):

~15.4 Soit {qn} une suite décroissante de nombres po-
sitifs tels que

q
(20) z—n—<oo .
n=1\n

Si les coefficients ch de la série orthogonale

ch?n(x) ' satisfont 3 la conditio legl €9
alors ,(]"n(x) converge presque partout.

En appliquant 1'inégalité de.Schwarz, on obtient

2|

b

als2n+1(x) = s,n(x)|dx <

(4] b
12 %
g\lb - a ‘nz:_l{ga[sznﬂ(x) - S,n (x)] dx& <

o 2n+1

) %
’i b = a { . } [
<\ 251 oyl ks

: R , 2 2
or, {qn} étant décroissantej-on-a q " ¢ Qn Bour

k
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tout 7 > 2%, d'od

0 b 00
;. Sa |52n+1(‘X) - sgn(x)] dx & \fb‘ - a Z;l\’?’— %n,

Etant donné que
on

! n-2 n-1
2 h-1 "L[__§ \JQ ?
k=2 +1\ k

on peuf derire: B n
2

<2 E:::

Jan < 2q L
2n = 211 k___zn-'l \];\ k=2n-l

=k

donc

® b
; ~ga\szmrl(x) -s n(x)\dx <2(b-a Z 5—— U oo

n=1 k=20-1}j. \f—

La série 2 _18,041(x) = 5,n(x)|  est donc presque partout

convergente, Comme

n-1

szn(x) = sl(x)-l— ;[Sak}.l(X) - szk(x)‘]

il stensuit que la suite {szn(x)} converge presque partout.
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Notre proposition serait donc démontré, en vertu de
15.2., si on avait Zc§<m.

Mais on voit ceci aisément. En effet, étant donné la

.décroissance de{_"?i} ‘et la convergence de }: % s ON
\rff \}F

a, d*aprds un théordme élémentaire et classique d'Abel,

que |n g, —=0.

I1 s'ensuit donc, & 1'aide d'une transformation abeliepn

ne, que

N 2 2
Z Qe = k(qk2 - qk-\-l) + n Q, =

_ 2
; k(qk - qk+1)(qk+ qk+1)+n LS
n-1 o
< ( - =
=6 ; 6 (a - ) Fnqf =

n-1 n-l1
_ ' - - N pac L' 2
_C:1 [qf—g;:z (ﬁ k l)qk yn-1 qn)s 02 Z +nqn .

k=1 \k

Comme n qn2—>,oo, on en tire:

D

® 5 @ -
— - ' 2 -9k
k=1 k=1 k=1
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et la démonstration est achevée,

Remarques. Les critdres de sommation (19) et (20)
ne sont pas améliorables dans la m@me sens que le critdre
de convergence (18) ne lt'est pas.

I1 existe donec pour tout w(n) — o0 (resp. w(n)— o)

W(n) —0 vy respo E—
log n W (n)

tel que —0 , des séries orthogo-

nales Z ¢ ¥a(x) , partout divergentes, avec

Z crz;wz(n) < oo (Menchoff, 1927 et Kaczmarz, 1927), resp.

1+

>

< .
w*(n)<m et O <e 1 <e, (Tandori, 1957)

I1 est évident que l1a condition (19) peut &tre satis-.
faite sans que (20) 1le soit, comme on le volt en posant

De ©Xay

e, = 1/\/n log n (log log n)2 .

Mais la réciproque est aussi possible: on peut choisir
0<e, q < ¢, de sorte que la condition (20) soit satis-
faite, mais que (19) ne le soit pas. Ces deux critéres de
sommation sont donc indépendants.

Pour le vérifier, soit \)n le plus petit indice tel que

log log \)n > n o Choisissons



Si k=\)n+ 1 y oery \)n+1 .

1
K -—(4°n+1 - fsg)J;E

Alors {Qn} déecroit et

@
Z ckz(-log log K? =
k=2 =

'@ Vny1

3 > (log log k)2 )

i
m=1 (4 -@;)2113 k=01

@

3, < 1
;l(r—; {_n) .n>;ﬁf:

Donc la condition (19) n'est pas satisfaite. Mais

“n+l

et la condition (20) est satisfaite.

Pour ces questions et de nombreux probldmes s'y rattachant

Ve CP. Pe 118-139 .
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Exerglcese 1. Démontrez que, si u, > W) > ooy et

u >0 , les séries Zun et 2 o0 w, , sont en mé-
me temps convergentes ou divergentes (Cauchx).

(Envisagez la série

Foe) 21’1“"1

Z Z uk et tenez compte de

n=0 k= ? +1

e que O<,un+l$‘un) .

L .
2. Demontrez que si v > 0 et u, >u_ .3.., la conver-

n+l

gence de Zuﬁ entraine n w,—Q -(Abel) .
(I1 suit de 1l'exercice 1 que 2mu2m-—so . 81 2%cn<¢

s On a nu42 2m

3. Démontrez que {N(n)} &étant une suite positive
croissante telle que AN(n)—s® , on peut choisir des nom-

n

bres 0 <C,,y< C, , de sorte que la condition (20)
soit satisfaite mais ch2)\(n) diverge. '

(Suivez le raisonnement de l'exemple présenté aux re-

marques).

L4, Une série Zun stappelle sommable au sens fort 3

la valeur s, si s, en étant les sommes partielles, on
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Zni
2
- 8.)
k=0 (s *k

n+1

"”0 [}

Démontrez qu'une série sommable au sens fort est somma-
ble au sens habituel.

(Appliquez 1'inégalité de Schwarz 3

n

s = 5|

k=0 k
-Gv é ) ]
\S n\ nt+l :

5. Démontrez que la série 1-1+1-1+ .... est sommable
au sens habituel 3 la valeur s =4 , mais n'est pas som-

mable au sens fort.

6. Démontrez le théordme suivant dft & Zygmund (1927):
31 la série orthogonale ch@n(x) , ol Z Qn2 < o, est
presgue partout sommable ((];l(x) —f(x)) , elle est aussi

presque partout sommable au sens fort.

(Pour tout couple de nombres réels u, v, on a (u +v)%

2

<L 2u2 + 2v s donc

n n
2t -sp? 2 -0p?
k=0 k=0 :

n+ 1 42-n.-t'-l

+

i

- 2
(0 = sy) .
5 k=0 'kv,k

- n+1
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Comme le premier terme du second membre tend, d'aprds

1*hypothdse, presque partout vers zéro, on n'a 3 démontrer

aue

n
2
Z:; (s, 'Uk_)

n+1 0

presque partout. Or

@® b 2 Q0 - ,
Zg (5 - 0n) dx = Zk'=l £ Z k2¢

2
n=1 Ja n n=1 pn(n + 1)2 k= k nyk n3 -

2
&€ Ziick <o .
k=1

.2
La série Z [Sn(X) -O'n(x)} converge donc prasaque
n

partout. En appliquant le lemme de Kronecker, (exercice 3.

3 -14) on obtient

n
kz:l[sk(x) - U’k(x)} °

n

—»0

presque partout. C.Q.F.D.) .

7. Remarquez que ce théordme de zygmund contient le cas
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spécial suivant, démontré déjd par Hardy et Littlewood en
1913s Si- §E°(3n2 +-bn2) £ oo , la série de Fourier

a
-gl +‘§E,(an cos nx + b, sin nx) est presque partout somma-

ble au sens fort. Le m8me résultat est valable pour la se-

rie conjuguée. (Pourquoi?).
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16. IE SYSTEME ORTHOGONAL DE RADEMACHER

Définissons dans l'intervalle (0,1) le systdme ortho-
norual suivant:
1l pour 0<x<%,
rl(x)r: O pour x=0 4, %+ , 1,
-1 pour #< x< 1 %

lpour 0 <x<1/% et % <x<3/M,
-1 pour 1l/bW<x<% et 3/h<x <1 3}

r 1 pour g-l-‘-<x<2k+1

211

Otl k=0,l, oo ’2n-1-.1§

r (x)= { 0 pour x=k/2" ob k=0,....,2% ,

-l pour -2-!-‘;-}- < X <L —?'—k-— Oh k=l,..,2n-1 ;
: 2" o

e s a0 s 0 ® 0 0 O 9 0 O 6 0 O 5P OO OO VDA T OO OO O PO DO eSS ISP QOO POES

L2 I I I IR B I I AR B B B B I I TR A B O B B AN BN AR BN BN B N J

Le systéme {rn(x)} est évidemment orthonormal en
(041). (Dessinez s.v.p. les diagrammes de rl(-x), r2(x),

r3(x).).

On 1l'appelle le systéme de Rademacher, qui 1l'a intro-
duit en 1922, Il est évidemment incomplet, parce que, D.
ex., la fonction f(x)=1 est orthogonale & toutes les

fonctions The



139.

1 1
Cp = gof(x)rn(x)dx :g rn(x)dx =0 .,
0

On peut aussi définir les fonctions rn(x) par la re-
lation rn(x) = sign sin 2n1(x s 81 on entend par sign a,
comme d'habitude, la valeur —g-l- s SIL a#%0 et 0 si
a= 0 .

Le. systéme {rn(x)} posséde des propriétés de convergen-
ce bien intéréssantes. Démontrons d'abord le théordme sui-

vant (Rademacher):

16.1. Si Zl Cn < 0 , la_série de Rademacher . (21)

z C nTn(X) converge presque partout.

Le théordme de Riesz-Fischer assure, en vertu de ce que

chz < ®  , l'existence de f € 12 de sorte que

1
Soff - sn] 2 dx—0

On:en obtient & 1'aide de 1'inégalité de Schwarz, pour

tout. 1ntervalle I;C (0,1):

]gIs (t)dt -S f(t)dtl X |s, - £|at <g.1[sn _Af]z o
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Soit I un intervalle de la forme (J%-,Eii-) ol

2" " 28
k=0,1y0..,2"-1, Alors, dfaprés 1'évaluation précédante:

(22) 1im SI [snét) - snwl(t)]dtzzg; Lf(t)-sn_l(t)]dt.
n n

n—w

Mais les rj(t) sonty pour j2>n, symétriqgues par
rapport au centre de l'intervalle In==(k/2n,(k+1)/2n) en
y prenant alternativement les valeurs +1 et =1, Par

conséquent

SI rj(t)dt =0 (J=n4n¥ly...,m) ,
n

donec

-

SI s (t)dt = SI s__;(t)at .

n

On tire alors de (22) que

g s (t)dt:g £(t)dt.
1 n-1 I

n n

Soit \In\ la longeur de In et x un point de In ’

différent des points dyadiquement rationnels p/2% .

Alors, en tenant compte de ce que sn_l(t) est

constante en In (exception faite des points de la forme
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p/2q), il s'ensult que

1 1
s (x)::-—-g s 4 (t)dt -_—_-—S f£(t) at .
et 1) Jz, " \Tn| JTn

Mais certains In se contractent, avee n—mo , sur

le point x . Alors, si

t
F(t)zgo f(u)du |,
on. a

1

-—-g £f(t)dt =F1(x) , -
|Tn|JIn

pourvu que F!'(x) -existe., Or, F'(x) existe pour presque
tout x et on a médme F'(x) = f(x) ,
I1 en résulte que
lim s __.(x) = f(x)
N 00 n-1
pour.presque tout x € (0,1) , ce qui établit notre pro-
position.
Il est trds intéressant que la condition ch2’< ©

soit non seulement suffisante mais aussi nécessaire pour la

convergence (Xhintchine~Kolmogoroff, 1925) et méme néces-
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saire pour la sommabilité, c'est-i-dire pour la convergen=-

ce de _{G“n(x)} de la série (21) (Zygmupd, 1930) .

16.2, 8i la série (21) gconverge elle est, an

moins, sommable sur un epngemble de mesure positive, on

. a nécessairement
00
2
:E::Cn <o .
n=1

%
I1 suffit se borner au cas ol les moyennes arithmétiques
G;(x) convergent, puisque la convergence des sn(x) en=

traine celle des Gh(x) . Supposons donc que les’

n
K |
T (x)= Z(l - ), r, (%)
n k=1 ny 1 Kk

d%nvergent sur un ensemble de mesure positive.
11 existe alors un ensemble E de mesure |E|> 0 ,
Oﬁ lo.n(X)l é M °

Désignons par N un entier positif et fixe dont la va-
leur sera déterminée plus tard. Il est évident que les coef-
ficients C1 3 Co gy eee cN-l n'influengant gudre la con-

ee=C =0,

vergence des G‘ (X) s On peut supposer C =C_ =,
n o 1 N-1

Dans ce cas on obtient

A
Yoy
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M° |E| >g (@ (x)f a —\E\i ¢, (1 k. )2
” ELn x = k=N k T n+l

n n
k ¥} «
2 C. (le —— ) P .
+ Eg% k{ n+1)£g;;1 ( n+l)C€gErk(x);z(x) dx

Désignons par ZSN le dernier terme du deuxiéme mem-
bre. Alors, d'une part
é 2 k .2
2 M |E E -
(23) ||>HE————=NCk(1 —)¥+as,

dtautre bart n

(2k4) \sN\<{Z ch (1- )(1-—E—- }%.

n n
| o | %
.{E E ( g rk(x);e(x) ax) }- .
k=N {=k+1 “E

Remarquons que les produits rk(x)rQ(x) (k# £) forment
un systéme orthonormal., La normalité est évidente. Quant
4 1l'orthogonalité, soit n le plus grand indice dans le
produit rk(x)re(x)rm(x)rn(x).

Dans un intervalle In ol rn(x) prend la valeur + 1
sur une moitié de I et -1 sur-l'autre moitié de In’ le

n

produit rk(x)pe(x)rm(x) est constant et sa valeur est +1

ou.-1l, puisque n est plus grand qu'un des nombres k,f,m.

I1 s'ensuit que
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SI rk(x)@rg(x)o r(x)xr(x)dx = ‘.‘:SI rn(x)dx =0 .
n

Or, (0y1) est la somme des intervalles I, , done

1
gork(x).rf(x).rm(x). rn(x)dx =0

Comme {rk(x)r (x)& forme un syst®me orthonormal, les
£ ke
intégrales
SE r(x) rp(x)dx

sont les coefficients de développement de la fonction carac=

téristigue E(x) de 1l'ensemble E suivant le systdme
fr(x) 2 0f
I1 s'ensuit , en vertu de 1'inégalité de Bessel,

1

® o
Z Z (X r(x) r’g(x)dx)2 < Soéz(x')dx = |E|

k=0 &=k+l YE

Fixons maintenant la valeur de l'entier N indéterminde

jusogutici. Soit N 1le plus petit entier tel que

0 8)

N8

| 2 lgl?
N 2= +1(EE Fi(®) rp(x)dx) - < Lq— )

w
il
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I1 s'ensuit, en vertu de (24) que

n
gl 2 k42
EARY DERSp
L'inégalité (23) rend donc

n
2 __k 2 olEl 2 2
¥°|E| >\E\g=_;ck(1 1 3 ngck (1 - rT-{'-L'l')

Comme |E|> 0 , on peut diviser par |E| , donc

n
2 2 2
stch (1 - g% < 3m
pour tout n >N .

En passant A la limite on a

ce qui"étabiit notre proposition.
Ces deux théordmes rendent lieu & des conséouences treés
intéressantes. Comme les fonctions de Rademacher ne prennen

cue les valeurs +1 et -1 aux points x (3& J%), le pro-
27 ‘

duit 'Crh(x) -ntest rien dtautre que+4+C ou -8 , sufvant
la choix 4qu point x.

Si on choisit donc les signes + des termes Cp dlume
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série donnée 'z: Ch arbitrairement, on obtient toutes las
distributions des signes :Z:ﬁt Cn multipliquant Cn par
rn(X) s bourvu que X parcouré lﬂinﬁérvalle>(0;1); clest=
a-dire que > F cn;chrn(x) 0

Les distributions des signes ¥ forment deux ensembles
C et D, ot C est l'ensemble dont les é1léments sont les
combinaisons des signes ¥ pour lesquelles 2:'t Cn convere
ge; l'ensemble D est son complémentaire, c'est-d-dire l'en-
semble des combinaisons des signes ¥ pour lesquelles Zii:cn
diverge.

On peut m8me attribuir une mesure & C et D, si on dé-

finit \C\ comme la mesure |Cx\ de l'ensemble C , des

X
points x € (0,1) pour lesquels la série 2 Cﬁ;n(x) 5 cone
verge.

Alors |p| =1 -|c| . On peut donc parler de presque
tbutes les distributions des signes T en entendent que 1la
mesure de l'ensemble des distributions envisagées est 1.

Les théorémes 16.1 et 16.2 rendent alors le corollaire

suivant, trds intéressant:

16.3., La série 22f*c est pour presque toutes 1es

1stributions des signes T convergente, si E:C <o,
Mais si ZC < o, la série ZC <o est, Dpour

presque toutes les distributions des signes diver-

gente et méme non-sommable.
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Si on prend, au lieu de 2 C, , une série orthogonale
Eicn‘Pn(x), on ne pourrait démontrer par cette méthode
que la convergence ou divergence de z:f Cn(Pn(x) au
point fixe x,., Mais on peut démontrer beaucoup plus

(Paley - Zygmund, 1930):
16.4, Soit {%h(x)} un systéme orthonormal guelcongue.

s1 jZ: C, < o s la série orthogonale
@

(24) fi:l t e, Palx

distributions des sigpes T .

On obtient dfabord, en vertu de

@ ,b

ch @, (x)dx=Zc < 00

n=0-"a

2
la convergence presque partout de :E:Cn ?hz(x) o
La série de Rademacher

o0
(29) ;lcncpn(x)rn(t)

est donc convergente en presque tout point t € (0,1) pour
presque tout x € (0,1). Soit E 1'ensemble des (t,X)

ou (29) converge.
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Désignons par € (t,x) la fonction caractéristique
de E. D'aprés le théordme de Fubini sur 1t'interchdangea-

bilité des intégrations, on a

bl i..b
(30) g {g C(t,x)dt]dx::j [S &(t,x)dx}dt .
0 OtJa

a

Mais &€(t,x) a , pour un x fixé, 1la valeur 1 en pres-

aque tout t , par conséquent

-
b_r1 b

S U E(t,x)dt}dx =X dx =b -a .
a ‘0

a

81 E(t,x) ntavait pas la valeur 1 en presque tout

X, on obtienderait , pour t fixé

1 Db 1

S [g é(t,x)dx]dt < (b - a)& dt =b ~-a |,
0" ’a 0

en contradiction avec (30). Ainsi la série (29) est pour
nresque tout t et tout x‘ convergente, ce qui équivaut
4 la convergence presque partout de la série (2#)'pour
presque toutes les distributions des signes‘t .C.Q.F.D,

On peut intervertir ce théordme:

16.5. 81 {th(x)} est un systime orthonormal tel gque
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(31) lim 1nfg

‘Pn2(x)dx >0
n—= o0 A

P TRN

pour tout ensemble A de mesure positive, la condi-

. 2 .
tion ch = o entraine oue la série > C, 6, (x)

est presque partout non-sommable avec les moyennes arith-

métiques O'n@x) s pour presque toutes les distributi@gs.
+
d

es signes T

On voit dtabord oue ZCQQ‘PnQ(x) est presque partout

divergente. En effet, on aurait sinon

M

2
G, SA‘Png(x)dx £ oo

sur un ensemble A de mesure positive. Mais , d'aprés (31),

1]l existe un indice N tel aque, pour tout n =W 9 ONn a

SAﬂPna(x)dx >K ,

o K désigne une certaine constante positive. On en ob=-

tienderait done

@ . 00

2 2 2 E 2
¢ S‘P (x)dx > K/ ¢

n=N I Jp R ~ n=n N0
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et par conséquent Z Cﬁ < @, en contradiction avee 1'hy-
pothése ;E: Ci = . Les moyennes arithmétiques Gh(t,x)

de la serie

(0.2)
2 Cfa(xIr (t)

=

divergent donc en presque tout point t €(0,1) pour pres-
oue tout x€(0,1). D'ici, la démonstration suit exacte
ment le méme schéma que celui du théordme précédent et con-~
duit & notre proposition.

Ce théordme a un corollaire trés important. Si on veut
rechercher les propriétés de convergence d'une série tri-

gonométrique
o)

— (a_cos nx + b sin nx)
2 n=1 o n

la premidre chose gque 1'on va.se demander est: est-ce aue
cette série est une série de Yourier ou non?

Cecl parce que beaucoup de propriétés de convergence
d'une série de Fourier sont connues, tandis que les pro-
priétés de convergence des séries trigonométriques généra-
les sont inconnues. Or, excepté le cas trds spécial ol les
an et bn forment des suites convexes tendant vers zéro,on
nta que le théordme de Riesz~Fischer, pour décider si (32)
est ou non une série de Fourier.

Nous allons voir qu'il est impossible de donner un cri-

\ 2 2
tere plus fort que celui de ZE:(an +-bn ) < © portant

uniguement sur l!'ordre de grandeur des coefficients a 9 bn
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gui puisse assurer que les a, et bn sont les coefficients

de Fourier d'une fonetion f£¢IL.

Ceci parce qu'on peut construire avec tous les coeffi-
cients a , b, pour lesquels Z(an2+ bn2)=oo,des séries
trigonométriques qui ne sont pas des séries de Fourier,en
changeant tout simplement les signes des a, et bn'

Voici le théordme correspondant (Paley- mund, 1930):

16.6. Si Z(an2+bn2)=oo, presque toutes las séries

00

(32) rf\;:l t(ancos nx+ b,sin nx)

sont presque partout non-sommables par leurs moyennes
arithmétiques (,(x), donc elles ne sont pas des séries
de Fourier.

En effet, soit A un ensemble de mesure positive quel-

conque., On a

S cos?nx dx:i—g dx +-§j cos 2nx dx .
A A A

Or, la dernidre intégrale est le coefficient de Fourier
de la fonection caractéristique de l'ensemble A et converge

donc vers zéro lorsque n —>oo. Par conséquent
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. A
lim g cos®nx dx = %S dx = -\-—-L >0
n—sovA

Une relation analogne est valable pour 1'intégrale des
sinZnx. Les conditions du théor&me 16.5 sont donc satis-
faltes; par‘conséquent, presaue toutes les ééries (32)
sont presque nartout non-sommahbles avec leurs moyennes arif
métiques G;(x) . Mais si elles &taient des séries de ﬁou-
rier , {Gh(x)} serait presque partont convergente en ver=
tu du théordme de Lebesgue (Théordme 11,2) . Donc elles

ne sont pas des séries.de Fourier et la démonstration est

achevée.

. Remaraues. Pour la litérature et des généralisations
ve. CP, p. 51=62 et p. 185-196,

Les théordmes suivants de Hausdorff-Young (resp. de Pa-
ley) élucident un peu le probldme de savoir si‘une série
donnée est ou non une série de Fourier,

I. (Hausdorff-Young): S } un svstéme ortho-

=

n
al et p un nombre tel que 1< p<xK 2

--r...&-..; -

&

ZE:. ™
Y
c <
n=l\ nl ’
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p/p-1
{1 existe une fonction f& L P telle que

b

Cn = Saf(x)ﬂpndx

II. (Paley): Si a> 2 et

q a-2
Z\Cn\ n < 00

n=1

- q
i1 existe une fonction f € L te gue

b
angaf(x)‘pn'(x)dx .

Les démonstrations en sont longues et labourieuses. L!
intéréssé peut consulter, T.S.II. chapitre XII ou Kaczmarz-
Steinhaus, Theorie der Orthogonalreihen (Warszawa-Lwéw,f

1935), chapitre VI.

Exercices .l. Démentrez le théordme suivant: Si Z C,
est une série convergente et on supprime les termes d'in-

dice nj, D,y ese y Presque toutes les séries

®
> e

n=1 D
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o0
3, Démontrez que si z (_a.r:lcos ax + bnsin nx) est
n=1 - ,

la série de Fourief d'une fonction f € L telle que
f ¢ L2 et si on supprime les termes d'indice Nyy Dyy eee s

alors presque toutes les séries qui restent ¢

Z(ao cosY X + by-sing X)
n n n n

ne sont pas des séries de Fourier (Paley-Zve mund) .
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17. METHODES DE SOMMATION_GENERAIES. SOMMATION DE CE-
SARO., SOMMATION D'ABEL-POISSON.

Jusqu'd présent nous avons«étudié la convergence des sé-
ries ou leur sommabilité par des moyennes arithmétiques.
Or, ctétait un point de vue t}és particulier oui correspond,
peut-&tre, au développement historique, mais oui ne satis-
fait plus aux aspects les plus généraux, En effet, s'il s'a-
git d'une série & sommes partielles s, ou d'une suite
{sn} quelconque divergente, on peut attribuer une limite

généralisée 3 {Sn.} de différentes manidres. Envisageons

une matrice de nombres doublément infinie

/
uoo 0(01 ooooouok oo eoe

%10 11 veee Ik eene

°‘n0 °‘nl .....unk YEXx)

\ e0e0ss00se0sse0e000es

et formons les sommes

151 + oo oo +unk5k+ *eo s e

tn = unoso +o(n
I1 se peut bien que {sn},ne converge pas, tandis aue
la suite {tn} converge,

On peut dire que les t  sont en un certain sens, des
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moyennes des S, 3 la matrice M détermine donc une mé-
thode de sommation de(la sulte {sn} . On exige naturellg
ment que la limite vers laquelle convergent les moyennes

tn ne soit ras prise arbitrairement, mais qgu'elle coin=-
cide, si la suite {s } converge vers s, avec s.Une métho-
de de sommation ayant 1la nronriété dtattribuetr & une sui-

te convergente la méme 1imite, s?appelle une méthode per-

manente. Toenlitz (1911) a établi les conditions imposées
3 la matrice M pour qu'elle détermine une méthode perma-

nente:

17.1. Pour gu'une méthode de sommation déterminée par

la matrice M soit permanente, il est nécessaire et

suffisant que les é1éments de la matrice M satisfas-

sent aux conditions suivantes:

J_Q 1'1m X =0 (k=0 l ooo) 3
n—»op . nk ] ] b}

292 . lim ZOQ = .

n—00 k=0

n

30 o

- nk\Q C (ﬂ=0, l, ooo) °

La nécessité de 292 est 6vidpnte, parce qu'en prenant

s, =1 pour tout n, .on a ZM et la permanen-
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ce suppossée de la méthode entraine 22. la nécessité de

12 -en est une conséquence: posons =1 pdur tout k

"
excepté k, pour lequel Sk = o .

Ia permanence équivaut alors &

lim tp = lim (Zo(nk-o(k)=1 .
n—-0oo n—00 k=0

I1 stensult donc, en vertu de 12, que lim X
n->00

nko
et comme cette _relati’on doit subsister pour un ko quel=-
conque la nécessité de 22 est démontrée., La démonstration
de la nécessité de 32 est pius longue. Nous ne la faisgons
pas, surtout' parce qu'ell‘e édquivaut a 22 si'les o«nk sont
non-négatifs, ce qui est justement le cas le plus important
et qui nous intéresse. |
Quant 3 la suffisance , supposons. que {sn} converge

vers s , clest-3-dire que s, =8 ¥+ & oh € —>0 .
Soit &>0 , et soit ‘\&\)\<E—/3C , si \)>\)o . |

Alors

[o8)

s - tf’;\jé\s"‘.- s;)(xnkh }:\a &, +§/:_\) €%

la premidre somme est; en vertu de 22, plus petite que

€/3 , 8i n est assez grand. I1 en est de méme de 'la
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deuxi®me, puisque la condition 192 entralne

lim EX £ 1im max | 28 =0 .
n—sm k=0 & 0K ™ n—60 k<%| nk‘ k--O\ k\

La troisidme est aussi < &/3 g Parce qu'en tenant com-

te de 32 et de ce que E’k < 8/30,_ si k> Qo s nous

obtenons

Z <-—Z X =

Q € &

£ X : < .
k=oo+1“ kk‘ 3¢C k—-\)o-\-l\ k\\ 3

On a donc, pour n assez grand, |s -‘tn | < € 3 la mé-
thode de sommation est donc permanente.

On voit que les sommes ar:}thmétiques Cf‘n fournissent
une méthode de sommation permanente (ce qui était déjd con-
nu de Cauchy). |

En effety, ona t = (rr'1 en prenant pour M la matri-

nk
ce formée des é1éments

nil (k'—:o’ l', 2,...,!1),
o(nk =
0 (k >n) .

Cesidro a introduit & la fin du sidcle passé la généra-

lisation suivante des moyennes arithméticues: désignons par
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i; le n-itme coefficient binomial pour un X > - 1

A:: — (n+0() (p+x)(n + o -

1) ceeo (14X
n !

n

On a alors

m .
Z o . n_ 1
An X

n=0 T - x)x+ 1

pour |x| < 1l. Soit Sg‘ le n-idme coefficient du dévelon-

vement

On appelle la n-idme movenne de Cesdro d'ordre o le

aguotient
1o
0 = -
..47
n AS

Si Uﬁis>s , on dit aque la série zz:un (ou la suite
{sn'} ) est sommable (C,¥) & la limite s . On a évi=-

demment sn(°)==sn et An(°)==1, la sommabilité (C,0) équi-

vaut donc & la convergence,

De la relation
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Z Snl"n' = Z spx”
n=0 1l -x n:o ’
n

1 n+ 1
=T

on tire aussi que snl.=~-z,' s, et que A = ntls

k=0 n
par conséquent G'nl Lest la n-idme moyenne arithmétioue
des s, , ¢lest-a-dire: la sommabilité (C,1) &ouivaut 3
la sommation par les moyennes arithmétiques.'

| En appliquant la régle de multiplication des séries de

puissances, on trouve que

0(+p+1 ZA O( '
n=k k ’

'k-

= + p+1 Z .
n-k *

‘En' y éerivant )6 -1 au liende B , on voit que, pour

*x>-1 , p >0,

n o, . n
Cp-1 p-1 . -
= 1 _ L. A ,s ::“~-1'--—ZA'_ A, @
Th ASHR k=0 n-k "k 4P k=0 n-k "k Yk

Remarquorns que
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Si on prend donc

-1 «
Ai-k Ay
--—-.-—---.A <TF pour k = 0, 1, oo, N
x _ n
nk ~
0 pour k> n ,

on a défini une matrice M dont les moyennes correspon-

dantes sont tn = G'n“+P et les « satisfont 3 la condi-

nk
>0 si/s-l>-l y

’

tion 22 et aussi , comme o(rlk
%> =1 , 3 1a condition 32 du théordme 17.1. De plus,

on peut montrer aue

A: J(x + 1)

n“

(Gauss a pris cette relation comme définition de la fonec-

tion gamma). Il s'ensuit aque

Ao a-ofTh Taaprn o
= . A + €
N n*p T KT on

n

oh &€ —>0 donc, pour k fixé ;, x —>0
. nk

La condition 12 de 17.1 est done aussi satisfaite.
ainsi les 0 =P aéterminent y pour B> O , une méthode
n .
de sommation permanente appliquée 3 la suite {0-':} .

On a obtenu le théoreme suivant:
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17.2, Si, pour vn x > -1 , on a (]‘n°.‘-——->s y alors

x+p
0 '‘—5s , pourvue oue }5>O. .
n

En d'autre mots: si uge gérie est sommable (C,x) ,

elle est aussi sommable (C,8) pour tout /3 > .

- =

Cecl montre que les sommations de Cesi3ro de différents
ordres 'for‘ment une échelle: toute sommation d'ordre supé-
rieur est une méthode ‘'plus forte" ocu'une sommation d'or-
dre inférieur. Comme cas particulier , relevons que les
sommations (C,x) d'ordres p_o’sitifs_ (x>0) sont plus for-
tes que la sommation (C,0) , elles sont donc des méthodes
de somnia,tion per.manenfes, ce aui n'est plus exact si
x=<0 .

Une sommation plus forte que toutes les sommations. de
Ces3ro est celle d'Abel-Poiséon; la sommation (A). La sé-
rie Zun _,s"appeile sommable (A) , si Zunxn est con-
vergente pour |x|<1 et ‘ '

Q0

1lim Z unkn =35 .

X—el1-0 n=0

i
On voit tout de suite que la sommabilité (A) est une

propriété plus forte aqune la sommabilité (C,X)
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17.3. 84 la série est sommable (C,X) pour unp *>-1
quelconoue, elle est aussi sommable (A).

En effet, la sommabilité (A) équivaut 3 ce que
®

_S ok
f(xn)-.- =o.ukxn
tende, pour tout choix de la suite positive {xn} avec

X,—>1 , & la limite s. Or, d'aprds la définition de

sg et G'; , on a

(o) 00
f(x.)) =(1 - x.) is, =(1 - x,) G A, x .
n a noo K'n n =0 kon
En choisissant
x4+l o k

on voit que les conditions 12 et 22 de 17.1 sont évi-
demment satisfaites ey, comme <°(nk> 0 , 1la condition 39
l'est aussi. Ia formation des f(xn) est donc une sommation
permanente appliquée 3 la suite 0';" o« I1 s'ensuit que

ot
f(xn)-——>5', lorsque O‘n—-,s .

Exercices.l. Montrez que les sommes de Cesiro dlune sé-

rie Z_u_n satisfont aux relations
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n
™ A4+l o
N g SR S JUL S
n n n-+o+ 1 Ar‘;‘ k=0
n
o 1 -1
- -2, = . , Z A ku, .
n -1 " p(n +x) 4571 k=0 n-k k

(La somme 0‘: peut se mettre sous la forme

n
23

1
Tn AS k=0 ek

0(__.

“"l soece ““'1)
En tenant compte de ce que A°:)-_- O+x) (Vo ) PR ( :

vl

- les deux formules s'obtiennent par un calcul direct) .

2. Démontrez le théordme de Tauber: si Zu_n est somma-
ble (A) et nu—0 , 1la ‘série Zun est convergente.
(Soit 0<x <1 et soit N tel que N<(l-x)"l<N+1.

Alors
™
n
f(x)-s—Zu(l-xn)+Zux=P+Q .
Nip=1" n=N+1 B n o

Comme (1 - ’x)nés n(l - x) (inégalité de Bernoulli) ,

on a
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N v
1
‘PN\ £ (1 - X)nzin\'un\ < -iq?nzzln\un\—"o )

(0]

a0
‘Q | < Z numxn kg3 | max nju ]Z = <
n n=N+1 n N+1 nyN n N+l

1 . max_ nlu,|—0 .

< V
(N 4+ 1)(1 - x) n—N

Alors f£(x) - s -—>0 lorsque N-=omo , ce qui équivaut

N
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18. REMAROURS SUR LA SOMMABILIT® DES SERIRS DE FOURTKK
ET DES SERIES-ORTHOGONALES GENERAILES.

S1 on recherche la sommabilité des séries de Fourier,
on arrive & la conclusion que les théordmes principaux aue
nous avons démontrés pour les moyennes de Fejér restent va-
lables pour toute soﬁhationr (C,®) dl'ordre positif. Ceci
narce aue les noyaux qui appartiennent 3 une sommation
(Cyx > 0) - jouissent des pronriédtés semblables A celles du
noyau de Fejér.

Désignons par «@™*(x)*, 1la n-idme moyenne de Cesiro

n
de la série de Fourier

£(x) ~ —-+Z (a cos nx + b, sin nx) .
n=0
En posant
n

1
— kZAn Kk Dk(t)

A

K, () =

on obtient, par un calcul semblable & celui du cas (C,1) ,

des moyennéeés de Fejér qui vérifient

W
() - £(x)| < -th-jn\f(x+ £) + £lx - £)-20C| KX (8)] at


































































