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Resumen

A. Monteiro conjeturdé que las subdlgebras maximales de un algebra de Lukasiewicz
trivalente A se pueden caracterizar en términos de los filtros primos del reticulado A y
que existen tres tipos de subédlgebras maximales: Tipo I, Tipo II y Tipo III (ver seccién
2).

R. Cignoli y L. Monteiro [4], como consecuencia de resultados mas generales probaron
que tal conjectura es verdadera y en el caso en que A es finita no trivial determinaron el
cardinal del conjunto de las subélgebras de Tipo I, Tipo II y Tipo III.

En estas notas indicamos (ver secciones 3 y 4) dos formas diferentes de determinar
el nimero de clases de equivalencia por isomorfismos para cada tipo de subalgebras
maximales de un algebra finita no trivial.

1. Preliminares

Si A es un reticulado distributivo acotado no trivial, notaremos con P(A) el conjunto de todos
los filtros primos de A, B(A) el conjunto de todos los elementos booleanos de Ay sia,b € A son
tales que a < b, [a,b] ={r € A:a<zx<b},[a)={r€eA:a<z}y(al={reA:z<a}
Si A es finito no trivial entonces es bien conocido que P € P(A) si y solo si P = [p), donde p
es un elemento primo de A.

Si A es un é&lgebra de De Morgan, (ver por ejemplo [10, 11]), no trivial y P € P(A), sea
¢(P) = C ~ P = ~ CP. Por los resultados de A. Bialynicki-Birula y H. Rasiowa [2, 3]
sabemos que p(P) € P(A).

Sea B un algebra de Boole, si z € B notaremos con —x el complemento booleano de x. Si
X C B notaremos con BS(X) la subélgebra de B generada por X. Si S es una subélgebra de
By g € B notaremos con BS(S, g) a la subalgebra de B generada por el conjunto S U {g}. Si
B es finita no trivial notaremos con A(B) el conjunto de todos los dtomos de B.

Un algebra de Lukasiewicz trivalente es un algebra (L, A, V, ~, V1) de tipo (2,2, 1, 1,0) donde
(L,\,V, ~,1) es un dlgebra de De Morgan y V es un operador que verifica:

~xzVVer=1 2N ~z=~zAVz y V(x ANy)=Vz AVy.

La nocién de algebra de Lukasiewicz trivalente, fue introducida y su teoria desarrollada por
Gr. Moisil [5], [6], [7]. Ver también [8, 9, 12],[13].

Es bien conocido que si Ax =~V ~ z entonces t A\A~ =0, tV ~x= VA~ 2z ¥y

Az Vy)=Ax V Ay.
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En toda élgebra de Lukasiewicz trivalente A vale el principio de determinacién de Moisil [6],
[14], esto es: si z,y € A son tales que Vo = Vy y Az = Ay entonces x = y. Si L 'y L’ son
algebras de Lukasiewicz isomorfas notaremos L = L.

Un elemento e de un algebra de Lukasiewicz trivalente A se dice un eje de A, si Ae =0y
Va < AxV Ve, para todo x € A. Si un dlgebra de Lukasiewicz trivalente tiene eje él es tinico
yx=(AzxVe)ANVr = (AzxV ~ e) A Vz, cualquiera que sea x € A. Observemos que Ae =0
equivale a e <~ e. Si A es finita entonces tiene eje e. Sea Ag(A) = {x € A : Ax = 0}, entonces
(ver [16]):

Ao(A) =10, €. (1.1)
Ademés [0, €] es un élgebra de Boole donde el complemento booleano de un elemento x € [0, €]

se define por —z = ~ Vx Ae, [1].

Un algebra de Lukasiewicz trivalente A se dice centrada si existe un elemento ¢ € A denomi-
nado centro de A, tal que ~ ¢ = ¢, lo que es equivalente a Ac =0y Ve = 1. Claramente todo
centro es un eje de A, pero no todo eje es un centro. Sabemos que toda algebra de Boole es
un algebra de Lukasiewicz trivalente que tiene por eje a 0. Si L es un algebra de Lukasiewicz
trivalente con eje e que no es centrada ni un algebra de Boole entonces e # 0, 1.

Si A tiene centro ¢ entonces [1]
Ao(A) =1[0,c] = B(A). (1.2)

Si A es un algebra de Lukasiewicz trivalente y X C A, notaremos LS(X) a la subélgebra
de Lukasiewicz de A generada por X. Si X = Y U {z}, donde Y C Ay z € A, notaremos
LS(Y,z) en vez de LS(Y U{z}).

Si A es un algebra con eje e, S* una subdlgebra booleana de B(A) y z € Ag(A) entonces
([15], pag. 41)

A" =LS(S",2) ={(s1A ~Vz) V (s2AV2) V (s3A2): 81,852,835 €S}

Ademés:
B(A") = BS(57,Vz), (1.3)
z es el eje de A", (1.4)
Luego
LS(B(A),z) ={s1 V(sa A z2):51,8 € B(A)}. (1.5)

Si A tiene eje e como x = Az V (Vz A e), para todo € A entonces
LS(B(A),e) = A. (1.6)

M. Abad, L. Monteiro, S. Savini y J. Sewald [1] indicaron como construir todas las subélgebras
de un algebra de Lukasiewicz trivalente finita no trivial A y ademas determinaron el niimero
de subdlgebras de A. Recordemos la construccién: dada una subalgebra booleana S* de B(A)
y 2z € Ag(A) se construye A* = LS(S*, z) v todas las subélgebras de A se obtienen de este
modo.
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Consideremos las siguientes dlgebras de Lukasiewicz Ly = {0,1} y L3 = {0, %, 1}. Si A es un

algebra de Lukasiewicz trivalente no trivial, entonces es bien conocido que:

A= (L) x (L3)"™™, donde m,n e NU{0}, n>1y 0<m<n
y que B(A) = (L2)".
Sin—m =1y eesel eje de A entonces [0, e] = L.

Sim >1yn—m > 1 entonces A es un algebra con eje e, que no es un algebra de Boole ni
un dlgebra centrada. En [1] (Observacion 1.2) se probé que:

m={a€ A(B(A)):a<~Ve}| y n—m=|{a € A(B(A)) :a < Ve}|. (1.7)

2. La conjetura de A. Monteiro

A. Monteiro conjeturé que las subalgebras maximales M de un dlgebra de Lukasiewicz triva-
lente A, tal que |A| > 2, son del siguiente tipo:

Tipo I) M = P UCp(P) = P U~ P, donde P € P(A), P C ¢(P), P # o(P),

TlpO II) M = M1UM2UM3 donde M1 = Plﬁpg, M2 = (QO(Pl)\Pl)ﬂ(QO(PQ)\PQ),
My =~ PN ~ P,y P,P, € P(A) son tales que P, C ¢(Py), P, # ¢(P1), P» C o(P),
Py # o(P), P # P,
TipoIH)M:M1UM2dondeM1:PlﬂPg,Mgszlﬂngypl,PQEP(A),Plzgo(Pl),
Py = ¢(P), P, # P,

y en sus notas solamente aparecen figuras similares a las siguientes:

A A

Tipo I Tipo 1I Tipo III

Observemos que si A es un algebra de Lukasiewicz entonces sus subalgebras S de Tipo I
verifican B(A) C Sy que las de Tipo II y III verifican B(A) € S.
Si p y g son enteros no negativos, pongamos:
P! :
——— Sl P =g,
(p) — ¢ dlp—9)!
q

0 si p <gq.
R. Cignoli y L. Monteiro [4] como consecuencia de resultados mas generales probaron que
la conjetura de Antonio Monteiro es verdadera y ademds que la cantidad de subdlgebras
maximales de A 2 (Ly)™ x (L3)" ™, donde m,n e NU{0}, n>1y0<m <nes:
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H Tipo 1 ‘ Tipo II ‘ Tipo III H

n—m| (") (%)

Tabla 2.1

3. Primera construccion

(A1) Si A es un algebra de Boole entonces n = m esto es A = (Lg)™. Si m = 1, entonces
A no tiene subdlgebras maximales. Si m > 1 entonces es bien conocido que las subalgebras
maximales de A son isomorfas a (Ly)™ 1, |P((Ly)™)| = m y cualquiera que sea el filtro primo
P de (L2)™ se verifica p(P) = P.

Luego si P,Q € P(A), P # @ entonces (PN Q) U (~ PN ~ (@), es una subalgebra maximal
de A de Tipo III. De este modo obtenemos (”;), subdalgebras maximales.

(A2) Si A es un algebra centrada, entonces m = 0, esto es A = (L3)™.

(A21) Si A= L3 entonces A tiene una sola subdlgebra maximal que es S = {0, 1} isomorfa a
Ly vy de Tipo 1.

(A22) Si A= (L3)", con n > 2 entonces los elementos primos de A son las siguientes n-uplas

p(l):(pgl)7pgl)7"'7p7(;)>7 ]‘§Z§n7

dondepgi)—zypﬁf =0,parah#i,1<h<n

Y SERORN0 -
q(Z):<q1 » 9 7"'7%(1@))7 1§Z§n7

dondeqi(i)zlyq,(f)zo,parah;éi 1<h<n.

Luego los filtros primos de A son P% = [p®) y Q¥ = [¢)), para 1 < i < n, y es claro que:
QY Cp(@Y) = PY, QW #p(QY), para 1<i<n.
Como |QW] = [[¢)] = 3"7", | ~ QU] = [(~ ¢V]] = 3"y Q¥ N ~ QY = 0 entonces

QW U~ QW] =2. 3" 1. Luego a partir de los filtros primos Q¥, 1 < i < n, obtenemos n
subdlgebras maximales de Tipo I todas isomorfas a Ly x (L3)"!
Ademsds si i # j, 1 <i,5 < n, entonces:

M =1QU N QY| = Jig® v ¢ )] =372,
M| = (@) NCQY w(Q(J)ﬂEQ \ ) 0 (~ P 0 (~ P =

@ v p) 0 (~ pOA ~ p D] = ([ v ) A (~ (9 v pP)| = 3772,

|M?Ez,j)| _ | -~ Q(i) N ~ Q(j)| _ |(N q(i)] N q(j)H — |(N q(i)/\ ~ q(j)H — 3n—2.

R
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Como los conjuntos Ml(i’j), MQ(i’j) y Méi’j) son disjuntos dos a dos entonces:
M UMD U M| =3 .3m =3

Luego a partir de los filtros primos Q®, 1 < ¢ < n, obtenemos (Z) subalgebras del Tipo II
todas isomorfas a (Ls)"~*. Luego si n > 2 existen n + (}) subélgebras maximales de (Ls)".

L3, m=0,n=1 ‘ (L3)", m=0, n>2
Tipo | Nro. subalgebras maximales isomorfas a
I n Lo Ly % (Lg)nil
1I (721) ook ok (LB)n_l
11 0 kK ok

(A3) Si A es un algebra con eje que no es un algebra de Boole ni un dlgebra con centro, esto
es A= (Ly)™ x (L3)"™, donde m,n € N, m > 1y n—m > 1. Los elementos primos de A
son las siguientes n-uplas:

@ (1) @) .9 ()

PP =y, DD s P, para 1<d <m,

donde pgi) =1, p,(f) =0,parah #i, 1 <h<n,

¢ = (¢, ¢ (5) (5)

ql 7QQ 7"'7qm7qm+17"'7qn )7 para ].SSS’I’L—’ITL

dondeq,(szrs:%yq,(f):0,para1§h§n,h7ém+s
Yy

r) = () 9 ,rfj),rfjll, ) para 1<s<n-—m

donde rf;jls =1 yr,(f) =0,paral <h<n,h#m+s.
Luego los filtros primos de A son P® = [p®) para 1 <i < m, y Q¥ = [¢¥)), R® = [r(),

para 1 < s <n —m. Es claro que:

PW = o(PD), para 1<i<m,

R C o(R) = Q). RO £ o(RW) = QW, para 1<s<n—m.

(A31) Sim = 1 y n—m = 1 entonces en este caso solo tenemos P! = (PW) y
RO C ¢(RV) = G, B # o(RW). Como |RY| = V)] =2y | ~ BY| = |(~ 1] =2
entonces |[RM U ~ RW| =22, Luego RM U ~ RM = (L,)?, esto es, B(A) es la tinica subélge-
bra maximal de A.

(A32) Sim =1y n—m > 2. En este caso tenemos P! = o(PW) R C p(RE) = QW)
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R £ Q6 paral<s<n-—1.

Como |[R®)| = [[r)|=2.3"21<s<n—-1y|~RY| =|(~r®]|=2.3"21<s<n-1
entonces |R®) U ~ R(®)| =22 . 3772, Luego a partir de los filtros primos R®), 1 < s <n —1
obtenemos (n — 1) subdlgebras maximales de Tipo I, todas isomorfas a (Ls)? x (L3)" 2.
Para 1 <s,t<n—1, s#t, sean

M = R® 0 RO = [ v 1))

My = p(R9) NCRY np(RY) NCRY = [¢) 0 [g9) 1 (~ ¢*] N (~ ¢] =
[V ™) N (~ g9A~ ] =1g" v g) N (~ (¢ Vg
M?Er,s) Y R(s) N ~ R(t) — (N T(S)] N ( (t)] ( ( )/\ ~ T'( )]
Luego

M =283y M| =237,

El elemento ¢ V ¢ tiene coordenadas w,,1 < v < n tales que w; = 0, Wis = % = Wiy
vy wiyn = 0, paral < h <n—1, h # sty el elemento ~ (¢ Vv ¢V) tiene coordenadas
2,1 <v<mntalesque z1 =1, 21,5 = % =21V 2100 =1, paral <h<n-—1, h+#s,t, luego
|M)| = 2. 373, Como los conjuntos M, MS™*) v M{™*) son disjuntos dos a dos tenemos:

M UMY UM = M) 4 | MY (MY =3280 = 2302

Luego a partir de los filtros primos R®), 1 < s < n—1 obtenemos ("51) subdalgebras maximales
de Tipo IT y todas ellas son isomorfas a Ly x (L3)" 2

n—1

5 ) subalgebras maximales.

Luego en este caso tenemos un total de (n — 1) + (

(A33) Sim > 2y mn—m =1, en este caso tenemos P® = o(P%W) 1 <i < my RV
p(RW) = QW, RM £ o(RW).

Luego |[RV| = |[PM)| = 2™y | ~ RY| = |(~ rW]| = 2™. Como RYN ~ RM = () entonces
|IRMU ~ RW| = 2m*+1 = 27 Luego tenemos una subalgebra maximal de Tipo I isomorfa a
(L2)™ que es B(A).

Sean 1 <wu,v<m,u#vy

Ml(“’”) = PW A PO = pyn[p®) = [p® v p¥)),

M =~ PN~ PY) = (o p™] 01 (~ p] = (~ (p™ v p™)).

Luego si m = 2, |M™”| = 3y [My(u,v)| = 3, v si m > 2 entonces |[M""| =272 3y
|ME™Y | = 2m=2 3. Como MI™ N M{"™ = () entonces |M™" U M{""| =2 2m=2 3 =
2m-1 3,

Luego si m = 2 tenemos una subalgebra de Tipo III isomorfa a Ly X L3 y si m > 2 tenemos

(7) subdlgebras de Tipo III todas isomorfas a (Lg)™ ™ X Ls.
Por lo tanto si m = 2 tenemos dos subalgebras maximales y si m > 2 tenemos 1 + (g”)
subalgebras maximales.

(A34) Sim >2yn—m > 2 en este caso

|1PO| =|pP) =2m L. 3" ™ 1<i<m.
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|~ PO =|(~pP)=2m71 37 1 <i<m.

QW =Ilg™)l =2 3m 2 =2m 3 IS s <n—m.
|~ QW) = |(~¢®] =2m . g m L g =gmFl gnm=l | < s <n—m.
|IR®| = [[r&) =2m . 3" ™ 1<s<n—m.
|~ RO =|(~r®]=2m . 3" 1 <s<n—m.

Como R®N ~ R®) = (j entonces
|R® U~ RE)| =om+l gn—m-1

m, obtenemos n — m subdlgebras

Luego a partir de los filtros primos R®), 1 < s < n —
+1 % (Lg)n—m—l.

s
maximales de Tipo I, todas ellas isomorfas a (Ly)™
Sil<s,t<n—m,s=#t,sean

Ml(r,s) — RO A R® — [T(s)) N [,,,(t)) _ [,,,(s) V. T(t)>,

M) = p(R)NCR® N p(RD)NCR® = QW n QW nCR® NCRY =
1) N g N (~ g1 (~ ¢ =g v g N (~ WA~ g =
4 v )N (~ (@ v ),

Méns) —~ RO ~ RO — (~ T(S)] N (~ r(t)] = (~ (T(S) \/ T(t))].

Luego
|MD | = 2m grem=2 Y| = om greme? oy | MY = om | gneme?,

7,8)

Como los conjuntos Ml(r’s), MQ( y M?Er’s) son disjuntos dos a dos entonces:

M UMY UM = 2m gnTme2 g = gm gnemL,

n—m

— m, obtenemos ( )

n , ) subalgebras
(Lg)nfmfl .

maximales de Tipo II todas ellas isomorfas a (Ls)™
Sil<wu,v<m,u#vsean

Luego a partir de los filtros primos R®), 1 < s <
X

MEY = P A pE) = [pW) A [p®) = [p®) v p»)

y
MQ(u,v) — ~ P®W A~ PO — (~ p(“)] N (~ p(“)] = (~ (p(u) \/p(v))]

luego |M1(u’v)| =m=2 gnmy |M2(u’v)| = 2m=2 3»=m_ Como Ml(u’v) N Mz(u’v) = () entonces
| M Y M) | = gm=2  gn-m  gm=2 gn-m _ 9 gm=2 gn-m _ gm-1 3n-m [ ueeq a partir
de los filtros primos P®, 1 < i < m, se obtienen (r;) subalgebras maximales de Tipo III y
todas ellas isomorfas a (Ly)™ 1 x (L3)"™™.

Luego en este caso tenemos un total de n —m + (";m) + (7;) subalgebras maximales. Por lo
tanto:
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(A31) (A32) (A33) (A34)
m=1,n—-m=1|m=1,n—m>2 | m>2,n—m=1 m>2,n—m2>2
Tipo | Nro. subdlgebras maximales isomorfas a

I |n-m (L2)* = B(A) (L2)? x (Lz)"~? (L2)" = B(A) | (L2)™ ' x (Lg)"—m!

1I (71—27”) skokok sk L2 X (Lg)n72 kokok sk (L2>m X (Lg)nfmfl

111 (’f;) *okokok ok ok ok (Lg)m_l % L3 (L2)m—1 % (L3)n—m

4. Segunda construccién

Lema 4.1 Sea A un dlgebra de Lukasiewicz finita no trivial y e su eje.

(E1) Si 21,29 son dtomos duales diferentes del dlgebra de Boole [0,e] entonces LS(B(A), z1)
y LS(B(A), z2) son subdlgebras diferentes.

(E2) Si ST y S5 son subdlgebras de B(A) diferentes tales que (1) Ve € S} NS entonces
LS(St,e) y LS(S5,e) son subdlgebras diferentes.

Dem.

(E1) En efecto, si z; € LS(B(A), z2) entonces por (1.5) 23 = $1V(sa/A29) donde s1, 59 € B(A).
Luego como Az = 0 = Az tenemos 0 = Az = 51 V (s9 A Azp) = 51V 0 =57y por lo
tanto z; = sg A 22 < 2o, absurdo, pues z; y 23 son atomos duales diferentes de [0, €.

(E2) En efecto, si (2) LS(S,e) = LS(S;,e) entonces por (1) y (2) S; = BS(ST,Ve) =
B(LS(Sy,e)) = B(LS(S;5,e)) = BS(S;,Ve) = S5, absurdo.

Lema 4.2 Sea A un dlgebra de Lukasiewicz finita no trivial, e su eje, B(A) = (Lg)", con

n > 2.8 S es una subdlgebra mazimal de B(A) tal que Vz € S, donde z € [0,e] entonces
B(A) € LS(S,z) y B(LS(S,z2)) = S.

Dem. Como S es subalgebra maximal de B(A) entonces S = (L,)" ! y existen dos dtomos
bi,by de B(A) tal by,bs ¢ S. Si by € LS(S, z) entonces by = (1A ~ Vz)V (s2AV2z)V (s3A2)
donde s1, 89,83 € S, luego by = Aby = (1A ~ Vz) V (s9 A Vz) € S, absurdo.

Por (1.3) B(LS(S,z)) = BS(S,Vz) y como Vz € S entonces BS(S,Vz) = S. |

Lema 4.3 Si A es un dlgebra de Lukasiewicz tal que A = (Ly)™ x (L3)"™™, donde n—m > 2,
e su eje, z un dtomo dual de [0,e] y A* = LS(B(A), z) entonces:

(F1) B(A) C A" y B(A") = B(A),
(F2) A* es subdlgebra maximal de A,

(F3) A* no es un dlgebra de Boole ni un dlgebra centrada, y z es su eje.
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Dem.

(F1) Claramente B(A) C LS(B(A),z) = A*. Como Vz € B(A), por (1.3) resulta que
B(A*) = BS(B(A),Vz) = BS(B(A)) = B(A).

(F2) Como n —m > 2 entonces [0,¢] = (Ly)", con 7 > 2. Sea A’ una subélgebra de A tal que
(1) A* = LS(B(A),z) C A", luego (2) z € A"y (3) B(A) C A
Sabemos que A" = LS(S', w), donde S’ es una subalgebra de B(A) y w € [0,¢]. De (1) y
(F1) resulta que B(A*) = B(A) C B(A') = BS(S', Vw), luego (4) BS(S', Vw) = B(A).
De (2) tenenos que (5) z = (s1A ~ Vw) V (s A Vw) V (s3 Aw), donde s1, 59,53 € 5.
Luego (6) 0 = Az = (1A ~ Vw) V (s2 A Vw) y por lo tanto de (5) y (6) resulta
z=s3ANw < w. Como z,w € [0,e] y z es d&tomo dual de [0, e] entonces (6) z = w 6
(7) w=e.
Si ocurre (6) entonces A" = LS(S",w) = LS(S',2) C LS(B(A), z) = A*, luego A’ = A*.
Si ocurre (7) entonces e € A"y por (4) B(A) = BS(S',Ve) = 8" C A, por lo tanto
A=A

~

(F3) Por (1.4) z es el eje de A*. Como Az =0 # zy z € A* entonces A* no es un algebra de
Boole y como z # ~ z, A* no es un algebra centrada.

Lema 4.4 Si A es un dlgebra de Lukasiewicz finita, ¢ su centro y S* es una subdlgebra mazximal
de B(A) entonces A* = LS(S*,c) es una subdlgebra mazimal de A.

Dem. Sea A’ una subdlgebra de A tal que (1) A* = LS(S*,¢) € A’. Por (1) tenemos (2)
ceAy((3) s CA.

Sabemos que A" = LS(S',z), donde S es una subalgebra de B(A) y z € [0,¢]. De (1) y el
Lema 4.2 resulta S* = B(A*) C B(A") = BS(S',Vz) y como S* es maximal entonces (4)
BS(S8',Vz) = B(A) 6 (5) S* = BS(S',V=2).

Si ocurre (4) entonces (6) B(A) = BS(S',Vz) = B(A') C A". De (2) y (6) resulta que A" = A.
Si ocurre (5) entonces (7) S° C S*. Como ¢ € A" = LS(S', 2) entonces

c= (1A~ V2)V (s9AVz)V (s3A 2)

donde sq, S9,53 € S'. Luego 0 = Ac = (1A ~ Vz) V (sa A Vz) y por lo tanto ¢ = s3 A\ 2z < 2
y como z < ¢ entonces (8) z = ¢ y por lo tanto de (8) y (7) tenemos (9) A" = LS(S',2) =
LS(S',¢) C LS(S*,¢) = A*. De (1) y (9) resulta A" = A*. [

(A1) Si A es un algebra de Boole entonces n = m, esto es, A = (Ly)™. Si m = 1, entonces A
no tiene subalgebras maximales. Si m > 1, es bien conocido que las subdlgebras maximales de
A son isomorfas a (L)™', y que si A(A) = {a1,a9,...,a,} y A* es una subédlgebra maximal
de A entonces sus dtomos son a* = asVa; con s £ty a; = a; para 1l < j <m, j# s,t. Luego
existen (’;), subdlgebras maximales de A.

(A2) Si A es un élgebra centrada, entonces m = 0, esto es, A = (L3)".

(A21) Si A = L3 entonces la unica subdlgebra maximal de A es S = {0,1} = Ly que es de
Tipo L.

(A22) Si A = (L3)", con n > 2 entonces B(A) = (Ls)". Sea c el centro de A. Por (1.2)
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[0,c] = Ag(A) = B(A) = (L2)" entonces [0, ¢| tiene n dtomos duales.

(A22a) Sea z un atomo dual de [0, ¢], en particular z # 0 y z # c. Sea A* = LS(B(A), 2),
luego B(A) C A*. Ademaés ¢ ¢ A*. En efecto, si ¢ € LS(B(A), z) entonces ¢ = 51V (s3 A 2)
donde s1, s9 € B(A) luego como Az = 0 tenemos 0 = Ac = s; y por lo tanto ¢ = s; A z < 2.
Como por hipétesis z < ¢ resulta z = ¢, absurdo.

Por el Lema 4.3, (F3) A* es un algebra con eje z que no es un dlgebra de Boole ni un algebra
centrada, entonces por los resultados indicados en [15] A* = (L,)7 x (L3)*, donde j > 1, k > 1.
Ademds j + k = n ya que por el Lema 4.3, (F1) tenemos

(Lo)" = B(A) = B(A") = B((Lo)! x (Ls)*) 2 (Lo **
Por (1.7) sabemos que
j=HaeA(B(A):a<~Vzi[ y k=[{ac AB(A)):a< Vz}|.

Como z = (21, 22, ..., 2,) es un atomo dual de [0, c] entonces existe un tnico i, 1 < i < n, tal
que z;, =0y zg = %, para 1 < s < n, s # i. Luego Vz es un dtomo dual de B(A) y por lo
tanto ~ Vz es un atomo de B(A), de donde resulta j =1y k=n— 1.

Por el Lema 4.3 sabemos que A* = LS(B(A), z) es maximal.

Como todo centro es un eje entonces por el Lema 4.1, (E1) sabemos que si 21, 2o son dtomos
duales diferentes de [0, ¢] entonces S} = LS(B(A), z1) # Sz = LS(B(A), 22).

De este modo obtenemos n subédlgebras maximales de Tipo I de (L3)™ y observando la Tabla

2.1, con la construccion indicada obtenemos todas las subalgebras maximales de Tipo I de
(L3)™, isomorfas a Ly x (Lz)" '

(A22b) Sea S* una subdlgebra maximal de B(A), sabemos que existen (}) subélgebras maxi-
males de B(A) y que S* = (Ly)" 1. Sea A* = LS(S*,¢) luego por el Lema 4.2 tenemos (1)
B(A*) = S* 2 (Ly)" 'y (2) B(A) € A*. Por (1.4) sabemos que (3) A* es un algebra centrada,
luego de (1) y (3) resulta que A* = (L3)"~!. Por el Lema 4.4 A* = LS(S*, c) es una subdlgebra
maximal.

Si 57, S5 son subdlgebras maximales de B(A) y S} # 53 entonces como Ve =1 € SfN.S; por

el Lema 4.1 tenemos que LS(ST,c) # LS(S5,c).

De este modo obtenemos (Z) subélgebras maximales de (L3)™ que por (2) no son de Tipo Iy

teniendo en cuenta la Tabla 2.1 podemos afirmar que con la construccién indicada obtenemos
todas las subdlgebras maximales de Tipo II de (Lj)™.

(A3) Sea A = (Lg)™ x (L3)"™, donde m > 1, n — m > 1. Entonces:

(BO) Los atomos de B(A) = (L,)" son a™, 1 < h < n, con coordenadas agh) =1parah=1
yagh):O,paralgiSn,i#h.

(B1) Eleje e de A tiene por coordenadas e, = 0, paral < h <mye, =
Por lo tanto [0, e] = (Lg)" ™.

%, param+1 < h < n.

(B2) Ve tiene por coordenadas f, =0, para 1 < h <my f, =1, param+1 < h <n. Por
lo tanto Ve es supremo de n — m atomos de B(A), que son a®, param +1 < h < n.

(B3) ~ Ve tiene por coordenadas g, = 1, para 1 < h <my g, =0, param+1 < h < n. Por
lo tanto ~ Ve es supremo de m dtomos de B(A), que son a® | para 1 < h < m.
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(B4) Los n—m atomos duales de [0, ] que notaremos w™, 1 <r < n—m, tienen coordenadas

i(r) gir:wagr):lparaerlgsgn,s;«ém+r.Luego:

w 2

=0,paral <i:<m, w
(r

i

(B4a) Vw'™) tiene por coordenadas z ) = 0, para 1 <17 < m, ler =0y 20 = 1, para
m+1<s<n,s#m-+r.

(r)

7

(r)

m+r

(r)

(B4b) ~ Vw™ tiene por coordenadas x =1lyas’ =0, para

m+1<s<n,s#m-+r.

=l paral<i<m,zx

(B5) Las subdlgebras maximales de B(A) son isomorfas a (L,)""!. Por lo tanto sus dtomos
coinciden con los dtomos de B(A) salvo uno que es supremo de dos atomos de B(A).

(B5a) Si n —m > 2, para i,j fijos, m +1 < 4,5 < n, pongamos s = a@ v qU) y
s®) = aq®) para 1l < k <n, k # i,j. Consideremos SE*Z.J.), la subalgebra booleana
de B(A) cuyos atomos son estos n — 1 elementos. Como

Ve = st v \/ sk vy ~Ve= \/ s
k=1

k=m+1
kot

*

es claro que Ve, ~ Ve € S(Zj) y ademas

[{a € A(S(i ;) ra < Vel =n—-—m—1, [{a€ A(S,):a<~Ve} =m.
Existen (";m) de estas subdlgebras, a las que llamaremos subalgebras de Tipo S.

Observemos que si n —m = 1 entonces no existen subdalgebras de este tipo.

(B5b) Sim > 2, para i, fijos, 1 < i,j < m, pongamos t®) = a v al) y t®) = ) para
1 <k <n, k+#1i,j. Consideremos T(*i i) la subdlgebra booleana de B(A) cuyos
atomos son estos n — 1 elementos. Como

Ve=\/ t"y ~Ve=ttv \/ ¥,

k=m+1 ke1

ki,
es claro que Ve, ~ Ve € T(“;j) y ademas
Ha € A(T; ;) a<Ve}[=n—m, {a€ A(T;;):a<~Ve}|=m—1.

Existen (7;) de estas subdlgebras, a las que llamaremos subalgebras de Tipo T. Es
claro que si m = 1 no existen subdlgebras de este tipo.

(B5c) Si S* es una subdlgebra maximal de B(A), y b € A(S*) es tal que b = a v a9,
donde 1 < i <mym+1<j < nentonces Ve ¢ S*. Los otros dtomos de S*

son b*) = a®) para 1 < k < n, k # i,j. Los tinicos atomos de S* que preceden
a Ve son b = ¢® param+1 < k < n, k # j. Luego si Ve € S* entonces
Ve= V\V ™= "\ a® absurdo, dado que Ve = \/ a®.

k=m+1 k=m+1 k=m+1

ki ki
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Si m =1 = n — m entonces es claro que la tnica subalgebra maximal de A = Ly x L3 es
B(A) = (Ly)2.

En adelante supondremos que m > 2 6 que n —m > 2.

Sin—m > 2, sea z un atomo dual de [0, e] y A* = LS(B(A), z), por el Lema 4.3 sabemos que
A* es una subdlgebra maximal que no es un algebra de Boole ni un algebra centrada y que z
es su eje. Por los resultados indicados en [15] A* & (Ly)? x (L3)*, donde por (1.7)

j=Hac AB(A")):a <~V v k=|{ac AB(A")):a < Vz}|.

Como A(B(A*)) = A(B(A)) entonces por (B4a) k =n—m — 1y por (B4b) j = m+ 1, luego
A* = (Ly)™H x (Lg)nm L
Si 21,22 € [0,€] son dtomos duales diferentes entonces por el Lema 4.1, (E1) tenemos que

LS(B(A), 21) # LS(B(A), z).

Por (B1) sabemos que [0, €] 2 (Ly)"™™ y por lo tanto [0, e] tiene n — m dtomos duales. Luego
de este modo obtenemos n—m subélgebras de Tipo I que son isomorfas a (L)™' x (Lz)"~™ 1.

Sim > 2,n—m > 2y S* es una subdlgebra maximal de B(A) de Tipo S 6 de Tipo T, en
particular (1) Ve € S*.

Sea A* = LS(S*,e). Luego por (1.3) y (1) tenemos (2) B(A*) = BS(S*,Ve) = BS(S*) = S*.
Por el Lema 4.3 A* es una subélgebra maximal de A.

Si ST y S5 son subdlgebras maximales de B(A), diferentes, de Tipo S 6 de Tipo T entonces
Ve € S} N S;. Luego por el Lema 4.1, (E2) tenemos que LS(ST,e) # LS(S;,e).

Como A* no es un algebra de Boole ni un algebra centrada y e es su eje entonces por los
resultados indicados en [15] A* = (L,)? x (L3)*, donde por (1.7)

j=Ha€ A(S*) :a<~Ve}| v k=|{a € A(S") : a < Ve}|.
Si S* es de Tipo S entonces por (B5a) k = n—m—1y j = m. Como existen ("_27”) subdlgebras
maximales de Tipo S de B(A), por el Lema 4.1, (E2) obtenemos (",™) subalgebras isomorfas
a (Lg)m X (Lg)n_m_l.

Si S* es de Tipo T entonces por (B5b) k =n—my j = m— 1. Como existen (r;) subdlgebras
maximales de Tipo T de B(A), por el Lema 4.1, (E2) obtenemos (') subalgebras isomorfas a
(Lz)mfl X (Lg)nim.

Si S} es de Tipo Sy S5 es de Tipo T entonces A} = LS(S5,e) # LS(S5,e) = As. En efecto,
si A7 = Aj entonces ST = B(A]) = B(A}) = S5, absurdo.

Luego observando la Tabla 2.1 podemos afirmar que si S* es de Tipo S entonces LS(S*,¢e) es
de Tipo II y si S* es de Tipo T entonces LS(S*,e) es de Tipo III.

Sim >2yn—m=1 entonces B(A) = (Ly)" es subalgebra maximal de A. En efecto, como
n —m = 1 entonces (1) [0,¢] = {0,e}. Si A" es una subalgebra de A tal que (2) B(A) C A,
sabemos que (3) A" = LS(S',w) donde S’ es una subalgebra de B(A) y w € [0,¢]. Siw =0
entonces A = S" y como S C B(A) entonces A" = B(A). Si w = e entonces por (2) y (3)
A= LS(B(A),e) C A luego A" = A,

Sabemos que en este caso no existen subalgebras de Tipo S.

Luego si A 2 (Ly)™ x (L3)"~™, donde m > 1, n — m > 1, entonces:
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(A31) (A32) (A33) (A34)
m=1,n—m=1| m=1,n—m2>2 m>2 n—m=1 m>2,n—m2>2
Tipo | Nro. subalgebras maximales
B(4) LS(B(A), ), B(A) LS(B(A),z),
z atomo dual z dtomo dual
I n—m de [0, ¢]. de [0, ¢].
Isomorfa a Isomorfas a Isomorfa a Isomorfas a
(L2)? (L2)? x (Lz)"~? (L2)" (Lo)™*t x (Lg)"~mt
LS(S*,e), LS(S*,e),
S* subalgebra S* subalgebra
de B(A) de Tipo S. de B(A) de Tipo S
I n;m sokokok sfskokok
Isomorfas a Isomorfas a
LQ X (Lg)n72 (L2)m X (Lg)nfmfl
LS(5",¢), LS(S*,e),
S* subélgebra S* subdlgebra
de B(A) de Tipo T. | de B(A) de Tipo T.
111 (7;1) ok ok ok kokokok
Isomorfas a Isomorfas a
(Lg)m_l % L3 (Lg)m_l % (L3)n—m
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5. Ejemplos

En los siguientes diagramas indicamos con e los elementos de las subalgebras maximales.
Si A = L3 la tnica subalgebra maximal es isomorfa a Ls.

Si A = (L3)?, tenemos las siguientes subélgebras maximales:

Tipo I, isomorfas a Ly X Lg Tipo II, isomorfa a Lj

@ 22

Si A = (L3)?, tenemos las siguientes subdlgebras maximales:

Tipo I, isomorfas a Ly x (L3)?

21

Tipo II, isomorfas a (L3)?




Subdlgebras maximales

Si A = Ly x L3 la tinica subdlgebra maximal es de Tipo I y ella es isomorfa a (Ly)?

Si A = (Ly)? x L3, entonces las subdlgebras maximales son:

Tipo I, isomorfa a (Lj)? Tipo III, isomorfa a Ly X Ls

i

Si A= Ly x (L3)?, entonces A tiene las siguientes subdlgebras maximales:

Tipo I, isomorfas a (Ls)? X L3 Tipo II, isomorfa a Ly X Ly

21

22

Si A = (Ly)* x (L3)?, entonces tiene las siguientes subdlgebras maximales:

Tipo I, isomorfas a (Lg)3 x L3
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&

X /.O/V

oV

\
//
\)\/0\

Tipo III, isomorfa a Ly x (L3)?
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