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Resumen
En estas notas indicamos resultados originales de diversas propiedades de las
algebras de Lukasiewicz trivalentes, dlgebras de Moisil (trivalentes) y &lgebras de
Post (trivalentes).

1. Introduccion

Si X es un conjunto finito con n elementos notaremos | X| = n. Si R es un reticulado
distributivo acotado notaremos con 0, (1) el primer y ltimo elemento respectivamente.
Diremos que un subconjunto S de R es un (0, 1)-subreticulado de R si S es un subreti-
culadode Ry 0,1 € S.

Si z € R entonces es bien conocido que [z), (x] son reticulados distributivos acotados. Si
b € R es booleano notaremos con —b a su complemento y con B(R) al conjunto de todos
los elementos booleanos de R. Es claro que 0,1 € B(R) y que B(R) es un algebra de
Boole. Si a,b € Ry a < b notaremos [a,b] = {z € R:a <z <b}.

Recordemos algunos lemas de la teoria de reticulados y a los efectos de facilitar la lectura
de estas notas indicaremos las demostraciones de los mismos.

Lema 1.1 Si R es un reticulado distributivo acotado, no trivial, tal que existe b € B(R)\
{0,1} entonces R = (b] x (=b], donde (b] y (—b] son reticulados distributivos acotados no
triviales.

Dem. Sea P = (b] x (=b]. Dado r € R, sea h(r) = (r Ab,r A —b) luego h: R — P.

h es sobreyectiva. Dado p = (r1,75) € P, entonces r =1r; Vry € R,y como r; € (b] y
ro € (—b] tenemos que r; = r Aby ro = r A—b, luego h(r) = (r Ab,r A—=b) = (r1,72) = p.
Si z <y donde z,y € R entonces h(x) < h(y). De x < y resulta que z Ab <y Aby
x A—=b<y A—=bporlotanto h(zx) = (x ANb,x A=b) < (y Abjy N—=b)=h(y).

Si z,y € R son tales que h(z) < h(y) entonces = < y.

De h(z) = (x ANbx AN=b) < (y ANbjy N—=b) = h(y), resulta que z Ab <y Aby
x A—=b<y A—b, luego

r=x ANbV—=b=(x Ab) V(z AN=b) <(y ANb) V(y AN=b)=y A(b V—b)=uy.

Por lo tanto A es un isomorfismo, de orden, entre los conjuntos ordenados Ry (b] x (—b]
luego es un isomorfismo de reticulado. [
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Lema 1.2 Si R es un reticulado distributivo acotado y b € B(R) \ {0,1} entonces [b) y
(—=b] son reticulados distributivos acotados no triviales, isomorfos.

Dem. Sea h : [b) — (—b] definida por h(z) = x A —b. Claramente h es una funcién de
[b) en (—b].

(I) h es suryectiva.

Seay € (—blestoesy < —b. Luegob<y Vb==xzyh(x)=(y Vb) N—=b=y AN—=b=y.
(IT) Si 21,29 € [b) verifican z; < 5 entonces es claro que h(z1) < h(xs).

(III) Si xy, 22 € [b) son tales que h(z1) < h(xs) entonces z; < xs.

En efecto, por hipdtesis x1 A —b < x5 A —b luego

ry=x1 Vb= (21 AN=b) Vb< (x93 A—=b) Vb=1xy Vb=x,.

De (I), (II) y (III) resulta que h es un isomorfismo, de orden, entre los conjuntos ordenados
[b) v (—b] luego es un isomorfismo de reticulado. |

Corolario 1.1 R = [-b) x [b).

Dem. Por el Lema 1.1 (1) R = (b] x (=b]. Por el Lema 1.2 tenemos que (2) [b) = (=b] y
[—b) = (b]. Luego de (1) y (2) resulta R = (b] x (—b] = [=b) x [b). |

Un élgebra de Lukasiewicz (trivalente) [3, 4, 5],[6, 7, 8],[9], es un algebra (L, A,V, ~,V,1)
de tipo (2,2,1,1,0) donde (L, A,V, ~,1) es un algebra de De Morgan y V es un operador
que verifica: ~ z VVx =1, © A ~z=~2xz AVx y V(z Ay)=Vz AVy.Esbien
conocido que:

= Sise define Az =~V ~zentonces t NAA~ =0, 2V ~zx= 2 VA~ x ¥y

Alx Vy)= Az V Ay.

= Toda algebra de Lukasiewicz L es un dlgebra de Kleene, estoesz A~z <y V~y
cualesquiera que sean z,y € L.

» B(L)={xe€L:Ve=a}={reL:Av=uz}.

= Si b € B(L) entonces su complemento booleano —b es precisamente ~ b, esto es
—b=n~ b

s Si Vo = Vyy Az = Ay entonces z = y, (Principio de Determinacién de Moisil).
[4], [10].

Si B(L) es finita, no trivial, representaremos por A(B(L)) el conjunto de los atomos del
algebra de Boole B(L) y sib € B(L), b # 0 notaremos con A(b) el conjunto de los dtomos
de B(L) que preceden a b.

Si el dlgebra de Lukasiewicz L tiene un elemento ¢, que verifica ~ ¢ = ¢, entonces L es un
algebra de Post (trivalente). Este elemento se denomina centro del dlgebra y se verifica
que x = (Ax V) A Vz, cualquiera que sea z € L. [6, 9, 11]. Sea T = {0, ¢, 1}, donde
0<ec<l,y~0=1,~1=0,~c=¢,V0O=0,Vec=V1=1. Entonces T es un algebra
de Post.
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Si el algebra de Lukasiewicz tiene un elemento e que verifica Ae = 0y Vo < Az VVe, para
todo x € L diremos que e es el eje del algebra y que L es un algebra de Lukasiewicz con eje
(Gr. Moisil [5]) 6 siguiendo a A. Monteiro que L es un dlgebra de Moisil (trivalente), [11].
L. Monteiro [11] probé que en las dlgebras de Moisil se verifica que x = (Az Ve) AVz =
Az V(Vz Ne)yx=Ax V (Ve A~e)=Vz A(AzV ~ e), cualquiera que sea x € L.
Si M es un &lgebra de Moisil y e su eje, entonces [0, e] es un subreticulado de M y un
reticulado acotado. M. Abad, L. Monteiro, S. Savini y J. Sewald [2] probaron:

= Siz €[0,e] y ponemos por definicion —x = ~ Vz A e entonces [0, €] es un &lgebra

de Boole.
Ejemplo 1.1 . .
N
SO
/<// N
N
<

= Si P es un algebra de Post y ¢ su centro entonces [0, ¢| y [¢, 1] son dlgebras de Boole
isomorfas a B(P).

Ejemplo 1.2

L. Monteiro, S. Savini y J. Sewald [12] probaron que: Si M es élgebra de Moisil, e su eje
vy Ag(M) ={z € M : Az = 0} entonces Ay(M) = [0, ¢].

Observacién 1.1 Es bien conocido que si L es un dlgebra de Lukasiewicz, yv,w € B(L)
son tales que v < w entonces S = [v,w] es un dlgebra de Lukasiewicz, con primer elemento
v, ultimo elemento w y donde las operaciones N,V,V son las operaciones N,V,V de L
y la negacion de x € S estd definida por:

~gr =0 V(v Aw).
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1) Sib e B(L) entonces [b) = [b, 1] es un dlgebra de Lukasiewicz donde ~py x = ~ x Vb
para x € [b).
)

2) Sibe B(L
para x € (b].

entonces (b] = [0,b] es un dlgebra de Lukasiewicz donde ~@ © =~ x Ab

3) Si M es un dlgebra de Moisil y e su eje entonces S = [0, Ve] es un dlgebra de Post.
Por 2) S es un dlgebra de Lukasiewicz. Como e es un eje entonces e <~ e y por lo
tanto ~g e =~e ANVe=~e ANe=c¢, luego e es el centro de S.

Lema 1.3 Si L es un dlgebra de Lukasiewiczyb € B(L), entonces [b) y (~ b] son dlgebras
de Lukasiewicz isomorfas.

Dem. Sea h: [b) — (~ b] definida por h(z) =z A ~ b. Por el Lema 1.2 sabemos que h
establece un isomorfismo entre los reticulados distributivos acotados [b) y (~ b].

Si z € [b) entonces h(~p) ) =~(y h(x).

Como b < x entonces ~ x <~ b luego h(~p) z) = h(~x Vb) = (~x Vb)) AN~b=
~rxAN~b=~xy e M(E) =~ () Avb=~ (2 A~b)A~b=(~a VD) AN~b=
~xA\~b=~x.

Si z € [b) entonces h(Vzx) = Vh(z).

En efecto, h(Vz) =V A~b=Vz AV ~b=V(x A~b)=Vh(x). |

Un filtro F' de un éalgebra de Lukasiewicz L se dice un A-filtro de L si se verifica: Si x € F
entonces Az € F. [§]

Si F' es un A-filtro de L y a,b € L notaremos a = b (mdd. F') si y solo si existe f € F tal
que a A f =0 A f. La relacién = es una congruencia. Observemos que x = y si y solo si
V~zxVye F,VeV~yeF,V~yVzeFyVyV~uzeF,[8]. Al conjunto cociente
de L por la relacién de congruencia = lo notaremos L/F o L/ =. Si x € L entonces la
clase de equivalencia que contiene al elemento x la notaremos Cp(x) = {y € L : y = x}
o simplemente C'(x). El conjunto L/F' algebrizado en la forma habitual es un algebra de
Lukasiewicz, y si definimos h(z) = C(z), cualquiera que sea x € L entonces h: L — L/F
es un homomorfismo suryectivo que tiene por nicleo a F'.

Observemos que si F' es un filtro principal, esto es F' = [b) entonces F' es un A-filtro si y
solosib € B(L). Ademés x = y (méd. [b)) siysolosiz Ab=y Ab.SiF =1[b),ybe B(L)
entonces L/[b) = (b], via la transformacién g(Cr(x)) = x A b para toda Cp(z) € L/F,

[3].

Si M es un algebra de Moisil M que no es un algebra de Boole ni un dlgebra de Post [11],
8] entonces M = M /[~ Ve) x M/[Ve) donde M/[~ Ve) es un dlgebra de Boole, M/[Ve)
es un algebra de Post y e es el eje de M. Como M /[~ Ve) = (~ Ve|, M/[Ve) = (Ve] y
por el Lema 1.3 (~ Ve] = [Ve) entonces M = [Ve) x (Ve].

2. Resultados
Lema 2.1 Sibe B(L) yx € (b] entonces Cpy(x) = [z,2 V ~ 1], [8].

Dem. Vamos a indicar una demostraciéon mas sencilla y diferente, que la indicada en [8].
Siy€lr,zV~bl,estoes (1) z<ye (2)y<azV~b De(l)resulta (3) x ANb<y Ab
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y de (2) resulta
Dy Ab<(zV~Db No=(z Ab) VO=2a Ab.

Luego de (3) y (4) resulta  Ab =y Aby por lo tanto =y (méd. [b)), luego y € Cpy(z).
Supongamos ahora que y € Cpp)(x) esto es (5) y Ab=x Ab entonces

6) y<yvVe~b=(y ANb)V~b=(z ND)V~b=xV ~b
Como z € (b] esto es < b entonces de (5) concluimos (7) z =x Ab=y Ab<y. De (7)
y (6) resulta y € [z,2 V ~ b]. |

Este resultado fué probado por L. Monteiro en 2002, lo que generalizé un resultado del
mismo para las dlgebras de Boole, [13].

En 1978, Antonio Monteiro prob6 que si B es un algebra de Boole y F' un filtro de B
entonces toda clase de equivalencia médulo F' es coordinable con F'. Su demostracion
fué publicada en 2000 por L. Monteiro, [13].

Problema: ;Serd que cualquiera que sea el algebra de Lukasiewicz trivalente L y F' un
A-filtro de L entonces todas las clases de equivalencia médulo F' son coordinables?
Esto generalizaria el resultado de Antonio Monteiro.

Lema 2.2 Si F' es un A-filtro de un dlgebra de Lukasiewicz L y C una clase de equiva-
lencia mddulo F, tal que C' N B(L) # 0, entonces |F| = |C)|.

Dem. Sea b un elemento fijo de C'N B(L). Si f € F pongamos por definicién:

H(f)=(~f Vb A(~b V).

Entonces siguiendo el mismo procedimiento que el indicado por A. Monteiro [13] tenemos:

H(f) NAf=(~f Vb A(~bV[) NAf=
(~f Vb)) NAf=(~f NAf) V(O ANAF)=b NAFT.
Luego como Af € F tenemos que H(f)=0by por lo tanto H(f) € C.

(1) H es suryectiva

Sea ¢ € (' luego ¢ = by por lo tanto en particular V.~ b Ve e Fy VbV ~ c € F,y como
be B(L) entonces ~b Vce FybV~ceF luego f=(~bVec) N(bV~c)eF.
Luego

H(f)=(~f Vb AN~b V)=
[(OA~c) V(~b Ae) VO A [~b V((~bVe) N(bV ~c¢))]=
((~b Ac) Vb)) AN(~bVe)=(c Vb)) N(~bVe)=cV(IbA~D) =c
Luego H es suryectiva.

(2) H es inyectiva
Supongamos que f1, fo € F son tales que H(f,) = H(f2), esto es

(I (~fi VO A(~b V fi)=(~fa V) A(~b V fa)
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Haciendo el infimo de ambos miembros con b tenemos:
b A(~bVf)=bA(~bVf)

luego
(1I) bANfL=bAJs

Haciendo el infimo de ambos miembros de (I) con ~ b tenemos:
~b A(~fi Vb)) =~bA(~f2 VD)

esto es

luego

() bVfi=bVf
De (II) y (III) resulta que f; = fo. |

Si probaramos que si C' es una clase de equivalencia tal que C' N B(L) = () entonces
|C| = |F| 6 |C] = |C’"| donde C” es una clase de equivalencia tal que C' N B(L) # 0,
entonces el problema estaria resuelto.

Recordemos el siguiente resultado:

Lema 2.3 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz, b € B(L) y C' es una clase de equivalencia,
mdédulo el A-filtro [b), entonces |C' N (b]| = 1. (ver [8]).

Lema 2.4 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz, b € B(L) y C es una clase de equivalencia,
mddulo el A-filtro F = [b), entonces |C| = |F].

Dem. Por el Lema 2.3, C'N (b] = {x}, luego es claro que C' = Cpy(x).

Por el Lema 2.1 Cp)(z) = [z, V ~ b]. Siy € Cp(x) pongamos J(y) =y V b, luego
J(y) € F.

Dado z € F' = [b), consideremos el elemento y = z A (z V ~ b), por lo tanto y < z V ~ b.
Como z < b < zentonces y = (z Ax) V(z A~b =x V(zA~Db >z luego
y € lxaV~b=Chlr)y Jy) =z AV ~b) Vb=2 Vb= =z Porlo tanto J es
suryectiva.

Sean y1,y2 € Cpyy(x) tales que J(y1) = J(y2) estoes (1) y1 Vb =y, Vb Como z <y <
xV ~bentonces ~xr Ab <~y <~z luego:

~rzVe~b=(~vae AD)V~eb<~yV~ab<~zxV~b

y por lo tanto (2) ~xz V ~ b= ~1y; V ~b. Andlogamente (3) ~x V ~ b=~y V ~ b.
De (2) y (3) resulta ~ 43 V ~ b=~ ys V ~ by porlotanto (4) y1 Ab=y> Ab.De (1)y
(4) resulta y; = ys. [
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Corolario 2.1 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz finita, F un A-filtro y C' una clase de
equivalencia mddulo I entonces |C| = |F|.

Dem. Como L es finita entonces F' = [b), con b € B(L), luego por el Lema 2.4,
C| = |F]. |

Si L es algebra de Lukasiewicz y a € L es tal que a < ~ a, entonces [a,~ a] es un
subreticulado de L con primer elemento a y ultimo elemento ~ a. Si a = 0 se tiene
la,~ a] = L y si a # 0 entonces [a,~ a| # L.

Sea a # 0 tal que a < ~ a esto equivale a decir que Aa =0 6 que a € Ag(L) \ {0}.

Es claro que [a,~ a] es un dlgebra de De Morgan donde la negacién en [a,~ a] es la
misma que la negacién en L. Si z € [a, ~ a] pongamos por definicion:

VW2 =V2A~a.

Siz € [a,~ a] entonces a < 2 < Vzluegoa=aA~a<VzA~a<~ayporlo tanto
V@2 ¢ [a,~ a].

Lema 2.5 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz, a € Ao(L) y a # 0 entonces:
([a7 ~ a]’ /\7 \/7 N? v(a)7 ~ a)
es un dlgebra de Lukasiewicz.

Dem. Sean z,w € [a,~ a] entonces:

~zVVW2=~nzV(Vz A~va)=(~2 VV2) AlvzV~a)=1 A(~zV~a)=
~zVe~a=n~(z Aa) =~ a.

~z AVWz=~n 2 AVz Amva=~ (2 Va) AVz=~z AVz=~2z Az

V@2 AV@w=Vz A ~a AVw A~a=(Vz AVw)A~a=V(z Aw)A~a=

V@(z Aw).
Luego [a,~ a] es un algebra de Lukasiewicz, donde el operador A estd definido por:
AV =~ VO~ =~ (V~zA~a)=~V~zVa=Az Va. |

Lema 2.6 Si M es dlgebra de Moisil y e su eje entonces [e,~ €] es un dlgebra de Boole.

].

Dem. Vamos a indicar una demostracién diferente a la dada en [1].

Como Ae =0<A~eyVe<1l=~0=n~ Ae= V ~ e tenemos que e < ~ e, luego
por el Lema 2.5, [e,~ €] es un dlgebra de Lukasiewicz. Vamos a probar que V) z = 2
para todo z € [e, ~ €], esto es que Vz A ~ e = z, para todo z € [e, ~ €].

Para ello usaremos el principio de determinaciéon de Moisil, esto es probaremos que:

(1) V2 AV~e=V(VzA~e)=Vz

(2)Vz NA~e=A(VzA~e)=Az

De (3) z < ~eresulta Vz < V ~ e y por lo tanto se verifica (1). De (3) también resulta
Az < A ~eyporlotanto (4) Az = Az ANVz < Vz ANA ~ e. Como M tiene eje e
entonces z = Az V (Vz A ~e), luego Az = Az V(Vz ANA ~ ¢), y por lo tanto (5)
Vz NA ~e <Az De (4) y (5) resulta (2). [
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Lema 2.7 Si L es dlgebra de Lukasiewicz y a € Ao(L) \ {0} entonces las dlgebras de
Lukasiewicz [a,~ a] y [Va) son isomorfas.

Dem. Pongamos por definicion:
H(z)=(x N ~a) Va, para =€ L.

Luego a < (x= A ~ a) Va = H(z). Como a € Ay(L) entonces a <~ a luego
H(z) =(x Va) N(aV ~a)=(z Va) AN ~a <~ a. Por lo tanto H(x) € [a,~ a]
cualquiera que sea x € L. Sea h la restriccién de la funciéon H al conjunto [Va), luego
h:[Va) — [a,~ a].

h es suryectiva. Dado y € [a,~ al, estoesa < y < ~a,seax =y V Va. Luego = € [Va)
y h(z) = ((y VVa) AN ~a) Va=(y VVa Va) AN(~a Va)=(y VVa) AN~a=
(yA~a) V(VaN ~a)=(yA~a) V(aN ~a)=y Va=uy.

h es biyectiva. Sean z,y € [Va) tales que h(z) = h(y) esto es:

(x AN ~a) Va=(y N ~a) V a.

Luego

V(i A~a) Va)=V((y AN~a) Va) (2.1)

A((xAN~a) Va)=A((y\N~a) Va) (2.2)

De (2.1) resulta
(Ve AN V~a)V Va=(Vy AN V~a)V Va

esto es

(Ve v Va) N (V~a VVa)=(Vy V Va) A (V~a VVa).
Como V ~a VVa=V(V~a Va)=V1=1 entonces

Vx VVa=Vy VVa,
y de Va < z,y resulta Va < Vz y Va < Vy, luego tenemos que
Vi =Vy. (2.3)
De (2.2) se deduce que
(Az AN A~a) V Aa=(Ay N A~a) V Aa

luego

(Az V Aa) AN (A~a V Aa)=(Ay V Aa) N (A~a VvV Aa)

y por lo tanto haciendo el supremo de ambos miembros con Va tenemos
Az V Va=Axz V Aa VVa=Ay VAa VVa=Ay VVa

y como Va < z,y entonces Aa < Va < Azxr y Aa < Va < Ay, por lo tanto
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Az = Ay. (2.4)

De (2.3) y (2.4) se deduce por el principio de determinacién de Moisil que = = y.

(1) = ~ a. En efecto, h(1) = (1A ~a) Va=~a Va=~a.

h(Va) = a. En efecto, h(Va) = (Va A~a) Va=(a A~a) Va=a.

h(~[va) ©) = ~ h(zx). Observemos en primer lugar que si x € [Va) esto es Va < z, como

b‘

;*‘

a < Va entonces a < z, y por lo tanto (3) a V z = x. Luego teniendo en cuenta (3)
y a < ~ a tenemos que: h(~we ) = h(~x VVa) = ((~2 VVa) AN~a) Va=
(~x VVa Va) N(~a Va)=(~xz VVa) N~a=(~z AN~a) V(VaA~a)=
~(zx Va) ViaN ~a)=~z Va.

~h(x)=~((zr N ~a) Va)=(~xz Va) N ~a=(~x AN ~a) V(aN~a)=
(~z AN ~a) Va=~(r Va) Va=r~z Va.

h(Vx) = V@h(z).

En efecto, VWh(z) = V@ ((x A ~a) Va)=V((x A ~a) Va) N ~a=

(Vx AN V~a) VVa)AN ~a= (Ve ANVr~a A~a) V(VaA ~a)=

(Vz A ~a) V(aN ~a)= (Ve A ~a) Va=h(Vz).

haz Ny)=h(x) Ah(y).

En efecto, h(zx Ay)=((z Ay)A ~a) Va=(x AN~a ANyAN ~a) Va=

((x AN~a) Va) AN((y N ~a) Va)=h(z) Nh(y). |

Corolario 2.2 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz y a € Ao(L) \ {0} entonces [a,~ a] es
isomorfa a (~ Val.
Dem. Consecuencia inmediata de los Lemas 2.7 y 1.3. |

L. Monteiro, S. Savini y J. Sewald [12] probaron:

Lema 2.8 Sea M un dlgebra de Moisil, con eje e ya € A(B(M)). Si a <~ Ve entonces
[0,a] ={0,a} y sia < Ve entonces [0,a] = {0,a Ne,a}.

Lema 2.9 Sea M es un dlgebra de Moisil con eje e, que no es un dlgebra de Boole ni un
dlgebra de Post. Entonces Ve € A(B(M)) siy solo si M = B x T.

Dem. En efecto, si M = B x T, donde B es un algebra de Boole no trivial, entonces su
eje es e = (0, ¢) luego Ve = (0,1) y claramente Ve es un atomo de B(M).

Reciprocamente si M es un algebra de Moisil, que no es un algebra de Boole ni un algebra

de Post, e su eje entonces sabemos que M = M/[~ Ve) x M/[Ve), M/|~ Ve) es un
algebra de Boole no trivial y M/[Ve) = (Ve] es un élgebra de Post. Por hipétesis (1) Ve
es un atomo de B(M) luego por el Lema 2.8 [0, Ve| = (Ve] = {0, e, Ve}. Ademés e # Ve

pués si e = Ve entonces 0 = Ae = Ve, lo que contradice (1). Luego M/[Ve) = T. [

Corolario 2.3 Si B es un dlgebra de Boole no trivial y e el eje del dlgebra de Moisil
M = B x T entonces [0, Ve] = {0, e, Ve}.

Dem. Por el Lema 2.9, Ve es un dtomo de B(M). Luego por el Lema 2.8 [0,Ve] =
{0,¢, Ve}. |

Corolario 2.4 Si M es un dlgebra de Moisil tal que M = B x T, e = (0,¢) su eje
entonces
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)
1))
I11)

le,~¢], [Ve) y (~ Ve] son dlgebras de Boole isomorfas,
{le,~ €], [Ve), (~ Ve|} es una particion de M,

B(M) =[Ve) U (~ Ve.

Dem.

)

1))

I11)

Es una consecuencia inmediata de los Lemas 1.3, 2.6 y el Corolario 2.2.
Es claro que:

Xo={(b,0):be B}~ B, X,={(bc):be BY~B, X, ={(b,1):be B}~B

y que {Xo, X., X1} es una particiéon de M = B x T. Probemos que Xy = (~ Ve|,
X.=[e,~e]y X; =[Ve).

Como e = (0,¢) entonces ~ e = (1,¢) ,Ve = V(0,¢) = (0,1) y ~ Ve = (1,0). Es
claro que z = (b,0) € Xy si y solo si x < (1,0) =~ Ve, z = (b,1) € X; siy solo si
Ve=(0,1)<zyquez=(bc)€ X.siysolosie=(0,c) <(bc)<(lc)=~e.

~Y

Sabemos que M/[Ve) = (Ve] y como Ve es un atomo de B(M) por el Corolario
2.3 (Ve] ={0,e,Ve} y por el Lema 2.1 Clye)(e) = [e,e V ~ Ve] = [e,e VA ~e] =
le,eV ~e]=[e,~e]y Cye(0) =[0,0V ~ Ve] =[0,~ Ve].

Sea A = [Ve) U (~ Ve]. Luego 0,1 € A. Si z,y € A entonces (1) z,y € [Ve), (2)
z,y € (~Ve] 6 (3) z € [Ve) ey € (~ Ve]. En el caso (1) z Ay,xz Vy € [Ve).
En el caso (2) x Ay,z Vy € (~ Ve]. En el caso (3) como x < z V y entonces
x Vy € [Ve) y comoxz Ay <y entonces r Ay € (~ Ve]. Por lo tanto A es un
(0, 1)-subreticulado de M.

En las élgebras de Moisil se verifica (4) Va < Az V Ve, luego si x € [Ve) esto es
(5) Ve < z entonces de (4) y (5) resulta Vo < Az Vo = x y por lo tanto Vz = z,
esto es © € B(M).

Si z € (~ Ve] entonces (6) z <~ Ve. Como en las dlgebras de Moisil se verifica
V~zr< A~z VVeluego (7) ~ Ve AVz < Az. De (7) y (6) resulta
x=1x ANV <~ Ve AVz < Az y por lo tanto Ax = x, esto es © € B(M). Luego
[Ve) U (~ Ve] C B(M).

Sea b € B(M) y supongamos que b € [e,~ ¢] esto es (8) e < by (9) b <~ e. De
(8) resulta e A ~ b < b A ~b=0,luego (10) e A ~ b =0y de (9) resulta
(11) e <~ b. Finalmente por (10) y (11) tenemos e = 0, absurdo. Por lo tanto si
b € B(M) entonces b € (e, ~ €] = [Ve) U (~ Ve].

Luego B(M) = [Ve) U (~ Ve.
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Ejemplo 2.1 Consideremos el dlgebra de Moisil M cuyo diagrama se indica. Los ele-
mentos de [Ve) U (~ Ve| estin marcados con e.

Lema 2.10 Si P es un dlgebra de Post, no trivial, P # T, ¢ su centro y a € [0,¢]\ {0, c}
entonces [a,~ a] es un dlgebra de Post no trivial y [a,~ a] N B(P) = {).

Dem. Cualquiera que sea = € [0, ¢ se tiene que Az = 0. Sea (1) a € [0, ], tal que (2)
a# 0y (3) a#c De(l)resulta que a < ¢y por lo tanto ¢ = ~ ¢ < ~ a, luego (4)
a < ¢ < ~ a entonces por el Lema 2.5, S = [a, ~ a| es un édlgebra de Lukasiewicz. Por (2)
S # P, por (3) |S| > 1y por (4) c € S luego S es un élgebra de Post no trivial.

Si b e SN B(P) tenemos que (5) b € [a,~ a] y (6) b € B(P). De (5) resulta (7) a <by
(8) b <~ a. De (8) resulta (9) a < ~b. De (7), (9) y (6) resulta a < b A ~ b =0, lo que
contradice la hipdtesis (2). [

Consideremos el algebra de Post P cuyo diagrama fué indicado en el Ejemplo 1.2. Entonces
a es un atomo del dlgebra de Boole [0, ] y los conjuntos [a, ~ a], [Va], (~ Va] tienen los
siguientes diagramas.

[a, ~ d] [Va) = [f) (~ Va] = (d]
h 1 d
C g b
a f O

La observaciéon de este ejemplo motivo el siguiente:

Lema 2.11 Sea P un dlgebra de Post y ¢ su centro. St a es un dtomo del dalgebra de Boole
0,c] y M(P) = Cla, ~ a], entonces

A) {[Va), (~ Val,la,~ a]} es una particion de P, donde [Va), (~ Va] y [a,~ a] son
dlgebras de Post isomorfas.

B) M(P) = [Va)U (~ Val, es un dlgebra de Moisil, que no es un dlgebra de Boole,
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Dem. A) Si a € [0,c] es un dtomo entonces en particular a # 0. En el Lema 2.10
probamos que a < ~ a, a # ~ a 'y |a,~ a] es un algebra de Post no trivial, cuyo centro
es C.

Probemos que:

([Va)U (~ Va]) N [a,~ a] = 0. (2.5)

[Va) U (~ Va]Ula,~a] =P (2.6)

I) [Va)Nla,~ a] = 0.
Sit € [Va)Nla,~ a] entonces (1) Va <ty (2) a <t < ~ a. De (1) resulta que
1=VaVv~a<tVe~a,luegotV ~a=1. Por (2)tV ~a=~ a,por lo tanto
~ a = 1 y en consecuencia a = 0, absurdo.

1) (~ ValNa,~ a] = 0.
Sit € (~ ValNa,~ a] entonces (3) t <~ Vay (4) a <t <~ a. De (3) resulta
quet Na<~Va ANa=A~a Na=0,luegot ANa =0,y como por (4) a At =a,
se tiene que a = 0, absurdo.

De (I) y (II) resulta (2.5).

1) [Va) N (~ Va] = 0.
Sit € [Va)N (~ Va] entonces Va <t < ~ Va, luego 0 =~ Va A Va = Va, y en
consecuencia a = 0, absurdo.

Sea X = [Va) U (~ Va] U [a,~ a], luego X C P. Seat € P,sit € [Va) entonces t € X.
Sit € (~ Va] entonces t € X. Supongamos ahora que ¢t ¢ [Va) U (~ Va] y probemos que
t € [a,~ a]. Por hipétesis (i) Va £ t y (ii) ¢ € ~ Va. Observemos que como a € [0, |
entonces

(1) Aa=0<Aty (2) Vi<l=~0=~Aa=V ~a.

Vamos a probar que (3) Va < Vty que (4) At <A ~a.

Si Vi < A~ acomot < Vit entonces t < A ~ a =~ Va, lo que contradice (ii) luego
(5) Vt £ A ~ a. Como a < ~ a entonces (6) a =a A ~a < VtV~Vt=1. Como
a es un atomo de [0, ¢| entonces es un elemento primo de P, luego de (6) resulta que (7)
a <Vt (8) a<~ Vt. Siocurre (8) entonces Vi < ~ a y en consecuencia Vi < A ~ a,
lo que contradice (5). Por lo tanto se verifica (7) y en consecuencia (4) Va < Vt.

Si Va < At como At < t entonces Va < t lo que contradice (i). Luego (9) Va £ At.
Analogamente de a = a A ~ a < At V ~ At, se deduce que (10) a < At 6 (11) a < ~ At.
Si ocurre (10) entonces Va < At lo que contradice (9), luego se verifica (11) y por lo tanto
At < ~ ay en consecuencia (4) At < A ~ a.

De (1) y (3) resulta a <ty de (2) y (4) t < ~ a, por lo tanto ¢ € [a, ~ a]. Acabamos de
probar que P C X y por lo tanto se verifica (2.6).

De (I), (II), (III) y (2.6) resulta que {[Va),(~ Val,|a,~ a]} es una particion de P,
donde por los Lemas 2.7, 2.10 y el Corolario 2.1, [Va), (~ Va] y [a,~ a] son algebras
de Post isomorfas. Observemos que ¢ V Va es el centro de [Va) y que ¢ A ~ Va es el
centro de (~ Val, ya que ~y, (¢ VVa) =~ (¢ VVa) VVa=~c VVa=c VVay
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~(ova) (€N~ Va) =~ (cN~Va)\N~Va=~cV~Va=cV ~ Va,lo que prueba
A).

B) Probemos ahora que M(P) es una subélgebra de P.

0,1 € M(P). Como a # ¢, por el Lema 2.10 [a,~ a] N B(P) = () entonces 0,1 € M(P).
Si z € M(P) entonces ~ z € M(P). Como z € M(P) entonces z € Py z ¢ [a,~ a]. Si
~ z ¢ M(P) entonces ~ z € [a,~ a] estoes a <~z < ~ayporlotantoa < z<~a
esto es z € [a, ~ al, absurdo.

Si z € M(P) entonces Vz € M(P).Siz € M(P)como Vz € B(P) entonces Vz ¢ [a,~ a]
y por lo tanto Vz € M(P).

Si z,w € M(P) entonces z Aw € M(P). Si z,w € M(P) entonces (1) z,w € [Va),
(2) z,w € (~Val 6 (3) z € [Va) y w € (~ Va].

Si ocurre (1) ya sabemos que z Aw € [Va) C M(P) y en el caso (2) z Aw € (~ Va] C
M(P). En el caso (3) tenemos z A w < w <~ Va luego z Aw € (~ Va] C M(P).

Sea @’ el complemento booleano de a en [0,c] esto es (4) ' Va=cy (5) d Aa=0.
Si ' ¢ M(P) entonces a' € [a,~ a] en particular (6) a < a’. De (6) y (5) resulta
a=a ANd =0,lo que contradice que a es un dtomo. Luego a’ € M(P).

a’ es el eje de M(P). Como o < ¢ entonces Aa’ = 0, luego solo nos resta probar que
cualquiera que sea © € M(P):

Az V (Vx Ad)=z. (2.7)
Como a' Va=c, six € M(P) tenemos
(Ve ANd') V(Vz ANa)=Vz A(d Va)=Vz Ac
Luego como P es un algebra de Post:
Az V(Vz ANd) V (Ve Na)=Ax V(Vz Ac)==x
y por lo tanto
Az V (Vx ANd) V(Vz ANa) ==z,

Ahora bien como 0 < Vz Aa < ay aesun atomo de [0,c] y en consecuencia un dtomo
de P entonces (7) Vo Aa=06(8) Vo Aa=a.

Si ocurre (7) entonces claramente se verifica (2.7). Si ocurre (8) ello equivale a a < Vz
y por lo tanto Va < Vz y como Aa = 0 < Az entonces (9) a < z. Como x € M(P) =
Cla, ~ a] entonces x € [Va) U (~ Va] esto es (10) Va < 2 6 (11) 2 < ~ Va. Si ocurre (11)
entonces x A Va = 0 luego Vo A Va =0y por lo tanto 0 = V(Vz Aa) = Va, absurdo.
Luego se verifica (10). Por lo tanto a < Va < Az, es decir a V Az = Ax.

Entonces
r=Az V(Vx ANd) V (Ve ANa)=Ax V (Vz Ad') Va=
Az Va V(Vz ANd)=Ax V(Vz Ad),

y por lo tanto tambien en este caso se verifica (2.7). Luego a’ es el eje de M(P). Ademas
como a es un atomo de [0, c] y a’ su complemento en [0, ] resulta que a’ # 0, y por lo
tanto M (P) no es un algebra de Boole, lo que prueba B).

Observemos que como [a, ~ a] N B(P) = () entonces C) B(M(P)) = B(P). |
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Lema 2.12 Si P =T", n > 1, ¢ el centro de P, 0 y 1’ son el primer y ultimo elemento
de P y a es un dtomo de [0/, ] entonces |a,~ a] = T" L.

Dem. Sip € P entonces p = (p1,p2,--.,p,) donde p; € T, 1 < i < n. Por lo tanto
si a = (ay,as,...,a,) es un dtomo de [0, ] entonces deben ser n — 1 coordenadas de
a iguales a 0 y una sola igual a c¢. Supongamos por ejemplo que a = (c,0,...,0) luego
Va = (1,0,...,0) € B(P) \ {0’,1'}. Luego por el Corolario 1.1 P = [Va) x (Va] y por
el Lema 2.8 {0,a,Va} = (Va] y a es el centro de (Val, y por lo tanto (Va] = T. Luego
T" = P = [Va) x (Va] = [Va) x T entonces [Va) = T" 1. Por el Corolario 2.2 y el Lema
1.3 [a,~ a] & (~ Va] = [Va) entonces [a,~ a] = T" L. |

Si L es un algebra de Lukasiewicz y X C L notaremos con SL(X) a la subdlgebra de
Lukasiewicz de L generada por el conjunto X, si y € L notaremos SL(X,y) en vez de
SL(X U{y}). M. Abad, L. Monteiro, S. Savini y J. Sewald [2] probaron:

Lema 2.13 Si M es un dlgebra de Moisil, S* una subdlgebra booleana de B(M),
y € Ag(M), entonces y es el eje de M* = SL(S*,y).

Es claro que si y = 0 entonces M* = S*.
L. Monteiro [11] probé que si M es un algebra de Moisil, e su eje y M no es un algebra
de Boole entonces e # 0.

Lema 2.14 Sean M y M’ dlgebras de Moisil, que no son dlgebras de Boole, e el eje de M,
e elejede M. Si H: M — M es un homomorfismo inyectivo tal que H(B(M)) = B(M’)
entonces la restriccion h de H a B(M) es un isomorfismo booleano de B(M) en B(M')
tal que h(Ve) = Ve*, donde e* € Ag(M')\ {0} y H(M) = SL(B(M'),e*).

Dem. Es claro que H(M) es una subélgebra de M’ y que h es un isomorfismo booleano de
B(M) en B(M'). El elemento e* = H(e) verifica AH(e) = H(Ae) = H(0) = 0 entonces
por el Lema 2.13, SL(B(M’),e*) es un algebra con eje e*. Ademas h(Ve) = H(Ve) =
VH(e) = Ve*.

Veamos que H(e) # 0. En efecto, si H(e) = 0 = H(0) como H es inyectiva, entonces
e = 0 absurdo, dado que M no es un algebra de Boole.

Como B(M') = H(B(M)) C H(M) y ¢* = H(e) € H(M) entonces (1) SL(B(M'),e*) C
H(M). Siy e H(M) entonces y = H(m), con m € M. Luego m = (Am Ve) ANVmy
por lo tanto H(m) = (H(Am) V H(e)) AN H(Vm) = (H(Am) Ve*) AN H(Vm), como
Am,Vm € B(M) y por hipétesis H(B(M)) = B(M') entonces H(Am), H(Vm) € B(M’)
de donde resulta y = H(m) € SL(B(M'), e*). |
Sean By B’ 4lgebras de Boole, b € By ¥ € B'. Notaremos con Epi®")(B, B') el conjunto
de todos los epimorfimos booleanos h de B en B’ tales que h(b) = ¥'.

L. Monteiro ([14], lema 3.1) probd, el siguiente resultado:

Lema 2.15 Si M y M’ son dlgebras de Moisil, que no son dlgebras de Boole, con ejes
e y € respectivamente y h € EpiVeVe)(B(M), B(M')) entonces la transformacion H de
M en M’ definida por H(xz) = (h(Az) Ve€') ANh(Vz) verifica (I) H es una extension de
h, (II) H € Epi(M, M), y (III) H es la 1unica extension de h.
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Lema 2.16 Sea M wun dlgebra de Moisil, que no es un dlgebra de Boole, e el eje de M,
P un dlgebra de Post y ¢ su centro. Si h : B(M) — B(P) es un isomorfismo booleano que
verifica h(Ve) = Ve*, donde e* € Ag(P) \ {0} entonces:

H(z) = (h(Ax) Ve*) Ah(Vx)

es un isomorfismo de M en la subdlgebra S = SL(B(P),e*) de P, que extiende a h y
ademds es unico.

Dem. Por el Lema 2.13, sabemos que S = SL(B(P),e*) es un algebra de Moisil, cuyo
eje es e*. Por hipétesis h € EpitVeVe)(B(M), B(P)). Como h(Az),h(Vx) € B(P)C Sy
e* € S entonces H : M — S.

H es suryectiva.

Siy € S, como S tiene por eje al elemento e* entonces y = (Ay Ve*) A Vy. Como
Ay,Vy € B(P) existen b; € B(M), i = 1,2 tales que h(b;) = Ay y h(b2) = Vy. Ademas
es claro que by < bs.

Sea x = (by Ve) Aby € M. Entonces

Ax=b Aby=b y Vz=(by VVe) Ab
y en consecuencia
h(Az) = h(by)) =Ay y h(Vz) = (h(by) Vh(Ve)) ANh(by) = (Ay VvV Ve*) AVy
luego
H(z) = (h(Ax) Ve*) ANh(Vz)=(Ay Ve) ANAy VVe) ANVy =

(Ay V(e" AVe")) ANVy=(Ay Ve') ANVy=uy.

H es inyectiva.

Supongamos que H(z) = H(y), luego VH(z) = VH(y) y AH(z) = AH(y), esto es,
h(Vz) = H(Vz) = H(Vy) = h(Vy) v h(Ax) = H(Az) = H(Ay) = h(Ay). Como h
es inyectiva tenemos que Vx = Vy y Azxr = Ay de donde resulta por el principio de
determinacion de Moisil que x = y.

Por el Lema 2.15 sabemos que H es un epimorfismo de M en S que extiende a h y que
ademads es tnico. Luego H es un isomorfismo de M en S. |
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