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1. LOGICA IMPLICATIVA POSITIVA

El objetivo principal de esta parte es el estudio del cédlculo proposicional clésico, no
obstante lo cual indicaremos a titulo informativo las definiciones de otros calculos proposi-
cionales que se encuentran con frecuencia en la literatura.

1.1. Introduccion

Podemos decir que la légica formal tiene por objeto estudiar las leyes del razonamiento.
Se observa que existen reglas de razonamiento que se aplican en las cirscunstancias mas
variadas y en teorias de naturaleza esencialmente distintas. Asi por ejemplo en la teoria
de los niimeros naturales, en las teorias de grupos, anillos, cuerpos, etc. Por lo tanto es
importante saber cuales son las reglas validas en circunstancias variadas.

Empezaremos este estudio con la teoria del calculo proposicional implicativo positivo,
introducido por D. Hilbert y P. Bernays [8], que pasamos a describir.

1.2. Alfabeto

La logica implicativa positiva sera estudiada como una teoria deductiva, por lo tanto
comenzaremos por indicar la lista de los simbolos de los cuales se ocupa esta teoria, al
conjunto de los cuales se da el nombre de alfabeto, el que estd constituido por simbolos
de tres categorias, que pasamos a indicar:

(1) Las variables (de enunciado), que forman un conjunto G = {g; };c; de naturaleza no
especificada y tal que |G| > 0. Entonces podemos hacer diversas hipétesis sobre |G|,
por ejemplo que G es finito, numerable 6 que tiene un cardinal superior al numera-
ble, por ejemplo que G tiene la potencia del continuo. En general se supone que G
es numerable.

Aunque los elementos g; son simbolos abstractos debemos observar que en las apli-
caciones los g; son enunciados especificos, por ejemplo podemos suponer que G es el
conjunto de los enunciados de los cuales se ocupa una teoria deductiva bien deter-
minada, como por ejemplo la teoria de grupos o de anillos, etc.

Como queremos elaborar una teoria de los enunciados que se aplique a varias ramas
de la matematica o de otras teorias deductivas entonces es natural no especificar la
naturaleza de los enunciados que vamos a considerar y es por ello que varios autores
dicen que los g; son variables de enunciado, no obstante esta designacion, los g; son
para nosotros elementos fijos.

(2) El simbolo — denominado implicacion

(3) Los simbolos (, ) denominados paréntesis 6 simbolos auxiliares.

1.3. Formulas 6 enunciados

Sea L el menor conjunto que verifica las dos condiciones siguientes:

(1) 6 C L,
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Si a,b son elementos arbitrarios de £, observemos que a,b no son variables de enuncia-
do, sino que son variables del lenguaje que estamos hablando. Teniendo en cuenta esta
observacion, enunciaremos:

(2) Sia,be L entonces (a — b) € L.

Al conjunto L se le da el nombre de conjunto de todas las formulas, entre las cuales figuran
por ejemplo:
(91 = 91), (91— 92), ((91 = g1) = (91 — g2)), etc.

Observaciéon 1.3.1 (1) Algunos autores dan a las férmulas el nombre de palabras,
otros dan el nombre de formula a toda sucesion finita de simbolos del alfabeto indi-
cado, asi por ejemplo A. Church, Kleene, llaman formula a la sucesion )g1(— (g1,
y dan el nombre de formula bien formada, a cualquiera de las que hemos definido
anteriormente como formulas.

(2) Adn en el caso en que G es finito, el conjunto de las férmulas es infinito. Supongamos
por ejemplo que G = {q1}, entonces son formulas:

g1, (91 - 91)7
(91 = 91) = q1), (1 — (91 — q1)), etc.

1.4. Tautologias

Sabemos que en la logica existen formulas que son universalmente verdaderas, esto es que
son verdaderas independientemente de las interpretaciones que se den a las variables de
enunciado que figuran en la férmula.

En particular la férmula (g1 — ¢1) es siempre verdadera. Necesitamos por lo tanto indi-
car algunas de las férmulas que son universalmente verdaderas, a las cuales daremos el
nombre de tautologias 6 tesis y también indicar procedimientos para obtener las restantes.
Representemos por 7 al conjunto de las tautologias, que se define por las condiciones que
se indican a continuacién, donde g1, g2, g3 son elementos fijos de G.

Axioma Ly: (g1 — (92 — ¢1)) € 7,

Axioma Ly: (g1 — (92 = g3)) = ((91 — 92) — (91 — g3))) € T.

Tenemos asi exactamente dos tautologias y vamos a indicar dos reglas denominadas reglas
de formacion 6 de produccion, que permiten obtener nuevas tautologias a partir de las
dos tautologias dadas. Para indicar estas reglas representaremos nuevamente por letras
a,b,c,... elementos arbitrarios de L.

Regla 1 (regla de sustitucién): Si a es una tautologia en la cudl figuran las variables de
enunciado g;, 1 <i < kysib, 1 <1<k esuna fébrmula arbitraria entonces la férmula
que se obtiene reemplazando simultdneamente a g; por b;, 1 < ¢ < k también es una
tautologia.

Ejemplo 1.4.1 Reemplazando en Ly, g1 por g obtenemos la tautologia:

(92 = (92 — g2))-
Reemplazando en Ly, g1 por (g2 — g3) obtenemos la tautologia:

((92 = g3) — (92 — (92 — g3)))-
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Regla 2 (Modus Ponens): Sia € 7Ty a — b € T entonces b € 7.

Por definicién 7 es el menor conjunto de féormulas que verifican los axiomas Ly y Lo y las
reglas 1y 2.

Observemos que la regla de sustitucion permite a partir de los dos axiomas L; y Lo que
son tautologias, obtener una infinidad de tautologias.

Nosotros estamos interesados en suprimir la regla de sustitucion sin alterar el sistema que
queremos estudiar adoptando un procedimiento seguido por Von Neuman.

Observemos que de la tautologia L; se deduce por sustitucién la siguiente tautologia:
(a — (g2 — a)) donde a es un elemento fijo de L. Si a es variable entonces el simbolo
(a — (g2 — a)) no es una férmula pero se transforma en una férmula si reemplazamos
a por un elemento fijo de £, por ello diremos como Von Neuman que es un esquema de
axioma.

Si reemplazamos g, por b variable tenemos el siguiente esquema de axioma:

Ly: (a— (b—a)).

Con un procedimiento andlogo obtenemos el esquema de axioma:

Ly: ((a— (b—¢) = ((a—=0b) —(a—c))

Los resultados precedentes nos conducen a otro modo de formular la definicién de tau-
tologia, que pasamos a enunciar:

1) El conjunto 7 de todas las tautologias es el menor conjunto que verifica las siguientes
condiciones, donde a,b,c € L

Li: (a— (b—a))eT.
Ly: ((a— (b—¢)— ((a—b) —(a—10))eT.

Como L tiene una infinidad de elementos, en las condiciones L; y Lo figuran una infinidad
de tautologias.

2) Regla del modus ponens: Sia € 7 y (a — b) € T entonces b € 7.

Se demuestra que estas dos definiciones de logica implicativa positiva son equivalentes,
si el numero de variables de enunciado es mayor o igual que 3, esto es el conjunto de
tautologias es el mismo, lo cual no vamos a demostrar.

Nota: La axiomética anterior fue dada a titulo informativo.

Teorema 1.4.1 (a — a) € T para todo a € L.

Dem. Sireemplazamos en Ly, b por (a — a) tenemos
(a— ((a—>a)—a))eT. (1)
Reemplazando b por a en L, tenemos
(a— (a—a))eT. (2)
Reemplazando en Lo, b por (a — a) y ¢ por a tenemos

((a—((a—a)—a)—=(a—(e—a)—(a—a))eT. (3)



4 A. Monteiro

Luego de (1) y (3) se deduce por la regla de modus ponens
((a—(a—a))—(a—a)eT. (4)
De (2) y (4) se deduce por la regla de modus ponens
(a —a)eT.

Teorema 1.4.2 Sit € T entonces (b —t) € T cualquiera que sea b € L.

Dem. Reemplazando en Ly, a por t resulta (t — (b — t)) € 7 y como por hiptesis
t € T, entonces por modus ponens tenemos (b — t) € T |

Definicién 1.4.1 Si (a — b) € T notaremos a < b y diremos que b es una consecuencia
de a.

Teorema 1.4.3 < es una relacion de pre-orden.

Dem. Por el Teorema 1.4.1 (a — a) € T para todo a € L, luego P1) a < a cualquiera
que sea a € L.

Probemos ahora que:

P2) Sia <byb<centonces a < ¢, donde a,b,c € L.

Por hipétesis (1) (a — b) € Ty (2) (b — ¢) € T. De (2) resulta por el Teorema
142 que 3) (a — (b — ¢)) € T. De (3) y Ls resulta por modus ponens que (4)
((a = b) — (a —¢)) € T. De (1) y (4) resulta por modus ponens que (a — ¢) € 7, esto
es a < c. [ |

Definicién 1.4.2 Sia < b y b < a notaremos a = b (mdd. T ) y diremos que a, es
logicamente equivalente a b.

Teorema 1.4.4 = es una relacion de equivalencia.

Dem. En efecto por el Teorema 1.4.1:

1)a=a (méd. 7).

2) Sia=b (méd. T) entonces b = a (mdd. 7).

Por hipédtesis a < by b <aluegob<aya<by en consecuencia b = a (méd. 7).
3)Sia=b (méd. T) y b=c¢ (mdd. T) entonces a = ¢ (méd. 7).

Por hipétesis (1) a < b, (2) b < a, (3) b <c, (4) ¢ <b. De (1) y (3) resulta por el
Teorema 1.4.3 que (5) a < cy de (2) y (4) resulta por el Teorema 1.4.3 que (6) ¢ < a. De
(5) v (6) se concluye a = ¢ (méd. 7). |

Esta relacién de equivalencia da origen a una particiéon de £ en clases de equivalencia,
por lo tanto dos féormulas que pertenezcan a una misma clase de equivalencia son indis-
tinguibles bajo el punto de vista de la légica. Si a € £ notaremos con C(a) a la clase
de equivalencia que contiene a a. Como — es una operacion binaria definida sobre L,
entonces (£, —) es un sistema algebraico.

Como acabamos de definir una relacién de equivalencia sobre L, es natural averiguar si
esta relacion es compatible con la operacion binaria — definida sobre L, esto es si se
verifica la siguiente propiedad:

Sia=a (méd. 7)y b= by (méd. T) entonces (a — b) = (a3 — by) (méd. 7). Con el
fin de demostrar la validez de esta propiedad vamos a probar los siguientes resultados:
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Teorema 1.4.5 Sit €T ya =t (mdd. T) entonces a € T.

Dem. Por hipétesis (1)t € T y (2)t —a € 7. De (1) y (2) resulta por modus ponens

que a € 7.
Teorema 1.4.6 Sit € T entonces C(t) =T.

Dem. Probemos que: (i) Sit € 7 entonces C(t) C 7. Sea a € C(t) esto es a =t (mdd.
7) luego como por hipétesis ¢t € 7 entonces por el Teorema 1.4.5 podemos afirmar que

acT.

Probemos ahora que: (ii) Si t € 7 entonces 7 C C(t). Sea t; € T luego por el Teorema
142 (t—t) €Ty (t1 —t) € T, luego t; € C(t). De (i) e (ii) resulta que 7 = C(¢). W

Teorema 1.4.7 Sit € T entonces (t — a) =a (mod. T ).

Dem. Por el axioma L, tenemos
a<(t—a).
Reemplazando a por (t — a), b por t y ¢ por a en el axioma Ly tenemos:
(t—a)=({t—a)— (t—=a)—=1t) = (t—a)—a)eT.

Por el Teorema 1.4.1
(t—a)—(t—a)eT.

Luego de (2) y (3) resulta por modus ponens
(t=a)=t) = ((t—a)—a)eT.
Como t € 7 entonces por el Teorema 1.4.2
(t—a)—t)eT.
Luego de (4) y (5) resulta por modus ponens que ((t — a) — a) € T esto es
(t —a) <a.
De (1) y (6) resulta finalmente que (t — a) = a (méd. 7).
Teorema 1.4.8 Si b < ¢ entonces (a — b) < (a — ¢).

Dem. Por el axioma Lo
(@=(—=c)—= ((a=b)=(a—c))eT.
Como por hipétesis (b — ¢) € 7 entonces por el Teorema 1.4.2
(a—(b—0c)eT.

De (1) y (2) resulta por modus ponens que ((a — b) — (a — ¢)) € T, esto es
(a—b) < (a—c).

Teorema 1.4.9 Sia < b entonces (b — ¢) < (a — ¢).
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Dem. Por hipotesis
(a—0b)eT. (1)

Por el axioma Ly, (a — (b — a)) € T, esto es a < (b — a). Reemplazando a por (b — c)
y b por a tenemos

(b—c)<(a—(b—0). (2)
Por el axioma Lo, tenemos
(@a—(b—¢c)<(l@a—b)—(a—c)). (3)
De (1) resulta por el Teorema 1.4.7
((a—=b) = (a—c)=(a—c) (mdd. T)
y en particular
((@a—=b) = (a—c)) <(a—0) (4)

De (2), (3) vy (4) aplicando el Teorema 1.4.3, dos veces, resulta que (b — ¢) < (e —¢). B

Teorema 1.4.10 Sia = ay (mdd. T) y b= by (mdd. T) entonces (a — b) = (a3 — by)
(maod. T ).

Dem. Por hipétesis tenemos que (1) a < aq, (2) a1 < a, (3) b < by, (4) by <b.

De (2) y el Teorema 1.4.9: (5) (@ — b) < (a1 — b).

De (3) y el Teorema 1.4.8: (6) (a1 — b) < (a3 — by).

Luego de (5) y (6) resulta teniendo en cuenta el Teorema 1.4.3: (i) (@ — b) < (a1 — by).
De (1) y el Teorema 1.4.9: (7) (a3 — b1) < (a — by).

De (4) y el Teorema 1.4.8: (8) (a — b;) < (a — b).

Luego de (7) y (8) resulta teniendo en cuenta el Teorema 1.4.3: (ii) (a3 — b;) < (a — b).
De (i) e (ii) resulta (a — b) = (a3 — by) (méd. T). |

Muchos autores dan a las tautologias el nombre de teoremas ¢ tesis de £ y dan a los
teoremas 1.4.1 a 1.4.10 el nombre de meta-teoremas.

1.5. Algebra de Lindenbaum de £

Como es habitual notaremos con £/ = el conjunto cociente de £ por la relacién de
equivalencia =.

Definicién 1.5.1 Dados C(a),C(b) € L/ = pongamos C(a) = C(b) = C(a — b).

Observemos que el elemento C(a) = C(b) queda univocamente determinado en virtud
del Teorema 1.4.10, el cual expresa que la clase de equivalencia C'(a) = C(b) = C(a — b)
no depende de los elementos elegidos en C'(a) y en C(b).

Definicién 1.5.2 Al par (L/ =,=) se dd el nombre de dlgebra de Lindenbaum de L.
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Indiquemos algunas de las propiedades del sistema algebraico que acabamos de definir.
Notaremos a la clase de equivalencia 7 por 1.

Propiedad H,) C(a) = (C(b) = C(a)) = 1.
En efecto,

C(a) = (C(b) = C(a)) =C(a) = C(b—a) =C(a— (b—a))

y como por axioma Ly, (a — (b — a)) € T entonces C'(a — (b — a)) = 1.
Propiedad Hy) (C(a) = (C(b) = C(c))) = ((C(a) = C(b)) = (C(a) = C(c))) = 1.
En efecto,

Cla—(b—c)=C((a—0b) —(a—c)=

Clla—(b—10¢) = ((a—b)—(a—0))

luego teniendo en cuenta el axioma L, queda probada la propiedad Hs.
Propiedad H;) C(a) =1 =1.
En efecto, sit € 7 =1 entonces C'(a) = 1 = C(a) = C(t) = C(a — t) y por el Teorema
1.4.2 C(a — t) = C(t). Luego C(a) =1 =1.

Propiedad Hy) SiC(a)= C(b) =1y C(b) = C(a) = 1 entonces C(a) = C(b).
Por hipétesis
Cla—0b)=C(a)=C(b)=1=C(t), cont €T

Cb—a)=C(b)=C(a)=1=C(t), cont € T.
Luego (a = b) €Ty (b—a) €T, estoesa=b (méd. 7) y por lo tanto C(a) = C(b).
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2. ALGEBRAS IMPLICATIVAS O ALGEBRAS DE
HILBERT

2.1. Definiciéon

El resultado que acabamos de indicar nos conduce segun Leén Henkin (1950) [7] a la
siguiente:

Definicién 2.1.1 Daremos el nombre de dlgebra implicativa (intuicionista) ¢ dlgebra de
Hilbert a toda terna (A,1,—) formada por un conjunto no vacio A, un elemento fijo de
A designado por el simbolo 1 y una operacion binaria — definida sobre A que verifica los
siguientes axiomas (donde x,y, z designan elementos arbitrarios de A):

Azioma Hy: = — (y — x) = 1.
Azioma Hy: (x — (y — 2)) = ((z = y) — (v — 2)) = L.
Azioma Hy : © —1=1.

Azioma Hy: Six —y=1ey— x =1 entonces x = y.

Para abreviar diremos a menudo algebra implicativa A é dlgebra A. L. Henkin [7] a un
algebra implicativa le dé el nombre de modelo implicativo.

En virtud de la Definicién 2.1.1 podemos decir que el dlgebra de Lindembaum £/ = es
un algebra implicativa (intuicionista). A los elementos de £/ = | esto es, a las clases de
equivalencia médulo 7', daremos el nombre de proposiciones (P. Halmos).

El estudio del célculo proposicional implicativo (intuicionista) consiste precisamente en el
estudio del algebra implicativa £/ = . Necesitamos en particular saber si el dlgebra im-
plicativa £/ = tiene propiedades que permitan distinguirlas de otras dlgebras implicativas
y la tnica forma de lograr este objetivo es empezar por estudiar las algebras implicativas.

2.2. Propiedades de las algebras implicativas

Teorema 2.2.1 (modus ponens) Six =1y x — y =1 entonces y = 1.

Dem. Por las hipdtesis t =1y x — y = 1 tenemos (1) 1 — y = 1 y por Hz tenemos
(2) y = 1=1.De (1) y (2) resulta por Hy que y = 1. |

Teorema 2.2.2 x — z = 1.
Dem. La demostracién de esta propiedad sigue en lineas generales la indicada en el

Teorema 1.4.1.

Reemplazando en H; y por = tenemos: (1) x — (x — z) = 1 y reemplazando en el mismo
axioma y por x — x tenemos (2) x — ((z — z) — x) = 1. Reemplazando en el axioma
Hy, y por  — x 'y z por & tenemos

B) —=(z—=2)=2)—=(r—@—-1)—=(@—-2)=1

De (2) y (3) resulta por modus ponens que (4) (x — (x — z)) = (x —z)=1.De (1) y
(4) resulta por modus ponens que x — z = 1 esto es z < x.
|
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Definicién 2.2.1 Dados z,y € A notaremos x <y para indicar que x — y = 1.

De acuerdo con esta definicién los axiomas H; a H, se pueden escribir del siguiente modo:
Axioma H] : x <y — x,

Axioma Hy: =z — (y—2) < (v —y) — (x — 2),

Axioma Hj: x <1,

Axioma Hj: Siz <yey <z entonces z =y.

Y el modus ponens indicado en el Teorema 2.2.1 puede expresarse del siguiente modo:

Modus Ponens Si z =1y x < y entonces y = 1.

Teorema 2.2.3 La relacion binaria indicada en la Definicion 2.2.1 es una relacion de
orden.

Dem. (O1) z <.

Es una consecuencia inmediata del Teorema 2.2.2.
(02) Si x <y ey <xentonces r =y.
Consecuencia del axioma H,.

(03) Siz <yey< zentonces r < z.

Por el axioma Hy (z — (y — 2)) — ((x — y) — (z — z)) = 1, y como por hipdtesis

r—y=1ey — z =1 tenemos (rx — 1) —» (1 — (x — 2)) = 1, luego por Hj
1 - (1 - (x — 2)) = 1, luego por modus ponens 1 — (z — z) = 1, y aplicando
nuevamente el modus ponens r — z =1, esto es x < 2. [ |

Teorema 2.2.4 1 — x = z.

Dem. Reemplazando en el axioma H; y por 1 tenemos x — (1 — z) = 1, esto es (1)
r<1—uz.
Por el axioma H, reemplazando x por 1 — x, y por 1 y z por x tenemos

(I=2)=(1—=2)=>(01=2)=1) = (1—=2)—x) =1
Luego por los Teoremas 2.2.2, 2.2.1 y el axioma Hj3 tenemos
1= (1—=2)—2)=1,

luego por modus ponens (1 — z) — x =1, esto es (2) 1 — = < z. De (1) y (2) resulta
l—2z=u [

Teorema 2.2.5 v — (z — y) =z — v.
Dem. Por el Axioma Hi, reemplazando = por x — y e y por x tenemos
(z—y) = (z—(r—y)=1

esto es
(1) (—=y)<z—(z—y)
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Por el Axioma Hj reemplazando y por x y z por y tenemos
(= (—y)—=((z—2)—@—y)=1
Luego por los Teoremas 2.2.4 y 2.2.2 tenemos
(= (—y)—@—y =1

esto es
2) r—=(—y <z—y

De (1) y (2) resulta z — (x — y) = x — y. |
Corolario 2.2.1 z <y si y solo st x < x — .

Dem. Supongamos que z < y, esto es (1) x — y = 1. Por el Teorema 2.2.5 y (1)
r—(x—y)=z—y=1 luegox <z —y.

Si (2) © < x — y entonces del Teorema 225y (2) resultax -y =2 — (z —y) =1
luego = < y. |

Teorema 2.2.6 Siy < z entonces x — y < — 2.
Dem. Por el axioma H, tenemos
1) (= y—=2)—=(z—y —(r—2)=1
y como por hipétesis (2) y — z = 1 tenemos
(z—=1)—>(z—y) —(@—2)=1
Luego por el Axioma Hj
l=((z—=y) = @—2)=1

y por el Teorema 2.2.4
(z—y)—(r—2)=1,
estoesr —y <z — 2 [ ]

Teorema 2.2.7 St x <y entoncesy — z < x — 2.
Dem. Por el axioma H, tenemos
(r—=y—2)—=(r—y) = @—2)=1
y como por hipétesis x — y = 1 resulta teniendo en cuenta el Teorema 2.2.4 que
(= (y—2)—(r—2)=1
esto es
(1) z—>(y—2)<z— 2z

Por el axioma H;
(y—>z)—>(m—>(y—>z)):1,

esto es
(2) y—z<z— (y— 2).

De (1) y (2) resulta por el Teorema 2.2.3 que y — 2z <z — z. |
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Teorema 2.2.8 x — (y —z2) =y — (x = 2) = (xr = y) — (x — 2).
Dem. Por el axioma H, tenemos
) z—=y—2)<@—y —(@—2)
y por el axioma H;: (2) y < x — y. De (2) resulta por el Teorema 2.2.7 que:
B) (z—=y) = (r—2)<y—(r—2).
De (1) y (3) resulta
4) e—=y—2)<@@—y - (@—2)<y—(r—2).
Por el axioma H, tenemos
B)y—(@—2)<(y—z)—{Hy—2)
y por el axioma H;y: (6) <y — x. De (6) resulta por el Teorema 2.2.7 que:
(M) y—a)—=y—2)<z—(y—2)
De (5) y (7) resulta
B y—(r—=2)<y—2)=Wy—2)<z—(y—2)

De (4) y (8) resulta el teorema.
|

Corolario 2.2.2 Cualquiera de los términos de la expresion indicada en el Teorema 2.2.8
es igual a (y — x) — (y — 2).

Teorema 2.2.9 = < (z — y) — ¥.
Dem. Por el Teorema 2.2.8
1) 2= ((r—=y —y=>E—=(@—y)—@-—y),
Por los Teoremas 2.2.5 y 2.2.2 tenemos
2 @—-@—y) @y =@@—-y —-@—oy =1
De(l)y(2)z— ((x —y) —y)=1estoesx < (xr —y) — y. [
Teorema 2.2.10 ((z —y) —y) my=x —y.

Dem. Por el Teorema 2.2.9 sabemos que = < (x — y) — y, luego por el Teorema 2.2.7
resulta:

1) (w—y) -y —y<z—y.
Por el Teorema 2.2.9
2) r—=y<(x—y)—y) —v
De (1) y (2) resulta el teorema. |
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Teorema 2.2.11 (z —y) — (y—2) —z)=(y —2) = (z = y) = v).
Th. Skolem [17]

Dem. Aplicando tres veces el Teorema 2.2.8 tenemso
(z—=y) = ((y—2)=2) = (y—2) = ((z—y) —y) =

(y—=2) = ((z—=y) =)= (y—>2) = (—y) —y)=
(=)= ((z—y) —2) = (z—y) —y) =
(y—z) = ((z—y) = (x—y)).
Por el Teorema 2.2.2 y el axioma Hs tenemos que
—z)=(z-y)»@—oy)=@FH—z)>1=1L

Luego
(e —=y) = ((y—2)—2) = ((y—2)=(r—-y) —y)=1,
esto es
1) (@—=y) = ((y—2)—2)<(y—2) = (z—=y) =)

En forma andloga cambiando x por y e y por x se obtiene

2) (y—2)=>((e—y —y <(z—y -y —>z)—>2)
De (1) y (2) resulta el teorema.
Teorema 2.2.12 (z —y) — ((y — 2) — (x — 2)) = 1.

Dem.

=y = ((y—=2) = (r—=2)=

por el Teorema 2.2.8
(y—2) = (—y) —(—2)=

por el Teorema 2.2.8 y el axioma H;

(y—2)—(r—(y—2)=1

Lema 2.2.1 Si z <z — y entonces x < z — y. ( L. Henkin, [7])

Dem. Por hipétesis (1) z — (x — y) = 1. Por el Teorema 2.2.8 (2) x — (z — y) =

z— (x —y). De(l) y (2) resulta z — (z — y) = 1 luego x < z — y.

A. Monteiro



Cadlculo Proposicional Implicativo Cldsico 13

2.3. Independencia de los axiomas de Henkin

Se plantea en forma natural el problema de saber si los axiomas indicados por Henkin
para definir un algebra implicativa son independientes. L. Iturrioz en 1960 demostré que
Hj es el tinico axioma que no es independiente.

Teorema 2.3.1 Si el sistema (A, 1,—) verifica los axiomas Hy y H, entonces verifica
Hj;. (L. Tturrioz, (1960))

Dem. (A) Supongamos que (1) x = 1y (2) + — y = 1. Luego de (1) y (2) resulta
(3) 1 — y = 1. Por el axioma H; tenemos (4) y — (1 — y) = 1, luego por (3) vy (4)
tenemos (5) y — 1 = 1. De (3) y (5) resulta por el axioma Hy que y = 1.

(B) Probemos ahora que se verifica Hs, esto es que x — 1 = 1. Por el axioma H; tenemos
(6) 1 = (z — 1) =1, luego de (6) y (A) resulta z — 1 = 1. |

Probemos ahora que cada uno de los axiomas Hy, H, y H4 son independientes.

Independencia de H.

Sea A = {0, a, 1} y consideremos la operacién binaria — definida sobre A por la siguiente
tabla:

— 0 a 1
oIl 1 1 Se verifican Hy y Hy, pero no se verifica Hy. En efecto:
allo 1 1 a—(1l—-a)=a—0=0#1.
110 0 1

Independencia de Hs.

Sea A = {0, a, 1} y consideremos la operacién binaria — definida sobre A por la siguiente
tabla:

— H 0 a 1 . .
Se verifican H; y Hy, pero no se verifica Hy. En efecto:
i B (a—(1=0) = (([@=1) = (a—0) =
Cll @ . (@a—a)—(1—a)=1—-a=a#1.
a a

Independencia de Hy.

Sea A = {0,1} y consideremos la operacién binaria — definida sobre A por la siguiente
tabla:
— 0 1
Ol 1
111 1

Se verifican H; y Hs, pero no se verifica Hy. En efecto:
0—-1=1y1—0=1, pero 0 # 1.

En virtud de los resultados que acabamos de indicar podemos adoptar segin L. Iturrioz
la siguiente definicién de dlgebra implicativa.

Definicién 2.3.1 Daremos el nombre de dlgebra implicativa (intuicionista) ¢ dlgebra de
Hilbert a toda terna (A,1,—) formada por un conjunto no vacio A, un elemento fijo de
A designado por el simbolo 1 y una operacion binaria — definida sobre A que verifica los
siguientes axiomas (donde x,y, z designan elementos arbitrarios de A):

Azioma Hy: = — (y — ) =1.
Azioma Hy: (z— (y — 2)) = ((x —y) = (x — 2)) = L.

Azioma Hy: Six —y=1ey— x =1 entonces x = y.
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2.4. Caracterizacion de un algebra implicativa por medio de
igualdades

Los tres primeros axiomas indicados por L. Henkin para definir un algebra implicativa
tienen la forma de igualdades, pero no ocurre lo mismo con el cuarto axioma. Se plantea
el problema de encontrar axiomas que caracterizen un algebra implicativa y que todos
tengan la forma de una igualdad.

A continuacién indicamos la solucién de este problema dada por A. Diego en 1960, [4].

Teorema 2.4.1 Sea (A, —) un par formado por un conjunto no vacio A y una operacion
binaria — definida sobre A en forma tal que se verifiquen los siguientes axiomas, donde
p.q,r € A:

entonces el sistema (A, 1,—) es un dlgebra implicativa donde 1 = p — p. A. Diego [4, 5, 6]

Dem. El axioma (II) expresa que p — p es un elemento fijo de A cualquiera que sea
p € A. Vamos a designar este elemento por 1. Vamos a probar que se verifican los axiomas
H,, Hy, H3, H; indicados en la Definicién 2.1.1.

Por (IH)p—>1:p—>(p—>p):(p—>p)—>(p—>p):1,

Hy) Sip—q=1yq— p=1 entonces p=gq.

De las hip6tesis hechas y el axioma (IV) tenemos 1 — (1 — p) =1 — (1 — ¢), y como por
el axioma (I) tenemos que 1 — p = p entonces 1 — p = 1 — ¢, y aplicando nuevamente
el axioma (I) p = q.

Hi)p—(¢—p)=1

Por () y Hyp—(¢—=p)=p—q > (—p)=(pp—q —1=1

Hy) (p—(¢—r)) = ((p—q) — (p—r)) =1 Por (III)

p—=(@—=r)—=((p—>a—>p@P—r)=

(p—=q)—=@pp—-r)—=((p—=q —pP—r)=1
n

Observemos que si (A, 1, —) es un dlgebra implicativa, entonces se verifican los axiomas
I, II, IIT y IV. En efecto, como por el Teorema 2.2.2 x — x = 1 entonces por el Teorema
224 ) (p —p) = p=1—-p=py (Il)p - p=1=q — q. La propiedad (III)
coincide con el Teorema 2.2.8, y la propiedad (IV) coincide con el Teorema 2.2.11. Por lo
tanto la axiomatica de A. Diego es equivalente a la axiomatica de L. Henkin indicada en
la Definicién 2.1.1.

Los axiomas I, 1T, III y IV son independientes, A.Diego [4, 5, 6].
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Independencia del Axioma I.

Sea A = {0,1} y consideremos la operacién binaria — definida sobre A por la siguiente

tabla:
— |0 1

01 1
1911 1

Independencia del Axioma II.

Se verifican II, IIT y IV, pero no se verifica I. En efecto:

(0—0)—0=1#0.

Sea A = {0,1} y consideremos la operacién binaria — definida sobre A por la siguiente

tabla:
— |0 1

00 1
1911 1

Independencia del Axioma III.

Se verifican I, III y IV, pero no se verifica II. En efecto:
0—-0=0#1=1—1.

Sea A = {1, a, b} y consideremos la operacién binaria — definida sobre A por la siguiente
tabla:

— {1 a b ) )
=TT 2 Se verifican I, IT y IV, pero no se verifica III. En efecto:
¢ a—(a—b=a—a=1y
alll 1 a B B
(a—a)—(a—b)=1—a=a.
bl a 1

Independencia del Axioma IV.

Sea A = {1, a,b} y consideremos la operacién binaria — definida sobre A por la siguiente
tabla:

—>‘1 a b . :

Se verifican I, IT y III, pero no se verifica IV. En efecto:
111 a b _ _

(a—b) —((b—a)—a)=1—(1—a)=ay
’ 1 1 1 (b—a)— ((a—b) —b=1-(1—b)=b

2.5. Imposibilidad de determinar el operador — a partir de la
relacion de orden inducida

Un &lgebra implicativa A es un conjunto ordenado por medio de la relaciéon < definida
por: a < bsisolosia— b=1y por lo tanto el operador — determina un ordenamiento
natural sobre A.

Es 16gico averiguar si el conocimiento del orden determina el operador —. A. Diego en
1960, [4] di6 una respuesta negativa, que pasamos a describir.

Teorema 2.5.1 Todo conjunto ordenado con ultimo elemento es un dlgebra implicativa,
que tiene por orden inducido el orden dado. [4]

Dem. Sea A un conjunto ordenado con ultimo elemento que designaremos por 1 y
definamos la operacién — del siguiente modo:

b 1, si a<b
“ b, siafhb.

Vamos a probar que — verifica los axiomas de L. Henkin.
Axioma Hs: a—1=1.
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Como a < 1 cualquiera que sea a € A entonces a — 1 = 1.
Axioma Hy: a — (b—a) = 1.

Si b < a entonces b — a =1, luego usando Hy a — (b —a) =a — 1 = 1.
Si b £ aentonces a — (b —a)=a—a=1,yaquea<a.

Axioma Hy: Sia—b=1yb— a=1 entonces a =b.
Por hipétesis a < by b < a, luego a = b.
Axioma Hy: (a— (b—¢)) — ((a = b) — (a —¢)) = 1.

Supongamos que a < b < ¢ entonces
(a—(b—c)—((a—=b) —(a—rc))=

(a—1)—-(1—-1)=1—-1=1.

La comprobacion de los demés casos queda a titulo de ejercicio.
De acuerdo a la definicién, el orden inducido por el operador — coindice con el orden

dado. [ |

Teorema 2.5.2 Sobre un conjunto A pueden existir dos operaciones —, = tales que
(A, —) y (A,=) son dlgebras implicativas distintas y la relacion de orden inducida por
las dos operaciones es la misma. A. Diego, [4]

Dem. Consideremos el conjunto ordenado A = {0,a,b,1} cuyo diagrama de Hasse se
indica en la figura adjunta y definamos sobre A las dos operaciones binarias — y =
indicadas en las siguientes tablas:

1

— 0 a b 1 =0 a b 1

o1 1 1 1 o1 1 1 1

a b allb 1 b 1 all0 1 b 1
blla a 1 1 b0 a 1 1

. 110 a b 1 110 a b 1

Obtenemos asi dos édlgebras implicativas distintas (A, —) y (4,=) que inducen sobre A
el mismo orden. n

2.6. Algebras implicativas lineales

Es interesante considerar dlgebras implicativas en las cuales el orden inducido por el
operador — es un orden total.

Definicién 2.6.1 Un dlgebra implicativa (A, —) se dice lineal si el orden inducido por el
operador — es un orden total.

Teorema 2.6.1 Si un dlgebra implicativa (A, —) es lineal y a,b € A entonces:
(I) a—b=1sia<b,
(I) a—b=0>sib<a. (J. McKinsey y A. Tarski, [10])
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Dem. La condicién (I) es evidente. Para demostrar la condicién (II) vamos a probar
previamente tres propiedades:

(ITa) Si b < a entonces a — b < a.
En efecto, si no se verifica a — b < a entonces como el orden es lineal a < a — b, luego
por los Teoremas 2.2.6 y 2.2.2:

l=a—a<a—(a—b=a—b

y por lo tanto a — b = 1, es decir a < b lo que contradice la hipétesis hecha. Luego
a—b<a.

(ITh) b < a — b,
Por el axioma H; sabemos que b — (a — b) = 1, luego se verifica (IIb).

(Ilc) a — b =b.

En efecto, si b < a — b entonces por (Ila) tenemos (1) (a — b) — b < a — b. Por otro
lado por el Teorema 2.2.9 (2) a < (a — b) — b. De (1) y (2) resulta a < a — b, lo que
contradice (Ila), por lo tanto a — b = b. |

Teorema 2.6.2 Si A es un conjunto totalmente ordenado con ultimo elemento 1, en-
tonces existe una unica operacion binaria — tal que (A,1,—) es un dlgebra implicativa
que tiene por orden inducido al orden dado (A. Tarski).

Dem. Por el Teorema 2.6.1 si el algebra implicativa (A, 1, —) induce un orden lineal
sobre A, entonces la operaciéon — queda univocamente determinada por las siguientes
reglas:

(I) a—b=1sia<b,

(I) a—b=0bsib<a.

Basta entonces verificar que esta operacién binaria verifica los axiomas de un algebra
implicativa, lo cual ya fué demostrado en el Teorema 2.5.1 para el caso de conjuntos
ordenados. [
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3. CONSTRUCCION DE ALGEBRAS IMPLICA-
TIVAS

3.1. Introduccion

Es de gran importancia indicar procedimientos que permitan obtener nuevas algebras
implicativas a partir de algebras implicativas conocidas. Vamos a estudiar en este capitu-
lo varios procedimientos de esta naturaleza. Estas construcciones constituyen al mismo
tiempo técnicas de utilizacion corriente en este tipo de estudio.

3.2. Producto cartesiano de algebras implicativas

Dada una familia {(A;, —;)}icr no vacia de dlgebras implicativas, sea A = [] A;. Si
i€l

a,b € A entonces a = (a;);e; donde a; € A;, b = (b;);e; donde b; € A;.

Si ponemos por definiciéon a — b = (a; —; b;);cr, entonces:
el

Teorema 3.2.1 El sistema (A, —) es un dlgebra implicativa.

El dlgebra implicativa que acabamos de definir se denomina producto directo o cartesiano

de las dlgebras implicativas {(A;, —;) }ies v se nota A = [] A;.
i€l

3.3. Subdlgebras implicativas

Definicién 3.3.1 Si (A, —) es un dlgebra implicativa a todo subconjunto S, no vacio, de
A que verifica: Si x,y € S entonces v — y € S se denomina subdlgebra (implicativa 6 de
Hilbert) de A .

Lema 3.3.1 Toda subdlgebra S de un dlgebra implicativa A es un dlgebra implicativa.

Lema 3.3.2 La interseccion de una familia, no vacia de subdlgebras de un dlgebra A es
una subdlgebra de A.

Definicién 3.3.2 Dado un subconjunto, no vacio, G de un dlgebra A se denomina sub-
dalgebra generada por G a la interseccion de todas las subdlgebras de A que contienen a G,
y la notaremos SH(G).

Observemos que esta es una buena definicién porque siempre existe una subdlgebra de A
que contiene a GG, a saber la subalgebra A. Claramente S H(G) es la menor subalgebra que
contiene a GG. Pero la Definicion 3.3.2 tiene el inconveniente de hacer intervenir todas las
subélgebras de A que contienen a G. Se plantea entonces el problema de obtener SH(G)
directamente a partir de los elementos de . Para ello imitaremos el procedimiento que
utilizamos para definir las férmulas del calculo proposicional implicativo positivo.

Dado un subconjunto G de un algebra implicativa A sea L el subconjunto de A definido
por:

L) GC L,
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L2) Sia,b e L entonces a — b e L,

L3) Todo elemento de L se obtiene de esta forma.

Es claro que L es el conjunto de todos los elementos que se obtienen efectuando un niimero
finito de veces la operaciéon — sobre un nimero finito de elementos de G.

Lema 3.3.3 SH(G) = L.

Dem. De la definicién de L resulta que L es una subdlgebra que contiene a G, luego
(1) SH(G) C L. Por otro lado como G C SH(G) todos los elementos que se pueden
obtener a partir de G en la forma indicada en L1, L2 y L3 pertenecen a SH(G), por lo
tanto (2) L C SH(G). De (1) y (2) resulta el lema. |

Luego SH(G) es el conjunto de todos los elementos que se obtienen efectuando un nimero
finito de veces la operaciéon — sobre un nimero finito de elementos de G. Este resultado nos
permite construir ejemplos de algebras implicativas, pero antes de indicarlos recordemos
que:

Definicién 3.3.3 Un dlgebra de Heyting es un reticulado R con primer elemento 0 y
ultimo elemento 1, en el cual para cada par ordenado (x,y) de elementos de R existe un
elemento z € R tal que:

AHL) z Nz <y,
AH2) Siz Na <y entonces a < z.

Ver por ejemplo [14] y [16].
Para indicar el elemento z notaremos z = x = y. Se dice que z es la implicacion intui-
cionista de x e y.

Observemos que el reticulado R es necesariamente distributivo.

Toda algebra de Boole A es un édlgebra de Heyting, donde z = y = —x V .

Teorema 3.3.1 Todo reticulado distributivo finito (R, A\, V,0,1) es un dlgebra de Heyting,
donde la operacion x =y se define por v =y =\/[{z € R:x Az < y}.

La Definicién 3.3.3 es equivalente a la siguiente:

Definicién 3.3.4 Un dlgebra (A, A, V,=,0,1) de tipo (2,2,2,0,0) se dice un dlgebra de
Heyting, (A. Monteiro [11, 12, 14]) 6 un reticulado relativamente pseudo complementado
con primer elemento 0 (G. Birkhoff, [3]) si verifica:
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Hs) (xVy)=z=(x=2)A(y= 2)

Es bien conocido que en las algebras de Heyting se verifican:
= (y=>12)=1.
s (z=>(y=2)=(e=y) = (r=2) =1
mx=1=1.
» Siz=y=1ey=x =1 entonces x = y.

Por lo tanto si (A, A, V,=,0, 1) es un dlgebra de Heyting entonces (A, 1,=>) es un algebra
implicativa.

Ejemplo 3.3.1

Sea A el algebra de Boole indicada en la figu-
ra, sobre la cual se define el operador — por
x — y = —x Vy. Luego el sistema (A, 1,—)
donde 1 es el dltimo elemento de A es un
algebra implicativa. Sea G = {a, b}, vamos a
determinar SH(G).

Figura 3.1
El operador — definido en A tiene la siguiente tabla:

— H 0 ‘ a b ‘ c ‘ d e f 1
o111 111 1 1 1
al f11 FIfl1 T f 1
bld|d 1|d|d 1 1 1
clele e|l|1 e 1 1
dllble b|f|1 e f 1
elecld fleld 1 f 1
flala eld|d e 1 1
1/0fja blc|d e f 1

Tabla 3.1
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Por lo tanto SH({a,b}) = {a,b,e,d, f,1}, cuyos elementos estan indicados con e en el
diagrama precedente, y su diagrama es:

Figura 3.2

Ejemplo 3.3.2 Consideremos el reticulado distributivo R que se obtiene haciendo el pro-
ducto cartesiano de dos cadenas con tres elementos y una cadena con dos elementos, cuyo

diagrama se indica a continuacion. Por lo indicado precedentemente R es un dlgebra de
Heyting y por lo tanto un dlgebra implicativa.

R 1

Figura 3.3
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[=]0]afblcfd]elf[glh]e]j[k]l]m[n][p[a[l]

[ofurfujrfufujefrjefofujafeft]aififL]L]

|| 1111w11 [ |
— | 1QIQH11 S | o |
— | plppull — | & ]| X
S~ < 1nnn“n1 ISl Een ISl Il I
—| & EIE(E|E|~|—|E —|E|E|E|E
— | o pqplw11 o> Q| o |~
|— | pnkkwnl ISgI NSNS EV SIS
— 8| = m.]m.]“lm S| B8~
slgle| m.l.l.lwem. S|
— | [ 1111whh <R R
— | 1QIQMhh DL | L | D
— [ | plpthh Sl N
| 1nnnM6h vl lv|lv|v
— | pqplw,hh D] DT
— | 2| mmmthc < |lo|lolulv
S~ pnkkMeh SRR I B
— 2| > m.]m.Jth SYESEESHRSERS
g|Egle| mi.l.lMec vlvlololo
SIESEES Q|| > || ||| =e S| >~

Tabla 3.2

Luego SH({a,b}) tiene el siguiente diagrama

Figura 3.4
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[=lafblcle[flg[h[j[k[m[n]p[q]l]
a lin|1|n|1|1]1]|1|n|1|n|1l|1]1
bllm|1l|{m|1|1]|1|1|m|[1l|m|1]|1|1]|1
c g|/n|1l | n|ljg|ll|lg|n|1l|n|l|qg]|l
ellmip/m|1l|p|l|1l|m|p/ m|1l|p|1]1
flglnimin|l|lqg|l|j|n|m|n|ljqg|l
gilmlkim|n|ip|l|1 | m|k m|n|{p|l]|1
hijglkimin|iplg|l]|jlklm|in|p|lq]|l
jllhlelhlelh|{h| h|1|n|1|n|1|1]|1
kil clh|lc|h|{h|hlhim|1l|m|1l|1l|1]|1
mi gle|lhle|lh|lg|lh|lqg|n|1l|n|l|q]|l
nicl|flclh|flh|hlm|p|m|1l|p|l|1
plalelcle|lh|g|h|j|inim|n|l|q]|l
qllclklmle|lplg|h|m|k|m|n|p|l]|1
1llal|b|lcle|lflg|lh|j|k|m|n|p|lqg|l
Tabla 3.3
a b a—a=b—0=1
a—b=mn b—a=m (a—b) —a=c
(a—0b) —b=f (b—a)—a=g (b—a)—b=e
((a—b)—a)—a=q ((@a—=b)—b)—a=j (b—a)—=b)—b=p
(b—a)—a)—b=k| (b—a)—a)—b) —b=
(la—=b)—b)—a)—ma=h

El diagrama de la Figura 3.4, asi como la Tabla 3.3 del operador = definido sobre este
conjunto fué indicado por T. Skolem en 1952, [17], quien afirma haber demostrado que en
toda algebra implicativa A toda subalgebra generada por dos elementos tiene a lo sumo
catorce elementos.

Si A es un algebra implicativa e I un conjunto no vacio, sea F = A’ el conjunto de todas
las funciones definidas sobre I y que toman sus valores en A. Si f,g € F pongamos por
definicién (f — g)(¢) = f(i) — g(i), para todo i € I. Entonces f — g € F. Sea 1 € F
definida por 1(i) = 1 para todo i € I. Claramente (F,1,—) es un &dlgebra implicativa.

Teorema 3.3.2 Si F' es una subdlgebra de F e i es un elemento fijo de A entonces el
congunto A" = {f(i): f € F'} es una subdlgebra de A.

Dem. Sean a,b € A’ luego existen f,g € F’ tales que a = f(i) y b = g(i). Como F’
es una subdlgebra de F entonces f — g € F' y por lo tanto (f — g)(i) € A" esto es
a—b=f(i) —gi)e A |

3.4. Homomorfismos

Definicién 3.4.1 Si (A, —) es un dlgebra implicativa y (A', =) es un sistema algebraico
formado por un conjunto mo vacio A’ y una operacion binaria = definida sobre A’, se
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dice que A’ es una imdagen homomdrfica de A si existe una funcion suryectiva h de A en
A’ que verifica:

h(a — b) = h(a) = h(b),
y se dice que h es un epimorfismo de A en A’
Teorema 3.4.1 Toda imdgen homomorfica de un dlgebra implicativa es un dlgebra im-
plicativa.
Dem. Hacerla como ejercicio. ]

Si Ay A’ son algebras implicativas y h : A — A’ es una biyeccién que verifica la condicién
indicada en la Definicién 3.4.1 se dice que h es un isomorfismo y que las dlgebras A y A’
son isomorfas, en este caso notaremos A = A'.

Se plantea en forma natural el problema de determinar todas las imagenes homomérficas

de un algebra implicativa A a partir de una construccion efectuada sobre A.

Definicién 3.4.2 Si (A, 1,—) y (A", 1',=) son dlgebras implicativas y h es un epimor-
fismo de A en A, se denomina nicleo de h al siguiente conjunto:

Nuc(h) =h (1) ={z € A: h(z) =1}
Teorema 3.4.2 El nicleo Nuc(h) de un epimorfismo h tiene las siguientes propiedades:
D1) 1 € Nuc(h),
D2) Sia € Nuc(h) y a — b € Nuc(h) entonces b € Nuc(h).

Dem. Hacerla como ejercicio. |

Definicién 3.4.3 Un subconjunto D de un dlgebra implicativa A se dice un sistema de-
ductivo de A si verifica:

D1) 1€ D,
D2) Sia€ D ya— be D entonces b € D. (modus ponens)
(A. Tarski)

Por lo tanto todo nucleo de un epimorfismo es un sistema deductivo.

Sean (A,1,—) y (A, 1',=) algebras implicativas y h es un epimorfismo de A en A’
Claramente {h™!(a')}aear constituye una particién de A la cudl d4 origen a una relacién
de equivalencia Ry, sobre A, definida por a Ry, b si y solo si h(a) = h(b). Notaremos las
clases de equivalencia por C'(a) = {b € A : b Rj, a}. Claramente si h(a) = a' entonces
C(a) = h™!(a’). Una de las clases de equivalencia es precisamente Nuc(h) = h=*(1').

Si queremos recuperar el algebra A’ a partir de A, lo natural es considerar el conjunto
cociente A/ Ry, y tratar de definir una operaciéon — sobre A/R), de forma que A/R), sea
un algebra implicativa isomorfa a A’.

El problema fundamental es saber si es posible determinar esta relacién de equivalencia
a partir de Nuc(h).
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Observacion 3.4.1 Por lo indicado precedentemente para que a,b € A pertenezcan a
una misma clase de equivalencia es necesario y suficiente que h(a) = h(b) y por lo tanto
es necesario y suficiente que:

h(a) = h(b) = 1 = h(a — b)

h(b) = h(a) =1 = h(b — a).

Esto es, la condicion necesaria y suficiente para que a y b pertenezcan a la misma clase
de equivalencia es que a — b € Nuc(h) yb — a € Nuc(h).

Definicién 3.4.4 Dado un sistema deductivo D de un dlgebra implicativa A, y a,b € A
diremos que a es congruente con b, médulo D, y notaremos a = b (mdd. D) si se verifican:

Cl) a—be D,

C2) b—ae€D.

Si D es un sistema deductivo fijo notaremos a = b en vez de a = b (méd. D). Se dice que
a vy b son logicamente equivalentes con respecto al sistema deductivo D.

3.5. Algebras cociente

Lo indicado en la seccién precedente nos conduce en forma natural a la siguiente constru-
ccién:
Dado un sistema deductivo D de un algebra implicativa A, se trata de determinar si
existe un algebra implicativa A’ que sea una imagen homomorfica de A y tal que si h es
el epimorfismo de A en A" entonces Nuc(h) = D.
Teorema 3.5.1 (Teorema de la congruencia) Si D es un sistema deductivo de un dlgebra
implicativa A, la relacion binaria = indicada en la Definicion 3.4.4 es una relacion de
equivalencia compatible con la operacion —, esto es

El) a = a, para todo a € A,

E2) Sia,b e A son tales que a = b entonces b = a,

E3) Sia,b,c € A son tales que a =b y b = ¢ entonces a = c,

E4) Sia,ay,b,by € A son tales que a = ay y b = by entonces a — b= a; — by.
Dem.

El) Como a — a =1 € D entonces a = a.

E2) Por hipétesisa b€ Dyb—a€ Dluegob—ac€ Dya—be D luego b= a.
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E3)

A. Monteiro
Por hipétesis (1) a = be D, (2)b—a€ D, (3)b—ce Dy (4) c—beD.
Por el Teorema 2.2.12
() (a—=b) = ((b—c¢)—=(a—¢)=1€D,
luego de (1) y (5) resulta por modus ponens
(6) (b—c)—(a—c)eD,

De (3) y (6) resulta por modus ponens que (7) a — ¢ € D.
En forma anéloga por los Teoremas 2.2.12 y 2.2.8

(c—=b)—((b—a)—(c—a)=0b—a)— ((c=b) —(c—a)=1€D.

Luego de (2) y (4) se deduce (8) ¢ — a € D. Finalmente de (7) y (8) resulta que
a=c.

Vamos a demostrar dos propiedades que nos seran de utilidad para probar E4.

4a)

4b)

E4)

Sia = a; entonces a — b =a; — b.
Por hipétesis (1) a — a1 € Dy (2) a; — a € D. Por el Teorema 2.2.12
tenemos

(3) (a1 —a)— ((a—b) — (ag —b)=1€D.

De (2) y (3) resulta por modus ponens: (4) (¢ — b) — (a; — b) € D.
Anélogamente de

(a—a1) — ((ag —b) = (a—b)=1€ D,
y (1) resulta (5) (a3 — b) — (e — b) € D. De (4) y (5) resulta a — b =a; — b.

Sia=a; entonces b - a=0b— ay.
Por hipétesis (1) a — a1 € Dy (2) a1 — a € D. Por el Axioma H; tenemos que:

3) (a—a)—(b—(a—a))=1€D

(4) (a1 = a)— (b— (a1 —a))=1€D.
De (1) y (3) resulta por modus ponens que
5) b—a)—(b—a))=b—(a—a)€D
y de (2) y (4) resulta por modus ponens que
(6) (b—a1) = (b—a)=b— (a1 —a)€D.
De (5) y (6) resulta b — a = b — ay.

Por hipétesis (1) a = a; y (2) b = by. De (1) resulta por 4a) que (3) a
y de (2) resulta por 4b) que (4) a3 — b = a3 — by. De (3) y (4) resulta que
a— b= ap — bl-

—>bEa1—>b
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Sea A’ = A/ = el conjunto cociente, también notaremos A" = A/D. Representemos por
C(a) ={r € A: 2z =a}. Dadas C(a) y C(b) pongamos por definicion:

C(a) — C(b) = C(a — b).

Por la propiedad E4) esta operacién estd univocamente determinada, esto es la clase de
equivalencia C'(a — b) no depende de los elementos elegidos en las clases de equivalencia

C(a)y C(b).
Teorema 3.5.2 Fl sistema (A/D,—) es una imagen homomdrfica de A.

Dem. Sea ¢ : A — A’ la funcién definida por ¢(a) = C(a), con a € A. Es claro que ¢
es suryectiva. Ademas:

pla—b) = Cla—b) = Cla) = C(b) = p(a) = ¢(b).

Luego por el Teorema 3.4.1 el sistema (A/D, —) es un algebra implicativa, que se denom-
ina algebra implicativa cociente de A por D.

Observemos que C(1) = D. En efecto, si x € C(1) en particular 1 — z € Dy como 1 € D
resulta por modus ponens que x € D, luego C(1) C D.Siz € Dcomoz — 1=1€ D
y 1 — 2=z € D entonces x = 1, luego = € C(1) y por lo tanto D C C(1). Al epimor-
fismo ¢ se denomina epimorfismo natural de A en A’ para distinguirlo de cualquier otro
epimorfismo de A en A’. [ |

Corolario 3.5.1 FEl dlgebra cociente (A/D,—) es un dlgebra implicativa, cuyo iltimo
elemento es C'(1).

Corolario 3.5.2 Dado un sistema deductivo D de un dlgebra implicativa A existe por lo
menos un dlgebra implicativa A’ que es una imagen homomdrfica de A y tal que si h es
el epimorfismo de A en A" entonces Nuc(h) = D.

Dem. Basta considerar A" = A/D. |

Lema 3.5.1 Para que un epimorfismo h de un dlgebra implicativa A en un dlgebra im-
plicativa A’ sea un isomorfismo es necesario y suficiente que Nuc(h) = {1}.

Dem. La condicién es necesaria. Sabemos que 1 € Nuc(h), luego {1} C Nuc(h). Si
x € Nuc(h) esto es h(x) = 1', como h(1) = 1"y h es inyectiva tenemos que x = 1, luego
Nuc(h) C {1}.

La condicidn es suficiente. Supongamos que h(a) = h(b) luego h(a — b) = h(a) — h(b) =
1"y h(b— a) = h(b) — h(a) =1, esto es, a — b € Nuc(h) y b — a € Nuc(h) y como
por hipétesis Nuc(h) = {1} tenemos que a - b=1y b — a =1, es decir a = b. |

Teorema 3.5.3 Si A, Ay y Ay son dlgebras implicativas tales que:
(1) existe un epimorfismo hy de A en Ay,

(2) existe un epimorfismo hy de A en As,
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(3) Nuc(hy) = Nuc(hs),

entonces las dlgebras Ay y As son isomorfas.

Dem. hy
A Ay
|
h
Ay

Si a € A notaremos Cy(a) = {x € A: hi(x) = hi(a)} y Co(a) = {x € A: ho(z) = ha(a)}.
Por (3) Ci(a) = Cy(a).
Sea a; € Ay = hi(A), luego a; = hy(a) con a € A y por lo tanto he(a) = ay € As.
Pongamos por definicién:

h(a1) = ag = ha(a).
Probemos que h estd bien definida, esto es que si b € A es tal que hy(b) = a; entonces
ha(b) = ha(a).
En efecto, si b € A es tal que hy(b) = a; = hy(a) entonces b € Ci(a) = Cy(a) y por lo
tanto ho(b) = ha(a). Luego h es una funcién de A; en As.
Sea a € A, como hy(a) = a; € Ay, entonces por la definicién de h tenemos h(ay) = ha(a),
esto es h(hi(a)) = ha(a), y por lo tanto (ho hy)(a) = ha(a).
De aqui resulta que h es suryectiva, ya que si ay € Ay entonces ay = ha(a), con a € A, y
por lo tanto hi(a) = ay, luego h(ay) = (h(hi(a)) = ha(a) = as.
h es tinica. Supongamos que g : A; — Ay verifica g o hy = hy, y probemos que h(a;) =
g(ay), para todo a; € A;. En efecto, a; = hy(a) con a € A entonces por hipétesis
g(a1) = g(h(a)) = ho(a) = h(hi(a)) = h(a1), luego h = g.
Probemos que h(a; — by) = h(ay) — h(by) donde ay,b; € A;. Sean a,b € A tales que
hi(a) = ay y h1(b) = by luego

h(a1) — h(bi) = h(hi(a)) — h(hi(b)) = ha(a) — ha(b) = ha(a — b) =
h(hl(a — b)) = h(hl(a) — hl(b)) = h(a1 — bl.

Sean 1,1; y 1o los tdltimos elementos de A, A; y As, respectivamente. Probemos que
Nuc(h) = {1} de donde resultard por el Lema 3.5.1 que h es inyectiva. Sabemos que
1y € Nuc(h) = {x € Ay : h(z) = 13}. Si a; € Nuc(h) esto es 1o = h(ay) = h(hi(a)) =
ha(a) donde a € A verifica hy(a) = a;. Ademas hq(1) = 11 luego ho(a) = h(hi(a)) = 1o
h(hi(1)) = ho(1) y por lo tanto Cy(a) = Cy(1) esto es Cy(a) = C1(1) luego a; = hy(a)
hl(l) = 11.

Lema 3.5.2 Si A y A; son dlgebras implicativas, h es un epimorfismo de A en Ay y
D = Nuc(h) entonces A/D y Ay son isomorfas.

Dem. Sea ¢ la transformacién canénica de A sobre A/D, luego p(A) = A/D.
h

Ay
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Por hipétesis Nuc(h) = D y como ¢ es el epimorfismo natural de A en A/D entonces
Nuc(p) = D, luego por el Teorema 3.5.3 las dlgebras A/D y A; son isomorfas. [

Teorema 3.5.4 Sean A, A’ dlgebras de Hilbert, h : A — A" un homomorfismo de A en
AL 81 G C A es tal que SH(G) = A entonces SH(h(G)) = h(A). (esto es, si G genera
A entonces h(G) genera al dlgebra de Hilbert h(A)). Si h es un epimorfismo entonces
A" = h(A) = SH(h(Q)).

Dem. Sea A} = SH(h(G)) luego A} es una subdlgebra de A’ y en consecuencia A; =
h~1(A]) es una subdlgebra de A. Ademds (1) G C A;. En efecto, si ¢ € G entonces
h(g) € h(G) C A} y por lo tanto g € h™'(A}) = A;. De (1) resulta que A = SH(G) C Ay,

esto es A; = A, y en consecuencia como h es una funcién de A sobre h(A):

h(A) = h(Ay) = h(h~(44)) = A = SH(W(G)).

3.6. Suma ordinal de algebras implicativas

Sean Ay B édlgebras implicativas. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ANB =
(). Representaremos con 14 (15) el ultimo elemento de A (B).

Definicién 3.6.1 Se denomina suma ordinal de las dlgebras implicativas (A, —4) y
(B, —pg) al conjunto AU B sobre el cudl se define el operador = del siguiente modo:

» Sia€ Aybée B entoncesa=b=1p, b= a=a,

s Sib bV € B entoncesb = b =b—pb,

w Sia,a € Aya—a # 14 entoncesa=a =a—,d,
s Sia,d € Aya—ad =1y entonces a = d =1p

Se verifica sin dificultad que (AU B, =) es un élgebra implicativa la cuél también serd no-
tada por A & B.

Ejemplo 3.6.1 Sean (A,—4) y (B,—p) las dlgebras implicativas cuyos diagramas y
operaciones se indican a continuacion

A B
14 1p
a c d
OA 0B

—RB H OB C d 13

— 0 a 1
2] 04 = Op |1 1 1p 1p
OA 1A 1A 1A C d 1B d 1B
d C Cc 1B 1B
13 OB C d 1B

a OA 1A 1A
1A OA a 1A



30 A. Monteiro

La tabla del operador = definido sobre AU B y el diagrama de A & B se indican a
continuacion:

= |04 a 14 05 ¢ d 1p lp

04| 15 1g 1z 1z 1z 1z 1g
a OA 13 1B 1B 1B 1B 1B
1A OA a 1B 1B 13 1B 1B

OB OA a 1A 1B 1B 1B 1B 1
c |04 a 14 d 1p d 1p A
d OA a 1A C C 1B 1B 0
Ig||04 a 14 0 ¢ d 1p A
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4. TEOREMA DE LA DEDUCCION

4.1. Consecuencias de un conjunto de elementos de un algebra
implicativa

Indicaremos en este capitulo métodos para obtener sistemas deductivos.

En la elaboracion de una teoria deductiva como las que se presentan en matematica, se
considera siempre un conjunto no vacio H de enunciados, a cada uno de los cuales se dé el
nombre de axioma o hipotesis. Los enunciados que figuran en H no son, en general, tesis
del calculo proposicional, y por eso se dice que son wverdaderos por hipotesis.

Se trata entonces de obtener consecuencias logicas de las hipdtesis que figuran en H, lo
cual se hace por medio de demostraciones.

Esta situacién tiene su traducciéon en las dlgebras implicativas de acuerdo a las defini-
ciones que vamos a indicar.

Consideremos en primer lugar el caso en que H es una sucesion finita, no vacia, de elemen-
tos de un &lgebra implicativa A. Esto es, H = {hy, ha, ..., h,}, donde h; € A, 1 <i<n.

Definicién 4.1.1 Dada una sucesion, no vacia, H = {hy, ha, ..., h,} de elementos de un

dalgebra implicativa A, se dice que el elemento x de A es una consecuencia de la sucesion
Hsi:hy —(hg— (- — (hy —z)--+)=1.

Para indicar este hecho usaremos la siguiente notacién: hqy, hs, ..., h, F z, y diremos
también que x es una consecuencia légica de la sucesion de hipdtesis hq, ho, .. ., hy,.

La primera idea intuitiva que tenemos al respecto de consecuencia légica x de una sucesion
de hipétesis hq, ha, ..., h,, es que si alteramos el orden en que se indican inicialmente las
hipodtesis, entonces las consecuencias logicas no se alteran.

Comenzaremos por demostrar que esto sucede si alteramos el orden de dos hipotesis
consecutivas.

Lema 4.1.1 Si hy,ho, ..., hg, hy1, ..., hy F x entonces hy, ho, ... hgi1, hi, ... hy F 2.

Dem. Se basa en la siguiente férmula: (1) a — (b — ¢) = b — (a — ¢).
Por hipétesis tenemos que

hi — (hg — (- = (hg—r — (b = (hiy1 — (- = (hy — 7)) =1,
luego aplicando la férmula (1) se tiene:
b — (hy = (- = (s — (s = (b= (- = (hy = 2)-) = 1,
0 sea que
hiyhoy oo hkyr, higy oo hy
Basados en este lema se demuestra por procedimientos triviales el siguiente:

Lema 4.1.2 Si hy,ho,...,h, b x y ki, ko, ..., k, es una permutacion de la sucesion
hi,ho, ..., h, entonces ki, ks, ..., k, - x.
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Vemos asi que el hecho de que = sea una consecuencia légica de las hipotesis que figuran
en la sucesién hq, ho, ..., h, no depende del orden en que estan indicadas las hipotesis,
sino solamente del conjunto {hq, ho, ..., h,} de las hipétesis en cuestiéon. Podemos por lo
tanto reemplazar la Definicién 4.1.1 por la siguiente:

Definicién 4.1.2 Diremos que x es una consecuencia del conjunto finito
H = {hla hg, ey hn} 81:

(©) = (b= (o= (=)o) = 1
y lo representaremos por la siguiente notacion: hy, ho, ..., h, - x.
El Lema 4.1.2 muestra que la Definiciéon 4.1.2 no es ambigua.

Observacion 4.1.1 Dar un conjunto H = {hy,ha, ..., h,} no implica dar ningin or-
denamiento de sus elementos, si bien es cierto que al escribir H = {hy, ho,... h,} los
elementos hy, hs, ..., h, se encuentran indicados en un cierto orden, pero ello se debe so-
lamente a una cuestion de notacion.

Por otro lado en la formula (C) figura un ordenamiento bien determinado de hy, ha, ..., hy,.
Si hubiéramos escrito H = {hg, hy,..., hy} la formula correspondiente a (C) seria (Cy)
hy — (hy — (-++ — (h, — x)--+) = 1, lo cual motiva naturalmente el problema de saber
si las formulas (C) y (Cy) son equivalentes. El Lema 4.1.2 tiene por objetivo mostrar que
en la Definicion 4.1.2 el orden en que estdn indicados los elementos del conjunto H no
altera el significado de la Definicion 4.1.2.

Acabamos por lo tanto de indicar el concepto de consecuencia x de una parte finita no
vacia H, de A.
Ampliaremos este concepto introduciendo la siguiente:

Definicién 4.1.3 Diremos que x es una consecuencia de la parte O de A, si v = 1.
Indicaremos este hecho del siguiente modo () - .

Indiquemos ahora la definicion de consecuencia de una parte cualquiera H de A.

Definicién 4.1.4 Si H es una parte cualquiera de A, diremos que x es una consecuencia
de H, si x es consecuencia de una parte finita de H. Para indicar este hecho escribiremos

HEFx.
Finalmente es natural introducir la siguiente:

Definicién 4.1.5 Dada una parte cualquiera H de A representaremos por C(H) el con-
jJunto de todas las consecuencias de H.

Al operador C asi definido le daremos el nombre de operador de consecuencia.
Teorema 4.1.1 C(H) es un sistema deductivo que contiene a H.

Dem. Consideremos en primer lugar el caso en que H = (), entonces de las definiciones
4.1.3 y 4.1.5 resulta que C()) = {1} y el teorema queda probado, ya que {1} es un sistema
deductivo y ) C {1}.

Supongamos ahora que H # ().

(A) H C C(H).
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Sea h € H, luego como h — h = 1 podemos afirmar que h - h, esto es, h es una
consecuencia de la parte finita {h} de H. Entonces H + h, es decir, h € C(H) y por lo
tanto H C C(H).

(B) C(H) es un sistema deductivo.
D1) 1 € C(H). En efecto, como H # () existe h € H y como h — 1 = 1 entonces h F 1,
luego 1 € C(H).
D2) Sizx € C(H) y x — y € C(H) entonces y € C(H).
De z € C(H) resulta que existen elementos hy, ha, ..., h, € H tales que
hy — (hg = (-« — (hy — x)--+) = 1. (1)
De z — y € C(H) resulta que existen elementos g1, g2, ..., g, € H tales que
n=(g—=(—gp— -y ) =1 (2)
De (2) y el axioma Hj
h—=(hy= (= (m—= (= (= (== (@—y)-) =1,
o equivalentemente
9 (g2 (- (g = (> (ha = (- (= (= 9) ) = 1.
Luego por el Teorema 2.2.8
= (g2 = (=g = (= (he = (= (b — 7)) —
(In = (hy = (- = (b= ) ) = 1
Por lo tanto teniendo en cuenta la hipdtesis (1) se tiene
g (92 (= (g (1 (s (b= (o () ) = 1

O sea
g == =G>l —=(he—=(—(hy—y )=1

Es decir, g1, 92, gn, h1, ho, ..., by F y, lo cual implica que H -y, oseay € C(H). N
Teorema 4.1.2 Teorema de la deduccion (A. Tarski)
(1) Si hy,hg, ..., hy,x by entonces hy, ho, ... hy b (x — y).

(2) Si hy,hg, ... hy F(x — y) entonces hy, ha, ... hy,xty.

Dem. Resulta inmediato de la definicién de consecuencia. En efecto, hy, ho, ... hy,x -y
es equivalente por definicién a hy — (hy — (- — (h, — (x — y)--+) = 1 lo cual es
equivalente a hy, ho, ..., h, F (z — vy). [ |

Corolario 4.1.1 Si H es una parte no vacia de A entonces las afirmaciones (1) H,x by
y (2) HF (z — y) son equivalentes.
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Dem. (1)=-(2). Por hipétesis existe un nimero finito de elementos del conjunto H U {z}
que tiene por consecuencia y.
Si x figura en la parte finita entonces hy, ho, ..., h,,x =y y por lo tanto

hl,hg,...,hnl_($—>y),

osea H - (x — y), luego se verifica (2).

Supongamos ahora que z no figura en la parte finita considerada, entonces tendremos que
hi,hay ... hpm Fy, estoes, hy — (hg — (+++ = (hy, — y) ) = 1.

Luego x — (hy — (hg — (-++ = (hym — y) -+ +) = 1, lo que equivale a z, hy, ha, ..., hy 1,
osea hy, ho, ..., hy,xFyyporlotanto hy, hy, ... hy b (z — y), es decir, H F (x — y),
esto es se verifica (2).

(2)=(1). Por hipétesis H F (z — y), o sea existen hy, h, ..., h, € H tales que
hi,ho, ... hyF (x — y),

luego hy, ha, ..., hy,x Fy, es decir, H,z -y y por lo tanto se verifica (1). |

4.2. Sistema deductivo generado por una parte de un algebra
implicativa

Definicién 4.2.1 Se da el nombre de sistema deductivo generado por una parte H de A
a la interseccion de todos los sistemas deductivos que contienen a H.

Esta es una buena definicion porque la interseccion de una familia cualquiera de sistemas
deductivos es un sistema deductivo.

Entre los sistemas deductivos figura el sistema deductivo formado por el elemento 1, que
es el menor de todos los sistemas deductivos.

Para indicar el sistema deductivo generado por H usaremos la notacién D(H). Si H = {a}
notaremos D(a) en vez de D({a}), a estos sistemas deductivos se denominan sistemas
deductivos principales.

Un subconjunto no vacio X de un conjunto ordenado A se dice una seccion superior si
verifica: Six € X ey € A es tal que x < y entonces y € X. Es claro que si x € A entonces
[z) ={y € A: x <y} es una seccién superior.

Observemos que toda secciéon superior S de un &algebra implicativa A es una subalgebra
de A. En efecto si z,y € S como y < x — y entonces r — y € S.

Lema 4.2.1 En un dlgebra implicativa A todo sistema deductivo D es una seccion supe-
0T

Dem. Si(1)z € Dy x <yentonces (2) xt - y=1¢€ D. De (1) y (2) resulta por modus
ponens que y € D. |

Lema 4.2.2 Si A es un dalgebra implicativa y a € A entonces D(a) = [a).

Dem. [a) es un sistema deductivo. En efecto, como a < 1 entonces 1 € [a).
Siz,x -y €la)entonces a <zxya<zx—y,estoes (l)a—zr=1ya— (r—y)=1
Del Teorema 2.2.8, (1) y el Teorema 2.2.4 tenemos:

l=a—(z—y)=(a—2)—>(a—y)=1—(a—y) =a—y,
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esto es y € [a). Como a € [a) y [a) es un sistema deductivo resulta D(a) C [a). Reciproca-
mente si y € [a) entonces a — y =1 € D(a) y como a € D(a) resulta por modus ponens
que y € D(a) [

Teorema 4.2.1 D(H) = C(H).

Dem. Ya sabemos que C(H) es un sistema deductivo y que H C C(H), luego como de
la definicién de D(H) surge que D(H) es el menor sistema deductivo que contiene a H
tendremos que (1) D(H) C C(H).

Probemos ahora que (2) C(H) C D(H). Basta observar que todo sistema deductivo que
contiene a H contiene a C(H). Luego como D(H) es un sistema deductivo que contiene
a H resulta que C(H) C D(H).

De (1) y (2) se tiene D(H) = C(H). |

Teorema 4.2.2 (A. Monteiro) Dado un sistema deductivo C' y un elemento b, entonces
el sistema deductivo generado por C'U{b} es el conjunto D de todos los © € A tales que
b—xzecC.

Dem. Queremos probar que D({C,b}) ={x € A :b—x€C}=D.

(A) D es un sistema deductivo.

D1) 1 € D. En efecto, como b — 1 =1 € C entonces 1 € D.

D2)Sizx € Dyx—y€ D entonces y € D.

Por hipétesis (1) b -2 € Cy b — (z — y) € C. Por el Teorema 2.2.8, b — (z — y) =
(b — x) — (b — y) entonces (2) (b — x) — (b — y) € C. De (1) y (2), por ser C' un
sistema deductivo resulta que b — y € C, esto es, y € D.

(B) {C,b} C D.

Como b — b =1 € C entonces (3) {b} C D.

Veamos que (4) C' C D. En efecto, sea ¢ € C, sabemos que ¢ — (b — ¢) =1 € C, luego

por modus ponens se tiene b — ¢ € C'. Por lo tanto ¢ € D, es decir, C' C D.
De (3) y (4) resulta que {C,b} C D.

(C) Si D’ es un sistema deductivo tal que {C,b} C D’ entonces D C D’.
Dead e D, estoes b — d € C. Como {C,b} C D' resultabe D'y C C D', por lo tanto
tenemos que b, b — d € D’'. Luego por modus ponens d € D', es decir, D C D'. [ |

Observacién 4.2.1 Sabemos que si x = 1 entonces x € C(). Ahora bien, si z € C(() =
D(D) = {1} entonces x = 1.

Luego es natural introducir la siguiente
Definicién 4.2.2 () - = es equivalente a x = 1.

C(H) es la reunién de los conjuntos C(F'), donde F' es una parte finita de H, entre las
cuales figura la parte vacia:

cH)= |J cw),

[ F|<x0

donde xq es el cardinal de los niimeros naturales.
De aqui resulta que el operador de consecuencia C tiene las propiedades siguientes:
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C1) C esta definido para todas las partes de A,
C2) H CC(H),
C3) C(H)= U C(F),

FCH
[F|<xo

C4) (D) £ 0,
C5) C(C(H)) = C(H).

Observacion 4.2.2 (1) En estas cinco propiedades del operador C no interviene el ope-
rador —.

(2) El operador C de consecuencia definido en la teoria de los conjuntos reticulados in-
feriormente con tltimo elemento, también tiene estas propiedades. Recordemos que C(H)
es el filtro generado por H.

Tarski fue llevado a dar las siguientes definiciones:

Definicién 4.2.3 Al par (A, C) formado por un conjunto cualquiera A y un operador C
definido sobre 24 que a cada parte H de A hace corresponder una parte C(H) de A en
forma tal que se cumplan las propiedades C1 a C5 se le da el nombre de teoria deductiva.

Definicién 4.2.4 X es un sistema deductivo si C(X) = X.

Definicién 4.2.5 Un sistema deductivo D se dice axiomatizable si existe una parte finita
F={g1,92,....9n} tal que D =C{g1,92, ..., gn}.

Definicién 4.2.6 Dos partes Hy y Hy de A se dicen equivalentes si C(Hy) = C(H,).

Definicién 4.2.7 Se dice que una parte H de A es independiente si para todo a € H se
tiene que C(H) # C(H \ {a}).

Sea A un algebra implicativa y f € A. Consideremos la transformacién F'(x) de A en A
definida por medio de la siguiente férmula: F(z) = f — z, donde f es un elemento fijo
de A. En virtud del Teorema 2.2.8 tenemos que:

Flx—-y)=f—-(r—y)=(f—2) —(f =y) = F(x) = F(y), por lo tanto F' es un
homomorfismo de A en A.

Sea A" = {F(x) : x € A}. Veamos que A’ es una subdlgebra de A. En efecto, sean
a,b e A estoes, a = F(a),b = F(b), donde a,b € A. Luego ¢’ — b = F(a) — F(b) =
F(a—b) y como a —be Aentonces a’ — b € A'.

En estas condiciones F' es un homomorfismo de A sobre A’. Luego

Nuc(F)={z €A Flx)=1}={xcA: foax=1}={axc A: f <z} =1[f) = D(f).

Podemos por lo tanto afirmar que el dlgebra A/[f) es isomorfa a una subélgebra de A.
Al homomorfismo F(z) = f — x le daremos el nombre de homomorfismo principal
(determinado por f). Por lo tanto cada elemento f de A d& origen a un homomorfismo
de A en A.
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Observacion 4.2.3 La transformacion G(x) = x — f, donde f es un elemento fijo de
A, no es en general un homomorfismo.

Probemos que G(z) es un homomorfismo solamente en el caso en que f = 1.

En efecto, supongamos que G(x) es un homomorfismo, tendremos entonces que v — f =
Gz) =Gl —-2)=G1)—=>Gx)=1—-f) > (x— f)=f — (x — f) =1, para todo
x € A, esto esx — f =1, para todo x € A, en particular para v =1, 0 sea 1l — f =1,
esto es f =1, como queriamos probar.

En estas condiciones G(z) = x — 1 = 1, para todo x € A, luego el nicleo de éste es el
dlgebra A, por lo tanto A/Nuc(G) = AJA = {1} y tenemos asi una imagen homomdrfica
trivial, formada por un solo elemento.

Aunque G(z) no es en general un homomorfismo, se trata de una transformacién que tiene
su importancia y que serd estudiada mas adelante en forma detallada.

Ejemplo 4.2.1 Sea A el dlgebra implicativa indicada en la figura, sobre la cual la opera-
cion — estd definida por la tabla siguiente:

1
—>Ha b ¢ d e 1
d p € alll e 1 1 e 1
bld 1 1 d 1 1
clld e 1 d e 1
dilc b ¢ 1 e 1
ella ¢ ¢ d 1 1
\ Ila b ¢ d e 1
a )
Determinemos todos sus sistemas deductivos.
[X [ o [ % (D] X[ 50 |
0 {1} {a, b} A {b, e} D(b)
{a} | {a,c,d, 1} | {a,c} | D(a) | {b,1} | D(b)
{b} | {b,c,e,1} || {a,d} | D(a) | {¢,d} | D(a)
{c} | {1} J{aer| A | A{ce}| D)
{d} | {d,1} | {a,1} | D(a) | {c,1} | D(c)
{e} | A{e 1} || {bc} | D(b) | {d.e} | {d.e 1}
{1} {1} {o.d} | A | {d,1} | D(d)
{e.1} | D(e)

FEs facil ver que si X C A es tal que 3 < | X| < 6 entonces D(X) coincide con alguno de los
sistemas deductivos A, D(1) = {1}, D(a) = {a,c,d,1}, D(b) = {b,c,e, 1}, D(c) = {c, 1},
D(d) = {d,1}, D(e) = {e,1}, D({d,e}) = {d,e,1}. Por lo tanto existen 9 sistemas
deductivos.
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Determinemos todas sus imdgenes homomdrficas principales. Claramente A/{1} es iso-
morfa a A y las otras imdgenes homomdorficas tienen los siguientes diagramas de Hasse

A/D(c) A/D(d), A/D(c)

Sea A el dlgebra de Hilbert indicada en la Figura 3.4. Claramente A/{1} es una imagen
homomorfica de A. A continuacién indicamos algunas imagenes homomérficas de A.

A/D(a), A/D(b)

A/D(a), A/D(b)  A/D(c), A/D(e) A/D(j), A/D(k)
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5. ARITMETICA DE LOS SISTEMAS DEDUCTI-
VOS

5.1. Reticulado de los sistemas deductivos
Sea ®(A) la familia de todos los sistemas deductivos de un algebra implicativa A.

Definicién 5.1.1 Dados Dy, Dy € ®(A) diremos que Dy es una consecuencia de Dy o
que Dy divide a Do y escribiremos Dy < Dy si Dy C Dy

Diremos también que D; es mas fino que Ds.
En lo sucesivo supondremos que ®(A) estd ordenado de la manera indicada en la Definicién
5.1.1.

Veamos ahora que si a,b € A entonces: a < b si y solo si D(a) < D(b).

Probemos que si (1) a < b entonces D(a) < D(b).

Sea z € D(b), esto es, b < x, luego por (1) resulta a < z, de donde x € D(a) o sea
D(b) € D(a) y por lo tanto D(a) < D(b).

Reciprocamente, si D(a) < D(b) entonces D(b) C D(a), luego como b € D(b) resulta que
b e D(a), esto es, a < b.

Este es uno de los motivos por lo cual ordenamos ®(A) de acuerdo a la Definicién 5.1.1.
Es claro que los sistemas deductivos 0 = Ay 1 = {1} verifican la condicién 0 < D < 1,
para todo D € ®(A). Por lo tanto ®(A) es un conjunto ordenado por la relacion <, con
primer y tltimo elemento.

Teorema 5.1.1 Toda familia no vacia {D;},cr de sistemas deductivos tiene un supremo.

Dem. En efecto, sea D = (| D;. Probemos que D es un sistema deductivo y que es el

iel
supremo de los D;.
D1) 1€ D.
Como 1 € D; para todo i € I entonces 1 € (| D; = D.

iel
D2)Siae Dya—be D entonces b € D.
Por hipétesisa € D = (\ Dj, a — b€ D = () D;, luego a,a — b € D; para todo 7 € I.
iel i€l
Por lo tanto b € D; para todo ¢ € I, es decir, b € D.
D1 y D2 prueban que D es un sistema deductivo.

S1) D; < D para todo i € I.
Como D = () D; entonces D C D; para todo i € I, luego por la Definicién 5.1.1 resulta
iel
que D; < D para todo 7 € I.
S2) Si X es un sistema deductivo tal que D; < X para todo i € I entonces D < X.
En efecto, por hipdtesis X C D; para todo i € I, luego X C (| D; = D, estoes D < X.
iel
S1 y S2 prueban que D es el supremo de los D;, estoes, D= (\ D; = \/ D;. [
iel iel
Como ®(A) es un conjunto ordenado completo superiormente, con primer elemento, en-
tonces por el teorema de Birkhoff podemos afirmar que ®(A) es un reticulado completo.
Recordemos como se obtiene el infimo de una familia no vacia {D; };c; de sistemas deduc-

tivos. Basta considerar el conjunto G = |J D; y determinar el menor sistema deductivo
i€l
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que contiene a G, esto es, el sistema deductivo generado por G.
Veamos que D(G) = A D;.
iel
I1) D(G) < D; para todo i € I. Sabemos que D(G) es un sistema deductivo y que
G C D(G), esto es, | D; € D(G), por lo tanto D; C D(G) para todo i € I, o sea,
el
D(G) < D; para todo i € 1.
12) Si H es un sistema deductivo tal que H < D; para todo i € I entonces H < D(G).
En efecto, si H es un sistema deductivo tal que H < D; para todo ¢ € I entonces D; C H

para todo i € I. Luego |J D; € H, esto es, G C H y como D(G) es el menor sistema
i€l
deductivo que contiene a G resulta que G C D(G) C H. Luego H < D(G) y por lo tanto

A Di = D(U D;).

icl iel

5.2. Sistemas deductivos irreducibles y completamente irredu-
cibles

Definicion 5.2.1 Se dice que un sistema deductivo D # A es irreducible si la condicion
D = DV Dy implica que D = Dy 0o D = Ds.

Definicién 5.2.2 Se dice que un sistema deductivo D # A es completamente irreducible
si la condicion \/ D; implica que existe un indice i € I tal que D = D;.

iel
Teorema 5.2.1 Si D es un sistema deductivo propio y ¢ es un elemento de A que no
pertenece a D entonces existe un sistema deductivo completamente irreducible C' que con-
tiene a D sin contener a c.

Dem. Sea II = {D,};c; la familia de todos los sistemas deductivos que contienen a D
sin contener a c. Esta familia es no vacia porque D € II. Probemos que II es una familia
de conjuntos inductiva superiormente, cuando esté ordenada por la relacién de inclusion.
Para ellos basta probar que si K = {K};c; es una cadena de II, esto es una familia de
elementos de II tales que dados dos elementos de K uno de ellos contiene al otro, y si
Ky = |J K, entonces K € IL.
jeJ
(A) Ky es un sistema deductivo.

D1) Como los K son sistemas deductivos entonces 1 € K; para todo j € J, luego
le U K; =K.
jeJ
D2) Supongamos que a € Ky,a — b € Ky y probemos que b € K.
De a € K resulta que existe un indice j; € J tal que a € Kj,.
De a — b € K resulta que existe un indice j € J tal que a — b € K;,. Como
K; , K;, € Ky uno de ellos debe contener al otro, supongamos por ejemplo que
K; C Kj,, entonces tendremos que a,a — b € K;, y como K}, es un sistema
deductivo resulta que b € Kj,, y por los tanto b € |J K; = K.
jeJ
(B) D C K.
Como los K; € II para todo j € J, entonces D C K; para todo j € J, luego
D C | K; = K.

jeJ
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(C) & ¢ Ko.
Como K € II para todo j € J podemos afirmar que ¢ ¢ K para todo j € J, luego
C ¢ U Kj = K[)-
jed

Las condiciones (A), (B) y (C) expresan que K, € II, luego podemos afirmar que II es un
conjunto ordenado inductivo superiormente y por lo tanto I contiene un elemento maximo
C. Acabamos asi de probar que dado un sistema deductivo propio D y un elemento ¢ € A
tal que ¢ ¢ D existe un sistema deductivo méximo C' entre los que contienen a D sin
contener a c.

Probemos que C' es completamente irreducible.

Supongamos para ello que C' = \/ D; = () Dy, donde D}, es un sistema deductivo,
heH heH
para todo h € H. Como (1) ¢ ¢ C'= () Dy, entonces existe un indice hy € H tal que (2)
heH
¢ ¢ Dp,. De (1) resulta (3) C' C Dy, luego tenemos en particular (4) D C C' C Dp,.

De (2) y (4) se tiene que Dy, € II, y como C' es maximo en II se tiene que C' = Dy, lo
cual significa que C' es completamente irreducible. [ |

Teorema 5.2.2 Todo sistema deductivo propio D, es interseccion de sistemas deductivos
completamente 1rreducibles.

Dem. Sea {C;}ics la familia de todos los sistemas deductivos completamente irreducibles
que contienen al sistema deductivo propio D. Por el Teorema 5.2.1 esta familia es no vacia.
Probemos que D = () C;. Como D C C; paratodoi € I entonces D C [ C;. Resta probar

iel iel
que (1 C; € D,oseaque CDCCNC; = CC.
i€l el el
Sea x € 0D, luego x ¢ D, entonces por el Teorema 5.2.1 existe un i € I tal que x ¢ C;,
esto es x € 0Oy, por lo tanto x € |J CC;, esto es CD C | CC;, luego D = N C;. [ |
iel iel iel
De este teorema resulta que D = \/ C;.
iel

Teorema 5.2.3 S5i C' es un sistema deductivo completamente irreducible entonces existe
un elemento c € A y c & C tal que C es un sistema deductivo mdzximo entre los que no
contienen a c.

Dem. Sea C un sistema deductivo completamente irreducible. Para cada ¢ ¢ C' existe
un sistema deductivo C, méximo entre los que contienen a C sin contener a c. En estas

condiciones se ve de inmediato que C' = [ C.. Como C' es completamente irreducible
c¢C
existe un indice ¢ tal que C' = C,, y por lo tanto C' es un sistema deductivo méximo entre

los que no contienen a c. |

Teorema 5.2.4 Para que un sistema deductivo C' sea un sistema deductivo mdzimo entre
los sistemas deductivos que no contienen un elemento ¢ € A, ¢ # 1, es necesario y
suficiente que:

(1) c¢ C.

(2) Six ¢ C entonces x — c € C.
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Dem. Sea C un sistema deductivo maximo entre los que no contienen un elemento fijo
¢ # 1. Es evidente que se verifica (1).

Si x ¢ C, entonces el conjunto C'U {x} genera un sistema deductivo D, esto es D =
D(C U {z}). Como C es un sistema deductivo méximo entre los que no contienen a c,
entonces ¢ € D = D(CU{z}) = C(CU{z}), estoes C,x F cosea C F x — ¢ lo cual
significa que z — ¢ € C.

Sea C' un sistema deductivo con las propiedades (1) y (2) indicadas en el enunciado. Por
hipétesis ¢ ¢ C, luego teniendo en cuenta el Teorema 5.2.3 podemos afirmar que existe un
sistema deductivo M que contiene a C' y que es maximo entre los que no contienen a c.
Supongamos que C' # M y sea x € M \ C, entonces x ¢ C, luego por (2) x — c€ C C M,
por lo tanto tendremos que z, x — ¢ € M entonces por modus ponens ¢ € M, absurdo
visto que ¢ ¢ M. Esto muestra que C' = M y por lo tanto C es un sistema deductivo
maximo entre los que no contienen a c. [ |

Es evidente que todo sistema deductivo completamente irreducible es irreducible.

Problema: ; Existiran sistemas deductivos irreducibles que sean irreducibles minimos,
esto es, sistemas deductivos P tales que cualquier sistema deductivo D que sea una parte
propia de P sea reducible ?

En general, en un algebra implicativa, existen sistemas deductivos completamente irre-
ducibles incomparables. Para ver que asi es, demostraremos el siguiente:

Teorema 5.2.5 Para que un dlgebra implicativa A sea lineal (ver Definicion 2.6.1) es
necesario y suficiente que dos sistemas deductivos completamente irreducibles de A sean
siempre comparables.

Dem. Sea A un algebra implicativa lineal, sean D y D’ dos sistemas deductivos com-
pletamente irreducibles y supongamos que D y D’ son incomparables. Entonces existen
elementos a y b tales que a € D\ D', b € D'\ D. Como a,b € A, que es lineal, entonces a y
b son comparables. Si suponemos a < b, entonces como a € D resulta que b € D, absurdo
pues b € D'\ D. De manera andloga se razona si b < a, luego los sistemas deductivos D
y D’ son comparables.

Reciprocamente, sea A un algebra implicativa en la cual dos sistemas deductivos comple-
tamente irreducibles son siempre comparables y probemos que es lineal. Supongamos que
el dlgebra A no es lineal, entonces existiran por lo menos dos elementos a y b tales que:
(1) a £ by (2) b £ a. De (1) resulta que b ¢ D(a), luego existe un sistema deductivo
completamente irreducible D tal que (3) a € D y b ¢ D. De (2) resulta que a ¢ D(b),
luego existe un sistema deductivo completamente irreducible D’ tal que (4) b € D" y
a ¢ D'. De (3) y (4) resulta que D y D’ son incomparables lo que contradice la hipétesis.
Por lo tanto A es un algebra implicativa lineal. [
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5.3. Imposibilidad de determinar un algebra implicativa A a par-
tir de ®(A).

Sean A, y A, las dlgebras implicativas cuyos diagramas de Hasse se indican a continuacién:

Al A2

a b o

A continuacién indicamos la tabla del operador — en ambas algebras:

u [0 [7]T]

H - H Cb‘b ‘ 1 0/ 1/ 1/ 1/ 1/
e |1]b]1 d V10|
b jajl]l OV la |a |1 |1
Ljalb]!l Vold|vy |1

Los diagramas de Hasse de ®(A;) y ®(Az) son:
D(A) ©(Ay)
{1} {1}

{a,1} {b,1} {a’, 1} {v/,1'}

Al A2

Los reticulados ®(A4;) y ®(As) son isomorfos, pero las algebras implicativas A; y Ay no
lo son. Observemos que A; es una subalgebra implicativa de As,.

5.4. Los sistemas deductivos maximos y las algebras simples

Se reconoce facilmente que el conjunto formado por un solo elemento que designaremos
por 1, sobre el cual se define la operacién binaria — de la inica manera posible a saber:
1 — 1 =1, es un dlgebra implicativa. Para que el algebra cociente A/D sea el algebra que
acabamos de indicar es necesario y suficiente que exista una tnica clase de equivalencia,
o lo que es lo mismo que D = A.

En estas condiciones toda dlgebra implicativa A tiene por imagen homomorfica el algebra
impropia {1}, y el niicleo correspondiente es evidentemente A.

Si en un &dlgebra implicativa A consideramos el sistema deductivo {1} entonces el algebra
cociente A/{1} es isomorfa a A. Por lo tanto podemos afirmar que un dlgebra implicativa
A tiene siempre las imagenes homomorficas A/A = {1} y A/{1} = A, llamadas triviales,
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y que para que estas dos imagenes sean distintas es necesario y suficiente que el algebra
A tenga més de un elemento.

Definicién 5.4.1 Un dlgebra implicativa A se dice simple si tiene mds de un elemento y
st sus unicas imdgenes homomorficas son las triviales.

Al efecto de determinar las algebras implicativas simples indicaremos el siguiente:

Teorema 5.4.1 Para que un dlgebra implicativa A sea simple es necesario y suficiente
que A contenga solamente dos elementos.

Dem. Sea A un &lgebra implicativa simple. Entonces A contiene por lo menos dos el-
ementos distintos que designaremos 0 y 1. Supongamos que A tiene un tercer elemento
a distinto de 0 y 1. Entonces a genera un sistema deductivo propio D(a), formado por
todos los z € A tales que a < z. El algebra A/D(a) tiene mas de un elemento y como
A es simple tendriamos que A/D(a) = A. Ahora bien, para que un homomorfismo sea
un isomorfismo es necesario y suficiente que el nicleo sea {1}, o sea D(a) = {1} y por lo
tanto a = 1, lo que contradice la hipotesis. Luego podemos afirmar que A tiene solamente
dos elementos.

Reciprocamente, sea A el algebra implicativa formada por dos elementos distintos 0 y 1,
y probemos que A es simple. En el orden natural inducido por la operacién implicacién
tendremos que 0 < 1, y por lo tanto la tabla de la implicacién es:

N
0

o
]
o ———0
—_

%

1

Ahora bien, los dos tnicos sistemas deductivos de esta algebra son Ay {1}, y por lo tanto
es simple. H

Veamos ahora como determinar las imagenes homomoérficas simples de un algebra im-
plicativa dada.

Definicién 5.4.2 Un sistema deductivo M se dice mdzximo, si M es un sistema deductivo
propio y st no existe ningun sistema deductivo propio que contenga a M como parte propia.

Observaciéon 5.4.1 Un dlgebra implicativa puede no tener sistemas deductivos mdzrimos.
Es lo que ocurre con el conjunto ordenado formado por los nimeros reales x tales que 0 <
x < 1. Por el Lema 4.2.1 sabemos que todo sistema deductivo es una seccion superior. En
este ejemplo el sistema deductivo F (1) es irreducible, pero no es completamente irreducible

1 By 1
ya que F(1— =), n € N, n > 2 verifica la siguiente condicion: F(1) = [ F(1—=) y
n n=2 n
1

para ningun n se tiene que F(1) = F(1 — —).
n

Teorema 5.4.2 Para que un sistema deductivo propio M sea mdximo es necesario vy
suficiente que si x,y ¢ M entonces x — y € M.
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Dem. Como M es maximo en el dlgebra, sean z,y ¢ M. Entonces M es méximo entre
los que no contienen al elemento y, luego como = ¢ M por el Teorema 5.2.4 © — y € M.
Reciprocamente, supongamos que M no es maximo, esto es que existe un sistema deducti-
vo M propio tal que M C M;. Sean a,b € A tales que a € My \ M, b € A\ M;. Entonces
a,b ¢ M, luego a — b € M y por lo tanto (1) a — b € M;. Ahora bien como (2) a € M,
de (1) y (2) resulta por modus ponens que b € My, lo que contradice la hipétesis. Es decir,
M es maximo. |

Observaciéon 5.4.2 Si M es un sistema deductivo maximo, entonces el algebra cociente
A/M tiene solamente dos elementos, visto que si a,b ¢ M entonces a — b € M y
b— a € M,y porlo tanto a = b (mod. M). Esto significa que ezisten solamente dos clases
de equivalencia, a saber: M y A\ M que representaremos C(1) y C(0), respectivamente.
Entonces tendremos que A/M = {C(1), ( )}. La tabla — para estos elementos es:

~ | co) o)
T

Como el dlgebra A/M tiene solamente dos elementos, y se verifica que C(0) < C(1)
entonces A/M es un dlgebra de Boole. Ademdas, como la operacion — definida por:
r—y=—xVy en el dlgebra de Boole coincide con la operacion — indicada en la tabla
precedente, resulta que A/M es isomorfa al dlgebra implicativa que se obtiene considerando
el dlgebra de Boole {0,1} donde la operacion x — y se define como —z V y.

5.5. El radical y las algebras semisimples

La consideracién de los sistemas deductivos maximos nos lleva a la siguiente:

Definicién 5.5.1 Se denomina radical de A a la interseccion Rad(A) de todos los sis-
temas deductivos mdzimos de A.

De acuerdo a esta definicién, si A no tiene sistemas deductivos méaximos, Rad(A) sera la
intersecciéon de una familia vacia de partes de A y por lo tanto Rad(A) = A. Es lo
que ocurre con el algebra implicativa lineal formada por los nimeros reales x tales que
0<zx< 1.

Definicién 5.5.2 Un dlgebra implicativa A se dice semisimple si Rad(A) = {1}.
En general las dlgebras implicativas no son semisimples. Es lo que ocurre en el caso de una

cadena sin primer elemento, ya que Rad(A) = A. Otro ejemplo se obtiene considerando
el dlgebra de Heyting finita cuyo diagrama de Hasse se indica a continuacién.
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En este caso los sistemas deductivos son los filtros. Como el dlgebra de Heyting A es
finita, todos los ultrafiltros son principales. Los ultrafiltros, que son los sistemas deduc-
tivos maximos, son generados por los atomos de A. Como existen solamente dos atomos
a y b, entonces el radical de A es la interseccién de los filtros F(a) y F(b), es decir
Rad(A) = {c,1} = F(c).

Se plantea naturalmente el problema de caracterizar algebraicamente a las dlgebras im-
plicativas semisimples. Con ese objetivo en vista, demostraremos en primer lugar el si-
guiente:

Teorema 5.5.1 ((a — b) — a) — a € Rad(A), cualquiera que sean los elementos
a,b e A

Dem. Supongamos que el elemento r = ((a — b) — a) — a ¢ Rad(A) entonces existe
un sistema deductivo maximo M tal que r ¢ M. Como a < r, podemos afirmar que
(1) a ¢ M y por lo tanto r — a € M, por el Teorema 2.2.10

r—a=((a—b)—a)—a) —a=(a—b)— a,

luego (2) (a — b) — a € M. Entonces (3) (a — b) ¢ M, ya que si (a — b) € M, entonces
de (2), por modus ponens, a € M, lo que contradice (1). De (1), (3) y el Teorema 2.2.5 se

deduce por ser M un sistema deductivo méximo que a — (a — b) =a — b € M, lo que
contradice (3). Luego r € Rad(A). [

De este teorema se deduce inmediatamente:
Corolario 5.5.1 (a — b) — a = a (mod. Rad(A)).

Dem. Por el Axioma Hy a — ((a — b) — a) =1 € Rad(A).
Esta observacion junto con el Teorema 5.5.1 prueban el corolario. ]

Definicién 5.5.3 Un dlgebra implicativa A se dice un dlgebra de Tarski si se verifica
T) (a—b) —a=a.

Observaciéon 5.5.1 Ezisten dlgebras implicativas que no son dlgebras de Tarski.
Consideremos por ejemplo la cadena con tres elementos 0, a, 1, con el orden siguiente
0 < a < 1. Entonces se verifica que: (a —0) —a=0—a=1#a.

De esta observacion resulta que toda cadena con més de dos elementos no es un algebra

de Tarski y tenemos asi numerosos ejemplos de algebras implicativas que no son algebras
de Tarski.

Demostremos ahora un teorema que permite obtener algebras de Tarski a partir de dlge-
bras implicativas.

Teorema 5.5.2 Fl dlgebra cociente A/Rad(A) es un dlgebra de Tarski.

Dem. Sea T'= A/Rad(A). Entonces usando el Corolario 5.5.1 tendremos que (C'(a) —
c()) — C(a) = C(a — b) — C(a) = C((a — b) — a) = C(a). Lo que muestra que
A/Rad(A) es un algebra de Tarski. |

Vamos a generalizar este teorema:



Cadlculo Proposicional Implicativo Cldsico 47

Teorema 5.5.3 Si D es un sistema deductivo tal que Rad(A) C D entonces A/D es un
algebra de Tarski.

Dem. Como Rad(A) C D, de la condicién (a — b) — a = a (mod. Rad(A)) se deduce
que (@ — b) — a = a (mod. D), entonces en A/D (C(a) — C(b)) — C(a) = C((a —
b) — a) = C(a), luego A/D es un algebra de Tarski. [

Vamos a indicar ahora una caracterizacion aritmética de las algebras semisimples. Con
este objetivo comencemos por demostrar el siguiente:

Lema 5.5.1 En un dlgebra de Tarski todo sistema deductivo completamente irreducible
es maxrimo.

Dem. Sea C' un sistema deductivo completamente irreducible. Entonces por el Teorema
5.2.3 C' es un sistema deductivo maximo entre los que no contienen un elemento fijo c.
Si C' no es un sistema deductivo méaximo entonces existe un sistema deductivo M propio,
tal que C' C M. Es claro que ¢ € M. Sean € A\ M. Como n ¢ M, entonces se deduce
por modus ponens que ¢ — n ¢ M, y en particular ¢ — n ¢ C, entonces por el Teorema
5.2.4 podemos afirmar que: (¢ — n) — ¢ = ¢ € C, absurdo. [ |

Corolario 5.5.2 Toda dlgebra de Tarski es semisimple.

Dem. Como el sistema deductivo {1} es interseccién de sistemas deductivos completa-
mente irreducibles y como éstos son maximos, resulta que Rad(A) = {1}. |

Corolario 5.5.3 El dlgebra A/Rad(A) es semisimple.
Dem. Basta observar que A/Rad(A) es un élgebra de Tarski. |

Teorema 5.5.4 Para que un dlgebra implicativa A sea semisimple es mecesario y sufi-
ciente que sea un dlgebra de Tarski.

Dem. El Corolario 5.5.2 muestra que la condicién es suficiente. Para probar la condicion
necesaria supongamos que A es un dlgebra semisimple, esto es Rad(A) = {1}. Por el Teore-
ma 5.5.2 podemos afirmar que A/Rad(A) es un algebra de Tarski, y como Rad(A) = {1},
entonces A/Rad(A) = A, luego A es un algebra de Tarski. [

Este teorema muestra que las dlgebras de Tarski ocupan un lugar especial entre las dlge-
bras implicativas y su estudio sera objeto de un préximo capitulo.

Teorema 5.5.5 Todo sistema deductivo completamente irreducible que contiene al radical
es mdximo.

Dem. Sea C un sistema deductivo completamente irreducible que contiene a Rad(A). De
aqui resulta en particular que Rad(A) # A. Entonces C' es un sistema deductivo méximo
entre los que no contienen a un cierto elemento fijo c¢. Si C' no es maximo, entonces existe
un sistema deductivo propio M tal que C' C M, y es claro que ¢ € M. Sean € A\ M.
Entonces ¢ — n ¢ M, luego ¢ — n ¢ C y por lo tanto (1) (¢ — n) — ¢ € C, por
el Teorema 5.5.1 (2) ((¢c — n) — ¢) — ¢ € Rad(A), y como Rad(A) C C, se tiene
(3) (¢ = n) —¢) —ceC.De (1) y (3) resulta por modus ponens que, ¢ € C, absurdo.
Luego C es un sistema deductivo maximo. [ |
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Teorema 5.5.6 Si D es un sistema deductivo de un dlgebra implicativa A tal que A/D
es un dlgebra de Tarski entonces Rad(A) C D.

Dem. Sea h el homomorfismo de A sobre A/D, h establece una correspondencia bi-
univoca entre los sistemas deductivos de A/D y los sistemas deductivos D’ de A que
contienen a D. Luego si M’ es un sistema deductivo maximo de A/D, M = h™'(M’) es
un sistema deductivo méaximo de A que contiene a D. Como {1’} C A/D es la interseccién
de los sistemas deductivos maximos de A/D entonces D es la interseccion de los sistemas
deductivos méaximos que contienen a A/D = h™'(M’), luego Rad(A) C D. [

Teorema 5.5.7 Rad(A) es el sistema deductivo generado por los elementos de la forma
((a —b) —a) — a.

Dem. Sea D el sistema deductivo generado por los elementos de la forma indicada an-
teriormente. Por el Teorema 5.5.1 D C Rad(A). Probemos que A/D es un algebra de
Tarski. Para ello basta ver que: (a — b) — a = a (mod. D).

En efecto: (¢ = b) —a) =a€Dya— ((a—b) —a)=1€ D, luego (a - b) —a=a
y A/D es un édlgebra de Tarski. Por lo tanto por el Teorema 5.5.6 Rad(A) C D, lo que
muestra que Rad(A) = D. |
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6. REPRESENTACION DEL CALCULO PROPO-
SICIONAL IMPLICATIVO

6.1. Funciones polinémicas

En el Capitulo 1 hemos considerado el calculo proposicional implicativo asociado a un
conjunto no vacio G = {g;}ic; de variables de enunciado. Vamos a suponer, por ahora,
que I es un conjunto finito, esto es G = {g1,...,gn}. A los simbolos g1, ..., g, les hemos
dado el nombre de variables de enunciado, pero hemos senalado al mismo tiempo que se
trataba de simbolos fijos, bien determinados, que no “variaban”en lo mas minimo.
Hemos representado también por L el conjunto de todas las férmulas (bien formadas). En
este capitulo daremos a las formulas de £ el nombre de formulas polinomiales implicativas,
o mas sencillamente el nombre de polinomios de las n variables g1, ..., g,. Para poner en
evidencia este hecho representaremos un polinomio p por la notacién: p(gi, ..., gn)-

El objetivo que tenemos en vista es indicar una “interpretacién”de L .

Sea A un algebra implicativa fija y supongamos que ¢y, ..., g, representan variables so-
bre A. en estas condiciones si en el polinomio p(gi,...,g,) reemplazamos las variables
g1, - - ., gn por elementos fijos de A, esto es si reemplazamos g; por un elemento a; € A, .. .,
gn DOT a,, € A, entonces p(ay,...,a,) serd un elemento bien determinado de A.

Para describir esta situacion en forma sencilla, consideremos el producto cartesiano A"
de n algebras implicativas iguales a A. En virtud de la definicién de producto cartesiano
un elemento a € A" es una sucesién de n elementos de A, esto es: a = (ay, ..., a,) donde
a; € A, 1 < 17 < n. En estas condiciones si consideramos las variables de enunciado
g1, .-, 9, como variables sobre A a cada polinomio p = p(g1,...,9,) € L corresponde
una funcion p, definida sobre A™ y tomando sus valores en A, que queda univocamente
determinada por medio de la igualdad:

si a € A" entonces p4(a) = p(ay, ..., a,).

A esta funcién asi definida le daremos el nombre de funcion polinomial p,. Diremos
algunas veces que p4 es una interpretacion o representacion de p en el algebra A. Somos
asi naturalmente llevados a considerar el conjunto P4 de todas las funciones polinomiales
pa, que quedan univocamente determinadas por el algebra A.

De acuerdo a las notaciones que hemos adoptado, a los polinomios: g1, (91 — ¢1), (91 —
92), ((91 — g2) — 1), ... corresponden respectivamente las funciones polinomiales g 4,
(1= 91)a, (91— 92) 45 (91 = 92) = 1) 4, - -

De acuerdo a la definiciéon general de igualdad de funciones, dos funciones polinomiales
Pa Y qa son iguales; si pa(a) = ga(a) para todo a € A™ y para indicar esta relacién
escribiremos pa = q4.

Recordemos ahora que dado un conjunto, no vacio, E y un algebra implicativa A, el
conjunto A” de todas las funciones definidas sobre F y tomando sus valores en A, es un
algebra implicativa cuando se define sobre A® la operacién de implicacién en la forma
siguiente: dadas las funciones f, g € A¥ representaremos por h = f — g la funcién h € A¥
definida por la férmula: si z € E entonces h(x) = f(z) — g(z). Y sabemos que (A¥, —)
es un algebra implicativa.

Entonces dada un algebra implicativa A podemos considerar el conjunto 44" de todas las
funciones definidas sobre A™ y tomando sus valores en A.
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Teorema 6.1.1 P4 es una subdlgebra de AA".

Dem. Basta demostrar que si pa,qa € P4 entonces ps — qa € Pa.

Sea a € A" entonces:

(D(pa = aa)(a) = pala) = qala) = plas, . .., an) = qlar, ..., an).

Como pa,qa € Pa, entonces p y ¢ son polinomios. p = p(gi,---,9n), ¢ = q(g1,---,9n) ¥
por lo tanto (p — ¢) = p(g1,---,9n) — q(g1,-- -, 9gn) €s un polinomio.

La funcién polinomial correspondiente seré definida por:

(2) (p - Q>A(a> - (p(ah cee Jan) - Q(afla s 7an))-

Las férmulas (1) y (2) muestran que:

(pa — qa)(a) = (p — q)a(a) para todo a € A", esto es: pa — qa = (p — @) a-

Como (p — q)a € Pa, podemos afirmar que py — ga € Pa. Lo que termina la de-
mostracion. [

Este teorema sugiere naturalmente el problema de saber si P4 = A4". Veremos més ade-
lante que la respuesta en general es negativa.

Para concretar estas nociones vamos a indicar algunos ejemplos:

Ejemplo 6.1.1 Sean = 2, esto es G = {g1,92} y A el dlgebra implicativa formada por
dos elementos distintos 0 y 1. En este caso A* = {(0,0),(0,1), (1,0),(1,1)}.

En la Tabla 6.1 figuran en la primera columna los elementos de A%. Para cada polinomio
p(g1,92) y cada elemento a € A? tenemos que calcular p(a) = p(ay, as).

Consideremos en primer lugar el polinomio g1, entonces la funcion polinomial correspon-
diente g1 4 queda definida por:

glA(OaO) =0, glA(Oa 1) =0, glA(LO) =1, glA(lv 1) =L

En la sequnda columna de la Tabla 6.1, estan indicados los valores que la funcion poli-
nomial gy, toma en los diversos elementos de A%. Los valores de la funcidn go ,estdin
indicados en la tercera columna.

Consideremos ahora el polinomio (g1 — 1), la funcién polinomial correspondiente se-
rd definida por:

(glﬁgl)A(an):O_)():la (gl—>gl)A<071):0_>O:17

(glﬁgl)A(lao):lﬁlzla (gl_>gl)A(171):1_>1:17

y sus valores estan indicados en la cuarta columna. Finalmente en las columnas restantes
estan indicados los valores de las funciones polinomiales:

(1 — 92),47 (92 — gl)A y (91— g92) — g2)A‘

H a H d1a ‘ 924 ‘ g1a — 914 ‘ g14 — 924 ‘ 924 — 914 ‘ (914 = 924) = G2a H
(0,0) 0 0 1 1 1 0
(0,1) 0 1 1 1 0 1
(1,0) 1 0 1 0 1 1
(1,1) 1 1 1 1 1 1

Tabla 6.1
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Ahora es facil comprobar que sipa y qa son dos funciones polinomiales de las indicadas en
la tabla, la funcion polinomial pa — qa es una de ellas; de donde resulta que la tabla con-
tiene todas las funciones polinomiales. Podemos entonces afirmar que en este caso existen
solamente 6 funciones polinomiales distintas. Mientras que el nimero total de funciones
definidas sobre A? y tomando valores en A es 2* = 16, y por lo tanto Pa # A**, como
habiamos mencionado.

Indiquemos el diagrama de P4. Cada funcion polinomial es una funcion definida sobre el
conjunto A% y tomando sus valores en A. Dadas dos funciones polinomiales pa y qa ten-
dremos pa < qa st y solo si (1) pa — qa = la, donde 14 representa la funcion polinomial
idénticamente igual a 1 € A, esto es: 14(a) = 1 para todo a € A?. La condicion (1) es
equivalente a: (2) pa(a) — qa(a) = 1 para todo a € A%, o sea (3) pa(a) < qa(a) para todo
a € A%

Por medio de esta formula podemos determinar la relacion de orden < entre las 6 fun-
ciones polinomiales indicadas en la Tabla 6.1, y obtendremos asi el diagrama del dlgebra
P4 que se indica a continuacion:

1g4 = (91 - gl)A

(g2 = g1)a \' (g1 — 92)a
g1a (g1 — 92‘%' 924

Tiene interés construir el diagrama del dlgebra A y localizar en este diagrama la subdlge-
bra P4. El conjunto A% tiene 4 elementos 1 = (0,0), 2= (0,1), 3= (1,0), 4 = (1,1).
Luego cada funcién f € AN queda univocamente determinada por f(1) = f1, f(2) = fo,
£(3) = o, F(4) = fu.

Eziste entonces una correspondencia biunivoca entre las funciones f &€ AY y las suce-
siones (f1, fa, f3, f1) de cuatro elementos de A y por lo tanto cada funcion f se puede
representar por un elemento (f1, f2, f3, fa) del producto cartesiano A* = A x A x A x A.
Tendremos entonces un total de 16 = 2* funciones que representaremos por las letras
siguientes:

0=(0,0,0,0) [a=(1,0,0,0) | b=(0,1,0,0) | c=(0,0,1,0)
d=1(0,0,0,1) [e=(1,1,0,0) | f=(1,0,1,0) | g=(0,1,1,0)
h=(0,1,0,1) |i=(0,0,1,1) |j=(1,0,0,1) | k= (1,1,1,0)
[=(1,1,0,1) |m=(1,0,1,1) [n=(0,1,1,1) | L= (L,1,1,1)

FEs claro que dadas dos funciones f y g por medio de sus coordenadas: f = (f1, fa, f3, f4),
9 = (91,92, 93, 94) tendremos que f < g si y sélo si f; < g;, 1 < i < 4. Esta relacion de
orden permite construir el diagrama de AN que estd indicado en la siquiente figura. Como
se observa F' es un dlgebra de Boole con cuatro atomos. Por la Tabla 6.1 se reconoce que
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914 queda representado por el elemento i y go 4 por el elemento h, etc. Luego la subdlgebra
P4 estd formada por los elementos h,i,l,m,n, 1.

Ejemplo 6.1.2 Sean =2 y A el dlgebra implicativa lineal cuyo diagrama estd indicado
en la siguiente figura:

1 —>HO a 1
O (1 1 1
a a |0 1 1
110 a 1
0

Bn este caso A = {(0,0),(0,a), (a,0), (a,a), (,1), (1,0), (1,a), (0,1), (1,1)}. Vamos a
determinar la familia de todas las funciones polinomiales de dos variables sobre el dlgebra
A dada. Para simplificar la escritura; pongamos 1 =a = g1 4, 2=0= ga4.

3=(a—b) —a=8—1 4=0b—a)—b=T7—2
5=((a—b) —b) >a=9—1 6=((b—a)—a)—b=10—2
T=b—a=2-—1 8=a—-b=1—2

9=(a—b) —-b=8—2 10=0b—a)—a=7—1
11=((b—a)—b)—b=4—2 12=((a—b) —a)—a=3—1
3= (((b—>a) >a) =b) ob=6—2| d=a—a=1—1
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De manera andloga a la que fue indicada en el Ejemplo 6.1.1 obtenemos la siguiente tabla:

| E [1]2]3[4][5]6]7[8]9]10]11[12]13]14]
00 0l0l0j0[L]1]1][t]0]O0|1][T]0]1
(0,a) |[0fa|O0|1|0]a|0O|1l]a|l]al|l|1]1
Onoft|[o[1[olt]o][1|1|LT |1 |1|1]|1
@0 [a0[L|0]al0|1]|0]|1] a1l ]a]| L]l
(a,a) |lala|ala|l]1]|1|1l|la|la |1 ]1]al|ll
(@) la|l]all]a|l]a|ll |1 1T |1 |1 ]1]|1
(Loy|frjojrjof{1fo|1jof1{1 1|1 |11
(La)|[1|a|l|la|l]la|l]a|l| 1 | 1|1 |1]1
(L |11ty {1fry1jrf1r{1 11|11
Tabla 6.2

Una vez calculadas las catorce funciones polinomiales se comprueba que si pa y qa son
funciones polinomiales indicadas en la tabla, entonces la funcion polinomial pa — qa es
una de las funciones polinomiales indicadas en la tabla y por lo tanto podemos afirmar que
en este caso Py tiene catorce elementos distintos. El dlgebra P4 coincide con el dlgebra
de Skolem cuyo diagrama fue el indicado en el Capitulo 3.

Como A? tiene nueve clementos y A tiene tres elementos, el algebra A4° tiene
3% = 19.683 elementos. Los elementos de A%’ pueden ser descriptos como sucesiones
de nueve elementos (f1,..., fg) donde f; € {0,a,1} = A, 1 <i <09.

El diagrama de A#? es el producto cartesiano de nueve cadenas iguales a A que no es facil

de dibujar.

Ejemplo 6.1.3 Sean =2 y A el dlgebra implicativa lineal cuyo diagrama estd indicado
en la figura:

A

Dejamos a cargo del lector verificar que en este caso Pa tiene, como en el caso anterior,
catorce elementos.



54 A. Monteiro

Ejemplo 6.1.4 Sea n =2 y A el dlgebra de Heyting cuyo diagrama estd indicado en la
figura:

—>HO a b ¢ 1
01 1 1 1 1
a|lb 1 b 1 1
blla a 1 1 1
c |0 a b 1 1
110 a b ¢ 1

Verificar en este caso que Py tiene también catorce elementos.

6.2. Funciones polinomiales: caso general

Ya hemos definido las funciones polinomiales en el caso del céalculo proposicional con n
variables de enunciado. Consideremos ahora el caso general en que el conjunto G = {g; }ies
tiene un cardinal arbitrario. Para esto sea A un algebra implicativa y A’ el producto
cartesiano de tantas 4lgebras A como indices i € I haya. Un elemento a € A! es una
funcién definida sobre I y tomando valores en A. Pongamos a(i) = a;, podemos escribir
entonces a = (a;);er. Se dice que a; es la coordenada de indice i del elemento a € Al

Sea p = p(gi,,---,¢:;,) un polinomio, esto es una férmula de £ en la cual figuran las
variables de enunciado g, ..., g;, distintas dos a dos, 1,...,4, € I. A este polinomio le
corresponde una funcién p4 definida de la siguiente manera: pa(a) = p(a;,, ..., a;,).

A esta funcion p, asi definida le daremos el nombre de funcion polinomial p4.

Sea b = b(i)ic; € Al tal que b(i); = a(i)1,...,b(i), = a(i),, entonces es claro que
pala) = (ai,, ..., a;,) = pa(b). Esto significa que el valor de p4 en el elemento a depende
solo de las coordenadas de a cuyos indices son iy, ...,%, que son precisamente los indices
de las variables de enunciado que figuran en p.

Supongamos que I = {1,2,...,n,...} que es el caso mds comtn en el calculo proposi-
cional, en que existe un conjunto numerable de variables de enunciado: ¢1,..., gy, . ... Sea
A = {0, 1} y sea dado el polinomio p = g; — go. Calculemos el valor del polinomio p4 en
un cierto elemento a € A’. En este caso el elemento a tiene una infinidad numerable de

coordenadas a = (ay,...,an,...), donde cada a; pertenece a A, esto es, a; =0 0 a; = 1.
Elijamos entonces por ejemplo el elemento a = (0,1,0,...,0,...), en este caso a; = 0,
ay =1,a3 = ... = a, = ... = 0. Luego para calcular ps(a) = (g1 — ¢2)a debemos
reemplazar g, por a; = 0y gs por as = 1, entonces tenemos py(a) =0 — 1 = 1.

Sea ahora @’ = (0,1,1,...,1,...), entonces tenemos también que pa(a’) =0 — 1 = 1.

De un modo general si a” = (0,1,as,...,a,,...), pa(a”’) =0 — 1 = 1. Se observa asi que
el valor de la funcién polinomial py = (91 — g2)4 en un elemento a = (ay,...,a,,...)

depende solamente de las coordenadas a;, as que tienen indices iguales a los indices de las
variables g1 y g2 que figuran en el polinomio p = g; — ¢s.

Sea A4 el algebra implicativa de todas las funciones definidas sobre A’ y tomando sus
valores en A. La operacién de implicacién se define punto por punto: Esto es, si f, g € A4,
entonces h = f — g es la funcién de A" definida por: h(z) = f(z) — g(x) para z € AL
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Se reconoce como en el caso anterior que la familia P4 de todas las funciones polinomiales
es una subalgebra de 44"

Sip=g1— g2y q=9gs— ga entonces pa = (g1 — g2)a ¥ g4 = (93 — ga)a-

Luego pa — qa = (91 — 92)a — (93 — ga)a = ((91 — 92) — (g3 — g4))a, es también una
funcion polinomial.

6.3. Tautologias de una matriz
A un algebra implicativa A le daremos ahora el nombre de matriz.

Definicién 6.3.1 Diremos que el polinomio o formula p(g1, ..., g,) € L es una tautologia
o una tesis de la matriz A si la funcion polinomial pa(gi, ..., gn) es idénticamente igual
a 1 sobre A, esto es si: pa(gr,-..,9n) =1 € A para todo g1, ..., g, € A. Representaremos
por la notacion T4 al conjunto de todas las tautologias de A. Cuando p(gy,...,9n) € Ta
diremos también que la formula p(g,...,gn) es vdlida en A.

Indiquemos una propiedad importante de 7y4.

Teorema 6.3.1 Todas las tesis del calculo proposicional implicativo son vdlidas en cual-
quier matriz, esto es, T C Ty, cualquiera que sea la matriz A.

Dem. Comencemos por demostrar que:

(A)SipeTyyp— q€ Ty entonces q € Ty. Esto es, T, verifica el modus ponens.

Para eso recordemos que p4 es una funcién polinomial definida sobre el conjunto A’ y
tomando sus valores en A. Por hipétesis (1) pa(z) =1€ Ay (p — q)a(z) =1 € A, para
todo x € AL

Como (p — q)a = pa — qa entonces

(2) (p = @)ale) = (pa = qa)(2) = pa(z) = qa(x) = 1.
De (1) v (2) se deduce que 1 — ga(x) = 1, para todo x € Al esto es, qa(x) = 1 para
todo z € A!, o0 sea que q € Ty4.

Probemos ahora que:

(B) Cualquiera sean los polinomios p, q,r € 74, se verifica:
L) p— (¢ — p) € Ta.

En efecto, para todo = € A’ se tiene

(1) (p = (¢ = p))a(@) = (pa = (¢ = p)a)(@) = pa(z) — ((¢ = p)a(r)) =

pa(z) = (qa(r) — pa(z))

y como pa(x) y qa(x) son elementos del dlgebra implicativa A se tiene:
(2) pa(z) — (qa(x) — pa(z)) =1, para todo z € A’

De (1) y (2) resulta que (p — (¢ — p))a(z) = 1, para todo z € A’ y por lo tanto
(p— (¢ —p) € Ta.

Andlogamente se demuestra Ly) ((p — (¢ = 1)) = ((p — ¢) — (p — 1)) € 4.
Recordemos ahora que 7 es por definicion el menor conjunto de féormulas que verifica el
modus ponens y que contiene todas las férmulas:

p—=(@—=p)y (p=(g—r)—=(p—=q —(@—"1))).
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Como 7, tiene las propiedades indicadas podemos afirmar que 7 C 7y. |

Indiquemos ahora algunas consecuencias importantes de este teorema. En primer lugar ob-
servemos que como todas las tautologias del calculo proposicional implicativo son validas
en cualquier matriz A entonces para probar que una cierta férmula p no es una tautologia
basta indicar una matriz A en la cual no sea valida la férmula p.

Probemos ahora que:

(1) Las férmulas g; no son tautologias del célculo proposicional implicativo, cualquiera
sea el indice ¢ € I.

En efecto, sea A la matriz {0,1}. Cada elemento x € A’ es una funcién definida sobre I
y tomando sus valores en A.

Dado j € I, pongamos z(j) = z;, entonces x = (x;),e;. Para probar que g; ¢ 74 basta
indicar un elemento xo € A’ tal que g (o) # 1. Sea entonces x el elemento cuyas coor-
denadas son todas iguales a 0. En virtud de la definicién de g; , sabemos que g; 4(z) = x;
y por lo tanto g; 4(z9) = 0 y esto muestra que la férmula g; no es vélida en A, cualquiera
sea el indice 7 € 1. Queda asi demostrado que existen férmulas que no son tautologias,
estoes 7 # L.

Este resultado se puede expresar diciendo que el calculo proposicional implicativo es con-
sistente. Recordemos que un calculo proposicional se dice inconsistente si todas las férmu-
las son tautologias.

(2) Si i # j entonces C(g;) # C(g;), considerando la relaciéon de congruencia médulo 7.

Para que sea C(g;) = C(g;) es necesario y suficiente que ¢; — g, € T y g; — ¢; € 7.
Retomando la matriz A, basta indicar un elemento xq € A’ tal que (g; — g;)a(zo) # 1.
Elijamos el elemento xg que tiene por coordenada de indice i, x; = 1 y por coordenada
de indice j , x; = 0. Entonces (g; — g;)a(®0) = gia(®0) — gjs(20) =1 —=0=0#1y
por lo tanto g; — ¢g; ¢ 7. Queda asi probado que C(g;) # C(g;).

3) (g1 = 92) > 91) > ¢ 7.

Recordando los resultados indicados en la Tabla 6.1 del Ejemplo 6.1.1, se comprueba de
inmediato que esta férmula es valida en la matriz A = {0,1}. Pero si consideramos la
matriz A = {0, a, 1} del Ejemplo 6.1.2 se comprueba que esta férmula no es vélida en A,
lo que demuestra (3).

De aqui resulta que el esquema ((p — ¢q) — p) — p, con p,q € L, no es una tautologia del
calculo proposicional implicativo intuicionista. Para que el esquema fuese una tautologia
serfa necesario que eso ocurriera cuando se reemplaza a p y ¢ por féormulas arbitrarias.
Pero por (3) si reemplazamos p por g; y ¢ por g obtenemos una férmula que no es una
tautologia, lo que demuestra lo afirmado.

Este ejemplo muestra que una férmula puede ser valida en una cierta algebra implicativa
sin que ella sea vélida en todas las dlgebras implicativas. Esta situacién nos conduce a la
siguiente:

Definicién 6.3.2 Diremos que una formula es vdlida si ella es valida en todas las dlgebras
implicativas.

En estas condiciones el teorema anterior se puede enunciar diciendo:

Todas las tautologias son vailidas.
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i Podemos afirmar la reciproca? Esto es, jtoda formula valida es una tautologia? La res-
puesta es afirmativa y asi lo demostraremos mas adelante.

6.4. Matrices caracteristicas

Se plantea el problema de saber si habra alguna matriz A tal que 7 = 74. Esta posibilidad
nos conduce a la siguiente:

Definicién 6.4.1 Se dice que A es una matriz caracteristica para el cdlculo proposicional
implicativo si T = Ty4.

Vamos a demostrar que existe por lo menos una matriz caracteristica para el calculo
proposicional implicativo. Mas precisamente mostraremos que el algebra de Lindenbaum
L = £/ = es una matriz caracteristica. Para eso tenemos necesidad de considerar el
conjunto L.

Entre los elementos del dlgebra L figuran las clases de equivalencia C(g;), con i € I.

Un elemento z € L! tendra ciertas coordenadas z = (C(z;))ics, donde C(z;) € L. Al
elemento g = (C(g;))ier € L! le daremos el nombre de elemento caracteristico de L!, de
acuerdo a la terminologia de H. Rasiowa.

Demostraremos ahora el siguiente

Lema 6.4.1 Dada una formula p € L entonces el valor de la funcion polinomial py, en
el elemento caracteristico g es igual a la clase de equivalencia que contiene a la formula

p, esto es: (1) pr(g) = C(p) € L.

Dem. Sea L; el conjunto de todas las férmulas para las cuales vale la igualdad (1).
Probemos que:

(A) g; € Ly, para todo i € I.
En efecto, por la definicién de funcién polinomial g;1,(g9) = C(g;) y por lo tanto (1) vale

para p = g;.

(B) Sipe Ly y q € Ly entonces p — q € L.
Supongamos entonces que pr,(g) = C(p), qu(g) = C(q) y sea r = p — q. Luego

rL(g) = (p — @ulg) = (p. — qu)(9) = (pr(9) — qu(g)) =

Clp) = Clg) = Clp — q) = Cr).
Por lo tantor =p — q € Ly.

Como L es el menor conjunto de férmulas que verifica las condiciones (A) y (B), entonces
L C L;. Por otro lado como L; es un conjunto de féormulas podemos escribir L; C L
y entonces £ = L. Esto significa que (1) vale para todas las férmulas, como queriamos
demostrar. ]

Probemos ahora que:

Teorema 6.4.1 L = L/ = es una matriz caracteristica para el cdlculo proposicional
implicativo.
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Dem. Queremos probar que 7 = 7i. Ya sabemos que 7 C 7y, resta probar que
()7L CT.

Sea p € Ty, esto es, sea p una férmula tal que pp(z) = 1 € L, para todo x € L!. En
particular, reemplazando = por el elemento caracteristico g, tendremos pr(g) =1 € L, o
sea por el teorema anterior C'(p) = 1 € L. Esto significa que p € 7, lo que demuestra (1)
y por lo tanto 7 = 7. Luego L es una matriz caracteristica. ]

Sabemos ahora que existe por lo menos una matriz caracteristica, a saber £/ =.

Una matriz caracteristica es 1til si ella permite determinar facilmente si una férmula da-
da p es 0 no una tautologia, esto es, si p € 7 o p ¢ 7. Esto no ocurre con la matriz
caracteristica L = £/ =, porque su conocimiento implica ya el conocimiento de 7. Somos
llevados entonces a considerar si existe o no una matriz caracteristica mas simple que

L/ =.

Veamos que pasa en el caso del cdlculo proposicional con n = 2 variables de enunciado:
g1, g2.

Siguiendo los resultados de Skolem, el dlgebra £/ = tiene catorce elementos y por lo tanto
L/ = es una matriz caracteristica. Por otro lado ya hemos visto en el Ejemplo 6.1.2 que
si A ={0,a,1} entonces P4 tiene también catorce elementos y es isomorfa a £/ =. Esto
nos conduce a estudiar las relaciones que existen entre £/ =y Pa.

6.5. Relacién entre £/ =y Py

Sea, A una matriz dada y sea 74 el conjunto de todas las féormulas validas en A. Hemos
probado anteriormente que:

sipeTyyp— q€ Ty entonces q € Ty,

esto es, T4 es cerrado con respecto al modus ponens. Representemos por C'(74) el conjunto
de todas las formulas que son equivalentes a alguna férmula de 74. Ahora es facil reconocer
que C'(74) es un sistema deductivo de L = L/ =.

Demostraremos ahora el importante

Teorema 6.5.1 Si A es un dlgebra implicativa entonces L) C(7T4) = Pa.

Dem. Para cada C(p) € L pongamos ¢(C(p)) = pa. Es evidente que ¢ es una transfor-
macién de L sobre P,4. En efecto, dada una funciéon polinomial p4 ella estd asociada a un
polinomio p, luego (C(p)) = pa.

Probemos ahora que

(A) ¢ es un homomorfismo.
En efecto

o(Cp) = C(q) =w(C(p—q) = (P — @)a=pa— qa=o(C(p)) — ¢(C(q)).

(B) C(74) es el niicleo de ¢.

C(p) € Nuc(p) siy solo si o(C(p)) =1 € Pa, 0 seasiysolosips =1¢€ Pyy esto
ocurre si y solo si pa(x) = 1, para todo z € A!. Esto significa que p € Ty, lo que es
equivalente a decir que C(p) € C(74). Por lo tanto Nuc(y) = C(74). De (A) y (B)
resulta L/ C(74) = Pa. |
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Corolario 6.5.1 Para que A sea una matriz caracteristica para el cdlculo proposicional
implicativo es necesario y suficiente que Py = L] =.

Dem. Supongamos que A es una matriz caracteristica, esto es que 7 = 7,4. Entonces
C(Ty) =1€ L/ =y por lo tanto P, =L/ C(7T4) =L/ C(T)=L/ {1} = L.

Reciprocamente, supongamos que Py = L/ == L, entonces L/ C(7) = L/ =. En este
caso el homomorfismo ¢ es un isomorfismo, luego C(74) = 1 € L, es decir, C(74) = C(7),
oseaTy="1T. [

Corolario 6.5.2 P, = L.

Dem. Resulta del Corolario 6.5.1, teniendo en cuenta que L = £/ = es una matriz
caracteristica. [ |

Recordemos que de acuerdo a Skolem el dlgebra de Lindenbaum £/ = del célculo proposi-
cional implicativo con dos variables gy, g» tiene catorce elementos. Por otro lado tenemos
visto que si A representa la cadena con tres elementos 0 < a < 1 entonces Py = L/ =,
luego del Corolario 6.5.1 resulta que A es una matriz caracteristica de este calculo, que
es mas simple que £/ =.

Observacion 6.5.1 Sea p una féormula vdlida entonces p serd vdlida en L/ =, esto es
pr(z) =1 € L, para todo x € LL. En particular pL(g) = C(p) = 1 € L, donde g es el
elemento caracteristico, luego p € T. Asi toda formula vdlida es una tautologia.

Problema (21/6/1960). Sea L,, el calculo proposicional implicativo con n variables. ;Exis-
te alguna matriz caracteristica finita para este calculo?
Si ast fuese del Corolario 6.5.1 resultaria que £/ == P4 es finita.

A esta teoria de representacién del calculo proposicional implicativo algunos autores le
dan el nombre de semdntica del cdlculo proposicional implicativo.
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7. ALGEBRAS DE HILBERT LIBRES

7.1. Definicion y resultados preliminares

Definicién 7.1.1 Un subconjunto G de un dlgebra de Hilbert L se dice un conjunto de
generadores libres de L si:

L1) SH(G) = L, (esto es, G es un conjunto de generadores de L.)

L2) Dada una funcién f de L en un dlgebra de Hilbert arbitraria A existe un homomor-
fismo hy : L — A que extiende a f, esto es f(g) = hs(g), para todo g € G.

En este caso se suele decir que L es un dlgebra de Hilbert libre o que L es un algebra de
Hilbert con un conjunto GG de generadores libres.

Teorema 7.1.1 (de Birkhoff) Para toda “dlgebra” definida por igualdades existe siempre
el dlgebra libre con un conjunto de generadores de cardinal prefijado.

Lema 7.1.1 Si L es un dlgebra de Hilbert con un conjunto de generadores libres G, A
un dlgebra de Hilbert con un conjunto G' de generadores y f : G — G’ es una funcién
suryectiva, entonces A es una imagen homomorfica de L.

Dem. Como L es un &lgebra libre la funciéon f se extiende a un homomorfismo
hy : L — A, luego (1) h¢(g) = f(g), para todo g € G. Entonces por el Teorema 3.5.4
SH(hs(G)) = hy(L), pero por (1) hy(G) = f(G) = G, luego SH(G") = hy(L) y como
SH(G") = A tenemos finalmente que hy(L) = A. |

Observaciéon 7.1.1 Este lema significa que L es la mayor dlgebra entre las que contienen
un conjunto de generadores de cardinal igual al cardinal de G.

Teorema 7.1.2 Sea G un conjunto de generadores de un dlgebra de Hilbert A vy
f:G — A una funcion de G en un dlgebra de Hilbert arbitraria A’. Si existe un homo-
morfismo de A — A’ que extiende a f, €l es unico.

Dem. Sean A/, h” homomorfismos de A en A’ que extienden a f, esto es, para todo g € G:

(1) W'(g) = flg) ; (@) h"(g) = f(g).

Consideremos el conjunto X = {x € A: h'(x) = h"(z)} C A, entonces (1) G C X. En
efecto, si g € G entonces h'(g) = f(g) = h"(g) y por lo tanto g € X.

Sean z,y € X entonces h'(x — y) = W' (x) — W (y) = h'(z) — h"(y) = h"(x — y) luego,
x — y € X. Luego (2) X es subdlgebra de A. De (1) y (2) resulta A = SH(G) C X y por
lo tanto A = X, esto es, h/(x) = h"(z), para todo = € A. |

Teorema 7.1.3 Si Ly es un dlgebra de Hilbert con un conjunto de generadores libres G,
Lo un dlgebra de Hilbert con un conjunto de generadores libres Gy y si existe una biyeccion
f: Gy — Gy, entonces L1 = Ls.
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Dem. Como L; eslibrey f : Gy — L, esta funcién se puede extender a un homomor-
fismo hy: Ly — Lo.

Como f es una biyeccién, entonces también f~!: G, — G es una biyeccién.

Entonces como Ly es libre y f~! : Gy — L, esta funcién se puede extender a un homo-
morfismo hy-1: Ly — L.

Consideremos el homomorfismo h = hy-1 0 hy : Ly — Ly, y sea:

X={rxeLl:h(x)=2a}C L.

a) G1 g X.
Sea g € G4 luego h(g) = hp-1(hs(g)) = hs-1(f(g)) y como f(g) € G, tenemos
finalmente h(g) = f~1(f(g9)) = g, luego g € X.

b) X es subalgebra de L.
Su demostracién es obvia.

De a) y b) resulta que L; = SH(G,) € X y por lo tanto L; = X, y en consecuencia:
¢) h(x) =z, para todo z € L.

d) hy es inyectiva.
Si hy(xz) = hy(y) entonces hy-1(hy(x)) = hp-1(hs(y)), esto es h(z) = h(y) de donde
resulta por ¢) que z = y.

e) hy es suryectiva.

Como SH(G1) = Ly y hy: Ly — Lo es un homomorfismo entonces por el Teorema

Esto nos prueba que el dlgebra de Hilbert con un conjunto de generadores libres G, es
unica a menos de isomorfismos.

7.2. Determinacion del algebra libre

Teorema 7.2.1 (L.Henkin, [7]) £/ = es un dlgebra de Hilbert libre.

Dem. Sea L el conjunto de todas las férmulas del célculo proposicional implicativo (ver
capitulo 1), G = {g;}ier el conjunto de las variables de enunciado, |G| # 0. Por lo indicado
en el capitulo 1 sabemos que (£/ =,=>) es un algebra de Hilbert.

Por definicién £ es el menor subconjunto de férmulas que verifica (I) G C L y (II) si
x,y € L entonces x — y € L entonces G’ = {C(g;) }ies es un conjunto de generadores de
L/ =, esto es (1) SH(G') = L/ =. Por lo indicado en el parrafo 6.3 si g; # g; entonces
C(g:) # C(g;), por lo tanto |G'| = [{C(gi) yier| = |G].

Si A es un élgebra de Hilbert y f : G’ — A, entonces f(C(g;)) € A para todo i € I.
Sea P, el dlgebra de todas las funciones polinomiales definidas sobre A’ y que toman sus
valores en A. Por el Teorema 6.5.1 sabemos que la funcién ¢(C(p)) = pa, donde p € L/ =
es un isomorfismo de (£/ =)/C(74) en Pa. En particular o(C(g;)) = gi4-

Como ¢ es un epimorfismo, de (1) y el Teorema 3.5.4 resulta que SH ({g;4}icr) = Pa.
Sea k € A! definido por k(i) = f(C(g:)), para todo i € I. Por 6.2 sabemos que P4 C A4’
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y P4 es una subdlgebra de A4
Observemos ahora que g; 4(k) = f(C(g;)) = k(i) para todo i € I.

Sea g : Pa — A definida por ¢g(pa) = pa(k). Luego como po(pa — qa) = @((p — q)a) =
(p — q)a(k) = pa(k) — qa(k) = wo(pa) — po(ga), entonces ¢y es un homomorfismo de
Pa en A, luego la transformacién h = ¢g o ¢ es un homomorfismo de £/ = en A. Veamos
que h prolonga a f. En efecto h(C'(p)) = (woop)(C(p)) = wo(pa) = pa(k), y en particular
hC(g:)) = gia(k) = f(C(gi))- .
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8. EL CALCULO PROPOSICIONAL IMPLICATI-
VO CLASICO

Vamos a considerar ahora el calculo proposicional implicativo clasico, cuyo estudio fue
iniciado por A. Tarski en 1920.

El alfabeto de este calculo es el mismo que el del calculo proposicional implicativo intui-
cionista, a saber: —, (, ) y un conjunto G = {¢; };es de variables de enunciado. La letra £
representara como en el Capitulo 1 el conjunto de todas las férmulas.

Los axiomas son:

L1) p— (¢ —p),
L2) (p—(qg—r)—=((p—q — (p—r1)),
L3) ((p — q) — p) — p, (Ley de Pierce),

donde p, ¢, designan elementos arbitrarios de £. Ademas se tiene también la regla de
modus ponens: sip €7 yp — q € 7T entonces q € 7.

El conjunto 7 de todas las tesis y el algebra de Lindenbaum de £ se define como en el
Capitulo 1.

8.1. Algebra de Lindenbaum de £

Como valen los axiomas L1) y L2) podemos afirmar que £/ = es un algebra implicativa
y como se verifica el axioma L3) resulta que se trata de un lgebra especial.

Teorema 8.1.1 FEl dlgebra de Lindenbaum L/ =, del cdlculo proposicional implicativo
cldsico, es un dlgebra de Tarski.

Dem. Sabemos que £/ = es un élgebra implicativa. Para probar que £/ = es un algebra
de Tarski tenemos que probar que: (¢ — ) — a = «a, donde a = C(a), § = C(b) son
elementos de L/ =.
Como L/ = es un algebra implicativa, se verifica: a < (a0 — ) — a.
Resta probar que: (« — ) — a < a, esto es, ((« — ) — a) — a = 1. En efecto, usando
L3)

((a— B) = a) = a = ((C(a) » C)) — C(a)) — Cla) =

(Cla—b) = C(a)) = Cla) = C((a = b) = a) = Cla) =
C(((a—0b) —a)—a)=1
[

8.2. Representacion de un algebra de Tarski como subproducto
directo de algebras simples

Hemos demostrado anteriormente que en un algebra de Tarski todo sistema deductivo
completamente irreducible es un sistema deductivo maximo y por lo tanto todo sistema
deductivo propio de un algebra de Tarski es interseccion de sistemas deductivos maximos.
Recordemos también que toda algebra de Tarski es semisimple, esto es, el sistema dedu-
ctivo formado por el elemento 1 es interseccion de sistemas deductivos maximos, o lo que
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es equivalente a decir que el radical de un algebra de Tarski contiene solo el elemento 1.
En general pueden existir varias familias de sistemas deductivos maximos cuya interseccion
sea {1}.

Definicién 8.2.1 Una familia {M;};c; de sistemas deductivos mdzimos se dice separado-
ra si {1} = () M;.

iel
Teorema 8.2.1 Si un dlgebra de Tarski A con mds de un elemento no es simple entonces
es isomorfa a un subproducto directo de dlgebras simples.

Dem. Sea M una familia separadora de sistemas deductivos méaximos. Podemos supo-
ner, por ejemplo, que se trata de la familia de todos los sistemas deductivos maximos.
Sabemos que para cada M € M, A/M = By, es un éalgebra simple formada por dos
elementos: By = {0, Las}-

Como todas estas dlgebras By, son isomorfas podemos escribir By, = {0,1}. A cada una
de ellas daremos el nombre de eje coordenado B)y.

Sea P = ][] Bum y sea m el homomorfismo natural de A sobre el dlgebra cociente
MeM
A/M = By;. Como P es producto directo de dlgebras de Tarski entonces P es un algebra

de Tarski. Vamos a representar el algebra A como una subalgebra A’ del dlgebra de Tarski
P.

Dado un elemento f € A, sea ¢(f) = F € P donde F que tiene por coordenada en el
eje By F(M) =m(f) € By Es claro que F' = {(F(M))} mem, donde F' es una funcién
definida sobre M y tomando sus valores en By, = {0, 1}.

Probemos que:

(1) ¢ es un homomorfismo de A en P, esto es: p(f — g) = ¢(f) — ¢(g), cualesquiera
que sean f,g € A.

Sea h = f — g, entonces ¢(h) = H. Teniendo en cuenta la definicién de ¢ se tiene

H(M) = m(h) =m(f — g) =m(f) = m(g) = F(M) — G(M)
y por lo tanto H = F — G, esto es, p(h) = o(f — g) = ¢(f) — ¢(g).

(2) ¢ es biunivoca, esto es, si p(f) = ¢(g) entonces f = g.
En efecto, de ¢(f) = ¢(g) resulta o(f) — ¢(g) = 1y ¢(g) = ¢(f) = 1.

Como ¢ es un homomorfismo tenemos que ¢(f — ¢g) = 1, (g — f) = 1, esto es
f—g9g€eMyg— fe M, paratodo M € My porlotanto f - g€ [ M={l}y
MeM
g—fe€ (W M={1} Luego f - g=1yg— f=1,yporlo tanto f = g.
Mem

Sea A’ la familia de todos los elementos de P de la forma {¢(f)}ea. Entonces de (1) y
(2) resulta que A’ es una subdlgebra de P isomorfa a A.

Recordemos que una subalgebra A’ de un producto directo P se dice un subproducto
directo, si la proyeccion de A’ sobre cada eje es el eje todo y no es un isomorfismo.
Veamos que esto sucede.

Sea el eje By, donde M es un sistema deductivo méaximo. Si f € M, la proyeccién de
©(f) = F sobre el eje Byyes F(M) =1y € By ysi f ¢ M se tiene F(M) = 05 € By
Ademas como el algebra A tiene mas de un elemento y A no es simple, todo sistema
deductivo maximo M de A verifica M # {1}, luego M tiene més de un elemento, y la
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proyeccién de A’ sobre el eje By, no puede ser un isomorfismo, visto que todos los elementos
f € M dan origen a los elementos ¢(f) = F' que tienen por proyecciéon 1y, € Byy. [ |

8.3. Matrices caracteristicas para el calculo proposicional clasi-
co

El teorema de representacion indicado en el parrafo 8.2 tiene una gran importancia como
veremos a continuacién.

Observemos en primer lugar que si una regla de calculo vale en las algebras de Tarski, en
particular ella vale en el dlgebra de Tarski B = {0, 1}.

Supongamos ahora que una cierta regla de célculo vale en el dlgebra B = {0, 1}, entonces
ella vale en cualquier producto directo P de &lgebras {0,1}, y también en todas las
subdlgebras de P. Como cualquier dlgebra de Tarski con méas de un elemento es isomorfa
a un subproducto directo de élgebras {0, 1} podemos afirmar que toda regla de célculo
que vale en B = {0, 1} vale en todas las dlgebras de Tarski. Acabamos asi de probar que:

Teorema 8.3.1 Para que una igualdad sea valida en todas las dlgebras de Tarski es nece-
sario y suficiente que sea vdlida en el algebra {0,1}.

Corolario 8.3.1 El dlgebra {0,1} es una matriz caracteristica para el cdlculo proposi-
cional implicativo cldsico (Wagsberg).

Consideremos por ejemplo la férmula: ((a — b) — b) — a =b — a.

Podemos verificar que ella es demostrable en las algebras de Tarski comprobando que vale
en el algebra {0,1}. Como la férmula tiene dos variables, a y b, tenemos que calcular las
funciones polinomiales b — a y ((a — b) — b) — a sobre el dlgebra B = {0,1}. Para eso
tenemos que considerar el conjunto E = B? que tiene cuatro puntos: (0,0), (0,1), (1,0)

y (1,1).
Calculode b - a y ((a — b) — b) — a.

H E Ha‘be—>aHa—>b‘(a—>b)—>bH((a—>b)—>b)—>aH
0,000 1 1 0 1
On[o1] o 1 1 0
Loy 1|0 1 0 1 1
T 11| 1 1 1 1

y comprobamos asi que ((a — b) — b) — a = b — a, sin necesidad de hacer la de-
mostracion correspondiente, a partir de los postulados que caracterizan a un algebra de
Tarski.

En particular, tenemos un criterio de decisién para las tesis del calculo proposicional

implicativo cldsico. En efecto, una férmula p(gq, g2, ..., gn) serd una tautologia de este
célculo si y solo si C(p(g1,92,---,92)) = 1 € L/ =. Basta por lo tanto verificar que la
funcién polinomial pg(g1, ga,-- -, gn) es idénticamente igual a 1 en el dlgebra B = {0, 1}.

Esto significa que las tesis de B coinciden con las tesis de £, es decir, 7T = 7g, lo que
puede expresarse diciendo que: la matriz B = {0,1} es una matriz caracteristica para el
cdlculo proposicional implicativo cldsico, y por lo tanto el algebra libre £/ = coincide con
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el dlgebra Pp de todas las funciones polinomiales definidas sobre B = {0, 1}.

Si el nimero de variables de enunciado es finito G = {g1, 92, ..., 9n}, entonces Pp es el
algebra de Tarski libre con n generadores. En el caso n = 2 el dlgebra Pg ha sido determi-
nada en el Capitulo 6. Hemos visto que Pg = L/ =# BB’ este hecho se expresa diciendo
que L/ = no es funcionalmente completa.

Tenemos asi un método mecanico para averiguar si una férmula del célculo proposicional
implicativo clasico es o no una tautologia, pero es claro que no indicamos un méto-
do mecanico para demostrar cualquier tautologia a partir de los postulados del calculo
proposicional implicativo clasico. Tales métodos existen y son estudiados en la teoria de
Gentzen.

8.4. Axiomatica del calculo proposicional implicativo clasico

1. Axiomaética de Tarski (1920): En el sistema original de Tarski los axiomas eran
los siguientes:

T) p—(¢—p €T,
T2) p—q) = (g—71)—=@—r)eT,
T3) (p—q) —r)—(p—r)—r)eT.

2. Axiomatica de Tarski-Bernays (1930): Una simplificacién de los axiomas de
Tarski fue obtenida por Bernays en 1930, reemplazando T3) por B3):

Bl) p—(¢q—p €T,
B2) (p—q)—=((g—r)—>p—r) €T,
B3) ((p — q) — p) — p € T (regla conocida por Pierce- collected Papers 3— 384).

3. Axiomatica de Wajsberg: contiene un solo axioma W):
(p=q) = ((r—=s)=1) = (u—=(r—=s)—1)—=(p—u—=(s—1))eT.
que en la notacion de Lukasiewicz Cpg =p — q es :

CCCpqCCrstCCuCCrstCCpuClst.

4. Axiomatica de J. Lukasiewicz: Un solo axioma

CCCpCqpCCCCCrstuCCsuCrov

5. Axiomatica de J. Lukasiewicz (1948),[9]: Un solo axioma

(p—q)—r)—=((r—p) —(s—Dp)
CCCpqrCCrpCsp.
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8.5. Axiomas de Lukasiewicz para el calculo proposicional im-
plicativo clasico.

L1) p— (¢ —p),

L2) ((p—=q) —r)—=s) = ((g—=s) = (p—9))
Juntamente con la regla de sustituciéon y modus ponens.

La demostracién de este Teorema no fue dada pero A. N. Prior en 1961 la reproduce [15].
En este trabajo también se prueba que los axiomas

L1) p— (¢ — p),

M2) ((p—q)—71)—q) —((g—3)—(—3))
son suficientes.

Problema no resuelto: Saber si este calculo puede ser caracterizado por el axioma Cpp
y otro axioma conteniendo ocho simbolos de implicacién (C).

Wajsberg prob6 que en los axiomas de Tarski-Bernays, el axioma Bl puede sustituirse
por uno cualquiera de los siguientes axiomas:

(p —p) —p) = Dp),

(p—p) —p)— ((p—p)—Dp)

~—  —

(ver Lukasiewicz 1948,[9] ).

8.6. Nueva axiomatica para las algebras de Tarski

Un élgebra de Tarski fue definida como un algebra de Hilbert (Definicién 2.1.1) que verifica
T) (a — b) — a = a (Definicién 5.5.3), por lo tanto es un sistema (A, —, 1) que verifica:

H) z— (y—uz) =1,

Hy) (z = (y—2) = (r —y) = (z—=2) =1,
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Hy) Siz —-y=1ey— x =1 entonces z =y,

T) (x - y) = x ==

Teorema 8.6.1 (A. Monteiro, 1960) Un sistema (A, —,1) es un dlgebra de Tarski si:

=

1

7

=

2

r—x=1,

M3) z = (y —2) = (z = y) — (& — 2),

) 1
)
) @
M4) (z—y) —y=(y—2z)—z

Dem. Veamos que de Hy, Hy, Hy, Hy y T se deducen M1) a M4).

M1) Utilizando sucesivamente T y Hj tenemos:
r=x—1)—-zx=1-—uz

M2) Utilizando sucesivamente H; y M1 tenemos:
l=z—-(1—-2)=2—>=x

Antes de probar M3 y M4, necesitamos probar algunas reglas de calculo.

M5) 2 — (z —y)=x—y.
Es una consecuencia de Hy, Hy, Hy, M1 y M2. En efecto:
Por H; tenemos : (i) 1= (x —vy) — (x — (z — y)).
Por Hy tenemos : (x — (z — y)) — ((x — z) — (x — y)) = 1. Luego aplicando
M2, (x — (x —- y)) — (1 — (z — y)) = 1, de donde resulta, teniendo en cuenta
M1, que : (ii) (r — (z — y)) — (x — y) = 1. De (i) e (ii) resulta por H; que se
verifica Mb.

M6) Siy — z =1 entonces (z — y) — (z — 2) = 1.
Utilizando sucesivamente H, la hipdtesis, H3 y M1 tenemos:
l=@@—=Wy—=2)= -y —-@—-2)=@-1)=(r—-y —(@—2)=
l=(z—y)=(@—2)=(@—=y) —(—2)

M7) Siz —-y=1 e y— z=1entonces r — z = 1.
Utilizando sucesivamente Hs, las hipotesis, Hz, M1, y M1 tenemos:
l=@z—=@—=2)=(e—=y—-—=2))=@—-1)—-0101—=(r—2)=
lo(r—2)=2— 2z

M8) Siz — y = 1 entonces (y — 2) — (z — 2) = 1.
Es una consecuencia de Hy, Hy, M1 y M7. En efecto :
Por H; tenemos (i) (y — 2) — (x — (y — 2)) = 1.
Por Hy, (x — (y — 2)) — ((z — y) — (z — 2)) = 1, luego aplicando la hipdtesis
(x = (y—2)) = (1 = (x — 2)) =1, luego por M1:
(ii) (+ — (y — 2)) — (z — z) = 1. De (i) e (ii) resulta, aplicando M7, que se
verifica MS.
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M9) v — (y —z2)=y— (z— 2)
Es una consecuencia de Hy, Hy, M7 , M8 y Hjy.
Por H : (i) (z — (y — 2)) — ((z = y) — (z — 2)) = 1
Por H; sabemos que y — (x — y) = 1. De aqui resulta por M8 que :
(i) ((x = y) = (x — 2)) = (y — (x — z)) = 1. De (i) e (ii) resulta por M7 que :
(i) (z = (y = 2) = (y = (x — 2)) = L.
Luego también se verifica : (iv) (y — (x — 2)) — (z — (y — 2)) = L.
De (iii) y (iv) resulta por Hy la propiedad M9.

M3) z— (y—2)=(z—y) = (z—2)
Es una consecuencia de Hy, Hy, Hy, M8 y MO.
Por Ha, (i) (z — (y — 2)) — ((z — y) — (& — ) = 1.
En la demostracién de M9 vimos que utilizando H; y M8, resulta:
(x—y) = (x—2) = (y = (r — 2)) =1, luego por M9 tenemos
(i) ((z = y) = (x — 2)) = (x = (y — z)) = 1. De (i) e (ii) resulta por Hy la
propiedad M3.

M4) (z —»y) —»y=(y —x) — .
Utilizando sucesivamente T, M9, M3, M3, M2 y H3 tenemos:

(zr—y) =y —(y—z)—2)=

(z—=y) = ((y—2)=y)|—=[y—2)— (zr—y) —2)=
(z—=y) = ((y—z)—=y]—[z—y) —(y—2)—2)=
(z—y) = [((y—2)—y) —((y =) =)=

Ex—>y) (y—2) = (y—2)=

r—y)—1=1.

Cambiando x por y en la igualdad anterior tenemos:
(y—2) =) = ((z—y) =) =1,

Luego aplicando Hy, resulta M4.

Veamos ahora que de M1 a M4 se deducen Hy a Hy y T.

Hj3) Utilizando sucesivamente M2, M3 y M2 tenemos:
r—l=r—(r—2z)=(x—2z)—>(r—2x) =1

H,) Supongamos que =z —y=1 e y— x=1.Por M4 sabemos que
(y — z) = x=(xr — y) — y, luego utilizando las hipdtesis : 1 -z =1 — y,
de donde resulta por M1 que z =y.

H,) Utilizando sucesivamente M3, M2 y Hj tenemos:
r—=(y—x)=(rx—y) - (r—-z)=(r—y) —1=1

H,) Utilizando sucesivamente M3 y M2 tenemos:
(= y—2)=(r—y —(r—2)=
(= (y—=2)—=(r—=(y—=2)=1

T) Utilizando sucesivamente M4, M3, M2 , M1 y M2 tenemos:
) (z—y)—z)—me=(@@—(@—y)—(@—-y =
(=)= (z—y) - (@@—y) =
I=@—=y)—-@@-oy=c—y —(@—-y =1
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Utilizando sucesivamente M3, M2, y H3 tenemos:
i) 2= ((z—y) —z)=@—-@—-y)—-@—r)=(r—-(z—y) —1=1
Luego de i) y ii) resulta por Hy que se verifica T.

|
8.7. Reglas de calculo para las algebras de Tarski
Indiquemos ahora algunas reglas de calculo véalidas en un algebra de Tarski.
Teorema 8.7.1 M10) ((a — b) - b) - a=0b— a.

Dem. De T) a = (a — b) — a, resulta, aplicando el Teorema 2.2.8 :
b—a=b—((a—b) —a)=(a—b) —(b—a)=
((a—b) = b) = ((a—b)—a)

Como en un algebra de Tarski se T') entonces:
b—a=((a—0b) —b) — a.
|

Teorema 8.7.2 M11) ((a —b) —b) - b=a—b.

Dem. Por M4 y el Teorema 8.7.1 tenemos ((a — b) - b) - b= ((b - a) —a) = b=
a —b. ]
Observemos que en un algebra implicativa en general no existe el supremo de dos ele-
mentos. En un &algebra de Boole el supremo “V” se puede expresar en términos de la

implicacién por medio de la férmula a V b = (a — b) — b. Una afirmacién semejante fue
hecha por Russell en 1904 con respecto al calculo proposicional clésico.

Teorema 8.7.3 Un dlgebra de Tarski es un conjunto reticulado superiormente, y el supre-
mo de a y b estd dado por la formula siguiente: a Vb = (a — b) — b.

Dem. Probemos que s = (a — b) — b es el supremo de a y b.

(S1) a < (a —0b) — b, b < (a — b) — b se verifica en toda dlgebra implicativa.
(S2) Sia <z, b<x entonces (a — b) — b < z.

De la hipétesis a < x se tiene (1) s — a < s — x. Por el Teorema 8.7.1:
(2)s—a=((a—b) —b) —-a=b—a.

De (1) y (2) resulta (3) b — a < s — x.

Andalogamente a partir de la hipdtesis: b < x se prueba: (4) a — b < s — x.

De (3), (4) y M12resulta 1 = (a = b) V(b — a) < s — x luego s — x =1, esto es s < x.
|

Teorema 8.7.4 M12) (a — b) V (b — a) = 1.

Dem. Tenemos entonces que probar que valen las siguientes condiciones:
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S1) a—b<1,b—a<l,

S2) Sia—b<zyb— a<uz entonces 1 < x.

La condicién S1 se verifica trivialmente. Para probar S2, sea  un elemento de A que
verifica:

(1) a—=b<z, y (2) b—a<uz.

De (1), se deduce (3) x — a < (a — b) — a = a. Sabemos que en toda algebra implicativa
(4) a <z —a.De (3)y (4) se deduce: (5) z — a = a.

Anélogamente de (2) se deduce: (6) x - b< (b —a) - b=>bycomo (7)b<x — b, de
(6) y (7) resulta (8), z — b =b.

Luego por M3, (5), (8) y (1)

r—(a—b)=(r—a)— (zr—0b) <uz,
de aqui usando M2, M8 y T se tiene
l=r—z<(x—(a—b)—z=x
lo que demuestra S2. |
Teorema 8.7.5 En un dlgebra de Tarski se verifica M13) a — (bVc¢) = (a — b)V(a — ¢).
Dem. Del Teorema 8.7.3 y M3 resulta
(a=bVia—c) =(e—b)—(@a—c)—(@a—c=(a—(b—e) = (a—c) =

a— ((b—c)—c)=a— (bVo).

[
Teorema 8.7.6 En un dlgebra de Tarski se verifica M14) a V (a — b) = 1.

Dem. Aplicando sucesivamente el Teorema 8.7.3, M3, M2, M1 y M2 tenemos:
aV(a—b)=(a—(a—b)—(a—b) = ((a—a) = (a—b)—(a—b) =
(1—=(a—0b)—(a—b)=(a—b) —(a—0b)=1.

[

Teorema 8.7.7 (a —b) - b= (b—a) — a.

Dem. Del Teorema 8.7.1, M3, M9 y T resulta:

I = (b—=a)—(((a—=b)—b)—a)=
(b—a) = ((a—b)=b) = ((b—a)—a)=
((a—b) = ((b—a)—=b) = ((b—a)—a)=
((@ = b) =) = ((b—a) —a).
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Intercambiando a con b tenemos: (2) (b — a) — a < (a — b) — b.
De (1) y (2) resulta (a = b) - b= (b — a) — a. [

Los ejemplos de algebras de Tarski que hemos indicado muestran que un algebra de Tarski
no es necesariamente un reticulado, visto que puede contener dos elementos para los cuales
no existe el infimo.

Definicién 8.7.1 Dado un elemento b de un conjunto ordenado con ultimo elemento 1 y
un elemento x € [b) se dice que y € [b) es un complemento de x relativo a b si existen el
supremo y el infimo de x ey, y ademds

xVy=1vy zAy=0>
Notaremos y =~ .

Teorema 8.7.8 En un dlgebra de Tarski a Vb = (a — b) — b es un complemento de
a — b relativo a b.

Dem. Observemos que como (A) b < a — by (B) b < (¢ — b) — b entonces
a— b, (a — b) — b € [b). Queremos probar que:

(1) ((a=b) =bVa—=b=11y (2) (a—b —=bA(a—Db)=b
(1) En virtud del Teorema 8.7.3
(@a—b)V(la—b) —b)=(a—b—(a—=b)—0b)—(a—b)—b=
((@a—b)—b) = ((a—b)—b) =1
(2) De (A) v (B) resulta que I1) b es una cota inferior del conjunto
{a — b, (a — b) — b}.

Probemos 12) siz <a — by z < (a — b) — b, entonces z < b.
De las hipétesis resulta:

l=z— ((a—=b)—=b)=(x—(a—b)—=(xr—b=1—(r—b =x—0b,
luego z < 0.

Es bien conocido que si (A, A,V,—,0,1) es un édlgebra de Boole y ponemos por definicién
xr—y=—-xVy, z,y € A entonces (A, —,1) es un algebra de Tarski.

Para ver como la nocién de algebra de Tarski esta cerca de la nocién de algebra de Boole,
probemos que:

Teorema 8.7.9 Toda dlgebra de Tarski A con primer elemento es un dlgebra de Boole,
donde, para a,b € A:

el complemento de a es —a =a — 0,
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el infimo dea yb esaNb=—(b— —a),

a—b=—aVb.

Dem. Sea 0 el primer elemento de A. La definicién de complemento de un elemento a
es en virtud del Teorema 8.7.8: —a = a — 0.
Probemos los siguientes resultados :

A)

— —a=a.

En efecto, reemplazando en el Teorema 8.7.1 b por 0 tenemos:
——a—a=0—a=1luego (1) ——a < a Comoa < (a—0b —bsib=0
tenemos (2) a < — —a. De (1) y (2) resulta a = — — a.

a < bsiysolosi —b< —a.

En efecto, de a < b resulta —b =b — 0 < a — 0 = —a. De —b < —a resulta
teniendo en cuenta A) a = — —a < — —b=0.

A es un conjunto reticulado inferiormente, mas precisamente: todo par de elementos

ay b € A tienen un infimo dado por la férmula a Ab = —(b — —a). Para eso

probemos que:
1) —(b — —a) < a, —(b — —a) < b. Por A) y B) basta probar:

(1) —a<b——ay (2) —b<b— —a.

La férmula (1) se verifica trivialmente, y como b — —a = b — (a — 0) =
a— (b—0)=a— —b> —b, entonces se verifica (2).

12) si (i) # < a e (ii)) x < b entonces x < —(b — —a). De (i) resulta: —a < —=,
luego b — —a < b — —x de donde (3) —(b - —x) < —(b — —a), pero teniendo en
cuenta (ii) y A) se tiene

(1) — (b —2)= (b (5 —0)) = 0= (z — (b— 0)) — 0 =
(= 1) = (2= 0)) > 0= (1= (z — 0)) - 0=
(r—0)—0=——zx=u.

De (3) y (4) se deduce x < —(b — —a).

De I1) e I2) resulta que A es un reticulado inferior. Podemos asi afirmar que A
es un reticulado con primer y ultimo elemento en el cual cada elemento tiene un
complemento.

Para probar que A es un algebra de Boole basta demostrar que A es un reticulado dis-
tributivo. Para eso es suficiente probar que A es un algebra de Heyting. Comencemos por
demostrar las siguientes féormulas:

D)

aN(a—b)=aAb.
En efecto, de b < a — bresulta (i) a Ab<aA (a—b).
Probemos (ii) a A (a — b) < a Ab.

(1) (an(a—b)) = (aNb)=—(a— —(a— b)) — (a \D).
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2) —(@a——(a—=b)=(a—((a—=b)—0)—=0=
(@ —=(a—1b) = (a—=0)—0=
((a—=b)—(a—0)—-0=(a—(b—0) -0=—(a— —b)=aAb.

Por lo tanto de (1) y (2)
(aN(a—10)) — (aAb) = (aAb) — (a Ab) =1, lo que demuestra (ii).

E) a— (anb)=a—b,
Por C) anb=bAa = —(a — —b) = (a = =b) - 0= (a — (b — 0)) — 0,
luego aplicando el Teorema 2.2.8 dos veces, el Teorema 2.2.2; el Teorema 2.2.4, y
nuevamente el Teorema 2.2.8 tenemos:

a—(anb)=a—((a—(b—0)—0)=(—(@—(0b—-0)—(e—0)=

(@—=0—=0)—=(@—=0=a—(b-0)—0)=

a— ——b=a—0

De D) resulta que (I) a A (a — b) < b. Probemos (II) si a A x < b entonces © < a — b.
DeaANx < bresultaa ANz =aAxAb=xA(aAD), luego teniendo en cuenta D)
aNz=xzA(aN(a—b)=(aNz)N(a—Db),estoesaANzr <a— b de donde a —
(aNz) <a— (a—b)=a— b. Luego teniendo en cuenta E) tenemos a — = < a — b, y
como x < ag— x resulta xr <a — b.

De la definiciéon de supremo, M4, M9, M3 y A resulta:

—aVb=(-a—b —-b=(0b— —a)—> —a=(b—(a—0) —(a—0)=

(a—(b—0)—(a—0=a—((b—-0)—0=a———b=a—0.

Teorema 8.7.10 Si A es un dlgebra de Tarski A y p € A entonces:
p) ={r € A:p<z}, es un dalgebra de Boole.

Dem. Probemos que [p) es una subédlgebra de A. Sean a,b € [p) esto es (1) p < ay (2)
p <b. Como (3) b<a—b,de (2)y (3) resulta que a — b € [p).

Como [p) es una subdlgebra de A, entonces [p) es un dlgebra de Tarski con primer elemento
p, luego por el Teorema 8.7.9 es un algebra de Boole. |
Luego, un algebra de Tarski A es un conjunto reticulado superiormente con ultimo ele-
mento, tal que [p) es un algebra de Boole cualquiera que sea p € A.

Corolario 8.7.1 En un dlgebra de Tarski si existe a N'b entonces a — (a Ab) = a — b.

Dem. Por el Teorema 8.7.10 sabemos que [a A b) es un élgebra de Boole.
ComoaANb<a—(aANb),aNb<b<a—b, a/Nb< aentonces:

a — (aAb),a — bab e [aNb). Como a,b,a Ab son elementos del dlgebra de Boole
l[aAD), si —a indica el complemento de a en [a Ab) entonces a — (aAb) = —aV (aAb) =
—aVb=a—b. |

Teorema 8.7.11 En un dlgebra de Tarski se verifica (aV b) — ¢ = (a — ¢) A (b— ¢).
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Dem. Empecemos por observar que (a V b) — ¢,a — ¢,b — ¢ € [¢). Luego como [c)
es un algebra de Boole existe (a — ¢) A (b — ¢) en [¢). Ademds de a < a V b resulta,
(1) (avd) - c<a—c¢ydeb < aVbresulta (2) (aVb — ¢ < b — c Luego
(a Vb) — ¢ € [c) es una cota inferior del conjunto {a — ¢,b — ¢} C [¢) y por lo tanto
(i) (avb) = c<(a—c)AN(b—c).

Por otro lado en el dlgebra de Boole [¢) tenemos:

((a=c)n(b—c) = ((aVb) —c)=
((a—c¢)— ((aVvd) —c
((a—=¢c) = (((a—=b)—=b)—c

(b—c) = ((avb) =) =

(b—c¢) = (((a—b) =b) —c)) =

(((a—=b) =b) = ((a—c)— (((a—=0) =) = ((b—¢c) =) =

((avb) — (aVe)V((aVd) — )J=(aVb)— ((avVe)V (bVe)) =
(@aVb)— (aVbVe) =1,

luego: (ii) (a = ¢) A (b —¢) < (aVb) —

De (i) y (ii) resulta: (aVb) = c=(a — ¢) A (b— ¢). [

Teorema 8.7.12 En un dlgebra de Tarski si existe a A'b entonces

(anb) —c=(a—c)V(b—c).

Dem. DeaAb < aresultaa — ¢ < (aAb) — ¢,y deaAb < bresultab — ¢ < (aAb) — ¢,
luego (a —¢)V(b—c¢) < (aAb) —c
Probemos que (a Ab) — ¢ < (a — ¢) V (b — ¢). En efecto por el Teorema 8.7.5

((anb) —c) = ((a—=c)V(b—0) =

(((and) =) = (a =)V ((anb) =)= (b—c)).

Como A es un algebra implicativa entonces por el Teorema 2.2.8 sabemos que se verifica
T — (y—z)=y— (v 2), luego

((anb) —=c) = ((a—=c)V(b—c) =
(@—= (((anb) = c) =) V(b= (((aAb) —c) =) =
(@a— ((aANb)Ve)V(b— ((anb)Vec))

y aplicando nuevamente el Teorema 8.7.5, el Corolario 8.7.1 y el Teorema 8.7.4 tenemos:
((aAb) —c) = ((a—c)V(b—c) =
(a—(aANb)V(a—c)V(b—(anb)V(b—rc) =
(a—bV(ea—c)V(b—a)V(b—c) =
(a—=bVvVb—a)V(ea—c)Vb—c)=1V(a—c)V(b—c)=1.
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Corolario 8.7.2 En un dlgebra de Tarski si existe a Ab entonces
(anb) —c=a— (b—c).
Dem. Usando los Teoremas 8.7.12, 8.7.11 y 2.2.8 tenemos
((and) =)= (a—=b—=¢c)=((a=c)V(b—=c)—=(a—=(b—c)=
((@=c)=(a=b=))A(b—c)=(a=(b—0)=
(@=(c=0=)A(b—=¢c)=(b—=(a—0)) =

(a—=DANb—-(c—=(a—0))=1ANb—-1)=1A1=1,

entonces: (1) (aAb) —c<a— (b— c).
Ademas por los Teoremas 8.7.12, 8.7.5, 2.2.8 y 8.7.6

(@=(b—=0¢)=(ant) =c)=(a=0b—=0c)—=(ea=c)V(b—0c)=
((@a=(—=¢)—=(@=c))Vvla—=(b—=0c)—=b—=0)=
(b—=(a—¢c)—(a—c)VaV(b—c)=bV(a—c)VaV(b—c) =
aV(ia—c)VbV(b—c)=1V1=1,

entonces: (2) a — (b —¢) < (aANb) — c.
De (1) y (2) resulta: (a Ab) — c=a — (b— c). |

Teorema 8.7.13 En un dlgebra de Tarski, si existe bAc, entonces existe (a — b)A(a — ¢)
y se verifica a — (bAc) = (a— b) A (a — c).

Dem. Ejercicio. ]
Teorema 8.7.14 En un dlgebra de Tarski se verifica a — (b —¢) = (aVc) A (b— c).

Dem. Ejercicio u

Vamos a demostrar que vale la reciproca del Teorema 8.7.10, esto es:

Teorema 8.7.15 Si A es un conjunto reticulado superiormente con tultimo elemento en
el cudl [p) es un dlgebra de Boole, cualquiera que sea p € A entonces A es un dlgebra de

Tarski. J. C. Abbott [1, 2].

Dem. Dado a € A, si x € [a) por hipdtesis existe el complemento booleano de x en
[a). A este elemento lo notaremos ~gy x, luego: (1) ~pya =17y (2) ~gl = a
Como xVy € [y) entonces existe el complemento booleano de zVy en [y) .
Pongamos por definicion ¢ —y =~ (rVy); x,y € A, entonces (3) y <z —y.

ML) 1 s 2 =~ (IVE) =~y 1 = o

M2) 2 =2 =~p) (2 VE) =~ o = 1
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Md) (x —y) -y =(y—2z) >z =aVy.
En efecto, por (3) y <a —y, luego (x = y) =y =~p) (z = y)Vy) =
~) (@ = y) =~ (v (@VY) = 2 Vy.
Anélogamente (y — x) — x = y V x, luego se verifica M4.
Probemos:

]1)

(r —y) —x ==
Como por (3) y <~y (zVy), entonces

L= VYV~ (@Vy) =zV YV~ (@Vy)) =aV ~p) (2 VYy),
luego
(x = y) =z =rp (z =y VE)=~p vy @VY) V] =~p L =2

r—(y—2) =y—(v—2).
T — (y—2) =~ (@V(y— 2)).

Como
~p @V (Y= 2)) AV (Y —=2) =2
~p @V (y—2)V(eV(y—z) =1,
p=r~p @Vy—2)Vy—2)ely—2)
y
zV(y—z)ely—2),
entonces:

pAEV (Y —=2) =~y @V —2) V=A@V —2) =
[~ @V (y—=2) AV —=2))]VIY—=2) A @V —2)] =
2V (y—z2)=y— 2.
pV(EV(y—2) =~ @@Vy—2)Vy—2)VEViy—2)=
1V(y—z2) = 1L

Luego :
Ny @V (y — 2)) =~ (@V(y—2)V(y — 2), ycomo z <y — z, esto
es, zV (y — z) = y — z entonces:

r=(y—=2) =y (VY= 2) =~ @V —2) V(Y —2).
Luego como x V z, y — z € [z) entonces
r—=Yy—=2) = (v @V~ (Y= 2) V(Y —2) =

(= 2N~ (y—2)Vy—2) = (= 2)V(y—2)Al=
(x = 2)V (y — 2).

Andlogamente y — (x — 2) = (y — 2) V (z — z), luego se verifica I5).
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I) 2o (@—y) =5y
Se deduce de I; pues:
= (x—y) =(r—-y —z)-(@—y =2y
L) (x—z2)—=(y—2) =(z—2)—(y—2).
Se deduce de Iy y M4 como sigue:
(r—z2)>W—2)=y—=(r—=2)—2)=y—(z—z)—1) =
(2 — ) = (y — ).
L) (t—=y)—=2)—z=(r—=y) —2)—(r—2)
A partir de M4, I3 e I, obtenemos:
(z—y)—=2)—mz2=(—=(x—y) = (r—y) =
(o @—y) = (o= @ —y) = (=)= 2) = (@ — 2).
Ig) Si x <y entonces z —y = 1.
En efecto oz —y =~ (xVy) =~py =1
I) (x—=(y—2) = ((z—y) = (r—2) =1
Resulta de aplicar sucesivamente Iy, I, M4, I5 e Ig.
(= W—2)—=(z—y —(@—2) =
=y =z W—2)—(@—2)] =
(z—y) == (r—2)—(r—2)] =
(—y) = ((z—2) =y —y) =
(z—y) =z —2)—y) = (z—y] =1
I) Si x—y=1¢e y—x =1 entonces = = y.
Por hipétesis ~p) (xVy) =1, ~p (yVae) = 1, luego
r=~pl=yvVr=xVy=~, 1=y
[9) Si <y entonces y — z<1x — 2
De z <y resulta oV z<yVz entonces y — 2z =~ (yV2z) <
~p (@Vz) =2 — 2
Ly) ((z—y) = (x—2) = (@—(y—2) =1L
De y<z —y resultapor Iy e [ que (x —y) = (x —2)<y—(x—2) =
r — (y — z), entonces de Ig sigue I3.

De I7, 19 e Ig se deduce :

M)z — (y — 2) = (x =) — (x — 2). n
Este resultado permite reconocer de inmediato que el conjunto ordenado A cuyo diagrama
se indica en la figura es un algebra de Tarski.
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.Como determinar # — y?. Por definiciéon x — y =~y (z V ), luego teniendo en cuenta
el diagrama precedente tenemos por ejemplo:

d—e=~p (dVe)=~pl=e e—=b=~p (eVb) =~pe=c
a—b=rp (aVb) =~pc=e b—a=r~p (bVa)=~pc=d

8.8. Sistemas deductivos y filtros primos

Teorema 8.8.1 Para que un sistema deductivo propio P de un dlgebra de Tarski A sea
wrreducible es necesario y suficiente que P sea un filtro primo de A.

Dem. Necesaria. Supongamos que P es un sistema deductivo irreducible de A, que
aVbe Pyque (l)a,b¢ P.Por el Teorema 4.2.2 sabemos que

Dy =D(Pa)={r€A:a—zxe€P}, y Do=DPb)={xecA:b—x e P}

Si b € Dy entonces (2) a — b € P luego como (3) (a —b) = b=aVbe P,de (2)y (3)
resulta por modus ponens b € P, lo que contradice (1). Luego D; es un sistema deductivo
propio. Analogamente se prueba que Ds es un sistema deductivo propio.

Luego (4) a,b ¢ Dy N Dy. Por construccion P C Dy N Dy y como P es irreducible
entonces P # Dy N Dy. Sea (5) ¢ € (DN Dy) \ P. Por el Teorema 8.7.1 sabemos que
(¢t —=a) - a) = c=c¢c—aycomoc<((c—a)—a) — cycé& DN Dy resulta
(6) ¢ — a € Dy N Dy luego de (5) y (6) resulta por modus ponens que a € D; N Dy lo que
contradice (4).

Suficiente Sea P un filtro primo, luego P es un sistema deductivo propio. Supongamos que
(1) P = Dy N Dy donde Dy y D5 son sistemas deductivos propios tales que (2) Dy # Py
(3) Dy # P. De (1) y (2) resulta que P C Dy yde (1) y (3) que P C Dy. Sean a € D\ P
y b € Dy \ P, luego como a,b < a Vb tenemos que a Vb € D; N Dy = Py por lo tanto
a € P 6be P, absurdo. [

Teorema 8.8.2 Todo sistema deductivo irreducible de un dlgebra de Tarski es un sistema
deductivo mdzimo.
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Dem. Sea P un sistema deductivo irreducible y supongamos que no es un sistema
deductivo maximo, entonces existe un sistema deductivo propio D tal que (1) P C D.
Sean (2) b¢ Dy (3)ae D\ P.Si(4) a — b € D entonces de (3) y (4) resulta por modus
ponens que b € D, absurdo. Luego (5) a — b ¢ D. Como P es irreducible, por el Teorema
8.8.1, P es un filtro primo, luego de a,b ¢ P resulta que

(6) avb=(a—0b) —-b=(b—a)—ag¢P.

Por el Teorema 8.7.8, ((a — b) — b) V (a — b) =1 € P, luego de (6) resulta a — b € P.
Por lo tanto de (1) tenemos (7) a — b € D, luego de (3) y (7) resulta b € D, absurdo. B

Teorema 8.8.3 Si todo sistema deductivo irreducible de un dlgebra implicativa A es maxi-
mo entonces A es un dlgebra de Tarski.

Dem. Si todos los sistemas deductivos irreducibles de A son méximos, entonces en par-
ticular todos los sistemas deductivos completamente irreducibles de A son maximos.

Como A es un algebra implicativa sabemos por el Teorema 5.2.2 que todo sistema de-
ductivo propio es interseccion de sistemas deductivos completamente irreducibles. En
particular, resulta que {1} es interseccién de sistemas deuctivos maximos y por lo tanto
Rad(A) = {1}. Luego el algebra implicativa es semisimple y por el Teorema 5.5.4 A es un
algebra de Tarski. [ ]

Corolario 8.8.1 Para que un dlgebra implicativa sea un dlgebra de Tarski es necesdrio
y suficiente que todo sistema deductivo irreducible sea mdxrimo.
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9. CALCULO PROPOSICIONAL DE KOLMOGO-
ROFF

En 1925 Kolmogoroff estudié un célculo proposicional cuyo alfabeto se obtiene agregan-
do un nuevo simbolo representado por “ — 7 y llamado negacion. Esto es, el alfabeto
estd compuesto por:

(1) =, = ()
(2) Las variables de enunciado: G = {g; }ies-
Las formulas se definen de manera habitual, o sea, es el conjunto £ tal que:
(1) gL,
(IT) sia,b € L entonces (a — b) € L,
(III) si a € L entonces (—a) € L,
(IV) L es el menor conjunto de férmulas que tiene las propiedades I, 1T y III.

Para simplificar escribiremos —a en lugar de (—a), por ejemplo: (—g1 — ga),
(—(g1 = g2) = 1)

Las tesis 0 tautologias: es el menor conjunto 7 que verifica los axiomas siguientes:
Ll) a— (b—a)eT,

L2) (a—(b—c) = ((a—=b) = (a—c) €T,

N1) (a — =b) — (b — —a) € 7, (ley de transposicién)

Regla de modus ponens: sia € 7 ya — b €7 entonces b € 7.

9.1. Reglas de calculo

Demostraremos algunas tesis de este calculo. En primer lugar es claro que son tesis de
este calculo todas las tesis del calculo proposicional intuicionista.

Definicién 9.1.1 a=bsiy solosia—beT yb—aecT.
Teorema 9.1.1 Sit € 7 entonces —a = a — —1.

Dem. Por N1 se tiene que (1) a — —t <t — —a, pero sabemos que t — —a = —a y en
particular (2) t — —a < —a. De (1) y (2) resulta (3) a — —t < —a.

Por N1 se deduce que (4) t - —a < a — —t, pero (5) —a <t — —a, luego de (4) y (5)
resulta (6) —a < a — —t.

De (3) y (6) se tiene que —a = a — —t. |

Teorema 9.1.2 Sia =b entonces —a = —b.
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Dem. Por hipdtesis tenemos que a = b, luego si t € 7 tendremos (1) a — —t = b — —t.
Pero por el Teorema 9.1.1 sabemos que (2) —a =a — —ty (3) —=b = b — —t, luego de
(1), (2) y (3) resulta —a = —b. [

Teorema 9.1.3 ¢« - b < —b — —a.

Dem. Sit e 7 entonces —b=b— —ty —a =a — —t, luego podemos escribir:
(0= 8) = (b= —a) = (=) = (b= —1) = (e — —1)) =

b—-—-t)—=((a—=b) —(a——-t)=b——t) = (a— (b— —t) €T.

Luego (a — b) — (—b — —a) € T y por lo tanto a — b < —b — —a. [
Teorema 9.1.4 a0 < — —qa.

Dem. Por el Teorema 9.1.1, — —a = —a — —t = (a — —t) — —t.

Luegoa - ——a=a — ((a - —t) - —t) = (a — —t) — (a — —t) € T, es decir,
a———a€T,osea a<——a. [ |

9.2. Algebra de Lindenbaum de L

Sea L/ = la familia de todas las clases de equivalencia de L. Sabemos que el sistema
(L) =,—) es un &lgebra implicativa. Observemos que en virtud del Teorema 9.1.2 la
relacion de equivalencia “ =7 es compatible con la operacion de negacién “—". Pongamos
por definicion —C'(a) = C(—a). A la terna (£/ =,—, —) se le da el nombre de algebra de
Lindenbaum de L.

Teorema 9.2.1 En el dlgebra L/ = se verifica C(a) — —C(b) = C(b) — —C(a).

Dem. Sabemos por N1 que a — —b < b — —a y también que b — —a < a — —b, luego
a— —b=b— —a,osea C(a) - —C(b)=C(a — —b) =C(b— —a) =C(b) — —C(a).
|

9.3. Algebras de Kolmogoroff

Los resultados anteriores nos sugieren introducir la siguiente

Definicién 9.3.1 Un sistema (A,—,—,1) formado por un conjunto no vacio A, una
operacion binaria “ — 7 definida sobre A, una operacion unaria “— 7 definida sobre A
y un elemento fijo 1 € A se dice un dlgebra de Kolmogoroff si se verifican las siguientes
condiciones:

Kl) a— (b—a)=1,
K2) (a = (b—c)) = ((a—=b) = (a—=0c) =1,
K3) Sia—b=1yb— a=1 entonces a =b,
K4)

a— —b=>b— —a.

Los resultados obtenidos permiten afirmar que el algebra de Lindenbaum de £ es un
algebra de Kolmogoroff. Ponemos por definicién 0 = —1.
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Teorema 9.3.1 —b=0b— 0.

Dem. De K4 se deduce que 1 — —b=5b— —1, luego —b =0 — 0. [ |
Corolario 9.3.1 —0=1.

Dem. Del Teorema 9.3.1 —=0=0— 0= 1. |
Teorema 9.3.2 (a — b) — (=b— —a) = 1.

Dem. Es una consecuencia de la ley de silogismo (a — b) — ((b — ¢) — (a — ¢)) =1,
si ponemos ¢ = 0 y usamos el Teorema 9.3.1. [

Teorema 9.3.3 ¢ — — —a = 1.

Dem. Como a — ((a — b) — b) = (a — b) — (a — b) = 1, haciendo b = 0 por el
Teorema 9.3.1 tendremos a — — —a = 1. |

En este sistema no se puede probar la ley de doble negacion — —a — a = 1.

1 i o
En efecto, consideremos la cadena que se indica en la figura, la cual es un

algebra implicativa. Pongamos por definicion —z = = — 0. Se verifica sin
dificultad que es un algebra de Kolmogoroff y no se cumple — —y — y =1,
0 pues ——a—a=—-0—a=1—-a=a# 1.

Ejemplo 9.3.1 Sea A un dlgebra implicativa y elijamos un elemento fijo (arbitrario) en A
que designaremos por el simbolo f (variable especial (Wagsberg)). Pongamos por definicion
—a = a — f. Entonces el sistema (A,—,—,1) es un dlgebra de Kolmogoroff. Para ello
solo hace falta probar que a — —b=b — —a, 0 sea que a — (b — f) =b— (a — f), lo
que es inmediato.

Ejemplo 9.3.2 Dada el dlgebra de Boole A indicada en la figura, la cual es un dlgebra

implicativa con su implicacion natural v — y = —x V y.

1 Elijamos un elemento fijo f = b y pongamos ~ v = x — f,
cualquiera sea x € A, entonces (A, —,~,1) es un dlgebra de Kol-
mogoroff.

a p Dex m~y=ax—(y— f)ey =~z =y — (xr — f) resulta

r —~y =1y —~ x. Veamos que no vale la regla ~~ x < x, en

s efecto: ~~a =~ (a—b)=~b=b—->b=1<a.

Teorema 9.3.4 (de la triple negacion) — — —a = —a.
Dem. Es una consecuencia de la regla ((a — b) — b) — b=a — b, poniendo b =0. N
Teorema 9.3.5 Sia < b entonces —b < —a.

Dem. Sabemos que si a < b entonces b — ¢ < a — ¢, luego poniendo ¢ = 0 y usando el

Teorema 9.3.1 resulta —b < —a. [ |
Teorema 9.3.6 ——a — ——b=—-b— —a.
Dem. Reemplazando en el axioma K4 a por — — a y b por —b y teniendo en cuenta el

Teorema 9.3.4 resulta que - —a — — —-b=-b— — — —a=—-b— —a. [ |
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Teorema 9.3.7 a - — —b=—-b— —a.

Dem. Resulta de reemplazar en el axioma K4 b por —b. ]
Teorema 9.3.8 ¢ —-b<-b—»—-a=——a———b=a— — —b.

Dem. Sabemos que b < — — b, luego usando los Teoremas 9.3.7 y 9.3.6 resulta
a—-b<a——-——b=-b——a=—-——a———0. [
Observemos que no vale la regla — — (r — y) = — — 2z — — — y. En efecto, consideremos

el algebra indicada en la figura:

y pongamos por definiciéon —x = x — ¢, entonces:
——(a—=b=——-b=—(b—c¢)=—-d=d—c=a,
——a———b=—-d— —-d=1.
Teorema 9.3.9 (modus tollens) —a < (b — a) — —b.

Dem. Es una consecuencia de la ley de silogismo: (a — ¢) — ((b — a) — (b — ¢)) =1,
tomando ¢ = 0. [ |

La llamada regla de inferencia modus tollens que dice “si —a € T y b — a € 7 entonces
—b € T7 es vélida en este calculo ya que si —a =1y b — a = 1 entonces por la ley del

modus tollens se deduce que —b = 1.
Observemos que no se verifica la regla (—p — p) — p = 1 que se denomina Consequentia

Mirabilis.
1

En efecto, consideremos la cadena que se indica en la figura. En este caso se
tiene: (—a »a) —a=(0—a) ma=1—a=a.

0=f

9.4. Algebra libre generada por un elemento

Observemos que todos los conceptos que hemos definido en el Capitulo 8 se extienden sin
dificultad a este calculo proposicional.

Problema: Elaborar una teoria de homomorfismos para las algebras de Kolmogoroff.
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Indiquemos el algebra libre generada por un elemento ¢;.

Pongamos C(g;) = a. Al elemento —(g; — ¢1) € L le corresponde la clase de equivalencia
C(—(g1 = ¢1)) = —C(g1 — ¢1) = =1 =0 =b. Como en L/ = tenemos —x = = — 0,
entonces como la negacion se reduce a la implicacion, basta hacer todas las implicaciones
posibles. Por un resultado de Skolem, sabemos que se obtienen catorce elementos para la
implicacién a partir de dos elementos a y b. Ellos son:

a baab = —((0 — a) — a)
b=0 abb=——a
ab = —a babb = — — (0 — a)
ba =0—a abaa = (—a — a) — a
aba = —a — a abbaa = (— —a—a) — a
bab = —(0 — a) baabb = — — ((0 — a) — a)
abba = — —a —a aa =1
Recordemos que en un algebra de Heyting cuando se efectuan las operaciones —, —, sobre

un elemento se obtienen seis elementos (Tarski).

Podemos decir que el dlgebra de Kolmogoroff libre generada por un elemento C'(g;) coin-
cide con el élgebra implicativa libre generada por dos elementos: C'(g;), C(g2), donde
la variable C'(go) = f = 0. Esto sugiere que el célculo proposicional de Kolmogoroff
generado por n variables coincide con el calculo proposicional implicativo generado por
n + 1 variables donde gq es la variable que representa la proposicion falsa.

Esto muestra que el estudio de las algebras de Kolmogoroff se reduce al estudio de las
algebras implicativas en el caso finito, a condicién de fijar una variable gg y definir la
negacion como —a = a — ¢p, donde a es una féormula cualquiera.

9.5. Otras axiomaticas para el calculo proposicional de Kol-
mogoroff

Primer axiomaéatica
Ll) a— (b—a)eT,

L2) (a=(b—=¢c) = ((a=b)=(a—0)eT,
(A) (a —b) — (=b— —a) € T, (ley de contraposicién)

(B) a - — —a € 7, (ley reciproca de la doble negacién).

Es claro que (A) y (B) valen en el calculo proposicional de Kolmogoroff.

Probemos que de (A) y (B) resulta N1. En efecto, (A) se puede escribir a — b < —bra,
luego reemplazando b por —b en (A) se tiene: (1) a — —b < ——b — —a, de (B) b < ——b,
luego (2) — —b — —a < b — —a. De (1) y (2) resulta a — —b < b — —a, es decir, N1
(a— —b) — (b— —a) eT.

Segunda axiomatica
Ll) a — (b — a),

L2) (@ = (b —¢)) = ((a = b) = (a = 0)),

(C) p—(=p—q).
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9.6. Calculo proposicional de Wajsberg

Este céalculo proposicional se obtiene agregando al calculo proposicional de Kolmogoroff
el axioma N2) — —a — (—a—a) € 7.

Podemos entonces naturalmente definir L/ =, el dlgebra de Lindenbaum de este célculo,
que es en particular un algebra de Kolmogoroff.

Teorema 9.6.1 En L/ = wvale la siguiente regla de cdlculo: — — a = —a — a.

Dem. Del axioma N2 resulta que en L/ = vale (1) — —a < —a — a.

Probemos (2) (—a — a) < — —a.

(—a—a)— ——a=((a—0)—a)— ((a—0)—0)=(a—0)—(a—0)=1.

De (1) y (2) resulta — —a = —a — a. [

Definicién 9.6.1 Un sistema (A, —, —, 1) se dice un dlgebra de Wagsberg si es un dlgebra
de Kolmogoroff que verifica la condicion: (W) — —a = —a — a.

Luego L/ = es un algebra de Wajsberg.
Teorema 9.6.2 —(a — — —a) =0.
Dem.1=-a4— —-a=a— ——a. Luego -1 =0=—(a —» — — a). |

Teorema 9.6.3 0 < a, para todo a € A.

Dem.
l=——a—(-a—a)=((a—0)—0) = ((a—0) = a) = (a—0) — (0= a) =
0—((a—=0)—a)=0—-(a—0)—-0—a)=1—(0—0a)=0—a,
luego 0 < a, cualquiera sea a € A. [ |

Teorema 9.6.4 p — (—p — q) = 1. (Principio de Duns Scotus)

Dem.p—(-p—q¢)=p—((p—0)—q¢=p—0—-p—-q¢=p—(0—q) =
p—1=1. |

9.7. Otra definicién del calculo proposicional de Wajsberg

El alfabeto se obtiene agregando al alfabeto del calculo proposicional implicativo un simbo-
lo 0 (cero). De este modo el alfabeto esta formado por: 0, G = {g;}icr, —, (, ).

Se puede considerar el simbolo 0 como una variable de enunciado, a pesar de que en las
interpretaciones de este calculo 0 no puede variar.

En estas condiciones las formulas se definen del mismo modo que en el calculo proposi-
cional implicativo. Los axiomas de este cédlculo son:

Ll) a— (b—a)eT,
[2) (a=(b—=¢) = (la=b)=(a—0)eT,

N0) 0 — a € 7, para toda férmula a €€ L.
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Regla de Modus ponens.

Podemos naturalmente considerar el algebra de Lindenbaum de este calculo proposicional
que sera un algebra implicativa. En el algebra implicativa indicada, la clase de equivalencia
que contiene a 0, C'(0), es el primer elemento, ya que C(0 — a) = 1, de donde resulta:
C(0) — C(a) =1, y por lo tanto C'(0) < C(a), para todo a.

En este calculo proposicional se adopta la siguiente:

Definicién 9.7.1 —a =a — 0.

Probemos que con respecto a esta definicion el sistema (L/ =, —, —, 1) es un édlgebra de
Wajsberg.

En L/ = escribiremos —C(a) = C(—a) = C(a — 0) = C(a) — C(0), lo que muestra
que la negacién queda definida en L/ = sin anbigiiedad. Representando las clases de
equivalencia por «, 3,7, ...y C(0) = 0 tendremos: —a = o« — 0.

Probemos las siguientes reglas de calculo:

Wl a——-0=0— —a.
a——f=a—-PF—-0)=F—-(a—0)=0— —a.
W2) ——a— (—a—a)=1

——a—(ca—a)=((@—0)=0) - ((a—0) =)= (a0~ (0—a)=
(a—0)—1=1.

De las formulas W1 y W2 resulta que en este calculo valen las siguientes reglas:
N1) (a — =b) — (b— —a) €T,
N2) ——a—(—a—a)eT.

Luego se trata de un calculo proposicional de Wajsberg definido de otra manera. El estudio
de este calculo proposicional tendra por objetivo principal la determinacién de las dlgebras
libres con ¢ generadores y el problema de saber si existen o no matrices caracteristicas
para el calculo proposicional de Wajsberg con un nimero finito n de variables.

9.8. Algebra de Wajsberg libre generada por un elemento

Representemos para simplificar ¢ = C(g1). Queremos determinar los elementos que se

pueden obtener a partir de a efectuando las operaciones —, —. En primer lugar observe-
mos que vale: —1 =0, pues —1 =1 — 0 = 0. Es claro que a partir de a se pueden obtener:
a—a=1 —(a—a)=0, a—0=—a, ——a,oseatenemos: 0, a, —a, — —ay 1.

1) a = —a = —a. En efecto: a - —a=a — (a —0) =a — 0= —a.

2) a———a=1.

a—(——a)=a— ((a—0)—0)=(a—0)—(a—0)=1.
3) —a—a=——a.

(i) —a—a < ——a.
g—a—mz)—>——a:(—a—>a)—>(—a—>0):—a—>(a—>0):—a—>—a:
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(ii) ——a< —a—a.
——a—(-a—a)=(-a—0)—(-a—a)=—-a—(0—a)=—-a—1=1.
4) —a———a=——a.
Se obtiene reemplazando a por —a en 1).
5) ——a— —a=—a.
Se obtiene reemplazando a por —a en 3).
El elemento — — a — a es nuevo.
6) —(——a—a)=0.
Usando la férmula de Skolem: (abba)b = bab, entonces: (((a — 0) — 0) — a) — 0 =
(0—a)—0=1—-0=0.
7 (——a—a)—a=——a.
Por el Teorema 9.6.4 a < —a — b luego reemplazando a por —a y b por a tenemos
—a<——a—aluego (——a—a) wa< —a—aycomopor3d) —a—a=——a
tenemos (i) (— —a —a) —a < — —a.
Como a < (a — b) — b, entonces reemplazando a por — — a y b por a tenemos
(ii) — —a < (= —a—a) — a. De (i) e (ii) resulta 7).
8) (——a—a) > —a=—a.
(——a—a)— —a=(——a—a)—(a—0=a—((——a—a)—0)=
a—(—(——a—a))=a—0=—a.
9 (-—a—a)———a=——a.
(——a—a)—(-a—0)=—-a—((—-—a—a)—0)=—-a—0=——a.
10) a = (— —a —a) =1.
11) —a— (——a—a)=1.
—a—(——a—a)=——a—(—a—a)=——a———a=1.
12) ——a—(——a—a)=——a— a.

Estas doce formulas muestran que a partir de un elemento a efectuando las operaciones
— y —, se obtienen a lo sumo seis elementos que son: 0, a, —a, — —a, ——a — ay 1, que
es el teorema que Tarski y McKinsey indicaron para el calculo proposicional implicativo
intuicionista. Estos elementos pueden ser efectivamente distintos, como ocurre por ejemplo
en un algebra de Heyting. El diagrama de estos seis elementos en el caso general es el
siguiente y este es precisamente el grafico del algebra de Wajsberg libre con un generador.

1

——a—a
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Problema: Determinar el algebra de Wajsberg libre con dos generadores.

Es natural introducir la siguiente:
Definicién 9.8.1 Un elemento r de un dlgebra de Kolmogoroff se dice reqular si ——r = r.
Es posible demostrar los siguientes teoremas:

Teorema 9.8.1 Si A es un dlgebra de Wajsberg entonces el conjunto Reg(A) de todos
los elementos regqulares de A, ordenado por la relacion <, es un dlgebra de Boole.

Teorema 9.8.2 Si A es un dlgebra de Wagjsberg y Rad(A) su radical, entonces el dlgebra
cociente A/Rad(A) es isomorfa a Reg(A).
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10. LA CONJUNCION Y LA DISYUNCION

En el alfabeto de algunos calculos proposicionales figuran los simbolos A y V de conjuncion
y disyuncién. Cuando esto ocurre simultaneamente con la introduccion del operador —,
se admiten los axiomas siguientes:

Axioma D1: p— (pVq) € T,

Axioma D2: ¢ — (pVq) € T,

Axioma D3: (p —7)— ((¢—7r)—=((pVqg) —r)) €T,
Axioma Cl: (pAq) —p€eT,

Axioma C2: (pAq) —q€ T,

Axioma C3: (r —p) — ((r—q) — (r—(pANq)) €T,
Axioma L1: p— (¢ —p) € T,

Axioma L2: (p = (¢—71)) = (p—q¢ = (p—71)) €T,
Axioma L3: ((p —¢q) —p) —=peT,

Axioma N1: (p — —q) — (¢ — —p) € T,

Axioma N2: — —p — (—p—p) € T.

De los axiomas D1, D2 y D3 resulta que el algebra de Lindenbaum es un conjunto reti-
culado superiormente por la regla C(p V q) = C(p) V C(q).

En los céalculos proposicionales en que figuran los postulados C1, C2, C3 y el operador
—, se prueba que el algebra de Lindenbaum correspondiente es un conjunto reticulado
inferiormente, donde: C'(p A q) = C(p) A C(q).

A partir de los once axiomas: L1, L2, L3, D1, D2, D3, C1, C2, C3, N1, N2 se pueden
describir los principales calculos proposicionales que han sido estudiados.

10.1. Axiomaticas para diversos calculos proposicionales
Calculo proposicional de Curry Generalizado, conectivos primitivos —, A.
Axiomas: L1, L2, C1, C2, C3

El dlgebra de Lindenbaum correspondiente es un algebra de Curry generalizada.
Calculo proposicional de Curry, conectivos primitivos —, A, —.

Axiomas: L1, L2, C1, C2, C3, N1, N2

El algebra de Lindenbaum correspondiente es un algebra de Curry.

Calculo proposicional positivo intuicionista
(Hilbert - Bernays) (Logica positiva), conectivos primitivos A, V, — .

Axiomas: L1, L2, C1, C2, C3, D1, D2, D3

El 4lgebra de Lindenbaum correspondiente es un algebra de Heyting generalizada.
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Calculo proposicional positivo clasico, conectivos primitivos A, V, — .
Axiomas: L1, L2, L3, C1, C2, C3, D1, D2, D3

El algebra de Lindenbaum correspondiente es un algebra de Boole generalizada, que co-
rresponde a la nocién de anillo Booleano sin unidad. No tiene primer elemento, pero los
que siguen a un elemento dado forman un algebra de Boole.

Calculo proposicional de Johanson, conectivos primitivos —, A, V, —.
Axiomas: L1, L2, C1, C2, C3, D1, D2, D3, N1

El algebra de Lindenbaum correspondiente es un algebra de Heyting generalizada, en la
cual se elige un elemento fijo f y se define la negacion —p = p — f. En este calculo se
retoma la idea de Kolmogoroft para definir la negacion.

Calculo proposicional intuicionista, conectivos primitivos —, A, V, —.

Axiomas: L1, L2, C1, C2, C3, D1, D2, D3, N1, N2

El algebra de Lindenbaum correspondiente es un algebra de Heyting.

Calculo proposicional clasico, conectivos primitivos —, A, V, —.

Axiomas: L1, L2, L3, C1, C2, C3, D1, D2, D3, N1, N2

Existen naturalmente otros calculos proposicionales, como por ejemplo el calculo proposi-

cional clésico con la negacion minima que tendra por axiomas: L1, L2, L3, C1, C2, C3,
D1, D2, D3, N1.

El algebra de Lindenbaum correspondiente es un algebra de Boole generalizada, en la cuél
se elige un elemento fijo f y se define la negaciéon como: —p =p — f.

Observacion 10.1.1 En el calculo proposicional intuicionista ninguno de los cuatro o-
peradores: —,\,V,— se puede definir a partir de los otros tres y por lo tanto tienen
que aparecer en general estos cuatro operadores primitivos. Pero se demuestra que en un
dalgebra de Heyting los cuatro operadores: —,\,V,— se pueden definir por medio de los
dos operadores siguientes: <, \ donde : a < b= (a — b) A (b — a).

Seria interesante caracterizar el célculo proposicional intuicionista tomando un alfabeto
en que figuren solamente los operadores <+ y V.

Observacion 10.1.2 En lo que respecta al cdlculo proposicional cldsico se sabe que se
puede tomar como conectivos primitivos solamente algunos de los cuatro operadores
— A\, V, —.

Axiomatica de Frege: (1879), conectivos primitivos —, —.

Axioma F1: p— (¢ —p) €7,

Axioma F2: (p = (¢ —7)) = (p—=q¢) = (p—=r) €T,

Axioma F3: (p— (¢ — 7)) —=(¢— (p—71)) €T,

Axioma F4: (p —q) — (—q¢— —p) € T,

Axioma F5: ——p—peT,
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Axioma F6: p— — —peT.

Lukasiewicz demostrd que F3 se puede deducir de F1 y F2 y que los tres ultimos axiomas
se pueden reemplazar por el axioma: (—p — —q) — (¢ — p) € 7.

Axiomatica de Peirce: (1885), conectivos primitivos: —, 0.
Axioma Pl: p - p€e T,

Axioma P2: (p — (¢ — 1)) = (¢ — (p— 1)) €T,

Axioma P3: (p —q) = ((¢ —=r)— (p—71)) €T,

Axioma P4: 0 - pe T,

Axioma P5: ((p —q) = p) - peT.

Collected papers of Charles Peirce. Edited by Charles Hartshorne and Paul Weiss. Har-
vard University Press (1931-35).

Prior (J.S.L. 23 (1958), pdg. 135) prueba que P2, P3, P4 y P5 son independientes y que
P1 es demostrable.

Axiomaética de Bertan Russell: (1908), conectivos primitivos: Vv, —.
Axioma 1: (pVp) - peT,

Axioma 2: ¢ — (pVq) €T,

Axioma 3: (pVq) — (qVp) €T,

Axioma 4: (p — q) = ((rVp) = (rVq)) €7,

Axioma 5: (pV (gVr)) —(gVvV(pVvr)) eT.

Amer. J. of Math. 30 (1908), 222-262.

Axiomatica de Nicod: (1917-1920), conectivos primitivos V, —.
Axioma N1: (pVp) - peT,

Axioma N2: p — (pVq) € T,

Axioma N3: (pV (¢Vr)) — (¢V(pVvr)) eT,

Axioma N4: (¢ —r) — ((pVq) — (pVr)) eT.

Proc. of Cambridge Philosophical Soc. 19 (1917-1920), 32-41.

Axiomatica de Tarski: (1925), conectivos primitivos: —, —.

Un solo axioma con 53 letras y los conectivos C' en vez de — y N en vez de —.

El axioma de Tarski estd explicitamente formulado en el siguiente articulo de
B. Sobocinski, Z badari nad teorja dedukcji, Przeglad Filozoficzny, 35 (1932), 172-193.
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Axiomatica de Bernays: (1920), conectivos primitivos: V, —.
Axioma Bl: (pVp) —peT,

Axioma B2: ¢ — (pVq) € T,

Axioma B3: (pVq) — (qVvp) €T,

Axioma B4: (pV (¢Vr)) — (¢V(pVr)) €T.

Math. Z. 25 (1926), 305-320.

Axiomatica de Lukasiewicz: (1929), conectivos primitivos: —, —.
Axioma 1: (p—¢q) = ((¢ —=r) = (p—r)) €T,

Axioma 2: (—p —p) - peT,

Axioma 3: p— (—p—¢q) € T.

Axiomatica de Lukasiewicz: (1930) conectivos primitivos: —, —.
Axioma L1: p— (¢ — p) € 7,

Axioma L2: (p— (¢ — 7)) = ((p—q) = (p—71)) €T,

Axioma L3: (-p—q) = (q—p) €T.

Existen también variadas axiomaticas para el calculo proposicional intuicionista.

10.2. Independencia de los axiomas de las dlgebras de Kolmogo-
rofft

Independencia de K1. Sea A = {0,a,1} y —, — las operaciones definidas sobre A por las
tablas siguientes:

—>‘O a 1 T | —x
0/1 1 1 0| 1
a0 1 1 al| a
110 0 1 110

Luegoa — (1 - a) =a—0=0# 1.

Independencia de K2. Sea A = {0,a,1} y —, — las operaciones definidas sobre A por las
tablas siguientes:

—>‘0a 1 T | —x
0/1 1 1 0] 1
ala 1 1 al| a
lla a 1 110

Luego
(a—(1—-0)—-(a—=1)—(a—0)=(@—a)—(1—a)=1—-a=a#1.
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Independencia de K3. Sea A = {0,1} y —, — las operaciones definidas sobre A por las
tablas siguientes:

— 10 1 T | —x
01 1 0| 1
111 1 110

Luego0 - 1=1y 1 —=0=1pero0# 1.
Independencia de K4. Sea A = {0,1} y —, — las operaciones definidas sobre A por las
tablas siguientes:

— [0 1 T | —x
0|1 1 0 0
110 1 1] 1

Luego) - -1=0—-1=1,1—--0=1—-0=0y 1#0.

Las tablas de — fueron indicadas por L. Iturrioz para K1, K2 y K3.

10.3. Independencia de los axiomas de las algebras de Wajsberg

Independencia de K1. Basta considerar el conjunto A = {0,a, 1} con las tablas de — y —
dadas para la independencia de K1 en las dlgebras de Kolmogoroff.

Independencia de K2. Basta considerar el conjunto A con las tablas de — y — para K2
en las algebras de Kolmogoroff.

Independencia de K3. Sea A = {0,1} con las tablas dadas para K3 en las dlgebras de
Kolmogoroff.

Independencia de K4. Sea A = {0,1} con las tablas dadas para K4 en las dlgebras de
Kolmogoroff.

Independencia de K5. Sea A = {0,1} y —, — las operaciones definidas sobre A por las
tablas siguientes:

— 10 1 T | —x
01 1 0| 1
110 1 11 1

Luego ——0—(-0—-0)=1—-(1—-0)=1—-0=0#1.
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11. TRIADICO DE CANTOR

11.1. Introduccién y Ejemplos

Indiquemos la descripcion del triadico de Cantor también llamado el discontinuo de
Cantor.

Se puede describir facilmente este conjunto suponiendo que los ntimeros reales se repre-
sentan en el sistema de base 3. Nos limitaremos a considerar nimeros del segmento [0, 1].
Observemos en primer lugar que la representacion triadica de un nimero real en general
no es unica, asi por ejemplo:

1,000...= 0,222 —2+2—|—2+ 2 ! =1

, ... =0, =gt gmtg =3 1_%—.

Sea K el conjunto de todos los niimeros reales que se pueden representar bajo la forma:
?:N07$1I2$3"'$n"' = % %—F%—i—---—l—%%—--- , donde z; =0 6 x; = 2, para
1€ N

Es claro que

— z(t
k € K siy solo sik—QZg, donde z(t) € {0,1}

t=1
En estas condiciones x(t) es una funcién definida sobre el conjunto de los nimeros natu-
rales y tomando sus valores en el conjunto A = {0, 1}.

Ejemplos

1) A la funcién z(t) = 0 para todo t € N, le corresponde el nimero z = 0.

2) A la funcién z(t) = 1 para todo t € N, le corresponde el nimero real

1

=1 1
x:22§:2-§~ —1=1
t=1 3
3) A la funcién definida por x(t) = Losit=1 le corresponde x = 2 - 1
0 sit>2 3
., . 0 sit=1 ,
4) A la funcién definida por z(t) = 1 sit>9 le corresponde el ntmero real
L
x =0,0222. .., que es precisamente = 2 - —3 T =73
3

11.2. Resultados
Estudiaremos ahora la nocién de limite en K. Dada una sucesion x1,2s,...,x,, ... de

elementos de K, donde x, =2 > Zn(t)
=1

5 determinemos la condicién necesaria y suficiente

o . = z(t)
para que esta sucesién tienda a un limite z =2 B
=1
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Teorema 11.2.1 Para que la sucesion (x,) € K tienda al limite x de K es necesario

y suficiente que se verifique que las sucesiones (x,(t)) tiendan hacia un limite para todo
o m x,(t)

t € N, y si escribimos z(t) = lim x,(t) podemos decir que: v =2 "_’°°3t esto es:
n—oee =1
% o lim z,(t)
, xn(t) _ n—oo n
lin 2} = =2 e,

t=1 t=1
Dem. La condicion es necesaria.
Supongamos que X1, Ta, ..., Ty, ... es una sucesion de elementos de K tal que lim z,, = x,

n—oo

y que no se verifica la igualdad lim z,(t) = x(t). Supongamos que las sucesiones (z,(t))

para t fijo, no tiendan todas a un limite, esto es, existe por lo menos un elemento ¢, tal que
la sucesién (x,,(to)) no tiende a un limite. Entre los elementos en las condiciones indicadas
habrd un minimo que representaremos por la letra N. Supongamos que existen:

(1)
z(2)

lim z,(1)

n—oo

lim z,(2)

n—oo

li:m Tp(N —1)=2(N —1)

n—oo

y que no existe lim z,(N).

n—oo

Vamos a probar que esto es imposible. Hagamos la siguiente descomposicién:

N [e%)
z,(t) (1)
T=2) TP A2 Y ot
=1

t=N+1
y para simplificar la demostracién escribamos:

en forma tal que:

entonces

y por lo tanto

luego
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Ademas
N N| _ - T (t) — zn()
RY - Ry = | 3o Eel) )
t=N+1
00 (1
Teniendo en cuenta que la serie 3(t ) es absolutamente convergente pues:
t=N+1
L 2 (t) =1
Z 3t | = at’
t=N+1 t=N+1
ya que x,(t) < 1, resulta
1 : 1
i R

- T (t) — (1)

N N| _
‘R” o Rm| = |2 Z 3t
t=N+1 t=N+1
De (1) y (2) resulta:
N_ N 1
Como por hipétesis z,, tiende hacia un limite, por el teorema de Cauchy:
lim |z, — ,| =0, entonces dado § = I existe un nimero R tal que:
| | < ! >R (4)
Tpn — Tm PN , .
SN bara n,m
De (3) y (4) resulta:
e n_ WL 12
Para m,n > R se verifica |xn -, < 3—N+3—N = 3N
luego
N
Tn(t) — T (1) 2
QZ% < gy para m,n > R. (5)
t=1
Como por hipétesis las sucesiones (z,(1)), (,(2)),..., (z,(N — 1)) tienden a un limite
entonces:

lim |z,(1) —2,(1)] =0

lim |z,(N —1)—2,(N—-1)|=0

n,Mm— 00
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Observemos que |z, (1) — 2,,,(1)| puede tomar solo los valores 0 6 1 y como esta sucesién
tiende a un limite que es cero, esto significa que:

Existe R, tal que |z,(1) — 2,,(1)| = 0, para n,m > Rj.
Anéalogamente

Existe Ry tal que |2,(2) — 2,,(2)] =0, para n,m > Ry

Existe Ry_; tal que |z,(N —1) — z,,(N —1)| =0, para n,m > Ry_;.
Entonces tomando R’ = max {R, Ry, Ry, ..., Ry_1} y teniendo en cuenta (5) resulta:
Tn(N) — 2, (N) 2

2 v < gy bara n,m> R

y por lo tanto |z,(N) — z,,(N)| < 1.
De aqui resulta |z, (N) — z,(N)| = 0 para n,m > R o sea:

Tr41(N) = xpyo(N) = -+ = 2p4p(N) = - -+, luego esta sucesién es constante a partir
del término z g 1, es decir tiende a un limite, lo que contradice la hipétesis hecha. Por lo
tanto no existe ningin valor ¢ tal que la sucesién (z,(fy)) no tienda a ningun limite, o
sea, para todo t € N existen los limites nhngo x,(t) = z(t).

La condicién es suficiente:
Supongamos que T, T, ..., Ty, ... es una sucesion de elementos de K tal que existen los

> x(t
limites: lim z,(t) = x(t), para todo t € N y consideremos el nimero x = 2 > %
n—00 t=1

los limites de las sucesiones (z,(t)) de niimeros 0 6 1 solo pueden ser 0 6 1 entonces = € K.

. Como

Vamos a demostrar ahora que: lim z, = z.

n—oo

Como las series son absolutamente convergentes entonces:

22% <22‘x” — <)l (6)

1
Dado € > 0 arbitrario, determinemos N tal que 3n < €, para n > N. Para ello basta

—log €

considerar N >
log 3

De (6) resulta que:

t=1 3 =N+ 3
SRR )
N za(t) — 2(t)] 1
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Como por hipétesis lim z,(t) = z(t) tenemos que lim |z,(t) — z(t)] = 0, luego
xp(t) —x(t) =0 paran > N, 1 <t < N.
Sea N’ = max {N, Ny, Ns,..., Ny} entonces para n > N’ de (7) resulta que:

1
|x—xn\<3—N<e para n > N,

lo que prueba que lim z, = x. [ |
Corolario 11.2.1 Si x,2' € K son tales que © = x'entonces x,(t) = . (t) para todo t.
Esto es, cada numero del triadico de Cantor tiene un unico desarrollo.

Dem. En efecto, la sucesién z,x’',z,2’,... tiende a un limite ya que = = x’. Luego
la sucesion x,(t),z, (t), zn(t), ., (t),... tiende a un limite para ¢t € N. Es claro que las
subsucesiones z,(t), z,(t), ... tiende a x,(t) y =, (t), z, (1), ... tiende a 2, (). Por lo tanto

z,(t) = x, (t) cualquiera que sea t. [

Observacion 11.2.1 La propiedad que acabamos de indicar en el Teorema 11.2.1, no
es valida en general, si los x, son numeros reales cualesquiera y si la representacion es
diadica, tridadica ¢ b-ddica. Por ejemplo la sucesion:

'1'1:0,200...
2y = 0,220 ..

x5 =0,2220. ..

Ty, =0,222...2000...

n

\

verifica x = lim z, = 1,000... y la condicion del teorema no se verifica.

n—oo

Teorema 11.2.2 Sea A = {x € K : z(1) = k1,2(2) = ko,...,x(N) = ky} donde
ki, 1 <i < N son fijos. Entonces A es un conjunto abierto.

Dem. Sea F' = K\ A, z1,%9,...,Zy,,... una sucesién de elementos de F y sea
r = lim x,(t). Debemos probar que F es cerrado, es decir que = € F. Luego lim x,(t) =
n—oo n—oo

x(t). Supongamos que = € A, entonces:

(1) = ki, (2) = ko, ..., (N) = ky y ademds z(i) = nll_{goxn(z), 1 < i < N. Luego
x,(i) = k; paran > R;, 1 < i < N. Es decir, paran > R = max {Ry,Ry,..., Ry} es
Tn(t) =k, 1 <t < N.

Esto significa que paran > R, x,, € A lo que contradice la hipétesis hecha. Esto muestra
que F es cerrado y por lo tanto A es abierto. [

Observemos que hemos tomado el conjunto A de todos los elementos de K con las N
primeras coordenadas fijas. El hecho de que se trata de las N primeras coordenadas fijas
no es esencial. Por un razonamiento analogo, se prueba que el conjunto A de elementos de
K con un nimero finito de coordenadas de cualquier orden fijas, es un conjunto abierto
del espacio K.
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Teorema 11.2.3 K es un espacio compacto.

Dem. Por el Teorema 11.2.1 todas las sucesiones convergentes de K tienen un limite que
pertenece a K, luego K es cerrado y como esta contenido en el segmento [0, 1] es acotado
y por lo tanto K es compacto. |

Sea A un conjunto con dos elementos {0, 1} sobre el cual se considera la topologia discre-
ta. Hagamos el producto cartesiano de una familia numerable de copias de este espacio
topolégico

E = HE“ donde FE; = A, para i€ N.

=1

Luego z € E siy solo si @ = (x1,%2,...,%p,...) donde z; € E; = A = {0, 1}.
t
Seazr € K,z =2 Z ( ) . A este elemento x le hacemos corresponder el elemento fijo

o(x), (z) € E tal que go( ) = (z(1),2(2),...,2(n),...). Es claro que ¢ es una corres-
pondencia biunivoca de K sobre F, pues la representacion triadica de x € K es tnica.
Queremos probar que ¢ es un homeomorfismo de K sobre E.

FE es un espacio de Hausdorff por ser producto de espacios de Hausdorff, y es compacto por
el teorema de Tychonoff. Como K es un espacio de Hausdorff compacto para probar que
© es un homeomorfismo, basta probar que ¢ es continua. Para eso necesitamos detallar
un poco mas la topologia del espacio E.

Recordemos como se construye la topologia de un producto cartesiano de espacios topo-
l6gicos. Se toma sobre un eje E; un conjunto abierto A; y se da el nombre de cilindro
al conjunto de todos los elementos de E cuya coordenada de indice ¢ pertenece a A;.

Supongamos por ejemplo que A = {1}, entonces el conjunto de todos los elementos de
E cuya coordenada de indice 7 es 1 serd un conjunto subbésico abierto de E. Si tomamos
AEO) = {0}, el conjunto de todos los elementos de F tales que z; = 0 es un conjunto

abierto subbasico de F.

Observemos que estos dos conjuntos correspondientes a AEO), Agl) son complementarios en
E y como los dos son abiertos, estos conjuntos subbésicos son simultaneamente abiertos
y cerrados.

Sea Gy ={r€F:2;,=1}y(0G; = {z € E: 2; = 0} entonces la familia de conjuntos G;,
CG;, i € N es la familia de subbdsicos que sirve para definir la topologfa del espacio E.
Esta topologia se obtiene tomando como base las intersecciones finitas de los conjuntos
que acabamos de indicar, que seran conjuntos abiertos.

Sea B esta base, entonces estara formada por conjuntos de la forma:

B=G; NnG;,N---NG; ,donde iy <ip <--- <1,y Gf =Gy 6 G} —EG”.

Observemos que B es el conjunto de todos los elementos que sobre los ejes By, By ...,

E.

in

tienen coordenadas fijas iguales a 0 6 a 1. La coordenada i; es 1 si G’fj G, vy 0 si

G;‘j = CGZ»J..
Sea By = ¢ }(B), es claro que By es el conjunto de todos los elementos de K que tienen
las coordenadas de indice iy, o, ..., %, fijas e iguales precisamente a las que acabamos de

indicar. Sabemos que Bj es abierto en K y por lo tanto como la imagen completa inversa
de cada basico de E es un conjunto abierto de K podemos afirmar que ¢ es continua. Por
lo tanto ¢ es un homeomorfismo de K sobre E.
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Recordemos que un espacio topolégico X se dice totalmente disconexo si dados dos ele-
mentos distintos x1, x5 € X existe un conjunto A simultaneamente abierto y cerrado que
contiene a uno de los sin contener al otro.

Propiedades topoldgicas del espacio E.

1) E es un espacio totalmente disconexo.

Sean & = (L1, T2, ..., &p,...) ey = (Y1,Y2, -+, Yn,...) dos elementos distintos de F. Luego
existe un indice ¢ tal que z; # y;, supongamos por ejemplo que x; = 1 e y; = 0. Conside-
remos el conjunto G; = {z € E : z; = 1}. Sabemos que G; es abierto y ademés x € G; e
y ¢ G,. Por otra parte probamos que G; es cerrado, lo que termina la demostracién.

Recordemos que Todo espacio totalmente disconexo es un espacio de Hausdorff.

2) E es un espacio compacto, por lo tanto E es normal.

Recordemos que la base B esta formada por conjuntos simultaneamente abiertos y ce-
rrados. Sea A el cuerpo de subconjuntos de E generado por los conjuntos G;, ¢ € N. Es
evidente que CG; € Ay por lo tanto B C A. Se sabe que A est4 formado por los conjuntos
que se obtienen haciendo reuniones finitas de conjuntos basicos. Para eso basta probar
que las reuniones finitas de esos conjuntos basicos forman un cuerpo de conjuntos. Es
también claro que todos los conjuntos de A son abiertos y cerrados y que A es una base
para el espacio E. Probemos ahora que:

3) Si A es simultdneamente abierto y cerrado entonces A € A.

Como A es abierto existe un familia de conjuntos {A4;};c; de A tal que A = |J A;. Por
otra parte como A es un conjunto cerrado de un espacio de Hausdorff, entozries A es
compacto, luego existe un subcubrimiento finito de A, esto es, A = Lnj A;, ycomo A; € A
para 1 < i < n entonces A € A. =

4) Si F es cerrado entonces F' es la interseccién de abiertos y cerrados.

Esto resulta del hecho que todo abierto es reunion de conjuntos abiertos y cerrados. En
particular:

5) Dado un conjunto cerrado F' # E y un elemento p ¢ F' existe un conjunto abierto y
cerrado N tal que FC Nypé¢ N.
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11.3. Representacion del calculo proposicional clasico con una
infinidad numerable de variables de enunciado

Podemos definir al calculo proposicional clasico como un célculo proposicional que veri-
fica los axiomas del célculo proposicional implicativo clasico y los axiomas de Wajsberg.
Suponemos que el alfabeto contiene ademas de las variables de enunciado, los simbolos

5 T (7)
Ll) a— (b—a)eT,

L2) (a—=(b—¢)—((a—=b) —(a—0)eT,

N1

)
)
L3) ((a —b) —a)—acT,
) (a— —=b) = (b— —a)eT,
)

N2) ——a—(—a—a)eT,
y se toma la regla de modus ponens como unica regla de deduccion.

Sea L/ = el élgebra de Lindenbaum de este calculo. De L1, 1.2 y L3 resulta que £/ = es
un dlgebra de Tarski. De L1, L2, N1 y N2 resulta que £/ = tiene primer elemento 0. Por
el Teorema 8.7.9 podemos decir que £/ = es un élgebra de Boole.

Por un razonamiento andlogo a los que hemos estudiado anteriormente se prueba que
L/ = es un algebra de Boole libre con ¢ generadores, siendo ¢ = |{g; }ics|. Por otra parte
en el Corolario 8.3.1 hemos visto que el dlgebra implicativa {0,1} es una matriz carac-
teristica para el calculo proposicional implicativo clasico y la demostracion de este hecho
se basaba esencialmente en la circunstancia de que la familia de los sistemas deductivos
méximos tenia por interseccion el conjunto {1}, es decir en el hecho que un algebra de
Tarski es semisimple. Sabemos que en un algebra de Boole, un sistema deductivo se puede
identificar con un filtro, por otro lado los sistemas deductivos maximos coinciden con los
ultrafiltros de £/ =. Si llamamos radical de un dlgebra de Boole a la interseccién de todos
sus ultrafiltros sabemos que es igual a {1}, ya que las algebras de Boole son semisimples.
Procediendo de manera analoga a lo que hemos indicado para el célculo proposicional
implicativo clédsico, se prueba que el dlgebra de Boole {0, 1} es una matriz caracteristica
para el célculo proposicional clasico. Esto significa que si A = {0, 1} entonces L/ == Pj,.
Este resultado vale sin hacer restricciones sobre ¢ = [{g;}ics|. Por lo tanto existe un cri-
terio de decision para las tautologias del cdlculo proposicional clasico. También podemos
afirmar que P4 es el algebra de Boole libre con ¢ generadores.

Vamos a ver cudl es el dlgebra de Boole libre en los distintos casos.

Sea ¢ = n, numero finito. Tenemos las variables de enunciado ¢, gs,...,g,, v deter-
minemos el algebra de Boole libre con n generadores. Sea £ = A™. Si z € A" entonces
r=(x1,...,2,) donde z; € A, paral <i<n.L/= =P, es lafamilia de todas las fun-
ciones polinomiales que se obtienen suponiendo que en cada forma polinomial las variables
de enunciado ¢y, ..., g, son elementos de A. A p(gy,...,g,) le corresponde pa(g1,---,9n)
donde g1, ..., g, son variables de A.

En particular a cada variable g; le corresponde un polinomio g; 4, donde

gia(r) = x; = {(1)
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Entonces g; 4 es una funcién definida sobre A™ y que toma solamente los valores 0, 1. Por lo
tanto g; 4 es una funcién caracteristica. Sea G; el conjunto de todos los elementos x € A"
en los cuales g;4, = 1. Entonces g¢; 4, es la funcién caracteristica del conjunto G; C A™.
De aqui resulta que G es el conjunto de todos los elementos = € A™ cuya coordenada de
indice 7 es igual a 1. De este modo obtenemos n conjuntos G;, 1 < i < n. Es claro que
el conjunto E tiene 2" elementos ya que A tiene dos elementos. En forma analoga se ve
que a la férmula —g; le corresponde el polinomio —g; 4 que es la funcién caracteristica del
conjunto 0G; de todos los elementos de E que tienen la coordenada de indice ¢ igual a 0.
Dado un elemento arbitrario x € E: © = (24,...,x,). Pongamos:

G(x) = Gi(z) N Ga(z) NN GL(),

donde
Gi(z)=G; si 2; =17y Gi(x) =C0G; si z;=0.

Es claro que a la forma polinomial g7 A g5 A --- A g le corresponde el polinomio:
GaNGoaN ANGpa €Pa=L]=,
que es la funcién caracteristica del conjunto
Gi(z)NGy(z)N--- NG (x).

Esto es, los polinomios minimos que acabamos de escribir son las funciones caracteristicas
de los elementos del espacio E. Esta correspondencia entre funciones polinomiales y los
conjuntos de los cudles ellas son funciones caracteristicas es como sabemos un isomorfismo.
De esto resulta que P4 tiene 2" atomos y coincide con la familia de todas las partes del
conjunto E. Esto muestra que el dlgebra de Boole libre £/ = es un algebra de Boole con
2" 4tomos y por lo tanto su nimero de elementos es 22°. Como consecuencia resulta en
particular que un algebra de Boole con tres atomos no es libre.

Consideremos ahora el caso que I es numerable: |I| = xq, es decir g1, 92,...,gn,... son
una infinidad numerable de generadores. Sabemos que L/ = = Pa.

Sea Ef =[] A;, donde A; = A = {0, 1}, para i € N. A cada férmula

=1
p(917927"'7gn7---) €£

le corresponde una funcién polinomial

pA(glag27"'7gn7"') S PA

en la forma definida anteriormente.

En particular a la férmula g; le corresponde la funcién polinomial (g;)a(x) = z; € A. Esta
funcién polinomial toma solamente valores 0, 1, por lo tanto es la funcion caracteristica
de un cierto conjunto G; C F; G; es naturalmente el conjunto de todos los elementos cuya
coordenada de indice i es igual a 1. En forma andloga a la férmula —g; le corresponde
la funcién polinomial definida como (—g;)a(z) = —x; € A, de este modo la funcién
polinomial (—g;)4 es la funcién caracteristica del conjunto CG; de todos los elementos
x € F tales que su coordenada de indice 7 es igual a 0.
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De una manera general cada funcion polinomial es la funcién caracteristica de una cierta
parte de E. Como esta correspondencia entre partes de un conjunto y sus funciones ca-
racteristicas es un isomorfismo y como los g;, generan el dlgebra P4, es evidente que
los G; generan un algebra A isomorfa a P4. Por lo tanto el algebra libre £/ =, = Pa
es isomorfa al algebra A de todos los conjuntos simultaneamente abiertos y cerrados del
espacio compacto totalmente disconexo F y entonces L/ =, s isomorfa a la familia de
todos los conjuntos simultaneamente abiertos y cerrados del triddico de Cantor.
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