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1. Generadores de reticulados distributivos finitos

1.1. Introduccién

Vamos a comenzar por recordar algunos resultados conocidos [4], que nos seran nece-
sarios y por fijar notaciones.

Si X e Y son conjuntos ordenados isomorfos notaremos X = Y, y si X es finito con
n elementos notaremos N[X| = n.

Sea (R, A, V) un reticulado distributivo. Como es habitual diremos que R es un reticulado
distributivo. Si G es un subconjunto no vacio de R, notaremos con i(G) el conjunto de
todos los elementos de R que son infimo de un nimero finito de elementos de GG y con
s(G) el conjunto de todos los elementos de R que son supremo de un nimero finito de
elementos de GG. Si R tiene primer (0) y tltimo (1) elemento entonces el infimo de una
familia vacia de elementos de GG es 1 y el supremo de una familia vacia de elementos de
G es 0.

A todo subconjunto S de R que verifica: “Si x,y € S entonces v ANy,xzVy € S” se
denomina subreticulado de R. Si G C R notaremos con SR(G) al subreticulado de R
generado por G. Es bien conocido que SR(G) = i(s(G)) = s(i(G)). Por ejemplo si R es
el reticulado indicado en la Figura 1.1, y G = {d, e} entonces SR(G) = {b,d, e, g}, y si
G ={f, g} entonces SR(G) ={d, f,g,1}.

“Trabajo presentado en 1968 al Simposio Panamericano de Mateméatica Aplicada, Buenos Aires, Ar-
gentina, [5]
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Diremos que G C R es un conjunto de generadores de R si SR(G) = R. En el ejemplo
precedente G = {c¢,d, e} es un conjunto de generadores de R.

Sea R es un reticulado distributivo, G un subconjunto de R tal que SR(G) = Ry
cualquiera que sea el subconjunto propio G’ de G, esto es G' C G, entonces SR(G’) es un
subreticulado propio de R, ( SR(G’) C R). En este caso diremos que G es un conjunto
minimal de generadores de R.

Sea R un reticulado distributivo finito, no trivial, luego tiene primer (0) y tltimo (1)
elemento. Un elemento p € R se dice primo si p # 0 y si p = a Vb donde a,b € R entonces
p=a6p="> loque es equivalente a decir que p # 0y si p < a Vb donde a,b € R
entonces p < a 6 p < b. Sea Il = II(R) el conjunto de todos los elementos primos de R.
Es claro que II(R) es un conjunto ordenado con la relacién de orden “ <”inducida por A
(6 por V).

Si R es un reticulado distributivo, no trivial, es bien conocido que SR(II(R)) = R.

Si R es finito entonces II(R) es un conjunto ordenado finito. Es bien conocido que si I1
es un conjunto ordenado finito, entonces existe un reticulado distributivo finito R tal que
II(R) < 1I.

Sea IIy = Ily(R) un subconjunto no vacio de II(R), luego IIy tambien es un conjunto
ordenado. Si r € R notaremos II(r) ={p € ll:p <r} yI(r) = {p €y : p <1}, luego
Ho(’f’) = H(’f’) N H(].

Sobre R definamos la siguiente relacién binaria: Si a,b € R notaremos a = b (méd. Il)
6 a = bsiy sélosi ly(a) = [Iy(b). Se prueba sin dificultad que = es una relacién de
congruencia. Notaremos con C'(a) = {x € R : x = a (mdd. I} la clase de equivalencia,
modulo Iy, que contiene al elemento a. Sea R’ = R/IIj el reticulado cociente donde las
operaciones estan definidas por C(a) A C(b) = C(aAb) y C(a) vV C(b) = C(a Vb). La
transformacion h : R — R’ definida por h(a) = C'(a) es un epimorfismo de reticulados,
denominado epimorfismo natural. Observemos que C'(0) es el primer elemento de R’ y
C(1) el dltimo elemento de R'.



Ejemplo 1.1 Sea R el reticulado indicado en la siguiente figura:

Ay
AL
A

luego 11 = TI(R) = {a,b,d}. Si Iy = {a,d} entonces Iy(0) = O = y(b), Iy(a) =
{a} = HO(C)7 Ho(l) = {a>d}7 y por lo tanto C(O) = {O,b},C’(a) = {a,c},C’(d) = {d}>
C(1) = {1}. Luego R/1ly tiene el diagrama indicado en la Figura 1.3 y si lly = {a}
entonces R/l tiene el diagrama indicado en la Figura 1./
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N

C(b) C(1)
o C(0) I

C(0)
Figura 1.3 Figura 1.4

Observacion 1.1 Si R y R’ son reticulados distributivos finitos, h : R — R’ un epimor-
fismo y p € II(R) entonces h(p) no necesariamente es un elemento de II(R'). Ademds
puede que no exista ningun epimorfismo de orden de II(R) en II(R'). En efecto conside-
remos los reticulados R y R' indicados en la siguiente figura:
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Figura 1.5

entonces definiendo h : R — R' por h(0) = 0/, h(a) = a’,h(b) = V', h(c) = 0/, h(1) = 1
se wverifica sin dificultad que h es un epimorfismo de R en R'. Ademds ¢ € TI(R) y
h(c) =0 ¢ II(R'). Es claro que II(R) y II(R') son conjuntos ordenados no isomorfos.



Teorema 1.1 Si Ily es un subconjunto no vacio de R, R' = R/Ily, II' = TI(R') es el
conjunto ordenado de los elementos primos de R', y h es el epimorfismo natural de R — R’
definido anteriormente, entonces la funcion h restringida a 11y establece un isomorfismo
de orden entre los conjuntos 11y y I1', esto es II(R/I1y) = 1.

Demostracion.

1)

2)

Si p € Il entonces h(p) = C(p) € IT".

la) C(p) # C(0) cualquiera que sea p € Ilj.
Como p € Il entonces p # 0y p € C(p),. Si p € C(0) entonces Iy(p) =
I15(0) = @, absurdo. Luego C(p) # C(0).

1b) Sip e Ilpy C(p) = C(a)vC(b) = C(aVd) entonces C(p) = C(a) 6 C(p) = C(b).
De C(p) = C(a V b) resulta que p = a V b esto es [Iy(p) = Ilg(a V b), y como
p € Il entonces p € Ily(p) y por lo tanto p € [Iy(aVb), esto es p < aVby como
p es un elemento primo de R te nemos que p < a 6 p < b. Si p < a entonces
IIy(p) C Ilp(a) y como siempre se verifica I1g(a) C y(a V b) = I1y(p) tenemos
C(p) = C(a). En forma andloga si p < b se deduce que C(p) = C(b).

La restriccién de h al conjunto IIp, es una funcién suryectiva de I en IT'.

En efectosi p’ € II', como h es una suryeccién existe y € R tal que h(y) = C(y) = p'.

Sea X = {x € R: h(z) = p'}. Es claro que el conjunto X verifica “ Si z,y € X

entonces Ay € X7. Sea X = {x1,22,...,2,} ¥ po = A x;, luego pop € X. Va-
=1

1=

mos a demostrar que py € II. Si pg = 0 entonces p’ = h(p) = h(0) = 0/, absurdo.
Supongamos que py = a V b, entonces p’ = h(py) = C(py) = C(a) V C(b) y como
p' = C(po) € II" entonces p’ = C(p) = C(a) = h(a) 6 p' = C(p) = C(b) = h(b),
luegoa € X 6 b e X. Sia e X entonces pg < aydea <aVb=psededuce
po = a. Del mismo modo si b € X se concluye que py = b. Luego py € II.

Vamos a demostrar mas precisamente que pg € Ilp.

Sea Iy(po) = {q € Ty : ¢ < po}. Si Iy(po) = O entonces py = 0 (mé6d. Ily) y en con-
secuencia h(py) = h(0) = C(0) = 0/, contradiccién, luego Ily(po) = {q1,q2,---,qs}-

Sea x = \/ ¢;. Es claro que z = py (mdd. Iy), luego x € X, de donde resulta por la
i=1

definicién de py que po < z = \/ ¢, y como py es primo existe un indice i, 1 <i < s
i=1
tal qu e pp < ¢;. Ademas como ¢; < py tenemos finalmente que py = ¢; € Ilj.

Si p1, p2 € Il son tales que p; < po entonces h(py) < h(p2).
En efecto de p; < py resulta que p; = p1 A pa, luego C(p1) = C(p1) AC(p2) v en
consecuencia h(p;) = C(p1) < C(p2) = h(pz).

Si p1, p2 € Il son tales que h(p;) = h(pz) entonces p; = ps.
Como h(py) = h(ps) esto es C(py) = C(p»), entonces p; = ps (méd. Ilp), esto es



Ho(p1) = Ho(p2) de donde resulta que p; < py y p2 < p1, luego p1 = ps.

Lema 1.1 Sean R, R' reticulados distributivos, h : R — R’ un homomorfismo. Si G C R
es tal que SR(G) = R entonces SR(h(G)) = h(R), (esto es si G genera R, entonces h(G)
genera al reticulado h(R).) Si N[G] = n y h es suryectivo entonces R' = SR(h(G)) y
N[h(G)] < n.

Teorema 1.2 Si R y R’ son reticulados distributivos finitos, no triviales, tales los con-
juntos ordenados I1 y II' de sus elementos primos son isomorfos entonces R y R son
reticulados isomorfos.

Teorema 1.3 Si R y R’ son reticulados distributivos finitos, no triviales, I1 y II' los con-
juntos ordenados de sus elementos primos, y o : R — R’ un epimorfimo de reticulados,
entonces existe un isomorfismo de orden 3 : II' — 11, esto es el conjunto ordenado II' iso-
morfo al subconjunto B(I1') del conjunto ordenado I1. Ademds R’ es isomorfo al reticulado

R/F(IT).

Demostracién. Dado (1) p € I, como « es una funcién suryectiva X = a~!(p) # 0.
Seap= /\ z luego a(p) = p'. Pongamos por definicién 5(p') = p. Veamos que p € II. En

zeX
efecto si p = 0 entonces a(p) = 0’ lo que contradice (1). Supongamos que (2) p =a Vb
entonces p' = a(p) = afa) V a(b) y como p’' es un elemento primo de R’ resulta que

(3) p = ala) 6 (4) p' = a(b). Si ocurre (3) entonces a € X y por lo tanto p < a. De (3)
resulta a < p, y por lo tanto p = a. Andlogamente si ocurre (4) se demuestra que p = b.
Sean p', ¢' € IT" tales que p’ < ¢'y 3(p') = p, B(¢') = ¢, entonces a(pAq) = a(p) Aa(q) =
P Aqg =p luego pAq € at(p)) =X ypor lo tanto p < p A q. Luego como p A q < ¢
tenemos p < q esto es B(p') < B(¢').

Si B(p') = (') esto es p = q entonces a(p) = a(q) y por lo tanto p' = ¢'.

Por el Teorema 1.1 sabemos que II(R/G(I")) = G(II') y como II" = (II') tenemos que
II(R/G(IT")) = II" = II(R'), luego por el Teorema 1.2 resulta que R(G(II")) y R’ son
reticulados isomorfos. O

Definicién 1.1 Un subconjunto G de un reticulado distributivo L se dice un conjunto
de generadores libres de L si:

L1) SR(G) =L, (esto es G es un conjunto de generadores de L.)

L2) Dada una funcién f de G en un reticulado distributivo arbitrario R, existe un ho-
momorfismo hy : L — R que extiende a f, esto es f(g) = hs(g), ¥V g € G.

En este caso se suele decir que L es un reticulado distributivo libre o que L es un reticulado
distributivo con un conjunto G de generadores libres.



Teorema 1.4 Para toda “ dlgebra”definida por iqualdades existe siempre el “dlgebra”libre
con un conjunto de generadores de cardinal prefijado. [1]

Sea B = {0,1} un &lgebra de Boole con 2 elementos y B" el producto cartesiano de n
algebras de Boole iguales a B. El ultimo elemento de B™ es la n-upla cuyas componentes
son todas iguales a 1, esto es 1 = (1, 1,...,1) es el ultimo elemento de B". Andlogamente
0 = (0,0,...,0) es el primer elemento de B". Sea F'D(n) el reticulado distributivo con
n generadores libres, es bien conocido que II(F'D(n)) es isomorfo al conjunto ordenado

Q(n) =B"—{0,1}.

Lema 1.2 Si R es un reticulado distributivo, y G C R wverifica N[G] =n y SR(G) = R
entonces el conjunto ordenado II(R) es isomorfo a un subconjunto del conjunto ordenado
II(FD(n)).

Demostracién. Sea G’ un conjunto de generadores libres de F'D(n) como N[G'] = n
entonces existe una biyeccién f : G — G C R, luego f se puede extender a un tnico
homomorfismo h : FFD(n) — R. Entonces por el Lema 1.1, h(F'D(n)) = SR(SR(G")) =
SR(h(G')) = SR(G) = R y en consecuencia por el Teorema 1.3, TI(R) es isomorfo a un
subconjunto de II(FD(n)). O

Teorema 1.5 Sea R un reticulado distributivo finito y 11 = TI(R). Si el conjunto
ordenado Il es isomorfo a una parte Iy de II(FD(n)) entonces R tiene un conjunto
de generadores con n elementos.

Demostracién. Consideremos en F'D(n) la congruencia médulo 11,. Por el Teorema 1.1
el conjunto ordenado II(F'D(n)/Ily) es isomorfo a Ily y como por hipétesis 1y y 1T son
conjuntos ordenados finitos isomorfos entonces lo s conjuntos ordenados II(F D(n)/Ily) y 11
son isomorfos, luego por el Teorema 1.2 F'D(n)/Ily es un reticulado distributivo isomorfo
a R. F'D(n) entonces R es una imagen homomorfica de F'D(n). Sea o : FD(n) — R
un isomorfismo y G un conjunto de generadores libres de F'D(n) luego por el Lema 1.1
G' = a(G) C R verifica SR(G') = Ry como « es biyectiva N[G'] = N[a(G)] = n. O

Corolario 1.1 Si R es un reticulado distributivo finito, Il = II(R) y n el menor entero
positivo tal que el conjunto ordenado 11 es isomorfo a una parte Iy de II(F D(n)) entonces
n es el numero minimal de generadores de R.

Demostracion. Por el Teorema 1.5 sabemos que R tiene un conjunto de generadores
con n elementos. Si G C R verifica SR(G") = R, donde m < n, entonces por el Lema 1.2,
IT es isomorfo a un subconjunto de II(F D(m)) con m < n, lo que contradice la hip6tesis
sobre n. O

Vamos a indicar una construccién de un conjunto minimal de generadores de un reticulado
distributivo finito R, no trivial.

Sea II = II(R) el conjunto ordenado de los elementos primos de R y m = N[R], co-
mo SR(R) = R, sabemos por el Lema 1.2 que II(R) es isomorfo a un subconjunto de
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II(FD(m)). Sea n el menor entero positivo para el cual II es isomorfo a un subcon-
junto de II(FD(n)), a un isomorfismo de orden entre Il y IIy C II(FD(n)) y M(n) =
{mi, ma, ..., my} el conjunto de los elementos maximales del conjunto ordenado II(F D(n)).
En este caso es bien conocido que SR(M(n)) = FD(n). Sean:

P={pelly:p<m}, i=12...,n
I ={pell:alp)ePr}, i=12,....,n
y
9i=\V{p:pell}, i=1,2...,n
Observemos que si P; = () entonces II; = () y por lo tanto g; = 0.
Probemos que G = {g1,92,...,9n} es un conjunto de generadores de R. En efecto sea

f:M(n) — Rdefinida por f(m;) =g¢;, i =1,2,...,n. Luego f se puede extender a un ho-
momorfismo h : F'D(n) — R. Por el Lema 1.1 sabemos que h(FD(n)) = h(SR(M(n))) =
SR(h(M(n))) = SR(G) y como IIy C FD(n) resulta que II = h(Ily) C A(F D(n)), luego
R = SR(IT) C h(FD(n)), esto es SR(G) = R.

Acabamos asi de probar que el conjunto GG indicado en la construciéon anterior genera
R, y por el Teorema 1.5, este conjunto es un conjunto minimal de generadores de R.
Ademads por el Corolario 1.1 sabemos que n es el menor nimero de generadores de R,
luego cualquier conjunto minimal de generadores de R tiene n elementos.

Finalmente observemos que para cada representacion isomérfica de II en II(F D(n)) tene-
mos una solucion al problema planteado.

Vamos a indicar algunos ejemplos y para ello comenzaremos por recordar que el conjunto
ordenado Q(3) de los elementos primos de F'D(3) tiene el siguiente diagrama:

R

Figura 1.6

Ejemplos 1.1 1) Sea R el reticulado indicado en el siguiente diagrama:

R C O/ZO\O ) T(R) ]
A .
N7

Figura 1.7
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2)

3)

Podemos sumergir II(R) = {a,b,d} en Q(3) del siguiente modo: a(a) = q1, a(b) =
@2, a(d) = m3. Luego Pi = {q1,q2}, Po = {q1}, Ps = {q2,m3} y por lo tanto
g1 =aVb=c, go=a, gg=0bVd=d. En consecuencia G = {a,c,d} es un conjunto
minimal de generadores de R.

Si sumergimos II(R) en Q(3) del siguiente modo: 3(a) = my, 5(b) = g3, B(d) = ms,
entonces P, = {my}, P» = {q3}, Ps = {q3,m3} y por lo tanto g1 = a, g = b,
g3 = d. En consecuencia G = {a,b,d} = II(R) es un conjunto minimal de genera-
dores de R.

Sea R el reticulado indicado en el siguiente diagrama:
R A b O\ /O c
O
a

i ' [I(R)

Figura 1.8

Podemos sumergir II(R) = {a,b,c} en Q(3) del siguiente modo: a(a) = g2, a(b) =
mi, alc) = mg. Luego P, = {q}, P, = 0, Py = {q2,m3s} y por lo tanto
g1 =a, go =0, gg =aVc=c. En consecuencia G = {0,a,c} es un conjunto
minimal de generadores de R.

Sea R el reticulado distributivo indicado en el siguiente diagrama:

SO\
%

RN

)
O
O
S

Lo
e

[I(R)

A s

S
N
N

O
S

Figura 1.9
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ms,

ma, ale)

d, y por lo tanto G

mi, a(g)

{a,c,g,b,e} puede sumergirse en Q(3) d

dVvb
generadores de R. En este caso existe una sola forma de

s, a(c)
€, g3

El conjunto 11
qi, Oé(b)

eVaVbd
El reticulado C' considerado por C. Cardot ([2], Fig. 9) tiene el diagrama indicado en la

Figura 1.10 (ver también [3], pdg. 246):

Figura 1.10
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El conjunto II(C') de los elementos primos del reticulado C' tiene 14 elementos, y su
diagrama es el siguiente:

o) i

P11 O O Ds

P14 QDs
P13 §\O PioOPy OP4
D12 O P3
%O QD2

OoPp1

Figura 1.12

Nota del redactor En el resimen de este trabajo, A. Monteiro dice que el nimero
minimo de generadores de C' es 8. No hemos podido encontrar notas del autor donde indica
sus calculos. El niimero 8 es seguramente un error de tipeado pués si A es un conjunto con
8 elementos, X = P(A)—{0, A} es un conjunto ordenado isomorfo a Q(8). Si II(C') pudiera
sumergirse en X, entonces existiria un isomorfismo de orden de II(C') en X y entonces la
cadena {p1, p2, p3, P14, Ps, P, P7} se tranformaria en una cadena { Ay, Ay, A3, Ay, As, Ag, A7}
de X y por lo tanto debe ser N[A4;] =1, 1 <i < 7.Sea A3 = {a,b, c}, luego como Ay C A;
tendremos Ay = {a, b}, Ay = {a,c} 6 Ay = {b,c}. Supongamos que (1) Ay = {a, b} luego
Ay = {a} 6 Ay = {b}. Consideremos el caso en que (2) A; = {a}. Como Ag C Aj;
entonces por la hipdtesis (1) tenemos Ag = {a,c}, As = {b,c}, As = {a}, As = {b}
6 Ag = {c}. Pero si Ag = {a} tendriamos Ag = Ay, contradiccién. Si Ag = {b} entonces
Ag C Ay, contradiccién. Si Ag = {a,c} como Ag C Ag y Ay C Ag tendriamos {a,b,c} C
AgUAy C Ag y por lotanto Az C Ag, absurdo. Andlogamente si Ag = {b, ¢} llegamos a una
contradiccién, luego la unica posibilidad es que Ag = {c}, luego {a,b,c} C AgU Ay C Ay
y por lo tanto A3 C Ay, absurdo. Analizando todos los otros casos tambien llegamos a
contradicciones. Por lo tanto II(C') no puede sumergirse en Q(8).

Sea A = {a; : 1 < i <9}y P(A) la familia de todos los subconjuntos de A, es bien
conocido que X = P(A) — {0, A} es un conjunto ordenado isomorfo a Q(9). Ademas los
elementos maximales de X son M; = A — {a;} parai=1,2,...,9.
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Sean:

A = {al}, Ag = {a1>a2}7
Az = {ay, az, a3, a4}, Ay ={a1, a2, a3, as, as},
A5 = {al, a9, as, a4, as, aﬁ}, AG = {ala a2, a3, G4, a5, A6, a7}>

A7 = {a1>a2>a37a4>a5>a67a7>a9}> A8 = {a3}>

Ag = {01702703707}, A = {as,as,as},
A = {al,ag,ag,a4,a5,a7,a8}, A = {as,aﬁ,as},
Az = {017 G2, a3, Gg, 08}, Ay = {ab a2, a3, e, Ay, ag}-

Entonces el conjunto {A4; : 1 < i < 14} ordenado por la relacién C tiene el siguiente
diagrama de Hasse:

OA7
A0 0Ag
Ay 0As
Ajs §\0A10 TAg ©Ay
A1z ) Az
\A\go 0 A,
0A;

Figura 1.13

Entonces II(C') se puede sumergir en X del siguiente modo a(p;) = A;, 1 < i < 14.
Luego:

Py = {As, Avo, A2},

P, ={Ay, Ag, Ay, A12},

Py ={A, As},

Py ={Ay, Ag, Ag, Ayp, Ao, A3, A1},

Py ={Ay, Ay, A3, Ag, Ao},

Ps = {Ay, Ay, A3, Ay, Asg, Ag, Ay, A1},

P, ={Ay, Ay, A3, Ay, As, As, Avo, A12, A1z, A4},

12



P8 = {A1> A2> A3> A4> A5> A6> A7> A87 A9}7
Py = {Aq, Ay, As, Ay, A5, As, As, Avo, A1, Ara, Arsg}.

y por lo tanto determinamos el siguiente conjunto de generadores de R:

g1 =psg V pio V pi2 = pio V P2,

g2 =p1VpsVpioVpi2=pVpsVa,

93 = p1 V P2 = D2,

9a =p1Vp2VpsVpioVpi2VpisVpia=Dp2VpioV pua,

gs =p1Vp2VpsVpsVpg=p3Vpo,

96 =p1Vp2Vp3VpsVpsVpyVpioVpu = pi,

g1 =p1Vp2Vp3VpsVpsVpgVpioVpi2VpizVpuu =psVpo VP,

g8 =p1Vp2Vp3VpsVpsVpsVprVpsVp=pr,

9o =p1Vp2Vp3VpsVpsVpsVpsVpoVpiVpizVpis=psVpu Vs,

Los 9 generadores determinados precedentemente estan indicados, por circulos negros, en
la Figura 1.14.
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2. Generadores de algebras de Boole finitas

2.1. Introduccion

Sea (B, A\,V,—,0,1) un algebra de Boole, si X C B notaremos —X = {—x :x € X}.
Si B es un élgebra de Boole finita con mas de un elemento representaremos con A(B) el
conjunto de todos los atomos de B.
Con SB(X) representaremos la subalgebra booleana de B generada por X.Si SB(X) = B
diremos que X es un conjunto de generadores de B. Es bien conocido que SB(0)) = {0, 1},
y que si B tiene un solo elemento entonces SB({)) = {0}. Luego si B tiene mas de dos
elementos entonces todo conjunto de generadores de B es no vacio.
Es claro que si X C B entonces SB(X) = SB(—X). Si By B’ son algebras de Boole y
h : B — B’ es un homomorfismo de B en B’, entonces Nuc (h) = {z € B : h(z) = 1} es
un filtro de B y si h(B) = B’ entonces el dlgebra cociente B/Nuc (h) es isomorfa a B’.
Siz € Bentonces [2) ={r € B:z<z}esunfiltrode By (z] ={xr € B:x <z} esun
ideal de B.
Si p,u € B son tales que p < ¢, sea [p,u] = {x € B : p <z < u}. Es bien conocido que
[p, u] es un reticulado distributivo con primer elemento p y ultimo elemento u. Si s € [p, u]
definiendo s’ = pV (—s A u), s e demuestra que s es el complemento booleano de s en
[p,u] y por lo tanto [p,u] es un algebra de Boole. Si p = 0 entonces S = [0,u] = (u] es

un dlgebra de Boole donde el complemento de s € S es 8 = —s Au 'y si u = 1 ento nces
S =[p,1] = [p) es un élgebra de Boole donde el complementode s € S es s’ =pV —s.
Lema 2.1 Si B es un dlgebra de Boole y u € B entonces B' = A/[u) es isomorfa al

algebra de Boole A” = (u].

Es bien conocido que todas las imagenes homomoérficas de un algebra de Boole B estan
determinadas, a menos de isomorfismos, por los filtros de B.

Lema 2.2 Sean A, A’ dlgebras de Boole, h : A — A" un homomorfismo de A en A'. Si
G C A es tal que SB(G) = A entonces SB(h(G)) = h(A). (esto es si G genera A entonces
h(G) genera al dlgebra de Boole h(A).)

Definicién 2.1 Un subconjunto G de un dlgebra de Boole A se dice un conjunto de
generadores libres de L si:

L1) SB(G) =L, (esto es G es un conjunto de generadores de L.)

L2) Dada una funcion f de G en un dlgebra de Boole arbitraria A, existe un homomor-
fismo hy : L — A que extiende a f, esto es f(g) = hy(g), Vg €G.

En este caso se suele decir que L es un algebra de Boole libre o que L es un algebra de
Boole con un conjunto G de generadores libres.
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2.2. Conjuntos minimales de generadores
Si B es un algebra de Boole, es importante determinar subconjuntos G' de B tales que:
1) SB(G) = B.

2) Si G’ es un subconjunto propio de G, esto es G' C G, entonces SB(G') es una
subdlgebra propia de B, esto es SB(G') C B.

Un tal subconjunto G se denomina un conjunto minimal de generadores del dlgebra de
Boole B.

Notaremos con By un algebra de Boole finita con k atomos.

Observemos en primer lugar que en un &lgebra de Boole finita B existe por lo menos
un conjunto minimal de generadores de B. En efecto, sea G(B) la familia de todos los
conjuntos de generadores de B, como B es un conjunto (maximal) de generadores de B,
entonces G(B) # (), por lo tanto el par (G(B),C) es un conjunto ordenado finito, y los
elementos minimales de este conjunto ordenado son conjuntos minimales de generadores
de B. Observemos ain que G(B) es un reticulado superior con iltimo elemento B, dado
que SB(B)=Bysi X,Y € G(B) entonces X UY € G(B).

Sea B un algebra de Boole con mas de un elemento. Observemos que si G es un conjunto
minimal de generadores de B entonces —g ¢ G cualquiera que sea g € G. En efecto si
existiera gy € G tal que (1) —go € G entonces (2) Go = G \ {90} C G. Ademas (3)
G C SB(Gy), en efectosi g € Gy g # go tenemos que g € Gy € SB(Gy) y si g = go
entonces por (1) —gy € G, luego como B tiene mas de un elemento —gy # g, y por lo
tanto —gy € Gy C SB(Gy), lo que prueba (3). De (2) y (3) resulta B = SB(G) C SB(Gy)
esto es SB(Gy) = B. Luego Gy seria un conjunto de generadores de B tal que Gy C G,
lo que contradice que G es un conjunto minimo de generadores.

Como SB(G) = SB(—G), si G es un conjunto minimal de generadores de B entonces —G
tambien es un subconjunto minimal de generadores de B y por lo visto precedentemente
G # —@. Esto prueba que si existe un subconjunto minimal, no vacio, de generadores de
B, entonces existe mas de un conjunto en estas condiciones.

En forma natural se plantea el siguiente problema:

. dos conjuntos minimales de generadores de un algebra de Boole finita, tienen el mismo
numero de elementos? La respuesta al mismo es negativa. Pero antes observemos lo sigui-
ente: si consideramos el algebra de Boole Bs; cuyo diagrama indicamos en la Figura 2.1
entonces G(By) tiene el diagrama indicado en la Figura 2.2, lo que muestra que todos los
elementos minimales de G(By) tienen todos 1 elemento.
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g 0
Fig. 2.1
B,
)
{0,a,1} @ 0 {0,b,1}
{0,a} @ {a,1} © Qg {0,b} o {b 1}

\ {a,b}

{a}o c{b}

Figura 2.2

donde X = {0,a,b} e Y = {a,b,1}.
Consideremos ahora el algebra de Boole Bs cuyo diagrama se indica en la Figura 2.3.

b /I\i\ d
I
NI

0

Figura 2.3

Entonces es facil ver que los conjuntos minimales de generadores de B; son G; = {ay, b},
G2 = {a1>c}> G3 = {a2>b}> G4 = {a2>d}> G5 = {ag,C}, GG = {a3>d}> G7 = {a1>a3}>
Gs ={a1, a2}, Gy = {az, a3}, Gio = {b.d}, G = {c,d}, G2 = {b, c}.

Consideremos el algebra de Boole B4 cuyo diagrama de Hasse se indica a continuacion:
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Figura 2.4

En este caso el conjunto G = {ay, b, h} genera B, y cualquier subconjunto propio de G no
genera a By, por lo tanto G es un conjunto minimal de generadores de By. Por otro lado
es bien conocido que By es un algebra de Boole con dos generadores libres: por ejemplo
{e, f} es un conjunto de generadores libres de By. Tenemos asi dos conjuntos minimales
de generadores que no tienen el mismo nimero de elementos.

El ejemplo precedente nos sugiere el siguiente problema: Dada un algebra de Boole finita,
determinar un conjunto de generadores de B, con un nimero minimo de elementos.

Lema 2.3 El dlgebra de Boole FB(n) con n generadores libres, n € N no puede ser
generada por un conjunto de m elementos, donde m < n.

Demostracién. Sea X = {by,bs,...,b,} € FB(n), donde m < n, un conjunto tal que
SB(X)=FBn)y G=A{91,92,--,9m, Gm+1, - - -, gn} un conjunto de generadores libres
de F'B(n).

Consideremos la funcién f : G — FB(n) definida por:

(1) flg)=bi, 1<i<m
y
(2) f(g) =bm, m+1<i<n

Entonces como F'B(n) es un algebra de Boole libre, f se puede extender a un homo-
morfismo H de F'B(n) en FB(n). Observemos que H es suryectiva pues H(FB(n)) =
SB(H(G)) = SB(X) = FB(n). Es claro que H no es inyectiva, luego Nuc (H) # {1}.
Como Nuc (H) es un filtro principal entonces Nuc (H) = [f) con f € FB(n), f # 1.
Sea ¢ : FB(n) — FB(n)/[f) el epimorfismo natural, luego Nuc (¢) = [f) y como
H : FB(n) — FB(n) es un epimorfismo y [f) es su nicleo entonces F'B(n) es isomorfa a
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FB(n)/[f). Por el Lema 2.1 sabemos que F'B(n)/[f) es isomorfa al algebra de Boole (f].
Como f # 1, entonces el nimero de atomos del dlgebra de Boole (f] es menor que 2", lo
que es una contradiccién. O

Teorema 2.1 Dada un dlgebra de Boole By, sea n el menor entero tal que k < 2", esto
es 2"t < k < 2", Entonces n es el menor cardinal de un conjunto de generadores de Bj,.

Demostracion. Vamos a probar en primer lugar que B no puede tener un conjunto de
generadores G tal que N|[G] < n.

Si k = 2" entonces By es un algebra de Boole con n generadores libres y vimos en el
Lema 2.3 que esta algebra no puede tener un conjunto de generadores con menos de n
elementos.

Supongamos ahora que k # 2" esto es 2" < k < 2" y que B; tiene un conjunto de
generadores G tal que N[G| = m < n. Luego By es una imagen homomorfica del algebra
de Boole F'B(m) con m generadores libres. Como F'B(m) tiene 2™ atomos entonces el
numero k de atomos de By es tal que £ < 2™ lo que contradice la hipdtesis sobre n de
que m < n.

Vamos a demostar que By tiene un conjunto G de generadores tal que N[G]| = n.

Para ello vamos a comenzar por recordar una forma de construir F'B(n) que indicaramos
en nuestros cursos [4]. Sea B = {0, 1} un algebra de Boole con dos elementos, y considere-
mos el producto cartesiano C(n) de n dlgebras de Boole B, luego los elementos x € C(n)
son de la forma x = (21,2, ...,%,) donde z; € B parai=1,2,... n.

Sabemos que la familia de todas las partes de C(n),esto es P(C(n)) es un élgebra de
Boole, que tiene 2" dtomos y por lo tanto ella es isomorfa al algebra de Boole F'B(n).
Ademsés si para cada i = 1,2,...,n, consideramos el conjunto

G, ={x=(x1,29,...,2,) € C(n) : z; =1}

entonces G; € P(C(n)), 1 <i<n son los generadores libres de P(C(n)) = F B(n).
Observemos que los atomos del é&lgebra de Boole C(n) son los elementos
a, = (z1,%2,...,2,) donde z; = 1y x; = 0 para j # i, 1 < i < n. Luego A(C(n)) =
{aj,as,...,a,}, y por lo tanto:

(1) a, €Gi y (2) a ¢ Gy, para j#i, 1 <j<n.

Sea K un subconjunto de C(n) con k elementos tal que (3) A(C(n)) C K. Observemos

que un tal conjunto puede elegirse de (2,:__:) formas diferentes.

Consideremos los siguientes subconjuntos de C(n): K; = KNG;, 1 <i<n.Por (1) y
(3) a; € K;, y por (2) a; ¢ K para j # i, 1 < j <mn, en consecuencia estos conjuntos son
diferentes dos a dos y por lo tanto tenemos asi n conjuntos.

Sabemos que P(K) es un algebra de Boole isomorfa a Bj. Vamos a demostrar que G’ =
{K1,Kos,...,K,} es un conjunto de generadores de P(K).

En efecto si k € K C C(n) entonces {k} € P(C(n)) y por lo tanto:

(k}=GInG;N...NG*
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donde G} = G; 6 G} =C Gy, luego
{k} ={k}nK=(GInK)Nn(GsNK)N...Nn(G; NK).
Poniendo K} = G} N K, tenemos:
{k}=KinK;n...nK},

Si G = G; entonces G;NK =G, NK =K, ysi Gf =C G entonces G;NK =C G,NK =
K-G; = K—(KNG;) = K—K,;. Por lo tanto G; NK es el complemento de K; en K.lo que

significa que todo dtomo de P(K) es interseccién de los elementos K y en consecuencia
el conjunto G’ = {K;, Ko, ..., K, } genera P(K). O

Ejemplo 2.1 Vamos a construir un conjunto minimal de generadores del dlgebra de Boole
Bs. Es claro que 3 es el menor niumero n tal que 5 < 2". Los datomos de C(3) son
a; = (1,0,0), ap = (0,1,0), ag = (0,0, 1). Elijamos dos elementos arbitrarios de C(3),
por ejemplo ay = (0,0,0) y a5 = (1,1,1). Entonces K = {ay,as,a3,a4,a5} C C(3), y
K1 =Kn Gl = {al,a5}, Kg =Kn Gg = {ag,a5}, K3 =Kn Gg = {ag,a5} es un
conjunto minimal de generadores de P(K) y como P(K) = Bs, obtenemos un conjunto
minimal de generadores de Bs.
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