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1 Introduction

Définition 1.1 Soit (A, —, 1) un systéme formé par un ensemble non vide A, une opération
binaire — définie sur A et un élément 1 € A, qui vérifie les axiomes suivants:

Hi) a — (b—a)=1.

H2) (a— (b—1¢) — ((a—>b) — (a—c)) =1.

H3) a—1=1.

Hj) St a—b=1 et b—a=1 alorsa=02.

Nous dirons alors que A est une algébre de Hilbert. [5], [1], [2].

Nous pouvons donc affirmer que A est un modele implicatif au sens de L. Henkin, [3].
Lemme 1.1 Dans une algebre de Hilbert, est valable:

H5) a—a=1

Définition 1.2 Nous écrirons a < b, pour indiquer que a — b=1. [3].

Lemme 1.2 La relation < est une relation d’ordre, et x <1, pour tout v € A. [3].

Nous dirons que < est 'ordre induit par 'opération —, ou plus simplesment que < est
I’ordre induit.

!Une premiere redaction de cettes notes a été faite par L. Monteiro, dans cette Seminaire.



Exemple 1.1 Remarquons que si (A, <) est un ensemble totalement ordonné contenant
un dernier élément 1 et se nous posons :

a—>b:{1 st a<b,
b si a > b.

alors A est une algebre de Hilbert par raport a l'opération binaire — que nous venons de
définir sur A et en outre l'ordre induit coincide avec 'ordre initial ( A. Tarski).

Lemme 1.3 Dans une algebre de Hilbert sont valables:
H6) 1 —a=a.

H7) a— (a—0b)=a—b.

H8) a — b=1 si et seulement sia — (a — b) = 1.

H9) Sib<calorsa—b<a— c.

H10) Sia <balorsb—c<a—c.

Hi1) Sita— (b—¢)=b— (a—c)=(a—0b) — (a— c).

Hi2) a = ((a —b) —b) = 1.

Définition 1.3 Nous dirons qu’un sous-ensemble D d’une algebre de Hilbert A, est un
systeme déductif, si:

D1) 1€ D,
D2) Sia€e D eta—be D alorsb e D, (modus ponens).

Si D # A nous dirons que D est un systéme déductif propre.

Il est claire que D = {1} est un systeme déductif. Toute systeme déductif D d’une
algebre de Hilbert A est une section supérieure de 1’ensemble ordonné (A, <), c’est-a-dire
“SizeDetx<yalorsyeD".

Définition 1.4 Si H est un sous-ensemble d’une algebre de Hilbert A, nous donnerons
le nom de systeme déductif engendré par H a Uintersection D(H) de tous les systémes
déductifs, qui contiennent l’ensemble H.

Si H = {a}, nous notérons D(a) au lieu de D({a}), et si D est un systeme déductif d’une
algebre de Hilbert A, et a € A, alors nous notérons D(D, a) au lieu de D(D U {a}).



Lemme 1.4 1) D(a)={rx € A:a— x=1}.
2) St H=1{a,b}, alors D(H) ={x € A:a — (b —x) = 1}.
3) D(D,a) ={x € A:a— z € D}.
Définition 1.5 Un systeme déductif D d’une algébre de Hilbert A, sera dit:

I) Irréductible, si: 11) D est propre, et 12) Si Dy, Dy sont des systemes déductifs tels
que D = D1 N Dy, alors D = Dy ou D = Ds.

C) Completement irréductible, si: C1) D est propre, et C2) Etant donnée une famille
{D;}icr de systéemes déductifs telles que D = 'ﬂ D;, alors il existe un indice ig € 1

iel
tel que D = D;,.

M) Maximal, si : M1) D est propre et M2) Si C est un systéme déductif tel que D C C
alors C =D ou C' = A.

F) UnFil, si: F1) D est propre et F2) La famille de tous les systemes déductifs propres
qui contiennent D est une chaine .

Il est clair que tout systeme déductif completement irréductible est irréductible, mais dans
certaines algebres de Hilbert il y a des systemes déductifs irréductibles qui ne sont pas
completement irréductibles.

Exemple 1.2 Soit R l’ensemble des nombres réels, et [0,1] = {z € R:0 < x < 1}.
Comme [0, 1] est une chaine avec dernier élément 1, si nous considérons 'opération binaire
— définie comme dans 'exemple 1.1, alors ([0,1], —,1) est une algébre de Hilbert. Soit
a tel que 0 < a < 1, alors l'ensemble [a) = {z € [0,1] : a < x} est un systéme déductif
wrréductible qui n’est pas complétement irréductible, car si 0 < € < a alors:

@)= [o—)

0<e<a

et [a —¢€) # |a), pour tout e, 0<e <a.

Observation 1.1 Remarquons que l'ensemble (0,1] = {xr €e R: 0 <z <1} C [0,1] est
un systéme déductif mazimal, et (0,1] est d’ailleurs le seul systéme déductif mazimal de
[0,1]. Alors il est clair que dans l'algébre de Hilbert ((0, 1], —, 1) il n’existe aucun systéme
déductif maximal.



Lemme 1.5 Soit D un systéeme déductif propre d’une algébre de Hilbert A, h € A — D
(donc h # 1), et C la famille de tous les systémes déductifs C de A qui vérifient:

(1) DCC, (2) h¢C,

c’est-a-dire
C={CeD:DCC, h¢C}.

Alors C est inductive supérieurement.

Les systemes déductifs maximaux de la famille C seront dites des systemes déductifs liés
ah.

Théoreme 1.1 Pour qu’un systeme déductif D soit complétement irréductible il faut et
il suffit que D soit li€é a un élément h, (h ¢ D).

Théoreme 1.2 Tout systeme déductif propre est l'intersection de systémes déductifs complétement
wrréductibles.

Corollaire 1.1 Tout systeme déductif propre est l'intersection de systemes déductifs irréductibles.

Théoreme 1.3 Pour qu’un systeme déductif propre C' soit complétement irréductible, il
faut et il suffit qu’il existe un élément c ¢ C' tel que pour tout a ¢ C' l'on ait a — ¢ € C.

Théoreme 1.4 Si C est un systeme déductif lié a I’élément a — ¢ , alors a € C.

Théoreme 1.5 Pour qu’un systéme déductif propre D soit irréductible, il faut et il suffit
qu’étant donnés deuxr éléments a,b ¢ D il existe un élément ¢ ¢ D tel que
a—c€eD, b—ceD.

Théoreme 1.6 Pour qu’un systeme déductif M soit maximal, il faut et il suffit que:
1) M soit propre, et 2) Sia,b¢& M alorsa —be M. ?

2 Algebres de Hilbert linéaires

Définition 2.1 Une algébre de Hilbert A sera dite un fil ou une chaine si l'ordre induit
est total, c’est-a-dire si (A, <) est une chaine.

Etant donnée une famille non vide {L; : i € I} de chaines (chacune desquelles a un dernier

élément 1;, i € 1), soit L = [ L;, le produit direct ou cartésien des algebres L;, i € I,
iel

alors L est une algebre de Hilbert.

2Les démonstrations de tous les résultats précédants se trouvent dans les notes du cours de A. Monteiro
[5], voir aussi [6].



Définition 2.2 Nous donnerons le nom d’algebre de Hilbert linéaire a toute sous-algebre
de L.

Théoreme 2.1 Si A est une algebre de Hilbert linéaire alors:
(£) ((a—b)—c)=((b—a)—c)—c)=1,
quelques soient a,b,c € A.

Dém. On reconnait facilement que (L) est verifiée dans une chaine, avec un dernier
élément 1, d’ou I'on déduit que (L) est verifiée dans A. O

Nous nous proposons de demontrer le théoreme suivant:

Théoreme 2.2 Pour qu’une algebre de Hilbert soit linéaire il faut et il suffit que la con-
dition (L) soit verifiée.

Dém. Il est claire que la condition est necessaire. Dans le §7 nous montrérons que la
condition es suffisante. O

3 Caractérisation des algebres linéaires au moyen d’une
propriété des systemes déductifs completement irréductibl

Nous allons traduire la condition (£) au moyen d’une propriété des systemes déductifs
completement irréductibles.

Théoreme 3.1 Si A est une algébre linéaire alors la famille de touts les systémes déductifs
qui contiennent un systéme déductif complétement irréductible C', ordonée par la rélation
d’inclusion, est une chaine.

Dém. Soit C un systeme déductif completement irréductible et supposons qu’il existent
deux systemes déductifs propres D;, D, contenant C' et que soient incomparables.
D’aprés le théoreme 1.1, le systeme déductif C' est un systeme déductif mazimal parmi
ceux que ne contiennent pas un certain élément ¢ € A — C'. Alors nous pouvons affirmer
que ¢ € Dy N Dy. Soit a € Dy — Dy, et b€ Dy — Dy. Deb<a—betbé& Dy on déduit
que:

(1) a— b€ Doy,

en outre nous pouvons afﬁrmer que:
(2) a—b ¢ D1>

car autrement de a € Dy et a — b € Dy, on déduirait b € Dy c’est qui est impossible par
hypothese.
D’une fagon analogue on démontre que:

(3) b—a€ Dy, et (4) b —a¢ D,.



En particulier nous pouvons affirmer que:

(5) a—b¢ C, et (6) b—a¢C.

De (5) et (6), en tenant compte du théoreme 1.3, on déduit respectivement:
(7) (a—b) —ceC, 8) (b—a)—ceC.

De (7) et (L) il resulte:

9) (b—a)—c)—ceC.
De (8) et (9) on déduit que ¢ € C, et cette contradiction termine la démonstration. O
Nous allons maintenant démontrer que la propriété des systemes completement irréducti-

bles indiquée dans le théoreme 3.1 est caractéristique pour les algebres linéaires, c¢’est-a-
dire:

Théoreme 3.2 Si A est une algébre de Hilbert telle que la famille des systemes déductifs
qui contiennent un systeme déductif completement irréductible C' forment une chaine,
alors A est une algebre linéaire.

Dém. Supposons que la condition (£) n’est pas vérifiée, cela veut dire q’uil existent des
éléments a, b, c, € A telles que:

(1) ((@—b)—c)—((b—a)—c)—c) #1.

Soit D le systeme déductif engendré par les éléments (a — b) — c et (b — a) — ¢, nous
savons, voir lemme 1.4,2), que D est la famille de tous les z € A tels que:

((@—=b)=c)=(((b—=a)—c)—a)=1,

d’ou 'on déduit que ¢ ¢ D, car autrement on aurait

((@=b)—=c)=((b=a)=c)=c)=1,

ce que est impossible par hypothese.

Soit C' un systeme déductif maximal, parmi ceux qui contiennent D sans contenir I’élément
c,et Dy =D(C,a)={xr € A:a—x€C},doncb¢ Dy, carsibe Dy, alorsa — beC
et comme (a — b) — ¢ € C on aurait ¢ € C' cet qui est impossible.

Si Dy = D(C,b) ={x € A:b— x € C}, alors d'une fagon annalogue on démontre que

a ¢ Dg.
Dans ces conditions C' serait contenu dans deux systemes déductifs incomparables D, et
D, et cette contradiction termine la démonstration. d



4 Caractérisation des algebres linéaires par des pro-
priétés des systemes déductifs irréductibles

Les résultats indiqués dans le § 3 sont suffisants pour élaborer la théorie de représentation
que nous allons indiquer dans le §7; mais pour 1’étude des algebres linéaires libres nous
aurons besoin d’indications plus complétes sur les propiétés des systemes déductif irrédu-
ctibles, etant donné que dans une algebre de Hilbert linéaire il peuvent existir des systémes
déductifs irréductibles que ne sont pas completement irréductibles.

Théoreme 4.1 Si D est un systéme déductif d’une algébre de Hilbert ayant la propriété
sutvante:

e [Propriété P] :Sia,b ¢ D alors ou bien a — b € D ou bien b — a € D.
alors D est irréductible.

Dém. Soit D un systeme déductif ayant la propriété P et supposons que D soit
réductible, c¢’est-a-dire qu’il existent deux systemes déductifs D’ et D" tels que:

(1) D=D'ND" e (2) DD, D#D".

I1 est clair que D' et D" étant deux ensembles incomparables, donc il existent des éléments
a€D —D" beD"— D, en particulier a,b ¢ D. De la proprieté P on déduit que nous
aurons soit a — b € D, soit b — a € D.

Sia—beD,alorsdeaec D et a—be D on déduit b € D’ ce qui est impossible par
hyphothese. On arrive aussi a une contradiction si I’on suppose que b — a € D. Nous
pouvons donc affirmer que D est irréductible. O

Dans une algebre de Hilbert il peuvent exister des systemes déductifs irréductibles qui
n’ont pas la propriété P.

En effet considerons le réticulé distributif fini A dont le diagramme est indiqué dans la
figure suivante.

a K /O b
g0
Il est bien connu que tout réticulé distributif fini est une algebre de Heyting, donc A est
aussi une algebre de Hilbert. Dans ce cas nous avons a — b =05, b — a = a. L’ensemble
D = {1} est un systeme déductif irréductible que n’a pas la propriété P.

Nous allons démontrer que cette circonstance ne se présente pas dans les algebres linéaires.
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Théoreme 4.2 Dans une algébre linéaire tout systeme déductif irréductible a la propriété

P

Dém. Soit A une algebre linéaire, P un systéme irréductible de A, a,b ¢ P et supposons
que a — b ¢ Petb— a¢ P. Soient:

(1) D'=D(Pa—b)={re€eA:(a—b)—z€P}

et
(2) D"=D(Pb—a)={z€eA:(b—a)—x€EP}

Comme P est irréductible nous pouvons affirmer que P € D' N D", alors il existe un
élément ¢ € (D' N D") — P. De ¢ € D' et de (1) on déduit que (3)(a — b) — ¢ € P.
De ¢ € D" et de (2) on déduit que (4) (b — a) — ¢ € P. De (3) et (£) on déduit
(5) (b —a)) —c) —ce€ P. De (4) et (5) il résulte que ¢ € P. Cette contradiction
termine la démonstration. O

Corollaire 4.1 Dans une algéebre linéaire pour qu’un systéme déductif P soit irréductible
il faut et il suffit qu’il ait la propriété P.

Nous allons maintenant montrer que les algebres linéaires sont les seules algebres de
Hilbert ou les systemes déductifs irréductibles peuvent étre caractérisés par la propriété

P.

Théoreme 4.3 Si A est une algebre de Hilbert ayant la propriété suivante:

e [Propriété £ | : Pour qu'un systeme déductif P soit irréductible il faut el il suffit
que P ait la propriété P,

alors A est une algebre linéaire.

Dém. Si A n’est pas une algebre linéaire, il existe d’apres le théoreme 3.2, un systeme
déductif completement irreductible C' qui est contenu dans deux systemes déductifs in-
comparables D" et D”. Soient a € D' — D", b€ D" — D'. Comme C est un systeme
irréductible, des conditions a,b ¢ C' on déduit, en tenant compte de la propriété £ (que
nous supposons vérifiée dans A) , queoua - b€ Coub—a€ C. Sia—beC,de
a€D eta—be D ondéduit b € D', ce qui est impossible. De méme de b — a € C on
déduit aussi une contradiction. Cela montre bien que A est une algebre linéaire. O



Démontrons maintenant que:
Théoreme 4.4 Dans une algebre linéaire tout systeme déductif irréductible est un fil.

Dém. Supposons que dans une algebre linéaire il existe un systeme déductif irreductible
P que soit contennu dans deux systemes déductifs incomparables D’ et D”. Soient a €
D —D" beD"—D'" Alors de a,b ¢ P on déduit, voir théoremes 4.1 et 4.2, que 'on a:
soit a — b € P soit b — a € P. Dans le premier cas de a, a — b € D', on déduit b € D’
ce qui est impossible, de méme dans le second cas, et la démonstration est terminée. O

Finalement nous pouvons énoncer le résultat suivant:

Théoreme 4.5 Pour qu’une algebre de Hilbert soit une algébre linéaire il faut et il suffit
que tout systeme déductif irréductible soit un fil.

Dém. C’est une consequence immédiate des théoremes 4.4, 3.1, et 3.2. O

5 Nouvelle caractérisation des algebres linéaires

En utilisant les résultats précedentes nous allons obtenir une nouvelle caractérisation des
algebres linéaires.

Remarquons qu’en général dans une algebre de Hilbert, deux éléments a et b n’ont pas
une borne supérieure, mais lorsque cette borne existe nous la representerons par a \V b.

Théoreme 5.1 Pour qu’une algebre de Hilbert A soit une algebre linéaire il faut et suffit
que (a — b) V (b — a) = 1, pour tout couple a,b € A.

Dém. La condition est necessaire. Supposons que A soit une algebre linéaire et que
(a — b) V(b — a) # 1. Cela signifie qu’il existe un élément = # 1 tel que:

(1) a—=b<z; (2) b—a<u.

De x # 1 on déduit qu’il existe un systeme déductif completement irréductible P, et alors
irréductible, que ne contiennent pas ’élément x. De b < a — b et de (1) on déduit que
(3) b¢ P, (3') a— b¢ P. De méme on voit que : (4) a¢ P, (4) b—a ¢ P. De (3),
(4) et du théoréme 4.2, on déduit que l'on a, soit a — b ¢ P, soit b — a ¢ P ce que est
en contradiction avec (3') et (4’). Cela montre bien que: (a — b) V (b — a) = 1.

La condition est suffisante. Supposons que :(1) (a — b) V (b — a) = 1, et que A ne
soit pas une algebre linéaire. D’apres le théoreme 3.2, il existe un systeme completement
irréductible C' que n’est pas un fil, ¢’est-a-dire C' a les propriétés suivantes:

(2) C est un systeme déductif maximal parmi ceux que ne contiennent pas un
élément c.

(3) Il existent deux systémes déductifs incomparables D’ et D", qui contiennent C.

9



Des conditions (2) et (3) on déduit:
(4) ceD et ceD".
De la condition (3) on déduit qu’il existent des éléments a et b tels que:
(5) a€e D —D", (6) be D" —D'.

Montrons que:
(7) a—b, b—aé¢C.

En effet, sia — b € C, comme C C D" alors a — b € D' et comme a € D’ on déduit
par modus ponens que b € D', c’est qui est en contradiction avec (6). Analoguement on
montre que b — a ¢ C. De (2) et (7) on déduit, d’apres le théoreme 1.3 :

(8) (a—b) —ceC, 9) (b—a)—ceC.
Considérons 1’élément:
r=((a—=0)—=c)=(((b—=a)—c)=c)=(b—a)—c)—=(((a—=b) —c)—=0).
D’apres H12), nous avons:
b—a<((b—a)—c)—c<z ; a—b<((a—b)—c)—c<ux
d’ou, en tenant compte de (1): (10) xz=1¢€ C. De (9) et (10) on déduit:
(11) ((a = b) —»¢c) »ceC

et alors de (8) et (11) on déduit ¢ € C, et cette contradiction termine la démonstration.
O

6 Le radical linéaire

Nous donnerons le nom de radical d'une algebre de Hilbert A, a Iintersection R(A) de
tous les systemes déductifs maximaux de A. Dans le cas ou A n’a aucun systeme déductif
maximal alors R(A) = A.

En général une algebre de Hilbert A n’est pas linéaire. Nous nous proposons de déterminer
les images homomorphes de A que sont linéaires. Pour cela nous avons besoin d’un certain
nombre de notions.

Définition 6.1 Le radical linéaire d’une algébre de Hilbert A est l'intersection RL(A) de
tous le fils de A.

Comme les systemes déductifs maximaux sont des fils, on peut afirmer que:

10



Lemme 6.1 Le radical linéaire de A est contenu dans le radical de A, ¢’est-a-dire RL(A) C
R(A).
Démontrons maintenant que:
Théoreme 6.1 Le radical linéaire de A est identique au systéme déductif engendré par
tous les éléments de la forme:
((a—b) =c) = (((b—a)—c)—o0),
ou a,b,c e A.
Dém. (I) ((a —b) —c)— (((b —a) —c) —c) € RL(A), quelques soient a,b,c € A.
Supposons qu’il existent des éléments a, b, c € A, tels que:
((a = b) = ¢) = (((b = a) = ¢) =) ¢ RL(A),
alors il existe un fil F' tel que:
((a—=b)—=c)=(((b—a)—c)—=c)¢ F
Des rélations (voir H12):
a<b—a<((b—a)—c)—c<((a—=b)—c)—((b—a)—c)—0),
on déduit que b — a ¢ F.
Remarquons maintenat que:
(b—a)—=c)=(((a—=b)—c)=c)=((a—b) —c)=(((b—a)—c)—c)¢F,
et alors des rélations:
b<a—b<((a—b)—c)—=c<((b—a)—c)—=(((a—b) —c)—0),
on déduit que a — b ¢ F.
Soit D) = D(F,a)={x € A:a— x € F}. Commea — b ¢ F, on voit que b ¢ D'. D’une
fagon analogue on voit que a ¢ D" = D(F,b). Dans ces conditions F serait contenu dans
deux systemes déductifs incomparables D" et D", ce qui est impossible car F' est un fil et
cette contradiction démontre (I).
(IT) Le systéme déductif D* engendré par les éléments de la forme
((a—b)—c)=(((b—a)—c)—c)

coincide avec RL(A).

D’apres (I) nous pouvons affirmer que D* C RL(A). Supposons que D* # RL(A), et soit
¢ € RL(A) — D*. Parmi les systemes déductifs que contiennent D*, sans contenir c, il
existe un C' que est maximal, donc C' est un systeme déductif completement irréductible
lie & ¢. Comme C n’est pas un fil il existent deux systemes déductifs incomparables D’ et
D" que contiennent C' et il est clair que ¢ € D' N D". Soient a € D' — D", be D" — D',
alorsa - be D" —D etb—ac D — D" doulon déduit que a — b, b — a ¢ C et
par conséquant (a — b) — ¢, (b—a)— ceC.

Comme ((a — b) — ¢) — (((b — a) — ¢) — ¢) € C nous pouvons affirmer que
(b — a) — ¢) — ¢ € C d’ou l'on déduit, en apliquant de nouveau le modus ponens, que
c € C. Cette contradiction montre que D* = L(A). O
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7 Réprésentation des algebres linéaires

Soient A et A’ des algebres de Hilbert et A un homomorphisme de A sur A’, ¢’est-a-dire
une fonction de A sur A’ qui vérifie:

H) h(x — y) = h(z) — h(y).

Nous dirons alors que A’ est une image homomorphe de A. Observons que h(1) = h(z —
x)=h(z) — h(z)=1".

Soit D =h7 (1) ={x € A: h(z) =1'}. D s’appelle le noyau de I’'homomorphisme h. 11
est facile a voir que D est un systeme déductif de A.

Il est important de savoir déterminer toutes les images homomorphes d’une algebre de
Hilbert.

Soit D un systeme déductif d’une algebre de Hilbert A. Nous écrirons a = b, (mod. D)
ou plus simplesment (si D est fixée) a = b, pour indiquer que a — b,b — a € D, alors
il est bien connu [5], [1], [2] que “=" est une congruence définie sur A. Soit |a| la classe
d’équivalence qui contiente 1’élément a € A, c’est-a-dire |a| = {z € A : = = a}, et soit
A" = A/= l'ensemble quotient de A par la relation “=”. Algebrisons A’ en définissant
'opération — sur A’ par le formule: |a| — |b| = |a — b|. Soit 1" = [1]. Dans ces conditions
la transformation h(a) = |a| vérifie la condition H) d’ott 'on déduit de suite que (A4’, —, 1)
est une algebre de Hilbert, et que A’ est une image homomorphe de A. Nous écrirons A/D
pour représenter ’algebre de Hilbert obtenue de cette maniere. On vérifie facilement, les
images homomorphes A’ d’une algebre de Hilbert A peuvent étre obtenues de la maniere

que nous venons d’indiquer. [5]

Lemme 7.1 Si A, A’ sont des algébres de Hilbert, h : A — A’ un homomorphisme de A
sur A, P={x € A: h(x) =1} le noyau de h, et D un systéeme déductif de A, alors:

1) Si P C D, h(D) est un systéme déductif de A’.

2) Si D' est un systéeme déductif de A’, alors D = h™'(D’) est un systéeme déductif de
A qui contient P.

3) Si D est un systéme déductif de A qui contient P, alors h='(h(D)) = D.

4) Soit D(A, P) l’ensemble de tous les systémes déductifs de A qui contienent P, et
D(A’) l’ensemble de tous les systémes déductifs de A’. Alors la transformation h
est un isomorphisme entre les ensembles ordonnés (D(A, P),C) et (D(A'),C).

Dém.

1) Comme 1 € D alors 1" = k(1) € h(D). Supposons que o', ' — b € h(D), alors
a'=h(a)ou (i)a € Deta —V =h(d) oud e d. Comme h est suryective O’ = h(b)
oub e A. Donc h(a — b) = h(a) — h(b) = h(d) € (D). Donc a — b € P et
comme P C D on a (ii) a — b € D. De (i) et (ii) on déduit que b € D, donc
b' = h(b) € h(D).



2) Comme h(1) = 1" € D', alors 1 € h™Y(D’). Supposons que a, a — b € h™1(D’),
alors h(a) € D' et h(a) — h(b) = h(a — b) € D', donc comme D’ est un systéme
déductif h(b) € D' cest-a-dire b € h=1(D’). Si p € P, c'est-a-dire h(p) = 1" € D’
alors p € h™1(D').

3) D’apres 'hypothese et 1) h(D) est un systeme déductif de A’, donc d’aprés 2)
h=1(h(D)) est un systéme déductif de A qui contient P. En outre D C h=!(h(D)).
Montrons maintenant que h~!(h(D)) C D. En effet soit x € h=1(h(D)), c’est-a-dire
h(z) = 2’ € h(D). Alors il existe (i) d € D tel que h(d) = z/, donc h(d — x) =
h(d) — h(zx) = 2’ — o’ =1, c’est-a-dire d — = € P et comme P C D on a (ii)
d— z € D. De (i) et (ii) on déduit = € D.

4) D’apres 1) h : (D(A,P),C) — (D(A'),C). Soit D' € D(A’), d'apres 2) D =
h=Y(D') € D(A, P), donc d’apres 1) h(D) = h(h=Y(D’)) € D(A’), et comme h est
une fonction de A sur A’ on a h(h=*(D’)) = I, alors on a que h est une suryection de
(D(A, P),C) dans (D(A’), C). Montrons que si Dy, Dy sont des systemes déductifs
tels que P C Dy, Dy alors Dy C D, si et seulement si h(D;) C h(D3). En effet, si
d € h(Dy) alors d = h(d) ou d € Dy, donc d € Dy et alors d = h(d) € h(Ds).
Reciproquement soit d; € Dy alors d' = h(dy) € h(Dy) C h(Ds), donc d' € h(Ds).
Alors d = h(ds) ot dy € Do, donc h(dy — dy) = 1, c’est-a-dire dy — dy € P et
comme P C Dy, alors do — dy € Dy et comme dy € Dy on a finalement d; € Ds.

D’apres le lemme 7.1 et le théoreme 4.4 nous avons:

Lemme 7.2 Si P est un systeme déductif irréductible d’une algébre de Hilbert linéaire
A, alors Q) = A/P est une chaine.

Théoreme 7.1 Toute algebre de Hilbert linéaire A, avec plus d’un élément est isomorphe
a une sous-algebre d’un produit cartésien d’algebres de Hilbert que sont chaines.

Dém. Soit 7 la famille des systemes déductifs irréductibles de A. Pour chaque P € 7
soit @Qp = A/P. Nous avons vue que A/P est une chaine. Soit

A =T[ A/P.

pPel

Pour chaque P € Z, soit hp ’homomorphisme naturel de A sur A/P. Chaque élément
a’ € A’ peut étre representé par:

a = (ap)pez ou ap € A/P
Etant donné f € A considérons la fonction F : 7 — A /P définie par 1’égalité:

F(P) = hp(f) € A/P.
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Il est claire que F' € A’. Soit S la transformation de A dans A’ définie par S(f) = F.
I1 est facile a voir que S est un homomorphisme de A dans A’. Montrons que S est un
isomorphisme. Soient f,g € A tels que f # g, alors nous aurons soit (i) f £ g, soit (ii)
g £ f. Si (i) est vérifiée, alors il existe un systeme déductif irréductible P tel que f € P
et g ¢ P, alors F(P) =1et G(P) # 1, cela montre que F' # G, c’est-a~dire S(f) # S(g).
Si (ii) est vérifiée la démonstration est analogue. O
Cet dernier résultat montre que la condition du théoreme 2.2 est suffisante.

Nous avons ajouté des references bibliographique, posteriéures a 1961.
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