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1 Introduction

Soit A un réticulé ayant un premier (0) et un dernier (1) élément. Nous dirons d’apres
G. Birkhoff [1] que I’élément x € A a un complément orthogonal sl existe un élément
~x € A tel que:

1) 2 AN~z =0,
2) Siy e Aesttel quex Ay =0, alors y < ~ z.

On voit de suite que ’élément ~ x est univoquement derterminé dans le cas ou il existe.

Définition 1.1 Un réticulé distributif A ayant un premier (0) et un dernier (1) élément
sera dit orthocomplementé si chaque élément de A a un orthocomplément.

Lemme 1.1 Dans un tel réticulé sont valables les régles de calcul suivantes:
Ri) ~0=1

R2) ~1=0

R3) z=xAN~r~zx

Rj) Six<yalors~y < ~=x

R5) ~(zVy) =~z A~y

R6) ~ oV e~y <~ (zAy)

R7) ~~~x=~x

LLes résultats du §7 ont été exposés dans la “Reunién Anual de la Union Matemdtica Argentina,”

1968, [11]



R) o~ (2 V) = v (o ¥ o y)
R10) ~(xV~z)=0
R11) x N ~z=0.

Remarquons que la loi distributive intervient seulment dans les démonstrations de R5) et
R10). Dapres P. Ribenboim [14], les égalités R3), R5), R8) et R11) sont caractéristiques
pour l'opération ~ qu’on suppose définie sur un réticulé distributif ayant un premier et
dernier éléments. D’autres propriétés caractéristiques on été indiquées par K. Matsumoto
[4]. Nous nous proposons d’étudier dans cette note le cas particulier indiqué dans la
définition suivante:

Définition 1.2 Un réticulé orthocomplementé A sera dit une algebre de Stone si:
~xV ~~zx =1, quelque soit x € A.

Lemme 1.2 Dans une algebre de Stone on a:

~ (xANy)=r~zxV ~y, quelquessoient x,y € A.
K. Matsumoto [4]

Dém. Indiquons une démonstration distincte de celle de Matsumoto. Comme:
~ (@ Ay) N~ (@ Ay) =0,

nous avons d’apres R8):
donc

(M (EAY) A~ z) Ve y) Ay Vv y) =~y
(M (@AY A ~~z))V ey =y,

c’est-a-dire

donc
~zV(~v (T AY) AN ~~x) < ~x V.

Mais~zV~y>n~z V(v (@AY Ao~ z)=(~vax Ve (xAYy) Al~ax Ve~ x) = (~
Ve~ (xAy))AlLl=~azV ~(zAy) >~ (zAy), et alors en tenant compte de R6), le
lemme est démontré.

Indiquons an outre démonstration, plus simples et plus élégante, en utilisant la theorie
des filtres. D’apres R6) ona: ~x V ~y < ~ (x Ay), pour tout xz,y € A. Supposons
qu’il existent z,y € A tels que ~ x V ~y < ~ (x Ay), Alors il existe un filtre premier P
tel que:

(a) ~(xAy)eP et (b) ~zV~yd¢P
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En particulier
(c) ~zx¢ P et (d ~y¢P

De ~xV ~~z=1€ P et (c)on déduit ~~ z € P. D’une fagon analogue on démontre
que ~~ y € P. Nous pouvons donc affirmer en tenant compte de R6) et que P est un
filtre, que:

~~ (T ANYy) =~~~ N~y EP

et alors, en utilisant (a) nous aurons:
O=~(xAYy) AN~~(xAy) € P

Cette contradiction termine la démonstration. O
Dans I'étude des algebres de Stone on peut, eventuallement, se proposer de suprimer les
hypotheses inutiles a la validité des raisonements.

Nous allons donc indiquer un ensemble d’axiomes indépendants pour les algebres de Stone;
et si 'on peut considérer, avec raison, que ce n’est pass necessaire on peut auusi dire que
ce n’est pas nuisible.

Soit (A,0,1,~,A,V) un systeme formé par deux éléments 0, 1 € A, une opération unaire
~ et deux operations A et V définies sur A. Nous dirons que ce systeme est une algebre
de Stone si les axiomes suivants sont vérifiés:

S1) zA(xVy)==x

S2) A (yVz)=(zAx)V(yAz)

)
)
S3) 1va=1
S4) ~(zANy)=~axV ~Yy
S5) z AN ~x =
S6) ~0 =

D’apres M. Sholander [15] les axiomes S1) et S2) montrent que le systeme (A, A, V) est
un réticulé distributif. D’apres S3), 1 est le dernier élément du réticulé A. Montrons
maintenant que:

S7) OV z =x.
En effet comme A est un réticulé nous aurons = V (z A y) = x. En remplagant dans
la formule antérieure y par ~ z, et en tenant compte de S5), nous obtenons S7),
donc 0 est le premier élément de A.

S8) Si x ANy=0 alors y <~ .
De z Ay = 0, on déduit par S4) et S6) que ~ = V ~ y = 1, donc
yAN(~xVr~y)=y ANl =y, douty A~z =y, cest-‘adire y < ~ x.



Les conditions S5) et S8 montrent que ~ z est I'orthocomplément de x, donc A est un
réticulé distributif orthocomplémenté. Montrons maintenant que:

S9) ~zA~~z=1Eneffet l=~0=~(xA~zx)=~zx ~~x etS9) montre que
A est une algebre de Stone.

2 Indépendance des Axiomes S1-S6

e Indépendance de S1. Soit A un ensemble avec deux éléments distincts 0 et 1.
Définons sur A les opérations V, A et ~, parmi les tables suivants:

Alors on voit de suite que les axiomes 52)-S6) sont vérifiés, tandis que S1) ne 'est
pascar: 1 A(1V0)=0#1.

e Indépendance de S2. Soit A le réticulé dont le diagramme est indiqué sur la figure
1. Posons par définition: ~0=1, ~a=0b, ~b=a, ~c=d, ~d=cet ~1=0.
Alors tous les axiomes sont vérifiées a exception de S2) car: a A(cVd)=a ANl =a
et (d Na)V(eNa)=0Vv0=0.

O Opig. 1
e Indépendance de S3. Soit A le réticulé dont le diagramme est indiqué sur la

figure 2. Posons par définition: ~0 =1, ~ 1=~ ¢ =0. S3) n’est pas vérifiée car:
I1Ve=c#1.

0 Fig.2

e Indépendance de S4. Soit A le réticulé dont le diagramme est indiqué sur la
figure 3. Posons : ~0=1,et ~2=0six € A—{0}. S4) n’est pas valable car:
~(a ANb)=~0=1let~aV~b=0V0=0.



~
Y

e Indépendance de S5. Considérons encore le réticulé de la figure 3. Alors si 'on
pose par définition ~0=1 ~a=a ~b=bet ~1=0. S5) n'est pas valide car
aN~a=a Na=a#0.

e Indépendance de S6. Soit A le réticulé indiqué dans la figure 4. Si nous posons

~ x =0 pour tout x € A, S6) n’est pas vérifié car ~ 0 =0 # 1.
1

OFig. 4

3 Sous-algebres

Un sous-ensemble S d’une algebre de Stone A est une sous-algebre de A, si S est un
(0, 1)-sous-réticulé A tel que si s € S alors ~ s € S.

Si X est un sous-ensemble de I'algebre de Stone A, nous notérons par ST(X) la sous-
algebre de Stone de A engendrée par X. Si S est une sous-algebre de Stone de A et
~ a € A, nous notérons ST(S, ~ a) au lieu de ST (S U {~ a}).

Lemme 3.1 ST(S,~a)={x € A:x = (s51V ~a)A (s2V ~~a),s;,s9 €S}

Dém. Soit Q={z € A:z=(s1V~a)A(sVr~~a),s,ss €S}

Soit s € S, comme s = sV0 =5V (~aA~~va)=(sV ~a)A(sV ~~ a) alors
SCQ. Enoutre ~a=~aANl=(0V~a)A(lV ~~a),alors {~a} C @, donc (1)
SU{~ a} C Q. Montrons que (2) @) est une sous-algebre de A. Comme 0,1 € Set S C @
alors 0,1 € Q. Siz = (s1 V~a)A(syV~~a)ou sy,ss €S}, alors:

~ = (~ s\~ a) Vo (~ sV o~ a) =
(~ 851V~ 89) A(~ 51V ~va)A(~ sV v~ a)V (v~ aV ~a) =
((~ 81V ~82)) V (~aN ~~a)) A(~ sV ~a)A(~ sV~ a) =
[((~ 81V ~ s2)A ~ $51)V ~a] A((~ 51V ~ $2)A ~ 59)V ~~al =
(~ 851V ~a) A (~ sV~ a).

Six,y € Q, cest-‘a-dire z = ($1V ~ a) A (s2V ~~ a), y = (t1V ~ a) A (t2V ~~ a) ou
S1, S92, t1,t € S, alors on montre que :

c ANy =((s1 At1)V ~a) A ((s2 Atg)V ~r~a)

bt



et
xVy=((s1Vt)V ~a)A((s2 Vi)V ~r~a)

Nous vénons ainsi de montrer que (2) @ est une sous-algebre de A. De (1) et (2) on a:
ST(S,~a) C Q.

Montrons que @ C ST(S,~ a). En effet, si z € Q alors x = (s; V ~a) A (s2 V ~~ a) ou
s1,82 € S, donc s1, 80 € S C SU{~ a} C ST(S,~ a). Comme ~ a € SU{~ a} C ST(S, ~
a), on a aussi que ~~ a € ST(S,~ a). Alors z = (s1V ~ a) A (s2V ~~ a) € ST(S,~ a).
O

4 Images homomorphes d’un réticulé distributif

Soient A et A’ des réticulés distributifs et A un homomorphisme de A sur A’, ¢’est-a-dire
une fonction de A sur A’ qui vérifie:

H1) h(x Ay) = h(x) Ah(y), H2) h(zVy)=h(x)V h(y).

Nous dirons alors que A’ est une image homomorphe de A.

Il est important de savoir déterminer toutes les images homomophes d’un réticulé dis-
tributif. A. Monteiro a indiqué une construction qui permettre déterminer toutes les
images homomorphes d’un réticulé distributif. Ces démonstrations n’on pas été publiés
mais elles on été exposées dans deux cours realizés a I’Universidad Nacional del Sur [7],
[8] et dans le “Simposio Panamericano de Matematica Aplicada” [9]. Nous indiquons ici
ces résultats.

Soit P’ la famille de tous les filtres premiers de A’. Si P’ € P’ on voit de suite que
P = h™'(P') est un filtre premier de A, donc Q = h~'(P’) est une famille de filtres
premiers de A (qui peut d’ailleurs étre vide, si P’ est vide, c’est-a-dire si A a un seul
élément). On voit de suite que:

Lemme 4.1 h(a) = h(b) si et seulement si: {Q € Q:a € Q}={P€Q:be P}

Cette observation conduit a la construction suivante. Soit Q une famille de filtres premiers
de A. Nous écrirons a = b, (mod. Q) ou plus simplesment (si Q est fixée) a = b, pour
indiquer que la condition du lemme 4.1 est vérifiée, alors on montre de suite que “=" est
une relation d’équivalence compatible avec les opérations A et V, c¢’est-‘a~-dire “=" est une
congruence définie sur A. Soit |a| la classe d’équivalence qui contiente 1’élément a € A,
c'est-a-dire |a|] = {x € A : x = a}, et soit A’ = A/= I'ensemble quotient de A par la

relation “=". Algebrisons A’ en définisant les opérations A et V sur A’ par les formules:
la] A'|b] = |aAb|] et |a|V|b] = |aV b
Dans ces conditions la transformation h(a) = |a| vérifie les conditions H1 et H2 d’ou

l'on déduit de suite que (A, A, V) est un réticulé distributif, et que A’ est une image
homomorphe de A. Nous écrirons A/Q pour représenter le réticulé distributif obtenu
de cette maniere. On vérifie facilement, en utilisant le lemme 4.1, que toutes les images



homomorphes A’ d'un réticulé distributif A peuvent étre obtenues de la maniére que nous
venons d’indiquer. Pour cela soit P’ la famille des filtres premiers de A’ et Q = h™'(P"),
alors on peut montrer de suite que le réticulé quotient A/Q est isomorphe a A’.

Il peut naturellement arriver qu’il existent deux familles Q; et Qy de filtres premiers de
A telles que Q; # Qg, mais que A/Q; soit isomorphe a A/Q,. 11 suffit de remarquer que
siQp ={P} et Qy = {P2}, ou P, et P, sont deux filtres premiers A telles P, # P;, alors
les réticulés A/Q; , et A/Qy sont isomorphes au réticulé {0,1} ou 0 < 1.

Remarquons que dans I'étude des réticulés distributifs ayant un premier et un dernier
élément, pour définir un homomorphism A on doit supposer H1, H2 | H3) h(0) = 0, et
H4) h(1) = 1. Dans le cas actuel on peut affirmer que étant donnée une famille Q de
filtres premiers de A, alors:

F=)P#0,

PeQ

el il est clair que F est la classe d’équivalence |1| , mod. Q et 1 = |1| sera le dernier
élément de A/Q. De méme nous aurons:

o =c(U P)#0.

PecQ

Les résultats precédents s’appliquent naturellement aux algebres de Boole, car dans ce
cas les homomorphismes peuvent étre définies para les conditions H1, H2, H3 et H4.
Remarquons que dans les algebres de Boole il suffit connaitre le filtre F', pour detérminer
le quotient A/Q, mais cette affirmation n’est pas exacte dans les cas précédents. Nous
voyons ainsi que la détermination des images homomorphes d’un réticulé distributif n’est
pas aussi simples que dans le cas des algebres de Boole.

On peut encore démontrer le résultat suivant:

Lemme 4.2 St A est un réticulé distributif fini, Q une famille de filtres premiers de A,
et Q' la famille de filtres premiers du quotient A/Q, alors les ensembles ordonés (Q, C)
et (Q', C) sont isomorphes.

Ces resultats on été généralissés par A. Monteiro [7], [8] pour le cas des algebres de De
Morgan, et étendues par M. Tourasse Teixeira [16] au cas des M-algebres.

5 Les filtres premiers d’une algebre de Stone

Si R est un réticulé distributif, nous répresenterons par F(R) I’ensemble de tous les filtres
de R. 1l est bien connue que (F(R),C) est un ensemble ordonée. Soit U(R) I’ensemble
de tous les éléments maximales de I’ensemble ordonné F(R), nous appelerons ultrafiltres
de R, ces éléments. Nous répresenterons par P(R) I’ensemble de tous les filtres premiers
de R.

La relation la plus simple que puisse existir entre les filtres premiers et les ultrafiltres de
R est indiquée dans la définition suivante:



Définition 5.1 Nous dirons que R a une arithmétique normal si chaque filtre premier P
est contenu dans un seul ultrafiltre. A. Monteiro [5], [6], [10].

Théoreme 5.1 Pour que A ait une arithmétique normal il faut et il suffit qu’étant donnés
deuz éléments a,b € A tels que a N'b = 0 il existent des éléments a',b' € R tels que
aNt =d Nb=0cetad Vv =1.[5],[6], [10].

Corollaire 5.1 Pour qu’un réticulé distributif R orthocomplenté soit une algébre de Stone
il faut et il suffit que R ait une arithmétique normal.

Dém. Soit R une algebre de Stone et soient a,b € R tels que (1) a Ab = 0. Posons
a = ~~ a, b = ~ a, alors nous avons a A = a A ~ a = 0, et comme, par (1)
b<~a="0Valorsd ANb < d ANV =~~aA~a=0,donc a ANb = 0. En outre
a Vb =~aV ~~a=1,etalors d’apres le théoreme 5.1, R a une arithmétique normal.
Supposons maintenant que le réticulé orthocomplementé R ait une arithmétique normal.
Sib =~ aalors a Ab=0 et il existent d’apres le théoreme 5.1 des éléments o', b’ € R
tels que a AV = ad ANb=0etd VI = 1. DeaAb = 0 on déduit (1) ¥ < ~ a.
De 0 = d ANb = dAN ~ a on déduit (2) o’ < ~~ a et alors de (1) et (2) il résulte
l=dVvb<~aV ~~a Donc~aV ~~a=1. O

On peut aussi démontrer directement le résultat précedent. Dans [5], pag. 87 est indiqué
une démonstration direct du résultat dual du corollaire 5.1.

Si A est une algebre de Stone, et X C M, soit N} (X) = {z € A: ~ 2 € X}. Si
P € P(A) alors en utilisant les propriétés S1,52,S5,56, S7 et S8 on demontre facilement
que I = N7(P) est un idéal premier, donc p(P) = CN~1(P) est un filtre premier de A,
ou CY répresente le complément de 'ensemble Y C A para rapport a ’ensemble A. [16].
La transformation ¢, s’appelle transformation de Birula-Rasiowa, [3], [8], [16].

Observation 5.1 = ¢ ¢(P) si et seulement si ~ x € P.
Lemme 5.1 Si P € P(A) alors P C o(P).

Dém. Supposons que P & p(P), alors il existe un élément (1) a € P tel que a ¢ p(P),
c’est-a-dire (2) ~ a € P. De (1) et (2) nous avons 0 = a A ~ a € P, cet qui est impossible
parceque P est un filtre propre. O

Lemme 5.2 Si P,Q € P(A) alors:
1) Si P CQ alors p(Q) C o(P).
2) ¢*(P) = ¢(P).

Dém.

1) De PC Qona N (P)C N Q) et alors p(Q) C p(P).



2) Comme P est un filtre premier alors P C ¢(P), et par conséquent ¢*(P) C ¢(P).
D’un autre c6té comme ¢(P) est un filtre premier nous avons par le lemme 5.1:

p(P) C e(e(P)) = ¢*(P).

O

Lemme 5.3 Tout filtre premier d’une algebre de Stone A est contenu dans un seul ultra-

filtre.

Dém. Soit P un filtre premier et supposons que U, M € U(A) sont tels que (1) U # M,
(2) PCUet (3) PC M. Dapres (1) il existe (4) u € U — M ou il existe (5) v € M —U.
Supposons que (4) est verifiée. Comme u ¢ M, il existe m € M tel que (6) u Am =0,
et alors (7) ~uV ~m =1 € P. Comme P est un filtre premier alors ~ u € P ou
~m € P. Si~u € P,onaaussi ~ué&Uetalors 0 =u A ~u € U, cet qui est
impossible. Analoguement si ~ m € P on arrive a une contradiction. Si (5) est verifiée
on arrive aussi a une contradiction. O

Lemme 5.4 Si A est une algebre de Stone, @(P) est un ultrafiltre quelque soit
PeP(A).

Dém. Supposons qu’il existe P € P(A), tel que ©(P) n’est pas un ultrafiltre, alors il
existe un ultrafiltre U de A, tel que: (1) ¢(P) C

Soit x € A, tel que (2) x € U et x ¢ p(P), alors (3)~ x € P. Comme (4) P C ¢(P), de
(3), (4) et (1) on déduit (5) ~ z € U, d’out par (2) nous avons 0 =z A ~ x € U, c’est qui
est impossible. O

Nous venons ainsi de montrer que:
Si P est un filtre premier d’une algébre de Stone A, alors p(P) est l'unique ultrafiltre de
A qui contient P.

J. Varlet [17] a montré que: Un réticulé distributif orthocomplenté est une algébre de Stone
si et seulement si chaque filtre premier est contenu dans un seul ultrafiltre.

6 Images homomorphes d’une algebre de Stone

Soit A une algebre de Stone et P un filtre premier de A, nous savons que ¢(P) est un
filtre premier de A.
Soit Q une famille non vide de filtres premiers de A tels que ¢(Q) C Q, c’est-a-dire:

(%) si P € Q alors o(P) € Q.

Dans ces conditions la relation “=” définie au §4 est compatible avec I’opération ~. Nous
pouvons donc definir sur A/ = une structure d’algebre de Stone en posant ~ |z| = | ~ z|.
Si nous représentons par A’ = A/Q l'algebre de Stone ainsi obtenue, on peut affimer que
h(a) = |a| est un homomorphisme, [’homomorphisme naturel, de A sur A’. Alors toutes
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les images homomorphes A peuvent étre obtenues de la maniere indiquée précedament.

Sih:A— A est un homomorphisme de I'algebre de Stone A dans ’algebre de Stone A’,
le noyeau de h, est I'ensemble N(h) = {x € A: h(x) = 1}.

Dans ’étude des algebres qui peuvent étre definies par des égalités il est tres important
de savoir determiner les algebres sous-directement irréductibles.

Il est évident que toute algebre de Boole est une algebre de Stone. L’exemple le plus
simple d'une algebre de Stone qui n’est pas une algebre de Boole, est le suivant: Soit
T = {0,1/2,1} une chaine, ou 0 < 1/2 < 1, et posons par définition: ~0 =1, ~ 1/2 =0,
et ~ 1 =0. Lensemble B = {0,1} de T est une sous- algebre de T', qui est aussi une
algebre de Boole.

Lemme 6.1 Si P est un filtre premier d’une algébre de Stone A et Q(P) = {P,p(P)}
alors lalgebre quotient A/Q(P) est isomorphe a B ou T.

Dém. Comme P un filtre premier de A nous savons que et ¢(P) est I'unique ultrafiltre
qui contient P. Il est évident que Q(P) = {P, ¢(P)} verifie la condition (*) indiquée
précedement.

Si P = ¢(P), c’est-a~dire si P est un ultrafiltre alors A/Q(P) a seulement deux éléments
1] =P >10]=A— Pet~ |1 =]0]. Alors A/Q(P) est isomorphe a B.

Si P C ¢(P), c’est-a-dire si P n’est pas un ultrafiltre alors A/Q(P) a seulement trois
éléments |1| = P, |0| = A—@(P) et |x| = p(P)—P,oux € p(P)—P. On a|1]| > |z| > |0],
et ~|1| =~ || =10], ~ |0| =|1|, donc A/Q(P) est isomorphe a T.

Alors dans les deux cas nous pouvons affirmer que A/Q(P) est isomorphe a une sous-
algebre de T. O

Théoreme 6.1 Si A est une algebre de Stone contenant plus d’un élément alors A est
isomorphe a une sous-algebre d’un produit cartésien d’algebres T.

Dém. Pour chaque P € P(A) posons Q(P) = {P, o(P)}. Nous avons vue que quelque
soit P € P(A) alors A/Q(P) est isomorphe a une sous-algebre de T. Soit

A= ][ A/Q(P),

PEP(A)

Pour chaque P € P(A) soit hp 'homomorphisme naturel de A sur A/Q(P). Chaque
élément a’ € A’ peut étre representé par:

a' = (ap)pep(a) o0 ap € A/Q(P).
Etant donné f € A considérons la fonction F : P(A) — T définie par I'égalité:
F(P) = hp(f) € T.

Il est claire que F' € A’. Soit S la transformation de A dans A’ définie par S(f) = F.
I1 est facile a voir que S est un homomorphisme de A dans A’. Montrons que S est un
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isomorphisme. Supposons que f,g € A et que f # g, alors nous aurons soit (i) f £ g, soit
(ii) g £ f. Supposons, par example que (i) est vérifiée. Alors il existe un filtre P € P(A)
tel que f € Pet g ¢ P, alors F(P) =1et G(P) # 1, cela montre que F' # G, c’est-a-dire
S(f) # S(g)- O

Corollaire 6.1 Les seuls algebres de Stone sous-directement irréductibles sont B et T.

Remarquons que h(0) = 0, A(1/2) =1, (1) = 1 est un homomorphisme de T sur B,
donc T n’est pas une algebre simples. En outre B est la seule algebre de Stone simples.
Donc les seules algebres de Stone semi-simples sont les algebres de Boole. Cela montre
que les algebres de Stone ne sont en général semi-simples.

7 Détermination de ’algebre de Stone avec un nom-
bre fini n de générateurs libres.

La notion d’algebre de Stone libre se définit a la maniere habituelle, c¢’est-a-dire:

Définition 7.1 Si a est un nombre cardinal (o > 0) nous dirons que l’algébre de Stone
L est une algebre avec o générateurs libres, si les conditions suivantes sont vérifiées:

L1) L contient un ensemble G de puissance «, telle que L soit la sous-algébre de L
engendrée par G, c’est-a-dire ST(G) = L.

L2) Si f est une application de G dans une algebre de Stone A, alors il existe un homo-
morphisme hy de L dans A que prolonge f, c’est-a-dire tel que hy(g) = f(g) pour
tout g € G.

Lorsque nous voudrons mettre en évidence le nombre cardinal « nous ecrirons L = L(«).
Si n est un nombre entier (n > 0) nous écrirons L(n) pour indiquer I’algebre de Stone
avec n générateurs libres.

Comme les algebres Stone sont défines par des égalités, 1'existence et 'unicité (a moins
d’isomorphisme) de I’algebre de Stone L(n), est conséquence d’un théoreme de G. Birkhoff.
On a aussi que I'homomorphisme h; indiquée dans L2) est unique. Nous nous proposons
maintenat de déterminer L(n), et pour cela nous allons utiliser une technique que L.
Monteiro a introduite dans [12], [13].

Soit G = {g1,92,--.,9n} 'ensemble des générateurs libres de L(n), et f: G — T, alors
d’apres la définition de L(n) il existe un (unique) homomorphisme hy : L(n) — T, tel que
h¢(g) = f(g) pour tout g € G. Soit Py le noyau de hy, c’est-a-dire Py = N(hy). On voit
de suite que Py est un filtre premier de L(n).

Si P est un filtre premier de L(n) et Q = { P, ¢(P)} alors d’apres le lemme 6.1 C' = L(n)/Q
est isomorphe & B ou T. Soit h : L(n) — C, 'homorphisme naturel et f la restriction de
h al’ensemble G, alors f : G — T. Il est clair que le prolongement hy de f vérifie hy = h
et que N(hy) = N(h).
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Lemme 7.1 Sie, f € T sont tels que N(h.) = N(hy) alors e = f.

Dém. Comme P, = N(h.) et Py = N(hy) sont des filtres premiers de L(n) et P. = P
alors L(n)/{P., o(P.)} = L(n)/{Pr, p(Pr)} = C et par le lemme 6.1, C' est isomorphe a
B ou T. Alors nous avons deux cas a considerer.

e Premier cas C = B, alors si + € P. = Py nous avons h.(x) = hy(x) = 1 et pour
x € L(n) — P. = L(n) — Py, he(x) = hg(x) = 0, alors h.(x) = hy(x) pour tout
x € L(n), en particulier nous avons h.(g) = hs(g) pour tout g € G, et comme
he(g) = e(g) et hy(x) = f(g) pour tout g € G, nous avons e(g) = f(g) pour tout
g € G, c’est-a~dire e = f.

e Second cas C = T. Soient U, = ¢(P.) et Uy = ¢(Py) les ultrafiltres qui contient P.
et Py respectivement. Alors U, = Uy, parceque si U, # Uy, le filtre premier P, = Py
serait contennu dans deux ultrafiltres distincts, ce qui est impossible. Alors nous
avons:

0, si € P =Py,
he(x) = he(x) =< 1/2, si x € Uo — P, = Uy — Py,
1 si xzeL(n)—U.=L(n) —Uy.

c’est-a-dire he = hy, d’ott I'on déduit que e = f.
O

Nous avons ainsi qu’il existe une correspondance biunivoque de T¢ sur I’ensemble P(L(n))
des filtres premiers de L(n). Comme T¢ a 3" éléments, ’ensemble P(L(n)) est aussi fini
et alors d’apres le théorme 6.1 on peut affirmer que 1’algebre L(n) est finie.

Comme L(n) est un réticulé distributif fini, donc tous les filtres F' de L(n) sont des filtres
principaux, c’est-a-dire pour chaque filtre F' de L(n) il existe un élément f € L(n) tel
que F'={x € L(n) : f <z}. Dans ces conditions nous dirons que f est le générateur du
filtre F', ou que F est le filtre engendré par ’élément f et nous écrirons F' = F'(f).

Pour qu'un filtre P d’un (0, 1)-réticulé distributif fini, soit un filtre premier il faut el il
suffit que le générateur p de P soit un élément premier, c’est-a-dire que: 1) p # 0, 2) Si
p=aVbalorsp=aoup=h.

D’apres un résultat de G. Birkhoff [2] un (0, 1)-réticulé distributif fini est déterminé a
moins d’un isomorphisme par 1’ensemble ordonné de ses éléments premiers. Dans ces
conditions pour déterminer L(n) il nous suffit de connaitre ’ensemble ordonné p(n) des
éléments premiers de L(n).

Nous avons vue que toute application f : G — T peut étre prolongée a un homomorphisme
hy : L(n) — T. Remarquons que hy(L(n)) = S(f(G)), c’est-a-dire hy(L(n)) est la sous-
algebre de T engendré par f(G). Nous savons que B = {0, 1} et T sont les seules sous-
algebres de T. Nous allons indiquer les conditions necessaires et suffisantes pour que
hy(L(n)) soit égale a B ou a T.

Lemme 7.2 hy(L(n)) =B si et seulement si pour tout g € G on a f(g) # a.
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Dém.

=) Si hy(L(n)) = B, alors hy(x) € {0,1} quelque soit x € L(n), en particulier f(g) =
h¢(g) # a, pour tout g € G.

<) Supposons que f(g) # a, pour tout g € G, alors a ¢ f(G) et par conséquence
f(G) € B, d’ott 'on déduit que S(f(G)) = B, c’est-a-dire hy(L(n)) = B.

D’apres le lemme 7.2 nous pouvons affirmer que:

Lemme 7.3 hy(L(n)) = T si et seulement si il existe au moins un élément g € G tel
que f(g) = a.

Soit f : G — T, alors il existe un homomorphisme hy : L(n) — T, tel que hs(g) = f(g)
pour tout g € G. Soit Py le noyau de hy, alors nous savons que Py est un filtre premier
de L(n), et qu’il existe py € p(n) tel que F(ps) = Py.

Lemme 7.4 La transformation H(f) = p; que a chaque f € T, fait correspondre
élément p; € p(n), est une transformation biunivoque de T, sur p(n).

Dém.

o H est surjective. Etant donné un élément p € p(n), soit P = F(p), alors P est
premier et par conséquence C' = L(n)/{P,¢(P)} est isomorphe a B ou T. Soit h
’homomorphisme naturel de L(n) sur C, et f sa restriction a G, alors f € T¢.
Il est evident que h est 'extension de f et que Py = PN p(P) = P, c’est-a-dire

H(f)=ps=p

e H est biunivoque. Supposons que H(e) = H(f) oue, f € T, c’est-a-dire P. = Py,
alors par le lemme 7.1 nous avons que e = f.

O

Comme T¢ a 3" éléments, alors I’ensemble ordonné p(n) a 3" éléments. Pour connaitre
p(n) il suffit de déterminer la relation d’ordre entre les éléments de p(n).

Pour connaitre f € T, il suffit de connaitre les valeurs f(g;) = fi € T pour 1 <i < n.
Nous pouvons representer f par la succession f = (fi, fo, ..., fn) et par le lemme 7.4 nous
pouvons encore utiliser cette succession pour représenter 1’élément py.

Si P est un ultrafiltre de L(n) alors son générateur p est un élément minimal (un atome)
de p(n). Caracterisons les successions qui representent les éléments minimales de p(n).

Lemme 7.5 Pour que py soit un élément minimal de p(n) il faut et il suffit que
fie B=4{0,1}.
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Dém. Sipy est un élément minimal de p(n), Py = F(py) est un ultrafiltre de L(n) et
alors L(n)/{Ps, o(Pf)} = B c’est-a-dire f; = 0 ou f; = 1. Reciproquement si f; = 0 ou
fi = 1, alors I’homomorphisme hy, extension de f prendre seulement les valeurs 0 et 1,
c’est-a-dire hy(L(n)) = B, ce qui demontre que Py est un ultrafiltre et par conséquence
py est un élément minimal de p(n). O

Théoréme 7.1 Pour que p. < py il faut et il suffit que les conditions suivantes soient
verifiées:

I) f(g) =0 si et seulement si e(g) = 0.

II) f(g) <e(g) pour tout g € G.
II1) Il existe au moins un élément g € G tel que e(g) # f(g).
Dém.

=) Supposons que (1) p. < py, alors F(py) = Pf C P. = F(p.). Nous savons que
U = ¢(P.) est le seul ultrafiltre qui contient Py. Comme P, C ¢(F.) C ¢(Py) et
par consequant p(F,) = ¢(Py) = U. Alors :

e(z) = 0 si et seulement si z € L(n) — U.

)
e(r) =1/2 si et seulement si z € U — P,.
)

e(r) =1 si et seulement si x € P..

1") f(z) =0 si et seulement si x € L(n) — U.
2") f(x) =1/2 si et seulement si z € U — P.
3") f(x) =1si et seulement si x € Py.

D’apres (1) et (1) on déduit I), et de (2), (3), (27), (3’) et (4) U — Pf =
(P.—P;)U(U —P,) on déduit II). Sie(g) = f(g) pour tout g € G, c’est-a-dire e = f,
alors comme H est une fonction nous avons p. = H(e) = H(f) = py, contradiction.
Alors III) est vérifiée.

<) Soient e, f € TC verifiant les conditions I, IT et III, et demontrons que p, < py,
ce qui est équivalent a montrer que Py C F.. Pour cela considérons les ensembles
suivantes :

X:Peﬂpf; Y:UfﬂCPfﬂPe; Z:C(UeﬂUf)

ou Ue = p(F.) et Uy = p(Py) sont les ultrafiltres qui contienent a P, et Py respec-
tivement. Alors

1) x € X si et seulement si he(z) = hy(z) =
2) z €Y sietseulement si hy(z) =1/2 et h, ( ) >1/2.
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3) x € Z si et seulement si he(x) = hy(z) = 0.

4) X est un filtre.

5) Z est un ideal.
)

6) Les ensembles X, Y et Z sont disjointes deux a deux.

Voyons que Y n’est pas vide. En effet par III il existe g € G tel que e(g) # f(g),
d’ot par I et Il on a h.(g) =e(g) =1 et hy(g) = f(g9) =1/2, c’est-a-dire g € P, et
g € Uf N CPf.

Nous allons démontrer que 'ensemble S = X UY U Z est une sous-algebre de L(n)
tel que G C S.

D’apres (4) on peut affirmer que (7) 1 € S, et d’apres (5) on tire que (8) 0 € S.
On voit tout de suite, en considerant tous les cas possibles (voir la table suivante)
que: (9) I'ensemble X est fermé par rapport aux opérations A, V et ~.

relye|~xrxe|lzANye|xVycE
X X Z X X
X Y Z Y X
X Z Z Z X
Y Y Z Y Y
Y Z Z Z Y
Z Z X Z Z

Soient G = {g € G : hy(g) = 0}, Gija = {g € G : hs(g) = 1/2}, et G; =
{9€G:hs(g) =1}, alorsona: Gy C Z, Gjs CY et Gy C X et par conséquent:

Comme S est une sous-algebre de L(n) qui contient GG, nous avons S = L(n).
Finalement P = PyNL(n) = PrN(XUYUZ)= (P NX)U(PrNY)U(PrNZ) =
(PN P)UDUD = PrN P., cest-a-dire Py C P,.. D’apres III, f # g alors par le
lemme 7.4 on a que p. = H(e) # H(f) = py et par conséquant py # pe, alors on
peut affirmer que Py C F..

O

Nous allons maintenant déterminer I’ensemble ordonné p(n), en tenant compte des pro-
priétés caractéristiques de p(n); a savoir chaque élément p € p(n) est precedé par un seul
atome.

Nous nous proposons de determiner les composantes connexes de p(n), ¢’est-a~-dire nous
avons a determiner les atomes de p(n) et les composantes connnexes qui contienent les
atomes.

Nous avons vu que m est un atome de p(n) si et seulement si H(a) = (a1, az,...,a,)
ou chaque a; € {0,1} = B. Cela signifie que les atomes de p(n) sont en correspondace

15



biunivoque avec les applications de G dans B = {0, 1}. Nous avons donc 2" atomes.
Soit I = {1,2,...,n} et m un atome de p(n) alors:

{aizo, pour i€ J(a)CI,,
a; =1, pour i € I— J(a).

Un élément premier p = (py,pa, ..., pn) tel que a < p doit verifier les conditions:
1) pi =0 pour i € J(a),
2) p;€{1/2,1} pouri € I — J(a),

3) Nlexistei € I — J(a) tel que p; # a; (il est clair qu’on doit avoir a; = 1 et p; = 1/2).

I1 est clair que la famille C'(a) = {p € p(n) : a < p} est une composante connexe de p(n).
Alors on a: les p; pour i € I — J(a) ne peuvent prendre que les valeurs 1/2 et 1, et dans
C'(a) on doit ordonner les éléments coordonnées par coordonnées. Comme les coordonnés
d’incide j € J(a) sont fixes et égales a 0, si J(a) a k éléments 0 < k < n, alors les (n — k)
coordonnées restantes de p varient sur l’ensemble ordonné {1/2,1}, ou 1/2 < 1, alors la
composante connexe C'(m) est une algebre de Boole avec (n — k) atomes, 0 < k < n que
nous répresenterons par B,_;. Il est claire que B,_, = B"*.

Le nombre de composantes connexes de cette nature est: (Z)

o= 3,7 - ()

k=0 k=0

(nfk) 0 <k <n alors:

Ou Y indique la somme cardinale d’ensembles ordonnés.
Rappellons que:

Lemme 7.6 Si R est un (0,1)-réticulé distributif fini, non trivial, dont ’ensemble or-
donné p(R) des éléments premiers de R est isomorphe a 'ensemble ordonné X = X;+ X,
et si R;, i = 1,2 est un (0,1)-réticulé distributif dont l’ensemble des éléments premiers
est isomorphe a X;, i = 1,2 alors R est isomorphe a Ry X Rs.

Nous savons que le (0, 1)-réticulé distributif ayant pour éléments premiers l’ensemble
ordonné B* est le (0, 1)-réticulé distributif D(k) avec k générateurs libres donc:

Alors L(1) a 6 éléments, L(2) a 108 éléments et L(3) a 233.280 éléments.
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