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1 Introduction

Les algebres de Nelson (ou N-lattices) ont été définies par des égalités par D. Brignole et
A. Monteiro, [2]. Voir aussi [1]. Nous allons indiquer un ensemble d’axiomes indépendants
pour les algebres de Nelson et aussi pour d’autres algebres. Ces résultats on été obtenues
il y a beaucoup de temps, mais ils non été jamais publiés, voir a cet propos [2], [10].

Toutes les algebres que nous allons considérer sont des réticulés distributifs et il est donc
naturel d’utiliser une des definitions les plus simple de cette notion que nous conaissons:
celle qui a été obtenue par M. Scholander [12].

Définition 1.1 Le systéme (A, A\, V) est un réticulé distributif si:

A2) xN(zVy) ==

A3) x AN(yVz)=(zAz)V (yAzx)

Nous dirons pour abréger que A est un réticulé distributif.

Définition 1.2 Si le systeme (A, 1, A, V) verifie les axiomes A2, A3 et
A1) zv1=1

nous dirons que 1 est le dernier élément du réticulé distributif A ou que A est un réticulé
distributif ayant 1 pour dernier élément.

D’une fagon duale on définit la notion de premier élément (0) d'un réticulé distributif.

La notion de réticulé de De Morgan a été considérée en 1935 par Gr. C. Moisil [7], et
etudié tout d’abord par J. Kalman [3], [4].



Définition 1.3 Le systéme (A, ~, A, V) est un réticulé de De Morgan si les axiomes A2,
A3,

A}) ~~x ==
A5) ~(xNy)=r~zxVr~y
sont vérifiés. Nous dirons que ~ x est la négation de De Morgan de x.

On voit de suite que:
AF*) ~(zVy) =~z A~y

est une conséquence de N4 et N5.
Les formules A5 et A5* recoivent souvent le nom de lois de De Morgan et cela justifie la
terminologie adoptée, qui a été introduite dans [8].

Cette notion a été étudié pou la premiere fois par J. Kalman [4] sous le nom de distributive
i-lattices.

Définition 1.4 Le systéme (A,1,~,A,V) sera dit une algébre de De Morgan si les
axiomes A1-A5 sont vérifiés.

Cela signifie qu'une algebre de De Morgan peut étre définie comme un réticulé de De
Morgan ayant un dernier élément 1. On voit de suite que si I’on pose 0 = ~ 1, alors 0 est
le premier élément de A, c’est-a4-dire 0 A z = 0.

Un cas particulier important des réticulés de De Morgan est celui que nous indiquons
dans la definition suivante

Définition 1.5 Le réticulé de De Morgan (A, ~,\,V) sera dit un réticulé de Kleene si:
A6) AN~z =(xAN~x)AN(YyV ~y)

Cette notion a été étudie pour la premiére fois par J. Kalman [3] sous le nom de normal
i-lattices.

Définition 1.6 Le systéme (A, 1,~,A\,V) sera dit une algebre de Kleene si les axiomes
A1-A6 sont verifiés.

La notion réticulé de Kleene se présente d’une facon naturelle dans 1’etude d’un calcul
propositionnel considerée por la premiere fois par S. C. Kleene [5] et les algebres de Kleene
se presentent dans un contexte special dans les études de H. Rasiowa sur ’algebrisation
du calcul propositionnel constructif avec negation forte [11].



2 Caracterisation des algebres de Nelson par des éga-
lités

D’aprés D. Brignole et A. Monteiro [2] une algebre de Nelson est un systéme
(A, 1,~,A,V,—) formé par: 1) un ensemble non vide, A; 2) un élément 1 € A; 3)
un opérateur monaire ~ défini sur A; 4) trois opérations binaires A,V et — définies sur
A tel que les axiomes suivant soient vérifés:

Al) zV1=1

A2) xAN(zVy) ==

A3) xAN(yVz)=(zAz)V(yAx)
A4

~N~ T =T

A5

A7)z -z =1
A8) zAN(z—y)=axzA(~xVY)

A9) (zANy)—z=2— (y— 2)

)

)

)

) ~
A6) cAN~z=(xA~x)AN(YyV ~Y)

)

)

)

) @—=y)A(~azVy)=~zVy
All) 2= (yANz)=(x = y)A(z — 2)

Nous nous proposons d’indiquer dans cette note d’autres définitions d’algebre de Nelson
au moyen d’axiomes indépendants.

Voyons que les axiomes Al, A10 et A1l sont une conséquence de A2-A9. Pour cela nous
démontrerons les lemmes suivants:

Lemme 2.1 zV1=1 (Axiome Al).

Dém. On peut indiquer trois démonstrations

1. D’aprés A7 et A8 on peut écrire:
tANl=zAN(z—2x)=xAN(~zxVIr)=1
2. On utilisant sucesivement A7, A2, A8, A2 et A7 on a:
zVl=zV(@x—-z)=(xAN(~zVa)V(r—z) =

(xAN(z—2x)V(r—z)=20—2=1



3. D’aprés A2, A8, A7 et A2, on a:

zVl=(@A(~xzVz)Vi=(xA(r—z)Vi=(xAl)Vvi=1

Lemme 2.2 Sia—b=1alorsa=aAN (~aVb).
Dém. En utilisant I’hypothese et 'axiome A8 on a:

a=aNl=aAN(a—b)=aA(~aVDb)

Lemme 2.3 ~2Vy <z —y (Axiome Al0).
Dém. En utilisant sucesivement A9, A8, A9 et A7 on a:
(vzVy) = (@ —y)=(@A(~zVy) —y=

(A —y)—my=@—y) —(r—y =1

et alors par le lemme 2.2

~rzVy=(~zVy A(~(~xzVy V(r—y)
et d’aprés A4 et A5 on a

~azVy=(~zVy A(lzA~y)V(z—y))

cest-a-dire
~rzVy<(zA~yVr—y <zV(rx—y)

et alors

~aVy= (VY AV (@ —y) = (~eVy) An) V(v 2 V) A e —y)

On tenant compte de A8 on a finalement:

~aVy=(@A(@z—=y)V(~zVyA(z—y)=(@@V~zVy A(@—y) <(z—y).

Lemme 2.4 y<x — vy
Dém. Est une conséquence du lemme 2.3.

Lemme 2.5 Six <y alorsy — 2z <z — 2.
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Dém. Par hypothese © =z Ay, alors par A9 on peut écrire
r—oz=(@Ay)mz=2—(y—2) (1)

D’apres le lemme 2.4 on a:
y—z<z—(y—2), (2)

et alors de (1) et (2) on déduit:
y—2z2<x—2

O

Lemme 2.6 Pour toute couple ordonné (x,y)d’éléments de A il existe l'implication
intuitionniste x = (~ x V y) et en outre:

r=(~xVy)=x—1y.

Dém. Pour cela on doit démontrer que dans la famille d’éléments z tels que
r Az < ~ xVy il existe un élément maximal et que cet élément est x — vy, c’est-a-
dire que:

) zA(z—y) < ~axVy.
[2) SizAz<~zVy alors z<z —y.

La condition I1) est une conséquence de A8. Démontrons alors 12). Par le lemme 2.3
on a:
~rVy<zr—y

et en tenant compte de I’hypothese on peut écrire:
rANz<zx—>Yy (3)
d’ou par le lemme 2.5 et I'axiome AT7:
l=(@—y —-@—y <(xAz) = (z—y)
c'est-a-dire 1 = (x A z) — (z — y), et par A9 nous avons
l=(@Az)—m@@—y)=2—(@@—(@—y)=2—((rNz) >y =2—(r—y)

donc on tenant compte du lemme 2.2, on peut écrire

z2<~zV(x—y)
d’ou

z2=2zN2<(zA~2)V(zA(x—y))
et par Abona: 2z A ~z<zxzV ~ z, donc
z<zxVr~zVizA(z—y)<zV~zV(r—y)

Mais par le lemme 2.3: ~ z < 2 — y, alors on a: z < 2V (x — y), c'est-a-dire
z=zAN(xV(xr—=y)=z2zA((xAz)V(r—y)), et alors en tenant compte de (3) on a
z=2zN\(x —y) cest- a~dire z < x — y. O



Lemme 2.7 z — (yAz)=(x — y)A(zr — 2) (Axiome All).
Dém. Pour démontre I’axiome Al1l, on procede comme dans [2], pag. 282.
r—=(yYNz)=x=>(~zVyhz)=xz=(~xVy AN(~zVz)=

== (~zVy)AN(x=>(~zV2)=(—y Ax—2).

O
R. Maronna [6] a demontré qu’un réticulé de De Morgan peut étre caracterisé comme un
systéme (A, ~, A) formé par un ensemble non vide, A, un opération monaire ~ et une
opération binaire A, que verifient les axiomes:

Al2) z=ax AN~ (~a A ~y)
A3) s A~ (~vyA~z)=~(~(zAZ)A~ (YA X))
Alors il est claire que:

Lemme 2.8 Pour que le systéme (A, 1,~, \,—) soit une algébre de Nelson il faut et il
suffit que les conditiones suivantes sotent vérifices: A12, A13 et

Al)) eA~xz =@ A~T) A~ (YA ~Y)
A15) s A(z—y) =z A~ (A ~Y)
A z—az=1

A9) (xAhy) —z=z— (y— 2)

Les algebres de Lukasiewicz trivalentes peuvent étre caracterisés d’apres A. Monteiro [9]
(pag. 7, Lemme 3.3) comme des algebres de Nelson que verifient la condition:

xV(r—0)=1
Cet axiome peut étre écrit sous les deux formes suivants:
Al16) zV(r —~1)=1,

A7) ~(~z A~ (z—~1)) =1



3 Les exemples

Soit (A, 1, ~, A, V, —) un systeme formé par 1) un ensemble A, qui contient tout au moins
deuz éléments distincts; 2) un élément 1 € A;3) une opération monaire ~ définie sur A
et 4) trois opérations binaires A,V, —, définies sur A. Pour chacun des examples nous
indiquerons les tables des opérateurs ~, A, V, —.

e Exemple Fy: 1) ~z=2x; 2)zAy=xVy=x—y=1
e Exemple Fy: 1) ~z=2x; 2)zAy=xzVy=2x; 3)z—y=1

e Exemple Fj: Soit (A, A, V) un réticulé distributif ayant un dernier élément 1, et
posons : ~xr =x —y = 1.

e Exemple F;: Soit (A, 1,A,V) le réticulé distributif dont le diagramme est in-
diqué sur la figure 1. Les opérations ~ et — sont données par les tables suivantes:

A

—|(0]lal|lblc|l|~

b c o [1]1]1]1]1(1
\/O a |[1|1[1]1[1]a
a blclc|l]lc]|l] ¢
c|b|blb|1|1|Db

0 Fig. 1 1]o0lalblc|1]o

e Exemple Ej5: Soit (A, A, V,) le réticulé distributif dont le diagramme est indiqué
sur la figure 2. Posons 1) ~ 0 =1, ~a =4a, ~b=0b ~1=0c¢et
2)x —y=—xV~zxVy,ou —zx est le complément booléen de x.



e Exemple Eg: Soit (A, A, V,) le réticulé distributif dont le diagramme est indiqué
sur la figure 3. Les opérations ~ et — (z — y = ~ x V y.) sont données par les
tables suivantes:

1 —|0]a]l]~
O|1|111Y0
a alalal|lll a
1 (0]a|1]0
Opig. 3

e Exemple E7: Soit (A, A, V,) le réticulé distributif dont le diagramme est indiqué
sur la figure 3. Les opérations ~ et — sont données par les tables suivantes:

[0]all]~
110
1| a
110

e Exemple Eg: Soit (A, A, V,) le réticulé distributif dont le diagramme est indiqué
sur la figure 3. Les opérations ~ et — sont données par les tables suivantes:

[0]all]~
110
a| a
110

e Exemple Ey: Soit (A, A, V,) le réticulé distributif dont le diagramme est indiqué
sur la figure 3. Les opérations ~ et — sont données par les tables suivantes:

— o o]
= =l
S

— o ol |
o~ o

a
1
1
a

— o o]

1
1
1
1

iy k=)
® ® =

0
a
0



e Exemple Ejj: Soit (A, A, V,) le réticulé dont le diagramme est indiqué sur la figure
4. Les opérations ~ et — sont données par les tables suivantes:

1
/\ —|0la|blc|d|1l]|~
¢ d O|1(1|1|1]1]1f1
a |d|1|d|1]|d|1]| d
a b blclc|llc|l]|1]c
c |d|1]d|1|d|1] b
0 e dlclc|l|c|1l]|1]| a
Fig. 4 1lolalbleldl1]o

e Exemple Ej;: Soit (A, A, V,) le réticulé distributif dont le diagramme est indiqué
sur la figure 5. Les opérations ~ et — sont données par les tables suivantes:

o1
—|0la|b|1]~
a 11|11 b
O a blaja|l]|1l] a
1{0ja|b|1]0
© Opig 5
e Exemple F5: Soit A la droite numerique et posons par définition ~ x = —x, alors

(A, A, V, ~) est une algebre de Kleene. Posons par définition z — y = 1.

e Exemple Ej5: Soit A = {0, 1} une chaine ou 0 < 1. Posons ~ z = 0, pour tout
reAetr—y=1

4 Axiomes indépendants.

A) Algebres de Nelson. Systeme (A, 1,~,A,V,—) et axiomes A2, A3, A4, A5, AG,
AT, A8 et A9.

B) Algebres de Nelson. Systeme (A, 1, ~, A, —) et axiomes A12, A13, A14, A15, A7
et A9.

C) Algebres de Lukasiewicz. Systeme (A, 1,~, A, V,—) et axiomes A2, A3, A4 A5,
A6, A7, A8, A9 et A1G.

D) Algebres de Lukasiewicz. Systeme (A,1,~, A, —) et axiomes A12, A13, Al4,
A15, A7, A9 et A1T.



E) Algéebres de De Morgan. Systeme (A,1,~,A) et axiomes Al2, Al3 et
A8 (z N1 =u.)

F) Algebres de Kleene. Systeme (A,1,~,A) et axiomes Al12, Al13, Al4 et
A8 (z N1 =u.)

Dans la table suivante, pour chaque example F;, 1 < i < 13 nous notérons avec le symbol
“+7 que l'axiome A;, 1 < j < 18 est verifié, et avec le symbol “e” que I’axiome A; n’est
pas vérifié. Alors on peut voir d’apres beaucoup de calculs que les axiomatiques indiquées
sont formés par d’axiomes indépendants.

A2 | A3 | A4 | A5 | A6 | A7 | A8 | A9 | A12 | A13 | A14 | A15 | A16 | A17 | A18
Ey | e |+ |+ |+ |+ |+ ]|+ ]|+ | o + |+ |+ ]+ .
Ey | +|e |+ |+ |+ |+ ]|+ | +] + . + |+ . . +
Es|+ |+ ]|+ |+ |+ |+ ]|+ |+ | o | + |+ |+ |+ |+
Ey |+ |+ |+ ||+ |+ |+ ]|+ ]| o o | + | e | + | o | +
Es |+ |+ |+ |+ ]|+ |+ ]|+ |+ |+ | | + |+ |+ |+
Eg | + |+ |+ |+ |+ ||+ |+ |+ | + |+ | + | o e | +
Er |+ |+ |+ |+ |+ |+ ||+ |+ |+ |+ | | + |+ |+
Es |+ |+ |+ |+ |+ |+ |+ ]|+ |+ |+ |+ |+ ]+ ]+
Eg |+ |+ |+ |+ |+ ||+ |+ |+ |+ |+ |+ |+ |+ |+
Eg|+ ||+ |+ |+ |+ |+ ]|+ |+ | o |+ |+ |+ |+ |+
En|+ |+ |+ |+ |+ |+ |+ |+ |+ |+ |+ |+ . . +
Eo |+ |+ |+ |+ |+ |+ ]|+ |+ |+ |+ | e . . .
Eg| + |+ ||+ |+ |+ ]|+ | o | + |+ | e | + | e | +
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