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1 Introduction

L’algebre de Lindenbaum du calcul propositionnel classique dont ’alphabet contient un
nombre cardinal @ > 0 de variables propositionnelles est ’algebre de Boole libre B(a)
ayant o générateurs libres et d’une facon analogue, on peut montrer que ’algebre de
Lindenbaum du calcul propositionnel trivalent de Lukasiewicz dont ’alphabet contient
a de variables propositionnelles est 1’algebre de Lukasiewicz trivalente libre L(«) ayant
a générateurs libres. Nous nous proposons d’indiquer dans cette note une construction
permetant d’obtenir B(«) a partir de L(a)). Pour cela nous avons besoin de rappeler
un certain nombre de résultats sur la théorie des homomorphismes dans les algebres de
Lukasiewicz trivalentes dont les démonstrations ont eté indiquées dans [4], [5], et que le
lecteur pourra, sans dificulté, retrouver par lui méme.

2 Les algebres de Lukasiewicz trivalentes

La notion d’algebre de Lukasiewicz trivalente, a été introduite et leur théorie dévelop-
pée par Gr. Moisil [1], [2], [3].

Ces algebres jouent dans le calcul propositionnel trivalent de Lukasiewicz un role ana-
logue a celui des algebres de Boole dans le calcul propositionnel classique.

La définition suivante (voir [4], [5]) est équivalente a celles qui on été indiquées par
Moisil.

Définition 2.1 Une algébre de Lukasiewicz trivalente est un systéme (L,1,~,V,V,A)
formé par 1) un ensemble non vide L; 2) un élément 1 € L; 3) deux fonctions de L
dans L représentées par ~ et V; 4) deuz fonctions de L x L dans L représentées par V
et A\, de telle maniéere que les conditions suivantes soient vérifiées:

! Note des rédacteurs: Ces résultats ont été exposées dans un Seminaire due & I’Instituto de Matemdtica
de I’Universidad Nacional del Sur.



Aziome L1) L est un réticulé distributif par rapport auz opérations V et A, et 1
est le dernier élément de L.

Aziome L2) L’opération ~ vérifie les conditions:

2.1) ~(x Ny) =~aV ~y.
2.2) ~~x =1

Aziome L3) L’opération V vérifie les conditions:

3.1) ~xVvVzx=1.
3.2) ~xANx =~z AV,
3.3) V(z ANy)=VzxAVy.

Nous dirons aussi que L est une algebre de Lukasiewicz.

Pour identifier cette définition avec celles qui on été indiquées par Moisil on doit poser
~z =Nz et V= pzx.

Nous supposerons connues les régles de calcul valables dans ces algebres, pour la démons-
tration desquelles nous renvoyons aux travaux de Moisil.

Si nous posons 0 = ~ 1 alors on peut montrer que 0 est le premier élément du réticulé
L. L’opération de nécéssité (A) est définie par: Ax =~V ~x, x € L.

Soit T" = {0,1/2,1} 'ensemble ordonné ou 0 < 1/2 < 1. Donc T est un réticulé
distributif avec premier et dernier éléments 0 et 1 respectivement. Si nous posons
~0=1~(1/2)=1/2, ~1=0et VO=0, V(1/2) = V1 =1, alors T est une algebre
de Lukasiewicz trivalente. Observons que A0 = A(1/2) = 0, Al = 1 et que le sous-
ensemble B = {0,1} de T est une sous-algebre de T

L’example précedent est le plus important car:

Théoreme 2.1 Toute algébre de Lukasiewicz trivalente, avec plus qu’un élément, est
produit subdirect d’algébres B et T. [Gr.C. Moisil]

Si L est une algebre de Lukasiewicz, nous noterons par B(L) ’ensemble de touts les
éléments booléens de L, c’est-a-dire:

B(L)={zeL:Ve=z}={x e L: Axv ==z}

Lemme 2.1 57 R est un réticulé distributif avec premier et dernier élément et X C R
alors le filtre engendré par X dans R est [’ensemble:

F(X) = {y € R: il existent des éléments 1, 22, ..., 2, € X tels que /\ z; < y}.
i=1
Définition 2.2 Une application h d’une algébre de Lukasiewicz A dans une algébre de
Lukasiewicz A’ sera dite un L-homomorphisme de A dans A’, si les conditions suivantes
sont vérifiées [4]:



H1) h(xVy) = h(z)V h(y),

H2) h(~ z) =~ h(x),

H3) h(Vz) = Vh(z).

Définition 2.3 Une partie F' d’une algebre de Lukasiewicz L sera dite un /A\-filtre si:

F1) F est un filtre du réticulé distributif L,

F2) Sia€ F alors Na € F.

Lemme 2.2 Si L et L' sont des algébres de Lukasiewicz et h un L-homomorphisme de
L dans L', alors: h(B(L)) C B(L'), et la restriction h' de h a l’ensemble B(L) est un
homomorphisme booléen de B(L) dans B(L').

Il est bien connue que:

Lemme 2.3 Si h est un homomorphisme booléen de l’algébre de Boole A sur ’algebre
de Boole A" et X un sous-ensemble de générateurs de A, c’est-a-dire SB(X) = A, alors

A = SB(h(X)).

Lemme 2.4 Si L est une algébre de Lukasiewicz, G C L, et L' = SL(G) la sous-algebre
de Lukasiewicz de L engendrée par l’ensemble G, alors le sous-ensemble NG U VG de
B(L) vérifie: SB(AGUVG) = B(L'), [4]. ?

Corollaire 2.1 Si G est un ensemble de générateurs de L, c’est-a-dire SL(G) = L,
alors B(L) = SB(AG UVG).

Observation 2.1 Si L est une algébre de Lukasiewicz, X C B(L), nous noterons par
Fp(X) le filtre de B(L) engendrée par l’ensemble X et par F(X) le filtre de L engendrée
par l'ensemble X . 1l est facile a voir que Fg(X) = F(X)N B(L).

Soit £ = L(«) l'algebre de Lukasiewicz avec un ensemble G = {g; : i € I} de générateurs
libres de puissance o ; VG = {Vg,; : i € I}, et F = Fp(VG). Considérons 'algebre de
Boole quotient B = B(L)/F et représentons par la notation |b| la classe d’équivalence
correspondante que contient ’élément b € B(L). Dans ces conditions nous pouvons
afirmer que:

Théoreme 2.2 B est l'algebre de Boole ayant pour générateurs libres les éléments
|Agi|, i €1, et la puissance de l’ensemble G* = {|Ag;| :i € I} est égale a a.

2L.Monteiro (1994), a indiquée une démonstration plus simple que celle de A. Monteiro, voir leur
démonstration a la fin de cette note.



Dém. Démontrons tout d’abord que:
(I) F est un filtre propre de B(L).

Si F'= B(L), alors 0 € F, et d’apres le lemme 2.1 on déduit qu’il existent des éléments
Vi, Vi, ...,Vgi, € VG tels que:

0= /\ Vg, =V /\ gi,), et par conséquent on aurait : /\ gi, = 0.
k=1 k=1 k=1

Montrons que cela est impossible. Soit f la transformation de G dans I’algebre 7', définie
par:
f(g:) =1, pourtoutie I

alors il existe un L-homomorphisme h de £ dans T que prolonge f et par conséquant :
0= /\ glk /\ h(glk /\ glk - 7
k=1 k=1 k=1

cette contradiction montre que F' est un filtre propre de B(L).

Montrons que:
(IT) Si j,k € I, et j # k alors les classes |Ag;|, |Agl, sont distincts.?

En effet supposons que |Ag;| = |Agxl|, alors nous aurons:
(1) AgjNt=Ag,At, ou teF.
Considérons la transformation f de G dans ’algebre T' définie par:

1/2 sii=k
flgi) = , del.
1 si 1#£k
Cette transformation f peut se prolonger a un L-homomorphisme h de £ dans T, pour
lequel nous aurons:

(2) h(Vg;) = Vh(g;) = Vf(g:) =1, pourtout i€ I.

Soit D = h~!(1) le noyau du L-homomorphisme h, donc Vg; € D, pour tout i € I, et
alors d’aprés le lemme 2.1, nous aurons (3) F' C D.

Comme j # k, d’apres la définition de f nous aurons f(gr) = 1/2 et f(g;) = 1, donc
(4) h(Agj) = Ahlgj) = Af(g;) = Al =1,¢t (5) h(Agr) = Ah(gr) = Af(gr) =
A(1/2) = 0.

De la condition (1) on déduit, que:
Ah(g;) N h(t) = h(Dgy At) = h(Dgi At) = Ah(ge) A h(D).

3Note des rédacteurs: A partir de cette point, L. Monteiro a changée les démonstrations pour autres
plus simples.



Donc d’aprés (3), (4) et (5):
1=h(t)=1Ah(t)=0Ah(t) =0.
Cette contradiction montre que (II) est valable, et nous pouvons donc afirmer que:
L'ensemble G* = {|Ag;|:i € I'} a la puissance a.

Soit ¢ I’homomorphisme booléen naturel de B(L) sur B(L)/F, c’est-a-dire ¢(b) = |b],
b € B(L). D’apres le lemme 2.3 ’homomorphisme ¢ transforme chaque ensemble de
générateurs de B(L) dans un ensemble de générateurs de B. D’apres le corollaire 2.1
nous savons que B(L) = SB(AG U VG), alors:

{|Agi|: i€} U {|Vgl|: iel}

est un ensemble de générateurs de B = B(L)/F. Mais comme, pour tout i € I, la classe
|IVg:| = |1| = F est le dernier élément de B, on n’a pas besoin de la considerer un
générateur, et nous pouvons donc affirmer que G* est un ensemble de générateurs de B.

(IIT) Toute application f* de 'ensemble G* C B dans I’algebre de Boole B = {0,1} C T,
peut étre etendue a un homomorphisme booléen h’' de B dans B.

Considérons 'application f de G dans T' définie par les conditions suivantes:

e i f(|Agl) =1 (1)
f<9i>—{1/z si fi(lAgh) =0 (2"

Par conséquent nous aurons:
(3) Vf(g:) =1 pour tout i €I,

_J1 si f(|Agi]) =1
Af(gz)_{o si f/(|Agi|):0’

c’est-a-dire: (4) Af(g:) = f'(|Agi|), pour tout i € I.

L’application f de G dans T, peut se prolonger a un L-homomorphisme H de £ dans
T, et nous aurons d’apres (3) que:

(5) H(Vg;) =VH(g;) =Vf(g:)=1

Le noyau N = H!(1) de cet L-homomorphisme est un A-filtre de £, et d’apres (5)
nous avons VG C N, donc F(VG) C N, et alors, voir observation 2.1,

F = F3(VG) = F(VG) N B(L) C NN B(L) C N,

dolt (6) H(F) = {1}.



Comme le L-homomorphisme H transforme des éléments booléens de £ dans des élé-
ments booléens de T, [voir lemme 2.2], et B(T) = {0,1}, alors nous avons H(B(L)) =

{0,1}.

Soit h la restriction de H a I’ensemble B(L), nous pouvons donc afirmer que h est un
homomorphisme booléen de B(L) sur B = {0, 1}, et par (6) nous avons (7) h(F) = {1}.
Remarquons que

(8) “Si z,y € B(L), x € |y|, alors h(x) = h(y)”.
En effet, comme z € [yl ona: = Ad=yAd, ou d€ F, donc
h(z) =h(x) AN1=h(x Ad) =h(y Ad) = h(y) N1 = h(y).

D’apres le résultat précedent si nous posons h'(|x|) = h(z), = € B(L), h' est une
fonction de B(L)/F sur B. 1l est facile a voir que A’ est un homomorphisme booléen.
Nous allons montrer que h’ prolonge f’, ¢’est-a-dire que:

R (|Agi|) = f/(|Agi]), pour tout i € 1.
En utilisant (4) on a:
W(|Agl) = h(Ag) = H(Ag) = AH(gi) = Af(g:) = f'(1Agi]).

Montrons maintenant que G* est un ensemble de génerateurs libres de B.

(IV) Toute application f de ’ensemble G* dans une algebre de Boole A, peut étre pro-
longer a un homomorphisme booléen de B dans A. (la demonstration de cet point n’est
pas contenue dans les notes de A. Monteiro.)

Si A a un seule élément, il est évident que (IV) est verifiée. Si I’algebre de Boole A est
isomorphe a l’algebre de Boole {0,1} alors d’apres (I1I) la condition (IV) est verifiée.
Supposons maintenat que A a plus qu'un élément et que A n’est pas simple, alors il est
bien connue que A est isomorphe & une sous-algebre de Boole A’ de I’algebre de Boole
P = HJ{Aj = A/M;}, ou {M; : j € J} est ensemble de touts les filtres maximales de

je

A, nous savons encore que A; = {0, 1} pour tout j € J. Nous notérons les éléments de P
par C x; 1, ;v par p; la t-projection de P sur 4;, t € J, c’est-a-dire p;(C x; 3. ;) = 4.
On peut supposer que A est une sous-algebre de P. Alors f: G* — A, f(9°) = ¢ =
C g, Tier gt e G~

Soit f; = pjof, jeJ. Alors f; : G* — Aj ~ {0,1} et par (III) chaque f; peut étre
etendue a un homomorphisme booléen h; de B sur A,;.

Soit h la fonction de B dans P définie par h(z) = C h;(z) 3, ;. Il est évident que h est

J
*

un homomorphisme booléen. Voyons que h prolonge f.

En effet h(g*) = C h;i(g") D,c, =T fi(9") D, = T pi(f(9%) Tjey =
/ _ ! Y A * . * *

Cpi(C g leeJ) leeJ =Cg T, =9 = f(g*), quelque soit g* € G*.

Par hypothesis f(G*) C A, et comme f(G*) = h(G*), nous aurons h(G*) C A. O
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Note des rédacteurs: Si X est un ensemble finie, nous noterons par N[X]| le nombre
d’eléménts de X. Dans le cas ou G est fini et N[G] = n, n nombre naturel, nous
savons que N[L] = 2" x 33" 72" et que N[B(L)] = 2%". D’apres les résultats précedants
N[B(L)/Fp(VGQ)] = 2*.

D’autre coté nous savons que toutes les classes d’équivalence (module Fp(VG) ) de
B(L) ont le méme nombre d’éléments, donc:

N[B(L)] 23"
N[F3(VG)]  N[Fs(VQ)

2¥" = N[B(L)/F(VQ)] =

Cela montre que le nombre d’éléments de chaque classe d’équivalence est: 23" 2",

Démonstration du lemme 2.4. L.Monteiro (1995).
Nous savons que si b € B(L) alors ~ b est le complément booléen de b. Si b € B(L),
nous noterons par b*, b or ~ b.

Lemme 2.5 Si L est une algébre de Lukasiewicz, X C B(L), X finie alors SB(X) =
SL(X).

Dém. Si X =0, alors SB()) = {0,1} = SL(0). Supposons que X = {x1,x2,...,%,}.
Comme SB(X) est une L-sous-algebre de L telle que X C SB(X) alors SL(X) C
SB(X). Soit b € SB(X), si b = 0 il est évident que b € SL(X). Si Sib # 0 alors

il est bien connue que b = \/ Mg, ol My = /\ z*;. Comme z*; € SL(X) pour tout
=1 i=

i, 1<i<n, alorsmkESL( ) pour tout k, 1<k<7° donc b € SL(X). a

Corollaire 2.2 Si L est une algébre de Lukasiewicz, X C L, X finie alors
SB(AXUVX)=SLIAXUVX).

Dém. Est une conséquence du lemme 2.5, car AX U VX est un sous-ensemble finie
de B(L). O

Si S est une L-sous-algebre de l’algebre de Lukasiewicz L et x € L nous notérons
SL(S,z) au lieu de SL(S U {zx}).

Lemme 2.6 Soit x € L et S une sous-algébre de L qui vérifie V,~ Ax € B(S), alors
B(SL(S,x)) = B(S).

Dém. D’apres ]’ hyphotese on déduit que:
(1) Az, A ~x, V(zA ~x) € B(S).
Si s € S, nous posons: «(s) = sAAx, B(s) =sANA ~x, v(s)=sAV(EA~ zx),

d(s) =sANzA ~ .
Il est bien connue que:

SL(S,z) ={y = a(s1) V B(s2) Vy(s3) V(s4): ous; € 5,1<i<4}.
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Size B(SL(S,x)) = SL(S,z)N B(L) alors Az = z et
z=ua(s1)V B(s2) Vy(s3)VI(ss); ous; €5,1<i<A4,

donc
z=A0Az=Aa(s1)VALB(s2) V Ay(s3) V AI(s4)

et comme Ad(sy) = Asy AAx AN ~x <xANA~x=0,alors:
z=Aa(s1) VAB(s2) VAv(s3).

De As; € B(S), pour i = 1,2,3 on déduit en tenant compte de (1) que z € B(S).
Comme S C SL(S,z) alors nous avons B(S) = SN B(L) C SL(S,z) N B(L)
B(SL(S,x)). O

Soit G = {gl,gg,...,gn} Q L et L(] = SB(AGUVG), L1 = SL(L(],gl), L2 =
SL(Ly,g9),...,L, =SL(L,_1,g,) alors:

Lemme 2.7 L, = SL(G) et B(SL(G)) = SB(AGUVG).

Dém. Par construction nous avons Lo C L; C --- C L,, et g; € L;, 1 <1 <n, donc

G C L, et alors SL(G) C L,.

Comme AG, VG C SL(G), alors AGU VG C SL(G), done: (1) SL(AGUVG) C

SL(G).

Par hyphotese G est un sous-ensemble finie, alors d’apres le corollaire 2.2:

(2) SB(AGUVG) = SL(AGUVG).

De (1) et (2) on a Ly = SB(AGUVG) C SL(G), donc comme ¢g; € SL(G) on a

L, = SL(Ly,q1) € SL(G). De g; € SL(G), et L;.y € SL(G), 2 < i < n, on a

L;=SL(L;_1,9;) € SL(G), 2 <i < n. Cela montre que L, = SL(G).

Nous avons vue que Ly = SB(AG U VG) C SL(G), donc Ly = Lo N B(L) C

SL(G) N B(L) = B(SL(G)).

Comme Vg;,~ Ag; € B(Ly) = Ly € L, € --- C L,, pour i = 1,2,...,n, alors

d’apres le lemme 2.6, B(L1) = B(SL(Lo,91)) = B(Lo) = Lo, et alors B(L;) =
B(SL(Ly1,95)) = B(Lj 1) = Lo, 2<j <n. 0

Montrons finalement le lemme 2.4. Soit G un sous-ensemble de I’algebre de Lukasiewicz
L, alors il est bien connue que:

SL(G) = | J{SL(G") : G’ C G, G finie}.

Nous allons montrer que: B(SL(G)) = SB(AG UVG). Comme AGU VG C B(L) et
AG U VG C SL(G), alors AG U VG C SL(G) N B(L) = B(SL(G)), donc
SB(AG UVG) C B(SL(G)). Si b € B(SL(G)) alors b = Ab et b € SL(G), donc
be SL(G")ouG' C G et G finie, alors par le lemme 2.7, B(SL(G")) = SB(AG'UVG') C
SB(AGUVG), et comme b€ B(SL(G')) onabe SB(AGUVG).
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