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Resumen

A. Monteiro obtuvo diversos resultados sobre las dlgebras de Nelson, de los cuales
solo publicé sus enunciados [29, B30, 35, B36]. Las demostraciones de parte de estos
resultados se pueden ver en la tesis de magister de 1. Viglizzo, [59]. En las secciones
[ y 2 vamos a reproducir resultados inéditos encontrados en 2012 en manuscritos
de A. Monteiro, [37], y que fueron obtenidos entre 1978 y octubre de 1980. Ademas
incluimos algunos resultados de los redactores. En la seccién |3, presentamos una
construccién de A. Monteiro de un algebra de Nelson centrada M (V) a partir de un
algebra de Nelson N dada. En la seccién [4] recordamos cémo a partir de un algebra
de Heyting H, D. Vakarelov, [58], construye un algebra de Nelson centrada V(H),
generalizamos otro resultado de Vakarelov e indicamos una construccién del algebra
de Post trivalente con n generadores libres. Probamos que si B es un algebra de
Boole y por lo tanto es un élgebra de Nelson y de Heyting, entonces M (B) y V(B)
son isomorfas, y reciprocamente, que si H es un algebra de Heyting y de Nelson tal
que M (H) es isomorfa a V(H) entonces H es un algebra de Boole. También en esta
seccion incluimos diversos resultados, no publicados, de A. Monteiro, relacionados
con la construccion de Vakarelov. En la seccidn [5| indicamos algunos ejemplos de la
construccién de Vakarelov, y en la seccién [6] nuevos resultados sobre dlgebras de
Nelson con centro y con eje. Hemos introducido otros temas para hacer la exposicién
lo més autocontenida posible.
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1. Introducciéon

1.1. Algebras de Nelson

La nocién de dlgebra de Nelson o N-lattice fue introducida por H. Rasiowa, [54], y juega en
el estudio del calculo proposicional constructivo con negacion fuerte un rol analogo a aquel
de las algebras de Boole en el calculo proposicional clasico. Se debe asi a H. Rasiowa la
contribucion decisiva para que se pueda considerar el calculo proposicional constructivo
con negacion fuerte como un capitulo especial del dlgebra, que tiene precisamente por
objetivo el estudio de las algebras de Nelson. En 1962, A. Monteiro dicta en la Universidad
Nacional del Sur un curso, [20], en donde expone nuevos resultados, segtiin sus palabras,
“obtenidos en el sequndo semestre de 1961, durante mi estadia como profesor visitante de
la Universidad de Buenos Aires.”

En los anos siguientes, algunos de estos resultados fueron publicados [20, 24] 25| [36] 29, [35]
28], mientras que otros permanecieron inéditos, siendo su principal colaboradora, en esos
anos, Diana Brignole, con quien obtuvo una definicién ecuacional de las dlgebras de Nelson
[7]. Posteriormente D. Brignole [4, [5] indic6 una demostracién puramente aritmética de
ese resultado. Con L. Monteiro determiné en [38] 9] axiomas independientes para estas
algebras, los que se indican a continuacion.

Definicién 1.1 Un dlgebra (N,1,~,A,V,—) de tipo (0,1,2,2,2) se dice un N-reticulado
o un algebra de Nelson, si se verifican las siguientes condiciones:

N1) z A (xVy) ==z, N5) zA~z=(xA~x)AN(YyV ~Yy),
N2) xA(yVz)=(zAz)V(yAzx), N6) 2 -z =1,

N3) ~~ 2z =z, N7) z2—=(y—2)=(xAy) — =z,
N4) ~(zAy)=~aV~y, N8) zA(z—y) =xA(~xVYy)

Para abreviar diremos que N es un dlgebra de Nelson.

De y resulta que N es un reticulado distributivo, M. Sholander, [57], luego un
poset, donde la relacion de orden < se define por z < y si y solo si z = x Ay. A partir de
los axiomas se prueba que z V1 =1, luego N es un reticulado acotado donde ~ 1 =0 es
el primer elemento. De Nj), y resulta que N es un algebra de Kleene [12].

En las dlgebras de Nelson se define por —z =2 - 0, Ve = —~2xy Az =~V ~ 2 =
~ —z, entonces se verifican: (ver A. Monteiro, [29, 30 35, 22], I. Viglizzo, [59]).

N9) (x> y)A(~zVy)=~zVy,
N10) Si z <y entonces r — y = 1,

N1l) 2 = (yAz)=(x = y) A (z — 2),



N12) (zVy) — z= (z — 2) A (y = 2) (A. Monteiro,
N13) 1 - x ==,

NI4) 2= (y—2)=(x—>y) = (x — 2),

N15) Si x <y entonces z - x < 2z — ),

N16) Si x <y entonces y — 2z < x — 2,

N17) ~z,y <z — vy,

N18) Six Ay = 0 entonces x <~ y,

N19) —(zVy) =z Ay,

N20) Si x <y entonces —y < —x,

N21) ~z < rz,

N26) (zA ~y) =~ (x = y) =1,

Z,
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N32) y = —a =12 — ry=r—(zAy),

N33) ———2 =~ —z,

N34) ~(x - y) <y —uzx,

N35) mz <z —y,

N36) Six >y=1ey — 2z=1entonces x — z =1,
N37) Siz — y =1 entonces (y — z) = (x — z) =1,
N38) Si x — y = 1 entonces (z = z) — (z = y) = 1,
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N57) z — Ax =1,

N58) Ax — x =1,

N59) AAz = Az,

N60) VVz = Vz,

N61) A0=0,Al=1,V0=0, Vl=1,
N62) A(Az A Ay) = A(x Ay) < Az A Ay,
N63) A(Ax — Ay) = Az — ),

N64) V(Vz VvV Vy)=V(zVy),

N65) V(z — y) =V(~zVy),



N66) ~ A(Az — 0) = VAz,
N67) (~x ANAzx) — 0=1,

N68) Si z <~ y entonces A(x Ay) =0 (A. Monteiro, [37]).

Siz <~ y entonces z Ay <~ y Ay, luego por ) Alx ANy) < A~
luego A(z Ay) =0.

) =0,

N69) ——z = VAuz,

N70) ~Az =V ~ 1,

NT1) (z = y) = ((y = 2) = (z = 2)) = 1 ([59], pag. 14),
N72) (zA ~ ) — y =1 (]59), pég. 8).

Lema 1.2 (A. Monteiro, [37]) En toda algebra de Nelson, + — y = 1 si y solo si
Ax < Ay.

Dem. Este resultado también aparece en el trabajo de A. Sendlewski, [56], publicado
en 1990. Vamos a indicar la demostracién de A. Monteiro que es anterior a 1980. Supon-

gamos que (1) x — y = 1. Como (2) (xr — y) — (Azx — Ay)l, de (1) y (2) resulta

lb YAr — Ay =1. (4) ~ Ay -~ Ax =y — rx 2SN ——y. Ademas,

<>w~~y1 (6) (& = (y = —y) = (&t > y) = (@ = —y) 21,

De (1), (5) y (6) resulta (7) 1 = (x =5 1) > (1 = (x = —y)) =1 = (x = —ry) =
r — —y. De (4) y (7), resulta (8) ~ Ay —~ Az = 1. Luego por (3), (8) y N28),
Az < Ay.

[

Supongamos que Az < Ay, luego 1N—.x — Az < r — Ay, yr — Ay = 1 y como

Ay—)ylentonces por ,x—>y:1. O

Corolario 1.3 (A. Monteiro, [37]) x -y =1=y — x si y solo si Az = Ay.

Definicién 1.4 Si N es un dlgebra de Nelson, un elemento r € N se dice regular si
——r = 1. Sea R(N) el conjunto de todos los elementos requlares de N.

(R(N),Nn,U,—,0,1) es un algebra de Boole, donde zNy = ——(zAy) y cUy = ——(z Vy).
La demostracién de este resultado de A. Monteiro, [29, 30, [35], se puede ver en 1. Viglizzo,
[59], pag. 55-59.

Lema 1.5 (A. Monteiro, [37]) Si N es un algebra de Nelson donde Az = z para todo
x € N entonces N es un algebra de Boole.



Dem. Por hipétesis ~ —x = Ax = z, luego —z =~ x y por lo tanto (1) ——x =
— ~ x = Vz. También por hipdtesis A ~ x =~ z, luego (2) Ve =~ A ~ x = x. De (1)
y (2) ——x = x. Por lo tanto todos los elementos son regulares, luego N es un algebra de
Boole. O

La nocién de élgebra de Lukasiewicz trivalente, fue introducida por Gr.C. Moisil ([13] 14,
16]). Estas dlgebras desempenan en el célculo proposicional trivalente de Lukasiewicz un
papel analogo al que desempenan las algebras de Boole en el calculo proposicional clasico.
La siguiente definicién que se debe a A. Monteiro ([21, 23], 26]) es equivalente a las que
fueron indicadas por Moisil.

Definicién 1.6 Un dlgebra (L,1,~,V A, V) de tipo (0,1,1,2,2) se dice un algebra de
Lukasiewicz trivalente si se verifican las siguientes condiciones:

Ll) 1va=1, L5) ~(xAy) =~z V ~y,
L2) zA(xVy) =, L6) ~xV V=1,

L3) x A(yVz)=(2Ax)V(yAx), L7) ~x ANx =~z AVz,
L4) ~~x =z, L8) V(x Ay) =Vz AVy.

L. Monteiro ([42], [43]), probé que los axiomas L2) a L8) son idependientes y que el axioma
L1) es consecuencia de algunos de estos axiomas.

Diversos resultados sobre estas algebras se pueden ver en la bibliografia de este trabajo.

Teorema 1.7 (A. Monteiro, [22], 27, 33| 86, B7]) Un dlgebra de Nelson N es semisimple
si y solo si para todo x € N, xV—x =1 o lo que es equivalente ~ x V Vx = 1. Otras
condiciones equivalentes a estas son: —x AN\VAx =0, VAxr = Az, VAz — Az = 1.

Teorema 1.8 (A. Monteiro, [22, 27, 33, 36]) Las dlgebras de Nelson semisimples coinci-
den con las dlgebras de Lukasiewicz trivalentes.

Teorema 1.9 Si A es un dlgebra de Nelson semisimple y ponemos Vx = — ~ x, entonces
el dalgebra (A, N, V,V,~ 1) es un dlgebra de Lukasiewicz trivalente y ademds x — y =
V ~ x Vy. Reciprocamente, si en un dlgebra de Lukasiewicz trivalente ponemos v — y =
V ~ x Vy entonces el sistema (A, \,V,—,~,1) es un dlgebra de Nelson semisimple y
ademds Vr = — ~ x.

La reproduccion de la demostracion de los teoremas precedentes también se pueden ver
en L. Viglizzo, [59]. L. Monteiro, [45], probé que en toda dlgebra de Lukasiewicz trivalente
L se verifica: © = (AxV ~ z) A Vz, para todo x € L, ver también [21], pag. 9.
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Lema 1.10 Si N es un dlgebra de Nelson entonces x = (AxzV ~ x) A Vz, para todo
r€N.

( (x/\Va:)\/(Nx/\V:c):x\/(Nx/\V:c)

Dem. (AzV ~z)AVz
zV(~vzrAx) =2

zV ~xz) AV

O

En toda dlgebra de Lukasiewicz trivalente vale el siguiente resultado (Gr. Moisil, [13], 15}
16]), que se denomina Principio de determinacion de Moisil. A. Monteiro, [37] probé que
también vale en las dlgebras de Nelson. La demostracion que se indica a continuacion,
que es maés sencilla, es andloga a la indicada por L. Monteiro en [45], para las dlgebras de
Lukasiewicz trivalentes.

Lema 1.11 (Principio de determinacion de Moisil) Si Vo = Vy y Az = Ay entonces
T =y.

Dem. Por el Lema[1.10]

x\/yz(A(x\/y)\/w(x\/y))/\V(xVy):(A(:cvy)\/(wx/\,\,y))/\v(scvy)

= (AzVAyV (~ oA~ y) AV(zVYy).

Como Ax = Ay entonces
zVy=(AzV(~azA~y)AV(Vy) <Az V(~zA~y) =

(AzV ~ ) A (AzV ~y) = (AzV ~ x) A (AyV ~ y).

Por lo tanto, como Vz = Vy teniendo en cuenta el Lema [1.10
(xVy) ANVz < (AzV ~z) A (AyV ~y) ANV =
(AzV ~x) AV A (AyV ~y) AVy =z Ay.
-
Luego zVy = (x AVz)V (yAVy)=(zVy) AVz <z Ay, y en consecuencia z = y. [J

Corolario 1.12 z <y si y solo si a) Az < Ay yb) Vo < Vy.

Dem. Siz <y entonces por Np1)) y N4&) resulta que se verifican a) y b). Supongamos

ahora que se verifican a) y b), entonces (i) Az V y)Ng))Ax Vi Aya:)A%
(i) V(z Vv y)Ngl)V(Va: v Vy)b:)VVyNiO)Vy. De (i) y (ii) resulta por el Lema [1.11} que
rVy=uy,estoesz <y. O



1.2. Algebras de Heyting

Definicién 1.13 Un dlgebra (H,\,V,=,0,1) de tipo (2,2,2,0,0) se dice un &lgebra de
Heyting ([I8, 19, B2]) o reticulado relativamente pseudo complementado con primer ele-
mento 0, (G. Birkhoff, [2]) si verifica:

HO) OAz =0,
Hl) x=2=1,
H2) (z=y) Ay =y,

H5) (zVy)=z2z=(x=2)A(y=2).
Es bien conocido que H es un poset donde x <y < x =z Ay.

Lema 1.14 Si H es un dlgebra de Heyting, entonces (H,\,V,0,1) es un reticulado dis-
tributivo acotado.

Recordemos que vale:
H6) zANz<ysz<z=y.

Lema 1.15 Si (H,A,V,0,1) es un reticulado distributivo con primer elemento 0 y 4ltimo
elemento 1, y = es una operacion binaria definida sobre H que verifica:

PI1) z A (x = y) <y,

PI2) Sixz Az <y entonces z < x = y.
entonces (H,\,V,=,0,1) es un dlgebra de Heyting.

Definicién 1.16 En un dlgebra de Heyting (H,N\,V,0,1) se define para cada elemento
x € H la operacion unaria ~x = x = 0, llamada pseudo-complemento o negacién intui-
cionista .

Vamos a indicar solamente algunas de las propiedades de la negacion, que seran utilizadas
mas adelante.

NI1) z A -z =0,

NI2) z < =z,



NI3

Ty = —|[L"

Z,

4) 2 <y= -y <z,

NI5) == (z Ay) = 7~z A~y

NI7

)
)
)

NI6) —(z = y) = =—x A —y,
) ~(zVy) =z Ay,
)

NI8) x = (y=2)=(zAy) = 2

Definicién 1.17 St H es un dlgebra de Heyting, dados x,y € H, se dice que y es orto-
gonal a x si x ANy =0, y notaremos Lx ={y € H:x Ny =0} el conjunto de todos los
elementos ortogonales a x.

Por NI1) -z es ortogonal a z y en consecuencia —z € L z. Ademads, por Hf)), si z Ay = 0,
entonces y < x = 0 = —x. Luego —z es el dltimo elemento de L x.

1.3. Las algebras (), n € N

Definicién 1.18 Diremos que en un reticulado existe la implicacion intuicionista de dos
elementos x ey, si existe un elemento z = x = y que satisface las condiciones PIL) y
PI2) del Lema [1.15]

Lema 1.19 (A. Monteiro, [27]) En toda dlgebra de Nelson N, para todo x,y € N existe
la implicacion intuicionista de los elementos x, (~ x \V y). Ademds se verifica

r—=ay=x=(~zVy).

Por el lema precedente en toda algebra de Nelson finita es suficiente conocer las tablas de
~ para construir el operador —, dado que todo reticulado distributivo finito es un algebra
de Heyting.

SineN, n>2 seaC, = {% :0 < j <n—1}. Este conjunto con su orden natural
n —

es un reticulado distributivo acotado, con primer elemento 0 y tultimo elemento 1. Si
; . ] . /

-t J para 0 < 57 < n—1 entonces (), es un algebra

n—1 n—1 n—1

de Kleene. Como (), es una cadena, si z,y € C, entonces la implicaciéon intuicionista

x = y esta definida por

ponemos ~

vy — lsiz <y,
y= ysiz > .

Definiendo x — y = z = (~ x V y), entonces C,, es un édlgebra de Nelson.
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Comorz =2 —-0=2= (~2V0)=x =~ zentonces Ve =— ~x =~ =1,V
Ax =~z =~ (z = 0) =~ (z =~ z).

Si n es par, no existe ningin x € C, tal que ~ z = x, luego (1) z <~z 6 (2) ~ = < x.
Enelcaso (1) Vr =2y Ar=0yenelcaso (2),Vz=1y Arx=2x.Six = ﬁ entonces
r<~zsiysolosij<5—1ly~x<wxsiysolosi 2 —1<j, loqueequivalea 7 < j.
Sin esimpar, 1 € C, , ~ 1 =1 luego Vi = 1y A = 0y para todo z € C,,\ {3} también
tenemos dos casos: (1) x <~ z, lo que ocurre si y solo si z < % 6 (2) ~x < x,sly solo si
%<x. Enelcaso (1) Vr =2y Ar=0yenelcaso (2) Vr =1y Az = x.

Observacién 1.20 Si x,y € C,,, calculando x — y = x = (~ x V y), se obliene

s — 1 siz<yozx<~uz,
y= ~ xVy en otro caso.

1.4. Los abiertos y cerrados de un algebra de Nelson

Daremos a continuacion dos denominaciones debidas a A. Monteiro:

Definicién 1.21 Si N es un dlgebra de Nelson, un elemento x € N tal que Ax = x se dice
un abierto de N y A(N) ={z € N : Az =z} el conjunto de abiertos de N. Dualmente,
un elemento x € N tal que Va = z se dice un cerrado de N yC(N) ={z € N : Va =z},
el conjunto de cerrados de N.

Es claro que A(N) = A(N), dado que si z € A(N) esto es Az = z entonces x € A(N)
y si y € A(N) entonces y = Az, con z € N, luego Ay = AAxAx =y y por lo tanto
y € A(N).

Dualmente, C(N) = V(N), dado que si x € C(N) esto es Vo = z entonces x € V(N) y

siy € V(N) entonces y = Vz, con x € N, luego Vy = VV:EVm = y y por lo tanto
y € C(N).

Lema 1.22 (A. Monteiro, [37]) ~ A(N) = V(N).

Dem. Siz €~ A(N) entonces (1) x =~ y, con Ay = y, luego z =~ y =~ Ay =
~r~ VYV ~y =YV ~y, porlo tanto z =~y € V(N).

Si z € V() entonces Vz = x, luego ~ A ~ z = x y por lo tanto A ~ x =~ z. Se sigue
que ~ x € A(N) y entonces x €~ A(N). O

Por N61), 0,1 € A(N), V(N). Por Np0), si z,y € A(N) entonces zVy € A(N). Por N47),
si z,y € V(N) entonces z Ay € V(N). Sin embargo, en general no se verifica que si
x,y € A(N) entonces z Ay, x —y € A(N) o que si z,y € V(IV) entonces 2 Vy € V(N).
En efecto, sea N la siguiente dlgebra de Nelson:
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Ejemplo 1.23

— 10 a b ¢ d 1|~z |Ax|Vx
0/1 1 1 1 1 1} 1 0 0
a |1 1 1 1 1 1] d 0 a
ble ¢ 1 ¢ 1 1 c b b
clb b b 1 1 1] b c c
dla a b ¢ 1 1| a d 1
110 a b ¢ d 1| 0 1 1

0

Luego A(N) ={0,b,¢,d, 1} ybAc=a ¢ A(N),d—0=a ¢ A(N), V(N)=1{0,a,b,¢,1}
ybVe=ddg V(N).

Observacion 1.24 Si N es un dlgebra de Nelson, x,y € A(N) pongamos por definicion:
rAAYy = Az ANy), z =a y = Az — y). El siguiente resultado fue publicado por A.
Sendlewski, [56] en 1990, sin embargo el mismo se encontrd en los manuscritos de A.
Monteiro, [37] que falleciera en 1980. Sendlewski define x Vay = A(z V y), pero como
Ax = x y Ay = y entonces, zNVay = Az Vy) = A(Az V Ay) AAz V AAy
AxV Ay =z Vy.

Lema 1.25 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson entonces el dlgebra
(A(N),Aa,V,=Aa,0,1) es un dlgebra de Heyting.

Dem. Probaremos que (A(N), Aa,V,0,1) es un reticulado distributivo acotado y que el
par (Aa,=>a) satisface las condiciones PI1) y PI2) del Lema [1.15]

» Siz,y e A(N) entonces x Aa (xVy) = z.

En efecto, x Aa (xVy) = Az A (xV y))A$ =z.

» Siz,y,z € A(N) entonces x Ap (yV 2z) = (z2Aa )V (y Aa ).

(2AAZ)V (yAaz) = A AZ) VAL AL DAz A2)V (g A2) RA@EA (yV2)) =
x Aa (y V 2). Luego por [57], (A(N),Aa, V) es un reticulado distributivo. Como la
operacién V es la misma en A(N) que en N entonces el orden en A(N) es el orden
de N restringido a A(N). Por lo tanto como 0 An 2z = 0y x V1 = 1 para todo
x € A(N) entonces (A(N), Aa, V,0,1) es es un reticulado distributivo con primer y
ultimo elemento.

» Siz,y € A(N) entonces z Aa (z =a y) < ¥.

zAA (@ =ay) =A@ A (x=2Y) =AANAx = y) =AAzANA(x = y)).

12



Como A(Az A A — 1) PA@A(z = 9) vy 2 A (@ = y) (~ zVy)

T N
entonces tenemos: © Aa (2 =a )N:. Alx AN (~xzVy)) =A(xA~z)V (zA y))N:.
53)
Az ~ ) \/A(x/\y)O\/A( y) = (m/\y)NS.m/\y <uy.

» Sixz,y,z€ A(N) son tales que x Ap 2z < y entonces z < & =p y.

Por hipétesis A(z A z) <y = Ay, por el Lema [1.2] (zx Az) — y = 1y por NJ),
z— (x —y) =1luego por el Lema[l.2] z = Az <Az » y) =2 =2 y. 0

El dlgebra de Heyting A(N), donde N es el dlgebra de Nelson indicada en el Ejemplo

tiene el siguiente diagrama:

Observacion 1.26 En toda dlgebra de Hilbert [11], vale (x - y) »y=(y > x) >z y
utilizando esta propiedad se deduce que st x —y =1 ey — x =1 entonces x = y. Esta
tgualdad no vale en las dlgebras de Nelson. Para ello A. Monteiro, [37], indica el siguiente
ejemplo: Consideremos el dlgebra de Nelson Cy = {0, L 3 3, 1}.

— Wi wik O i
O wim = = O
WIN = = = ol

1
1
1
1
1

Wl Wl = =] Wl

Luego (0= 2) »2=1-2=2y((-0)—=0=1:—>0=1

Observacion 1.27 En [37], A. Monteiro dice: Si N es un dlgebra de Nelson que también
es un dlgebra de Heyting, lo que ocurre en todas las dlgebras de Nelson finitas, el elemento
r = vy, que existe por hipdtesis, no se puede obtener a partir de x e y aplicando las
operaciones —,\,V,~. En efecto, consideremos el dlgebra de Nelson N = Cy x Cy. FEs

facil ver que cl subconjunto S = {(0,0), (5,0), (0, 1), (1. 3), (2,2), (1, ), (2,1), (L, 1)} de
N es cerrado con respecto a las operaciones —, \,V,~. Sin embargo (1,0) = (0, é) =

(3=0,0=31)=(0,1)¢S.
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2. Algebras de Nelson con centro y con eje

Andlogamente a lo indicado en la teoria de las dlgebras de Lukasiewicz trivalentes [48] 21],
definiremos:

Definicién 2.1 Un dlgebra de Nelson N se dice centrada si exviste c € N tal~c=c yc
se denomina el centro de N.

Como N es un algebra de Kleene entonces el elemento ¢ es tinico. Todas las algebras C,,,
con n impar, son centradas.

Lema 2.2 (A. Monteiro, [37]) ¢ =~ ¢ si y solo si Ac =0y Ve = 1.

Dem. Supongamos que Ac =0y Ve = 1. Por el Lema [1.10]
c=(AcV ~c)AVe=(0V~c)AN1l=~c.

Supongamos que ¢ =~ c.

rc=c—0=(cA~c)—=0=c—>(~c—0)=c—>(c—0)=c—rc
21)
Como ¢ =~ ¢ < —c¢ por , ¢ — —c =1y por lo tanto —c = 1. Luego Ac =~ —c =
~1=0.De Ac=0resulta~V~c=0yVe=V~c=~0=1. O

Lema 2.3 (L. Monteiro, [44,149,[48]) Si L es un dlgebra de Lukasiewicz trivalente centrada
y ¢ es su centro, entonces para todo x € L,

x=(AzVe)AVa.
El siguiente lema es una generalizacion del resultado precedente.

Lema 2.4 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson centrada y ¢ es su centro,
entonces para todo x € N,
x=(AzVec)AVa.

Dem.
A((AzVe) ANVx) =A((Ax AVz)V (cAVa)) =
A(Az V (e A Vx))AAcc V A(e A Vx)A:c V A(e A V).
A(cANVz) < AcANAVr =0AAVz =0, luego (1) A((Az V) AVz) = Ax.
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V((Azv o) AV BV(Az v o) A VVEEV(Az v ) A Va.

Como ¢ < Az V ¢ entonces 1 = Ve < V(Az V ¢), luego V(Az V¢) = 1 y por lo
tanto (2) V((Az V ¢) A Vz) = Vz. De (1) y (2) resulta aplicando el Lema [1.11} que
x=(Ax Vc)AV. O

Observaciéon 2.5 Un elemento xz de un dlgebra de Nelson N se dice booleano, si existe
x' € N tal que x V' =1y x Az’ =0. Notaremos con B(N) al conjunto de todos los
elementos booleanos de N, es claro que 0,1 € B(N). Como N es un dlgebra de Kleene, es
bien conocido el siguiente resultado de A. Monteiro: si b € B(N) y con b’ designamos su
complemento booleano entonces b’ =~ b. ([10], 9], [40], 46, [51]).

Veamos ahora que ~ b = ~b. En efecto, por N§), b A (b — 0) = b A (~ bV 0), esto es
bA=b=0bA ~ b =0, entonces por b <~ ~b = Ab. Por N53)), Ab < b, entonces
~ b = b luego —b =~ b. Por lo tanto si b € B(N), entonces ~ b = —b y Ab = b.
Veamos que también Vb = b. En efecto, como ~ b € B(N) entonces A ~ b =~ b luego
Vb=~ A ~b=>. Una demostracion diferente de que ~ b = —b, se puede ver en la Tesis
de 1. Viglizzo, [59], pag. 81. Observemos que six € N y Ax = x = Vx, no necesariamente

x € B(N). En efecto en el Ejemplo[1.23, Ab=1b= Vb yb¢ B(N).

Analogamente a lo indicado en la teoria de las algebras de Lukasiewicz trivalentes, daremos
la nocion de eje.

Definicién 2.6 Diremos que un elemento e de un dlgebra de Nelson N es un eje de N si
El) Ae=0,
E2) 2 = (AxzVe) ANVx=AxV (e AVz) para todo x € N.

Observacién 2.7 heNil)V ~ e(Ezl)l.

Lema 2.8 (A. Monteiro, [37]) Si N tiene eje entonces es inico.

Dem. Supongamos que e; y es son ejes de un algebra de Nelson N, esto es
(1) Ae; =0 (2) x=(AzVey)AVz para todo x € N,
(3) Aea =0 (4) o = (AzVey) ANVz para todo x € N.

Reemplazando x por es en (2), y teniendo en cuenta (3) tenemos

(5) €y = (Aeg V 61) A Vez = (0\/ 61) A\ Veg = €1 A\ Veg S €1.

Andlogamente reemplazando x por e; en (4), y teniendo en cuenta (1) tenemos
(6) e1 = (Aeg Vea) AVeyr = (0Ves) AVep = es AVey < es.
De (5) y (6) resulta e; = es. 0
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Lema 2.9 Ax =0 si y solo si x <~ x sty solo si x — y =1 para todoy € N.

Dem. Por el Lemal(l.10, x = (AzV ~ x) AVz, luego si Az = 0 entonces © =~ AV <

. N59) .

~ x. Reciprocamente si & <~ x esto es © = zA ~ z entonces Az = A(zA ~ ) 2. si
N72) , .

x <~ x entonces v — y = (zA ~x) >y 1. Reciprocamente si z — y = 1 para todo

yENenparticularparayzoluegox:x/\lzx/\(:ﬁ—>0)x/\(wx\/O)zx/\wx,

por lo tanto © <~ z. [l

Lema 2.10 (A. Monteiro, [37]) Si N tiene eje e entonces e es el mayor elemento x € N
que verifica Ax = 0. Ademds e <~e ye —y =1 para todo y € N.

Dem. En efecto, si x € N verifica Az = 0 entonces x = (AxVe) AVz = (0Ve) AVz =
e ANVz <e.Porel Lemal29, e <~eye—y=1paratodoy e N. O

Lema 2.11 S N es un dlgebra de Nelson y e € N entonces las siguientes condiciones
son equivalentes

a) v = (Axz Ve) AV para todo x € N,

b) x = (AzV ~e) A Vz para todo x € N.

Dem. Si vale a), entonces tenemos que ~x = (A ~xVe) AV ~ x, luego & = ~~ x =
~(A~zVe)AV~z)=~(A~zVe)V~V~zr=(~A~zAN~e)VAr =
(Van ~e)V Ax = (Vx VAx) A (~eV Az) = Vo A (~ eV Az), por lo que vale b). La
otra implicacion se prueba en forma similar. 0

Ejemplo 2.12

=10 a b ¢ d e f 1|~z|Ax|Vz
o(1 11 1 11 1 1|1 0 0
a |1 1 1 1 1 1 1 1| f 0 a
blc ¢ 1 ¢ 1 ¢ 1 1| ¢ b b
c|b b b 1 d 1 1 1] b c c
dlc ¢ 1 ¢ 1 ¢ 1 1] e b 1
el|1 1 1 1 1 1 1 1] d 0 c
fla a b c¢c d e 1 1| a f 1
110 a b ¢ d e f 1[0 1 1

El elemento e es el eje del algebra precedente.

Todas las dlgebras (), con n par, tienen eje. En efecto, sea e = i:ll Entonces

e <~ e, luego Ae = 0 (ver Seccién . Six e C, yax <~ z, entonces xr < e; por
lo tanto (AxzVe)AVe = (0Ve)ANx =eAz =z S~z <z, entonces e < x; luego
(AxVe)AVr=(xVe)ANl=uzx.
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Observacion 2.13 St N es un dlgebra de Nelson con eje e, que no es un dlgebra de
Boole, no existe b € B(N) \ {0,1} tal que e < b, e <~ b. En efecto, si ello ocurriera
entonces e < bA ~ b =0, luego e = 0 y por lo tanto v = (AzVe) AVz = Az AVz = Az,
para todo x € N. Luego por el Lema[l.B, N seria un dlgebra de Boole, absurdo.

Si ¢ es centro de N entonces por los Lemas 2.2] y c es eje de N, pero la reciproca no
es verdadera (ver Ejemplo [2.12)).

Lema 2.14 (A. Monteiro, [37]) Si C' es un dlgebra de Nelson con centro ¢ y E es un
algebra de Nelson con eje e entonces N = C' x E es un dlgebra de Nelson con eje.

Dem. Sea f = (c,e) luego Af = A(c,e) = (Ac, Ae) = (0,0).
(A(z,y)V(c,e)) AV (x,y) = (Az, Ay)V(c,e)) AN (Vx,Vy) = (AxVe, AyVe) A (Vz, Vy) =
((Az V) AV, (Ay Ve) AVy) = (x,y). O

Corolario 2.15 Si C es un dlgebra de Nelson con centro ¢ y B es un dlgebra de Boole
entonces N = C x B es un dlgebra de Nelson con eje.

Dem. Como B es un élgebra de Boole, entonces Az = Va = z y 0 es su eje. Luego (¢, 0)
eselejede N =C x B. O

En este caso Ve = V(c,0) = (Ve,0) = (1,0) y ~ Ve = (0,1) luego VeV ~ Ve = (1,1) y
por lo tanto Ve € B(N) = B(C x B).

Lema 2.16 (A. Monteiro, [37]) Si C' es un dlgebra de Nelson con centro ¢ y B un dlgebra
de Nelson tal que N = C x B tiene por eje al elemento e = (¢, 0) entonces B es un dlgebra
de Boole.

Dem. Como e = (c,0) es eje, entonces
(2, 9) = (Az,y) V (¢,0)) AV(2,y) = (Ax V) AV, (Ay V 0) A Vy) = (2, Ay).

Luego y = Ay para todo y € B, entonces por el Lema[l.5, B es un algebra de Boole. [J

Lema 2.17 Toda dlgebra de Nelson N finita tiene eje.

Dem. Sea Z ={z€ N:Az=0}ye= \ z Probemos que e es el eje de N.

z€Z

El)Ae:A\/zNg))\/Az:O,

z€Z z€Z
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E2) x = (Az Ve) A Vz, para todo z € N.
En efecto, sea y = (AzV e) A Vi, lnego y < Var y por lo tanto (1) Vy < VVz = Va,

N50

(2) Ay = A(Az V (e A V)) DAAz v Ae A V:L’)Nig)A:c VA(e ANVz) < Az V Ae =
Az V0 = Az.

De (1) y (2) resulta por el Corolario [1.12] que (3) y < x.

N
Como A(zA ~ ) 590 entonces wA ~ < e luego

N46)

r=zA(@V~zx)=aA(~zVAzr)=(zVAZ)A(~zVAz) = (zA ~x2)VAxr < Az Ve

y como = < Vx entonces (4) x < (Azx Ve) AVr =y. De (3) y (4) tenemos x = y. O

Definicién 2.18 Un subconjunto F' de un dlgebra de Nelson N se dice un filtro si:
Fl) 1€ F,
F2) Sixz e F, x <y entonces y € F,

F3) Para todo x,y € F, v Ny € F.

Un filtro propio P de un dlgebra de Nelson N se dice un filtro primo si a Vb € P implica
acePobeP.

Dualmente, un subconjunto I de un dlgebra de Nelson N se dice un ideal si:

1) 0 €1,
12) Sixzel,y<x entoncesy € I,

I3) Para todo x,y € I, xVy € I.

Un ideal propio I de un dlgebra de Nelson N se dice un ideal primo si a Ab € I implica
aclobel.

Definicién 2.19 Un subconjunto D de un dlgebra de Nelson N se dice un sistema de-
ductivo si:

D1) 1€ D,
D2) Siz,x — y € D entonces y € D.
Es bien sabido que:

Lema 2.20 Todo sistema deductivo de un dlgebra de Nelson es un filtro.
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Si H C N notaremos con Dy(H) o D(H) al sistema deductivo generado por H en N. Si
H = {a} notaremos D(a), en vez de D({a}). Es bien conocido que

D(a)={z e N:a—z=1}

Lema 2.21 Para que un filtro F' de un dlgebra de Nelson N sea un sistema deductivo es
necesario y suficiente que: a) Az € F para todo x € F.

Dem. Si F es un filtro que verifica a), entonces D1) 1 € F. Supongamos que
x,x —y € F,luego x A\ (x — y) € F, pero

N§)

zAN(x—=y)=xAN(~axVy) =(@AN~z)V(TAYy).

Luego por a), A((zA ~z)V (z Ay)) € F, y entonces

B

A(eh ~2)V @ A y) BAG@A ~2) v A Ay PA@AY) € F,

y como Az Ay) < Az A Ay < Ay < y, se sigue que y € F.

Reciprocamente si F' es un filtro que es un sistema deductivo y € F, como
57]
T — Axl € F entonces Ax € F. O

Es facil probar a partir de lo anterior que el sistema deductivo generado por un elemento
aes D(a) = F(Aa), donde F(x) denota el filtro principal generado por z, esto es, F/(z) =

{y:z <y}
Si D es un sistema deductivo notaremos D(D,a) al sistema deductivo generado por

D U {a}. Es bien conocido (ver A. Monteiro, [33] e 1. Viglizzo, [59], paginas 27 y 36),
que:

Lema 2.22 Si N es un dlgebra de Nelson D(D,a) ={x € N :a — x € D}. Si H es una
parte no vacia de N entonces, D(H) = {x € N : (A h;) - x =1, donde {h;}, C H}.
i=1

Lema 2.23 (A. Monteiro, [37]) Si en un dlgebra de Nelson N se verifica que para un par
de elementos x,y € N: (1) z,y € A(N) y (2) A(z Ay) =0, entonces x <~ y.

Dem. Por (1), tenemos ~ —y = Ay = y, luego (3) —y =~ y. Por (2) ~ —(z Ay) = 0,
luego, —(z A y)x — ~y =1 € D(x). Como x € D(x) = F(Am)(:)F(x) entonces
~ y@hy € F(x), por lo tanto x <~ y. =

Notaremos D(N) al conjunto de todos los sistemas deductivos de un algebra de Nelson
Ny con M(N) al conjunto de todos los sistemas deductivos maximales de N.
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Observacion 2.24 Dado un subconjunto X de un dlgebra de Nelson N, definimos ~ X
como el conjunto {~ x : x € X}. Entonces, se puede ver que si F' es un filtro de N, ~ F
es un ideal y, mas aun, si F' es un filtro primo, ~ F es un ideal primo.

Lema 2.25 (A. Monteiro, [37]) Si D € D(N) y d € D entonces a) Ad,Vd € D, y si D
es propio b) ~d & D yc) DN~ D = .

Dem. Por el Lema[2.21] si d € D entonces Ad € D. Considerando que por Ni4)), d < Vd
y que D es un filtro resulta que Vd € D. Si D es propioy ~ d € D entonces d\ ~d € D,

luego teniendo en cuenta a) y OA(d/\ ~ d) € D, tenemos una contradiccién. Si z €
DN~ D entonces x € Dy x €~ D, luego ~ x € D, lo que contradice b). 0

Corolario 2.26 Si D € D(N) es propio y N tiene eje e entonces e & D.
Dem. Sie € D, como e <~ e entonces ~ e € D lo que contradice el Lema [2.25] O

Lema 2.27 Si N es un dlgebra de Nelson entonces el conjunto ordenado (D(N),C) es
isomorfo al conjunto ordenado (F(A(N)), C), donde F(A(N)) es el conjunto de todos los
filtros del algebra de Heyting A(N) esto es, de todos los sistemas deductivos de A(N).

Dem. Si D € D(N) sea a(D) = DNA(N), luego a(D) C A(N). Veamos que a(D) es
un filtro en A(N).

F1) 1€ a(D).

F2) Si(1) z € a(D)y (2) x <y, donde (3) y € A(N), entonces y € a(D).
Como a(D) C D, de (1) resulta (4) x € D, luego de (4) y (2) tenemos que y € D y
por (3), y € a(D).

F3) Si (5) z,y € (D) entonces A(x Ay) = x Aawvy Yy € (D).
Por (5), tenemos (6) z,y € A(N) y (7) z,y € D. De (6) resulta A(z Ay) =
rAany Y € AN) y de (7), z Ay € D de donde A(x Ay) € D, y por lo tanto
z Aaw) Y € a(D).

(i) « es suryectiva. Dado F' € F(A(N)), sea D = D(F'). Probemos que a(D) = F. Co-
mo F C D(F) = Dy F A(N) entonces F' C D N A(N). Sea
x € DN A(N) entonces Az = x € D = D(F). Luego por el Lema [2.22]

C
'y
existen {f;}, C F tales que (/\ fi) = x = 1. Como F es un filtro de A(N) te-
i=1

nemos que (8) f = A\ fi € F luego f = & = 1y por lo tanto (9) f a0 @ =

A(f - x)=1€F, luego de (8) y (9) resulta por ser F' un sistema deductivo del
algebra de Heyting A(N) que x € F.
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(ii) Es claro que si D1,Ds € D(N) y D; C D, entonces a(Dy) = Dy NA(N) C
Dy NA(N) = (D). Por otro lado si a(Dy) = D1 N A(N) € DoNA(N) = a(Ds),
entonces, si € Dy, por Nb7), x — Az = 1, de donde Ax € a(D3) por lo que
r € Dy ya que Az < z.

De (i) y (ii) resulta que « es un isomorfismo de orden. O

Es bien conocido que:

Lema 2.28 (H. Rasiowa, [55]) Dado un sistema deductivo propio D, existe M € M(N)
tal que D C M.

Lema 2.29 (A. Monteiro, [20]) Si N es un dlgebra de Nelson, D € D(N) ey € D
entonces x — y € D, cualquiera que sea x € N.

Dem. y < x — y luego como y € D y D es un filtro z -y € D. O

Lema 2.30 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson y D € D(N) es propio
entonces Ad # 0, cualquiera que sea d € D.

Dem. Sid € D por el Lema Ad € D, luego si Ad = 0 entonces D = N, absurdo. [

Lema 2.31 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson, D € D(N) es propio,
entonces D(D, a) es propio si y solo si Ala A d) # 0 para todo d € D.

Dem. Supongamos que D(D,a) es propio. Como a,d € D(D,a) para todo d € D
entonces por el Lema 2.20f a A d € D(D,a) para todo d € D y por el Lema [2.30}
AlaNd) #0.

Si D(D,a) no es propio, 0 € D(D,a) y d =a — 0 € D. Entonces

p3)
Aland) < a/\d:a/\(a—>0)a/\(~a\/0) =al ~ a,
luego A(a A d)AA(a ANd) < Alan ~ a)O, por lo que A(a A d) = 0. O

Lema 2.32 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson, D € D(N) y M € M(N)
es tal que D C M entonces A(d Am) # 0 para todo d € D ym € M.

Dem. Sid € D entonces d A m € M para todo m € M, luego siguiendo el Lema [2.30]
A(d Am) # 0. O

Lema 2.33 (A. Monteiro, [20]) Si M € M(N) y x ¢ M entonces para todo y € N,
xr—ye M.
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Dem. Sea M € M(N), ¢ M. Como M es maximal resulta D(M,z) = N y en
consecuencia, por el Lema [2.22] cualquiera que sea y € N verifica x — y € M. O

Adn més, si cada vez que x,y ¢ M entonces x — y € M, resulta M € M(N). En
efecto, si M no fuera maximal existiria un M’ tal que M € M’ C N. Tomemos entonces
reM'\M,ye N\ M’ Como z,y ¢ M, por hipdtesis resulta z -y € M C M'y, en
consecuencia y € M’ lo cual es un absurdo.

Lema 2.34 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson y M € M(N) entonces
cualquiera que sea © € N, t ANV ~x ¢ M y €M oV ~z € M.

Dem. Siz AV ~x € M, comox ANV ~x =xA ~ x entonces zA\ ~ x € M, luego por
el Lema [2.25]y OA(a:/\ ~ x) € M, absurdo.

Dado el conjunto M y x € N entonces x € M o x ¢ M. En este ultimo caso, como
M e M(N), por el Lema2.33 V~oz=rz=2—0¢c M. O

Lema 2.35 Si M € M(N), entonces M es un filtro primo.

Dem. Sea M € M(N), sabemos que M es un filtro propio. Supongamos que

(1) avb e My (2)b¢ M. De (2) y el Lema2.33|resulta b — a € M. Luego, (aVb) — a L
(a—>a)/\(b—>a)N@1/\(b—>a):b—>a€M,ypor (1) resulta a € M. O

Observacién 2.36 Si M € M(N), por el Lema es un filtro primo, y si @ es la
transformacion de Birula-Rasiowa, (A. Bialynicki-Birula, H. Rasiowa, [1]) esto es (M) =
C~ M =~ CM entonces p(M) es un filtro primo de N y M C @(M) (H. Rasiowa [55]).
Ademds (M) = M si y solo si ~ M = CM.

Lema 2.37 (A. Monteiro, [20]) Si M € M(N) yx € p(M)\M entonces ~ x € (M )\ M.

Dem. Si~ z € C(p(M)\ M) =~ M U M, entonces (1) ~ 2z €~ M o (2) ~x € M. Si
ocurre (1) entonces x € M, lo que contradice la hipétesis. De (2) resulta ~ z ¢ CM, luego
x ¢~ CM = (M), absurdo. O

Definicién 2.38 Dadas dlgebras de Nelson N y N', una funcion h : N — N’ se dice un
homomorfismo si para todo x,y € N, h(1) =1, h(~ x) =~ h(x), h(z Ay) = h(z) AN h(y),
h(xVy)=h(z)Vh(y) y h(x = y) = h(zx) = h(y), donde 1’ es el dltimo elemento de N'.
St h es una funcion epiyectiva, h se dice un epimorfismo y si h es biyectiva, se dice un
isomorfismo de dlgebras de Nelson.

Sih: N — N’ es un epimorfismo, decimos que N' es una imagen homomorfa de N, y si
existe un isomorfismo entre N y N' notamos esto con N = N’.

Denotamos con Nuc(h) al nicleo del homomorfismo h, esto es, el conjunto
{z € N:h(zx)=1}%.
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Lema 2.39 (A. Monteiro, [22,[32], 1. Viglizzo, [59], pdg 32) Si N es un dlgebra de Nelson,
D € D(N) entonces la relacion definida sobre N por

r=py siysolosi t »y,y > x,~xr =~y ~y—>~zx D

es una congruencia de dlgebras de Nelson y D ={x € N : x =p 1}.

Notaremos |z|p = {y € N : y =p x} y N/D al dlgebra cociente.

Observacién 2.40 Si N es un dlgebra de Nelson, u € N, p = uh ~u y S(u) = S =
[p,ul ={z € N :p <z <u} entonces (S,u,~g,\,V,—g) es un dlgebra de Nelson, donde
~sx =~z ANuyr —gy=(x =y Au, para x,y € S (I. Viglizzo [59], pag. 50-51).
Veamos que si x € S, entonces Vgr =V Au. En efecto,

Vsl'zl—sNS:CNS:C—>5N5NS(I?:N5£C—>SQ?:(Nsl'—)l')/\u:
((Nac/\u)—>x)/\ul\@(u—>(~x—>x))/\u(u—>h~x)/\u:

u/\(u—>Vx)u/\(rvu\/Vm):(u/\wu)\/(u/\Vm):p\/(u/\Vm):

(pVu)AN(pVvVz)=uAVz,

pues p < x < V.

En forma similar, para x € S se tiene que Agx = Ax V p:

43)
Agr =~vg —gx N:-NS (x =wgr~vg @) =~vg (T =5 (T Au)) =

~s (= (v Au)) Au) = r~g (=~ 2) A (T — u) Au)
~g (Fe AT AU) =~g (FeAu) =~ (Fz Au) Au= (~—zV ~u) Au =
(AzV ~u)ANu=(AzAu)V (~uAu)=AzVp,

pues Ax < x < u.

La funcion t : N — S definida por t(x) =pV (x Au) =u A (v — x) es un homomorfismo
suryectivo tal que t(x) = x para todo x € S, Nuc(t) = D(u), y N/D(u) = S(u). (A. Mon-
teiro, [37] e 1. Viglizzo, [59], pag. 51-52).

Recordemos ademds (1. Viglizzo, [59], pag. 53) que en cada clase de equivalencia mddulo
D(u) existe un tinico elemento de S(u). Mds precisamente six € N entonces C(x)NS(u) =
{u N (u — x)}. Estos resultados son andlogos, pero mds generales que los indicados por
L. Monteiro en [52] y [45].

S(1)=N y S(0)={0}. Sibe B(N)\{0,1} y S =10,b] entonces (S,b,~s5,\,V,—g) €s
un dlgebra de Nelson, no trivial, S # N , donde ~g x =~ ANb, x =gy = (x — y) A\ b,
Vsr =V yAsr = Ax para todo x,y € S.

23



Lema 2.41 Siby,by € B(N)\ {0,1}, by #bs, by Aby =0 y u = by V by entonces

[0,u] = N/D(u) = N/D(by) x N/D(by) = [0,b] x [0, bs].

Dem. En efecto, sea m la funcién de S = [0,u] en P = [0, ;] x [0, by definida por
m(z) = (z A by, x A by).

Como 0 < zAb <byy0<axAby <byentonces z Aby € [0,b1] y x Aby € [0,bs]. El
reticulado distributivo [0,u] es isomorfo al reticulado distributivo P (ver, por ejemplo,
[52]), via la funcién m, que también es un isomorfismo de algebras de Nelson.

Veamos que m es suryectiva. En efecto, dado (y;,y2) € P,estoes0 < y; < by y0 < 1ys < by
entonces 0 < y = y; Vys < b1 Vhy = u, luego y € [0, u]. Observemos que yaAby < baAby = 0,
de donde resulta ys A by = 0. En forma analoga y; A by = 0.

m(y) = (Y Abi,y Aba) = ((y1 V y2) Abi, (11 V y2) Aby) =

(Y1 A1) V (Y2 Ab1), (Y1 Ab2) V (Y2 Ab2)) = (41 V 0,0V y2) = (Y1, y2)-
m es inyectiva. Sean y,z € [0,u] tales que m(y) = m(z), esto es (y A b,y A by) =
(z Aby,z Aby). Luego y Aby = 2z A by e y Aby = 2z Aby y por lo tanto y = y Au =
YA (b1 Vb)) =(yAb)V(yAby) =(zAb1)V(2Aby) =2A (b Vb)) =2ANu=z.

m(0) = (0 A by, 0 A by) = (0,0).
m(u) = (u A by, u Abg) = (by,bs).

m(xAy) = (@ AyAbL,zAyAby) = (x Ab,x Aby) A (y Abi,y Abs) =m(x) Aml(y).
maVy) = (@Vy) Ab(xVy) Ab) = (& Ab)V (5 Ab) (e Ab)V (y A b))

= (x Aby,x ANbg) V (y Aby,y Abg) =m(x)Vm(y).
m(~gx) = (~gx Aby,~vg T Aby) = (T AuNby,~z AuNby) = (~xz Aby,~xAby).
Como by, by € B(N) entonces biA ~ by = 0y byA ~ by = 0, luego

~m(x) =~ (x Abi,x ANba) = (~s@y) (T Ab1), ~sy) (T AD2)) =

(~ (z Aby) Aby,~ (x Aby) ANbg) =
((~aV ~by) ANby, (~xV ~by) Aby) = (~x Aby,~x Aby).
m(z —=sy)=m((x > y)Au)=((z = y) Aulby, (x = y) AuAby) =
((x = y) ANby, (x — y) Ab).
m(z) = m(y) = (x Aby,x Aby) = (Y Ab1,y Aby) =
(@ Ab1) =5 (Y Ab1), (T Aba) —rs@) (Y Ab2)) =
((x Ab1) = (yAb1)) Aby, ((x Aba) = (y Aba)) Ab).

Tenemos:
(@Ab) = (5 ARz = (b = (YA b)) D
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N9

v = (b= y) A1 = 502 = (b = 1) B, =

T —y),

luego

(AN ~b)V (1A (z—=y) =0V (b A(x—=y)) =biA(x—y).
En forma andloga se prueba que ((z A by) — (y A b)) Aby =bs A (z — 7).
Entonces m(z) — m(y) = ((z — y) A by, (x — y) Abg). O

Notaremos con A(B(N)) el conjunto de los dtomos de B(N).

Corolario 2.42 Si B(N) # {0,1}, u = by V by donde by,by € A(B(N)), by # by entonces
0,u] = N/D(u) = N/D(by) x NjD(bs) = [0,b,] x [0, bs].

Dem. Como by, by son atomos diferentes de B(IV) entonces by A by = 0. O

Corolario 2.43 Si B(N) # 40,1}, y A(B(N)) = {a1,as,...,as} entonces

S

N =]]l0,a.

i=1

Corolario 2.44 Si N es un dlgebra de Nelson con eje e, que no es centrada, ni un dlgebra
de Boole y Ve € B(N), entonces N es isomorfa al producto cartesiano de un dlgebra de
Nelson centrada por un dlgebra de Boole.

Dem. Como Ae = 0, si fuera Ve = 1 entonces por el Lema e =~ ey N seria
centrada, absurdo. Si Ve = 0 entonces como e < Ve tendrfamos (1) e = 0.

Luego para todo x € N, z = (Azx Ve) A VilAz A Vz = Az y por el Lema N
seria un dlgebra de Boole, absurdo. Por lo tanto Ve € B(N) \ {0,1} y también ~ Ve €
B(N)\ {0,1}. Luego por la Observacidn, resulta que Sy = [0,Ve] y Sy = [0,~ V¢
son algebras de Nelson, no triviales. Como e € S} entonces Vg,e = Ve y Ag,e = Ae =0,
luego e es centro de 5.

Si z € S5 entonces e A Vo < Az V (e A V) =z <~ Ve, de donde se concluye que

eNr<eAVr=eAVrAVe<~VeAVe=0.
Por lo tanto
r=xN\~Ve=(AzV (e \NVz))A ~Ve=(AzA ~ Ve)V (e NVzA ~ Ve) =

(AzA ~ Ve) V0= AzA ~ Ve.

Como Az < x <~ Ve entonces Az/\ ~ Ve = Ax y por lo tanto x = Ax = Ag,x, luego
por el Lema[L.5], Sy es un dlgebra de Boole.

25



Como Ve,~ Ve € B(N)\ {0,1}, Ve #~ Ve, 1 = VeV ~Ve y 0 = VeA ~Ve, por el
Lema el dlgebra N = [0, 1] es isomorfa a [0, Ve] x [0, ~ Ve], es decir, N es isomorfa
al producto cartesiano de un algebra de Nelson centrada por un dlgebra de Boole. O

De ahora en adelante notaremos T en vez de C3. Sobre T podemos definir una sola
estructura de algebra de Nelson, determinada por las siguientes tablas.

AlOo L1 vio 41 =0 % 1 T |~
0[0 0 0 0[0 5 1 0 [1 1 1 01
1 1 1 1 (11 1 1 1] 1
3|0 3 3 sz 3 1 s |1 L 3|2
10 3 1 11 11 1|0 3 1 1|0

El conjunto B = {0,1} = C5 es una subdlgebra de Nelson de T.

Lema 2.45 (A. Monteiro, [33]) Si N es un dlgebra de Nelson y M € D(N), entonces
M e M(N) siy solo si NJM =B o NJM = T.

Lema 2.46 (A. Monteiro, [33], I. Viglizzo, [59]) Si N es dlgebra de Nelson y M € M(N)
verifica (M) = M entonces N/M = B.

Por la Observacién [2.36] sabemos que si M € M(N) entonces M C o(M).

Definicién 2.47 Si M € M(N), M se dice bivalente si N/M = B, lo que equivale a
decir que (M) = M y M se dice trivalente si N/M = T, lo que equivale a decir que
M C o(M).

Lema 2.48 Si N es un dlgebra de Nelson, M € M(N) y x € (M) \ M entonces
|z[a = (M) \ M.

Dem. Por hipétesis z ¢ M y por el Lema[2.37 ~ x ¢ M. Si y € |z|y esto es x =y y,
en particular (1) y > x € M y (2) ~y —~ x € M. Supongamos que y ¢ (M) \ M, esto
esy € MU~ M, luego 3) y € M o, (4) ~y € M. De (1) y (3), x € M, absurdo. De (2)
y (4), ~x € M, absurdo. Luego |z|y C (M) \ M.

Siy € (M)\ M, de z,y ¢ M por el Lema 233 (5) = — y,y — = € M. Como
z,y € (M) = 0 ~ M entonces z,y ¢~ M, luego ~ x,~ y ¢ M y por lo tanto
6) ~z —~y, ~y—>~x €M De(5)y(6),y € |z|y. Luego |x|y = @(M)\ M. O

A. Monteiro en [37] hace el siguiente comentario. En todo espacio topoldgico F la frontera

de X C E, que notaremos 9(X) se define por 9(X) = X NCX, donde X indica la clausura
de X. Como o o
(XNEX)UCXNX)=

(XUlX) N(XuX)NnCXUulx)NCxuX)=
ENnXnCXNnCXuX)=XnlxX =0a(X),

entonces 0(X) se puede expresar como la unién de dos conjuntos disjuntos.
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Definicién 2.49 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson y x € N, se define la
frontera de x por: 0x =V AV ~ .

Como veremos en el Teorema [2.56] A. Monteiro determiné las algebras de Nelson que
verifican la condicién

(F) Or=(x AV ~z)V(~2zAVI).

Las dlgebras C,,, con n impar no verifican (F). En efecto, ~ 1 =1, V ~

Porlotanto 93 =1y A AV~ V(~ AV =EAL)V(EAL =1,

Las dlgebras C,,, con n par verifican (F). En efecto, dados z,y € C,, entonces (1) xz <~ x
0 (2) ~ x < x. Si ocurre (1) vimos que Vo = vy Az = 0, esto es V ~ x = 1, luego
or =zy (tAV ~2)V(~axAVz)=zV(~zAz) =2z Enelcaso (2) vimos que
Ve=1y Az =uz,estoes V~x =~z luegodz =~y (xAV~z)V(~zxAVz)=
(AN~ x)V (~z A1) =~ 2.

Definicién 2.50 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson, se denomina radical
de N a la interseccion de todos sus sistemas deductivos mazimales, lo notaremos Rad(N).

Observacion 2.51 A partir de la definicion afirmamos que N # Rad(N) € D(N).
Lema 2.52 (A. Monteiro, [29] 30, B85], I. Viglizzo, [59], pag. 77)
Rad(N)={n€ N :n=aV rz, paraalgin z € N}.

Definicién 2.53 (A. Monteiro, [37]) Si z € N verifica ——x = 1 se denomina elemento
denso. (Ver también 1. Viglizzo, [59], pag. 76). Notaremos Ds(N) el conjunto de todos los
elementos densos de N.

Lema 2.54 (A. Monteiro, [37], I. Viglizzo, [59], pag. 76 y 77)

x € Rad(N) siysolosi ——z = 1siysolosi A~z = 0.

Luego Rad(N) = Ds(N).

Lema 2.55 (A. Monteiro, [37]) Rad(N) C A(N).

Dem. Sear € Rad(N). Sabemos que (1) AATAT. Probemos que (2) VAr = Vr. Por
el Lema |2.54], VArrrr = 1. Por el Lema [2.52) r = x V —x, para algiin z € N. Luego

Vr=V(@Vrz)=r~(xVrz)=—(~zAAz)=(~zANAzx) — 0"y y por lo tanto
vale (2). De (1), (2) y el Lema se concluye que Ar =, esto es r € A(N). O
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Teorema 2.56 (A. Monteiro, [29, 30, 35, B7)) En toda dlgebra de Nelson N las siguientes
condiciones son equivalentes:

a

0r =(x ANV ~z)V(~zAV),

=

A~z =Var AV ~zx,

@)

o(M) =M, para todo M € M(N),

N/Rad(N) es un dlgebra de Boole,

@

f) Adzx =0, para todo x € N,

)
)
)
d) AVz = VAz, para todo z € N,
)
)
g)

N/M = B, para todo M € M(N).

i
Dem. Q) :>|EI). Tenemos z AV ~ xm/\ ~TY x/\Vx ~ x Az entonces de a)
resulta b) oA~z =0xr =V AV ~ .

b) = a). De b) resulta que V.~ a2 Az = Ve AV ~z Az =aAN~zyVaA~zx =
VAV ~ A~z = xA ~ x,luego (t AV ~ )V (~ zAVz) = IA ~ 22VIAY ~ 1 = O,

b) = ¢). Supongamos que existe M € M(N) tal que M C (M) y sea (1) z € p(M)\ M,

luego por el Lema 2.37, (2) ~ z € ¢(M)\ M. De (1) y (2) resulta por el Lema [2.34]
V~zreMyVre M. Como M es un filtro se concluye que Ve AV ~ x € M, de donde

resulta por la hipdtesis que A\ ~ x € M. Luego por el Lema [2.25] OA(x/\ ~x)eM,
absurdo.

¢) < d) (A. Monteiro, [29] B0} 35]). Ver demostracién en 1. Viglizzo, [59], Teorema 4.18,
pag. 90.

d) < e) (A. Monteiro, [29], 3.20, pag. 7, [30, 35]). Ver demostracién en 1. Viglizzo, [59],
Teorema 4.17, pag. 87.

d) = b) (A. Monteiro, [37]). Consideremos (3) A(zA ~ :U)O y (4) A(Vx AV ~ x) 1

AV (zA ~ x)d:)VA(:L’/\ ~ 9[:)0. De (3) y (4) resulta (5) A(zA ~z) = A(Vx AV ~ ).

Tenemos (6) V(zA ~ x)VV(x/\ ~ x)V(Vx AV ~ ). De (5) y (6) resulta por el
Lema|l.11} que zA ~x =Vz AV ~ z.

d) = f) (A. Monteiro, [37]). Tenemos Adx = A(Vaz AV ~ m)AV(:r/\ ~ :zr)d:)
VA(zN ~ x) VO =0.

f) = ¢) (A. Monteiro, [37]). Supongamos que existe M € M(N) tal que M C ¢(M)
y sea (7) x € ¢(M) \ M, luego por el Lema [2.37, (8) ~ z € (M) \ M. De (7) y (8)
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resulta por el Lema [2.34, V ~x € M y Vo € M. Como M es un filtro se concluye que
Or =Vax AV ~x € M, luego del Lema [2.25| OQA(% € M, absurdo.

c) = g) (A. Monteiro, [29], 3.21, pag. 7, [30, B5]). Por el Lema [2.46] N/M = B, para todo
M e M(N).

g) = ¢). Si N/M = B para todo M € M(N), entonces como |1|yy = M,p(M) =

Es claro que B es la menor dlgebra de Nelson no trivial.

Definicién 2.57 (A. Monteiro, [37]) Se denomina algebra de Nelson minimal a toda
dalgebra de Nelson N que verifica la condicion d) indicada en el Teorema . Suponemos
que esta denominacion se debe a que d) es equivalente a g), que nos dice que N/M = B,
para todo M € M(N).

Es claro que toda algebra de Boole es un algebra de Nelson minimal y que si N es un
algebra de Nelson con centro ¢ entonces N no es minimal, dado que AVe = Al =1y

VAec=V0=0.

Corolario 2.58 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson minimal y D € D(N)
es propio entonces no existe ningun r € N tal que Ox € D.

Dem. Si existiera z € N tal que dxr € D entonces por el Lema [2.25] Adx € D y como
N es minimal, por la condicién f) del Teorema A0z =0y D no serfa propio. U

Este resultado no es valido en las algebras de Nelson semisimples.

En efecto, sea L un algebra de Nelson semisimple que no es un algebra de Boole, y
supongamos que dxr = Vx AV ~ x = 0, para todo x € L. Luego por , r < Vz <
~ V ~x = Ax < x, de donde resulta que Vx = z, para todo x € L y entonces L seria
un algebra de Boole. Por lo tanto existe al menos un x € L tal que p = Vo AV ~ x # 0.
Entonces Ap = AV(zA ~ x) = V(zA ~ x) = p # 0 luego D(p) = F(Ap) es propio y
Jxr =p € D(p).

Lema 2.59 (A. Monteiro, [29], 3.22, pag. 7, [30, B5)], I. Viglizzo, [59], Lema 3.19, pag.
72) Si N es un dlgebra de Nelson, para que la funcion suryectiva r : N — R(N) definida
por r(x) = ——x sea un homomorfismo de dlgebras de Nelson es necesario y suficiente que

AVzx = VAx, para todo x € N.

Lema 2.60 (A. Monteiro, [29], 3.23, pag. 8, [30, 35], I. Viglizzo, [59], Lema 4.5, pag. 87)
Si N es un dlgebra de Nelson entonces R(N) N Rad(N) = {1}.

Luego:
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Lema 2.61 (A. Monteiro, [29], 3.24, pag. 8, [30} 35], I. Viglizzo, [59], Lema 4.7, pag. 90)
St N es un dlgebra de Nelson minimal, esto es AVz = VAx, para todo x € N, entonces
las dlgebras de Boole R(N) y N/Rad(N) son isomorfas.

Definicién 2.62 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson, el radical booleano
de N es el conjunto

Rady(N) = {M € M(N): N/M = B}.

A partir de la definicién, es inmediato que Rad(N) C Rady(N).

Definicién 2.63 (A. Monteiro, [37]) St N es un dlgebra de Nelson, y v € N, sea
w(z) = (VAz — AVz) A (~ VAz —~ AVz) A (AVz — VAz) A (~ AV —~ VAZ).

Se denomina radical minimal de N, y se nota Rad,,(N) al sistema deductivo generado
por el conjunto {w(z)}ren, esto es, Rad,(N) = D({w(x)}zen)-

Si N tiene centro ¢, entonces:
we)=0=1DA1—=0)A(1—=0A0—=1)=1A0A0A1=0,

y por lo tanto Rad,,(N) = N.

Lema 2.64 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson, VA|r|gea, vy =
AV 2| gad, (v), para toda clase de equivalencia |x|grqa,, vy € N/Rady,(N).

Dem. w(z) € Rad,(N), luego VAz =pgeq, vy AVz, para todo z € N,
entonces VA|7|rad,,(v) = |VAZ| rad,(v) = |AVZ| Rad,,(v) = AV || Rad,,, (V) O

Si N es un élgebra de Nelson y x € N, sea 7(x) = a2V ~ x,y D.(N) = D({7(2)}sen)-
Lema 2.65 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson, D.(N) C Rady(N).

Dem. Seay € D.(N) entonces por el Lema tenemos que existen xy, s, ..., T, € N
tales que (A 7(x;)) — y = 1. Sea M € M(N) tal que N/M = B, esto es M = o(M).

i=1

Si x € M entonces 7(z) = 2V ~x € M ysix ¢ M entonces ~ x ¢~ M, es decir,

~z €L ~M=p(M)= M, luego también 7(z) = 2V ~ z € M. Por lo tanto 7(z;) € M,

para 1 < i < n, y entonces A 7(x;) € M. Como 1 € M resulta que y € M, para todo
i=1

M € M(N) tal que N/M = B, de donde se concluye que y € Rad,(N). O

Lema 2.66 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson sin centro entonces D.(N)
es un sistema deductivo propio.
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Dem. Si 0 € D,(N) entonces por el Lema [2.22 existen xy,x9,...,z, € N tales que
n

m(x;)) yx —- 0= (A7(z;)) - 0 =1. Como ;A ~ x; < z;V ~ z;, para
i=1

i,j < n, entonces ~ x = .\n/l(xi/\ ~ ;) < x;V ~ xz;, para 1 < j < ny por lo tanto

~ < ;\(xj\/wxj) =x. Luego 1 = (~ 2 V1) —>0(

V:L’:vj—:rlva::Nx—>O:1yA:L‘:~v—x:~(:c—>0) =~ 1 =10, de donde se concluye

por el Lema[2.2] que x es centro de N, absurdo. O

rx =

I>-

(2

1

IA

~z — 0)A(z — 0). Por lo tanto

Corolario 2.67 Si N es un dlgebra de Nelson sin centro entonces existe M € M(N) tal
que N/M = B.

Dem. Como D,(N) es un sistema deductivo propio, entonces existe M € M(N) tal que
D.(N) C M.Si M C (M), existe y € N tal que (1) y € (M) y (2) y ¢ M. Como
yV ~y € D.(N) C My M es un filtro primo, de (2) resulta que ~ y € M, es decir,
y €~ M y por lo tanto y & 0 ~ M = ¢(M), lo que contradice (1). Luego M = (M) y
entonces N/M = B. O

Corolario 2.68 Si N es un dlgebra de Nelson y N/M = T para todo M € M(N),
entonces N tiene centro.

Dem. Si N no tuviese centro entonces por el corolario anterior existe M € M(N) tal
que N/M = B, absurdo. O

Lema 2.69 (A. Monteiro, [37]) St N es un dlgebra de Nelson, M € M(N) y N/M = B,
entonces AVx =y, VAz, para todo v € N.

Dem. Como por hipétesis N/M =2 B entonces |1y = M y |0]y, = CM.

Si z € M entonces x € |1|p, es decir, x =) 1. Por lo tanto Az =y Al = 1y
Vz =y V1 = 1, de donde se concluye VAzx =), V1 = 1y AVze =y Al = 1. Lue-
go AVzx =) VAzx, para todo z € M.

Si z ¢ M entonces x € |0|y, esto es x =y 0, de donde resulta Az =), A0 =0y
Vz =y VO = 0. Por lo tanto VAz =), VO = 0, AVz =), A0 = 0 y entonces
AVzx =y VAz, para todo = ¢ M. O

Corolario 2.70 Si N es un dlgebra de Nelson, Rad,,(N) C M, para todo M € M(N)
tal que N/M = B.

Dem. Si M € M(N) es tal que N/M = B, entonces por el Lema AVz =y VAz
para todo z € N, esto es w(x) € M para todo = € N, luego {w(z)},en € M y por lo
tanto Rad,,(N) = D({w(z)}zen) C M. O
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Corolario 2.71 Si N es un dlgebra de Nelson, Rad,,(N) C Rady(N).

Dem. Por el corolario precedente Rad,,(N) C M, para todo M € M(N) tal que
N/M = B, luego Rad,,(N) C({M € M(N): N/M = B} = Rad,(N). O

Lema 2.72 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson con eje e, M € M(N) y
~e € M, entonces |e|yy = CM =~ M y | ~e|yy = M.

Dem. Por el Corolario 2.26] (1) e ¢ M. Probemos que |e|s = CM.

Si x € |e|y, en particular z — e € M. Si x € M entonces e € M y se contradice (1),
luego © ¢ M, esto es x € CM y por lo tanto (i) |e|nr € CM.

Sea x € CM, esto es (2) * ¢ M. De (1) y (2) resulta por ser M un sistema deductivo
maximal que (3) x — e,e - x € M. Como ~ e <~z —~ ey ~ e € M entonces
(4) ~ v —-~ e € M. De (2) y el Lema [2.34] resulta (5) V ~ x € M. Como z =
(Az Ve)AVz entonces ~x = (V ~zA~e)VA -~z De (5 y~ee& M se concluye que
V ~ 2N ~e € My por lo tanto (6) ~ x = (V ~ A ~ e) VA ~ z € M. De
~x <~ e —~xYy (6) resulta que (7) ~e -~ x € M. De (3), (4) y (7) podemos afirmar
que ¥ =y e y por lo tanto (ii) CM C ey

De (i) e (ii) CM = |e|y. Como M = | ~ €|y =~ |e|yr =~ CM entonces CM =~ M. O

Corolario 2.73 Si N es un dlgebra de Nelson con eje e, M € M(N) y ~ e € M,
entonces N/M = B.

Lema 2.74 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson con eje e, M € M(N) y
~ed M, entonces |e|yy = | ~e|ln, [Vely =1y =M y | ~Vely = |0y =~ M.

Dem. Por el Corolario , e ¢ M. Como por hipétesis ~ e € LM entonces e € (M),
luego (1) e € (M) \ M. Entonces por el Lema[2.48] |e|y = ¢(M)\ M. De (1) resulta por
el Lema[2.37 que ~ e € o(M)\ M. Luego |e|y = | ~ €|u.

Como ~ e ¢ M, por el Lema[2.34] se concluye que Ve € M y por lo tanto |Ve|y = M. O

Corolario 2.75 Si N es un dlgebra de Nelson con eje e, M € M(N) y ~ e ¢ M,
entonces N/M = T.

Lema 2.76 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson con centro ¢ y M € M(N)
entonces ¢ € o(M)\ M, M C (M) y N/M = T.

Dem. Como M es un sistema deductivo propio, entonces por el Corolario [2.26)
(1) ¢ ¢ M, luego ¢ =~ ¢ ¢~ M y por lo tanto (2) ¢ € 0 ~ M = p(M). De (1) y
(2) resulta que ¢ € (M) \ M y como por la Observacién M C (M) entonces
M C o(M). De (1), ~c=c ¢ M y como c es eje de N, del Corolario se concluye
que N/M = T. O
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Lema 2.77 (A. Monteiro, [37]) Un dlgebra de Nelson N con eje e es minimal si y solo
si~e € M, para todo M € M(N).

Dem. Supongamos que existe M € M(N) tal que ~ e ¢ M, luego por el Corolario m,
N/M = T, absurdo.

Si ~ e € M para todo M € M(N), entonces por el Corolario , N/M = B para todo
M € M(N) y por lo tanto N es minimal. O

Ejemplo 2.78 En el Ejemplo M, = D(b) es un sistema deductivo mazimal del
dlgebra N y ~ M, = CMy, luego MU ~ My, = N. My = F(c) también es un sistema
deductivo mazimal de N y ~ My # CMs. En este ejemplo el eje e de N verifica: ~ e € M,
y~ed M.

Observaciéon 2.79 Si N es un dlgebra de Nelson y ~ e € M para todo M € M(N),
entonces ~ e € Rad(N) y como por el Lema Rad(N) C A(N), entonces A ~ e =~
e, y por lo tanto Ve = e.

Observacion 2.80 Si N es un dlgebra de Nelson con centro ¢, vimos que w(c) = 0 y
Rad,,(N) = N. Como por el Corolario 2.70, Rad,,(N) C M, para todo M € M(N) tal
que N/M = B, entonces N C M y por lo tanto N = M. Luego N no tiene ningin sistema
deductivo bivalente, lo que estd de acuerdo con el Lema [2.76]

Observaciéon 2.81 Si N es un dlgebra de Nelson y AVx = VAx para todo x € N,
entonces w(x) = 1 para todo x € N, luego Rad,,(N) = {1} y por lo tanto N/Rad,,(N) =
N.

Observacion 2.82 Si~ x <z entonces w(x) = VAz.
En efecto, A ~x = A(~x A x)O, luego Vr =1 y por lo tanto

VAr - AVex =VAzr —-1=1, ~VAr -~ AVz =~ VAzr — 0,

AVr - VAr=1—-VAr=VAzr y ~AVer -~ VAr=0—->~ VAzxr=1.

Luego
w(x)=1AN(~VAz - 0) AVAz N1 =(~VAz — 0) A VAZ =

-~ VAL AVAZ = VVAZ A VAZDVAL A VAL = VAz,

Lema 2.83 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson con centro ¢, M € M(N) y
a € o(M)\ M entonces b= (aV ~a) = ce€ M.

Dem. Como a ¢ M entonces por el Lema [2.33] (1) a — ¢ € M. De la hipétesis
a € (M) \ M, resulta por el Lema [2.37| que ~ a € ¢(M)\ M, luego ~ a ¢ M y por el

Lema [2.33] (2) ~a — ¢ € M. De (1) y (2) resulta que b(a =) N(~a—c)eM. O
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Lema 2.84 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson con centro ¢ y
(*) b= (aV ~ a) — ¢ entonces:

(a) b—=c=b— (aV ~a),

(b) bA(b— ) =c.

Dem.

5)
(a) De ¢ =cA ~ c<aV ~ a, resulta por , (1)b—c<b— (aV ~a).

Probemos ahora que (2) b — (aV ~ a) < b — c. En primer lugar veamos que:
3)~((a—c)—>c)—>~a=1.

Como ¢ < (a — ¢) — ¢ entonces ~ ((a — ¢) — ¢) <~ ¢ = ¢, de donde se concluye

(i)~((a—=c)—c)—c=1.

Ademas ¢ — Acl y como Ac = 0, resulta Ac —~ a = 1. Luego por ,
(ii) ¢ =~ a=1. De (i) y (ii) resulta (3).

Como a — ((a — ¢) — c)l, luego de (3) y resulta (4) a < (a = ¢) — c.
De la misma forma resulta que:
5)~a<(~a—c)—ec

6)a<b—c

IS5

b—c=((~a—c)AN(a—c)) —c
)

a
@
>

(va—c¢)— ((a—c)—=c¢) > (a—c) = c>a.

(7)) ~a<b—c

b—>c((a—>c)/\(~a—>c))%c
117) (5)

(a—c)—=>((~va—c)—c)>(~a—c)—c> ~a.

De (6) y (7), resulta aV ~ a < b — cy por N15),
(2) b= (av~a)<b— (b— ) Bp e

De (1) y (2) se concluye la igualdad (a).

(b) De (*) resulta por que (8) ¢ < b luego (9) ~ b < cy por lo tanto bA (b — ¢) =

"By (~ b\/C)(i)b/\C@C. ”
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Definicién 2.85 Si N es un dlgebra de Nelson y X C N, notaremos SN (X) a la subdlge-
bra de Nelson de N generada por X. Notaremos SN(X,a) al dlgebra SN(X U{a}).

De la misma manera, si L es un dlgebra de Lukasiewicz trivalente, notaremos SL(X) a
la subdlgebra de Lukasiewicz trivalente de L generada por X y notaremos SL(X,a) al

dlgebra SL(X U{a}).

Lema 2.86 (L. Monteiro, [21], pag. 44) Si L es un dlgebra de Lukasiewicz trivalente con
centro ¢ y S una subdlgebra de L, entonces SL(S,c) = {(s1 V) A S2: 81,50 € S}.

Lema 2.87 Si N es un dlgebra de Nelson con eje e, S una subdlgebra de N tal que
(1) Vee S, T={x e N:Azx,Vz € S}, R={(s1Ve)Asy:si,s2 €S} entonces
SN(S,e) =T = R.

Dem.

(i) e € T. Consecuencia inmediata de (1) y Ae =0 € S.

(ii) T es subdlgebra de N. En efecto, sean x,y € T, esto es Az, Vz € S, Ay,Vy € S.
Luego como S es una subélgebra, (2) A(z V y)Am VAye Sy VeV VyeS, de
donde resulta (3) V(:BVy)V(Vx\/Vy) € S. De (2) y (3) se concluye (4) xVy € T.

Siz € T entonces A ~ . =~ Ve € SyV ~ 2z =~ Az € S. Por lo tanto (5)
~x €T.De (4) y (5) resulta que si x,y € T entonces z ANy € T'.

Alx — y)A(Ax — Ay), y como Az — Ay € S resulta (6) A(zx — y) € S.
V(iz — y)V(N xVy)ycomo por (5) ~ x € T ey € T resulta por (4) que
~xzVy €T, luego V(~ zVy) €S, estoes (7) V(r — y) € S. De (6) y (7) se
concluye que v — y € T.

(iii) SN(S,e) C T. Consecuencia de (i), (ii) y S C T.

(iv) T C SN(S,e). En efecto sea = € T, luego Ax,Vzr € S C SN(S,e) y como
e € SN(S,e) entonces x = (Ax Ve) ANVz € SN(S,e).

(v) T =SN(S,e). Consecuencia de (iii) y (iv).

(vij R = T. Si z € R entonces x = (s1 V e) A sy con s1,52 € S, luego

Ve =V((s1Ve)A 82)V($1 Ve)A Vsz V(Vsi VvV Ve)A VSQ

V((Vs1 V Ve) Asg) y como s3 = (Vs; VVe) Asy €S entonces Vo = Vsz € S.
, [62)

Ademéds Az = A((s1Ve)Asy) = A((s1As2)V(eAS)) = A(s1 Ase) VA(eAsy) =

A(s1 A s2) VA(Ae A Asy) = A(sy A sy) € S. Luego como Vz, Az € S resulta que

x €T yporlotanto R C T.

Si x € T entonces Az, Vz € S, luego 3= (AzVe)ANVz e R, dedonde T'C R.
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Corolario 2.88 Si N es un dlgebra de Nelson con centro ¢, S una subdlgebra de N,
T={xeN:Azx,Vex €S}, R={(s1Vc)Asy:s1,s €S} entonces SN(S,¢) =T = R.

Lema 2.89 (L. Monteiro, [48], [21], pag. 46) Si L es un dlgebra de Lukasiewicz trivalente
con centro ¢, S una subdlgebra de L tal que B(L) C S entonces SL(S,c) = L.

I. Viglizzo observé que si L es un algebra de Lukasiewicz trivalente con centroce Y C L
verifica B(L) C Y entonces SL(Y, c) = L. En efecto, si © € L entonces © = (Az V) A V.
Como Az, Vz € B(L) C Y entonces Az, Vx,c € SL(Y,c) y por lo tanto x € SL(Y,c).
Por lo tanto el Lema [2.89|es un caso particular del resultado de 1. Viglizzo.

Si L es un algebra de Lukasiewicz trivalente con centro ¢, esto es L es un édlgebra de Post
trivalente, y X C L notaremos SL.(X) a la subélgebra centrada de L generada por X.
SL.(X) es la menor subélgebra centrada que contiene a X, luego:

Corolario 2.90 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz trivalente con centro ¢, S una subdlge-
bra de L tal que B(L) C S entonces SL.(S) = SL(S,c) = L.

Dem. Como SL(S,c) es una subdlgebra con centro que contiene a S entonces SL.(S) C
SL(S,c). Sea x € SL(S, c) luego por el Lema[2.86, z = (s1 V ¢) A s5 donde s1, 59 € S, por
lo tanto como S C SL.(S) y ¢ € SL.(S) resulta que x € SL.(95). O

Definicién 2.91 Si N es un dlgebra de Nelson y M € M(N), sea S(M) = MU ~ M.

Lema 2.92 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson y M € M(N) entonces
S(M) es una subdlgebra de Nelson de N. Si N tiene centro ¢ entonces S(M) es subdlgebra
mazimal de N.

Dem. Observemos que (1) M,~ M C S(M) y que si x € S(M) entonces x € M o
x e~ M.

(i) 1€ S(M).
Como M es un filtro entonces 1 € M luego 1 € S(M)

(ii) Si x € S(M) entonces ~ x € S(M).
Si x € M entonces ~ x €~ M luego por (1) ~ xz € S(M). Si x €~ M entonces
~ x € M luego por (1) ~x € S(M).
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(iii)

Six,y € S(M) entonces xVy € S(M)yxz—yeS(M).

Por hipétesis: (2) x € M o (3)x €~ M,y (4) y € M o (5) y €~ M. Si se verifica (2)
o (4) entonces por ser M un filtro, =z V y € S(M). Si se verifican (3) y (5) entonces
por ser ~ M un ideal, z Vy € S(M).

Si se verifica (3), z ¢ M, luego por el Lema [2.33] x — y € M. Si se verifica (4), por
, x—ye M.

Si ocurren (2) y (5) entonces v+ — y € ~ M. En efecto, si suponemos que
xr — y ¢~ M entonces (6) x — y € @(M). De (2) y M C (M) resulta
(7) z € (M), luego de (6) y (7) tenemos x A (~ x V y)x AN —y) € p(M)
y como z A (~ xVy) <~z Vyentonces ~ xVy € p(M). Por lo tanto, como ¢(M)
es un filtro primo ~ x € (M) oy € p(M), esto es ~ x ¢~ M oy ¢~ M, absurdo.

De (i), (ii) y (iii) resulta que S(M) es subdalgebra de N.

(iv)

Si N tiene centro ¢ entonces ¢ ¢ S(M).

Supongamos que ¢ € S(M) entonces ¢ € M o ¢ €~ M, lo que equivale a decir que
c =~ c € M. Luego por el Lema 0 = Ac € M, absurdo. Se sigue que en este
caso, S(M) es una subdlgebra propia de N.

Si N tiene centro, S(M) es subdlgebra maximal de N.

Si(8) a¢ S(M)sea S, = SN(S(M),a) luego (9) a € S, y por (1) tenemos (10)
M C S,. Veamos que S, = N.

De (8) resulta a ¢ M y ~ a ¢ M,y como por el Lema , M es un filtro primo
tenemos aV ~ a ¢ M, luego por el Lema[2.33| b = (aV ~ a) — ¢ € M, y por (10),
tenemos (11) b € S,,.

De (9), resulta aV ~ a € S, luego de (11), b — (aV ~ a) € S,, y por el Lema [2.84]
b—c=b— (aV ~a) €S, Nuevamente por (11), b A (b — ¢) € S,. Como por el
Lema [2.84) b A (b — ¢) = ¢ tenemos (12) ¢ € S,.

Es claro que {M,~ M, (M) \ M} es una particién de N. Si x € N entonces (13)
xeM, (14) x e~ Mo (15) z € (M) \ M. Como z = (Azx V ¢) A Vz si probamos
que Az, Vz € S, para todo x € N entonces de (12), x € S, y por lo tanto S, = N.
En el caso (13), por el Lema 2.2, Az, Vz € M luego por (10) Az,Vz € S,. En
el caso (14) ~ x € M, y por el Lema 2.25, A ~ 2,V ~ z € M luego por (10),
A~z V~xeS,yporlotanto Ax,Vx € 5,.

En el caso (15), x ¢ M y por el Lema , ~ x ¢ M. Entonces por el Lema m,
V ~x,Ve € M C S,. Luego tenemos que también Ax € S,, concluyendo la
demostracion.

O

Lema 2.93 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson con centro ¢ y S una
subdlgebra maximal de N tal que ¢ ¢ S entonces existe M € M(N) tal que S = S(M).
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Dem. Observemos que S no tiene centro. En efecto, si existiera s € S tal que As =0y
Vs =1 entonces s seria centro de N, esto es s = ¢, absurdo dado que ¢ ¢ S. Por lo tanto,
por el Corolario resulta que existe M; € M(S), M; bivalente, luego S = MU ~ M;.
Como M es un filtro entonces por el Lema [2.22]

D(M,)={x € N:y—x=1,cony € M}

Si D(M;) = N entonces como ¢ € N resulta y — ¢ =1¢€ M; y como y € M; tendriamos
¢ € My, absurdo. Por lo tanto D(M;) € D(N) es propio, luego por el Lema [2.28] existe
M € M(N) tal que D(M;) € M y como M; C D(M;) tenemos M; C M, de donde
~ M; C~ M y entonces S = MjU ~ M; C S(M). Como N tiene centro, por el Lema
2.92] S(M) es una subélgebra maximal de N y como S también lo es por hipdtesis,
entonces S = S(M). O

Observaciéon 2.94 Por el Lema2.72, si N es un dlgebra de Nelson con eje e, M € M(N)
y~ee€ M, entonces S(M) = N, luego S(M) no es mazimal.

Lema 2.95 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson con centro ¢, My, My €
M(N), My # My entonces S(My) # S(My).

Dem. Supongamos que (1) S(M;) = S(Mz) =Sy que My \ My # () y sea a € My \ Ms.
Luego (2) a € My y (3) a ¢ Ms. De (2) y (1) resulta que a € S, luego (4) aV ~ a € S. De
(2) y el Lema ~a¢ My porel Lema2.33, ~a — c € M; CS. De (3) resulta, por

el mismo lema, que a — c € M, C S.

Luego (5)b:(~aVa)—>c(Na—>c)/\(a—>c)€S.

De (4), (5) y el Lema resulta que b — (aV ~ a) = b — ¢ € S. Por lo tanto
bA(b—¢) €Sy como por el Lema[2.84] b A (b — ¢) = ¢ entonces ¢ € S, absurdo. O

Definicién 2.96 Min(N)={zx € N :VAz=AVz}={zr € N : o=~ ~z}.

Observacion 2.97 (1) Si N tiene centro ¢, como VAc = 0 y AVe = 1, entonces
c ¢ Min(N).

(2) El dlgebra de Nelson N indicada en el Ejemplo verifica Min(N) = N, mientras
que para la del Ejemplo Min(N) # N.

(3) B(N) C Min(N).

(4) En el dlgebra de Nelson centrada V(H) indicada en el Ejemplo B(V(H)) #
Min(V(H)).

Lema 2.98 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson y x € Min(N) entonces
~x € Min(N) yxV ~x € Min(N).
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Dem. Por hipétesis ——x =~ —— ~ x luego ~ ——x = —— ~ x, esto es ~ = € Min(N).

Como AV(zV ~ x)All y

D,

e~~~ =~ — A~

resulta 2V ~ x € Min(N). O

Lema 2.99 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson y x € Min(N) entonces
aV ~z, AlxV ~ z) € Rad(N).

Dem. Como x € Min(N), vimos en la demostracién del Lema que ——(zV ~x) =1,
luego por el Lema [2.54] 2V ~ x € Rad(N). Como Rad(N) es un sistema deductivo, por
el Lema 2.25) A(zV ~ z) € Rad(N). O

Lema 2.100 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson sin centro, entonces
A(A(xV ~x) A1) #0, para todo x € N yr € Rad(N).

Dem. Supongamos que existe r € Rad(N) tal que A(A(zV ~ z) Ar) = 0, esto es
~ —(A(zV ~ x) Ar) =0 luego tenemos 1 = —(A(zV ~ z) A T)A(m\/ ~T) =T
Como r € Rad(N) entonces por el Lema [2.54] A—r = 0. Por lo tanto,

1= Al = AA@Y ~7) = ) 2AAARY ~ 2) = Arr) D

p3)
A(A(zV ~z) — 0) < A(zV ~ z) — 0,

entonces
1= AV ~7) = 0 2(Az VA ~ ) = 002 (Az = 0) A (A ~ 2 — 0).

Luego tenemos (1) 1:Aa:—>0:v—Axwaylewx%OZrwaVx, es
decir, (2) A ~z =0. De (1), (2) y el Lema [2.2 resulta que ~ z es centro de N, absurdo.
O

Corolario 2.101 Si N es un dlgebra de Nelson, y existen x € N, r € Rad(N) tales que
A(A(xV ~x) Ar) =0, entonces = es centro de N.

Dem. Si A(A(zV ~ x) Ar) =0, vimos en la demostracién del Lema [2.100, que ~ z es
centro de N, luego x es centro de N. 0

Observacion 2.102 Si N es un dlgebra de Nelson, D € D(N) y (1) a <
D(D,b) C D(D,a). En efecto, sea x € D(D,b), esto es (2) b — x € D. De
resulta (3) b —x <a—x. De (2) y (3), a = x € D, luego x € D(D,a).

b entonces
(1)

y N16)
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Corolario 2.103 Si N es un dlgebra de Nelson sin centro, entonces D(Rad(N),zV ~ x)
y D(Rad(N), A(zV ~ x)) son sistemas deductivos propios, para todo x € N.

Dem. Por el Lema [2.100, A(A(zV ~ x) A1) # 0 para todo r € Rad(N), luego como
Rad(N) es un sistema deductivo propio, del Lema [2.31 D = D(Rad(N),A(zV ~ x)) es

un sistema deductivo propio para todo x € N.

Como A(zV ~ x) < zV ~ x, por la Observacion [2.102, D(Rad(N),zV ~ x) C Dy como
D es propio entonces D(Rad(N),xV ~ z) es propio. O

Lema 2.104 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson, x € N entonces
u(z) =V ~axV Az € Rad(N).

Dem. Sea M € M(N). Si z € M entonces por el Lema Az € M, luego u(x) € M.
Si x ¢ M entonces por el Lema [2.34, V ~ = € M y por lo tanto u(x) € M. Luego
u(z) € M para todo M € M(N), de donde se concluye que u(z) € Rad(N). O

Lema 2.105 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson, entonces A(N),V(N) C
Min(N).

Dem. (i) A(N) C Min(N).

Si x € A(N) entonces (1) Az = z. Probemos que VAzx = AVz. Por (1), bastard pro-
bar que Vx = AVz. Por Nj3|) sabemos que AVz < Vz. Para probar que Va < AVzx
necesitamos, por N28|), probar que Vo — AVz = 1, lo que es vélido por , y que

1)
(2) ~ AVz —~ Vz 1. Como x < Vz, luego x=Az<AVz y por lo tanto

~ AVz <~ z, entonces (3) ~ AVx =~ x = 1.

Por N57), sabemos que (4) ~ x =~ Vz =~ 2 — A ~ xz = 1. De (3) y (4) por N36)
resulta (2).

(i) V(IV) € Min(N).

Siz € V(N) entonces Vo = x y por lo tanto A ~ x =~ x, luego por la inclusién probada
antes, ~ x € A(N) C Min(N). Luego por el Lema [2.98, = € Min(N). O

Lema 2.106 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson, Rad(N) C Min(N).

Dem. Por el Lema [2.55) Rad(N) C A(N) y por el Lema [2.105] A(N) C Min(N). O

Lema 2.107 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson y M € M(N) entonces
o(M)\ M C CMin(N).
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Dem. Seaz € o(M)\M, luego ~ z,z ¢ M € M(N). Por el Lema2.34, Va2,V ~ z € M,
entonces por el Lema[2.25 (1) AVz € M y (2) ~ VAz = AV ~ x € M. De (2) resulta
(3) VAz €~ M. Sixz € Min(N), esto es (4) VAz = AVz, entonces de (1) y (4), tenemos
(5) VAz € M y de (3) y (5) resulta que VAzx € MN ~ M, lo que contradice el Lema
2.25 O

Corolario 2.108 Si N es un dlgebra de Nelson, Min(N) C S(M) para todo M € M(N).

Dem. Por el Lema [2.107, Min(N) C C(o(M)\ M) = MU ~ M = S(M). O

3. Construccion de A. Monteiro

Si N es un algebra de Nelson, M(N) = {(z,y) € A(N) x V(N) : z <y}, pongamos por
definicion:

) (a1,¢1) N (ag, c2) = (Alar A az),c1 A ca),
) (a1,c1) U (ag, c2) = (a1 Vag, V(cy V ea)),
D3) = (a1, c1) = (~ c1,~ ay),
D4) (ay,c1) — (ag,c2) = (A(ar — az2), V(~ a1 V c2)),

donde (aq, ¢1), (az, c2) € M(N).

Teorema 3.1 (A. Monteiro, [37]) (M (N), (1,1),~,N, U, ) es un dlgebra de Nelson, cen-
trada, cuyo centro es ¢ = (0,1).

Dem. Veamos en primer lugar que M (N) es cerrado con respecto a estas operaciones.
Por hipoétesis:

(1) a1 <, (2) ag < e, (3) Aay = ay,

(4) Aag = a9, (5) VCl = (1, (6) VCQ = Co.

Ademas
(1),(2)
(7) A(al A ag) S aq N Q9 S C1 N Cy.
(1),(2)

(8) a1Va2 S Cl\/CQ S V(Cl\/CQ).
(9) Por Nb9), A(a; A ag) € A(N).
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(10) V(e1 Acg) = ¢1 A co. En efecto: V(e A ¢s) Ve, A Ve (5(6) c1 N co.

(11) A(ay V az) = a1 V ay. En efecto: A(a; V as) Aa; V Aas @14) a; V as.

(12) Por , V(Cl vV Cz) € V(N)
(13) A~ ¢y =~ ¢y V ~a; =~ a;. En efecto: A ~ ¢; =~ V¢ @NclyVNalz
A 3)
~ Q] =~ aq.
(14) A(al — ag) < V(N a; VvV CQ).

NB3), Na4) 2
En efecto: A(a; = az) < V(ag — ag) V(~ay Vay) < V(~apVe).

De (7), (9) y (10) resulta que (A(a; A az),c1 A ca) € M(N), de (8), (11) y (12)

1)
(a1 V ag,V(c1 Vea)) € M(N), como ~ ¢; <~ ay, de (13) resulta (~ ¢;,~ a;) € M(N) y
de (14) como A(ay — az) € A(N) y V(~ a1 V ¢3) € V(N) resulta
(A(ay — az),V(~ay V) € M(N).

(15) C1 S C1 V Co S V(Cl V CQ).

’ ((11,61) N ((al,cl) U (CLQ, Cg)) == (al,cl).

(a1,¢1) N (a1, ¢1) U (as, ¢2)) 2 (a1, e1) N (a1 V ag, Ve V o)) 2

(A(ar A (a1 Vas)), e AV(e Ve)) R (Aar,e) 2 (ar, ).

(16) Si (as,c3) € M(N) entonces Aas = a3, Ve = c3, a3 < 3y A ~ c3 =~ c3.

2) (a1, c1) N ((az, ca) U (as, c3)) = ((as, c3) N (a1, 1)) U ((az, c2) N (ag, c1)).

((as, c3) N (a1, 1)) U ((az, ¢2) N (a1, c1)) B

(A(a,g N al), C3 N Cl) U (A(CLQ A Cbl) Co A Cl) D:2)

(A(ag Nay) V Alag Aay),V((cg Aer) V (ea A Cl)))
(A((az Nay) V (ag ANay)),Vicr A(ca Ves)) Ni7)

(A(al A (CL2 V Clg)), Vel A V(CQ vV 03)) :)

—

(A(al A (CLQ V a3)), c1 N\ V(CQ vV 03)) D:1)

(a1,¢1) N (az Vas, V(ea Ve3)) 2 (a1,¢1) N ((az, c2) U (as,c3)).
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De y resulta por M. Sholander, [57] que (M (N),N,U) es un reticulado distri-
butivo, luego un poset, donde la relacién de orden C estd dada por (aj,c;) C (ag,co)
si y solo si (a1, c1) N (ag,ca) = (ay,cy), esto es (A(ay A az),c1 A ca) = (ag,c1), lue-
go Alay Nag) = a1y ¢1 ANcg = ¢ luego a3 = Aa; A ag) < Aay = ay y ¢ < o
Reciprocamente si a1 < ay y ¢; < ¢o donde ay,a9 € A(N) y ¢1,c2 € V(N) entonces
(a1, c1)N(ag, ca) = (A(arAag),c1Aee) = (Aay, c1) = (ay, 1) por lo tanto (ay, ¢1) C (ag, ).

Luego (0,0), (1, 1) son el primer y dltimo elemento, respectivamente, del reticulado M (N).

~ ((ar,¢1) N (as, c2)) Zae (Aar Aas),c1 Aca) 2 (~ (e Aca),~ Alar Aas)) =
D2)
(N Cl\/ ~ Co, ~r~ V ~ (a1 N CLQ)) = (N Cl\/ ~ Co, V(N CL1\/ ~ CLQ)) ==

D3
(~ 1y~ ar) U (~ ca,~ as) ) (a1, c1)U = (ag, c2).

(17) A(aiA\ ~ ¢1) = 0.

(1)
Como ~ ¢; <~ a; entonces ;A ~ ¢; < ;A ~ ap, luego A(aA ~ ¢;) <
A(al/\ ~ CL1> 0.
(18) (a1,61> N~ (al,cl) = (O,Cl/\ ~ Cll).
D3) D1)
En efecto: (a1,¢1) N = (a1,¢1) = (a1,¢1) N(~ep,~ay) =
17
(A(al/\ ~ 01)701/\ ~ al) (:) (O,Cl/\ ~ CLl).
(19) V(CQ\/ ~ CLQ) = V(Cl\/ ~ CL1> = 1.
(2) [48)
Como ~ ¢y <~ as entonces coV ~ co < oV ~ asg, luego 1 VeV ~ ) <

V(eaV ~ as). De la misma manera, V(c1V ~ a;) = 1.

p) (a1, c1) N = (a1, c1) = ((ar, 1) N~ (a1, c1)) N ((ag, c2)U = (ag, c2)).

((alacl) N~ (a1,C1)) N ((GQ,CQ)U ~ (CLQ,CQ)) ( fhn

D2
(O, Cl/\ ~ al) N ((CLQ, Cg) U (N Co, ™~ CLQ)) :)

(0, i\ ~ al) N (CLQ\/ ~ Co, V(CQ\/ ~ CLQ)) (2) (O, CIN ~ (11) N (CLQ\/ ~ Co, 1) DZI)

(AOA (a2V ~ ), 1A ~ ar A1) = (AO, 1A ~ ay) = (0, 1A ~ ar) =

(a1,¢1) N = (ag,c).

43



N6> <a1,01> — (CLl,Cl) = (17 1)

(a1,c1) = (ar, 1) 2 (Alar — a1), Vi~ a V) £ (AL D) = (1,1).

N7) (a1, ¢1) — ((ag, c2) = (as, c3)) = ((a1, 1) N (ag, c2)) — (as, c3).

r = (a1, c1) = (a9, ¢0) = (as,¢3)) 2 (a1, ¢1) = (Alas — a3), V(~ as V ¢3)) =
3)

/—\

(A(a1 — A(a,g — ag)), V(N ay vV V(N as V Cg))) =

(A(Aa; — Alaz — ag)), Vi~ ar V V(~ a3 V c3))) 2

)

=

(A(al — (CLQ — ag)), V(N a Vv V(N as V Cg))) =
(A((a1 VAN CLQ) — (1,3), V(N a; VvV V(N as V Cg))).
Como
V(N a; VvV V(N as V 03)) =nrv A(CLl/\ ~ V(N ag V Cg)) =
~ Alar A Aash ~ c3)) Do A(Aar A Alash ~ ¢3)) B Alar A ash ~ c3),

entonces
r=(A((a; A ag) = az), ~ Alag A asA ~ c3)).

s = ((a1,¢1) N (a2, ¢2)) = (az, ¢3) 2 (Alar A az), 1 A cs) > (az, c3) =

(A(A(ar A az) — a3), Vi~ Alay Aag) Ves)) &

(A(A(al A\ CL2> — Aa3)7 V(N A(al A a2) V. 03))
(A(((Il A\ CLQ) — ag), V(N A(al A az) Vi CS))-

Como
V(N A((ll VAN CLQ) V 63) =~ A ~ (N A((Ll A ag) V 63) =

~ A(A(ay Aas)A ~ c3) D A(A(ar Aas) AA ~ c5) B Aday Aash ~ c3).

Entonces
s = (A((a1 N QQ) — ag), ~ A(al N ag N\ ~ Cg)) = r.

(20) A(a; AA(a; — az)) = Aay A (~ 1V ag)).
Alay A A(ar = a2)) E A(Aay A Alar = a2)) 2 Alar A (a1 — az))

A
=
&

Aar A (~ a1V a2)) = A(aiA ~ ) V (a1 A as)) "2 AlaA ~ ar) V Alag A ag)

0V Aar Aas) Z Al@iA ~ 1)V Aar Aag) 2

A((agN\ ~ 1) V(a1 AN ag)) = Alag A (~ 1 V ag)).
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N8) (a1, c1) N ((a1,¢1) = (ag,c2)) = (a1, ¢1) N (= (a1, c1) U (ag, c2)).

((11, Cl) N ((al, Cl) — (CLQ, 02)) D:4) (al, Cl) N (A((ll — CLQ), V(N a Vv 02)) Dzl)
(A(ag A A(a; = az)),c1 AV(~ a1 V) 20 (A(ay A (~ 1 Vag)),cr ANV(~ay V) £
((11, Cl) N (N C1 V as, V(N aq V 62)) D:2) (Cll, Cl) N ((N C1, "~ (11) U (CLQ, Cg)) DZS)
(al, Cl) M (% (0,1, Cl) U (az, CQ)).
Ademas ~ (0,1) = (~ 1,~0) = (0,1). O]

Observacion 3.2 De lo precedente tenemos que si (z,y) € M(N) entonces —(z,y) =
(z,y) — (0,0) = (A(x — 0),V(~2V0)) =(Arz,V ~ x) = (Arz,~ Ax), por lo tanto:

—(z,y) = (Arz,~ ) (3.1)
~r(z,y) =~ (Arz,~z) = (x,~ Arz) = (2, V ~ —z) = (2, VAz) = (2, V), esto es

A(x,y) =~ —(z,y) = (z, V) (3.2)

Andlogamente

V(z,y) =~ = (z,y) = (AVy, Vy) = (Ay,y) (3.3)

En el caso en que N es un dlgebra de Boole, este resultado coincide con uno de Gr. C. Moi-
sil, [13], 17].

Lema 3.3 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson, la funcion o : N — M(N)
definida por a(x) = (Ax, V) es un monomorfismo de dlgebras de Nelson. Luego a(N),
es una subdlgebra de Nelson de M(N) isomorfa a N. Ademds las dlgebras de Heyting
A(N) y A(M(N)) son isomorfas.

Dem.
(1) a(1) = (A1, V1) =(1,1),
(2) a(~z)=(A~2,V~z)=(~Vr,~Az) =~ (Az,Vz) =~ a(z),

(3) a(z) U aly) = (Az,Vz) U (Ay,Vy) = (Az V Ay,V(Vz V Vy)) 64)

(A(z Vy),V(zVy)) =alzVy),

(4) a(x Ay) = a(z) Na(y). Es una consecuencia de (2) y (3),
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(5) alz) — aly) = (Az,Vz) = (Ay,Vy) 2 (A(Az — Ay),V(~ Az v Vy) 2

(?(w - ;J% V(Y ~ av V) B (A = y), Vi~ ovy) B(A@ ), Ve - y) =
alr — y).

E

Luego a(N) es una subélgebra de M (N) y « es una funcién de N sobre a(N). Supongamos
ahora que a(x) = a(y), esto es que (Az,Vz) = (Ay, Vy) luego Az = Ay, Ve = Vy y
entonces por el Lema [1.11}, z = y. Luego a(N) es isomorfa a N. O

Corolario 3.4 Toda dlgebra de Nelson es isomorfa a una subdlgebra de un dlgebra de
Nelson con centro.

Ejemplo 3.5 Si N es el dlgebra de Nelson indicada en el Ejemplo entonces M(N)
tiene el siguiente diagrama:

Lema 3.6 Si N es un dlgebra de Nelson, entonces M (N) = N si y solo si N tiene centro.

Dem. Si M(N) = N, como M(N) tiene centro entonces N tiene centro. Supongamos
ahora que N tiene centro c. Por el Lema sabemos que la funcién a(x) = (Az, Vz),
es un monomorfismo de N en M(N). Dado (r,s) € M(N) esto es r,s € N, (1) Ar =r,
(2)Vs=syr<s.Sea(3)x=(rVe)As=rV(cAs)luego z < syr <xy porlotanto
(4) Ve <Vs=sy (5) r=Ar <Auz.

De (3) resulta V:):V(r V) A VS@V(T Ve)As > (VrvVe)As=1As=s, luego por
(4) tenemos Vz = s.

De (3) también resulta AxAr VA(eA s)gr VA(eANs) < rV(AcANAs)=rV0=r,
luego por (5), Ax = r, y por lo tanto a(z) = (Az,Vz) = (r,s), lo que prueba que « es
suryectiva, luego M(N) = N. O

En el adlgebra de Nelson N indicada en el Ejemplo [1.23] el elemento a es eje de N y por lo
indicado en el Ejemplo 3.5 M (N) no es isomorfa a N.

46



Lema 3.7 Si N es un dlgebra de Nelson, entonces M (N) es un dlgebra de Nelson semi-
simple si y solo si N es un dlgebra de Nelson semisimple.

Dem. Si M(N) es un dlgebra de Nelson semisimple, entonces toda subélgebra de M (N)
es semisimple. Por el Lema a(N) es una subélgebra de M (N) isomorfa a N, por lo
que N es semisimple.

Si N es un dlgebra de Nelson semisimple, entonces por el Teorema[L.8, N es un dlgebra de
Lukasiewicz trivalente y por lo tanto para todo a € N, (1) AVa =Vay (2) ~aVvVa=1.
Sea (ay,c1) € M(N). Como a; < ¢1 entonces ~ ¢; <~ a; y por lo tanto V ~ ¢; <V ~ a;

luego
(3) 1201\/V~01§V01\/V~01SVwal\/Vcl.

~ (a1,0) UV (ay, Cl)Dzs)(N c1,~ a;) U V(ay, VCl)

D2)

(~ 1~ a1) U (AVer, Ve ) 2(~ e, ~ a1) U (Ver, Ve )2 (~ e V Ve, V(e ay V Ve ) =

(~ eV Ve, Vo~ ar v Ve )22 (1,1)

lo que prueba que M(N) es es un dlgebra de Nelson semisimple. O

Si N es un algebra de Lukasiewicz trivalente, los resultados de A. Monteiro, tienen como
caso particular los de Gr. Moisil, [I3], ver A. Monteiro, [31], pag. 200-201, Teoremas 6.1,
6.2y 6.3.

Lema 3.8 Si N, Ny, Ny son dlgebras de Nelson y N = Ny X Ny entonces M (N7 X Ny) =
P = M(Nl) X M(NQ)

Dem. Si (z,y) € M(N),estoes z € A(N),y € V(N) y (1) 2 <y. Como z,y € N =
N1 x Ny entonces = = (x1,22),y = (y1,y2) donde z1,y; € Ny, 2,92 € Na. Por (1) tenemos
1 <y y 29 < yp. Como x € A(N) entonces Axy; = x1 y Axg = xo, luego x1 € A(Ny)
y x2 € A(N3). Andlogamente de y € V(N) resulta que y; € V(Ny) e y2 € V(Ny). Luego
(x1,11) € M(Ny) y (z2,y2) € M(N,). Sea

h((w,y)) = h(((z1,22), (Y1,92))) = (21, 91), (T2, 2)),

luego h : M(N) — P. Si 1; es el ultimo elemento de N;,i = 1,2, entonces 1y = (14, 15)
es el dltimo elemento de N, Iy vy = (In,1n) = ((11,12),(11,12)) es el dltimo ele-
mento de M(N), (1;,1;) es el ultimo elemento de M(N;), i = 1,2. Por lo tanto 1p =
((11,17), (12, 13)) es el ultimo elemento de Py

h(1mvy) = h(((11,12), (11, 12))) = (11, 11), (12, 12)) = 1p.
Sean A = (((z1,22), (y1,42)), B = ((21, 22), (w1, w2)) € M(N).
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M=y A) = h(=uey (21,22), (Y1,92)) = B(~N (Y15 92), ~n (21,22))) =
h(((~ny Y1~y Y2), (g 1, ~, 2))) = (g Y1, ~vy 1), (N, Y2, ~n, T2)) =
(Ruv) (T1,91), Ruv) (T2,92)) =~p (21,91), (22, 42)) =~p h(((21, 22), (41, 92))) =
~p h(A).

ANB = (An((z1,22) A (21, 22)), (1, y2) A (w1, w2)) =
(An(z1 A 21,9 A 22), (11 A wy, Yo Aws)) =
(A, (21 A 21), Ay (22 A 22)), (Y1 A wi, g2 A wa)).
Luego

h(A N B) == ((ANl(xl A Zl);yl A wl), (ANQ(IQ A ZQ),yQ N ’lUQ)) ==

(1, y1) Ny (21, w1), (T2, 92) Narvg) (22, w2))) =
((@1,91), (22, ¥2)) Ap ((21,w1), (22, w2)) = h(A) Ap h(B).

A= B = ((z1,22), (Y1, 92)) = (21, 22), (w1, w2)) =
(An((z1,22) =n (21, 22)), Vv (> (21, 22) Vv (w1, w2))) =
(An (21 =N, 21,72 =N, 22), V(N 21~ T2) Vi (w1, wa))) =
(A, (1 =y 21), Ay (T2 =N, 22)), V(v 21 Vi, wh), (v, T2 Vi, w2))) =
(AN, (21 =Ny 21), ANy (T2 =N, 22)), (Vv (w21 Viv, 01), Vivg (N, To Vi, 2))).
Luego
h(A— B) =
(A (21 =y 21), Vv (g 1 Vi, w1), (Any (T2 =N, 22), Vi (v, T2 Viv, w2))) =
(((@1,31) =arny (21,w1), (2, 92) = v,y (22, w2))) =
((z1,11), (x2,92)) =P ((21,w1), (22, w02)) = h(A) —=p h(B).

Luego h es un isomorfismo. ([l

Observacién 3.9 Utilizando los resultados de la Seccion (1.3 es facil ver que sin es par,
n > 2 entonces M(C,,) = Cyyq y que sin es impar, n > 3, M(C,) = C,.

Si N =B" x T® donde s,t € N, esto es N es un algebra de Lukasiewicz trivalente finita,
entonces por el Lema y la Observacién tenemos M(N) = M(B") x M(T*) =
(M(B))" x (M(T))* =2 T"xT* =T"**.Si L(n) es el dlgebra de Lukasiewicz trivalente con
n generadores libres entonces L(n) = B%" x T3 =% luego M(L(n)) = TZ'+3"-2" = T%",
Es bien conocido que T3" es el dlgebra de Post trivalente con n generadores libres (ver A.
Monteiro, [31]).
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Lema 3.10 5@ N es un dlgebra de Nelson entonces
B(M(N)) = {(z,2) € M(N) : = € B(N)}

y B(M(N)) C a(N), donde o es la funcién de N en M(N) definida en el Lema[3.3]

Dem. En efecto, sea (1) (z,y) € B(M(N)) entonces (z,y) € M(N), luego (2) Az = z,
_ @ ) _
y (3) Vy = y. Como (Ay,y) =V (z,y)=(z,y)=A(z,y)= (z, Vz) entonces (4) Ay =
2 Az y (5) Vy ® y = Vz. Dado que a(x) = (Ax,V:L')(Q)i(E))(x?y), se sigue que
B(M(N)) C «(N).
De (4) y (5) resulta por el Lema que z = y. Como (z,y) = (z,z) € B(M(N)),
tenemos que
(x, ) U= (z,2) = (x,2) U (~ax,~2)=(2V ~z,V(zV ~2x))=(1,1),

de donde xV ~ x =1y por lo tanto x € B(N).

Veamos que si z € B(V) entonces (z,x) € B(M(N)). Como x € B(N), por la Observacién
2.5, Az = Va = z, y entonces (z,z) € M(N). Como ~ z también pertenece a B(N),
(~x,~1x) € M(N) y tenemos que (z,z) U (~ z,~ x) = (zV ~ z,V(zV ~ z)) = (1,1),
por lo que (z,z) € B(M(N)). O

Lema 3.11 Si N = L(n) y G es un conjunto de generadores de N, entonces M(N) =
SLe(a(G)).

Dem. Como ¢ = (0,1) es el centro de M(N) y por el Lema [3.3] a(N) es subdlgebra
de M(N) isomorfa a N, entonces por los Lemas [2.89] y el Corolario tenemos,
(1) SLe(a(N)) = M(N).

Si G es el conjunto de generadores de L(n) esto es SL(G) = L(n) = N y como « es un
epimorfismo de N en a(N) entonces (2) N = «a(N) = SL(a(G)). Como SL(a(G)) C
SL.(a(G)) entonces (3) SL(SL(a(G))) € SL.(a(G)) luego

M(V)2SL(a(N) 2SL(SL(a(G)) CSLu(a(C)
esto es M(N) = SL.(a(G)). O

Por lo tanto a(G) es un conjunto de generadores del dlgebra de Post trivalente M(N) =
3",

4. Construccion de Vakarelov

Dada un élgebra de Heyting H, sea V(H) = {(a,b) € H x H : a ANb = 0}. Es claro que
V1) (1,0),(0,1) € V(H). D. Vakarelov, [58], define en V(H) las siguientes operaciones:
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V2 ((ll,ag) L (bl, bg) = ((11 V bl,ag A bg),

<

4 ~ (a17a2) - (a27a1)7

)

V3) (a1, a2) M (b, by) = (a1 Aby,as V by),
)
)

V5 (al,ag) — (bl,b2> = (CLl = bl,al N bg),

y prueba:

Teorema 4.1 (V(H), (1,0),~,M,U,—) es un dlgebra de Nelson.

Observacion 4.2 (0,1) es el primer elemento de V(H) y ~ (0,0) = (0,0), luego (0,0)
es el centro de V(H). Ademds el orden C inducido por M en V(H) es (a,b) C (¢,d) si y
solo sia<cyd<hb.

En el dlgebra de Nelson V(H) tenemos:

~(a,b) = (a,b) = (0,1) = (a = 0,a A1) = (—a,q), (4.1)
A(a,b) =~ —(a,b) =~ (=a,a) = (a, a), (4.2)
V(a,b) =~ ~ (a,b) = —~(b,a) = (b, b), (4.3)

AV(a,b) = A(=b, b) = (=b, =b), (4.4)
VA(a,b) = V(a, ~a) = (~—a, —a). (4.5)

Ademas Vakarelov prueba que la funcion h : V(H) — H definida por h((ay,a2)) = a; es
un epimorfismo de reticulado que verifica h((ay,as) — (b1, b2)) = h((a1,a2)) = h((b1, b2))
y h(—(a1, a2)) = —h((a1, az)).

El Teorema {4.1| de Vakarelov fue generalizado por L. Monteiro e 1. Viglizzo, [53].

Sea H un algebra de Heyting, y Hj el conjunto de sus elementos densos, esto es Hy =
{re H:—x=2=0=0}. Sean S; = {(0,z) : * € Hy}, So = {(x,0) : € Hy} luego
S =5USy, CV(H). Veamos que S es una subélgebra de V(H) y que en el caso en que
H es finita, S tiene eje.

Si (i) z,y € Hy entonces:

(1) xVy € H,.
V) =@VyY) 202 @=0Ay=020or0=0,
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(2) ZE/\yEH().
@Ay = @Ay =0 F = (=0 2e=020,

(3)1':>y€H0

(a::>y):>O:ﬂ(x=>y)N;6)ﬂﬁx/\ﬁng.

Es claro que (1,0) € Sy que S es cerrado con respecto a ~.

(1)
= Si (0,2),(0,y) € Sy entonces (0,z) M (0,y) ) 0,z Vy) € S,
(2)
(0,2)U0,5) 2 (0.2 Ay) € 81, (0,2) = (0,y) 2 (0= 0,0) = (1,0) € Ss.
V3)

(2)
» Si (,0),(y,0) € Sy entonces (x,0) M (y,0) = (z Ay,0) € Sy,

(1) 3)
(2,00 (1,0) 2 (2 Vy,0) € S, (2,0) = (,0) 2 (x = y,0) € S,

» Si (0,2) € Sy, (y,0) € Sy entonces (x,0) M (0,y) ) (0,y) € 51, (z,0) LU (0,y) =
(x,0) € Sy, (0,2) — (y,0) ) (0 = y,0) = (1,0) € Sy, (y,0) — (0,2) =

(2)

Si H es finita entonces V(H) es un élgebra de Nelson finita y por lo tanto S es finita,

luego por el Lema [2.17| tiene eje. Sea (ii) o = A =z, como H es finita entonces por (2),
reHy

(i)
xo € Hy. Si x € Hy entonces A(z,0) = (z,0) # (0,1), A(0,z) = (0,1) y como zy < z
para todo z € Hy entonces por la Observacién [£.2] (0,z) C (0,z0), para todo = € Hy de
donde resulta por el Lema [2.10, que e = (0, ) es el eje de S.

Lema 4.3 S H es un dlgebra de Heyting entonces
B(V(H)) ={(z,y) e V(H) : x € B(H),y = —a}.

Ademdas (z,y) € B(V(H)) \ {(0,1),(1,0)} si y solo siy=—-x yx e B(H)\ {0,1}.

Dem. Si (z,y) € B(V(H)), en particular (z,y) € V(H), luego (1) z Ay = 0. Ademés
(e Vyy A )2 (ay) U (o) D (@)U ~ (2.y) = (1,0), luego (2) 2V y = L De (1)

y (2) resulta que z € B(H). Como el complemento booleano es tinico y coincide con el
pseudocomplemento, resulta que y = —x.

Sixz € B(H) e y = —a entonces (z,y) = (z,~z) € V(H) y como (x,—x) N (—z,z) =
(x A —z,zV—x) = (0,1) y (z,—2) U (—z,2) = (xV -z,z A —x) = (1,0) entonces:
(x,—~x) € B(V(H)). O

Lema 4.4 (A. Monteiro, [37]) Si H es un dlgebra de Heyting entonces M(V(H)) es
isomorfa a V(H).
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Dem. Es una consecuencia inmediata del Lema [3.6] dado que V(H) es un dlgebra de
Nelson con centro. U

Lema 4.5 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson, las dlgebras de Nelson
V(A(N)) y V(A(M(N))) son isomorfas.

Dem. Por el Lema [3.3) A(N) y A(M(N)) son élgebras de Heyting isomorfas luego
V(A(N)) y V(A(M(N))) son élgebras de Nelson isomorfas. O

Lema 4.6 Si H es un dlgebra de Heyting entonces H es isomorfa a A(V(H)).

Dem. Para todo z € H, x A ﬂxN;m)O, luego (z,—z) € V(H) y Az, —w)(x, ).

Si definimos §(x) = (x,—x), entonces § : H — A(V(H)). Si (z,y) € A(V(H)) esto es
(x,~x) = A(z,y) = (z,y) entonces B(x) = (z,y) luego [ es suryectiva. Si (z,—x) =
B(x) = B(y) = (y, y) entonces = = y, luego [ es inyectiva. £(0) = (0,=0) = (0, 1).
Usando la Observacion [1.24] tenemos que [(x) Ma B(y) = A((z,—z) M (y,y))
A Ay, —x v -9) B (@ Ay, ~(z Ay) = Bl Ay).

Bx) U B(y) = (2, -0) U (5, ~) DoV y, =0 A ) D (w Vg, ~(2 V) = AoV y).
Aplicando nuevamente la Observacién [1.24] S(z) =a B(y) = A(B(z) — Bly) =

A((z,~z) = (y,—9) DA = g2 A 9B ( Bz = y). O

v3)

=y, ~(r=y))

Corolario 4.7 Si H es un dlgebra de Heyting finita, no trivial, y A(H) es el conjunto de
sus dtomos, entonces a € A(H) si y solo si f(a) € A(A(V(H))).

Lema 4.8 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson, las dlgebras de Heyting
A(N) y A(V(A(N))) son isomorfas. Ademds N es isomorfa a una subdlgebra de Nelson
de V(A(N)).

Dem. Por el Lema[1.25, A(N) es un élgebra de Heyting, luego por el Lema A(N)
y A(V(A(N))) son isomorfas.

Como Az, A~z € A(N)y Az ANa A~z =A(AzNA ~ a:)A(x/\ ~ .1:)0 entonces

(Az, A ~ z) € V(A(N)) y por lo tanto la funcién g definida por g(z) = (Az, A ~ z)
verifica g : N — V(A(N)). Veamos que se trata de un homomorfismo:

V3
9(@) Ngly) = (Az, A ~ 2) 1 (Ay, A ~ 1) DAz Mg Ay, A ~ 2V A ~ y)=

(A(Az A AY), A ~ 2V A ~ ) DDA (A ) A~ 2V~ ) =
(Al ANy), A(~ (zAY)) =g(x ANy).
9(@)Ugly) = Az, A~ 2) U (Mg, A ~ ) Z(Ar v Ay, A~ Ay A~ ) D
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(A V), AL~z AL~ ) B(A@VY), A~ 2n ~ ) =
(AlzVy),A~(zVy)) =gl Vy).

~ g(z) = (AJJANx) (ANxAx)—g(Nx).

(1) An(@oy) =~ V(@ -9 D ~ V(v vy) =
A~ (~aVy))=AA~y).

g(x) = gly) = (Azx,A ~z) = (Ay,A ~ y)\g)(Ax =a Ay, Az Apa A ~y) =

(A(AT = Ay), A(Az AA ~ ) B (A1 ) Adan ~ y) 2
(Al = y),A~(z—=y)) =g(z—y).

Luego g(IN) es una subélgebra de Nelson de V(A(N)). Si g(x) = g(y) entonces Az = Ay
y A ~x=A ~y, de donde resulta Vx = Vy. Luego por el Lema [1.11, x = y. Por lo
tanto N = g(N). O

El Lema[4.8|es otra forma de probar un resultado de Vakarelov, que se indica més adelante
(Corolario |4.34)) y que vamos a generalizar.

Lema 4.9 Si N es un dlgebra de Nelson entonces:

a) SN(g(N),(0,0)) = V(A(N)),
b) (0,0) € g(N) si y solo si N tiene centro,

c) N =ZV(A(N)) siy solo si N tiene centro.
Dem.

a) Sea (x,y) € V(A(N)) luego x = Ax e y = Ay.

(i) Alr, )2 (2, ~az) = (1,Ar = 0) = (Az, A(Az = 0)) 2 (Az, ~ VAZ) =
(Az,~ Vz) =(Az,A ~ z) € g(N).

(i) V()2 (ap.) = (Aly > 0).y) = A4y — 0).29) P~ Tay,ay) =
( Vy, Ay) = (A ~y,Ay) = g(~y) € g(N).

De (i) y (ii) resulta por el Corolario 2.88 que (z,y) € SN(g(N), (0,0)). Por lo tanto
SN(g(N),(0,0)) = V(A(N)).

Y

b) Si (0,0) € g(N) existe x € N tal que (Az, A ~ z) = g(x) = (0,0), luego Az =0y
Vz =1, por lo tanto x es centro de .
Si N tiene centro ¢ entonces g(c) = (Ac, A ~ ¢) = (0,0).
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¢) Si N = V(A(N)), por la Observacién 1.2, N tiene centro. Reciprocamente si N
tiene centro ¢ entonces g(c) = (0,0) luego por a) V(A(N)) = SN(g(N), (0,0)) =
SN(g(N)) = g(N) y como por el lema precedente g(N) = N, tenemos V(A(N)) =
N.

Ul
Lema 4.10 Si N es un dlgebra de Nelson finita, no trivial, y D € D(N), D # N,

entonces D = F(i) coni= N d,i#0 y Ai =i.
deD

Dem. Como N es es un reticulado distributivo finito y D es un filtro propio entonces

D=F(@)con(l)i= A de D,i+#0.Como Ai € D = F(i) entonces i < Ai y como
deD

At < i resulta Ai =i. Ademés D(i) = F(Ai) = F(i) = D. O

Lema 4.11 Si N es un dlgebra de Nelson finita, no trivial, entonces D € M(N) si y
solo si D = D(a) con a € A(A(N)).

Dem. Si (1) D € M(N) entonces por el Lema [4.10, D = F(a) con Aa = a luego
a € A(N)ya#0.Sia¢ AA(N)) entonces existe b € A(A(N)) tal que 0 < b < ay
Ab = bluego D = F(a) C F(b) = F(Ab) = D(b), luego por (1), resulta (2) D(b) = N o
(3) F(b) = D(b) = F(a). Si ocurre (2) entonces b = 0, absurdo. Luego de F'(b) = F(a)
esto es b = a, otra contradiccién.

Sea (4) a € A(A(N)) y D = D(a). En particular Aa = a, luego D(a) = F(Aa) = F(a)
y como a # 0 entonces D(a) es un sistema deductivo propio, luego por el Lema
existe M € M(N) tal que F(a) = D(a) C M. Por el Lema[4.10, M = F(i) con Ai = 1,
i # 0. Luego F(a) C F(i) y por lo tanto i < a luego por (4) ¢ = a, y en consecuencia
M = F(a) = D(a). O

Corolario 4.12 Si H es un dlgebra de Heyting finita, no trivial, entonces D € M(V (H))
si y solo si D = D(a) donde a € A(A(V(H))).

Lema 4.13 Si H es un dlgebra de Heyting finita, no trivial, entonces:
a) (a,b) € A(V(H)) siy solo si b= —a,
b) (a,b) € A(A(V(H))) si y solo sia € A(H) y b= a.

Dem.

a) Si (a,b) € A(V(H)) esto es (a,b) = A(a,b) = (a,—a). Reciprocamente si b = —a
entonces A(a, b) = (a,—a) = (a,b).

b) Si (1) (a,b) € A(A(V(H))) entonces en particular (a,b) € A(V(H)) luego por (a)
b = —a. Supongamos que existe y € H tal que 0 < y < a, luego —a < =y y por la
Observacién 4.2 (0,1) © (y,—y) C (a,—a). Entonces por (1), (y,—y) = (a,7a) y
por lo tanto y = a, luego a € A(H).

Sia € A(H) y b= —a entonces por a), (a,b) € A(V(H)). Supongamos que (x,y) €
A(V(H)) es tal que (0,1) C (z,y) = (x,~x) C (a,a), luego x < a y por lo tanto
r=ay —x=-a=bluego (z,y) = (a,b) y por lo tanto (a,b) € A(A(V(H))).
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Teniendo en cuenta el Lema resulta:

Corolario 4.14 Si H es un dlgebra de Heyting finita, no trivial, entonces |M(V(H))| =

|A(H)].

Observaciéon 4.15 St H es un dlgebra de Heyting finita, no trivial, entonces poniendo

s(H) = \/ a tenemos que el radical de H (la interseccion de todos sus sistemas de-
a€A(H)

ductivos mazimales) es [s(H)). Este resultado se traslada o V(H) de la siguiente manera:
Rad(V(H)) = [(s(H),—s(H))) y [(s(H),—s(H))) es un poset isomorfo al poset [s(H)) de
H. Para probar esto, tenemos los siguientes lemas.

Lema 4.16 Sea H un dlgebra de Heyting. x € Rad(H) si y solo si ~x =0

Dem. Sea x € Rad(H) y supongamos que -z # 0. Entonces existe un sistema deductivo
maximal (equivalentemente, filtro maximal) M tal que -z € M. Como Rad(H) C M,
resulta que x A —x = 0 € M, absurdo.

Sea ahora x tal que =z = 0 y M un sistema deductivo maximal de H. Si x ¢ M, entonces
xr=0=-x=0¢& M, absurdo. Luego x € M. ([l

Lema 4.17 Sea H un dlgebra de Heyting. Si (x,y) € V(H) y « € Rad(H), entonces
y=0.

Dem. Como (z,y) € V(H), z Ay =0, luego y < -z = 0 por lo tanto y = 0. O

Sea H un algebra de Heyting finita no trivial. Entonces

Rad(H)= () M= () =]\ a=Is@).

MeM(H) ac A(H) aCA(H)
Calculemos ahora el radical de V(H): Rad(V(H)) = N M = N [a).
MeM(V (H)) ac A(A(V(H)))

Como sabemos que a € A(A(V(H))) siy solo si a = (z,—z) con z € A(H), tenemos que

Rad(V(H))= () [(z,m2)=[( \/ = N\ -a)=I[s(H),~s(H))).

€ A(H) z€A(H) z€A(H)

Para ver que [(s(H),—s(H))) es un poset isomorfo al poset [s(H)) de H, basta con con-
siderar que un elemento (x,y) estd en [(s(H),—s(H))) siy solo si x € Rad(H) e y = 0.
Entonces la aplicacién 1 : Rad(H) — Rad(V (H)) definida por 1(x) = (x,0) es biyectiva
y respeta el orden.
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Lema 4.18 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson con centro ¢, a,b € A(N),
(1) A(a Ab) =0 entonces existe x € N tal que Az =a y A ~x =b.

Dem. Sea (2) x = aV (cA ~ b), luego Az = Aa V A(cA ~ b) = aV A(eA ~ b). Como
A(eN ~b) < Ac =0, entonces Az = a.

De (2) resulta ~ z =~ a A (cVb) = (~aAc)V(~aAb)y porlotanto A ~ z =
A(~aNc)VA(~aNb)ycomo A(~aAc) < Ac=0entonces A ~z = A(~aAb). Por
(1) y el Lema2.23] b <~ a, luego A ~ 2 = Ab=1b. O

Lema 4.19 (A. Monteiro, [37]) Si N es un dlgebra de Nelson con centro ¢ entonces
N 2 V(A(N)).

Dem. Sabemos que la funcién g : N — V(A(N)) definida en el Lema es un homo-
morfismo inyectivo. Si (a,b) € V(A(N)), esto es a,b € A(N) y aAa b= A(aAb) =0,
luego por el Lema [4.18] existe x € N tal que Ax =ay A ~x = b, luego g(z) = (a,b). O

Una demostracién distinta del resultado anterior fue dada en el Lema[4.9] c).

Si H es un algebra de Heyting sea Z(H) = {(z,y) € Hx H : mx = —~—y}. Si (z,y) € Z(H)

luego -z = ——y y por lo tanto (1) -~z = ﬁﬂﬁyNP—'y. Por NI2)

)] NII)

r < -z, luego
r ANy <-—xAy=-yAy = 0. Por lo tanto (z,y) € V(H). Luego Z(H) C V(H).

Lema 4.20 Si H es un dlgebra de Heyting, Z(H) es una subdlgebra de V(H), que no
contiene al centro de V(H).

Dem. Es claro que (1,0),(0,1) € Z(H). Sean (ai,as),(b1,bs) € Z(H) luego
(1) a3 = ——ay y (2) by = ——by entonces

(al, ag) (] (bl, bg)V:Q)(al V bl, as N\ bg) € Z(H),

_|<(Z1 V bl)NE)—'al A\ —|b1(1)£(2)—|—|a2 N ﬁﬁng@_'_'(ag A bg)

u (al, (lg) M (bl, bg)vzs)(al VAN bl, (05} V bg) € Z(H),
N N 1),(2 N
_\<a1 VAN bl) E_\_\_‘(al VAN bl) @_\(_'_\&1 A ﬁ_\bl)( ! )_\<_|a2 A ﬂbg) Pﬁ_‘(&g V bg)

V4 1
» ~ (ay,az) :)(@2,611) € Z(H), ya que _'az(z)_'—'ay

A\
s (a1, a2) — (b1 bs) (a1 = by, a1 Ab) € Z(H),

—|(a1 = bl)N;@ﬁ_lal A ﬁbl(i)ﬁﬁal AN ﬁﬁbQN;E)ﬁﬁ(al A b2)
Claramente (0,0) ¢ Z(H). O
Lema 4.21 Si H es un dlgebra de Heyting, Min(V(H)) = Z(H).
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Dem. Si (1) (z,y) € Min(V(H)) entonces

(~y, =) DAV (2, y) EVA(z, y) B (~-a, )

luego —x = ==y y por lo tanto (z,y) € Z(H).
Reciprocamente si (z,y) € Z(H) entonces (2) -z = ==y luego (3) =—x = ﬁﬁﬂyN@ﬂy y
por lo tanto AV(x,y)(—'y, —|—|y)(2)£(3)(—mx, —w)VA(x,y). O

Corolario 4.22 (A. Monteiro, [37]) Si H es un dlgebra de Heyting entonces Min(V (H))
es una subdlgebra propia de V(H).

Dem. Consecuencia inmediata de los Lemas y [£:21] O
Lema 4.23 SN(Min(V(H)),c) =V (H).

Dem. Sea (a,b) € V(H), luego como V(H) tiene centro ¢ = (0,0) entonces por
el Lema M, (a,b) = (A(a,b) Uc) M V(a,b) y como "B~ entonces Ala, b)
(a,—a) € Z(H) = Min(V(H)).

Por otro lado, V(a,b)=(=b,b) y como —(=b) = ——b entonces V(a,b) € Z(H) =
= Min(V(H)), luego por el Corolario [2.88] (a,b) € SN(Min(V(H)), c). O

Lema 4.24 (A. Monteiro, [37]) Si H es un dlgebra de Heyting y m = (x,y) € Min(V(H))
existen a € A(V(H)), b € V(V(H)) tales que m = a Ll b.

Dem. Sea a = (z,~z) = A(x,y), luego a € A(V(H)). Por lo indicado en la demos-

tracién del Lema [4.21| sabemos que —z = ——y luego (1) —z A =y = ==y A ﬂyN;m)O y

NG NIT) 0
(2) ~z = -y >y. Sea b= (0,2 Vy)luego Vb= (=(zVy),xVy) = (-xA-y,xVy=
(0,2Vy) = b, estoes b € V(V(H)). Entonces allb = (x, 7x)U(0,2Vy) = (z, "z A(zVy)) =

(x,(mz ANz)V (mz A y))NiID (x,—x A y)@(x, y) =m. O

Corolario 4.25 Si N es un dlgebra de Nelson con centro y m € Min(N) existen
a € A(N), be V(N) tales que m = a V b.

Dem. Por el Lema [4.19} sabemos que N es isomorfa a V(A(N)). O

Si N es un élgebra de Nelson y X, Y C N notaremos X VY ={zVy:z€ X,y € Y}.

Lema 4.26 (A. Monteiro, [37]) Si H es un dlgebra de Heyting y X = A(V(H))UV(V(H))
entonces Min(V(H)) =X U X.
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Dem. Si w € X U X entonces w = a lUb, con a,b € X. Por el Lema [2.105
X C Min(V(H)) luego a,b € Min(V(H)) y como Min(V(H)) es una subélgebra, te-
nemos w = a b e Min(V(H)). Luego X LU X C Min(V(H)).

Sim € Min(V(H)) por el Lema [1.24] existen a € A(V(H)), b € V(V(H)) tales que
m = aUb. Como A(V(H)),V(V(H)) C X, entonces m =allbe X U X. O

Teorema 4.27 (A. Monteiro, [37]) Si H es un dlgebra de Heyting, entonces:
SN(A(V(H)) = Min(V(H)).

Dem. Por el Lema [2.105 A(V(H)) € Min(V(H)) y como Min(V(H)) es una subdlge-
bra entonces SN(A(V(H)) C Min(V(H)).

Si x € V(V(H)) entonces ~ = e~ V(V(H)) = A(V(H)) € SN(A(V(H))), luego
z € SN(A(V(H))) por lo tanto: (1) ( (H)) CSN(A(V(H))).

Como (2) A(V(H)) C SN(A(V(H))), de (1) y (2) resulta X = A(V(H))UV(V(H)) C
SN(A(V(H)) luego Min(V(H)) = X U X C SN(A(V(H). .

Lema 4.28 Si N es un dlgebra de Nelson con centro, entonces Min(N) es una subdlgebra
propia de N.

Dem. Como N tiene centro, por el Lema N es isomorfa a V(A(N)) mediante el
isomorfismo g(x) = (Az, A ~ x). Observemos en primer lugar que vale la igualdad de
conjuntos g(Min(N)) = Min(V(A(N))).

En efecto, si y € g(Min(N)) entonces y = g(z) con x € Min(N) entonces AVg(x) =
g(AVz) = g(VAz) = VAg(z), por lo que y = g(x) € Min(V(A(N))).

Siz € Min(V(A(N))), entonces como ¢ es un isomorfismo, existe a € N tal que g(a) = z.
Entonces tenemos que g(AVa) = AVg(a) = AVz = VAz = VAg(a) = g(VAa), de
donde se sigue que AVa = VAay a € Min(N) por lo que z € g(Min(N)).

Dado que Min(N) = g~ (Min(V(A(N)))), vy por el Corolario 4.22, Min(V(A(N))) es
una subdlgebra propia de V(A(N)), resulta que Min(N) es una subagebra propia de N.

O
Corolario 4.29 Si N es un dlgebra de Nelson con centro, SN(A(N)) = Min(N).

Dem. Por el Lema [4.19] sabemos que (1) N es isomorfa a V (A(N)). Luego (2) A(N)
A(V(A(N))) y por lo demostrado en el Lemal[d.28] (3) Min(N) = Min(V(A(N))). De (
resulta (4) SN(A(N)) = SN(A(V(A(N)))). Por el Teorema [£.27, SN(A(V(A(N))))
Min(V(A(N))), por lo tanto, de (3) y (4), SN(A(N)) = Min(N).

On

Lema 4.30 Si N es un dlgebra de Nelson y D € D(N), con D # N, entonces la relacion
definida sobre N por

Si z,y € Nyx~py, siysolosi x >y, y >x €D
es una relacion de equivalencia, compatible con N,V y —. Si D = {1} notaremos simple-

mente x = .
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Dem. Como x — x =1 € D, entonces =p es reflexiva. Claramente ~p es simétrica.
Probemos que si (1) z —y € Dy (2) y — z € D entonces x — z € D. En efecto,

B) toW—2)—(z—=1) = @) P1eD.

Como, y =2 <z — (y — 2z)de (2) y D € D(N), resulta (4) x — (y — 2) € D. Luego
de (3) y (4) resulta (x - y) = (x = 2) € Dy por (1) x — z € D.
Veamos ahora que ~p es compatible con A,V y —.

(i) Si « =~p y entonces z A z =p y A z. En efecto,

@nz)—= WA D(@Az) = g) Az Az) - 2)

AN (x = y).

5

(xANz) >y ANl=(zANz2)—>y
17)
r - y<z — (r — y) y como por hipétesis * — y € D tenemos que
z — (r — y) € D. Andlogamente se prueba que (y A z) = (x Az) € D. De (i) re-
sulta inmediatamente que si x ~p y y 1 ~p y; entonces r A x1 ~p y A y;.

(il) Si z ~p y entonces z V z ~p y V z. En efecto,

e
(

(xVz)=>(yvVz)=(r—=>(yVz)A(z— (yV2)

(r—=>(yVva)ANl=x—=(yVz2).

)
Como y < yV z entonces, t — y < = — (yV z) y como por hipétesis  — y € D tenemos

x—(yVz)eD.

E

Andlogamente se prueba que (y V z) — (x V z) € D. De (ii) resulta inmediatamente que
siz~Rpyyx ~py entonces 'V ~pyVy.

(iii) Si z ~p y entonces x — z ~p y — 2. En efecto,

(y = 2z) = ((r = 2) = (y— 2)) = 1€ D,y como por hipdtesis y — = € D resulta que
(x —=2) = (y—2)€D.

Andlogamente se prueba que (y — z) — (v — z) € D.
(iv) Si z ~p y entonces z — = ~p z — y. En efecto,
o (@oy) = (=)= (=) P1eD

y como por hipétesis z -y € Dy x —y < z— (x — y), entonces z — (x — y) € D.
Luego (z — z) — (2 — y) € D. Anélogamente (z — y) — (z = z) € D.

De (iii) y (iv) resulta que si x &p y y o1 ~p y; entonces r — x1 Xp y — yi. O

Sea Cp(x) ={y € N : y =p x} y consideremos el conjunto cociente Hp(N) = N/~p. Si
D = {1} notaremos C(z) en vez de de Cp(x) y H(N) en vez de Hp(N). Definamos
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C1) 1p = Cp(1), 0p = Cp(0),

C2) Cp(z) Ap Cp(y) = Cp(z Ay),
C3) Cp(x) Vp Cp(y) = Cp(z Vy),
C4) Cp(x) =p Cp(y) = Cplz = y).

Lema 4.31 (Hp(N),1p,0p, Ap,Vp,=Dp) es un dlgebra de Heyting.

Dem. Es claro que Hp(N) es un reticulado distributivo con primer elemento 0p y tltimo
elemento 1p.

Observemos que Cp(z) <p Cp(y) si y solo si Cp(z) = Cp(z) Ap C’D(y)CZQ)C'D(a: AY),
esto equivale a x — (zAy) € Dy (xANy) - x € D. Como (xANy) >z =1¢€ D

i

entonces Cp(x) <p Cp(y) si ysolosi z — (x Ay) € D. Y como x — (z A y) £

(x > 2)AN(xr > y) =1A(x - y) =2 — y. Luego Cp(x) <p Cp(y) si y solo si
r—yeD.

Probemos (1) Cp(z) A (Cp(z) =p Cp(y)) <p Cp(y).

D

En efecto, como (z A (z = y)) = y=(x = y) = (x — y)Nz@l € D, por lo observado

precedentemente

Co(@) Ap (Cp(x) =p Cpu) = Ch(w A (z — 1)) <p Cply).

(2) Si Cp(x) Ap Cp(z) <p Cp(y) entonces Cp(z) <p Cp(x) =p Cp(y).

En efecto, por hip6tesis Cp(x A z)CZQ)CD(x) Ap Cp(z) <p Cp(y), luego z — (z — y)
(x A z) =y € D, por lo tanto Cp(z) <p Cp(x — y) = Cp(z) =p Cp(y).
De (1) y (2) resulta por el Lema que Hp(N) es un élgebra de Heyting.

IS

O

Corolario 4.32 V(Hp(N)) es un dlgebra de Nelson con centro (Cp(0),Cp(0)).

Lema 4.33 Si N es un dlgebra de Nelson y D € D(N), la transformacion
h : N — V(Hp(N)) definida por h(x) = (Cp(z),Cp(~ x)) es un homomorfismo y h

es inyectiva si y solo si D = {1}.

Dem. Como por N72|) se verifica (xA ~ x) — 0 = 1, entonces Cp(zA ~ ) <p Cp(0),
luego Cp(x) Ap Cp(~ x) = Cp(zA ~ x) = 0p y por lo tanto h(z) = (Cp(x),Cp(~ x)) €
V(Hp(N)). Veamos que h es un homomorfismo de dlgebras de Nelson. En efecto:

V2)

h(zVy) = (Cp(z Vy),Cp(~ (zVy))) = (Cp(x) V Cp(y), Cp(~ ) A Cp(~ y))
L :



\%

h(~ ) = (Cp(~ 2), Cp(a) 2 ~ (Cp(a), Cp(~ x)) =~ h(x).
Por y N27)), Cp(~ (z = y)) = Cp(zA ~ y). Entonces:
h(z = y) = (Cp(z = y),Cp(~ (x — y)) = (Cp(x — y),Cp(xA ~y)) =

(Co(@) =p Cp(y), Cn(@) Ap Co(~ 1)) 2 (Cp(x), Cp(~ x)) = (Cp(y), Co(~ y)) =

Si D = {1} y h(z) = h(y) entonces Cp(z) = Cp(y) y Cp(~ x) = Cp(~ y), luego
r—oyy—sreD={l}y~z >~y ~y—~zeD={1},y por N2§) resulta z = y.

Supongamos que h es inyectiva y sea x € D. Comox - 1=1€ Dyl —sxz=x€D
entonces x ~p 1, estoes (1) Cp(x) = 1p. Ademds0 -~z =1€ Dy~z —-0=Vz € D
de donde resulta que ~ x ~p Op, es decir (2) Cp(~ x) = 0p. De (1) y (2) se tiene que
h(z) = (Cp(z),Cp(~ z)) = (1p,0p) = h(1), entonces como h es inyectiva, z = 1 y por
lo tanto D = {1}. O

Corolario 4.34 (D. Vakarelov, [58]) Si N es un dlgebra de Nelson, existe un dlgebra de
Heyting H(N) = N/ = y un homomorfismo inyectivo h de N en V(H(N)).

Dem. Es una consecuencia de los Lemas y cuando D = {1}. O

Observacién 4.35 Si D = {1} entonces |Cp(z) N A(N)| = 1. En efecto, por Np7)),
Y Az € Cp(x) NA(N). Siy € Cp(xz) NA(N) entonces (i) y= Ay ey ~p z, luego
r—y=1=y— x luego por el Lema[l.2] (ii)) Ay = Azx. De (i) e (ii) resulta y = Ax.
Sospechamos que esto fue lo que motivé a A. Monteiro a enunciar los Lemas y[4.6]

Corolario 4.36 (D. Vakarelov, [58]) Toda dlgebra de Nelson es isomorfa a una subdlgebra
de un dlgebra de Nelson con centro.

El resultado precedente coincide con el indicado por A. Monteiro en el Corolario (3.4

Lema 4.37 Si H es un dlgebra de Heyting, la funcion ¥y : V(H)/ ~ — H definida por
Y (Craon(z,y)) = x es un isomorfismo (1. Viglizzo, [59], pag. 134).

Lema 4.38 Si N es un dlgebra de Nelson entonces las dlgebras de Heyting H(N) = N/ ~
y A(N) son isomorfas via la transformacion f(Cpy(x)) = Az (A. Sendlewski, [56], ver
Observacién |1.24)).
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Observacién 4.39 Por el Lema[4.538, f es un isomorfismo entre las dlgebras de Heyting
N/ =~ y A(N), entonces la funcion F : V(N/ =) — V(A(N)) definida por;

F((C(x),C(y)) = (A, Ay)

es un isomorfismo. Si h es el homomorfismo de N en V(N/ =) definido en el Lemal[4.3
y g es el homomorfismo de N en V(A(N)) definido en el Lema entonces F' o h = g.
En efecto, (F o h)(x) = F(h(z)) = F((C(x),C(~ 2))) = (Az,A ~ z) = g(x). Luego
F(R(N)) = g(N), por lo tanto h(N) = g(N).

Teorema 4.40 Si N es un dlgebra de Nelson entonces M(N) = V(A(N)).

Dem. Si (z,y) € M(N) entonces (1) z <y, (2) z € A(N)y (3) y € V(N) =~ A(N).

)
De (3) resulta que ~ y € A(N). Como zA ~ y<yA ~ y, entonces A(zA ~ y) <

A(yN ~ y)O, por lo tanto (4) A(zA ~y) = 0.

De z,~ y € A(N) resulta por la Observacion [1.24] que zAx ~ y = A(zA ~ y)@O y por
lo tanto (x,~ y) € V(A(N)).

2]

Sea t((x,y)) = (x,~y), luego t : M(N) — V(A(N)). Veamos que ¢ es un isomorfismo.

() iz D2~ g~ 2) = (v 9,2) 2 ~ (2,7 ) =~ U(2,y).
H(, ) M (2, 0)) = (2,7~ 1) 1 (2~ ) 2@ An 2, gV ~ w) =
(A(@ A 2),~ (y Aw)) = H(Ax A 2),y Aw) Zt((2,9) N (2,0)).

De (i) y (ii) resulta (iii) t((x,y)) Ut((z,w)) = t((z,y) U (z,w)).

t((z,y)) = t((z,w)) = (z,~y) = (z,~ w)vz5)(x =A 2, TAA ~ W) =
(A(z — 2), A(zA ~w)) = (A(x = 2),~ V(~z Vw)) =

H(A(z = 2), V(~ 2 V) 2t(z,9) — (2,0)).

(v) t es suryectiva. Dado (z,w) € V(A(N)), tenemos que z € A(N), (5) w € A(N) y
A(z Aw) = z A w = 0, luego por el Lema [2.23] z <~ w. Ademds de (5) resulta que
~w €~ A(N) = V(N) luego (z,~w) € M(N) y t((z,~w)) = (z,w).

(vi) t es inyectiva. Si (z,~ y) = t((x,y)) = t((z,w)) = (2,~ w) entonces v = 2z y
~ 1y =~ w luego y = w. O

Corolario 4.41 Si N es un dlgebra de Nelson entonces M(N) = V(A(M(N))).

Dem. Consecuencia del Teorema [4.40|y el Lema [4.5] 0
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Corolario 4.42 Si B es un dlgebra de Boole, entonces (i) M(B) = V(B), con las opera-
ciones A y V, es un dlgebra de Post trivalente. (i) St H es un dlgebra de Nelson finita y
también un dlgebra de Heyting y existe un isomorfismo v : M(H) — V(H) entonces H
es un dlgebra de Boole. (iil) Si H es un dlgebra de Heyting tal que V(H) es un dlgebra de
Lukasiewicz trivalente entonces H es un dlgebra de Boole.

Dem. (i) B es un élgebra de Nelson y de Heyting, donde z — y =z = y = —z V 1,
—x = —x = —x y por la Observaciéon , Az = x para todo z € B. Por lo tanto A(B) = B
y por el teorema anterior tenemos M (B) = V(B). Si (z,y) € V(B) entonces (1) Ay =0
y (2.y)Ur(e,y) (e, U (-, 2) = (2,9)U(—2,2) 2 @V —2,yA2) (1, 0). Luego V(B)
es un algebra de Nelson semisimple y por el Teorema [1.8| es un algebra de Lukasiewicz
trivalente y como tiene centro es un algebra de Post trivalente.

(ii) Es claro que la restriccién de v al conjunto A(M(H)) es un isomorfismo entre las
algebras de Heyting A(M(H)) y A(V(H)). Como H es un algebra de Nelson, entonces
por el Lema 3.3 (1) A(M(H)) es isomorfa a A(H) y como H es un algebra de Heyting,
por el Lema[L.6] (2) A(V(H)) es isomorfa a H. De (1) y (2) resulta (3) A(H) es isomorfa
a H. Como (4) H es finitay (5) A(H) C H, entonces de (3), (4) y (5) resulta A(H) = H.
Luego por el Lema[l.5] H es un algebra de Boole.

(iii) Como V(H) es un algebra de Lukasiewicz trivalente, en particular:

V4)
e

(bV =b,0 A D)2 (b,0) U (=0, )2 ~ (0,b) L (=b, )2 ~ (0,) LU V(0,b) = (1,0)

luego bV —b = 1y como b A —b = 0, entonces todos los elementos de H son booleanos,
luego H es un algebra de Boole. O

Sea N un algebra de Nelson, no trivial. Un elemento p € N se dice primo si p # 0 y si
= a Vb donde a,b € N entonces p = a o p = b. Sea w(N) el conjunto de todos los
elementos primos de N.

Lema 4.43 Si N es un dlgebra de Nelson con eje e y (1) p € w(N) entonces Ap =p o
Ap = 0.

Dem. Como e es el eje de N entonces p = Ap V (e A Vp) luego por (1) p = Ap o
(2) p=e A Vp. De (2) resulta Ap = A(e A Vp) < Ae NAVp=0AAVp = 0. O

Corolario 4.44 Si N es un dlgebra de Nelson con centro ¢ y p € w(N) entonces Ap = p
o Ap = 0.

Si X es un poset notaremos, como es habitual, con X* el poset dual.

Lema 4.45 Si N es un dlgebra de Nelson finita, no trivial entonces:
m(M(N)) ={(p,Vp) : p € 7(A(N))} U{(0,~p) : p € ((A(N))")}
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Dem. Por el Teorema [1.40] sabemos que ¢ : M(N) — V(A(N)) definida por t((a,c)) =
(a,~ ¢) es un isomorfismo. Luego s = ¢! es un isomorfismo de V(A(N)) — M(N) y
s((a,~ ¢)) = (a,c). Por los resultados de L. Monteiro e I. Viglizzo [53] sabemos que

T(V(AN)) = {(p, —ap) : p € 7(A(N))} U{(0,9) : ¢ € 7((A(N))")}

Si p € w(A(N)) en particular p € A(N) esto es (1) Ap = p. Luego s((p, ~ap))

s((p,p =4 0)) = s((p Alp — 0))Ls((p, A(Ap — 0) L s((p, ~ VAP) Ls((p, ~ Vp))

(p, Vp) y si ¢ € n((A(N))*) entonces s(0,q) = (0,~ q).

]

Lema 4.46 Si L es un dlgebra de Nelson semisimple, entonces Min(L) = B(L).

Dem. Por la Observacién sabemos que B(L) € Min(L). Sea x € Min(L) esto es
(1) VAz = AVz. Por el Teorema las algebras de Nelson semisimple, coinciden con
las dlgebras de Lukasiewicz trivalentes luego (2) VAx = Az y (3) AVz = Vz. De (1),
(2) y (3) resulta Az = Vx luego Vx = x y por lo tanto z € B(L). O

Lema 4.47 Si N es un dlgebra de Nelson con eje e tal que (1) Min(N) = B(N) entonces
SN(B(N),e) =N y N es un dlgebra de Nelson semisimple.

Dem. Sea z € N. Como N tiene eje entonces (2) z = Az V (e A Vz). Por el Lema [2.105]
sabemos que A(N),V(N) C Min(N)@B(N), luego Az, Vx € B(N) C SN(B(N),e) y
como e € SN(B(N),e) entonces x € SN(B(N),e) y por lo tanto SN(B(N),e) = N.

De (2) resulta:

= (AzV (e AVZ)) = 0 2 (Az — 0) A ((e A V) — 0) 2

~Az A (Vz — (e = 0)) = —Az A (Vo — —e).

Por la Observacién 2.7, —e = 1 entonces (3) —z = ~Az A (Vo — 1) = ~Ax.

Como Az € B(N), entonces por la Observacién 2.5 (4) —Az =~ Az de donde
(2) (3)y(4)

zVrr=(e ANVz)VAzxVrz =" (e ANVzx)V AzV ~ Az = 1, entonces por el Teore-
ma [1.7, N es un dlgebra de Nelson semisimple. O

Lema 4.48 Si H, H,, Hy son dlgebras de Heyting y H = Hy x Hy entonces V(Hy x Hy) =
P= V(Hl) X V(HQ)

Dem. Si (z,y) € V(H), esto es x = (21,22), y = (y1,y2) donde x1,y1 € Hy, 2,92 € Hy
y (0,0) =z Ay = (21,22) A (21,22) = (1 Ay1, T2 A y2). Luego 21 Ayr =0y 29 Aya =0,
y por lo tanto (z1,y1) € V(H1) y (z9,y2) € V(Ha2).

Sea
h((x,y)) = h(((z1,72), (Y1, 92))) = ((T1,91), (22, Y2)),
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luego h: V(H) — P.
Probemos que h es un isomorfismo.

Si ((.’L‘l,y1>,($2,y2)) = h((fﬁ,y)) = h((sz)) = ((Zhwl)? <227w2>> luego (‘rlvyl) = (Zl,'ll)l)
Y (22,92) = (22,w2) y por lo tanto 1 = 21, y1 = w1, To = 22, Yo = wy. Luego (v,y) =
(z,w), lo que prueba que h es inyectiva.

Veamos que h es suryectiva. Dado (z,w) € P, esto es (z1,22) = z € V(Hy), (w1, wy) =
w € V(H,) entonces 21, 20 € Hy, wy,ws € Ha, 21 A2z = 0, wy Awe = 0. Sean x = (21, wy),
Yy = (29, ws),luego z,y € Hy xAy = (21A\29, w1 Awsy) = (0,0) y por lo tanto (z,y) € V(H)
y h((x,y)) = ((2’1,2’2), (w1,’LU2)) = (Z’w)'

Si 1;,4 = 1,2 es el ultimo elemento de H;,i = 1,2, entonces 1y = (11, 13) es el ultimo
elemento de H, lymy = (1g,0m) = ((11,12),(01,02)) es el dltimo elemento de V(H),
(1;,0;) es el dltimo elemento de V(H;), i = 1,2. Por lo tanto 1p = ((14,0), (12,02)) es el
ultimo elemento de Py

h(lym)) = h(((11,12), (01,02))) = ((11,01), (12,02)) = 1p.
Sean A = ((z1,22), (Y1,92)), B = ((21, 22), (w1, w2)) € V(H).
h(~vy A) = h(~vm) (71, 22), (y1,92))) = R(((Y1, 42), (71, 22))) =
(((y1, 1), (y2, 22)) =

(~vi) (T Y1)s ~vi) (T2, 92))) =~p (21,91), (T2, 42)) =~p M((21, 22), (11, 92))) =
~p h(A).

AN B = ((x1,22) A (21, 22), (1, y2) V (w1, w2)) =
((z1 Az, 29 A 22), (Y1 V wi, Y2 V wy)).
Luego

(AT B) = ((x1 A 21,11 Vwy), (T2 A 29,y2 V we)) =

(w1, 91) My (21, w1), (T2, Y2) My (i) (22, w2)) =
(@1, 91), (22, y2)) AP ((21,w1), (22, w2)) = h(A) Ap h(B).

A =y B = ((z1,22), (W1, 52)) vy (21, 22), (wi, wa)) =
(21, 22) = (21, 22)), ((T1, 22) A (w1, w2))) =

((Il = H, ?1,T2 = H, 22), (1'1 N Wi, Lo N\ wg))

Luego
h(A —V(H) B) = ((%1 =H, ?1,%1 /\wl), (56'2 = Hy 22,T2 /\U)Q)) =
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((z1,21) —V(H;) (21, w1), (z2,92) —V(Hy) (20, w2)) =
((@1,01), (#2,92)) = p ((21,01), (22, w2)) = h(A) —p h(B).
Luego h es un isomorfismo. O
Sea By el algebra de Boole trivial y B,, el algebra de Boole con n atomos n > 1. Es claro

que V(By) = T luego |V(By)| = 3y si n > 2 entonces B, es isomorfa al producto de n
algebras de Boole isomorfas a B;.

Sin > 2 entonces V(B,) = T" luego |V (B,)| = 3" y si B es un algebra de Boole con 3"
atomos entonces V(B) es isomorfa al dlgebra de Post trivalente con n generadores libres.
Tambien |M(B,,)| = 3".

Si H={0'} & B,, donde n > 1 entonces H es un édlgebra de Heyting donde si z,y € B,,
r=>y=—-aVy0V=z=12=0=0y0 =0 =1. Luego

V{0 B,) ={(0,0)}U{(0,z): x € B,}U{(2,0):x € B,}
y como |B,,| = 2" entonces
VH{0}@e B,)| =1+2"+2" = 2" 1.

Ademas

V{0'}® B,) = B, ®{(0/,0)} @ B,.

Observemos que {0'}& By es una cadena con dos elementos y por lo tanto |V ({0'}& By)| =
3 =201 1.

Lema 4.49 Si (B,3) es un dlgebra de Boole monddica y en V(B) definimos 3y (x,y) =
(3z,Vy) entonces (V(B),3v) es un dlgebra de Post trivalente monddica. Si en M(B)
definimos Jp(x,y) = (Jx,Jy) entonces (M(B),3n) es un dlgebra de Post trivalente
monddica. Ademds las dlgebras (M(B),3y) y (V(B),3v) son isomorfas.

Dem. Por el Corolario sabemos que V(B) es un algebra de Post trivalente. Si
(z,y) € V(B) entonces x Ay = 0, de donde x < —y y por lo tanto dx < 3 —y = —Vy,
luego 3z A Vy = 0 lo que prueba que 3y (z,y) € V(B). Verificamos a continuacién las
identidades necesarias para probar que se trata de un algebra de Post trivalente monadica,
[50]:

3y(0,1) = (30,V1) = (0,1).
(,9) N 3 (x,y) = (2,9) 1 (32, ¥9) 2@ A Jw,y vV V) = (2,9)-

I ((z,y) M Iy(z,w) = Fv((z,y) N (Elz,Vw))\g)Elv(x A Jz,y V Yw) =
(F(zAF2),V(yVVw)) = (EI:C/\EIZ,Vy\/Vw)\@ (Fz, Vy)N(Iz,Yw) = Fy(x,y) 3Ty (2, w).
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EIVA(x,y)EIV(:U, —z) = (Jz,V — ) = (I, —EI:I:)AEIV(x,y).
Vv (a,y) = V32, ¥y) B(—vy,¥y) = 3 4. V) = I (—y,9) B3 V(z,y).

Por el Corolario sabemos que M(B) y
morfas, via la transformamon t((z,y)) = (z,—y), luego t(Iy(z,y)) = t((Fz,Jy)) =
(Jz,—Fy) = (Fz,V —y) = EIV((:B,— )) = Jvit((z,y)). Por lo tanto (M (B),3) es iso-
morfa a (V(B),3y). O

V(B) son &dlgebras de Post trivalentes iso-

Un élgebra de Heyting se dice trivalente, L. Monteiro, [47], si verifica el axioma

(T (z=2)=y)=>(y=2)=y) =y =1L

Antes de 1964, A. Monteiro propuso a D. Brignole, [8 [3], estudiar las algebras de Nelson
que verifican

C) (=2 =y =>(y—=2)=y) =y =1,
a las que denominé algebras de Nelson 5-valuadas, y determinar el algebra libre. Todas
la algebras C), con 2 < n <5 verifican (C).

El siguiente lema resuelve un problema planteado por A. Monteiro en sus manuscritos.
Lema 4.50 H es un dlgebra de Heyting trivalente si y solo si V(H) verifica (C).

Dem. En efecto si x = (1, 22),y = (Y1,¥2), 2 = (21, 22) € V(H) entonces
r=(z—=2 =y = (y=2) =y =y =

((r1 = 21) = y1) = ((y1 = 21) = 1) = n1), (21 = 21) = y) A (Y1 = 71) = Y1) AYa2).

Como H es trivalente entonces ((z1 = 2z1) = »1) = (((y1 = 1) = v1) = 1) = 1. L.
Monteiro, [47], probé que (T) es equivalente a (T1) y = ((z = 2) = y) A ((y = =) = v),
luego ((x1 = z1) = 11) A ((y1 = x1) = 1) Ay2 = 11 Ay2 = 0y por lo tanto r = (1,0).

Sean wy1,y1,21 € H luego x = (v1,~1),y = (y1,~y1),2 = (21,721) € V(H). Si V(H)

verifica (C) tenemos

(z—=2)=y) = ((y =)=y —y) = (1,0
esto es
((z1 = 21) = 1) = (1 = 21) = 1) = v1),t) = (1,0)
donde t = ((z1 = z1) = y1) A ((y1 = 1) = y1) A =y, por lo tanto
(r1=2)=y)=>((L=2)=y)=>n)=1 O

Si L es un algebra de Lukasiewicz trivalente, sabemos que L es un algebra de Heyting
trivalente (L. Monteiro, [46]), donde z = y = A ~ 2V y VvV (V ~ z A Vy), luego V(L)
verifica (C).
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Por los resultados de L. Monteiro, [47], sabemos que el dlgebra de Heyting trivalente con

n generadores libres H3(n) es isomorfa a [[ ({0} @ ng_l)(Z) luego
k=0

n

V(Hs(n)| = [TIVH{0} @ By )| = [T + )&

k=0

Definicién 4.51 Un dlgebra de Heyting H se dice lineal si (x = y) V (y = x) = 1, para
todos x,y € H, (M. Ward, [60], A. Monteiro, [19]) y un dlgebra de Nelson N se dice lineal
si(x = y)V (y = x) =1, para todos x,y € N, (A. Monteiro, [28 34]).

Lema 4.52 H es un dlgebra de Heyting lineal si y solo si V(H) es un dlgebra de Nelson
lineal.
Dem. Supongamos que H es lineal y sean (z1, x2), (y1,92) € V(H).

(21, 25) = (91, 32)) U (91, 30) = (w1, 22)) =

V)
(1 =y, 21 Ay2) U (1 = 71,91 A 22) =

((171 = yl) V (y1 = ZL‘1),ZL’1 ANys ANy A 1'2) = (1, 0)
Supongamos ahora que x,y € H y V(H) es lineal. Sabemos (z,0), (y,0) € V(H), luego

((2,0) = (,0)) U ((3,0) = (2,0) 2 ((z = y,2 A 0O)) U ((y = 2,y A 0) 2

((J} = y) 2 (y = I)70) - (170)7
de donde (z = y)V (y = z) = 1. O

Por los resultados de L. Monteiro, [46], [47], sabemos que toda algebra de Heyting trivalente
es lineal. Observemos que la reciproca no es verdadera. En efecto consideremos el dlgebra
de Heyting C4, donde es claro que si x,y € Cy entonces

=y Vy=2z)=1

mientras que (T1) no se verifica:

(6-)-2+(6=3)-3 (=) mi-r23

Lema 4.53 N es un dlgebra de Nelson lineal si y solo si M(N) es un dlgebra de Nelson
lineal.
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Dem. Supongamos que N es lineal. Sean (ay,¢), (az,c2) € M(N). Como a; < ¢y,

[15)
entonces as — a1 < as — ¢1. Andlogamente de as < ¢o resulta a; — as < a7 — ¢o. Como

N es lineal entonces (1), (ag — a1)V(a; — ag) = 1,y por lo tanto (a; — ¢2)V(ag — ¢1) =1
y en consecuencia (2) V((a; — ¢2) V (a2 — ¢1)) = 1.

((al, 01> — (ag, 02)) U ((a27 62) — (CL1, Cl))D:4)

(Aa1 — a2), V(~ a1V e2)) U (Aas — a1), V(~ az V e1))2

g

(A(a; = az) V Alag = a1),V(V(~ a3 V) VV(~ag Ve))) =

(A((ag — a2) V (ag — a1)), V(V(~ a1 V) VV(~asV Cl))(l)

(A]_, V(V(a1 — Cg) V V(ag — Cl)))(l, V((a1 — 62) V (a2 — Cl)>>(:(17 1)

~

Supongamos que M (N) es lineal, luego como (Az, Vz), (Ay, Vy) € M(N) entonces:

(1,1) = ((Az, Va) = (Ay, Vo)) U ((Ay, Vy) = (Az, V)2

(A(Az = Ay), V(~ Az V V) U (A(Ay — Ax), V(~ Ay v Vo)) T
(Alx = y), V(Az = Vi) U (A(y = 2), V(Ay — V)2
(A(x = y) VAl — z),V(V(Az — Vy) V V(Ay — Vz))).

Luego 1 =A(z - y) VA(ly = z) < (x = y) V (y — ). O

5. Ejemplos

Ejemplo 5.1 Sea H = (5 el dlgebra de Heyting cuyo diagrama de Hasse es el siguiente:

V(H) e (1,0)

1 =[0 % 1 (5,0)
) 01 1 1

3 1o 1 1 (0,0)
110 L 1

0 2 (0,1)

(0,1)

En general si H = C,,, conn € N, n > 2, entonces V(C,,) = Cqy_1.
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Ejemplo 5.2 Fl dlgebra Nelson N del Ejemplo cuyo diagrama de Hasse se indica,
es tambien un dlgebra de Heyting, donde la implicacion estda dada por la siguiente tabla:

—~ a0 oo ol
cocoooro
S
QR R PR
I e T e O N sl

Q Q@ 0 —= =
QO O P, O F IO

Las dlgebras de Nelson M (N) (ver Ejemplo y V(N) son diferentes.

Ejemplo 5.3 Sea H el dlgebra de Heyting cuyo diagrama de Hasse es el siguiente:

=10 a b ¢ d e f 1

l 01 1 1 1 1 1 1 1
f al|b 1 b 1 1 1 1 1
blec ¢ 1 ¢ 1 1 1 1

f cl|lb f b 1 f 1 f 1
d|l0 ¢ b ¢ 1 1 1 1

b e |0 a b ¢ f 1 f 1
f10 ¢ b ¢ e e 1 1

0 110 a b ¢ d e f 1

N
=)



Ejemplo 5.4 Sea H el dlgebra de Heyting cuyo diagrama de Hasse es el siguiente:

1
=0 a b ¢ 1
b . 01 1 1 1 1
a |0 1 1 1 1
b |10 ¢ 1 ¢ 1
a c |0 b b 1 1
110 a b ¢ 1
0

Ejemplo 5.5 Sea H el dlgebra de Heyting cuyo diagrama de Hasse es el siguiente:
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. =10 a b ¢ 1

0|1 1 1 1 1

alb 1 b 1 1

a b bla a 1 1 1
c |0 a b 1 1

0 110 a b ¢ 1

(0,1)

6. Otros resultados sobre algebras con eje y con cen-
tro

Lema 6.1 Si N es un dlgebra de Nelson con eje e y S.(N) = S, = [e,1] =
{r € N:e<x <1} entonces (Se, \,V,—,e,1) es un dlgebra de Heyting.

Dem. Es bien conocido que S, es un reticulado distributivo con primer elemento e y

ultimo elemento 1. Sean z,y,z € S.. En particular (1) e < z,y, luego (2) e < z A y.

(1) NL7)
Az ~ x)O, luego por el Lema [2.10} (3) 2A ~ x < e. Como e<y < x — y entonces

r—y €S,

(1)

HO) e A z=e,
H1) o — 291,

)
H2) (z = y) Ay =y,

H3) 2 A ($—>y)—xAy,
®3)
T A (w—)y)—x/\( ;1:\/y):(a:/\Nx)\/(x/\y)gev(x/\y)@ac/\y,
1L17)
y<xz—y luegor Ay <zA(x—y).

B

H4) 2 — (y Az r—y)A(x— 2),

H5) (x\/y)—>z(a¢—>z)/\(y—>z) 0
Corolario 6.2 Si N es un dlgebra de Nelson con centro ¢ y S. = |[c,1] entonces

(Se, \,V, =, ¢,1) es un dlgebra de Heyting.

72



Si N es un algebra de Nelson con eje e, sea T = [0,~ ¢|, H = T* y si z,y € T,
x—=ry=~(~y—~zx)luegor »ryeT.Six,yc Hsear —gy=1y —r T

Lema 6.3 Si N es un dlgebra de Nelson con eje e, entonces S, y H = T* son dlgebras
de Heyting isomorfas.

Dem. Siz € S.(N) sea f(z) =~ x luego 5: S, — H.

1) Be) =~e,

2) f(1) =~ 1=0,

3) Blx ANy) =~ (xAy) =~ aV ~y=~ahpg ~y=B(x)\u By),

4) Bz Vy) =~ (xVy)=~ah~y=~aVy~y=5(x)Vu By),

b) B(x) —u Bly) = Bly) —r Bla) =~ (~ Blx) =~ B) =~ (& = y) =
Mw%y)

6) [ es claramente suryectiva e inyectiva.

Lema 6.4 Si N es un dlgebra de Nelson con eje e, entonces A(N) y Se son dlgebras de
Heyting 1somortfas.

Dem. Por hipédtesis (1) Ae =0, (2) 2 = (AxVe) AVe < Az Veysizye A(N)
entonces (3) Az =z, Ay =y. Sea U : A(N) — S, definida por U(z) =z Ve.

Ul) U(1)=1Ve=1.
U2) U(0)=0Ve=e.
U3) U(x Aay) =U(z) NU(y).
4) Uz Aay)=(xAay)Ve=A(xAy)Ve
U)AU(®y) = (zVe)A(yVe) = (z Ay) Ve luego
(5) AU AU EA@ A y) v AEA®GE A ).

U(a:/\Ay)(i)A(x/\y)\/eNg)(Ax/\Ay)\/e@(x/\y)\/e = (xVe)A(yVe) =U(x)ANU(y).

2

U(x) A U(y)(g)A(U(x) AUV e2A@ Ay VeZU (@ Aa y)
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U4) SiaVe =U(x) = U(y) = y Ve entonces v = Az = A:L’\/AeA(x\/e) =
Ay Vv e)Ay VAe = Ay =y.

Dado y € S, esto es e < y, entonces (6) U(Ay) = AyVe<yV egy. Por otro lado
(7)) y=(AyVve) ANVy=U(Ay) ANVy < U(Ay). De (6) y (7) resulta U(Ay) = y.

U5) De U3) y U4) resulta que U es un isomorfismo de orden, y como todas las operaciones
de las algebras de Heyting quedan determinadas por la relacién de orden, A(N) y
S, son isomorfas. -

Corolario 6.5 Si N es un dlgebra de Nelson con centro ¢ entonces A(N) y S.(N) son
algebras de Heyting isomorfas.

Lema 6.6 Si N es un dlgebra de Nelson con eje e entonces A(N) y H = [0,~ e]* son
algebras de Heyting isomorfas.

Dem. Por el Lemal6.4, S. =~ A(N) y por el Lema 6.3 S. =~ H. O

Lema 6.7 Si H es un dlgebra de Heyting entonces H = S.(V(H)), donde c es el centro
de V(H).

Dem. Como V(H) es un algebra de Nelson con centro ¢ = (0,0), entonces por el
Corolario A(V(H)) = S.(V(H)) y como por el Lema [4.6), A(V(H)) = H, tenemos
H=S.(V(H)). O
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