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Este Informe Técnico Interno del INMABB — UNS — tiene por
objetivo completar lo programado en ocasion de redactarse
el Informe Técnico Intemo Nro 93 —Multi-di-grafos 1,

al cual nos referiremaos reiteradamente.

En tales ocasiones, y por razones de brevedad, en lugar de
citarlo siguiendo la pauta general , poniendo [Chi08], nos
referiremos al mismo indicandolo con 1. seguido de la refe-
rencia a citar. Asi por caso para remitirnos a su Capitulo 3
pondremos 1 _Cap.3.
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CAPITULO 7

CONEXIDADES Y CONJUNTOS DESCONECTANTES' ‘

En este capitulo volveremos sobre algunas de las nociones vistas en 1 Cap.3, y
daremos algunas otras estrechamente ligadas con ellas.

Para mas precisiones y deducciones de resultados que se daran podrian con-
suitarse : [Ber70], [BucH90], [CapM78], [CharL79], [Deo74)], [Die96], [Fle90],
[Har69b], [HarNCG65], [Roy69a], [SwaT81], [Tut66/84].

7.1. CONEXIDADES NO DIRIGIDAS y SEPARABILIDAD

Respecto de la nocion “conexidad” (ver 1 pag.115) sabemos que :
— Cualquiera sea el multigrafo G, sus componentes conexas G;, i € /, son
disjuntas y estan univocamente determinadas.

— Como cada elemento de G pertenece a unay sélo unade ellas G = U Gi.

— G es conexo (o débilmente conexo) si contiene una Unica componente
conexa, y disconexo en caso contrario.

Para el caso de configuraciones finitas un grafo es conexo si y sélo si sus representa-
ciones topologicas son esquemas conexos en el sentido topolégico.
Lo antedicho no puede extenderse al caso de configuraciones infinitas.

Por ejemplo, el grafo bipartido disconexo que se construye eligiendo como aristas los
segmentos horizontales [p, q] con p =[0, z]; q=[1, 2], para z€ [0, 1] quedaria “re-
presentado por el cuadrado unidad”

Sabemos que las configuraciones no discretas carentes de bucles pueden dar-
se por su matriz de incidencia, y que de las conexas cabe una caracterizacién
algebraica. Ella fue demostrada en 1_Prop.3.6.1, y por razones de comodidad
es reiterada a continuacion.

Proposicion 7.1.1

Si G es un multigrafo sin bucles de orden n > 2, con m > 1 aristas, y B es su
matriz de incidencia entonces G, es conexo si y solo si los Gnicos vectores que
satisfacen, en Z;, laigualdad X.B =0 son X =0, (conncomponentes 0)y

X =E, (con ncomponentes 7).




Extendiendo el corolario de la proposicion anterior dado en 1 pag.117, se tiene

que : .
Si B es la matriz incidencia de un multigrafo de orden n con p componentes/
conexas no triviales su rango, en Z;, es (n—p).

, . ¢
Por otro lado, se sabe que el nimero de aristas de los grafos conexos sin bu-

n
cles de orden n esta acotado inferiormente por (n — 1) y superiormente por (2)

Extendiendo este resultado se tiene la

Proposicion 7.1.2
Si G es grafo sin bucles de orden n, con k componentes conexas y m aristas, se

—-k+1
tieneque n—-k<m s[n ) J

Demostracion
Cada componente conexa de G con n; vértices contiene al menos (n; —1) aris-

k
tas, y porlo tanto m> Z(n, —1)= n— k. Ademas, cada una de ellas contiene a

=]

n, . k. (n,
lo sumo 2’ aristas, y porlotanto m < M = Z 5

1wl

Veamos que M es maximo cuando, excepto uno, todos los valores n; son 7.

Para esto, suponiendo que en el grafo hay al menos dos componentes con mas
de un vértice construiremos otro de igual orden y numero de componentes, pero
con mas aristas, procediendo como sigue :

Si G1y G2 son componentes conexas de érdenes ny,ny,, 1<n;<n, y a es
vertice de Gy sean G’y =Gy —{a} y G’ el grafo que se obtiene conectando
el vértice a con cada uno de los de G..

Ahora se tienen por lo menos nz — (n; — 1) > 1 aristas mas que antes, y reiteran-
do tanto como sea posible esta operatoria se tiene que el maximo nimero de
aristas posibles con k componentes conexas se alcanza cuando hay (k — 1)
componentes de orden uno.

En tal caso, obviamente, la restante tiene n — (k — 1) vértices, y el valor m satis-
face las cotas indicadas.

Una demostracion alternativa se da en [Deo74]-Sec.2.5

i
!



En la siguiente tabla se dan ( ver [HarP73]) para los 6rdenesn, 1<n<8,
en i) el nimero de grafos conexos sin ciclos (arboles) ;
en i) elde los grafos conexos sin bucles ;

en iif) el de los grafos conexos sin bucles etiquetados ;
en iv) el de los digrafos conexos sin bucles

fl

1 2 3 4 5 6 7 8
|1 1 1 2 3 6 11 23
|1 1 2 6 21 112 853 11.117
i} 1 1 4 38 728 26.704 1.866.256. 251.548.592
iv)] 1 2 13 199 9.364 1.530.843 880.471.142 1.792.473.955.306

Por otro lado, en [Cad71] se determind, sin apelar a recurrencias, el nimero de
grafos conexos de orden n con m aristas.

Es claro que :

a) cualquiera sea el multigrafo G, la eliminacién de todos sus bucles, como asi
también la eliminacion de todas menos una de las aristas de cada uno de sus
conjuntos de aristas paralelas, si los hay, lleva a un grafo sin bucles G* que es
subrafo cubriente de G, y tal que ambos tienen sus respectivas componentes
conexas inducidas por los mismos conjuntos de vértices.

b) dado un grafo conexo sin bucles distinto del trivial y quitandole vértices (o
aristas) se pueden obtener otros que sean disconexos, o el conexo trivial.

Por ello, para extender el concepto que nos ocupa, e introducir una “medida de
la conexidad” es habitual considerar, para grafos sin bucles, las siguientes no-
ciones.

Dado un grafo sin bucles G su conexidad «x (G) ( su arista conexidad «'(G) )
es el menor namero de vértices ( de aristas ) que es necesario quitarle para re-
ducirlo a uno disconexo, o al conexo trivial.

Se dice que G es h-conexo si x (G) > h, y h-arista conexo si «'(G) > h.

Asi entonces : Un grafo no trivial, sin bucles, es conexo si y sélo si es h-conexo
y k-arista conexo, paraciertos h > 1 ; k > 1.



Para justificar el interés en ellas basta ver que el “grado de conexidad” de las
redes de comunicacion puede servir para estimar su “grado de confiabilidad”.

En ocasiones, y en particular en [Deo74]-Sec.4.5, las nociones anteriores se
introducen soélo para el caso de los grafos conexos.

Supuesto que G es grafo sin bucles, ¥ (G) =0 y «'(G) =0 siy sélo si G es.el
grafo trivial, o un grafo disconexo.

Ademas :

— &k (Ko)=x'(Ko)=n-1; x(Kpg)=x'(Kpg)= min.{p,q}

— x'(G) =1 siy sdlo si G es conexo con al menos una arista puente.
— Si G es un arbol no trivial «(G) = «(G) = 1.

— Todo h-conexo tiene al menos (h + 1) vértices.

En [Whit32a] se vié que « (G) < x'(G) < 5 (G), donde & (G) es el menor de los
grados de G.

Dichas cotas no pueden mejorarse, pues cualesquiera sean los enteros no ne-
gativos a<b<c existen grafos con x (G) =a, «'(G)=b, 6(G)=c.
([ChaHB68] , [Har69b] )

La siguiente condicién de suficiencia de [Bon69a] se reencuentra en [Charl.79] -
Th.5.2, siguiendo ideas de [Boe74],

Sea G un grafo con sucesion grafica dy<dy<..< d,, nz2, y hun entero
1< h < n-1. Si para cada entero k no mayor que parte entera de (n—h+1)/2
se tiene que dy<k +h—2 implica dp»1 2 n—k, entonces G es h-conexo.

Corolario
Si diz](n+h-2)/2][, G es h-conexo (]x[ significamenor entero no menor que x )

Observemos que la funcién ] x [ ( menor entero no menor que x ) suele designarse “ceiling
function” y notarse [ x 1, o bien {x},

Por otro lado la funcién [ x ] ( parte entera de x , o equivalentemente mayor entero no mayor
que x ) suele ser designada “floor function” y notada | x J.

Véase que ]x[=-[—x] y que six es entero IX2[=[(x+1)/2]

”
‘

—



La caracterizacion de los 2-conexos como grafos de orden n > 3 en los cuales
para cada par de vertices hay un ciclo elemental que los incluye (ver 1 pag. 121)
es bien conocida.

Generalizandola se tiene ( [Dir60a], [CharL79]-Th.5.8) : '
Si G es grafo h-conexo, h > 2, todo conjunto de h vértices esta contenldo
en un mismo ciclo elemental.

Los grafos C,, n 23, muestran que la reciproca es valida sélo si h = 2.

En [Die96] Cap.3 se dan resultados relativos a los 3-conexos, y entre ellos la
caracterizacion de éstos propuesta por Tutte en [Tut61a].
Una reformulacién fue dada en [Har69b]-Th.5.7. Ver también [Tut84].

Por ofra parte, en [Har69b]-pag.50 se sefala que la siguiente caracterizacién de
los h conexos de orden al menos 2.h, debida a Dirac [Dir60b], puede verse co-
mo variacion del importante Teorema de Menger, al cual nos referiremos en 7.2

Un grafo de orden n > 2.h es h-conexo si y sélo si para todo par de con-
juntos disjyntos con h vértices en cada uno, existen h cadenas con ex-
tremos en ellos y sin vértices comunes entre si.

Otras caracterizaciones de los h-conexos y de los h-arista conexos fueron da-
das en [Lick73a/73b]. Ver también [Hal69a/69b], [Les74], [Lick69].

Los bipartidos completos K,, con p < g, p arbitrariamente grande, muestran la existencia de
grafos no hamiltonianos aln entre los de “conexidad elevada”.

Entre los grafos sin bucles de orden n con m aristas, la maxima conexidad (arista conexidad) es
cerosi m<n-1y [2m/n] si m2n-1.([Ber70], {Har62], [Har69b].Th5.4 )

En [AlaM71] se acotaron la suma y el producto de las conexidades y de las arista conexidades
de los pares de grafos respectivamente complementarios.

En [BeiPI67] se da una condicién necesaria y suficiente para que un grafo que tiene 7-factores
admita mas de uno, y se muestra que en tal caso, si G es un h-conexo admite al menos h de
tales subgrafos.

En [Zaks71] se mejora este resultado, viendo que entonces el nimero de los 7-factores es al
menos h. (h—2). h—4)....a ;cona=2(a=1) siG es de orden par (impar)

En [Edm64] se demostré que la sucesién gréfica dy, d,, ds, ..., d, es la de un grafo sin bu-
cles, k-arista conexo, k > 2, siy s6lo si para cada i se tiene d;= k
Una nueva demostracion dada en [WanK74] fue reproducida en [SwaT81]-Th.8.8.



En [CharSt69] y en [Zam70] se dedujeron relaciones entre las conexidades y las arista conexi-
dades de los grafos con la de sus adjuntos.

i
De entre los algoritmos para evaluar la vértice conexidad se destacan los dados
en [Din70], [Even75] y [EvenT75] que recurren a la nocién “flujo” (ver Cap.11).
En [Galil80] se hacen observaciones sobre sus respectivas implementaciones.

Citemos también al dado en [Zvi80], y al de [HopT73] ( ver [Swat81].Cap.14.4 )
para hallar componentes biconexas.

También se han estudiado nociones similares a las anteriores, pero aplicadas a
configuraciones dirigidas. Al respecto, consuiltar [GellH71]

En 1 pag.120 hemos convenido en denominar vértice de corte de un multigrafo
G atodo vertice v tal que G —{v}tenga mas componentes conexas que G, y
se ha visto que todo conexo con al menos tres vértices tiene al menos dos que
no son de corte.

Los grafos disconexos, y también los conexos con vértices de corte se dicen
separables. Los restantes son no separables y de éstos, los maximales se
dicen bloques.

e f

Asi el grafo

b d
es separable, pues sus veértices c, e, son de corte. Los subgrafos inducidos, res-
pectivamente, por los vértices {a,b,c};{c,de};{erf} son sus bloques.

De otra forma| G es no separable si y sélo si todos sus subgrafos (propiamente
dichos) tienen dos vértices en comin con su complementario.

La siguiente sucesion da el numero de bloques con a lo sumo nueve vértices : 1171713170\
561468\7.123\ 194.066. Ella difiere de la dada en [HarP73] en su primer valor, pues en este
trabajo no se incluye al grafo trivial entre los no separables.

Véase que :

— xk(G) =1 siysblosi G =K, obien G es conexo separable.

-~ todo K,, n>1es bloque.

— todo conexo, separable tiene al menos tres vértices, y submultigrafos propios
que son bloques univocamente determinados y sin aristas comunes.

ra—



Constate que a las caracterizaciones indicadas en 1 Ejer.3 - 29) se les pueden
agregar : '

— G es 2-conexo si y solo si, !

— G es conexo de orden n > 3 y carece de aristas puente.

— G es conexo sin vértices de corte.

— G es no separable de orden n > 2.

— G es bloque de orden n > 2.

A las precedentes extensiones del concepto “grafo conexo” cabe agregar la si-
guiente, que sélo citaremos en forma ocasional.

Un grafo se dice completamente conexo ( panconnected ) si cada par de vér-
tices esta conectado por cadenas elementales de longitud L, cualquiera sea L
menor que el orden del grafo y mayor o igual que la distancia entre los vértices
en cuestién.

Todo completamente conexo, es completamente hamiltoniano.

La carencia de cadenas de longitud dos con extremos en los vértices 1, 6. del
siguiente grafo de orden seis, que pertenece a la familia indicada en [CharlL79]
pg.191, muestra la falsedad de la afirmacion reciproca.

2 3

6 5

No obstante, en [Fle76] se mostr6 que la reciproca es valida para los grafos de
la forma G2

En [Wills77] (ver [Charl.79]-Th.6.9) se demostré que :
Si G es un grafo sin bucles de orden n > 4, y en cada uno de sus vértices inciden al me-
nos (n+2)/2 aristas, entonces G es completamente conexo.

Tanto el cubo de los grafos conexos, como el cuadrado de los 2-conexos, son completamente
conexos. [AlaW?75], [CharHJ74], [FauS76].

En [AlaW75] se dieron, ademas, tres condiciones suficientes para que un grafo sea completa-
mente conexo. Ellas son similares a las de suficiencia para la existencia de ciclos hamiltonianos
de Dirac y Ore.



7.2. ALGUNAS CUESTIONES “MINI- MAX”

En 1 (pag.32 y 65) hemos enunciado un par de teoremas equivalentes entre si/
debidos a Konig [K6n31] y a Egervary [Eger31], y relativos a propiedades de
caracter “mini-max” que aparecen en problemas de acoplamiento en grafos
bipartidos. Ellos son, ademas, equialentes del siguiente )

Teorema de Existencia de Sistemas de Representantes [HallP35]

Sean | ={1,2, ..., n} un conjunto finito de indices,y S;, i e /, una fami-
lia de subconjuntos de cierto conjunto S.

Una condicidén necesaria y suficiente para la existencia de un sistema de
representantes x; € S; ; Xi # X; ; es que se satisfaga la condicion :
Para cualquier eleccién de k (1 < k < n) indices distintos, la reunion
de los subconjuntos S;js, Siz , ..., Sk contiene al menos k elementos
distintos

Por ejemplo, dado S ={1, 2, 3, 4, 5} y la familia de subconjuntos S;={1, 2, 3},
S2={1,2,3}, S3={1,3,5}, S4={3,4,5}, Ss={1, 3, 4, 5} los elementos 1, 2,
5,4, 3 pueden elegirse, en ese orden, como representantes de los respectivos
subconjuntos de la familia dada

Extensiones del mismo se dieron en [Dul58], [MannR53), [MenD58], MirP66).
Ver también [HofK56a/56b], [Lint74], [Mirs71], [Rys63].

Algunas deducciones de los resultados citados siguen razonamientos combina-
torios ( [BruR91], [Brya93], [Die96], [HallM67] ) pero otras recurren a la nocion
“flujo canalizado” que consideraremos en Cap.11.

Referencias relativas a esta tematica pueden hallarse en [Chi93]-Cap.5 donde,
siguiendo ideas de [FordF62], se dedujeron otros varios resultados de caracter
combinatorio.

Los teoremas a que hemos hecho referencia son también equivalentes del im-
portante Teorema de Menger, del cual se han dado, entre otras, las dos siguien-
tes formalizaciones.

I') [Meng27]

Si u, v, son vértices no adyacentes, el nimero minimo de vértices cuya
eliminacién los desconecta, coincide con el nimero maximo de cadenas
que los conectan y sdlo tienen en comun sus vértices extremos u, v.

!:



IT) [Whit32a]

Un grafo es h-conexo, h > 1 si y sdlo si todos sus pares de vértices u, v,
pueden conectarse por al menos h cadenas que sélo tienen en comun
sus extremos u,v.

La equivalencia indicada resulta de lo siguiente :

1) los citados resultados de Konig y de Egervary son caso particular del de
Menger, para el caso de grafos bipartidos.

2) segun se indica en [FordF62] Cap.2, el teorema de Menger fue deducido
en [Kon36] a partir de [K6n31].

En [BucH90] y en [Charl.79]-Cap.5 se reproduce la demostracion del resultado
de Menger dada por Dirac [Dir66], y a partir de éste se obtiene la precedente
caracterizacion de Whitney de los grafos h-conexos.

Algo similar ocurre en [Har69b] donde ademas se analizan otros numerosos e
interesantes resultados “Tipo Menger “.

Las demostraciones del teorema de Menger dadas a [Griw38] y [Pym69] pue-
den verse en [Die96]-Cap.3. Otra es la dada en [McC84].

También podrian consultarse [Ber58/70], [BonM76], [Dir63a] y [SwaT81].
De los precedentes resultados caben “versiones arista”.

Asi por ejemplo, en [EliFS56] y [FordF54] ( ver [BucH90], [CharL79] ) se demos-
traron :

Para cualesquiera dos vértices de un grafo, el nimero maximo de cade-
nas aristas disjuntas que los tienen por extremos coincide con el minimo
numero de aristas cuya eliminaciéon los desconecta.

l Un grafo no trivial es k-arista conexo si y solo si todos sus pares de vérti-
ces pueden conectarse por al menos k cadenas arista disjuntas.

Esta tematica también fue analizada en [Woo78b], donde ademas de incluir a
[Wood78a], reproducir las demostraciones del Teorema de Menger dadas en
[Pym69] y en [Ore62] , y de considerar su extensién al caso infinito, se hace una
profunda revisién de resultados de “tipo mini-max”.

De entre ellos creemos de interés citar el siguiente, debido a Diltworth [Dil50].



En un conjunto finito ordenado, el nimero minimo de conjuntos de ele-
mentos comparables dos a dos ( “cadenas” ) en que puede descompo-
nerse, coincide con el nimero maximo de elementos incomparables dos

a dos ( “anticadenas” ). ‘,’
T o !

Asi por ejempio, en

a b

el mayor numero de elementos incomparables dos a dos es tres, ( por ejempilo :
¢, d, e ) y el conjunto dado puede descomponerse en tres “cadenas”.( por
ejemplo a,c,f \\ d g \\ b,e.) pero no en menos.

Otra posible descomposicion en “cadenas”es :a,¢c,f W\ d \\ b, g, g.

El teorema de Diltworth, que enuncia una importante propiedad de los conjuntos
ordenados finitos, fue generalizado de diferentes formas.
A este respecto consultar [Ful56], [GreK76], [HofS77] y [Saks86].

Su demostracion inicial, hecha por induccién, esta reproducida con leves modi-
ficacions en [HallM67]-Th.5.1.1. Ver también [Perl63].

Otras fueron obtenidas en [DanH56] recurriendo a propiedades de la Programa-
cion Lineal, y en [FordF62] a partir del Teorema Fundamental de los Flujos y del
Teorema de Kénig—Egervary .

Esta ultima puede reencontrarse en [Chi93]-Cap.5-4 donde se siguieron ideas
de Ford-Fulkerson. De esta demostracion resulta una confirmacién parcial de la
equivalencia entre los Teoremas de Diltworth y de Kénig .[Chi93]}-pag.106/107

7.3. 1-ISOMORFISMO y 2-ISOMORFISMO
A continuacién consideraremos dos conceptos que extienden el de isomorfismo.

Ellos fueron introducidos por Whitney [Whit32a/33a] y pueden darse a partir del
de bloque, o del de vértice de corte.

Dos multigrafos son 7-isomorfos si ambos admiten una misma descom-
posicién en bloques.

“

En particular, son.7-isomorfos tanto los grafos Ky, y Ph+s como los siguientes

!
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VAVARVAN A\

Dos multigrafos isomorfos son 7-isomorfos, pero la reciproca sélo se puede
afirmar si carecen de vertices de corte; es decir, sdlo si son bloques. |

Si a es un vértice de corte del conexo G, duplicandolo en a’, a”, y conviniendo
que todos los vértices de cada uno de los bloques de G incidentes en a con-
servaran, respecto de a’, o bien respecto de a”, la misma relacién de adyacen-
cia que tienen respecto de a ; y que ademas se conservaran las restantes rela-
ciones de incidencia, se determinan dos conexos G’, G”, que diremos obtenidos
de G por desdoblamiento de a.

La identificacion de a’ y de a” permitiria reconstruir G a partir de G’y de G”
Se deja al lector visualizar lo dicho aplicandolo a los multigrafos anteriores

Esto induce una forma de construir muitigrafos 7-isomorfos, y lleva a la siguien-
te forma alternativa de introducir la nocién que nos ocupa.

Dos multigrafos son 1-isomorfos si son isomorfos, o pueden devenir
isomorfos luego de aplicar tantas veces como sea necesario, desdobia-
mientos, o identificaciones en vertices de corte.

La nocién de “71-isomorfismo” se extiende a la de “2-isomorfismo” que es de uti-
lidad en la teoria de redes eléctricas, y aparece también en ocasién de conside-
rar los “duales de grafos planares” (ver pag.173).

Con vistas a esta nocion, y supuesto que G contiene dos subgrafos Gy, G,
con sélo el par de vértices a, b, en comun, diremos que el conjunto {a, b} es
un par de corte.

Ahora, y procediendo en forma similar a la que lleva a generar 1-isomorfos :

1)) si{a, b} es un par de corte de G, desdoblando a en a’,a”,y b en b’, b”,
substituyendo incidencias de aristas de G, en a (en b) por incidencias en a’ (en
b)) vy de aristas de G, en a (en b) por aristas incidentes en a” (en b’) podran
construirse pares de grafos G’, G”, sin vértices comunes.

2)) luego de ello “se identificara el par de corte”.

Notemos que caben dos formas de efectuar tal identificacion.

11



A saber :
— identificando a’con a@” y b’con b” en cuyo caso se recompone G

como unién de G’y G”
— identificando a’ con b” y a”con b’

d

Asi por ejemplo, dado G ’ *  yelegidos

los subgrafos G; | a G2 a’ .

' b"

segun se identifique el “par de corte a, b” se reencontrara G, o se construira

Dos multigrafos G; y G2 se dicen 2-isomorfos si son 7-isomorfos, o uno
de ellos se obtiene a partir del otro por sucesivos desdoblamientos o
identificaciones, de pares de corte.

Para observaciones sobre los grafos 2-isomorfos y sobre la forma de construir-
los indicada por Whitney puede consultarse [Iri69] Cap.lIl.

De las definiciones resulta que dos multigrafos isomorfos son 7-isomorfos y que
éstos son 2-isomorfos. Las respectivas reciprocas son falsas.

Dos multigrafos se dicen “ciclo elementales correspondientes” si existe una bi-
yeccion @ entre sus aristas, y otra ¥ entre sus ciclos elementales, tales que si
la u; pertenece al ciclo elemental C; entonces ® (u;) pertenece a ¥ (C;).

Esta nocion puede adaptarse al caso dirigido suponiendo ademas que los arcos
adelante de C; se corresponden con los arcos adelante de ¥ (Ci).

‘
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Puesto que todas las aristas de cada ciclo elemental pertenecen a un mismo
bloque los multi-di-grafos 1-isomorfos son ciclo elementales correspondientes.
14

El siguiente resultado, que se considera el mas importante de los relacionados
con los multigrafos 2-isomorfos es debido a Whitney [Whit33a].

Dos conexos son 2-isomorfos si y sélo si son ciclo elementales corres-
pondientes.

Esto admite la siguiente reformulacion.
Dos configuraciones conexas son 2-isomorfos si y sélo si para una ade-
' cuada ordenacioén de sus filas y sus columnas ambas tienen una misma
matriz ciclo elemental.

Nuevas demostraciones de este resuitado fueron dadas en [Kelm87] y [Wag85].

Del mismo se propusieron, en [SwaW92] una “versién vértice”, y en [Tho82].
otra valida para grafos infinitos.

Notese que dos redes eléctricas cuyos grafos representativos son 2-isomorfos y
tienen un mismo “operador eléctrico” en los tramos que se corresponden, tienen
igual comportamiento.

La nocidn “cociclo”, a introducir en 7.6 permitira obtener resultados “duales” de
los precedentes.

7.4. CONEXIDADES DIRIGIDAS
También para el caso dirigido caben distintos “tipos de conexidad”.
Recordemos que las dadas en 1 Cap.3 responden a las siguientes definiciones :

— un multidigrafo se dice unilateralmente conexo (u-conexo) si es trivial, o para
cada par de vértices existe al menos un camino que lleva de uno al otro

— un multidigrafo se dice fuertemente conexo (f-conexo) si es trivial, o cuales-
quiera sean los vértices a, b, a# b, existen caminos a— b, b— a (existe al
menos un circuito que los contiene).

- un multidigrafo se dice conexo ( disconexo ), si lo es su sostén.

13



Asi entonces, y supuesto que G = (V,I") es digrafo no trivial, podemos afirmar :

— G es f-conexo siy sélo si: /
a) contiene un camino cubriente cerrado no necesariamente simple que
incluye a todos los arcos. Co
b) T'(A) c Asecumplesblopara A=, 6 A=V. d
— G es u-conexo siy solo si:
c) contiene al menos un camino cubriente, no necesariamente simple.
d) su clausura transitiva contiene un torneo

— G es conexo si y sélo si :
e) contiene una cadena cubriente, no necesariamente orientable.
f) su clausura simétrica G = (V, TuT™') es un digrafo f-conexo.

Los dos siguientes resultados admiten demostraciones similares. Sélo daremos
una de ellas.

Proposicion 7.4.1
Si G es un digrafo sin bucles de orden n > 2 con al menos 1 + (n — 1)? arcos, G
es fuertemente conexo.

Demostracion

La tesis se cumple para n = 2, y también si en el G en cuestién existe un vérti-
ce en el cual inciden 2.(n-— 1) arcos.

En caso contrarlo y cualquiera sea el vértice x en G- {x} existen por lo me-
nos 1+ (n—1)7>%-(2.(n- 1)—1)=1+(n- 2) arcos, y entonces, por hipétesis
inductiva G—-{x} es f-conexo.

Por otra parte, G- { x} contlene alosumo (n-1).(n-2)arcos, yen x inci-
den almenos (1+(n-1)7?)—((n-1).(n- 2) ) =n de ellos.

En consecuencia, y como tanto el grado positivo de x, como su grado negativo
es a lo sumo (n — 1) resulta que en G hay arcos que tienen en x su vértice final,
y otros que lo tienen por extremo inicial.

De esto y la fuerte conexidad de G — {x} resulta la de G.

Proposicion 7.4.2
Todo dlgrafo de orden n >1 que carece de entradas, salidas, o bucles, y tiene al
menos (n < 1) arcos es fuertemente conexo.

¥
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Del digrafo constituido por un vértice entrada que es conectado a todos los del
simetrizado de K1 resulta que la cota dada en la Prop.7.4.1 no es mejorablg.

El siguiente grafo de orden cuatro muestra que tampoco es mejorable la cota
dada en la Prop.7.4.2. ,

Las proposiciones anteriores pueden extenderse a digrafos arco valuados y ad-
miten la siguiente traduccién en términos matriciales.

Si P es una matnz de orden n que tiene fuera de su diagonal principal
mas de (n-— 1) componentes no nulas, P es matriz precedencia de un
digrafo arco valuado de orden n fuertemente conexo.

Ademas, y visto que un digrafo es fuertemente conexo si y sélo si su matriz pre-
cedencia es irreducible ( 1 pag.132 ) se tiene que :

Si P es una matriz de orden n, sin lineas nulas y con mas de (n - 1)?
componentes no nulas fuera de su diagonal principal, P es irreducible.

Algunos de los resultados anteriores llevan a observar que “e/ mayor grado de
conexidad” que pueden alcanzar los digrafos de cierto orden esta relacionado
con el nimero de aristas distintas de bucles que contienen.

En la siguiente tabla, extraida de [BucH90] y [HarNC65] se dan las cotas co-
rrespondientes.

digrafo de orden n | numero de arcos distintos de bucles
minimo | maximo
disconexo 0 (n—1).(n-2)
conexo (n-1) (n—1).(n-2)
u-conexo (n—1) (n—1)?
f-conexo n nn-1)

Que las cotas indicadas no son mejorables puede deducirse a partir de los si-
guientes digrafos de orden cuatro.
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disconexo conexo u-conexo f-conexo

—_— >
‘minimo A ‘ ;
K -~ s
. 1 T l K
maximo + / 4
S
K

3 2

Los metodos propuestos para determinar las componentes fuertemente co-
nexas de los digrafos son muy numerosos.

Uno de ellos, basado en que las componentes f-conexas del digrafo G = (V, T')

son los subdigrafos inducidos por los conjuntos de vértices F (a) » f:"(a) fue
explicitado en 1 pag.122).

De los restantes sélo mencionaremos los propuestos en [Schi83] y [Schn78].

Este ultimo, que esta basado en el de Tarjan [Tar72] (ver [SwaT81] Cap14.4.2)
tiene, segun referencias, una eficacia comparable con los dados en [Ebe81], 0
en [EveK77], y al que hemos desarrollado en 1 Cap.3 basado en el Algoritmo de
Roy-Warshall.

Recordando que hemos convenido admitir que cada vértice es accesible desde si mismo, aun
cuando no sea soporte de bucles, otras de las conexidades dirigidas estudiadas son las que
siguen.

Un multidigrafo se dice casi unilateralmente conexo hacia atras ( hacia adelante) si es trivial
0 para cada par de vértices hay al menos uno, no necesariamente distinto de elios, desde el
cual ambos son accesibles (que es accesible desde ambos).

Los que son casi unilateralmente conexos hacia adelante y también hacia atras se dicen casi
unilateralmente conexos ( c-u-conexos ).

Los unilateralimente conexos son casi unilateralmente conexos. El digrafo de arcos (a, b), (a, ¢),
(b, d), (c,d) muestra que la reciproca es falsa.

‘
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Volviendo sobre lo indicado en 1 pag.88 (idem en Ejerc.3-16) y 7.16) puede afirmarse que :
— G es casi unilateraimente conexo hacia atras (adelante) si y sé6lo si contiene al menos un
vértice raiz (antirralz). j

Los digrafos casi unilateralmente conexos hacia atras (adelante) estan estrechamente ligados

con las arborescencias (antiarborescencias) que estudiaremos en Cap. 8. v
!

Los casi unilateralmente conexos (hacia atras) son designados “quasi fortement connexefs” en
[Ber70], [GonM79], [Roy62/69a} y “quasi strongly connected” en [SwaT81].

No deben ser confundidos con los “semi fortement connexes”, vocablo utilizado en [Roy62/69a]
para designar a los unilateralmente conexos.

7.5. PERIODICIDAD EN FUERTEMENTE CONEXOS
En esta seccidon volveremos sobre algunos resultados vistos en 1 Cap.3.8.

A tal efecto recordemos que
— si una matriz es primitiva, el multidigrafo que define es fuertemente conexo.
Del digrafo (a, b), (b, c), (c, b), (b, a) resulta que la reciproca es falsa.

— si su indice de primitividad es k, desde cada uno de sus vértices se puede
acceder a todos, incluido el de partida, con caminos de longitud k', kK’ > k.

En consecuencia, supuesto que los vértices son “centros de emision de mensa-
jes”, que éstos se propagan indefinidamente, y que para “recorrer un arco” es
necesario una unidad de tiempo resulta que :

Si el indice de primitividad de P(G) es k, todo mensaje emitido en el ins-
tante t =0 en alguno de los vértices de G sera recibido, simultaneamen-
te en todo vértice de G, incluido el de partida, en cada tiempo k' > k.

En [Low13] se demostré que el indice de primitividad de las matrices de orden n esta acotado
superiormente por 1 + (n— 1)%

La matriz precedencia del digrafo de arcos (a, b), (b, ¢}, (¢, a), (c, b) permite afirmar que esta
cota no es mejorable.

Mas precisamente, se demuestra ( ver [BusS65]-Th.5.8 ) que :
Si s es la menor de las longitudes de los circuitos elementales, el indice de primitividad
esalosumo n+s. (n-2) < 1+(n-1)>~

Por otra parte, se sabe que

— un multidigrafo G es fuertemente conexo si y s6lo si matriz precedencia es
irreducible.
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En consecuencia, toda matriz primitiva es irreducible, pero la reciproca soéio es
valida en casos particulares.

i

Mas precisamente, se demuestra (ver [BusS65] Th.5 -7) que :

!

Si G es fuertemente conexo no trivial, su matriz precedencia es primitiva sj
y sélo si el maximo comun divisor de las longitudes de sus caminos cerrados
es la unidad.

Este maximo comun divisor suele ser designado indice de imprimitividad.

Por lo tanto .
Un fuertemente conexo no trivial tiene matriz de precedencia primitiva
si y sblo si su indice de imprimitividad es la unidad.

Poco mas arriba hemos observado que el indice de primitividad resuelve por la
afirmativa la pregunta
Dado un digrafo, ¢ hay algdn valor L tal que partiendo de un vértice arbi-
trario a pueda llegarse a todos los restantes y al propio a con caminos
de longitud L ?

Veamos ahora que el indice de imprimitividad permite solucionar la siguiente.

¢ Existe en los digrafos fuertemente conexos alguna relacion entre las
longitudes de sus caminos cerrados ?

Para ejemplificar resultados consideraremos el siguiente digrafo.

a 6 . r
y
d c [a]

b

El mismo contiene, entre otros, los caminos cerrados : a,b,c,d,(a) \ a,ec,d(a) \\
a,b,c,dfg,.c.d(a) \aefg,cd(a)\\ f,g,c,d,(f) cuyas respectivas longitudes son :
4,4, 8, 6, 4.

Como sus caminos cerrados elementales tienen longitud 4, 6 6, todos sus po-
sibles caminos cerrados tendran longitud L =4 + 2.k, para algin entero k> 0.

i
!
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Reformulando resuitados de [BruR91]-Cap3-4, [DulM67/69] y [KemS60], que se

pueden reencontrar en [Chi95] resulta que : /
Si G es un digrafo fuertemente conexo, no trivial, y d>1 es su indice de
imprimitividad, sus vértices quedan particionados en d clases no vacias
Vi,Va, ..., Vg, sus arcos resultan de la forma (x, y), xeV; ; 'y e Vg
(indices mddulo d ). y los caminos x—»y (no necesariamente x # y ) con
x € Vi ;y e V; tienen longitudes congruentes con j—i (méd. d)

Por ello :
Si se supone que para recorrer cada arco es necesaria una unidad de
tiempo, cada mensaje enviado desde cierto vértice de la clase V; alcanza
en tiempos T sélo a vértices de laclase V; ,con j—i=T (mdéd. d).

Si ademas T es suficientemente grande el “mensaje” alcanzara simuita-
neamente a todos los vértices de una misma clase.

En la tabla que sigue se resume informacion sobre la existencia, en el digrafo
anterior de caminos a—x, conlongitudes L, 1 < L < 7.

0 1 2 3 4 5

6 7
# # #
#

# HH

Q@=-o0aQoTcw
#*
3* # # #*

Para este digrafo d = 2, y sus vértices pueden partirse en dos clases.

Una de ellas es la determinada por los vértices finales de los caminos a— x de
longitud par no menor que 4, y la otra la integrada por los que son extremo final
de caminos de longitud impar no menor que cinco.

Estas clases son, respectivamente, {a,c,f} y {b,de,qg}.

Si el indice de imprimitividad es d = 1; es decir, si las longitudes de los
circuitos a considerar son primas entre si, la matriz precedencia P es
primitiva y todos los vértices quedan en una misma clase.

En este caso, si T es mayor o igual que el indice de primitividad de P el
mensaje sera recibido simultdneamente en todo vértice de G.
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Para ejemplificar esto basta volver al digrafo dado en 1 pag.131, o al de arcos
(a,b), (b, ¢), (c, b), (c, a) con indice de primitividad cinco y de imprimitividad uno.
En la tabla que sigue se indican los tiempos en los que un mensaje emitido

desde a en t =0 seria recibido en los diferentes vértices. ! ;

0 1 2 3 4 5
a |# # #
b # # # #
c # # #

Analogamente, los tiempos en los que mensajes emitidos en b (enc)ent=0
alcanzarian los distintos vértices se indican en

lo 1 2 3 4 lo 1 2 3
a # # a # #
b |# # # # b # # #
c # # # c |# # #

7.6. CONJUNTOS DESCONECTANTES - COCICLOS

Dado un multi-di-grafo G numerosos problemas llevan a la necesidad de consi-
derar conjuntos de vértices, o de aristas, cuya eliminacién modifique la conexi-
dad de G.

Algunas cuestiones sobre este tema fueron vistas en 7.17.

Otras lo seran a continuacion.

Se dice conjunto arista desconectante de un multi-di-grafo G = (V, U) a todo
U c U talque (V, U-U) tiene mas componentes conexas que G.

Es claro que :
1) Toda configuracion no discreta admite conjuntos arista desconectantes.

2) Si G es grafo con m aristas distintas de bucles, G contiene a lo sumo 2" — 1
conjuntos arista desconectantes.
Estos son exactamente 2" - 1 siy sélo si G carece de ciclos.

Seguidamente introduciremos una clase particular de conjuntos arista desco-
nectantes que tienen, segun veremos, propiedades duales de otras validas para
ciclos simples. -

{
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Dados un multi-di-grafo no discreto G = (V, U) y un conjunto @ # A <V se
dice cociclo (de soporte A) al conjunto U, de arcos (o de aristas) de G con
uno de sus extremos en A y el restanteen V- A.

Obviamente :
— U, carece de bucles.

— Cualquiera sea el vértice x, el conjunto de las aristas distintas de bucles alli
incidentes constituyen un cociclo.

— Toda arista puente es un cociclo.

— G es aciclico si y sélo si cada una de sus aristas es un cociclo.

— Todo cociclo es un conjunto arista desconectante. La reciproca es falsa.
— Todo conjunto arista desconectante contiene al menos un cociclo.

Elegido un conjunto de vértices, el cociclo que lo tiene por soporte esta univo-
camente determinado, pero la reciproca es falsa.

Mas precisamente :
Dado un cociclo “su soporte” esta definido a menos de complementari-
dad, y esto sdlo si G es conexo.

Pues de lo contrario, si G tiene dos componentes conexas (V;,U; ), (V2, Uz),
supuesto que 4=BuUC, BcV, , CcV, se tiene que tanto BUC y BuUC,
como sus respectivos compiementos generan el mismo cociclo.

Para el caso dirigido convendra distinguir los arcos de U, con vértice inicial en
A de aquellos otros con vértice inicial en su complemento.

En tal caso notaremos U, =U,* VU, = (A, A) U (4,4)
Si alguno de los conjuntos U ", U, , fuera vacio, U, se diria cocircuito.

La eleccién de A como conjunto soporte del cociclo U, permite partir sus arcos

en los de la forma (p, q) con p € A, que diremos arcos adelante, y en los de Ia
forma (p, q) con q € A, que diremos arcos atras.

Por ello la eleccién de 4, o de su complementario, como soporte del cociclo U,
puede interpretarse como asignandole sentido de recorrido (u orientacion).
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Resumiremos la situacion diciendo que : U, y U, estén recorridos en sentidos

opuestos, y en forma similar a lo hecho para el caso de los ciclos convendre-
mos que dado U, sus arcos adelante ( atras ) seran indicados u ( # )

Obviamente, para el caso no dirigido la clasificacién en arcos adelante y.arcos
atras carece de sentido.

Diremos que U, es cociclo elemental si y sélo si el nimero de componentes
conexas de (V, U ), yelde (V, U- U,) difieren en una unidad.

f .
3 5.C 5 - 9 9 10 > i
1 2 6 %/’11
b e h
4
7
d

Si A={ab}, Ua=Us"={234} es un cocircuito elemental.
Si A={a b, d}, Ua"={23},Us ={7} y U esun cociclo elemental.

Asi, dado

Si A={aceg,h} Us={1,2,5,7,8,9,10 }es cociclo no elemental.

Los cociclos suelen decirse “coupe”, “cut” o “edge cut”, y los cociclos elementales “cut set” o
“bond".

De las respectivas definiciones se deducen :
i) Todo multigrafo no discreto contiene cociclos elementales.

i) Siun cociclo es elemental todas sus aristas pertenecen a una misma com-
ponente conexa del multigrafo de partida.

iif) El conjunto Uy de aristas distintas de bucles incidentes en x es un cociclo,
pero éste es elemental si y sélo si x no es vértice de corte.

, Asi, un conexo G es no separable si y sélo si todas sus estrellas
Uy son cociclo elementales.
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Proposicion 7.6.1

Un cociclo es elemental si y sélo si es un conjunto arista desconectante mini-
mal. /
Demostracién ‘

Es claro que todo conjunto arista desconectante minimal, es cocicio elemental.

Para demostrar la reciproca podremos, en virtud de ii) , suponer que el multigra-
fo G es conexo.

Si el cociclo Uax no fuera minimal existiria alguna arista v tal que Us—-{u}
también seria cociclo. En tal caso los vértices del conexo G no estarian reparti-
dos en s6lo dos componentes conexas de G — U, y Ua no seria elemental.

Corolario
1) Si G es conexo, un cociclo U, es elemental (idem minimal) si y sélo si los
multigrafos inducidos por A, o bien por su complementario, son conexos.

Proposicién 7.6.2

Todo cociclo de G es unién de cociclos elementales univocamente determina-
dos y arista disjuntos dos a dos.

Demostracion

Por comodidad supondremos que G es conexo. Caso contrario podriamos repe-
tir el siguiente razonamiento para cada una de sus componentes,

Cualquiera sea el cociclo U, las componentes conexas de G — U, fijan una
particion de A.

h h
Siellaes A= UA;, los A; inducen grafos conexos,y Us= U U, .
isl

i=l

Ademas, los respectivos U, estan univocamente determinados y carecen de
aristas comunes.

Para ver que cada uno de los cociclos Us es unién de elementales disjuntos
notemos B;, , con p € P;, a los conjuntos de vértices de las distintas compo-
nentes conexas de G — Uy;.

Con tal notacién UB;, coincide con el complementario de A;, cada Bi, esta
p
conectado con A; , los Ugj son disjuntos dos a dos, y “a menos de orientacion”

los arcos de Uy coinciden con los de U Upg;p .
' . p
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Como G es conexo cualquiera sea B;, sus vértices, ylosde A; U U Bj, ,
P

p# p inducen componentes conexas y B;, es soporte de un cociclo elemental.’

El argumento anterior es valido para todo p e P; y en consecuencia todos los

Bip generan cociclos elementales.

h h
Luego, de lo visto resulta que “a menos de orientacion” Us = U Uai= U UUsgip
i=1 =l p

donde los Ug;p son cociclos elementales univocamente determinados arista dis-
juntos dos a dos, y esto completa la demostracion.

Para ejemplificar lo antedicho, y conservando las notaciones empleadas en la
demostracion precedente, consideremos en el ejempio anterior el cociclo de
soporte A ={ a,c,e,g,h }.

En tal caso tendriamos A;={a,c.e}; A2={gh},y Usa={1,257,.89,10}

Para cuando se considera A; se tienen B, ={b,d}; B12={fg,h,i}que dan
lugar a los cociclos elementales {1,2,7}, {5}.

Analogamente, en ocasion de considerar A; se tienen B,;={a,b,c,def};
B22=1{i}, que generan los cociclos elementales {8,9}, {10 }.

La unién de estos cuatro cociclos elementales y disjuntos dan, a menos de
orientacién, al cociclo inicial Ua = {1,2,5,7,8,9,10}

Proposicion 7.6.3
Cualquiera sea el multigrafo G sus ciclos simples, y sus cociclos, contienen un
numero par de aristas comunes.

La demostracion se basa en la siguiente idea : si se esta recorriendo un ciclo C,
cada vez que se “entra” al soporte del cociclo se debe “salir” del mismo.

Mas precisamente.

Si Ua y C carecen de aristas comunes lo afirmado se cumple vacuamente.
Caso contrario supongamos que al ciclo C =x¢, Uy, X2, Uz, ..., Xp, Un, (X1) S€
lo recorre en el sentido del orden creciente inducido por sus indices, méduio h .

"
+
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Acadaaristauie Us nC, con x; € 4, se le puede asociar la primera de aque-
llas que, respetando el orden indicado, pertenecena Usn C conxje 4, j>i.
/

Como ellas son distintas, pues C es simple, resulta que Cy Uy se intersectan
en un ndmero par de aristas. B
Corolario 1
El multigrafo G es euleriano si y sélo si es conexo y todos sus cociclos
tienen numero par de aristas.
Corolario 2
Cualquiera sea el multidigrafo G, a cada uno de sus cociclos U, y a cada
uno de sus ciclos simples C, se les pueden asignar sentidos de recorrido
tales que |C+ﬁ UA+|+|C—('\ Ua | = |C+ﬁ Ua |+]C™ UA+|

En efecto, si C n A = & la expresion a demostrar se cumple vacuamente.
Caso contrario, y sin pérdida de generalidad, fijado A como soporte del cociclo
se puede elegir un sentido de recorrido de C tal que exista arco

ure C* n Us*;obien, talque use C~ N Us™

Razonaremos para el caso use C* n U,*. El otro es similar.

Con tal hipétesis, si u’y, u’>, U3, ..., Uy es la subsucesion de arcos de C que
intersectan U, se tiene que

si i esimpar U} e (Us" nC')u (Us N CT)

siiespar U} e (Us"nC )u (Us nC")

Como h es par hay tantos indices pares como impares, y por lo tanto, puesto
que C se supone simple, resulta la validez del corolario.

Asi como en 1 pag.111 hemos asociado vectores a los ciclos simples, también
se pueden asociar vectores a los cociclos, y esto teniendo en cuenta los corres-
pondientes sentidos de recorrido.

Mas precisamente, si el multidigrafo G contiene arcos u;, 1 <i<m, cada co-
ciclo Uax puede identificarse con un vector de m componentes gq;, tales que :
q,-=1 si U e UA+, q,-=—1 si ui € Ua” , q,-=0 Si U ¢ Ua.

En particular, el cociclo de soporte A ={ a,c,e,g,h } del ejemplo anterior queda
identificado por el vector (1,-1,0,0,1,0,1,-1,—1,1,0).
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En el caso dirigido, a cociclos con soportes complementarios corresponden vec-
tores opuestos y volviendo sobre lo dicho en pag.21 “cambiar el soporte del co-
ciclo” puede reinterpretarse como “cambiar su sentido de recorrido”. /

!

Para cuando se consideran configuraciones no dirigidas el vector asociadd a un
cociclo tendra componentes g; = 7, o bien g; = 0, segn que la arista u; lo
integre, o no.

En tales casos a cociclos de soportes compiementarios corresponde un mismo
vector, y razonamientos analogos a los esbozados en 1 pag.120, y sobre lo
cuales se volvera con mas detalle en Cap.8 permiten ver que :

Si G es un multigrafo de orden n con m aristas y p componentes conexas
pueden elegirse hasta (n — p) vectores cociclos independientes entre si.

Estos vectores componen, en Z;, una base del espacio vectorial cuya dimen-
sion es el namero cociclomatico (n—p).

Por otra parte, dado un multi-di-grafo G, fijado un orden entre sus cociclos, y
elegido un “sentido de recorrido” en cada uno de ellos, su matriz cociclo ele-
mental Q(G) es aquella cuya i-ésima fila es el vector representativo del i-ésimo
cocicio elemental de G, teniendo en cuenta su sentido de recorrido.

En particular para el siguiente digrafo (que reproduce el dado en 1 pag.111)
conservando el orden lexicografico para sus aristas, y para cierto sentido de
recorrido de sus cociclos elementales tendremos, poniendo . en lugar de 0

b
2 TN 1 -1 . . -1
7 3 QG)=|-1 1 -1 1 .
a"*<//5 \c . .1 -1 1

La Q(G) correspondiente a su multigrafo sostén G se obtendria substituyendo
los -1, por 1.

Puede verificarse que la matriz C(G) dada en 1_pag.111 y la precedente Q(G)
son ortogonales en ®. Lo mismo puede afirmarse, en 2, respecto de las C(G)
Y Q (G) correspondientes al sostén de G.
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La siguiente proposicion extiende el resultado anterior.

Proposicion 7.6.4 /
Dada una configuracion G, sea C =( ¢y, c2, ..., Cm) €l vector representativo de
uno de sus ciclos simples,y Q=(qs, g2 , ..., Gm ) el de uno de sus:cociclos.
Si G es multigrafo los vectores C, Q, son ortogonales en Z;, y si es multidigra-

fo son ortogonales en ®..

Demostracién
La afirmacion para el caso no dirigido es consecuencia directa de la Prop.7.6.3,
y de la operatoria propia de Z;,

Para el caso dirigido notemos, previamente, que cambiar el sentido de recorrido
del ciclo o bien del cociclo, pero no de ambos, equivale a cambiar el signo de
cada producto ¢;.q; , 1T <i<m

Asi entonces, y excepto que el ciclo y el cociclo en consideracién carezcan de
arcos comunes, (en cuyo caso los respectivos vectores son ortogonales) cam-
biando, si es necesario, uno de dichos sentidos de recorrido puede suponerse
que cierto u; es arco adelante en el ciclo y en el cociclo.

Si up es, de acuerdo con el sentido de recorrido en C, el “siguiente” de los arcos
comunes a C y Q se pueden presentar los siguientes casos, que se comple-
mentan y excluyen : i) u, es arco adelante de Cy arco atras de Q

i) up es arco atras de C y arco adelante de Q.

En ambos casos ¢;. g; +¢cy. gy =0 , y un razonamiento similar para los restan-
tes “pares de consecutivos” completa la demostracion.

Corolarios
1) Si C(G) y Q(G) son las matrices ciclo elemental y cociclo elemental de un
multidigrafo G, y en ambas las aristas respetan un mismo ordenamiento, enton-

ces: C(G). (Q(G))!=0en®R ,y C(G).(QG))!=0 en Z,

2) Cualquiera sea el multigrafo (multidigrafo) G su espacio vectorial de ciclos
simples es ortogonal en Z; (en ®_ ) al de sus cociclos.

De lo observado en iii) de pag.22 resulta que la matriz incidencia de las configu-
raciones no separables son matrices cociclo elementales, y esto permite vincu-
lar la precedente Prop.7.6.4 con la Prop. 3.5.2 dada en 1 pag.112.
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Ademas, resultados citados en 7.3 permiten inferir que :
Las configuraciones quedan definidas por sus matriz ciclo elemental (co-
ciclo elemental) sélo a menos de 2-isomorfismo. /

!

Nétese que la ortogonalidad entre los espacios vectoriales de ciclos y de' coci-
clos no implica que ellos sean complementarios ; es decir, que tengan al vector
nulo como Unico vector comun.

1 a 2

En efecto, en el K, etiquetado e £

4 i 3

el vector (1,1,1,1,0,0) identifica tanto al ciclo elemental a,b,c,d, como al cociclo
elemental de soporte A ={1,3}.

En [SwaT81]-Ejerc.6.10 se propone ver que estos espacios vectoriales son
ademas complementarios si y sélo si el nUmero de arboles (coarboles) cubrien-
tes de G es impar. :

b
Tal el caso del grafo a g Que contiene tres arboles cubrientes.

Su unico vector ciclo elemental es (0,1,1,1) y sus vectores cociclo elemental
son (1,0,0,0), (0,1,1,0), (0,0,1,1,), (0,1,0,1).

De acuerdo con lo demostrado en [Chen71b] en la afirmacion anterior puede
substituirse arbol (coarbol) cubriente, por foresta (coforesta) cubriente.

7.7. ALGUNAS DUALIDADES - LEMA DE MINTY

Recordemos que dos afirmaciones se dicen duales si cada una de ellas puede
ser obtenida a partir de la otra tras simples intercambios de pares de nociones.
Tal el caso, en Teoria de Conjuntos, de las expresiones que se obtienen reem-
plazando los conjuntos involucrados por sus respectivos complementos, e inter-
cambiando las operaciones de unidn e interseccion.

Asi por ejemplo, C=4U B siysélosi C=4 N B.

4

‘
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La utilidad que deriva del uso de dualidades entre pares de conceptos matema-
ticos es bien conocida. }

En Teoria de Grafos se presentan varios pares de nociones y resultados res-

‘

pectivamente duales. b
;
Asi por ejemplo :
1) Las aristas puente y las aristas bucle tienen caracteristicas duales.
En efecto, los puentes son cociclos y no integran ciclos, mientras que los
bucles son ciclos y ningan cociclo los contiene.

2) Un multigrafo es euleriano si y sélo si es conexo y todos sus vértices son de
grado par; o siy solo si es conexo, y todos sus cociclos tienen nimero par
de aristas.

3) Dos aristas estan incluidas en un mismo ciclo si y sélo si ambas pertenecen
a un mismo cociclo elemental

Por otra parte, en [Saks86] se destaca que los teoremas de Kénig y de Diltworth
citados en 7.2 son duales, respectivamente, de

En todo grafo bipartido el grado maximo de sus vértices iguala al nimero
minimo de acoplamientos necesarios para cubrir todas sus aristas.

En todo conjunto ordenado el nimero maximo de elementos que compo-
nen una cadena (comparables dos a dos) coincide con niimero minimo
de anticadenas (conjuntos de incomparables dos a dos) en los que pue-
de descomponerse.

Segun se puntualiza en [Iri69]-Cap.llI-10 la dualidad posibilitaria un desarrollo axiomatico de la
Teoria de Grafos, y llevaria al estudio de los “matroides”, nocién ésta de la cual se han dado
referencias bibliograficas en 1_Cap.2-pag.10.

Seguidamente nos referiremos a la dualidad existente entre las nociones “ciclo
simple” y “cociclo”, como asi también a la que vincula a los digrafos “fuertemen-
te conexos” con los “carentes de cocircuitos”.

Mas adelante nos referiremos, brevemente, en Cap.8 a cierta dualidad entre “arboles y coarbo-
les”, en Cap.10 a la que existen entre los “multigrafos planares” y sus “duales” (ligados por in-
tercambio de caras adyacentes en vértices adyacentes) y en Cap.11 a la que existe entre “flu-
jos” y “tensiones”.
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Con relacion a la “dualidad” entre ciclos simpies y cociclos enunciaremos segui-
damente un par de afirmaciones que la visualizan.
1)

Asi como los ciclos simples (mas precisamente los subgrafos que determinan
sus aristas) pueden expresarse como unién de ciclos elementales arista disjun-
tos también los cociclos son unién de cociclos elementales sin aristas comunes.
2)

Si G es multidigrafo los arcos que integran los cociclos de soportes complemen-
tarios coinciden, pero los que en uno de ellos son arcos adelante en el otro son
arcos atras, y reciprocamente. Lo mismo ocurre con los arcos de los ciclos sim-
ples al cambiar el sentido en que se los recorre.

i

La dualidad entre ciclos y cociclos no es ajena a la teoria de redes eléctricas, y
esta latente en las Leyes de Kirchhoff que gobiernan su comportamiento.

Al respecto se pueden consultar : [Bry67/79], [Chen71a], [ChenM69], [Duf75],
[GheB1], [Minty66/67/75].

Previamente, en [Minty60/61] (ver [Ber70], [BerGH62]) se habia enunciado el
siguiente

Lema de Minty (o de los arcos coloreados)

Sea G un multidigrafo conexo cuyos arcos estan coloreados al azar : de negro,
o de verde, o de rojo, y sea uy un arco coloreado de negro.

En tales condiciones es cierta una, y sélo una, de las siguientes afirmaciones :

a) el arco us pertenece a un ciclo elemental sin arcos verdes, con todos sus
arcos negros recorridos, en el ciclo, en el mismo sentido que el u;.

b) el arco u; pertenece a un cociclo elemental sin arcos rojos, con todos sus
arcos negros recorridos, en el cociclo, en el mismo sentido que el u;.

Demostracion
Marcaremos los vértices de G aplicando reiteradamente las siguientes reglas :

1)) Supuesto u;s=(a, b) se marca b.

2)) Si p es un vértice marcado y su adyacente g no lo esta, se lo marca si y
sélo si (p,q) es arco negro, o rojo, u opuesto del arco rojo (g, p).

El proceso'de marcado lleva a dos situaciones.

‘
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A) Se marca el vértice a, inicial del arco uy.

En tal caso existe un ciclo elemental de arcos negros y rojos, con todos sus’ar-
cos negros recorridos (en el cico) en el mismo sentido que uy.

Ademas, no existe cociclo que contenga u; con s6lo arcos verdes y negros, y
con todos sus arcos negros recorridos (en el cociclo) en igual sentido que uy.
Pues, cada cociclo que contenga u; debe contener al menos otro arco del ciclo
que permitid marcar a y dicho arco debe ser rojo o negro, pero en este caso
recorrido, en el cociclo, en sentido diferente que u;.

B) No se marca el vértice a, inicial del arco u; .

En este caso, sea 4 el conjunto de vértices no marcados tras la aplicacion re-
iterada de las reglas dadas.

Luego ae 4, y el cociclo Uy =(4,4 ) U (4 ,4) contiene sdlo arcos verdes, o

negros, y éstos orientados (en el cociclo) como u4. Este cociclo es union de ele-
mentales y uno de ellos contiene u;.

Ademas, no hay ciclos de arcos rojos o negros todos éstos recorridos (en el
ciclo) como el uy, pues ellos deben pertenecer también al cociclo Uy, cuyos ar-

cos negros son recorridos desde 4 hacia 4 .

Asi por ejemplo, si en el siguiente digrafo sus arcos negros son us, us, Uz , SUS
arcos rojos son uz, U4, Ug ; y SUS arcos verdes son us, Us, Ug, Uqg.

Es facil constatar que si A ={a} el arco us; pertenece al cociclo de arcos ne-
gros orojos Qa ={ uy, U2} y aningun ciclo de arcos negros o verdes.
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Corolarios
1) Dado un multidigrafo G cada uno de sus arcos pertenece a un circuito ele-
mental, o bien a un cocircuito elemental, pero no a ambos. !
Inmediato a partir del iema coloreando todos los arcos de negro.
!
2) G carece de circuitos (cocircuitos) si y solo si cada uno de sus arcos perte .
nece a un cocircuito (circuito).

En [Minty75] se da una demostracién del lema, por induccién sobre el numero de “aristas ver-
des”, y en [GonM79]-Cap.5 se enuncia una modificacion del mismo, valida también si se admi-
ten arcos no coloreados.

En [Sak84a]-pg.74 se destaca que el Lema de Minty juega un rol central en cuestiones de opti-

mizacion, y que es, en efecto, equivaiente al Teorema Fundamental de los Flujos Canalizados,
que daremos en Cap.11.

En Ejerc 7- 25) y 7 - 26) se enuncian otras propiedades duales entre ciclos y cociclos.

La siguiente proposicion permite ver como conceptos duales a los de “fuerte
conexidad” y “carencia de cocircuitos”.

Proposicion 7.7.1

Si G es no trivial, las siguientes afirmaciones son equivalentes :
a) G es fuertemente conexo.

b) G es conexoy cada uno de sus arcos pertenece a un circuito.
c) G es conexo y carece de cocircuitos.

Demostracion

Que a) implica b) es inmediato ( pues cualquiera sea el arco (p, g) existe un
camino g— p )y que b) implica c) resulta de los corolarios anteriores.

Veamos que c) implica a).

Por hipétesis G es conexo. Si no fuera fuertemente conexo existirian al menos
dos componentes fuertes que estarian conectadas por arcos no contenidos en
circuitos y que constituirian un cocircuito, en contradiccion con lo supuesto.

Otra forma de justificar la equivalencia entre a), b) y c) resulta de ver que el precedente Corola-
rio 2 permite afirmar la equivalencia de b) con c) ; y que la supuesta conexidad de G permite
inferir la equivalencia entre a) y b).

La “dualidad” también fue tratada en [McKee79/81/83/84a/84b/85/87], [Tho82], y
[Wei75]. = .

1
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EJERCICIOS
7-1) o
Si G es multigrafo regular el grado de cada uno de sus vértices coincide con el
promedio de los grados de sus adyacentes.
Vea que para los conexos también es valida la reciproca. ; Cabe una afirma-
cién similar si G es no conexo ?

7-2)
Demuestre que todo grafo sin bucles con al menos tres vértices es conexo si y
sdlo si contiene al menos dos subgrafos conexos no triviales G — {x;} ; G - {x}.

7-3)
Suponga que G es grafo conexo sin bucles, y vea que G es 2-arista conexo si y
solo si para todo par de aristas hay un ciclo que las contiene.

7-4)

Pruebe que :

— si G es de orden n con al menos dos vértices no adyacentes « (G) < n - 2.

- x(G) =1 siysoblosies K, o-bien es conexo separable.

— G es h-arista conexo si y solo sino existe A — V tal que el nimero de aris-
tas con extremos en 4 yen 4, sea menor que h.

7 -5)
Muestre que :
— los vertices de mayor excentricidad no son vértices de corte.

— si x es vértice de corte los restantes vértices pueden partirse en dos conjun-
tos A, B, talesquesi ac A, b e B,, d(a, b) =d(a, x) +d(x, b).

— todo conexo no trivial contiene al menos dos vértices que no son de corte.

7 -6)

Vea que un grafo conexo (V, U) de orden n > 2 es no separable si y sélo si
cualquiera sea W < U los subgrafos inducidos por W, y por su complemento
tienen al menos dos vértices en comun.
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7-7)
Vea todo grafo hamiltoniano es bloque.
¢, Es vélida una afirmacion similar substituyendo hamiltoniano por euleriano ?
¢ Valen las respectivas reciprocas ?

!
7-8) ’
Demuestre que :
— Todo multigrafo G puede expresarse como unién de sus bloques.
— Los bloques de G estan univocamente determinados y son arista disjuntos.
— Un veértice de G pertenece a dos o mas de sus bloques si y sélo si es de corte
— Todas las aristas de un ciclo pertenecen a un mismo bloque.

7-9)
Sea G un multigrafo con p componentes conexasy b, el nimero de bioques
de G que inciden en v. Muestre que G tiene p + Z(bv -1) bloques.

7-10)

Muestre que todo grafo no trivial tiene vértice raiz (antirraiz) si y solo si es casi
unilateralmente conexo hacia atras (adelante).

¢ Puede afirmar que dicho vértice raiz (antirraiz) es tnico ?

7-11)
Sean p, q, vértices de distintas componentes fuertes de un torneo T.
Vea i) que T contiene el arco (p, q) siysolosi gr'(p) > gr’ (q).
it) que cualesquiera dos de sus vértices de igual grado positivo pertene-
cen a una misma componente fuerte.

7-12)

Muestre que todo digrafo unilateralmente conexo G contiene al menos un cami-
no, no necesariamente simple, cubriente y abierto.

¢ Si G fuera fuertemente conexo, podria afirmar que el camino en cuestion es
cerrado y contiene a todos los arcos de G ?

7-13)

Cinco estudiantes A, B, C, D, E, son socios de los clubes c1, C2, C3, Cq, Cs5, de
acuerdo con lo que sigue: los socios de ¢; son A, C, E, los de ¢, son C, E, los
decs son A D, E ylosdecq son A, B, C, E. ]

¢ Puede elegirse, de entre los socios, representantes de los clubes de forma
que cada estudiante represente a un club ?

4

v

—
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7 -14)

Demuestre que en todo digrafo f-conexo el maximo comun divisor de las longi-
tudes de sus circuitos coincide con el maximo comun divisor de las longitudes
de sus circuitos elementales. ( este valor se dice indice de imprimitividad)

7 - 15) !

¢, Bajo que condiciones puede afirmar que una arista define un cociclo ?

7 - 16)

Vea que dado un muitigrafo :

- cada una de sus aristas distinta de bucle pertenece a por lo menos un cociclo
elemental.

— dos aristas pertenecen a los mismos cociclos si y solo si son paralelas.

7-17)

Determine el indice de primitividad, y el de imprimitividad del siguiente digrafo y
explicite los tiempos en los que un mensaje emitido desde A, en t = 0, llegaria a
los otros vértices.

7-18)

Pruebe que
— todo multigrafo no discreto sin bucles contiene cociclos elementales.
— todo cociclo de K, es elemental
— si G es de orden n y todos sus cociclos son elementales, G es K.
~ todo 2-conexo contiene un ciclo y un cociclo, ambos elementales.

7-19)
Determine en el siguiente digrafo el cociclo de soporte A ={a,b,e,g}; y expré-
selo como unién de cociclos elementales disjuntos dos a dos.

b 5 d 10
2 >
1
3 \
¢ 7 e 12 f
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7 -20)
Pruebe que : - ‘
— Todo cociclo elemental de un grafo no separable de orden n > 2 contiene por

lo menos dos aristas.

— Un grafo es no separable si y sélo si cualesquiera dos aristas pertenecen a
un cociclo elemental. ro

7-21)
Vea que la matriz incidencia de G es matriz cociclo elemental si y sélo si G es
no separable.

7 -22)
¢, Puede afirmarse que un grafo (V, U) es bipartido si y sélo si su conjunto U de
aristas constituye uno de sus cociclos ?

7 -23)

Sea G un grafo conexo y p, g, dos de sus vértices. Muestre que existen k ca-
denas de extremos p, g, sin aristas comunes si y sélo si cualquier cociclo que
separa p de q tiene al menos k aristas.

7 - 24)

Sea C un ciclo elemental del conexo G, y u, v, dos aristas de C.

Vea que hay al menos un cociclo elemental que contiene a dicho par de aristas.
¢ Puede ademas contener otras del mismo ciclo C ?

7 - 25)
Sabemos que la diferencia simétrica de dos ciclos (simples) es un conjunto,
quizas unitario, de ciclos (simples) arista disjuntos.

Vea que una afirmacion similar a la anterior cabe también para el caso de los
cociclos.
Muestre al efectoquesi C=4AB; U.=U, AU, = Uys AU, 5.

7 - 26)

Pruebe los siguientes resultados, respectivamente duales.

— Si C4, Cy, son ciclos de un grafo, u una arista de ambos, y v unade Cq,
pero no de C, existe un ciclo que contiene v pero no wv.

- Si Qr, Q2, son cociclos de un grafo, p una arista de ambos, Yy q unade Qq
pero no de Q. existe un cociclo que contiene q pero no p.

‘

—
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7-27)

Vea que si Ua ( Ug:) es el cociclo de soporte A ( B), aan cuando A — B no
pueden inferirse ninguna de las siguientes afirmaciones f
UACUB \ UBCUA \ UA(\U3=® \\ UAﬂUB¢'®

7 -28)

Vea

— que en un grafo sin bucles un cociclo U, tiene nimero impar de aristas siy
solo si A tiene un namero impar de vértices de grado impar.

o equivalentemente

— que cualquier cociclo de un grafo par tiene un namero par de aristas.

¢ Seria valida una afirmacion similar poniendo par en lugar de impar ?

7 -29)

Vea que si G* = (V, U”) es el multigrafo obtenido a partir de G = (V, U) incre-

mentando U con una arista [p, q], p € V, g € V, se cumple una y sélo una de

las siguientes afirmaciones :

a) Gy G” tienen las mismas componentes conexas, y el nimero de ciclos
independientes en G* supera en uno al de ciclos independientes de G.

Asi entonces, v(G*)=v(G) y u(G* =1+u(G).

b) Gy G™*tienen distintas componentes conexas, los mismos ciclos y el nime-
ro de cociclos independientes de G* supera en uno al de los que tiene G.

Asientonces, u(G*) = u(G) y v(G*) =v(G)+1.

7 - 30)

Recurra a lo demostrado en el ejercicio anterior para ver que :

— cualquierasea G, u(G) 20 y v(G) = 0

— todo multigrafo de orden n con m aristas y p componentes conexas contie

ne n-p cociclos independientesy m—n + p ciclos independientes.
( sugerencia, recurrir a la incorporacién de a una arista por vez, a partir del discreto G, )
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CAPITULO 8
ARBOLES Y ARBORESCENCIAS ’

8.1. INTRODUCCION

Los conceptos “arbol” (o “arbol libre” ) y “arborescencia” (o “arbol con raiz” ), asi
como algunos otros estrechamente ligados a ellos, aparecen en forma natural
vinculados a problemas muy diversos.

Se muestran dtiles tanto en problemas de orden teérico como en aplicaciones, y
son fundamentales en la implementacién de algoritmos.

Las arborescencias y las antiarborescencias se pueden pensar como digrafos
opuestos entre si, y los arboles como sus respectivos “grafo sostén”; es decir,
como los que resultan de ellos haciendo caso omiso del sentido de recorrido de
sus arcos. Son, al decir de Knuth, las mas importantes estructuras no lineales

Creemos oportuno observar que en Informatica se recurre muy frecuentemente
a configuraciones dirigidas sin ciclos. Por ello, “por brevedad”, en la bibliografia
que le esta dedicada se designa 4rbol a lo que diremos arborescencia (o anti-
arborescencia), y arbol libre a lo que diremos &rbol.

El conocido arbol genealdgico, (o “arbol de predecesores”) con arcos (a, b) si a
es hijo de b, es un ejemplo tipico de arborescencia binaria estricta (ver pag.90).

Para convalidar esta situacién debe convenirse en representar a cada persona
tantas veces como parejas con descendencia haya formado.

Asi por ejemplo, el “arbol genealdgico de Juan” podria ser

Olga

Pedro
Susana
Luis<_

Francisco

Pancho
hAarta‘CZ:::::

Alicia
Maria

Angel

Juan
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pero no Olga

Pedro<
Susana /
Luis<

Juan Francisco - Pancho ‘'

Marta‘<
Alicia
Maria

Angel

i

aun cuando Francisco y Pancho fueran una misma persona.

Las arborescencias estan vinculadas con las estructuras jerarquicas ([DreH90])
y con las cuestiones de clasificacion, o de ordenamiento.

Una de ellas es, segun ejempiificamos a continuacion, la que corresponde a la
habitual Notacion de Dewey para indicar los capitulos, las secciones y los pa-
ragrafos, etc., de un libro. 0

312

31141 3112

Ademas, y supuesto que en cada instancia haya un numero finito de opciones,
ellas constituyen un recurso de facil manejo para asegurar una enumeracion
exhaustiva.

Por ejemplo, si a excepcion del par A, D, las ciudades A,B,C,D, estan conecta-

das entre si, las distintas formas de recorrerlas saliendo de A y sin retornar a
una ya visitada quedan indicadas en el esquema

A—8B C —D
\ \D ¢
C —B D

i
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Por ello son utiles para programar estrategias en juegos donde los competido-
res alternan sus jugadas y el nimero de situaciones alcanzables desde cada
posicién es finito. (ver HorS76/78), (Johs84) Cap.5.7. f
Claro que en ocasiones, y en particular para el caso del juego de ajedrez, esta
posibilidad es sélo tedrica, pues el gran nimero de opciones en cada jugada
puede hacer inmanejable un tal analisis. -

En [Gard68] se dan referencias del uso que hicieron de esta nocién algunos
fildsofos del medioevo, mientras que en [BartG88] y [Monj80] son estudiadas en
relacion con problemas propios de la taxonomia ; es decir, con problemas que
surgen al pretender clasificar los elementos de un conjunto tomando en cuenta
valores que ponderan “el grado de similaridad” existente entre pares de ellos.

En [Cul67] y [Neb79] aparecen en el estudio de los “lenguajes formales”.y asi
puede decirse que una caracteristica de los lenguajes libres de contexto es la
de poder construir para sus sentencias arborescencias de deduccién.

Ademas, estan vinculadas con los Métodos de Separaciéon y Evaluacion Pro-
gresiva ( S.E.P. 6 Branch and Bound ) que llevan a una exploracién racional
del conjunto en estudio, evitando una busqueda exhaustiva, y permitiendo aco-
tar el valor de las soluciones buscadas.

Para mas informacion sobre estos métodos : [Bert65/66], [GonM79], [HenW73],
[HorS76/78], [Hu82], [Kau68b], [LawW66], [Roy69b], [Sak84b].

8.2. ARBOLES

Esta nocién, que hemos introducido en 1 Cap.3 esta estrechamente ligada con
la de conexidad. Ella fue utilizada, ya a mediados del siglo XIX.

Mas precisamente, la designacién del concepto que nos ocupa parece haber
sido adoptada por el eminente quimico inglés Cayley [Cay57/74/75/89] en oca-
si6n de sus investigaciones sobre el nimero de hidrocarburos parafinicos is6-
meros, los que responden a la férmula C, Hanso.

Ademas, y segun se indicé en 1 Prologo, esta nocién fue utilizada por Kirchhoff
[Kir47], para simplificar la resolucién de ciertos sistemas de ecuaciones lineales
ligados a “problemas de circulacion” en redes eléctricas.

También fue empleado por Sylvester [Syl55/82], quien recurrié a ella para for-
malizar ciertos ciertos resultados sobre Teoria de Invariantes en Quimica.
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Para otras referencias ver [BigLW76], [Gri85], [Knu69], [Wils78a].

1 pag.118/119 diremos arbol a todo grafo'l
conexo sin ciclos , arbol cubriente de G a cada subgrafo cubriente de G que
sea arbol , foresta (o bosque) a todo conjunto arboles , y foresta cubriente a

toda foresta que sea cubriente. -

Reiterando definiciones dadas en 1

Del concepto arbol, ampliamente tratado en [BarG88] y [Serre77] cabe la si-

guiente definicion recursiva
G es arbol siy solo si es conexo y cualquiera sea su vértice x se tiene
que G- {x} es vacio o foresta.

Como todo arbol puede representarse limpiamente en el plano, (ver Ejerc.8 -11)
resulta que :

Todo arbol no trivial (finito) admite al menos una ansta pendiente y dos
vértices pendientes.

La afirmacién anterior también puede deducirse por induccién sobre el nimero
de aristas a partir del arbol trivial. (pues el agregado de una de éstas conserva,
o bien aumenta en uno, el de vértices pendientes ya existentes).

También puede justificarse a partir de la Prop.8.2.1 que daremos seguidamente.

Por otro lado, todo arbol de orden (n+1) puede obtenerse a partir de otro de orden n , agregan-
dole un vertice y haciendo que éste sea adyacente de exactamente uno de esos n.

Este proceso constructivo induce a que se designen “2-arboles” a los grafos obtenidos a partir
de K por sucesivos agregados de un vértice que se supone adyacente de exactamente dos de
los ya existentes.

Esto lleva a esquemas del siguiente tipo

AVEEENVAV/

En forma similar, substituyendo 2 por k se generarian los “k-drboles”.

Resultados sobre tales configuraciones pueden verse en [BeiM69], [BeiPi69/71], [Foa71],
[HarP73]-Cap3.5, [Moon69],[Pal6gb], [PipB69]

Notemos que a veces, y por caso en [SwaT81], se dicen “k-free” a las forestas de k-arboles.

]
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Creemos oportuno reiterar ahora una conacida proposicién (dada en 1 pag.118,

[Ber70], [Chen71a], etc) cuya demostracion fue propuesta como ejercicio. 4

Proposicion 8.2.1 ,

Cada una de las siguientes afirmaciones equivale a : T es arbol (de orden n).
1) T es conexo sin ciclos. L
2) Cada par de vértices de T esta conectado por una Unica cadena.

3) T es conexo de orden n y tiene exactamente (n— 1) aristas.

4) T es aciclico de orden n y tiene exactamente (n— 1) aristas.

5) T es conexo y quitandole una arista, pero no un vértice, deja de serlo.

6) T es aciclico y agregandole una arista, pero no un vértice, se crea un ciclo.

Al par de Corolarios dados en 1 pag.118 a saber :

1) Un grafo (V, U) es arbol si y sélo si es minimal (maximal) entre los conexos
(los aciclicos) con vértices V.

2) Cualesquiera dos de las tres siguientes afirmaciones permiten afirmar que G
es arbol de orden n : G es conexo de orden n \\ G es aciclico de orden n \\
G tiene exactamente (n—1) aristas.

puede agregarse el siguiente que reitera una afirmacion hecha poco mas arriba.

3) Todo arbol no trivial tiene al menos una arista y dos vértices pendientes.
( pues carece de vértices aislados y sus grados suman 2.(n—1) )

En [Bun74] se caracterizan los 4rboles como grafos conexos, carentes de subgrafos K; en los
que la distancia entre sus vértices satisface cierta “condicion de cuatro puntos”.

Observemos ademas que como todo arbol es un grafo planar cuya unica cara
es la infinita (ver Cap.10) la relacién entre el niumero de sus aristas y el de sus
vértices se puede ver como un caso particular de la conocida Fénmula de Euler
C-A+V=2 donde C, A, V, son, respectivamente, el nimero de caras, de
aristas, o de vértices, del grafo en cuestién.

Por otro lado, y respecto de la “Conjetura de Ulam”, citada en 1 pag.25, cabe
notar que el resultado dado en [Kelly57] fue mejorado en [HarP66] al demostrar
que para reconstruir arboles basta con conocer sélo la familia de los subarboles
obtenidos al eliminar los vértices pendientes.

Posteriormente, en [Bon69b] se vi6 que basta con tomar en cuenta sélo los que
resultan de eliminar los vértices pendientes de mayor excentricidad.
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A su vez, en [Manv70] se vidé que a excepcién de un par de arboles de orden
cuatro, y otro de orden seis, para reconstruir el arbol de partida basta con cono-
cer el conjunto, y no la familia, de los subgrafos vértice pendiente eliminados.

t

A cada G puede asociarse su “adjunto A(G)” (line-graph, interchange—graph),
Esta nocion fue ampliamente estudiada tanto para el caso dirigido como para el
no dirigido ( ver [HemB78], [Chi82], 6 1 pag.51--54)

En forma similar, a cada conexo se le puede asociar su “grafo de arboles T(G)"
.(tree graph)
Una definiciéon de éstos, que fueron estudiados incialmente en [Haki61], se da
en el Ejerc.8 - 27), donde ademas se enuncian algunas de sus propiedades.
En [Cum66], [Kam67] y [Sha68] se mostré que los T(G) son hamiltonianos.
Posteriormente, en [HarHo72] (ver [Har74c] ) se dedujo que
Si el conexo G contiene ciclos, para cada arista de su T(G) hay un cicio
hamiltoniano que la contiene, y otro que no la contiene.

En {Kisk69] se demostré ( razonando sobre “tree graphs™ ) el siguiente resultado, que presenta
cierta analogia con la citada Conjetura de Ulam.
Si G es grafo sin bucles y T es uno de sus arboles cubrientes, el conjunto formado por
T vy los restantes arboles cubrientes que se diferencian de T en exactamente una arista
determinan G, a menos de aristas pendientes y de “dualidad planar”.

Completaremos esta secciodn refiriéndonos a un par de nociones que dan lugar
a interesantes resultados. Una de ellas, centro, fue introducida en 1_pag.97
como “conjunto de vértices de menor excentricidad’.

La restante, responde a lo siguiente : dado un arbol T, y cualquiera sea su vérti-
ce x, diremos “peso de x” al mayor de los érdenes de los arboles que componen
la foresta T—{x} y centroide al conjunto de los vértices de peso minimo.

Para ejemplificar ambos conceptos damos, en la siguiente tabla, las excentrici-
dades e(x), y los pesos p(x), de los distintos vértices del arbol

& b c d e f x _lalblcldlelf |lglhlil]
I N i o) |51413]3]4]|5]4]14[5]5
g — px) [9]8]614|8]9ls]7]9]9

0J

El centro del arbol es { ¢,d }, y su centroide es { d }.

;I
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Véase que

— el centro y el centroide de G pueden, o no, coincidir.

— si T es arbol de orden n, sus vértices pendientes son los de mayor excentri-
cidad, y todos tienen peso (n—1).

— en los arboles que son cadenas, o bipartidos de la forma Kj,, , sus respectl-
vos centros y centroides coinciden. .

Proposicion 8.2.2
Todo arbol tiene centro y el mismo esta compuesto por un Unico vértice, o por
dos que son adyacentes.

La afirmacion es trivial para los arboles de orden menor que tres.

Para los restantes es claro que eliminando de un arbol T todos sus vértices
pendientes se obtiene otro arbol 7', y que ahora las excentricidades en T ' son
las existentes en T disminuidas en uno.

Reiterando este “proceso de poda” se termina en un Unico vértice, o en dos que
son adyacentes, y constituyen el centro de T.

También cabe la siguiente demostracion.

Todo arbol tiene al menos un vértice central.

Si tiene al menos dos a, b, como la excentricidad e, ( e,) esta dada por la
longitud de una cadena que contiene b ( a ) se tiene que ellos deben ser adya-
centes. De lo contrario existiria otro cuya excentricidad seria menor que ambas
€y €p.

Ademas, si existieran tres vértices centrales las cadenas que dan las respecti-
vas excentricidades determinarian un ciclo. Absurdo.

Se deja al lector verificar la validez de la siguiente
Proposicion 8.2.3
Todo arbol tiene centroide y el mismo esta formado por un Gnico vértice, o por

dos que son adyacentes.

En pag.70 esbozaremos como estas dos lltimas proposiciones, y un resultado
de Gébel [G6b80] permiten asignar valores numéricos naturales a los arboles.

8.3. ARBOLES Y COARBOLES CUBRIENTES

En [H6ftH73] se demostrd que la afirmacién “todo grafo conexo contiene al menos un arbol cu-
briente” es equivalente al Axioma de Eleccion.
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En 1 pag.119 vimos que un multigrafo finito G es conexo si y sélo si admite ar-

boles cubrientes. ’

De los métodos constructivos alli indicados y de la Prop. 8.2.1 resulta que si el

conexo G tiene n vertices y m aristas distintas de bucle para hallar uno de sus

arboles cubrientes sera necesario y suficiente : o

— eliminar sucesivamente, y de a una por vez, m— (n— 1) de las aristas de G
cuidando que la eliminacién a efectuar no desconecte el grafo que forman las
aun conservadas.

o bien :

— elegir sucesivamente, y de a una por vez, (n- 1) de las aristas de G, cuidan-
do que su incorporacidén no genere ciclos con las ya elegidas.

o b
Asi por ejemplo, en 7 <

reteniendo sucesivamente las aristas a, b, ¢, d, o eliminando sucesivamente
las aristas e, f, g, h, se obtiene un mismo arbol cubriente.

Por lo tanto, dado un multigrafo de orden n el nimero minimo (maximo) de aris-
tas necesarias (admisibles) para asegurar la conexidad (para posibilitar la ca-
rencia de ciclos) es n 1.

Cabe observar que para todos los grafos de orden de n sus conjuntos minima-
les que aseguran su conexidad tienen (n— 1) aristas.

Una afirmacion similar para conjuntos desconectantes no es valida. Basta al
efecto considerar en el grafo de aristas [a, bj, [b, c], [b, d], [c, d] el cociclo que
determina la arista [a, bj, o el dado por el par [b, c], [b, d], ambos minimales.

Recordando que si T es arbol cubriente de G las aristas de G incluidas en T
se dicen, ramas (de T) y las restantes, cuerdas (de T) se deja como ejercicio
demostrar la

Proposiciéon 8.3.1

Si T es arbol cubriente del multigrafo G = (V, U) entonces :

a) cualquier ciclo (cociclo) de G tiene al menos una cuerda (rama) de T.

b) siuescuerdade T, T U u contiene un unico ciclo, que es elemental.

c) siuesramade T, ella determina un Gnico cociclo, que es elemental, y esta
integrado por u, y las cuerdas de T pertenecientes a ciclos que contienen u.

—.e,
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Los ciclos ( cociclos ) de G construidos a partir de cierta foresta cubriente T si-
guiendo la metodologia indicada en b (en c) de la proposicion anterior suelen

i

ser designardos ciclos ( cociclos) fundamentales de G relativos a T, ’

Con referencia al grafo anterior y para su arbol a, b, ¢, d, se tiene que :

— los ciclos definidos por sus cuerdas son :e \ £ b, ¢ \ gcd\ h'ab

— los cociclos definidos por sus ramasson: a,h A\ b,f h \ ¢, f g\ dg,

— el cociclo b, f, h, contiene a larama b, y a las cuerdas de los ciclos b, c,
b, a d, h.

d
h.
f

b

\\

La forma de determinar los ciclos (cociclos) fundamentales permiten inferir que
sus vectores representativos son independientes dos a dos y que de ellos hay,
respectivamente, tantos como cuerdas (ramas) tiene el arbol cubriente T.

Por ello, dado un multigrafo G sus forestas cubrientes permiten determinar con-
juntos maximales de ciclos (de cociclos) independientes, y estos constituyen
bases de los respectivos espacios vectoriales.

Luego, si n, m, p, son, respectivamente, el nimero de vértices, el de aristas
distintas de bucles, y el de componentes de G, los espacios vectoriales, en 25,
de ciclos simples, y de cociclos, tienen por dimensiones el nidmero ciclomético
#(G)=m—n+p,y el nimero cociclomético v(G) =n - p.

Para el ejemplo anterior u (G)=8-5+ 1 =4, mientras que v(G)=5-1=4

Que los valores 1 (G) y v (G) son, respectivamente, el nimero maximo de ciclos
y el de cociclos independientes también puede deducirse constructivamente.

(ver [Ber70], [BerGH62] y Ejerc.7 -29)y 7 - 30)

No necesariamente todos los ciclos (cociclos) que constituyen un conjunto de
linealmente independientes deben ser fundamentales (relativos a cierto T).

En efecto, de la Prop.10.5.1 resultard que cualquiera sea la ‘representacion
limpia” de un multigrafo planar los “contornos de sus caras finitas” constituyen
una base de su espacio de ciclos.

Veamos a continuacion, y siguiendo razonamientos de [Ore63a], una aplicacién
de la nocién arbol cubriente.
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La existencia de charnelas en la estructura reticular ®

permitiria deformaria sin modificar longitudes en alguna de las siguientes:

ST 77 NSNS
ST 27T N

Para anular tal posibilidad sera suficiente agregarle riostras, en cantidades y en
ubicaciones adecuadas.

Si indicamos las riostras con diagonales en las celdas rectangulares donde se
las ubique, serian indeformables las siguientes estructuras

/
A L

17 7 7

que podrian ser llevadas, respectivamente, a

N

N
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Se presenta asi el problema :
¢ Dada una estructura reticular como incorporarle riostras para hacerla
indeformable ?

Notemos al respecto que de los ejemplos dados puede inferirse que::

1) Cada riostra asegura la rigidez de la celda en la cual esta ubicada, pero no la
indeformabilidad de la estructura.

2) Una estructura reticular es rigida sélo si en cada fila y en cada columna hay

al menos una riostra.

3) Dos celdas indeformables en una misma fila (columna) no permiten asegurar
la indeformabilidad de la estructura.

4) Si hay riostras en las celdas ¢;;, c.s so6lo se podra asegurar que ambas
conservaran solidariamente su caracter de “rectangulo vertical — horizontal’
si también lo conserva al menos una de las celdas ¢;s, c;; (provenga esto
de una riostra propia, o de riostras incorporadas a otras celdas).

En particular, para el siguiente caso las riostras de las celdas ¢y, c12, C21,
aseguran la rigidez de la celda c;, y esto permite, recurriendo a las restantes
riostras, ver que el diagrama en cuestion es indeformable.

De lo observado resuita que una tal estructura es indeformable si y sélo si todas
sus filas y todas sus columnas contienen celdas con riostras, y para cada celda
sin riostra cip, jo se puede hallar una sucesion cig, j1, Ci1,j1, Cit,j2, Ciz, j2, o+ .- ,
Cin jo de celdas con riostras (ya sean iniciales o incorporadas).

Esta “sucesion de riostras” se puede reinterpretar, como una cadena de extre-
mos ip € F, jo € C, enelbipartido Gg =(F U C, U), con vértices F ( C ) repre-
sentantes de las filas (columnas) de ® vy aristas [h, k] en correspondencia de
las cin, % con riostras iniciales.

En particular, para el ejemplo anterior el bipartido en cuestion es

C 1 CZ c3
Fy ¥, ¥3
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Véase que la riostra a incorporar en cz2 esta asociada a la cadena de aristas
[F21C1]:[C11F1]:[F1:C2]' ;
Por lo tanto, visto que la existencia de tales sucesiones (cadenas) puede asegu-
rarse para todo par h, k, siy solo si las riostras de ®, (las aristas de Gz ) ase-
guran la conexidad de Gg , y que un grafo es conexo si y sélo si contiene arbo-
les cubrientes caben las siguientes afirmaciones.

Una estructura reticular ® con riostras, es indeformable si y sélo si el
grafo bipartido Gg que la representa es conexo.

Si la estructura R tiene p filas y g columnas, para hacerla indeformable
seran necesarias al menos (p + g — 1) riostras.

Este numero también es suficiente si se las dispone de forma que determinen
un arbol cubriente.

En 7.7 nos hemos referido a distintos pares de nociones de la Teoria de Grafos
que tienen propiedades duales, y uno de ellos vincula “arboles” con “coarboles”.

Para motivar una de las formas de introducir este ultimo concepto recordemos
que :
Cada arbol cubriente de un mulitigrafo conexo G es un conjunto de aristas
minimal entre aquellos que aseguran la interconexion de todos los vérti-
ces de G.

Dado un multigrafo conexo G se dice coarbol (de G) a todo submultigrafo de G
cuyo conjunto de aristas sea maximal entre aquellos cuya eliminacién no impli-
ca desconectar los vértices de G.

Se dir4 coarbol cubriente si ademas es cubriente (eventualmente merced a
vértices aislados). 1 b

3
En particular, dado e ¢ unode sus coarboles cubrientes
es el de aristas b, d.
2 d 4

Otro lo compone el par de aristas a, ¢, y un tercero el que determinan las aris-
tas a, d, y el vértice 3.
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Obviamente :
— cada bucle de G integra todos su coaboles cubrientes, pero ninguno de sus
arboles cubrientes

— cada arista pendiente de G integra todos sus arboles cubrientes, pero ningu-
no de sus coarboles cubrientes. Lo

— los arboles de G carecen de ciclos, y sus coarboles carecen de cociclos.
Algo mas sobre estas “propiedades duales” puede verse en [ChenM69].

Para mostrar que un arbol cubriente también puede ser coarbol cubriente basta
considerar las cadenas abiertas elementales P, incluidas en el completo K.

Proposicion 8.3.2

Dado un multigrafo conexo G = (V, U) sean H=(V, U) y K=(V, U”) dos de
sus submultigrafos cubrientes talesque U=U' v U” vy U N U"'=Q

Con tales restricciones H es arbol cubriente si y sélo si K es coarbol cubriente.

En efecto, si H es arbol cubriente, K carece de cociclos.

Ademas, si u es rama de H, U’ {u}induce dos componentes conexas en G, y
por lo tanto U”U{ u } contiene un cociclo. Luego K es maximal entre los caren-
tes de cociclos, y por lo tanto es coarbol cubriente.

Reciprocamente, si K es coarbol eliminando sus aristas resta H, que es conexo,
pero quitandole una arista deja de serlo, pues K es maximal entre los que care-
cen de cociclos. Por lo tanto H es arbol cubriente.

Corolarios :
1) Si T=(V, W) es arbol cubriente del multigrafo G = (V, U), sus cuerdas y los
eventuales vértices aislados de G — T dan el coarbol cubriente (V, U - W).

2) Un conexo contiene tantos arboles cubrientes como coarboles cubrientes.

Seguidamente, y para enfatizar la dualidad existente entre las nociones “arbol
cubriente” y “coarbol cubriente”, incluiremos las siguientes afirmaciones, extrai-
das de [Ghe61].

Algunas de ellas vuelven sobre las de la Prop. 8.2.1.
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Sea G un multigrafo conexo de orden n > 2, con m aristas distintas de bucles.

A:

— T es arbol cubriente del conexo G siy solo si:

1) T carece de ciclos y todo cociclo de G contiene al menos una arista de T.

2) T carece de ciclos y tiene exactamente (n — 1) aristas.

3) T tiene exactamente (n — 1) aristas, y todo cociclo de G contiene al menos
una arista de T.

4) T es aciclico maximal.

5) Todo cociclo de G contiene al menos una arista de Ty cualquierasea v eT
hay al menos un cociclo cuya Unica arista en comincon T es u.

B:

— Q es coarbol cubriente del conexo G siy solo si:

1") Q carece de cociclos de G y todo ciclo de G tiene al menos una arista de Q.

2') Q carece de cociclos de G y tiene exactamente (m—n + 1) aristas.

3") Qtiene exactamente (m — n + 1) aristas y todo ciclo de G contiene al menos
una arista de Q.

4') Q carece de cociclos de G, y si se le agrega una arista se crea un cociclo.

5") Todo ciclo de G contiene al menos una arista de Q y cualquierasea v e Q

hay al menos un ciclo cuya Unica arista en comin con Q es u.
8.4. RECUENTO DE ARBOLES

Saber cuantos arboles de orden n existen es un interesante y dificil problema
combinatorio. Otro, mas accesible, es el de evaluar la cantidad de ellos, pero
etiquetados.

Entre las motivaciones historicas del primero de estos problemas se destacan
los ya mencionados trabajos de Cayley para determinar el nimero de hidrocar-
buros parafinicos isémeros. En [Tri83]-Vol.ll se los da hasta n = 50.

Al respecto digamos que segtin se puntualiza en [Tri83] y en [Read72c/78] el
recuento hecho por Cayley, como asi también por otros investigadores, tienen
algunos errores que no emparian la importancia de sus respectivos trabajos.

La tabla con el nimero de arboles dadas en 1 pag.118 puede extenderse con la
siguiente, que incluye a los de orden n, (1<n<16).

tn 123456 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
| 1.112 36 11 23 47 106 235 551 1.301 3.159 7.741 19.320
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En [Rio58] pag.138, en [Har69b]-Ap.3:y en [HarP73]-Ap.1 se la extiende hasta
n =26, orden para el cual el nimero de arboles es 279.793.450.

En [Har69b] se representan los 201 arboles de orden n < 10.

Habitualmente, para determinar el nimero en cuestion se recurre a relaciones
entre “arboles” y “arboles con raiz’, y al uso de “funciones generatrices”.
Algunas pocas referencias al respecto se daran mas adelante, en pag.71.

Por otro lado, con vistas a la enumeracion de arboles etiquetados, y reiterando
algo de lo dicho en 1 Cap.2.1.7 digamos que el completo K3 admite tres arboles
cubrientes etiquetados, todos ellos isomorfos a la cadena elemental P;.

Por otra parte es facil verificar que K4 admite 16 arboles cubrientes etiquetados,
cuatro de ellos isomorfos con Kj 3, y los doce restantes isomorfos con P,

Conviniendo que al considerar subgrafos de cierto G se tomaran en cuenta las
designaciones de sus vértices resulta que el nimero de arboles cubrientes del
completo K, coincide con el de arboles etiquetados de orden n.

Se sabe que para n>2 dicho nimero es n™2.

Amplias referencias sobre las numerosas maneras de obtener dicho valor se
pueden ver en [Moon67a/67b/69/70]. Algunas se esbozan en [HarP73]-Cap.1-7.

Es habitual atribuir su determinacion a Cayley [Cay57/74/75/89)], como conse-
cuencia de sus investigaciones en quimica, pero no deben ser ignorados los
trabajos de sus contemporaneos: Borchardt [Bor60], Sylvester [Syl55/82], y
Kirchhoff [Kir47].

Este dltimo recurri6 al uso de la matriz K(G) = ( k; j) definida por :
- para i #j el valor k;; es el opuesto del nimero de aristas i, j].
— para i=jelvalor kj; =Yk, ,i#j.
J

Suele ser designada Matrniz de Kirchhoff ( o Laplaciana, o de admitancia )y
apelando a ella se dedujo que

El nimero de arboles cubrientes de un multigrafo conexo G coincide con
el cofactor de cualquier elemento de su matriz K(G).
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Notese que ; '
— como todas las filas y columnas de K(G) son de suma nula, un conocido re-
sultado del algebra lineal permite afirmar que todos sus cofactores coinciden.

— alin cuando en K(G) no se toman en cuenta los eventuales bucles de G esto
no quita generalidad al resultado.

El precedente resultado de Kirchhoff, y su similar para el caso dirigido son habi-
tualmente dichos Matriz Tree Theorem.

Una extension de ellos, sobre los que volveremos en 8.8, fue dada en [Lew82].

De dicho Matrix Tree Theorem resulta que para determinar el nimero de arbo-
les etiquetados de orden n basta con evaluar uno de los cofactores de la ma-
triz K(Kp).

2 -1 -1
En particular, en K(Ks;.) =|-1 2 -1| todos sus cofactores valen tres.

-1 -1 2

Se deja al lector constatar que

Cualquiera sea n, n >2 ,los cofactores de K(K,) valen n™?

En relacion con esta tematica creemos util destacar que :

— Si G carece de bucles, A es su matriz de adyacencia y D es su matriz grado,
(dii = grado del vértice i ; d;j;=0, i #j) entonces K(G)=D(G) - A(G).

— Si G es no discreto carente de bucles tiene sentido considerar su matriz de
incidencia B,yentalcaso B.B"=D+A (ver1 1 Ejerc.2-35).

De donde, en tales casos B(G).(B(G))" = K(G) + 2.A(G)

Analogamente, para el caso dirigido, supuesto que H tiene arcos, pero no bu-
cles, y que H es su sostén de 1 Ejerc.2 - 35) resulta que

B(H).(B(H))" = D(H) — A(H) = K(H).

!
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Por lo tanto :

— Dado un multigrafo G sin bucles, y supuesto que G* denota a alguno de los
multidigrafos obtenido a partir de G orientando arbitrariamente sus aristas se
puede poner ,

B(G").(B(G")" = K(G") = K(G). :

i

En [BusS65]-Cap.6-5 el valor el valor n™? es obtenido de forma inductiva
siguiendo ideas de [Rén59], y en [Orl78] como corolario de resultados validos
para el caso dirigido.

También se llega al valor en cuestion siguiendo ideas de Trent [Tre54] y ape-
lando a la unimodularidad de las “matrices de incidencia”. (ver 1 pag. 66/67)

Mas precisamente, de esta unimodularidad y una observacién hecha poco mas
arriba resulta que :

Si G es un grafo conexo, no trivial sin bucles, G* el digrafo resultante
tras una orientacion arbitraria de sus aristas, B(G*) su matriz incidencia,
y Bi(G*) la que resulta de eliminar en B(G*) una de sus filas, el nimero
de arboles cubrientes de G es det.(B; (G*).B;(G*" ).

Para mayores precisiones [Ber58]-Cap.16, [BusS65]-pag.138, [ChiS99]-Cap.7,
[SwaT81-Cap.6.

En 1918 Prifer [Prii18] dedujo el valor n™? recurriendo expicitamente al nimero
de sucesiones de longitud (n— 2) factibles de construir con n elementos.

Al respecto ver [BonM76], [Brya93], [Deo74], [Ore62], [Pal78].

Seguidamente deduciremos el valor que nos ocupa siguiendo dicha idea.

A tal efecto, sea N ={1, 2, 3, ..., n} el conjunto de vertices de K, , y T uno de
sus arboles cubrientes.

El orden inducido por la designacion de los vértices de T permite, segun vere-
mos, asociarle una sucesién qi, qz, ..., Gn—2 , Univocamente determinada.

Para ello, sea t; el primer vértice, en el orden natural, que es pendienteen T, y
g1 su adyacente.

55



Eliminados de T el vértice ty yla arista [t;, g4/ queda un nuevo arbol T’ para
el cual se repite el proceso anterior, eligiendo como t; su primer pendiente, y
como qz su adyacente ( t; puede coincidir con gy ).

Lo precedente se reitera hasta eliminar t; y construir la arista fty.2, gn.2J, momen-
to en el cual sélo queda sin eliminar so6lo una de las aristas de T. -

Como a distmtos arboles cubrientes deben correponder en alguna etapa del
proceso distintos vértices pendientes resulta que la sucesién q1 , Q2 , ... , Qn-2
esta univocamente determinada por 7.

Reciprocamente, dada una sucesion de naturales Q=q¢, qz2, ... , Gn-2, Y Pro-
cediendo “a la inversa” construiremos un arbol cubriente de K, , univocamente
determinado.

Para ello se determina en la sucesién 1, 2, ... , n cual es el primero de los que
no pertenecen a Q.

Se lo elige como t; y se supone [t;, g4 ] es arista del arbol en construccion.

Se eliminan de N el numero t;, y de la sucesién Q el qq, y se reitera el proce-
so aplicandolo al conjunto N—{t;} y ala sucesion Q' =q2, Gs., ... ..Qn-2 .

Esto se repite hasta que se hayan fijado (n — 2) aristas. La arista restante incide
en gn-2 Y en un vértice v cuya etiqueta en N aln no fue eliminada.

Para cada i, el vértice elegido t; es distinto de los que corresponden a los res-
tantes t;,yalos qj, i<j<n-2

Porello la arista [t;, q ;] no forma ciclos con [q ,2, V], ni con las de la forma
[t;,q], i<j< n-2.

-

En consecuencia las n -2 aristas de la forma ft;, q; ] junto con la [gn,2, V] de-
terminan un subgrafo aciclico de orden n, y por ende arbol cubriente de K, .

Queda asi establecida, para cada numeracion de los vértices de K, , una co-
rrespondencia biyectiva entre arboles etiquetados cubrientes y sucesiones de
naturales g:,92 , ..., Qa2 con qie {1,2, ..., n}.

Finalmente, como cada vértice admite n valores distintos el nimero de arboles
cubrientes etiquetados es n™2.

¢
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Asi, dado 4 10 A9 y siguiendo el proceso indicado quedan
r determinadas las sucesiones /

7 t1 1 Qg4 3‘

tz 6 Jz2 2 !

ie 3 < t3 2 ds 3 /
5 NSN3 ty 7 q 5
ts g gs g
te Qs

2 ¢ t 3 q 4
ts 4 gs 10

y resta la arista [9, 10].

Reciprocamente, dada la sucesién 3,2,3,5,5,3,4,10 el método usado en la de-
mostracion nos lleva a las siguientes tablas

1 23 456 7 8 9 10 323553410
2 3 456 7 8 9 10 2 355 3 410
2 3 4 5 7 8 9 10 3553410

3 45 7 8 9 10 553 410
3 45 8§ 9 10 53 410
3 45 9 10 3 410
3 4 9 10 4 10
4 9 10 10
9 10
t1 =1 t2=6 t3=2 =7

ur=[1,31 uw=[6,2] u=[2,3] u=[7,5]

ts= 8 ts=5 t7=3 ts =4
us=1[8,5] us=[523] us;=[3,4 uz=[4,10]

quedan sin t; asignado los vértices 9, 10, extremos de la arista ug = [9,10] que
completa el arbol asociado a la sucesion dada.

De manera coloquial, la codificacién segun Priifer qy . ..., Q2 se podria refor-

mular diciendo qi denota al adyacente del pendiente de menor valor que
resta luego de eliminar los primeros (i — 1) pendientes.
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Del precedente algoritmo resulta que cada vértice de grado d, aparece (d — 1)
veces en la sucesién q1, ..., o que determina el arbol. 1
Otra deduccion del resultado que nos ocupa es la dada por Clarke [Cla58].
( ver [Moon67a], [Pal78], [Wils72].Cap.4 ). o /
En [Brya93]-Cap.2 se muestra que
Si n >2 ylos naturales d; satisfacen ds+d>+... +d, =2.n -2 el nime-
ro de arboles etiquetados, con su i-ésimo vértice de grado d; esta dado
por el coeficiente multinomial

n—2 ) (n—-2)!
d~Vynd, =1} (d, =D (d, 1) !

En [Ber70]-Cap.3.5 a partir de propiedades de los nimeros multinomiales se
reencuentran férmulas para el recuento de arboles etiquetados con diversas
restricciones.

Esta tematica también fue abordada en “términos espectrales”.
Asi por caso, en [Hut67] se mostré que si G es grafo k-regular y A,,4,,....,4

3 pns

( k = A,) son los autovalores del polinomio caracteristico de su matriz de adya-

cencia el numero de sus arboles cubrientes es l1—‘[(lc -4,).

a2
Luego, en [Cve71], [CveG81] y [Sachs76], entre otros, se hicieron analisis simi-
lares a partir de la Matriz de Kirchhoff.

Para mayor informacion sobre el “enfoque matricial” de la Teoria de Grafos, ademas de
[God81}, [Hof68/75], [LovP73] y Ia bibliografia citada en 1 pag. 60, puede recurrirse, en
especial, al par de publicaciones monograficas [CveDS79] , [CveDG88].

Puntualizemos ahora que extendiendo resultados del Ejer.8 - 33) se demuestra
que el nimero de arboles cubrientes del bipartido completo K,, es p% g
(ver [EgéR86], [HartWw90])

En [Aus60], [EgéR94] y [Lews99] se estudian los k-partidos completos.

Del resultado asi obtenido, y reinterpretando K, como el grafo multipartido de n

clases ur;itarias se reencuentra que el nimero de arboles etiquetados de orden
n-

nesn ‘

¢
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Creemos interesante destacar que el nimero 7 (G) de arboles cubrientes de
cualquier grafo conexo G se puede calcular, recursivamente, aplicando la si-
guiente “operacién de arista contraccion” /

Notaremos G/u al grafo que resulta de eliminar en G la arista u, y de |dent|ﬁcar
sus dos extremos. .

a d a d
Asi por ejemplo, dado G S b G/h es CD
e
c e

Es facil ver que
— Si G tiene n vértices, m aristas, y e es arista puente, G/e tiene (n — 1) vérti-
ces, (m—1)aristas, 7 (G-{e})=0 y 7(G)=r(G/e).

— Si G es arbol no trivial también lo es G/, cualquiera sea u, y 7 (G) = 7 (G/u),

La operacion en cuestion, cuya aplicacion en grafos de aito orden puede no ser
facil, permite deducir directamente la siguiente férmula recursiva.

Cualquiera sea el grafo no discreto G, y supuesto que su
arista u noesbucle 7(G) =7(G-{u})+ r(G/).

A continuacion damos un par de aplicaciones de ella.

- SiGes Ky
221’(G)=r(| |)+r¢A)= 1+3=4
— SiGesKy —{u}
T(G)-T(I:I)”(QO)‘ 4+4=8

Otras aplicaciones se proponen en los Ejerc. 8 - 34) y 8 - 35).
8.5. ALGORITMOS DE TIPO BFS y DE TIPO DFS

En el Prologo hemos mencionado la existencia de algoritmos clasificados como
“de tipo BFS” (breadth first search) o “de tipo DFS” (depth first search).

Ellos corresponden, respectivamente, a dos formas de operar con los datos al-
macenados, a saber : segun “colas” ( queue ), o segun “pilas” ( stack ) y conlle-
van dos maneras de recorrer los vértices de un grafo, e introducir en ellos un
“orden total”.

Otras formas de introducir tales 6rdenes se daran en 8.10.
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Los “etiquetamientos tipo BFS" responden a las siguientes reglas.

Convendremos que al enunciarlas un vértice se dird “explorado” sélo cuando’
todos sus adyacentes hayan sido marcados, (o etiquetados).

1) Se elige un vértice arbitrario, se lo etiqueta v, y luego se etiquetan (de for-
ma arbitraria) vs, vz, ..., v» todos sus adyacentes.

Ahora v, esta explorado, los vy, vz, ..., V4 estan marcados pero no explora-
dos, y se pasa a 2).

2) Se constata si en la sucesion vy, vz, ..., Vs hay alguno no explorado.

Si todos estan explorados se da por terminada la aplicacion del algoritmo.

Caso contrario, sea Vv;, i > 0, el primero (segun el orden que inducen los indi-
ces respectivos) de los marcados no expiorados.

Si hay adyacentes de v; aun no marcados se los etiqueta Vps+y, ..., Vi

Ahora el vértice v; esta explorado, y se reitera 2) pero aplicandola a la suce-
SiON  Vier, oo, Vh , Vaet, ooy Vi

Caso contrario ( v; carece de adyacentes no marcados y por lo tanto esta ex-
plorado.) se reitera 2), aplicandola a la sucesion Vg, ..., Vk.

Los “etiquetamientos tipo DFS" responden al siguiente esquema :
1) Se elige un vértice, se lo etiqueta v, y se pasa a 2).

2) Si existen adyacentes de v;, , i = 0, aun no etiquetados se elige uno de ellos
y se lo etiqueta Vj.s.

Esta operacion se reitera aplicandola a vj.s, y a posteriores en tanto sea posi-
ble hasta obtener una sucesion maximal vy, v; , ..., vy, Yy se pasaa 3).

3) Si todos los vértices han sido etiquetados se da por terminado el proceso.
Caso contrario se elige, de entre aquellos que aun tienen adyacentes no etique-
tados el de mayor indice y se etiqueta v+s alguno de éstos.

Ahora se reitera 2) aplicandola a vj+1 , Y esto hasta obtener una nueva suce-
siébn maximal vp, ..., Vh,Vh+1, ..., Vi, ( k 2 h+1.) Luego se reinicia 3).

Informalmente podriamos decir que en cada etapa :
— Los algoritmos de tipo BFS se basan en extensiones “tan anchas” ( o “tan
exhaustivas” ) como sea factible, en cada etapa.
Suele decirse que son de tipo “primero marcado, primero explorado”
( o de tipo FIFO ( first in — first out )

f
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- Los algoritmos de tipo DFS ( también dichos “backtracking” ) se fundan
en extensiones “tan profundas” ( o “tan largas” ) como sea posible, y en
retrocesos “tan cortos” como sean necesarios. f

Para visualizar de que manera algoritmos de estas clases pueden llevar a reco-
rrer los vértices de un grafo apliquémoslos para hallar arboles cubrientes del
siguiente grafo.

Los arboles que siguen quedaran determinados por aristas [p, q] en las que q
fue etiquetado desde p.

De ellos, los dos primeros (ultimos) fueron obtenidos aplicando etiquetamientos
de tipo BFS (de tipo DFS).

Tanto el algoritmo dado en 1 Cap.3-2 para hallar distancias entre vértices, como el de Dijstra,
dado en 1-Cap.7 para hallar caminos optimos y el que daremos en Cap.11 para hallar cadenas
de aumento de flujo son de Tipo BFS.
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En cambio, son de tipo DFS los algoritmos de Tarry, y de Trémaux, (1 Cap.3-4) asl como los
propuestos en [HopT73] y [Tar72] para hallar, respectivamente, las componentes biconexas, y
las fuertemente conexas de cierto G ( ver [SwaT81]-Cap.14.

En [Tuc80]-Cap.9.2 se hacen consideraciones sobre sus respectivas aolicaciones en arbores-
cencias. Para otras ver [Hag78], [HorS76/78], [HuB82}-Cap.2 y 4, [Johs84]-Cap.5-3, [Sah81].
/

8.6. ARBORICIDADES

En 1 _pag.57/58 nos hemos referido, muy someramente, al problema de "la des-
composicién” ( o “del recubrimiento” ) de un multigrafo mediante conjuntos de
subgrafos de tipo prefijado que sean arista disjuntos dos a dos y permitan reen-
contrario como unién de ellos.

Algunos resultados sobre esta cuestion, que incluye tanto a las “factorizaciones
de los multigrafos” (ver 1_Cap.2.1.6), como a las relativas al “espesor de los
planares” (ver 10.7) pueden verse en [Bei69).

Dentro de esta problematica cabe la siguientes cuestion.

¢, Cuando sera posible descomponer un multigrafo conexo en arboles cubrien-
tes arista disjuntos dos a dos ? ; al menos cuantos seran necesarios ?

Es facil ver que dicho “menor nimero” es uno si y sdélo si G es arbol, y que el
completo K4 admite seis descomposiciones con dos arboles cubrientes arista
disjuntos cada uno (isomorfos con la cadena Py).

Por otra parte, los completos de orden impar y los ciclos C, con n > 2, no admi-
ten tales descomposiciones.

Si G admite k arboles cubrientes arista disjuntos entre si, cada par de vértices
esta conectado por al menos k cadenas sin aristas comunes (una en cada ar-
bol) y por lo tanto G es k arista conexo.

La reciproca es falsa, pues los ciclos C,, n > 2, son 2-conexos que no admiten
pares de arboles cubrientes sin aristas comunes.

En [NashW61] y en [Tut61b] (ver [Die96]-Cap.3-5, [Fie90]-Cap.lil-9) se mostro,
en forma independiente, que :

Un multigrafo sin bucles G = (V, U) admite k arboles cubrientes arista

disjuntos si y s6lo si para cualquier particién de Ven p clases, G con-
tiene al menos k.(p — 1) aristas con extremos en clases diferentes.
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Asi entonces, y como corolario se tiene que :

Todo multigrafo sin bucles 2.p — arista conexo, se puede reencontrar /
como unién de p arboles cubrientes arista disjuntos.

[

Esto puede deducirse también a partir del siguiente Lema de Kundu. /

Todo multigrafo sin bucles k—arista conexo tiene al menos ]k—z—l[ arboles

cubrientes arista disjuntos.( done ] x [ significa : menor entero no menor que x )

Por otro lado, todo multigrafo G sin bucles admite cubrimientos con subgrafos
que son forestas cubrientes arista disjuntas dos a dos.

Bastaria para ello elegir forestas integradas por conjuntos de aristas no adya-
centes y vértices de G.

El menor nimero de tales forestas cubrientes en que puede descomponerse G
es su arboricidad (o mas precisamente arista arboricidad ).
La notaremos ar(G).

Visto que todo arbol es una foresta es claro que la arista arboricidad del conexo
G es uno si y s6lo si G es arbol, y que la de K,. es dos.

También es dos la arboricidad del grafo de aristas [a, bj, [b, ¢], [b, d], [c, d].
Uno de los pares de forestas admisibles es el compuesto por el arbol cubriente
de aristas [a, bj, [b, c], [c, d]. y por la foresta cubriente de arista [b, d] y de vér-
tices aislados a, c.

Por otro lado, la admisién de forestas con vértices aislados permite afirmar que
la arboricidad de los ciclos elementales C, (n > 2) es dos y que la de K; es tres.

En [NashW64] se demostré (ver [CharL79]-Cap.3.3 , [Har69b]-Cap.9) que :

Si G = (V, U) es un conexo no trivial sin bucles, y sus subgrafos de orden

n; tienen alo sumo m; aristas, ar(G) = max,; ]——'—1[
n, —

En particular ar(K,,)=]£[=[£—+—1] arKpq) =1—24 |
2 2 p+q-1

(' 1x[ denota al menor entero no menor que x : [x] significa parte entera de x )
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Nétese que :
— ar(Kzp) =p es compatible con el resultado de 1 pag.192 segun el cual Kz, se.

puede descomponer en p cadenas hamiltonianas abiertas, arista disjuntas.

~ en [Bei69] se observo que el precedente resultado de Nash Williams permite
inferir que : Todo grafo planar es unién de a lo sumo tres forestas. .

— en 1.pag.193 se vid que K+ puede cubrirse con p ciclos hamiltonianos ari-
sa disjuntos, y esto es compatible con ar(Kzp+1) = p+1.

En efecto, elegido en Kzp+s un vértice arbitrario a , dichos p ciclos hamiltonia-
nos permiten descomponer Kzp+s en el arbol cubriente de aristas que inciden
en a,yenlas p forestas cubrientes que componen las cadenas obtenidas a
partir de los p ciclos hamiltonianos al quitarles sus aristas incidentes en g, e in-
crementarlas con a como vértice aislado.

En dicho trabajo no se estudiaron formas de efectivizar las descomposiciones
en cuestion. Este problema fue resuelto para el caso de los grafos K, y K,; en
[Bei64]. (ver [Har68b] Cap9).

También fue estudiada la descomposicion de los grafos sin bucles en forestas
cada una de sus componentes conexas, son arboles cubrientes.

Si r(G) es el menor numero de estas forestas necesarias para descomponer G
se tiene que ar(g) < r(G).

én [Chu78] se mostré que
Para todo grafo sin bucles de orden n, con m aristas y p componentes

(= 1)+ 1T < r(@) s P2

[ (]x[=menor entero no menos que x )

Asi entonces| si G es conexo ]—m—l[ < r(G) < ]g[ .
n_

rK,) = ]g[ =[”T+1 1=ar(K,). ([x]= parte enterade x)

También se estudio, para el caso de grafos sin bucles G = (V, U), la posibilidad
de partir Ven conjuntos V; , i=(1, 2, ..., h) que induzcan forestas disjuntas..

Estas particiones son siempre posibles, pues bastaria al efecto elegir sélo con-
Juntos V; con a lo sumo dos vértices.

,l
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El nimero minimo de tales conjuntos V; es dicho vértice arboricidad.

La vértice arboricidad de G es uno si y sélo si G es arbol, y la de los ciclos ele-
mentales es dos.

Para mayor informacién sobre esta tematica consultar : [CharK69], [CharL79),
[HakiS89] y [RinLS97).

8.7. ARBORESCENCIAS

Diremos arborescencia de raiz r ( o arbol con raiz r) al digrafo trivial de vérti-
ce r, y atodo digrafo conexocon gr () =0,y gr-(x)=1,si x # r.

Los vértices tales que gr*(x) = 0 son sus hojas, o vértices exteriores
Los restantes, incluida la raiz, son sus vértices interiores.

Si T fuera la arborescencia trivial su tnico vértice seria raiz y hoja, y tanto vérti-
ce exterior como interior.

Diremos antiarborescencia de antirraiz r a todo digrafo opuesto de una arbo-
rescencia de raiz r.

Al considerar arborescencias (antiarborescencias) es frecuente recurrir no sélo
a términos propios de la botanica, sino también a otros que reflejan relaciones
familiares.

En particular, si una arborescencia tiene pares de arcos de la forma (p, s); (p, ),
suele decirse que p es padre de los hermanos s, ¢.

Con esta terminologia toda arborescencia de raiz r puede verse como “arbol de
descendientes de r”.

Otra convencion sobre “la relacion de precedencia entre sus vértices”, (la adop-
~ tada en pag.39) lleva a reinterpretar a las “arborescencias binarias estrictas”
(pag.90) como “arbol genealégico” o “arbol de ascendientes’.

Es claro que :
— el grafo sostén de una arborescencia de raiz r ( de una antiarborescencia de
antirraiz r) es un arbol con vértice distinguido r.

— de cada arbol, eligiendo uno cualesquiera de sus vértices como raiz, y orien-

tando adecuadamente sus aristas se obtiene una arborescencia ( antiarbores-
cencia ).
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— todo camino elemental abierto u4, ..., up, h = 1, es arborescencia de raiz
en el vértice inicial de uy, y antiarborescencia de antirraizen el finalde up, .
/
Las arborescencias son estructuras esencialmente recursivas. Una definicion
de ellas, que tiene ese caracter es la que sigue. '
/
Una arborescencia no trivial T = (V, U) de raiz r es un digrafo conexo sin

bucles tal que
1) T contiene un Unico vértice distinguido r, paraelcual U,"={(x,r}= <

2) SiT-{r}+ J ; el mismo esta constituido de arborescencias disjuntas
Ti deraices r; ;con1<i< |U " .

La definicion precedente es adecuada pues T queda definida en términos de
subdigrafos propios, y cada vértice es una arborescencia trivial.

Las arborescencias son ampliamente utilizadas en Informatica, y en especial en
la implementacion de algoritmos.

En lengua inglesa a las arborescencias (antiarborescencias) se les dice in-trees
( out-trees ) y muy frecuentemente, en forma indistinta rooted trees.

Estos vocablos deben distinguirse del directed tree, utilizado habitualmente para
designar digrafos cuyo sostén es arbol.

En [Knu69]-2.3 y [Stan41] se designan “oriented trees” a nuestras arborescen-
cias , “ordered trees” o “plane trees” a las que diremos arborescencias ordena-
das (o planas ), y “free trees” a lo que denominamos &rboles.

En [KnuB9] se supone, ademas, que salvo mencién explicita todos los “trees” a considerar se-
ran “ordered trees”.

En 8.7 hemos mencionado algunas aplicaciones de las arborescencias.

También se las puede emplear para representar expresiones aritméticas (o 16-
gicas).

En este caso el grado positivo de cada vértice interior dependera del caracter

de la operacion alli representada ( unaria, binaria, etc.), y sus hojas correspon-
deran a las disfintas ocurrencias de los operandos.
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Asi por ejemplo,a : pu (~q nr) pueden asociarse

L4

tanto g como

‘/' r

q

Si se incluyen operaciones no conmutativas debera tomarse en cuenta también
“‘como se las representa en el plano”, cuidando de conservar un orden compati-
ble con el de la operacion a efectuar.

En tal caso, si a representa una operacion no conmutativa, para cada par de
arcos (a, p), (a q) deberemos distinguir si p esta a la izquierda, o a la dere-
chade q

En particular, y respetando el orden izquierda-derecha, a la formula (3 + a)** 2

se le podrian asociar los esquemas % %o
+ + /\
2 /\ 2
3 a a 3
%
perono 2% - N que corresponde a 2 */* (a + 3).
3 a

Para analizar estas situaciones recurriremos a configuraciones que seran di-
chas “arborescencias ordenadas” (o “planas”). Ver 8.10.

Asi como la Prop.8.2.1 reune varias formas de introducir el concepto arbol, la
siguiente provee diferentes maneras de dar el de arborescencia.

Dejamos su demostracion a cargo del lector.
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Proposicion 8.7.1

Cada una de las siguientes afirmaciones equivale a: T es arborescencia (de ralz
r y orden n).

1) T esconexotalque gr7(r)=0 y gr~(x) =1 cualquierasea Xx #r..

2) T esdeorden n, con raiz r,y (n— 1) arcos. '

3) T tiene un vértice r desde donde hay un Unico camino hasta cualquier otro.:
4) T tiene raiz y pierde esta propiedad si se le quita un arco.

5) T tiene vértice raiz y carece de ciclos.

Asi entonces, y recordando lo afirmado en pag.17 segun lo cual un multidigrafo
es casi unilateraimente conexo hacia atras si y soélo si tiene al menos una raiz
se tiene que
Las arborescencias pueden definirse como digrafos casi unilateralmente
conexos hacia atras, minimales en cuanto a su nimero de arcos.

Por lo tanto cabe la siguiente afirmacion, que recuerda a otra analoga valida en
el caso no orientado.

Un multidigrafo es casi unilateralmente conexo hacia atras (admite raices)
si y sélo si contiene arborescencias cubrientes.

En [Ber70], [BerGH62], [GonM79], [Roy69a], [SwaT81] se dan proposiciones
similares de la precedente 8.7.1

En muchas circunstancias, para operar con arborescencias sera util clasificar
sus veértices en funcion de sus respectivas distancias orientadas a la raiz.

Asi, dada una arborescencia de raiz r es habitual designar

- altura (profundidad, nivel) de su vértice v a la longitud del camino r— v.
— altura de la arborescencia a la mayor de las alturas de sus hojas.

Es obvio que la arborescencia trivial tiene altura (o profundidad) cero, y que vér-
tices hermanos tienen un mismo nivel ( o profundidad )..

La altura de cada vértice puede tomarse como indicador del tiempo (o del nG-
mero de etapas) que requeriria alcanzarlo a partir de la raiz.

Afirmaciones similares a las precedentes son validas para antiarborescencias.

i
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Modificando levemente la metodologia indicada en Ejerc.8 -11) resulta que ca-
da arborescencia puede representarse limpiamente en el plano, ubicando sus
vertices de acuerdo con sus alturas (niveles); es decir, tomando en cuenta las
respectivas distancias orientadas al vértice raiz.

Asi por ejemplo la misma arborescencia de raiz r admite las representaciones

En la tabla que sigue se indican los niveles N(x) y los grados positivos gr'(x) de
los vertices de la arborescencia anterior.

X Ir a b ¢c d e f g h
Nx) [0 1 1 2 2 2 3 3 3
griix) |12 0 3 1 0 2 0 0 O

Véase que si los vértices se suponen ordenados lexicograficamente de izquier-
da a derecha en cada nivel, la tabla precedente determina univocamente a la
arborescencia de partida.

Las arborescencias suelen representarse también por esquemas que no tienen
semejanza con los anteriores.
Por ejempilo :
— mediante diagramas de barras,
en ellos cada barra identifica un vértice, y cada arborescencia A queda
representada por la barra asociada a su vértice raiz, y las consecutivas
de menor longitud, representativas de los restantes vértices de A.
— 0 mediante esquemas de conjuntos filtrantes
es decir, de conjuntos tales que cada dos de ellos son disjuntos; o bien,
uno esta contenido en el otro.
— 0 mediante pares de paréntesis filtrantes
sucesiones en las cuales los vértices de cada subarborescencia estan
entre pares de paréntesis que constituyen conjuntos filtrantes.
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Asi, para la arborescencia precedente tendriamos : r{a,b[c(f),d, e (g, h)]}

r
a a i r
b /
[
- [w]
d ° Lt —
e
L9 b
- d

En Informatica, y con vista al manejo de estas estructuras con equipos de com-
putacion, se analizan otras formas de representarias.

Destaquemos ahora que un muy interesante resultado de Gébel [G&b80] esta-
blece una correspondencia biyectiva entre el conjunto de las arborescencias y
el de los numeros naturales.

Para fijarla se atiende a la descomposicién de éstos en sus factores primos.

Dicha correspondencia, una “transformacién transitoria” de los arboles en arbo-
rescencias, y las precedentes Prop.8.2.2 y 8.2.3 han permitido proponer un par
de “codificaciones numéricas de los &rboles”. ( ver [ChiG90], [ChiLS95] )

Segun se tome en cuenta el centro, o el centroide del arbol, dichas codificacio-
nes asignan de manera inyectiva, pero lamentablemente no biyectiva, a cada
arbol un nuimero natural cuya descomposicién en factores primos responde a
caracteristicas diferentes,

Estas valuaciones nos retrotraen a la idea de Wiener [Wie47a/47b], ya citada en
el Prologo de 1_, de correlacionar ciertos parametros de los hidrocarburos para-
finicos con indices obtenidos en funcion de las distancias existentes entre los
pares de vértices del grafo representativo de la molécula en cuestion.

La utilidad de esta idea hizo que fuera luego seguida por numerosos investiga-
dores.

’

i
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8.8. RECUENTO DE ARBORESCENCIAS

Dado un arbol, y elegido uno cualesquiera de sus vértices, es posible orientar
sus aristas de forma que resuite una arborescencia.

i

Por lo tanto, a cada arbol de orden n se le pueden asociar n arborescencias, no
necesariamente no isomorfas.

Asi entonces, como hay n™? arboles etiquetados de orden n, resulta que el nu-
mero de arborescencias (antiarborescencias) etiquetadas de orden nes n™".

En particular, etiquetadas de orden tres hay nueve.

Seis de ellas, que son también antiarborescencias, son isomorfas con el camino
(a, b), (b, ¢). Las tres restantes son isomorfas con la de arcos (a,b), (a, c). Sus
respectivas opuestas son antiarborescencias.

El nimero de arborescencias (no etiquetadas) de orden n, 1<n< 15 , €S :

n_123456 7 8 9 10 11 12 13 14 15
9 20 48 115 286 719 1.842 4.766 12.486 32.973 87.811

Esta tabla se extiende en [Rio58]}-pg.138, en [Har69b]-Apend.3 y en [HarP73]-
Apénd.1, hasta n = 26, orden para el cual el nimero de ellas es 5.759.636.510.

En [Tri83]-Vol.ll se la extiende hasta n = 50.

En [Deo74]-Sec10.3 y en [Rio58]-6.7 se deduce una expresién que permite de-
terminar por recurrencia el nimero que nos ocupa y se observa que la comple-
jidad inherente a su uso hace mas recomendable recurrir a “funciones genera-
trices”.

Al respecto, y volviendo sobre algo ya observado en pag.53, notemos que para
evaluar el nimero de arboles, y el de arborescencias, es habitual recurrir a las
“funciones generatrices de arborescencias” A(x), y a las “funciones generatrices
de érboles” T(x).

1 1
Ellas satisfacen la relacion T(x) = A(x) -—2— A%(x) +5A(x2) que suele ser asignada a [Ott48], aun

cuando segun [Knu69] -2.3.4.4 parece haber sido vislumbrada ya en 1869 por Jordan.

Para mas informacion [Deo74]-Cap.10.3, [Har69b]-Cap15, [HarP73]-Cap.3, [Rio58]-Cap.6.7.
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En 8.4 hemos sefalado, para el caso no dirigido, ciertas relaciones entre las
Matrices de Incidencia y las Matrices de Kirchhoff, y sefialado que el numero de
arboles cubnentes de K, , o0 equivalentemente el de arboles etiquetados de or-
den n puede obtenerse evaluando cofactores de éstas.

¢

Resultados similares caben para el caso dirigido, considerando ahora “Matrices
de Kirchhoff segtn filas” ( “segun columnas” ) definidas, respectivamente, por :

Ke(G) | para i #j k; ;j es el opuesto del nimero de arcos (i, j)
para I=] ki,i = —zkj,j ’ (j¢ I)
j

K(G) | para i #j k;,; es menos el nimero de arcos (i, j).
para i=j k= -2k, (j#i)
i

Asi por ejemplo, dado | — 3

N

2 5
1 0 -1 0 O 2 0 -1 0 0
-1 2 0 -1 0 -1 2 0 -1 0
Ke= |-1 =2 4 -1 0 Ke= -1 -2 1 -1 0
0 0 0 1 -1 0 0 0 2 -1
0 0 0O 0 O 0 0 0 O 1

Es claro que

—~ Kr(G) = K(G) siysolo si G es balanceado.

-~ detKi(G)= detK.(G)=0

~ Si G es multigrafo K(G) = K¢ (G®) = K. (G®)

— Si G es multidigrafo sin bucles K. (G) + (K;(G) )! = K(G)

- Ki(G) = (K: (G*))".

— si G tiene p componentes conexas y los vértices se numeran adecuadamen-
te estas matrices toman forma bloque diagonal con p bloques.

— SiG es un camino cerrado elemental K: (G) = K; (G).

/
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Las siguientes son afirmaciones similares de otras hechas en pag.54. :

— Si G carece de bucles, P(G) es su matriz precedencia, D*(G) su matriz grado
positivo, y D™(G) su matriz grado negativo, entonces

K: (G) = D*(G) - P(G). \ K, (G) = D™(G) - P(G).

- Si G es un multidigrafo sin bucles, no discreto, y G es su sostén, entonces
B(G).(B(G) )" = K(G)

La matriz ( B(G) )".B(G) suele decirse “version arista de K(G).

Una demostracion del siguiente y conocido resultado puede verse en [ChiS99]-
Cap.7.

Sea G un multidigrafo de n vértices con (n— 1) arcos, y K (G) (Kj (G))
la submatriz de K. (G) ( K¢ (G) ) que se obtiene eliminando su j~ésima fila
y su j~ésima columna.

G es arborescencia ( antiarborescencia) de raiz x; siy s6lo si
det.Kgi(G) =1 (detKg(G)=1).

En todo otro caso det.Ky;(G) =0 (det.Kg (G) =0).

De lo precedente puede deducirse el siguiente e importante resuiltado.

Proposicion 8.8.1. Matriz Tree Theorem (caso dirigido).

Dado un multidigrafo G :
El nimero A; de sus arborescencias cubrientes con raiz v; coincide con
el cofactor en K (G) de cualquier elemento de la i-¢sima columna.

El nimero B; de sus antiarborescencias cubrientes con antirraiz v; coin-
cide con el cofactor en K;(G) de cualquier elemento de la i-ésima fila.

En particular A;=det (K;(G))ii y Bi=det(K:G);.

Al respecto ver [AarEB51], [BotM54], [CharL79], [Chen71a], [ChiS99], [Har69b],
[Mau76], [TutS41], [SwaT81]

Remitiéndonos al ejemplo anterior, de los cofactores de las correspondientes K.
y Kr resulta que hay cuatro arborescencias con raiz en el vértice 7, y ninguna
antiarborescencia con dicho vértice como antirraiz.
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En [Ori78] se llegd al resultado anterior utilizando el principio de inclusién-
exclusion y en [Goud83] dentro de un contexto mas general que el nuestro.
También fue generalizado, y aplicado a configuraciones valuadas.

Ver [Chai81], [ChaiK78], [DedP85], [Lewn82])

8.9. ARBORESCENCIAS Y CAMINOS EULERIANOS !

Nuestro siguiente propésito es referirnos a una interesante relacién entre cami-
nos eulerianos y arborescencias ( antiarborescencias ).

Recordemos al efecto que un multidigrafo admite camino euleriano cerrado si y
sélo si es conexo balanceado, y convengamos lo siguiente :

Dado un camino euleriano cerrado E: us, Uz, ..., Uy Y Ssupuesto que a esel
vértice inicial de us (final de un, ) diremos, para cualquier x # a, arco de en-
trada a x (arco de salida de x) relativo a E al arco con vértice final (inicial) x
que tiene menor (mayor) subindice en la sucesion que define E.

Cologuialmente, si x = a, el arco u; es de entrada a x ( de salida de x ) relativo
a E sies el primero (el Gtimo) de los arcos de E: uy, ..., Un que inciden en x.

Visualizemos lo dicho con el siguiente ejemplo :

a 1 b
Dado \2 elegido E =1,23,4,5,6,7,8 con vértice inicial a
8||4
3 4 |a| Y cjde
c\ arcos de entrada —' 1’ 3’24 6
6 “ de salida -1 2| 8 7

7 \;r

Proposiciéon 8.9.1.

Si E es un camino euleriano cerrado de G, con vértice inicial a,y H eselcon-
junto de arcos de entrada (de salida) relativos a £ entonces, H es una arbo-
rescencia cubriente de raiz @ (antiarborescencia cubriente de antirraiz a).

Demostracion

Supongamos que G es de orden n, y que H esta formado por los (n —- 1) arcos
de salida respecto de cierto camino de Euler.
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Veamos que H carece de ciclos.
Si H contuviera los arcos u = (p, q), U’ =(q, r), en la sucesién que define Fal
arco u’ debiera corresponderle un indice mayor que el de u, pues de lo contra-
rio se volveria al vértice g luego de “haberlo abandonado por tltima vez” y seria
necesario abandonarlo de nuevo

Por lo tanto H carece de caminos cerrados, y visto que para todo x su grado
positivo es a lo sumo uno, H carece de ciclos.

Como ademas los vértices de G superan en uno a los arcos de H se puede
afirmar que su sostén constituye un arbol cubriente de G.

Ademas, six# a, gr'(x) = 1 y por lo tanto H es antiarborescencia cubriente de
antirraiz a.

Razonamientos similares son validos para arborescencias y arcos de entrada.

En particular, para el ejemplo precedente tendremos :

a 1 b a b
_—
2 2
‘ ’ v
] 3 Yd / p
6 \ 6

| ™~

arborescencia de arcos entrada antiarborescencia de arcos salida
conraiz a con antirraiz a

Ademas, como todo circuito euleriano puede darse en la forma uy, u, s een s Unm
con uy prefijado, y los arcos de entrada (salida) respecto de distintos caminos
eulerianos cerrados pero con igual vértice inicial (final) determinan arborescen-
cias (antiarborescencias) diferentes cada uno de dichos caminos da lugar a una
nica arborescencia (antiarborescencia) de arcos de entrada (salida), se tiene la
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Proposicion 8.9.2

Sea G un multidigrafo conexo, balanceado de orden n, y a el vértice inicial del

arco Uus.
—Si H es una antiarborescencia cubriente de antirraiz a, el numero de
caminos eulerianos cerrados con primer arco us, que admiten a los arcos

de H como arcos de salidaes NE(G) = [ [(gr*(x,)-D!

i'=1
—Si H es una arborescencia cubriente de raiz a, el nimero de caminos
eulerianos cerrados con ultimo arco u, , que tienen a los arcos de H co-

n
mo arcos de entrada es NE(G) = [ J(gr (x))-1)!
i=1
Demostracion
Supondremos que H es antiarborescencia de antirraiz a. Luego, us ¢ H.
Fijada H asignemos naturales diferentes a los arcos de G de cualquier manera
compatible con la siguiente regla
R4 us es numerado 1, los restantes arcos de U," (si los hay) se numeran en
forma arbitraria, y para cada x # a de los nUmeros asignados a los ar-

cos de vértice inicial x se reserva el mayor para el arco que integra H.

Con tal numeracién la aplicacion de la siguiente R, permitira determinar un uni-
co camino euleriano cerrado de primer arco us.

R: Luego de elegir el arco u4 se reitera tanto como sea posible lo siguiente :
elegido u; eUy ™, se escoge como arco uj.s aquel de los arcos de Uy
aun no utilizados que tienen menor nimero asignado.

+

Puesto que G es balanceado el proceso indicado sélo puede detenerse en el
vértice a, quedando asi fijado un camino C cerrado en a, de primer arco uy .

Veamos que C es euleriano.

Caso contrario existiria un arco (v;, v;) & C, pero entonces alguno de los ar-
cos de U",;, y con seguridad el que integra H, no estarfa en C.

Si éste fuera (v;, vi) tampoco estaria en C el arco de H con vértice inicial vi , y
reiterando el razonamiento quedaria determinado un camino C’ con arcos de H,
omitidos en C.

Como H carece de caminos cerrados, C’ debiera ser abierto de extremo final a,

pero en tal caso faltaria considerar al menos uno de los de U," , en contradic-
cion con la hipdtesis de que no es posible continuar con la aplicacion de R, .
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Asi entonces, aplicando R, se determina un camino euleriano cerrado de pri-
mer arco u¢, que esta univocamente determinado. ,
Pero, como en cada vertice es posible elegir arbitrariamente (gr'(x) —1) | nume-

raciones que respetan Ry resulta finalmente que NE(G) = H(gr*(x,.) !
L ’

Para el caso en que H es arborescencia puede razonarse en forma similar, o
recurrir a la correspondencia biyectiva entre arborescencias de G , antiarbores-
cencias de su opuesto , y al caracter de balanceado del multigrafo G.

Asi por ejemplo, dado

1 a 8
(::;:::;e

b

.y la arorescencia de raiz a
6 b a 8 e

—_— = C
d" 732

Delatabla _X__]a b ¢
grrx) |3 2 3

g ? y lo visto resulta NE(G)= 8

Los ocho caminos eulerianos cerrados en a, de primer arco 1 que satisfacen las
restricciones de la proposicion anterior son :

10-11-6-12-6-7-8
4-3<::::
11-5-10-12-6-7 -8

o
<i::::::: 10-11-4-3-12-6-7-8
5<

11-4-3-10-12-6 -7 -8
10-11-6-12-6
a3
11-5-10-12-6
\\\\\\\ 10-11-4-3-12-6
5<

11-4-3-10-12 -6

También hay ocho caminos eulerianos cerrados en a, de primer arco 7.
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Nétese que '
Asociando arcos de salida con arborescencias ( arcos de entrada con

antiarborescencias )
no serian validas afirmaciones similares a las de la Prop.8.9.2.

En efecto, en el K3° dearcos p=(1, 2), g =(2, 3), r =(3,1) y sus respectivos
opuestos p, ¢, 7 hay tres caminos eulerianos de primer arco p, a saber :

—

e1 = p"ﬁ’F’q’q7r “ ez = p’q’§7ﬁ3F>r “ e3 = p’qsrsF’ésp
Sus antiarborescencias de arcos de salida, yde raiz 1son: ¢q,» \ p,r\\ §,5.

En cambio, para ambos e, e; corresponderia la misma arborescencia p, g,
de arcos de entrada ; mientras que a e; se asociaria la arborescencia p,7 .

Ademas, la arborescencia 7, no seria de arcos de salida de ninguno de los
caminos ey, €2, e3.

Veamos finalmente la validez de la siguiente afirmacion debida a [AarEB51).

Proposicion 8.9.3

Si G es un multidigrafo de orden n, a es uno de sus vérticesy A, ( By ) su
cantidad de arborescencias (antiarborescencias) cubrientes de raiz (antirraiz) a,
el nimero de circuitos eulerianos de G es

NEG) = Aa [(er"(x) -1 = Ba (g (x)-1)! @

i=] iml

Demostracién
Razonaremos para el caso de antiarborescencias, el otro es similar.
La justificacién es consecuencia de :

- todo circuito euleriano se puede dar en la forma uy, ..., Un y cada camino
euleriano cerrado de primer arco us determina una Unica antiarborescencia cu-
briente de arcos de salida.

—si a es el vértice inicial de u; y Hy, H> dos antiarborescencias cubrientes de
antirraiz g, los caminos eulerianos cerrados de primer arco uy que tienen por
arcos de salida a los de H; son distintos de aquellos que satisfacen igual res-
triccion pero respecto de H..

Por lo tanto, si hay, B, de éstas, la Prop.8.9.2 permite afirmar que el nimero de
caminos eulerianos cerrados de primer arco u; es el indicado en @.

/
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Corolarios:

1) ,
Sitodo gr*(x)e {0,1} (ypuestoque 0!=1!=1)el nimero de circuitos eule-
rianos coincide con el de arborescencias (antiarborescencias) cubrientes de raiz
(antirraiz) a. ‘

2)

Si G es euleriano el nimero de arborescencias cubrientes de raiz a coincide
con el de antiarborescencias cubrientes de antirraiz a.

Ademas, este nimero es independiente del vértice elegido como raiz (antirraiz).

Pues NE(G) esta fijo y l—nI(gr"(xi)—l)! = Iﬁl(gr*(xi)—l)! no depende de a.

i=] i=l
3)
En todo muiltidigrafo de orden n, con m > 2.n arcos el nimero de circuitos eule-
rianos es par, eventuaimente nulo.

En efecto : :

Si G no es euleriano lo afirmado se cumple vacuamente. .

Caso contrario, si para todo x se tuviera gri(x) < 2 se llegariaa m< 2.n, en
contradiccién con la hipétesis m > 2.n.

Por ello existe al menos un x; tal que gr(x) > 3 pero entonces (gr'(x)— 1) !
es par, y por lo tanto también el nimero de los caminos buscados.

4)
Los simetrizados de C,y K, contienen, respectivamente, n y n™2.( (n—2)! )"
circuitos eulerianos.

En efecto, C, tiene n arboles cubrientes, y fijado en todos ellos un mismo vérti-
ce arbitrario r quedan fijadas n arborescencias cubrientes de C,° de raiz r.

En todos sus vértices gri(x) =17 y como 0!=1 resulta que NE(C,®) = n.
Analogamente, fijando en los n"? arboles cubrientes de K, un mismo vértice
raiz r se tienen n™2 arborescencias cubrientes de K,® con raiz r, y como en
ellas, en cada uno de sus vértices, gri(x) = (n— 1) resulta que NE(K,’) satis-
face lo indicado

Se extiende asi el resultado dado en 1 Ejerc. 4-20
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Como el nimero A; de arborescencias ( B; de antiarborescencias ) cubrientes
de G con raiz (antirraiz) v; coincide con el cofactor de cualquier elemento de la’
j-ésima columna ( j-ésima fila ) de la correspondiente Matriz de Kirchhoff resulta’
que @ de la Prop.8.9.3 admite la siguiente reformulacion.

NE(G) = det Koy .] [ (g7 (x,) - ). = dethjJ.fI(gr+(x,.)-1)1

i=l

Por esto, a la Proposicion 8.9.3, y a partir de las iniciales de los nombres de los
autores involucrados en ella, suele denominarsela BEST Theorem.

Esta tematica también fue tratada en [Ori78] donde, ademas de dar otra deduccion del prece-
dente Corolario 1 probado inicialmente en [Tut48a], se reencontr6é una férmula de [Knu67] para
hallar el numero de arborescencias cubrientes de los digrafos adjuntos. Ver [Tut84].

Ademas, en [JacG79/81] se obtuvieron resultados que llevan a evaiuar el ntimero de "arbores-
cencias cromaticas” y a generalizar el BEST Theorem.

Por otra lado, como los circuitos eulerianos de un multidigrafo se corresponden
biyectivamente con los circuitos hamiltonianos de su adjunto, de lo visto resulta
factible deducir una expresion para evaluar el nimero de circuitos hamiltonianos
en digrafos adjuntos.

Al respecto porian consultarse [Chi82), [Kas63/67], [Orl78]..

8.10. ARBORESCENCIAS ORDENADAS (o PLANAS)

En 8.7 hemos destacado que a cada expresion algebraica (l6gica) puede aso-
ciarsele una arborescencia con tantas hojas como ocurrencias de operandos
haya en la expresion, y en la que el grado positivo de sus vértices interiores de-
pendera del caracter (unaria, binaria, etc.) de la operacion alli representada.

Ademas hemos observado que si cierto vértice interior a corresponde a una
operacién no conmutativa, para cada par de arcos (a, p ), (a, q) interesara dife-
renciar si en la representacion plana correspondiente p esta a la izquierda, o
bien a la derecha de g

Con mas generalidad, dada una arborescencia T de raiz r podria ser necesario
tomar en cuenta el orden en que se dan (o se emplean) sus subarborescencias
Ti cT—-{r},;y esto puede verse como equivalente a tener que considerar la
forma en que T; estan ubicadas en el plano.

¢

i

~——
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Para enfatizar tales situaciones diremos arborescencia ordenada (o plana) a
toda arborescencia en que se suponga introducido un orden entre sus subarbo-
rescencias. ’

Algunos resultados relativos a la enumeracion de arborescencias ordenadas pueden verse en
[DerZ80], {Kui70}, [Rio75]. /

Al considerarlas es habitual suponer que “los vértices de un mismo nivel estan
ordenados (transversalmente) de izquierda a derecha” y referirse a subarbo-
rescencia izquierda (derecha) ; hermano izquierdo (derecho) ; arco extremo a
izquierda ( a derecha ) ; y otras expresiones similares.

En particular, en los siguientes esquemas la subarborescencia izquierda de T4

es la subarborescencia derecha de T ;, mientras que en ambas ¢ es hermano
izquierdo de d.

r r
¢ *q ce d

Es claro que si x es vértice interior de una arborescencia plana T, y grijx) =1
hay una Gnica subarborescencia de T con raiz x.

Convendremos en considerarla subarborescencia “a izquierda”.
También se podria optar por elegirla “a derecha”.
Estas posibilidades seran consideradas explicitamente en 8.12.3.

Se dira foresta plana (u ordenada) a todo digrafo formado de arborescencias
planas T;, supuesto que también se toma en cuenta el orden en que estan da-
das las raices de las distintas T;.

Asientonces : Si T es una arborescencia ordenada (no trivial) de raiz a
T—{ a} es una foresta ordenada.

La presencia de una estructura arborescente ordenada (plana) permite introdu-
cir en el conjunto donde ella esta definida diversos 6rdenes totales; o sea, dife-
rentes formas de listar sus elementos.

Ellos permitirdn extender a todo par de vértices el orden trasversal izquierda—
derecha que se supone existe entre los de igual nivel.
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A continuacion nos referiremos a tres de dichos o6rdenes totales. Al enunciarlos
tomaremos “estar a izquierda de” como sinénimo de “ser menor que”.

8.10.1) Orden total por Precedencia (o P)'eorden)

Se conviene que cada vértice de una arborescencia esta a la izquierda de todos
sus descendientes y que si p es hermano izquierdo de g, entonces p y todos
sus descendientes estan a la izquierda de q.

Asi entonces, dados en T los vértices u, v, resulta que u esta a la izquierda de
v siy sélo si u es ascendiente de v ; o si de los ascendientes de u y de v que
son hermanos (quizas ellos mismos) el de u esta a la izquierda del de v.

Para todo par de vértices cabe una tal comparacion, y por lo tanto el orden asi
establecido es, efectivamente, un orden total.

Para explicitarlo numeraremos secuencialmente los vértices de la arborescencia
en analisis, aplicando reiteradamente y en tanto queden vértices sin ser visita-
dos por segunda vez las reglas :

1) Laraiz se numera 1 y se pasa a 2).

2) Six estd numerado i, y tiene descendientes directos atin no numera-
dos se numera i+1 el extremo izquierdo de éstos y se reitera 2) apli-
candola al recién numerado.

Si en cambio x carece de tales descendientes, o si todos ellos fueron
numerados, se pasa a 3.

3) Si y es el precedente del vértice x en consideraciéon se vuelve a 2),

aplicandola a y.

El proceso anterior puede reinterpretarse como fijando en la arborescencia un
recorrido que empieza y termina en su raiz, y tal que emplea cada uno de sus
arcos exactamente dos veces, la primera en el sentido de su orientacion, y la
segunda en el opuesto.

El orden total que se fija sobre los vértices es el que resulta de numerarlos al
visitarlos por primera vez.

En particular, el primer (Ultimo) vértice de T numerado seréa su raiz (su hoja ex-
trema derecha).

¢
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En la arborescencia que sigue su “ordenamiento por preorden” es el inducido
por la sucesién de naturales con que se etiquetaron los vértices.

1

El doble recorrido de T al que nos hemos referido es el dado por la sucesion :
1.2,3,2,454,6,4,2,1,7,8,7,1,9,10, 11, 12, 11, 13, 11, 10, 14, 10, 9, 1.

El subrayado indica la primera vez en que se visita un cierto vértice,

Cada una de sus subsucesiones con j (1<j< 14 ) en ambos extremos corres-
ponde a una subarborescencia de raiz j..
Asi por caso para la subsucesién 2,3,2 (idem la 2,3,2,4546,4)2).

A este orden por precedencia volveremos en 8.11 para introducir la “notacion
polaca prefija”, que permite eliminar el uso de paréntesis.

Adoptando una manera diferente de etiquetar los vértices el “orden por preor-
den” puede llevar a la que es habitual para indicar, en los libros, sus capitulos,
secciones, paragrafos, etc.

Esta manera de etiquetar fue visualizada en pag.40 aplicandola a la misma ar-
borescencia precedente, y por razones faciles de entender el orden en cuestion
también suele ser denominado orden lexicogréfico, o del diccionario.

8.10.2) Orden Total por Descendencia (o Postorden )

Otra extension del citado orden transversal de izquierda a derecha se obtiene
conviniendo que
Cada vértice esta a la derecha de todos sus descendientes, y si p es
hermano izquierdo de q ; entonces q y todos sus descendientes estan a
la derecha de p.
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Ahora, dados en T dos vértices u, v, resulta que u esta a la izquierdade v, siy
sblo si u es descendiente de v, o si de los ascendientes de u y de v que son_
hermanos (quizas coincidentes con ellos) el de u esta a la izquierdadeldev. /

Para recorrer por postorden los vértices de una arborescencia plana no tnvnal
de orden n basta con :
a) numerar 7 a la hoja extremo izquierdo de T.
b) reiterar (n — 1) veces la regla : numerar (j + 7) la hoja extremo
izquierdode T-{1, 2, ...,j}

Al aplicar la ordenacién de referencia se tiene que el primer (Gltimo) elemento
visitado en T es su hoja extremo izquierdo (su raiz).

El siguiente etiquetamiento de los vértices de la arborescencia dada preceden-
temente corresponde a su ordenacién por postorden.

14

8.10.3) Orden Total por Interclusién (o Centrado, o Simétrico )

Este ordenamiento, aplicado a las arborescencias que tienen todas sus hojas
de igual altura y todos sus vértices interiores con dos hijos, lleva a un etiqueta-
miento de los vértices que justifica se lo denomine simétrico, o centrado.

Convendremos que si T es una arborescencia de raiz r, y las arborescencias de
T-{r} son, de izquierda a derecha, 77,7, , ..., T , entonces

a)— sih > 2 cada vérticede T; (1< i< h) esta a la izquierda de los incluidos
en los distintos 7;, i <j < h.

b) — r esta ala derecha de los vértices de T, y a la izquierda de los mclmdos
en las restantes T;, si las hay.

c) — los distintos T; estan ordenados por interclusion.



Dados dos vértices u, v, para decidir cual de ellos esta a la izquierda bastara
hallar un w, ascendiente comiin de ellos y ordenarlos en la arborescencia de la
cual w es raiz. !

La ordenacién resuitara de etiquetar secuencialmente los vértices 'siguiendo las
siguientes reglas, y sobreentendiendo que al aplicarlas “numerar’ equivale a
“etiquetar aumentado en uno el dltimo de los numeros naturales ya utilizado
como etiqueta”.

1) Sea s la hoja extrema izquierda de T,. Se la etiqueta 1, y se pasa a 2).

2) Sea s’ el precedente de s. Si s’ esta etiquetado, y también si no lo est4,
— pero lluego de numerarlo — se pasa a 3).

3) Si hay arborescencias de raiz s’ atin sin recorrer se denota s a su hoja
extremo izquierda, se la numera, y se vuelve a 2)
Caso contrario, s’ se substituye por s y se vuelve a 2).

Ahora la misma arborescencia anterior quedaria recorrida segun se indica.

14

12

10 .
13

9 11

Al aplicar este ordenamiento los vértices de cada subarborescencia extrema
izquierda resultan menores que los de su raiz, y ésta menor que los restantes.

Dada una arborescencia plana T de raiz r, por aplicacion reiterada de esta me-
todologia resultara que la hoja extremo izquierdo de T se étiquetara 1, y su raiz
r con (1 +n;), siendo n; el orden de la arborescencia extremo izquierda de T.

De estos 6rdenes caben las siguientes formulaciones recursivas abreviadas.

— del orden por precedencia (preorden)
Etiquetar la raiz de T y luego, excepto ya se hayan numerado todos los verti-
ces, recorrer en preorden a la menor de las arborescencias de T—{ r} atn
no recorridas.
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— del orden por descendencia (postorden)
Recorrer en postorden la menor de las arborescencias de T—{r} aun no vi-
sitada y finalmente visitar su raiz r. '

— del orden por interclusion (centrado - simétrico) o
Recorrer en orden centrado la arborescencia extremo izquierdade T~ r.
Numerar su raiz, y luego recorrer en orden centrado las sucesivas arbores-
cencias extremo izquierdas.

De los 6rdenes en cuestidn caben las siguientes “visualizaciones”.

Si T es una arborescencia de raiz r; p es hermano izquierdode q,y T, (Tq ) es
la subarborescencia de 7, de raiz p ( q), tendremos, al ordenarla :

por precedencia, que si xe Ty, ,ye Tq i r<p<{x}<g<{y}

por descendencia que si xe T, ,ye Tq ; {x}<p<{y}<qg<r
Analogamente, y supuestoque T—{r} =T, uT, U ..uT, tendremos, al or-
denarla por interclusion

que si xe Tr, yje T ; {x}<r<{y2}<{ys}<..<{w}

Todos estos ordenamientos asignan a cualquier arborescencia plana de orden n
la misma sucesion 1,2, 3, ..., n
Por consiguiente, no permitirian reencontrar una unica arborescencia inicial.

Para lograr esto seria necesario agregarles informacién, y a tal efecto se han
propuesto diferentes formas.

Para el caso de arborescencias recorridas por precedencia podriamos optar por
alguna de las convenciones que siguen.

i)

ubicar los vértices de cada arborescencia entre pares de paréntesis filtrantes.
i)

tomar en cuenta el grado positivo de cada vértice.

iii)
atender al numero w(x) de vértices de la arborescencia de raiz x.
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Asi por ejemplo, la arborescencia 1

aplicando i) seria representadapor 1{2[3,4(5)];6[7.8,9]} .

En efecto, la arborescencia de raiz 1 tiene dos subarborescencias, a saber :
la izquierda de raiz 2 con hijos 3, 4, y la derecha de raiz 6 y hojas 7, 8 , 9.

Con igual hipotesis sobre como fueron numerados los vértices, llegariamos a la
misma arborescencia a partir de la siguiente tabla, aplicando ya sea i), o iii).

e |1 2 3 45 6 7 8 9
gr'x) |[2 2 0 1 0 3 0 0 O
wix) |9 4 1 2 1 4 1 1 1

Estas codificaciones presentan ventajas de diferentes tipos.

Asi por caso :
lai) permite reemplazar, sin modificaciones esenciales, una subarborescencia
por otra.

laii) permite reconocer facilmente sus hojas.
la iii) permite reconocer sus hojas y detectar, con la lectura de sélo su primera
columna, la magnitud de la arborescencia por almacenar.

Mas aln, adoptando iii) los vértices que integran la arborescencia de raiz x son
los numerados y;, con x<y; <(x+w(x)—1).

En particular, la subarborescencia de raiz 2 es de orden cuatro, y estd integrada
por los vértices 2,3,4,5.

Esto facilitaria la determinacion, y eventual reemplazo de cada una de ellas por
otra de igual orden.

En [Read72a/72b] se dan otras formas de codificar arboles, o arborescencias, y

en [Roy69a}-Cap.V-D mas informacion sobre “6rdenes” y “predrdenes” asocia-
dos con éstas.
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8.11. NOTACIONES LIBRES DE PARENTESIS

Los precedentes 6rdenes totales estan vinculados con distintas formas en que

es posible notar una misma expresion aigebraica.
4

Asi por ejemplo la “suma de a con b” puede indicarse : a+b , obien +a,b |,
obien a, b+.

Ellas corresponden, respectivamente, al recorrido por interclusion, o por preor-
den, o por postorden, de la siguiente arborescencia ordenada.

+

N

En particular, el ordenamiento por preorden ( por postorden ) nos lleva a la no-
tacion libre de paréntesis desarrollada por el logico C.L. Lukasiewicz, y conoci-
da como notacién polaca prefijja ( postfija ).

La idea basica de estas dos notaciones es colocar el simbolo que indica la ope-
racion a realizar inmediatamente a la izquierda ( a la derecha ) de los corres-
pondientes a los operandos sobre los cuales ella actua.

Esto, obviamente, presupone tener en cuenta si la operacion es unaria, binaria,
ternaria, etc.

Por ejemplo, si con A ( M) denotamos la operacion Adicion ( Multiplicacion )
enlugarde (a+b).c tendremos

MAabc adoptando la notacion prefija
abAcM “ “ postfija.

Analogamente, en lugar de a + (b.c) tendriamos AaMbc con notacién pre-
flay abcMA con notacién postfija.

En general, para hallar la formalizacion sin paréntesis prefija (postfija) de una
expresion algebraica basta con recorrer por precedencia (descendencia) la ar-
borescencia que la representa.

’
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Asi por ejemplo, a la expresion ((a+b).c) +(log.[(a’/*d) + €] ) [1]
corresponde la arborescencia plana.

L

a
Reemplazando las operaciones : + \\ . \\ 2 \\ log \ **, respectivamente,
por: AWMWP VWL WD tendremos,
al recorrerla por preorden AMAabcPLADade [n]

“ por postorden abAcMadDeALPA [mj

Apelando al orden por interclusion se reencontraria la expresion inicial [1].

Observemos que haciendo en [ Il ] los cambios sintacticos necesarios se obtendria la formaliza-
cion que permitiria evaluarla en lenguaje FORTRAN.

Obviamente, para evaluar una férmula primero debemos determinar el orden en
que se han de realizar las operaciones involucradas.

Este trabajo de busqueda y analisis puede reducirse notablemente recurriendo
a las notaciones libres de paréntesis.
En éstas, el conocimiento del caracter (unario, binario, etc.) de cada operacion
permitira evaluarla “mas linealmente”.
En efecto, la forma habitual de calcular el valor de [ | ] lleva a efectuar las ope-
raciones en el orden que seindica ((a+b).c)+ (log.((a*/*d) +e) )?

‘ 1 2 7 5 3 4 6
Con [HI] tendriamos AMAabcPLADade y con [Hl] abAcM adl eALPA

721 6543 12 3 4567
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Ahora, el orden en que deben hacerse las operaciones coincide con el que tie-
nen en [ Il ] sus simbolos identificatorios, y con el opuesto del que tienen, por
sectores, en [ Il ]. Nada similar cabe respecto de [1]. '

La conmutatividad de algunas de las operaciones involucradas nos permitirian
construir otras arborescencias, y otras formalizaciones sin paréntesis.

En 8.12.2 se dar4, para el caso en que solo se empleen operaciones binarias,
otra forma de introducir una notacion sin paréntesis.

8.12. ARBORESCENCIAS BINARIAS y BINARIAS REFLEJAS

Cada uno de los conceptos : drbol ; arborescencia ; arborescencia ordenada (o
plana) se puede considerar restriccidén del que lo precede.

En esta seccion nos referiremos a dos nociones de las cuales sélo una puede
incluirse dentro de las anteriores.
Ambas suelen recibir el mismo nombre y por lo tanto confundirse.

Son aptas, en especial, para analizar procesos de clasificacién dicotdmica ; es
decir, basados en procesos en los cuales cada instancia admite dos resultados,
complementarios y excluyentes. Estos son propios de ios problemas de sorting,
searching y coding, que aborda la Informatica.

Una de estas nociones, que diremos “arborescencia binaria” y que es facilmente
generalisable a la de “arborescencia t-aria” (ver Ejer.8 — 45) se considerara se-
guidamente.

Para la restante, que introduciremos en 8.12.3 y es de uso frecuente en Infor-
matica se supondra que en toda arborescencia no trivial cada vértice distinto de
hoja es raiz de una subarborescencia izquierda y de una subarborescencia de-
recha, una de ellas eventualmente vacia.

Les diremos “arborescencias binarias reflejas”.

8.12.1. ARBORESCENCIAS BINARIAS

Diremos que una arborescencia es binaria (en sentido amplio) si para todos
sus vértices gr'(x) € {0, 1, 2}

La arborescencia trivial, y aquellas otras en las cuales cualquiera sea su vértice

interior x se tiene gr'(x) = 2 se diran binarias estrictas.( fully binary trees ,
complete binary trees).
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Si ademas interesa tomar en cuenta el orden en que se dan sus subarbores-
cencias se les agregara el calificativo ordenada (o plana). En Cap. 9 veremos
algunas de sus posibles aplicaciones a cuestiones de codificacion. ’

Ellas estan presentes en cicunstancias muy diversas. Asi por ejemplo :

— todo programa de computacioén puede esquematizarse por un diagrama arbo-
rescente en el que gr'(x) es 0,1, 2, seglin que x represente, respectivamente,
un resultado final, o bien una operacion a realizar, o bien una etapa en la cual
hay que decidir entre un par de posibilidades.

— son “arborescencias binarias estrictas” los “arboles genealégicos” si se adop-
ta la convencién de pag.39; y los “arboles de descendientes” si se adopta la
de pag.65.

En [Ore60b/63a).y en [Ore62] Cap.9 se dieon condiciones para que un digrafo bipartido
( progenitores — hijos ) pueda ser parte de un “arbol genealdgico”. (ver Ejerc.8-49)

En Ejerc.8-45) se extienden a las “ t-arias estrictas” las afirmaciones :

— Las arborescencias binarias estrictas de altura (profundidad) p tienen a lo
sumo 2° hojas, y al menos p + 1 hojas.

— Las que ademas son no triviales de h hojas tienen (h —1) vértices interiores
(incluida la raiz).

De esto resulta que para determinar el ganador de un torneo por eliminacion de
entre pares en el cual intervienen h equipos seran necesarios (h — 1) encuen-
tros, sin importar la paridad de h.

Como en las arborescencias binarias estrictas no triviales el nimero de vértices
exteriores supera en uno al de interiores, ellas son de orden impar.

Asi entonces, visto :

— que la altura (profundidad) p de una arborescencia es a lo sumo igual al nd-
mero de sus vértices interiores,

— que en arborescencias binarias no triviales el nimero h de hojas supera en
uno al de vértices interiores y satisface h < 2° se tiene que

Las arborescencias binarias estrictas, no triviales, de h hojas son de orden
n=(2.h-1) ytienenaltura p con Jlog.h[<p < (h- 1).

A suvez, el orden de las de altura p satisface 2.p+1 <n< 2°*'_ 71
(] x [ significa menor entero no menor que x.)
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Las siguientes arborescencias muestran que para h = § las cotas indicadas no
son mejorables.

Una afirmacion similar vale para el caso de las f-arias estrictas.

Creemos util tener presente que la siguiente operatoria permite asignar a cada
arborescencia binaria B de orden p, una arborescencia binaria estricta B* con
(p + 1) hojas, y por ende de orden (2.p + 7).

En efecto, si B es una arborescencia binaria de orden p, agregandole un des-
cendiente a cada uno de sus vértices de grado positivo uno, y dos descendien-
tes a cada una de sus hojas se la extiende a una arborescencia binaria estricta
B* con p vértices interiores, y por lo tanto con (p + 1) hojas.

Naturalmente, las reglas dadas en 8.70 para introducir 6rdenes totales en arbo-
rescencias planas admiten formalizaciones mas simples.en el caso de arbores-
cencias binarias estrictas.

Ellos resultaran de aplicar tanto como posible las siguientes reglas :

por precedencia 1) visitar la raiz.
2) recorrer en preorden la subarborescencia izquierda
3) * ¢ “ derecha.

por descendencia 1) recorrer en postorden la subarborescencia izquierda.

2) * ¢ derecha.
3) visitar la raiz.

por simétrico 1) recorrer en orden simétrico la subarborescencia izquierda.

2) visitar la raiz.
3) recorrer en orden simatrico la subarborescencia derecha.
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En particular, llevarian a la arborescencia ordenada binaria estricta con todas
sus hojas de altura dos a los siguientes etiquetamientos.

preorden ]
2 5
postorden
3 6
1 2 4 5

Véase que si una arborescencia binaria estricta se recorre en orden simétrico

— los vértices de sus subarborescencias izquierdas ( derechas ) preceden (si-
guen ) a su raiz.

— asus hojas (vertices interiores) corresponden etiquetas impares (pares).

— siademas todas las hojas tienen igual altura la raiz esta en el centro de la
sucesion que determinan los de la correspondiente arborescencia.

Las ventajas operativas resultantes de este ordenamiento llevan a designar
“‘arborescencia de busqueda” a toda arborescencia binaria estricta recorrida
segun el orden simétrico.(o centrado).

A esta tematica se dedican capitulos en [CharlL79] [HorS76], [Knu69], [Sah81],
[Stan41]y [Tar83].

Obviamente, las “arborescencias binarias estrictas” estan muy ligadas con los
“procesos dicotdomicos”

Asi por ejemplo, partiendo en dos la sucesién { a, b, ¢ } pueden obtenerse, bien

elpar {a, b}, {c};obienelpar {a},{b, c}.
Una nueva biparticion llevaria a la sucesion de los unitarios { a L{bl{c})
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Estas operatorias pueden representarse, respectivamente, por las arborescen-
cias.

a b c a b c

En general, dada una sucesion de n elementos, las distintas formas en que es
posible reiterar biparticiones hasta obtener una sucesién de n conjuntos unita-
rios se pueden representar por las distintas arborescencias ordenadas binarias
estrictas de n hojas.

La eficacia de estos procesos puede evaluarse en términos del nimero de ope-
raciones a efectuar.

Mas precisamente, dada una tal arborescencia de raiz r, el nimero de biparti-
ciones necesarias para llegar desde r a cierta hoja x coincide con la longitud del
camino r—x ; o sea, con la altura de x.

En consecuencia, la altura de una arborescencia binaria estricta de raiz r mide
“el mayor numero de comparaciones que puede ser necesario tener que aplicar
a r’ en el proceso dicotomico de biparticiones, respetando consecutividades.

Este “mayor nimero de comparaciones eventualmente necesarias” puede rein-
terpretarse como “peor performance posible”

Si la notamos p ; de lo visto en pag.91 resulta que para el caso de las arbores-
cencias binarias estrictas de h hojas dicha “peor performande p” satisface
llogoh[<p < (h-1).

Un razonamiento similar para el caso de aplicar “t-particiones (entre contiguos)” a una suceion
de n elementos permite, utilizando arborescencias t-arias estrictas, afirmar que en tal caso “/as
peores performances p;" estan en el intervalo

lloggn [ < p, < —1- ( 1d = menor entero no menor que x).
Obviamente, los “valores de ramificacion t ” influyen notoriamente en la amplitud de estos inter-
valos. Asiporcaso, para n =9, setiene que 4 < p, < 8 mientras que 2 < p; < 4.

Para destacar la importancia de disponer de un buen ordenamiento de los ele-
mentos de un conjunto basta imaginar las dificultades que presentaria hallar
determinado némero telefénico en una guia cuyos datos no estuvieran ordena-
dos lexicograficamente.
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Por ello se han propuesto numerosos “algoritmos de ordenamiento” (o “métodos
de seleccién”), y un primer problema en relacién con ellos es el de estlmar el
numero maximo de iteraciones que pueden llegar a requerir.

Por ejemplo, para ordenar segln valores crecientes los elementos de la suce-

sion 9, 4, 3, 6, 1, podriamos convenir en concretarlo efectuando sucesivas

comparaciones entre pares de contiguos.

Esto nos podria llevar a la secuencia: 9,4,3,6,1 \ 9,4,3,1,6 \\ 9,4,1,3.6 \\
91436 \ 19436 \ 19346 \1,3946 \ 134,96 \\ 1,3,4,6,9.

Obviamente, para obtener la sucesién buscada fueron necesarias ocho modifi-
caciones, de ellas cuatro involucraron al 1, y dos al 3.

Aplicando el mismo procedimiento para el caso de n elementos la peor situacion

podria llevar a tener que efectuar hasta (n—1)+...+2+1 = (ZJ comparaciones.

Por ello, aplicando el método anterior a una sucesion de cardinalidad n,yen

las peores performances podrian requerirse hasta [’21]=’_1—(;—_12 iteraciones.

Se resume esto diciendo que “el orden de procesamiento” de este método del
burbujeo ( bubble sort) es O(n?),

Naturalmente, cabe preguntarse si podran darse otros métodos, definidos tam-
bién en base a comparaciones de pares de contiguos, cuyos “6rdenes de pro-
cesamiento” mejoren la cota anterior.

Esta pregunta admite respuesta positiva.; ya que dicha cota puede reducirse a
O(n.In (n)) .

En efecto, las operaciones dicotémicas involucradas podrian asociarse a

Cc . R .
esquemas de la forma A que podrian significar :
a b

— i) ¢ identifica “al mejor del par a, b”.
o}
— ii) c esta al menos “tan ordenado como el que mas, del par a, b”".
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Por ello, si a partir de ciertos “estados iniciales” xs, xz, ..., X, se ha llegado,
reiterando tales operaciones binarias a un “estado final” x; el proceso efectua-i
do podria ser representado por una arborescencia ordenada binaria estricta de

hojas x1, ..., Xp yderaiz x:.

Asi entonces, a cada uno de estos procesos de ordenamiento (o de seleccion)
se le podria asociar una arborescencia cuya raiz correspondiera a la solucion
buscada, cuya altura midiera las eventuales “peores performances”, y cuyas
hojas permitieran representar todos los posibles estados iniciales a tomar en
cuenta.

En consecuencia, y puesto que para abordar estas cuestiones en el caso de
conjuntos de n elementos habria que considerar arborescencias binarias estric-
tas con n! hojas, por lo visto en pag.91 resulta que

Para ordenar linealmente un conjunto de n elementos, recurriendo a su-
cesivas comparaciones de pares de contiguos, las arborescencias aso-

ciadas seran de altura p,con llog;(n!)[ < p < (n! -1).
( 1x[=al menor entero no menor que x ).

Por lo tanto, el orden del menor nimero de comparaciones que, en sus peores
performances, pueden llegar a requerir aun los mas eficientes de estos algorit-
moses O(llogz(n!)[),

Veamos que O (]logz (n!)[) puede reformularse como O (n.In(n)).

En efecto,si L=log, (n!) y M=log; (e) se tiene L = M.In (nl)=M. ZIn.k
k=]

n+l

Ademas M. [ln(x)dx < L < M [In(x)dx  de donde
1 2
M.[n.In(n)—-n+1] < L < M. [(n+1).In(n+1)=2In2—-n+1]

Una deduccién alternativa del hecho que para conjuntos de n elementos el or-
den del nimero minimo de comparaciones de pares, en las peores circunstan-
cias, es O (n.In.(n)) puede verse en [Johs84] Cap5-6.

Para destacar la importancia que puede tener la eleccién del método a seguir basta tener pre-
sente quesi n=50, n=2 500, mientras que n. log, n es, aproximadamente, de sélo 300.

Un método de,ordenamiento por comparacién de pares cuyo orden de proce-
samiento es O (n./n (n) ) es el denominado “método de inmersion” (merge sorf).
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Lo esbozaremos diciendo que :
Consiste en efectuar sucesivas divisiones en dos partes tan equinumero-
sas como sea posible, y reordenar adecuadamente sus elementos.

Para su justificacion ver [Gri85]-Cap.12-3, [Knu69]-Vol.lll, o [Tuc80]-Cap.9.5.
En [Tuc80] se observa que, como el trabajo que conlleva efectuar las squivi-
siones iniciales es también de orden O (n. In(n)), para valores pequefios de n
el método del burbujeo puede ser mas eficaz que el de inmersion.

Aplicarlo a la sucesién 5,4,0,9,2,6,7,1,3,8 lleva al siguiente esquema.

5409.2,6,7.1.38

01.2.3.4.56.6.78.9

Del mismo resulta que tras nueve particiones, y una vez alcanzada la sucesién
de conjuntos unitarios 5,4,0,9,2,6,7,1,3,8 para obtener el reordenamiento bus-
cado serian necesarios nueve agrupamientos de pares contiguos.

Podria verse que aplicando a la sucesién precedente el “método del burbujeo”
serian necesarias 17 reordenaciones.

Una construccién que se muestra muy til para el manejo de estructuras arbo-
rescentes ordenadas es la llamada “correspondencia naturaf’.
Al efecto ver [Gers82], [HorS76/78], [Knu69]-2.3.2, 6 [Stan41].

Ella fija la siguiente correspondencia entre “forestas planas” y “arborescencias
binarias planas (ordenadas), con arcos de dos clases”, ambas de igual orden.
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Dada una foresta ordenada F, compuesta de k arborescencias 4; de rai-
ces r; (1 <i < k), la arborescencia binaria plana asociada Ar, con arcos
de dos clases es la que resulta de aplicar las siguientes regias :

- Si k22 se supone que las distintas raices estan en un mismo nivel y
se las conecta con “arcos horizontales (r;, riv1)", 1 < i< k. !

-~ En cada 4; | y para cada vértice interior x, de los arcos (x, y) se con-
serva solo su arco extremo izquierdo.Todos los otros (si existen) se subs-
tituyen por “arcos horizontales (p, q)", supuesto que q es el hermano de-
recho mas proximo de p.

Ejemplo
p a P
De resulta
c d r s
s b
q ‘ q
u v e f 0 t u v

Es claro que una adecuada operatoria con los “arcos horizontales” permitiria
reencontrar la foresta ordenada inicial, fijandose asi una biyeccion.

Visto que eliminando la raiz de una arborescencia plana no trivial se obtiene
una foresta ordenada, la correspondencia natural permite asociar a cada arbo-
rescencia plana no trivial de orden n otra, binaria ordenada con arcos de dos
clases y de orden (n—1). -

8.12.2. ARBORESCENCIAS BINARIAS ESTRICTAS ORDENADAS

Seguidamente nos referiremos a una codificacién de las arborescencias orde-
nadas binarias estrictas debida al I6gico polaco Lukasiewicz.
Ella nos permitira dar un algoritmo para generarlas, y evaluar su ndmero.

A tal efecto, dada una arborescencia binaria estricta de h > 2 hojas etiqueta-
remos con O sus hojas, y con 1 sus (h— 1) vértices interiores.

£
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Al recorrerla por precedencia queda fijada una sucesién x;, X2, ..., Xx con h

simbolos 0, y (h— 1) simbolos 1, talque x;=1 ¥y Xy =x¢ = O. ,

r'd d 1
Asi tendriamos 1

o o o
11,000 1.0.1.0.0
Al respecto destaquemos que si S = X7, X2, ..., Xx con x; e {0, 1} es la su-

cesion obtenida al recorrer segiin acabamos de indicar una tal arborescencia,
entonces :
i) no es factible descomponeria en dos subsucesiones que representen
arborescencias analogas.

Pues no podria ser que en ambas el nimero de 0 superara en uno, al de 1.

if) ninguna de las permutaciones circulares de S corresponderia al reco-
rrido por precedencia de alguna arborescencia del tipo en cuestion.

Pues las permutaciones a considerar serian del tipo Xiss, ..., Xk, X1, ..., X; con
Xie = X1 =1 5 X; = X1 =Xk = Xk.1 =0 ; y el vértice interior que ahora represen-
taria x4 sélo podria ser “hijo a derecha” de aiguno de los de la arborecencia
que determina X1, ..., xx modificando alguno de los xs (i+1 < s < k).

Veamos que en consecuencia, cualquiera sea la sucesién S, con h > 2 ceros
y (h— 1) unos, ella, o bien una y sélo una, de sus permutaciones circulares co-
rresponde al recorrido por precedencia de una arborescencia binaria plana es-
tricta con hojas etiquetadas 0 y vértices interiores etiquetados 1.

En efecto, por hipdtesis puede afirmarse que la sucesion S, o alguna de sus
permutaciones circulares, contiene al menos una terna t; = 1,0,0. Substituyen-
do la terna t; por 0 se obtiene una sucesién S; en la que también el namero de
ceros supera en uno al de unos, y ella o alguna de sus permutaciones circulares
también contiene una terna t, = 1,0,0 , que podria ser substituida por 0.

Por sucesivas reiteraciones de la operacion precedente se llega, finalmente, a

la sucesion Sp-2=1,0,0 cuyos dos O provienen, en general, de reemplazos de
ternas 1,0,0.
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Como cada reemplazo de una tal terna puede verse como la substitucién de
una arborescencia (de orden tres) por su raiz, re-etiquetada 0, resulta que “des-
hacer” a partir de Sy-> y en el orden inverso del que fueron realizadas, las subs-
tituciones que llevaron a construirla da lugar a una sucesién S* que es permuta-
cién circular de S y corresponde al recorrido por precedencia de una: arbores-
cencia plana binaria estricta A con h hojas etiquetadas 0. .

Que S* es la unica de las permutaciones circulares de S que identifica por pre-
cedencia a una tal arborescencia es consecuencia de lo visto en /).

Seguidamente, y ejemplificando lo antedicho, hallaremos la arborescencia bina-
ria estricta asi asociada a la sucesion S =1,0,0,1,0,1,0,0,1.

Al efecto, y conviniendo en poner “momenténeamente"’ 04,02,03,alos 0que
reemplazarian a las sucesivas ternas 1,0,0 a tomar en cuenta, tendriamos :
Sy = 04,101,001 W S2= 0410021 W\ S;3 = 04031 (03=1,0,07)

De donde, 1,04,0;. \ 1,1,0,0,1,0,0, \ 1,1,0,0,1,0,1,0,0 que corresponden a
los recorridos por precedencia de los siguientes esquemas

0 0

Véase que la sucesion 1,1,0,0,1,0,1,0,0 es precisamente una permutacion
circular de la S inicial.

Restringiéndose al caso de operaciones binarias, la precedente codificacion de

Lukasiewicz induce una forma diferente de la dada en 8,711 para operar libre de
paréntesis.
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Por ejemplo, la expresion algebraica [(a # b) # c] # [(d # e) # (f # g)] queda re-
presentada por una arborescencia binaria que al ser recorrida por precedeng:ia
da origen a la sucesién de Lukasiewicz 1110001100100. /

Ella, y la sucesion abcdefg permitirian evaluar la expresion que nos ocupa.
Lo siguiente visualiza como podria operarse a tal efecto.

11100 01100 100 abcdefg
11 (@) c 1 (de) (fg)
1 {(@b) c} {(de) (fg)}
({(@b) c} {(de) (fg)})

De lo dicho, y visto que el nimero de sucesiones con h > 2 ceros, y (h-1)

2h-1

unos es ( J se tiene que el numero b, ( B, ) de arborescencias planas

binarias estrictas con h hojas (de orden n=2h—-1)es

_p o 1 (201 _ 1(2n-2)_ (2n-2)! _ (n-1)!

by= By= —— = - = =
2h—1{ h-1 hQh=1) hi(h-Dt  n+l -1
!

(——
2
Una deduccién de las férmulas anteriores empleando “funciones generatrices”

se puede ver en [Stan41]-Cap.3, o en [Knu69]-2.3.44, donde ademas se dan
otros resultados relativos a esta cuestion.

La siguiente tabla da, incluyendo también a la arborescencia trivial, el nimero
de arborecencias binarias estrictas ordenadas con h hojas (idem de orden n )
para 1T<h<10 (1<n<19)

H [1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
N 13 57 9 11 13 15 17 19
Bni=bn |1 1 2 5 14 42 132 429 1.430 4.862

Las arborescencias ordenadas binarias estrictas de h hojas se pueden clasificar
segun el nimero j de hojas de su subarborescencia izquierda (idem derecha),
y esto lleva a una forma recurrente de calcular los valores by,
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Mas precisamente, y como ellas son distintas si y sélo si difieren en al menos
una de dichas subarborescencias su nimero resulta de aplicar :

h-1
bi=1 by =Y (b, .b,,) paraloshz 2 i

i=]
!

Asi entonces :
k
bas1 = 2 Z(b,..bzm_,. ) . Porlo tanto, si h es impar, h #1, b, es par.

i=l
k 2k+1 k

bosz = Z(bi‘b2k+2—i ) + (bk+l)2 + Z(bi.'bZk+2—i) = (bk+l)2 + ZZ(bi-bzk+2—i)

i=] i=k+2 i=1

Los citados valores b, se presentan en relacion con problemas muy diversos,
en diferentes ramas del quehacer matematico.

En particular, dada la sucesién a, b, ¢, de elementos no necesariamente distin-
tos entre si hay dos formas de reiterar en ella la aplicacion de una “operacion
binaria entre contiguos”. A saber : ((a,b),c) y (a,(b,c)).

Obviamente ellas pueden asociarse a las arborescencias de pag.99 (idem 104).

Analogamente, dada la sucesion a, b, ¢, d, (no necesariamente distintos dos a
dos) hay cinco formas de aplicarie reiteradamente una tal operacién binaria.
A saber :

(((ab),c),d) \ ((a,(b,c)).d) W\ ((a,b),(c,d)) W (a,((b,c)d) \ (a(b(cd))).
que pueden asociarse con las arborescencias de pag.105

En general,
Dada una sucesion de h elementos, el nimero de formas en que es po-
sible aplicar (h — 1) veces una operacion binaria entre contiguos coincide
con el numero by, de arborescencias planas binarias estrictas de h hojas.

Por otra parte, y segtin se refiere en [Gabr81], Euler se preguntd, en 1751, so-
bre el nimero ¢; de formas en que un poligono convexo de (s + 2) vértices
puede “descomponerse en tridngulos” trazando diagonales gue no se corten.

Puede constatarse que c;=1, ¢;=2, ¢3= 5, c4=14.

Poco después,, en 1758, von Segner observé que dichos nimeros satisfacen la
precedente relacidn de recurrencia ##.
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Los c¢s = bs+s son ahora conocidos como “nimeros de Catalan", quien los reen-
contr6 en [Cat38] al contar los monomios de una variable no asociativos de gga-
do (s +1).

También surgen en problemas propios de estructuras reticulares (ver [Brya93]-
Cap.10 y [GolY76]-.pag. 20/23). b

En [Hu82]-Cap.7 se recurre a ellos con vistas a optimizar el niimero de opera-
ciones necesarias para efectuar productos de matrices, y en [Lint74] se enun-
cian y comparan siete de los problemas en los que aparecen.

Para mayores referencias ver : [Brow65], [D6ér58]-Pbl.7, [Gard76], [HarPT64],
[Ord71], [Perc75], [Polya56], [Rio73]. [Sing75].

8.12.3. ARBORESCENCIAS BINARIAS REFLEJAS

Si en una arborescencia T un vértice x es raiz de una Gnica subarborescencia
Tx al considerar a T como arborescencia ordenada puede ser conveniente igno-
rar la convencion adoptada en pag.81, segun la cual ella es “subarborescencia
a izquierda” y permitir que también pueda ser tomada “a derecha”

Podriamos formalizar esta situacion admitiendo la existencia de arborescencias

vacias ; es decir, carentes de vértices.

A tal efecto :
Para el caso de arborescencias binarias planas suele convenirse que a
cada vértice x de grado positivo uno se lo supondra raiz de una arbo-
rescencia con dos subarborescencias, una de las cuales es la arbores-
cencia vacia, que se podra suponer “subarborescencia derecha”; o bien,
“subarborescencia izquierda”.

En tales casos les diremos arborescencias binarias reflejas.

Asi, la arborescencia de arcos (a, b), (a, c), (b, d), (c, e), (c,f) genera las dos
arborescencias binarias reflejas que esquematizamos seguidamente.

Ty b c T, b c

d e T d ® f

En T, se supone que la arborescencia vacia es subarborescencia derecha, y en
T2 que es subarborescencia izquierda.
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Las tres arborescencias binarias reflejas de altura uno son ejemplificadas por :

r r r

!

3 t s t

f

Las dos primeras son de orden dos, e indistinguibles como arborescencias bina-
rias ordenadas. En la primera la subarborescencia vacia es su subarborescen-
cia derecha, mientras que en la otra lo es su subarborescencia izquierda.

La tercera carece de subarborescencias vacias.

Estos esquemas inducen la siguiente definicién recursiva.

Una arborescencia binaria refleja, no vacia, consta de un vértice r, con
gr—(r) = 0 y dos arborescencias binarias reflejas, eventualmente vacias,
que componen sus respectivas subarborescencias derecha e izquierda.

Las arborescencias que decimos “binarias reflejas” son designadas “binary rooted trees” en
[(Gri85] y “binary trees™ en [Knu69] y [Stan41].

Por otra parte, en [Hu82].Cap.5 se conviene en usar la expresion “binary trees” tanto para las
binarias reflejas B como para las binarias estrictas B* obtenidas a partir de ellas aplicando la
metodologia indicada en péagina 92.

A las dos arborescencias binarias reflejas de orden dos visualizadas poco mas
arriba pueden asociarse, mediante el agregado de hojas a, b, ¢, y siguiendo la
operatoria indicada en pag.92 las siguientes arborescencias ordenadas binarias
estrictas

a b c a b c

Obiamente, ellas se corresponden con las dos formas ( b3 = 2 ) en que es posi-
ble, respetando el orden, aplicar reiteradamente a la sucesion a, b, ¢, una ope-
racion binaria.

Visto que con tres vértices hay cinco arborescencias binarias refiejas, a partir de

ellas y recurriendo a la operatoria de pag.92 se obtienen las siguientes arbores-
cencias ordenadas binarias estrictas con cuatro hojas. :
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NVAOWZS

Ellas se corresponden con las cinco formas ( ver pag.102 ) en que es factible
aplicar repetidas veces una operacién binaria a partir de la sucesion a, b, ¢, d.

Visto que estas observaciones se pueden extender al caso general, Yy que si la
operacion en cuestion es no asociativa las distintas expresiones algebraicas
resultantes pueden llevar a resultados diferentes se tiene que :

Dada una sucesion de h elementos y aplicandole reiteradamente una

-2\ 2(h-1
operacion binaria pueden obtenerse hasta by, = M; 1 (h=1)
A.(h-1)!  h{ h-1

expresiones algebraicas distintas.

Si la operacion es no asociativa, podrian implicar resultados diferentes.

Tal sucede si se aplica a la sucesién p, q, r, s, la operacion // dada por la tabla

"N p q r s t
prqg r s pp
ql r p q r s
rfs g t t r
s\ pr t q gq
ty p s r g t
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EJERCICIOS
8-1) ;
José y Pablo compiten en un juego que no admite empates, y convienen en re-
petir los encuentros hasta que alguno de ellos haya ganado dos veces segui-
das, o tres alternadas. ¢, De cuantas formas podra desarrollarse el torneo ?

8-2)
Vea que todo arbol es un grafo bipartido. ¢ Cuando puede afirmar ademas que
es bipartido completo ?

8-3)
¢ Cuando puede afirmar que un arbol cubriente de G es ademas su subgrafo
vértice inducido ?

8 -4)
Suponga que T es un arbol con p veértices pendientes y q vértices de grado
tres. ; Puede decir cual es el ordende 7?2

8-5)

Se sabe que las valencias del hidrégeno, del oxigeno y del carbono son, res-
pectivamente, 1, 2, 4. Suponga que con h, o, ¢, atomos de ellos se construye
una molécula que es arbol. Veaque h=2¢c+2 cualquiera sea o.

8 -6)
Demuestre que todo arbol con q vértices de grado al menos tres tiene al menos
(q+2) vértices pendientes.

8-7)

Vea que todo arbol de orden n tiene (nz ) pares de vértices no adyacentes.

8-8)
¢, Puede afirmar que un grafo G es arbol si y sélo si cada una de sus aristas es
un cociclo elemental ? -

8-9)

Muestre que el complemento de un arbol no trivial es conexo, o bien es el dis-
conexo compuesto de un vértice aislado y de un grafo completo.
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8 -10)

Demuestre que :

— Toda arista puente en G pertenece a todo arbol cubriente de G.

— G es arbol si y sélo si es conexo y sus vértices no pendientes son de corte.

— G es foresta si y sblo si todas sus aristas son puentes.

— Todo arbol de orden (k + 1) puede reencontrarse como subgrafo de cualquuer
grafo sin bucles que tenga todos sus vértices de grado al menos k.

8-11)

Vea que aplicando reiteradamente las siguientes reglas todo arbol finito A se
puede representar limpiamente en un plano.

1) Se elige en el plano un punto arbitrario a1, como representante de uno cua-
lesquiera de los vértices de A.

2) Los vertices de A adyacentes del representado por a1 se identifican con
otros puntos a2, a3, ... ,etc. distintos entre si y ubicados, en el plano, una uni-
dad por debajo de a1, y con cada uno de ellos se construye una arista [a1, ai].

3) Se reitera 2) para cada uno de los vértices ai ( i >1) recién representados,
tomando en cuenta soélo los respectivos adyacentes en A aun no incorporados
al esquema, y esto se repite hasta que todos los vértices hayan sido represen-
tados.

Véase ademas, que “por debajo” puede substituirse por “a derecha”, y que se-
gun cual sea el vértice de A que se supone representado en a1 los esquemas
obtenidos pueden diferir mucho entre si.

8-12)
Demuestre la Proposicion. 8.2.1. aplicando la expresion u (G) =m—n+p; que
da el numero ciclomatico de cada multigrafo G.

8 -13)
¢ Puede determinar en la clase de los grafos carentes de bucles aquellos tales
que €l y su complemento son arboles ?

8 -14)

Vea que un grafo (V, U), sin bucles, es conexo con |V | = |U | si y sélo si contie-
ne un anico ciclo elemental C, y arboles sin vértices comunes entre si , tales
que cada uno de estos arboles tiene un Gnico vértice en comun con C.

(Se les dice “cactus”).
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8 -15)
Veaque G=(V, U) esarbol siysélosi |U|=]|V|-1,y paratodo V' c V
el subgrafo inducido por V’ tiene a lo sumo | V’| -1 aristas. !

8 -16) Cy

Suponga que G = (V, U) es un grafo conexo de orden n con m aristas,’

Vea que su subgrafo (V, W) es coarbol cubriente siy sélosiel (V, U-W)es
conexoy |W|l=m-n+1.

8 -17)
Muestre que un subgrafo de un grafo conexo G puede ser incluido en un coar-
bol cubriente si y sélo si no contiene cociclos e G.

8-18)
Demuestre las Proposiciones 8.2.3y 8.3.1

8 -19)
Vea que en todo arbol su didmetro D y su radio R satisfacen R= [(D+ 1)/2]
([u] parte enterade u).

8 - 20)
Vea que en los arboles que son cadena, o bien bipartidos de la forma K;, sus
respectivos centro, y centroide, coinciden.

8-21)

Demuestre :

— que un arbol tiene diametro par si y sélo si tiene un Gnico vértice central

— que en todo arbol de diametro impar las cadenas de longitud maxima tienen
al menos una arista coman.

8 -22)
Vea que si a, b, constituyen el centroidede T,y Ta (idem Tb ) es unade las
componentesde T-—{a} (idem T—{b}) de mayor orden, entonces :

beTa / aeTb / |Ta|=|Tb| / TanTb={a b} /|l Tesde orden par.
Construya un arbol de orden par con un centroide de un unico vértice.

8 - 23)

Sean T; y T, arboles cubrientes de G,y u una ramade T; y cuerdade T,

Vea existe una arista v, ramade T, ycuerdade T; talque Ty-{u} u {v }
es arbol cubriente de G.
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8 - 24) .

Vea que si Ty T son arboles cubrientes de G es posible determinar una suce-
sion T=Ty,...,Ti, Tur ,.., Tx =T* de arboles cubrientes tales que cada‘
dos T;, T« se diferencian en sélo una arista.

Ejemplifique la situacion, enuncie un algoritmo que le pemita construir una'tal .
sucesion, y vea que si G es conexo de orden n, con m aristas distintas de bucle,
el método en cuestion requiere de a lo sumo min. (n— 1), (m—n + 1)) etapas.

8 - 25)
Represente los 16 arboles cubrientes del completo de vértices a, b, ¢, d.
¢ Cuantos contienen la arista [b, c] ?

8 - 26)
Vea que cada arista de K, esta en 2.n™° de sus arboles cubrientes: y que por
lo tanto 7 (K, —{u}) = (n—2). ™3, cualquiera sea la arista u

8 -27)

Se dice “grafo de arboles” ( tree-graph ) del conexo G al grafo T(G) que tiene
por vértices los arboles cubrientes de G, y en el cual dos vértices son adyacen-
tes si y solo si los correspondientes arboles tienen todas menos una de sus
aristas en comun.

Construya el grafo de &rboles de P;,elde Ky, ,elde Cs yelde Ks —{u}.

Muestre ademas que :
- T(G) es trivial siy solo si G es arbol.
- T(G) es conexo.
- T(G) es un completo no trivial si y sélo si G es conexo con exacta-
mente un ciclo ( es decir, siy sélo si G es un “cactus”).
- Si G es de orden n y tiene m aristas distintas de bucles su diametro
es min.((n—1), (m-n+1)).

8 - 28)
Muestre que un grafo contiene k arboles cubrientes arista disjuntos si y sélo si
para cada particion Vi, ..., V, de su conjunto de vértices, el nimero de aris-

tas con extremos en diferentes V; es al menos k.(h— 1).

8 - 29)
Verifique que (admitiendo vértices aislados) las aristas arboricidades de Ks, Ks
y Ks son, respectivamente, 2, 3, 3.
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8 - 30)
Construya el arbol cuyo Cédigo Prifferes 3,5,6,5,2,8,8,7,9

8-31)

Supuesto que K(G) es la matriz de Kirchhoff de G, demuestre :

a) que los grafos G y G’son isomorfos ( a menos de bucles) si y sélo si existe
una matriz permutacion P tal que K(G) = P .K(G).P.

b) que los cofactores de K(K,) valen n™2

8-32)
Determine, aplicando el Matrix Tree Theorem, el nimero de arboles cubrientes
que admite el siguiente multigrafo y represéntelos.

L 4

8 -33)
Demuestre que el niumero de arboles cubrientes del bipartido completo Kazq es
(K q)=q.297.

8 - 34)
Demuestre la férmula dada en pag.59, segun la cual si u no es bucle el nime-
ro 7(G) de arboles cubrientesde G es 1 (G—-{u})+ v ( G/u).

Apliquela para ver que 7 (—<] )=3; t(Ky3) =12 ; 7(Ks3)=81,

8 - 35)

Utilice la formula del ejercicio anterior para :

a) ver que si H es el multigrafo de orden n obtenido a partir de G reemplazando
cada una de sus aristas [a, b] por k aristas paralelas de extremos a, b, en-
tonces 7 (H) =K. ¢ (G).

b) verificar que si G es de orden n con m aristas, y H es el grafo obtenido a par-
tir de G reemplazando cada una de sus aristas por una cadena elemental de
longitud k, y éstas carecen de vértices interiores comunes, se tendra que
t(H) = K™™' 7 (G).

c) determinar el nimero de arboles cubrientes de la rueda W, ( es decir del
grafo de orden n resultante de agregar al ciclo C, un vértice ¢ y aristas

[c, xi] paratodo x; e C.
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8 - 36)
Numere los vértices del siguiente grafo aplicando, a partir de 1 algoritmos tipo
BFS, y de tipo DFS. /

1

8 - 37)

Constate la validez de lo afirmado en pag.68 segun lo cual
G es arborescencia si y sélo si es casi unilateralmente conexo hacia
atras, minimal en cuanto al numero de arcos.

8 - 38)

Tres “regiones” de dimensiones adecuadas pueden disponerse en el plano de
cuatro maneras en “forma filtrante” ( es decir, de manera que sean disjuntas, o
unaincluidaenotra), asaber:AcBcC \ AcByBnC=g \\
AcC,BcCyAnB=g WANB=ANnC=BnC=0@.

Represéntelas y asocie a cada una de ellas una arborescencia de orden cuatro.

Vea que en general, el nimero de formas en que n circunferencias distintas
pueden disponerse en forma filtrante (es decir, sin intersecciones entre ellas)
coincide con el de arborescencias de orden (n + 1).

8 - 39)

Volviendo sobre lo afirmado en pags.55 y 73 demuestre que :
Si G es un multigrafo no discreto sin bucles, y B(G*) es la matriz inciden-
cia de algun multidigrafo G* obtenido a partir de G orientando arbitraria-
mente sus arista entonces B(G*).( B(G* )' = K(G*) = K(G).

8 - 40)

Dado el siguiente digrafo

¢ Cuales son sus arborescencias cubrientes de raiz 1, y cuédles sus antiarbo-
rescencias de antirraiz 1 ?

¢, Cuantos caminos eulerianos de primer arco u ( o equivalentemente, cuantos
circuitos eulerianos ) tiene G ?
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8 - 41)
Etiquete los vértices de la siguiente arborescencia recorriéndola, por preceden-
cia, por descendencia y por interclusion.

8 -42)

Demuestre que si una arborescencia de raiz r es recorrida por precedencia
(descendencia) todos los descendientes a derecha (izquierda) de los vértices
del camino r—x son mayores (menores) que Xx.

¢, Valen también las reciprocas ?

8 - 43)
Represente las arborescencias ordenadas que corresponden a las expresiones
algebraicas . (r+s).(t-u)® W\  ((r+s).(t+u))®> W\  (r+s) + [log (t+u)].

Formalicelas sin paréntesis recurriendo a la notacién polaca prefija (postfija).

8 - 44)

Cada una de las siguientes secuencias es Ia representacién en notacién prefija
de una expresioén algebraica.  Cuales son sus respectivas arborescencias aso-

ciadas y sus notaciones habituales ?
+r—st W +—rst \\ ++rs+tu.

Idem para las siguientes con notacion posfija rs+s— \\ rst+ —.
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8 - 45)
Se dice arborescencia--t-aria a toda arborescencia en la que cualquiera sea

su vértice interior x se tiene que gr' (x)e{ 0, 1 ,t} y t-aria estricta sies’
la trivial, o para todos sus vértices interiores gr' (x) =t

Vea que si A es una arborescencia no trivial t-aria estricta, t > 2, con h hojas ;
. . _h-1 _, . . . . .
a) tiene i= T vertices interiores (incluida su raiz), y es de orden
t —_

ht-1
P

n=(ti+l)=
b) si M(m) es la mayor (menor) de las alturas de sus hojas : {" < h < ¢

c) las cotas anteriores no son mejorables.
De a) y b) resulta la siguiente extension de lo visto en pag. 91.

Si A es una arborescencia f-aria estricta, t > 2, de h hojas y altura M

h-1
lJlogt h[s M < ~t——1— , (] x[=menor entero no menor que x)

8 - 46)
Represente :
los catorce arboles de orden n < 6, y los once de orden 7.
las diez y siete arborescencias de orden n < 5.
las arborescencias binarias de orden 5 ( idem estrictas con 6 hojas )

las ¢ “  estrictas de orden 5.
las “ “  estrictas y planas de orden cinco (siete).
las “ “  reflejas de orden dos, tres y cuatro,

8 - 47)

Suponga que al asignar 1 ( 0 ) a los vértices interiores (exteriores) de una arbo-
rescencia recorrida por precedencia, se obtiene 1,1,0,0,1,1,1, 0,0,0,1,0,0.
Represéntela, y constate que ninguna de sus permutaciones circulares goza de
caracteristicas similares.

8 -48)

Suponga que A es una arborescencia binaria estricta. Se preguntan :
- el orden de A puede ser par ?

— cual es el maximo (minimo) nimero de vértices en el nivel j > 1 2.
— cual es el maximo (minimo) orden de A, si su altura es k ?

f
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8 - 49)
Volviendo sobre algo afirmado en pag.91 suponga tener los digrafos bipartidqs :

— Gy devértices hy,hz,hs3,p1,p2,p3 ydearcos (p1, hy), (p1, ha), (pz, h4),
(P2, h2), (P2, h3), (p3, h3) ;

— G2 con los mismos vértices, pero de arcos (p+, hy), (P1, h2), (P2, hy),
(b2, h3), (P3, h2), (p3, h3)

Vea:

— que el primero de ellos puede representar : hy, h,, son hermanos, y ademés
medio-hermanos de hs.

— que el segundo no puede, para el caso de especies bisexuadas, representar
situaciones en las cuales a, b, ¢, tienen al menos un progenitor comun.

Generalizando lo precedente considere digrafos bipartidos (X U Y,U) con arcos
xy), xeX,yeY,gr (y) =2.

Vea que en ellos el conjunto X puede partirse en dos conjuntos, H, M, si y sélo

si en cada ciclo del tipo  x7, y1, X2, ¥2, ..., Xk, Yk, ( X1) se tiene que k es par
( o equivalentemente, si y sélo si el nimero de arcos que lo componen es multi-
plo de cuatro ).

8 - 50)
Demuestre que las cantidades b, de arborescencias planas binarias estrictas
de h hojas ( los nimeros de Catalan c¢,-.s) dados en pag.100 y 101 satisfacen

a) larelacion by = f% bn-1 ; 0 equivalentemente bp.s = 4p _12
+

-bp
b) las cotas 2"? < b, < 4"

c) bp, esimparsiysolosi h=2".

115



CAPITULO 9

ARBOLES VALUADOS - ARBORESCENCIAS ETIQUETADAS
9.1. ARBOLES CUBRIENTES OPTIMOS

Numerosos y variados problemas pueden abordarse determinando, en grafos
valuados, “arboles cubrientes 6ptimos”.

Algunos de los problemas tipicos cuya resolucion podria encararse con esta
nocién son :

a) Dada una red de comunicaciones (vial, férrea, telefénica, etc.) entre n ciuda-
des; ¢ cuales tramos deben conservarse para mantenerlas intercomunicadas,
no necesariamente en forma directa, con una red que tenga en total la menor
longitud posible ?

Idem, con una red sin ciclos que tenga la mayor longitud posible ?

b) ¢ Como mantener n puntos de una red eléctrica a igual potencial con la me-
nor longitud de cableado ?
Idem, de forma que implique el menor costo de mantenimiento ?

¢) Supongamos que dado un conjunto de n ciudades se conoce cuantas perso-
nas deben viajar desde cada una de ellas a cada una de la restantes.

Si sélo se dispone de (n — 1) vehiculos, y éstos son capaces de realizar sola-
mente un viaje de ida y vuelta entre un unico par de ciudades, ; como disponer
los viajes para posibilitar el traslado del mayor nimero de personas, cuidando
gque de cada ciudad salga al menos un vehiculo ?

Es facil ver que los problemas indicados pueden encuadrarse en el siguiente
esquema.

Dado un conexo G, y asighado a cada una de sus aristas u; un valor w; ,
determinar, entre todos sus arboles cubrientes T,, un T, tal que w (Ty)
sea maximo (minimo) de entre los distintos w(T;) = Zw,,
uelr
Segun referencias, en [GraH85] se dié una buena resefia de trabajos sobre este
problema, que parece estar entre los primeros de optimizacién que fueron estu-
diados.
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Obviamente, para determinar en G arboles cubrientes 6ptimos puede suponer—
se, sin pérdida de generalidad, que G carece de bucles; y también de aristas
paralelas, pues caso contrario bastaria conservar de cada conjunto de paralelas
una de las que tiene asignado mayor (menor) valor segun se trate de un pro-
blema de maximizacién (de minimizacion). o /
Los arboles 6ptimos no estan siempre univocamente determinados, aunque si
lo esta su valor. u

Asi por ejemplo, dado - 3 uill 2 3 4 5§
Y 2 u5 w,.|1 3 326

u

4

los arboles de aristas vy, Uz, ug, y uy, Uz, Ug, son mimimos, de valor 6.
Asuvez, el uz, Uz , us, es el unico arbol cubriente maximo.

Nétese que las aristas uz, vz integran tanto “arboles maximos” como “arboles
minimos”.

Modificando “levemente” los datos y asignando, respectivamente, a las aristas
Uz, usz,valores 3 y (3+¢) con 0< ¢ <1, el Unico arbol cubriente minimo
seria el uy, us, ug.

Si en cambio a las aristas vy, u; les asignamos, respectivamente, los valores
(3+¢) y 3 obtendriamos el arbol minimo uy, us, us.

De los algoritmos que daremos resultara que si los valores de las aristas son
distintos dos a dos hay un Gnico arbol cubriente 6ptimo, y atin cuando dicha
hipotesis no siempre es valida, de lo que sigue se infiere que siempre se lo
puede suponer, sin alterar esencialmente las soluciones.

Ademas, bajo la hipétesis de asignar valores diferentes a las distintas aristas la
formulacién de los algoritmos es mas cémoda.

Si hay k aristas con un mismo valor a, y este es superado por el de otras,
eligiendo un ¢ > 0 talque (a + (k- 1).£) sea menor que cualesquiera de los
valores que superen a, y dando a esas k aristas u; valores a+(i—1).¢, se
obtendra una valuacién de ellas con todos valores distintos, y tales que “respe-
tan” el orden preexistente con las restantes.

En forma similar podriamos proceder si las aristas con valor coincidente fuesen
las de mayor valor.
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Esta “revaluacién momentanea” se podria hacer de k! maneras diferentes, sin
afectar el valor del arbol cubriente 6ptimo, y reiterar en cada grupo de arista con
valor repetido. /

En ocasiones, el valor de los arboles éptimos elegidos se podria mejorar agre-
gando a la configuracién vértices y aristas. /

Por ejemplo, dado un cuadrado unitario, sus cuatro arboles cubrientes tienen
valor tres, pero agregandole al cuadrado las dos diagonales y un vértice donde

ellas se cruzan su arbol cubriente minimo tiene valor 2.4/2 .

Lo precedente permite vislumbrar el sentido de la afirmacion “el agregado de un
cliente ficticio puede mejorar el costo por distribucion”

En los problemas reales suelen presentarse situaciones que implican la necesi-

dad de determinar “arboles 6ptimos entre los que satisfacen determinadas res-
tricciones suplementarias”.

Por ejemplo : que en cada punto incidan a lo sumo h aristas del arbol, o que
ciertos tramos estén necesariamente incluidos (excluidos), o que entre cada par
de puntos haya a lo sumo h ramas, o que el mayor (menor) de los valores de
las ramas sea tan bajo (alto) como posible, etc.

Estas situaciones, mas acordes con la realidad no seran estudiadas.

Obviamente, para estos “problemas con segundos criterios” los arboles optimos
que determinaremos sélo podrian ser aceptados como primera aproximacion de
la solucién buscada.

A continuacién nos limitaremos a la btisqueda de arboles minimos.

Para hallar arboles maximos podria procederse en forma similar, o reducir el
problema a uno de arboles minimos previo un cambio de signo en los valores
de las aristas.

Proposicion 9.1.1

Si en el grafo conexo G los valores de sus aristas son distintos dos a dos, las

siguientes afirmaciones son equivalentes

a) u, esrama de algln arbol cubriente minimo T.

b) u, es arista de valor minimo en algin cociclo elemental Q.

C) u, es arista puente, 0 en cada uno de los ciclos que la contienen hay otra
arista con mayor valor.
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Demostracién

a—>b)) J
Las componentes de T — { u, } determinan un cociclo elemental, y sus aristas
deben tener valor mayor que el u, (de lo contrario 7 no seria minimo).

b—c) . R

si U, es arista puente nada hay por demostrar. Caso contrario, si es de valor
minimo en el cociclo elemental Q, cualquier ciclo C al cual pertenezca u, debe
tener otra arista del cociclo Q, y por lo tanto de mayor valor que w,.

c—a))

si U, es arista puente esta en todo arbol cubriente, y en particular en los 6pti-
mos. De lo contrario, eliminando aristas con mayor valor que el de u, pueden
destruirse todos los ciclos que la contienen y hacer que u, sea arista puente de
cierto G* Ahora, G* — { U, } es subgrafo cubriente de G constituido por dos
componentes conexas, y sus arboles cubrientes minimos aumentados de u,
dan un arbol minimo de G.

Asi entonces :
Cada rama de un arbol cubriente minimo es de menor valor en al menos
un cociclo, y en todo ciclo que la contenga hay otra de mayor valor.

9.2. ALGUNOS ALGORITMOS PARA HALLAR ARBOLES OPTIMOS

En lo que sigue supondremos que G es un grafo conexo sin bucles, y que a sus
aristas se les han asignado valores distintos dos a dos.

De acuerdo con lo visto las modificaciones que serian necesarias para conside-
rar casos en los que se admiten valores repetidos son simples.

Podrian trasladarse a los algoritmos que daremos substituyendo en ellos la ex-
presion “la arista de menor valor” por “cualesquiera de las de menor valor”

Respecto de los numerosos algoritmos propuestos para resolver la cuestion que
nos ocupa digamos que :

— En 1956, Kruskal [Kru56] propuso tres algoritmos, y razones de dualidad lo
indujeron a sugerir la existencia de un cuarto.

— En [Rost67] recurriendo a relaciones entre arboles, ciclos, y cociclos, se dedu-
jeron siete algoritmos, que pueden verse como variaciones de los “cuatro” de
Kruskal. Al respecto ver también [GonM79}-Cap.4-2

L
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— Segun se puntualiza en [Agui90] y [Tar83] el método habituaimente asignado
a Sollin ( [BerGH62], [Roy69a] ) fue propuesto inicialmente por Bordvka en 1926
[Bor26], reencontrado por Choquet en 1938 [Cho38]), y luego por Lukasiewicz y
otros en 1951 [LucFP51].

~ Cabe observar también que el método dado en 1957 por Prim [Pﬁm57] habia
sido enunciado en 1936, por Jarnik [Jar36].

Segun se muestra en [Agui90] los 6rdenes de los tiempos de procesamiento de
los algoritmos clasicos de Kruskal, Prim, y Sollin aplicados a un grafo conexo de
orden n con m aristas son, respectivamente, y supuesto que se han dado im-
plementaciones adecuadas : O (m.log(n)); O (n®); O (m.log(log(n)).

Los algoritmos citados pertenecen a la clase de los denominados ingenuos ( o
glotones, o voraces ), es decir, al de aquellos que permiten llegar al éptimo a
través de sucesivos “Optimos locales".

Recordemos que segun se puntualizé en el Prélogo de 1 no todos los algorit-
mos gozan de esta propiedad.

En [Tar83] puede tenerse mayor informacién sobre los algoritmos en cuestion y
sobre otros propuestos para abordar variantes del problema que nos ocupa.

Para mayor informacion sobre esto [HorS76/78], [Maf81], [Roux75], [Roy69al-
Cap.6, [Sah81], [Yao75]..

Por otra parte, en [GonM79]-Cap.4-3 se estudia la busqueda de “arborescen-
cias de peso minimo”.

ALGORITMOS DE KRUSKAL

Antes de enunciarlos observemos :
— que sus reglas basicas estan estrechamente ligadas con las indicadas en
pag.46 para hallar arboles cubrientes.

— que si el conexo G tiene n vértices y m aristas segun cual sea el algoritmo
utilizado habra que retener (n —1) aristas, o eliminar m — (n—1). de ellas.

Kruskal |

Reiterar tanto como sea posible la siguiente regia.
Retener, de entre las aristas de G que no forman ciclo con las ya
retenidas, la de menor valor
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Kruskal i
Reiterar tanto como sea posible la siguiente regla.
Eliminar, de entre las aristas de G aun incluidas en ciclos, la de mayor

valor. 2 5 /

Asi por ejemplo, dado

6
para obtener su arbol cubriente minimo podriamos :
— retener sucesivamente las aristas de valor 1,2,4,5,
o bien
— eliminar sucesivamente las aristas de valor 6,3.

Obviamente, en ambos casos el arbol obtenido es de valor 12.

Para construir el érbol cubriente méximo habria que retener (eliminar) sucesivamente las aristas
de valor 6,5,4,2 ( 1,3). Se obtendria asi uno de valor 17.

Una forma de demostrar el Aigoritmo de Kruskal | es la siguiente.

Si G es de orden n el arbol buscado tiene (n — 1) aristas y por las hipétesis he-
chas sobre las valuaciones de las aristas esta univocamente determinado.
Supongamos que la sucesion de aristas elegidas aplicando la regla indicada es
A= ug,uz, ..., Up-y

Veamos que A es arbol cubriente minimo.

De lo contrario existiria otro arbol cubriente B de menor valor.
Sea entalcaso u; , j > 1 la primera (en el orden que inducen los indices) de
las aristas de A no incluida en B.

Luego, Bu{ u;} contiene un ciclo con al menos una aristas no contenida en A.
Si la notamos b ; podemos afirmar que C =B U { ui}—{b} es arbol cubriente
de G (pues es aciclico con n—1 aristas), pero como el valor de u; es menor que
el de b (de lo contrario al construir A se hubiera elegido b en lugar de u;). ten-
driamos w(C) <w(B), en contradiccion con la supuesta optimalidad de B.
Luego A es minimo.

Otros dos conécidos algoritmos son los ya citados de Sollin-Bordivka, y de Prim-
Jarnik.
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Ambos se basan en la idea de ir agregando, reiteradamente, la arista de menor
valor que conecta determinados pares de subgrafos disjuntos.

Para sus respectivas justificaciones bastaria recordar que las aristas de los ar-
boles minimos son las de menor valor en algin cociclo elemental.

ALGORITMO DE PRIM-JARNIK

En G = (V, U) se elige un vértice v, Se supone H; = (V;,U;) con V; = {vi};
Us = & y se aplica tanto como sea posible la siguiente regla :

Supuesto H;=(V;,U;),i>1,sea u;=[x, y] con x € V; la arista de menor
valor que conecta V; con su complemento, se construye His = (Vier, Ujes ) con

Vi =Viu{y} y Us=U;u {u}, yseloreiterahasta i=n-1.

En [AIbH88] y en [Hu82] se destacan vinculaciones entre este algoritmo, y el de
Dijstra [Dij59], para hallar caminos minimos. Ver también [Gri85] y [Johs84].

ALGORITMO DE SOLLIN-BORUVKA

Puede ser aplicado simultaneamente por varios operadores en un mismo grafo.
Consta de las siguientes regias.

1) Elegir para cada vertice v la arista de menor valor incidente en v, y determi-
nar los subgrafos conexos inducidos por estas aristas.

Si se obtiene una Unica componente conexa se tiene el arbol minimo.

Caso contrario pasar a 2).

2) Construir el multigrafo G’ = (V' ,U’) que tiene por vértices los subgrafos co-
nexos determinados al aplicar 1) y cuyas aristas [A, B] estan en corresponden-
cia biyectiva con las de G de la forma [a, b] con ac A , b e B,

3) Las aristas de G’ se valuan con el valor que tienen sus respectivas corres-
pondientes en G y se vuelve a 1) aplicandola a G’, en lugar de G.

Para dar una idea de las diferencias operativas entre los algoritmos enunciados
aplicaremos todos ellos al siguiente ejemplo.
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Aplicando :

Kruskal |
Kruskal Il

Prim

Sollin

Se retienen, sucesivamente, las aristas de valor 1,2,3,4,5,7,10.
Se eliminan, sucesivamente, las aristas de valor 11,9,8,6.

(A partir de v4 = a). Se eligen sucesivamente las aristas :

[a, b], [a, d], [d, c], [d, g], [a €], [e, 1], [g, h].

Conviniendo en elegir los vértices siguiendo el orden alfabético, en
la primera aplicacidon de la regla 1) se seleccionan las aristas

[a’ b]’ [CY d]’ [e’ ﬂ’ [gl d]’ [hY g]

Ellas determinan las componentes conexas inducidas, respectivamente, por los
conjuntos de veértices: A={a,b};B={e f};C={c d g h} yporaplicacion
de la regla 2) se construye el siguiente multigrafo

A 7 B

C

Ahora, la eleccion de las aristas con valores 5,7, lleva a tener una Gnica compo-
nente, que es el arbol buscado.
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Dichos algoritmos y el propuesto en [CherT76], son expresados, en [T ar83), en
términos de “colorear aristas", respetando las siguientes reglas :

Regla 1 Inicialmente no hay aristas coloreadas.

Regla 2 (azul) Elegir un cociclo sin aristas azules y de entre sus aristas no colo-
readas pintar de azul (aceptar) una de las de menor valor. .

Regla 3 (roja) Elegir un ciclo simple sin aristas rojas y de entre sus aristas no
coloreadas pintar de rojo (rechazar) una de las de mayor valor.

Cuando todas las aristas estén coloreadas, las azules componen un arbol mi-
nimo.

9.3 ALGO MAS SOBRE ARBOLES OPTIMOS

Seguidamente nos referiremos a tres problemas, cada uno de los cuales puede
ser estudiado recurriendo a arboles 6ptimos..

A))
En 1 Cap.5.6. nos hemos referido a la dificultad que presenta resolver el pro-
blema del viajante de comercio.

Veamos ahora como el valor de los ciclos hamiltonianos que lo resuelven se
puede acotar mediante arboles cubrientes éptimos.

Para esto sea x uno cualesquiera de los vértices del digrafo valuado G,y C
uno de los ciclos hamiltonianos que resuelven el problema en cuestion.

La eliminacién de las dos aristas de C incidentes en x lo transforman en una
cadena C’ que es arbol cubriente de G - { x }.

Asi entonces, el valor de C esta acotado inferiormente (superiormente) por el
que resulta de sumar los valores de dicho par de aristas al de los arboles cu-
brientes minimos (maximos) de G —{ x }.

Como para determinar las cotas buscadas se desconoce tal C debemos tomar
en cuenta el valor de todos los pares de aristas incidentes en cada vértice.

Por lo tanto, si con «, ( B, ) notamos al menor (al mayor) de los valores que

se obtienen sumando los valores de los pares de aristas que inciden en x, cual-
quiera sea tendremos las siguientes cotas del valor buscado.
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ax = max, (a, + valor del érbol cubriente minimode G- {x} < w(C)

B =min, ([, + valor del arbol cubriente maximode G- {x} 2 w(C)

En el siguiente ejemplo el menor (mayor) de los valores de los ciclos hamiito-
nianos es 7 ( 9 ), y como el mismo coincide con el de la cota hallada resulta que
la operatoria indicada no es mejorable.

1 X |la arbmin X ﬂ arbmax
a b X X

/ 2 a2 |3 |3 6 a |4 |6 10
6 |2 |4 6 6 |4 |6 10

e 1| 1 2 c 13 |3 5 c 17 |5 9

2 4|z |5 7 413 |6 9
e e |3 |3 6 e |4 |6 10

2 a=7 B =9
B))

Un problema conocido ya en el siglo XVII, que sélo citaremos a titulo informati-
Vo, y que es de interés en la construccion de circuitos impresos, es el del Arbol
Minimo de Steiner.

El mismo consiste, en esencia, en :
Dado en el plano un conjunto de puntos, determinar un arbol que los co-
necte mediante segmentos rectos, y sea de longitud total minima.

En ocasiones se impone ademas que las ramas del arbol a determinar sean
segmentos horizontales, o bien verticaies.

Recordando lo observado en pag.117 resulta inmediato que para mejorar el re-
sultado puede ser conveniente incorporar vértices auxiliares.

Esta cuestion es estudiada, entre otros, en [AhoGH77], [Coc87/70], [DreyW72],
[DuH82], [GilP68], [Haki71], [Han66], [Hwa76], [Melz61].

Cabe destacar ademas el libro [HwaRW892], y que en [Gared77], [GareGJ71], se
estudia la complejidad de los algoritmos inherentes a este problema.

C))
Como tercero de estos problemas consideraremos el relativo a la determinacion
de las rutas MAX-MIN (o bien MIN-MAX) ya citado en 1 Cap.6.6.
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Recordemos al efecto que la busqueda de cadenas min-max (max-min) apunta
a resolver problemas del siguiente tipo :

Dada una red vial, conocida la longitud (la confiabilidad) de cada uno de sus
tramos, y elegidos un par de puntos determinar un recorrido que los conecte y
minimice la mayor de las longitudes ( maximice la menor de las confiabilidades)
de los tramos a recorrer.

En el caso no dirigido estos problemas pueden resolverse, simultaneamente
para todos los pares de puntos, apelando al concepto de arbol cubriente éptimo.

En efecto, cualesquiera sean los vértices p, g, y el arbol cubriente minimo A,
si C es la cadena de extremos p, g, contenida en A, y existe otra cadena C’,
también de extremos p, q toda arista de C’ no contenida en A debe tener valor
mayor o igual que las contenidas en C. Caso contrario A estaria mal hallado.

Razonamientos similares llevan a que los arboles cubrientes maximos faciliten
la determinacion de cadenas max-min.

Asi entonces, y visto que cada uno de los arboles cubrientes conecta todos los
pares de vértices resulta que
Cada arbol cubriente minimo (maximo) determina una cadena MIN-MAX
( MAX-MIN ) de extremos p, q, cualesquiera sean estos vértices.

Para el siguiente grafo valuado, reiteracion del dado en 1 pag.248,

b é d
2
a 5 4 3
5
c 7 e

sus cadenas MIN-MAX de extremos a,e, son :

la de aristas [a, c], [c, d], [d, e] y la de aristas [a, b], [b, c], [c, d], [d, e/

pues todas las otras que los conectan tienen al menos un tramo con “longitud”
mayor que cinco.

Su Unica cadena MAX-MIN de extremos a, e, es la de aristas [a,c] ; [c, e].
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9.4. CODIFICACIONES DE MENOR LONGITUD PROMEDIO

. o« .« . . .z . H
Seguidamente nos referiremos a un problema de minimizacion totalmente dife-
rente de los vistos para el caso de arboles.

Esta vinculado a cuestiones de codificacion y lo estudiaremos mediante ‘arbo-
rescencias binarias estrictas.
Sin dificultades podria extenderse al caso de arborescencias f-arias estrictas.

Para motivar su estudio recordemos que con el fin de almacenar, o de transmitir
informacién, en lugar de los simbolos habituales (letras, numeros, signos de
puntuacion, etc.) pueden adoptarse otras codificaciones, y que al efecto es fre-
cuente recurrir a sucesiones de un alfabeto binario.

Tal el caso del Lenguaje Morse para la transmision telegrafica, o el del Cédigo
ASCIl (American Standard Code for Information Interchange) habitual en Infor-
matica.

Las siguientes arborescencias con arcos etiquetados 0, 1, ejemplifican como se
podrian codificar los simbolos A, B, C, D, asociandolos a las sucesiones de 0 y
de 1 que determinan los caminos desde la raiz hasta la hoja que representa al
simbolo en cuestion.

En nuestro caso, de acuerdo con la codificacién inducida por _4; tendriamos las

codificaciones A=00;B=01;C =10; D =11 ; mientras que con la definida a
partir de 4, tendriamos A=0;B=100;C=101;D=11.

Obviamente

- la longitud de las distintas sucesiones (palabras) codificadoras coincide con
la altura de las respectivas hojas.

- la codificacion generada por 4; pero no la obtenida a partir de 4; es “de
longitud fija”,

-~ aumentando el nimero de hojas pueden darse codificaciones similares para
mayor cantidad de simbolos.
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Adoptando los esquemas anteriores, a cada una de las letras A, B, C, D, co-
rresponde una determinada “palabra binaria”, y con éstas podriamos codificar
faciimente todas las palabras compuestas con dichas letras. '

Asi, por ejemplo, la palabra ABCD resultara codificada 00011011 si se recu-
rrea A;, pero 010010111 empleando 4,. B

Con referencia a la decodificacion de las sucesiones de 0 y 1 notemos que su-
puesto se ha empleado 4; a cada una de las letras A, B, C, D esta asociada
una secuencia de longitud dos y en consecuencia 00011111 codifica ABDD.

En cambio, la misma sucesién 00011111 no podria decodificarse utilizando Az .

Por otro lado, en ninguna de las dos codificaciones anteriores las palabras bina-
rias asignadas a los simbolos son subpalabras iniciales de las de alguna otra
(en tal caso se dice que son “cédigos con propiedad de prefijo”) y esto permite
decodificar sin ambigiiedades, y facilmente, mensajes escritos con ellos.

Nétese que tener “propiedad de prefijo” es condicion suficiente para asegurar una decodifica-
cion univoca, pero no necesaria segun resuita del ejemplo que sigue.

Supuesto que P =0, Q =01, R = 11, en la sucesién 00001111 los tres primeros 0 deben re-
presentar a P, el cuarto podria corresponder a P, o bien a Q, pero la paridad del nimero de 1
consecutivos que la completan hace que la sucesién dada codifique, necesariamente, a la pala-
bra PPPPRR.

Obviamente, la palabra AAAAC sera codificada 0000000010 si se elige la codi-
ficacién A4, pero 0000101 si se opta por la generada a partirde 2, .

Esto nos lleva, de forma natural, a plantear el problema de cémo elegir codifica-
ciones que permitan minimizar “/a longitud promedio de los mensajes”.

Para ello veremos como construir arborescencias binarias estrictas T que hagan
minima la suma w(7) = Zw,.h,. , donde w; es la “frecuencia promedio” (o “pe-
iel

s0”) y h; la altura de la hoja que corresponde al i~ésimo simbolo a codificar.
Parece natural, a tal efecto, asignar “palabras codificadoras mas breves" a los

simbolos que se usan con mas frecuencia, y del método que daremos resulta
que esta idea intuitiva es correcta.
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Como hay un nuimero finito de hojas, también es finita la cantidad de arbores-
cencias y por lo tanto el de valores w(T). Luego dicho 6ptimo es alcanzable. .
t
El algoritmo que daremos responde a la idea de asignar sucesiones mas largas
a los simbolos menos empleados. ‘

Nos llevara a una codificacion de longitudes variables, con propiedad de prefijo.

Para enunciarlo nos referiremos a una arborescencia binaria estricta T, de altu-
ra I* con i-ésima hoja de altura h; , y de peso w;

Lemal
Si la i<sima hoja de T tiene altura h; = /*, su hermano también es hoja.

En efecto, caso contrario su hermano no seria hoja, y no seria cierto que /* es
la mayor de las alturas de las hojas.

Lemall
Si T minimizaw(T), y wy<wzx< ... <w entonces hy>hy 2 ... > hg.

Para la demostracién razonaremos por el absurdo.

Visto que pares de hojas de igual peso pueden suponerse etiquetadas de forma
que se satisfaga lo indicado, bastara limitarse a considerar pares de hojas con
pesos diferentes entre si.

Supuesto que para cierta arborescencia 6ptima T existen hojas r, s, tales que
w,<ws y hr <hs;seaT laque se obtiene intercambiando las hojas r, s.

Como en T’ las alturas de las hojas son hi=h; (r #i #s); h>=hs ;h's=h, :
Zw,- ’hl '—Zwi.h'i = (thr + Ws .hs ) - (th‘r + Ws .h,s) = (Wr - Ws).(hr - hs) > 0
Pero entonces w(T) < w(T) en contradiccién con lo supuesto.

Corolario
En toda “arborescencia 6ptima” las dos hojas de menor peso son hermanas ya
ellas corresponde altura maxima.

Lema Il

Supuesto que T es una arborescencia y T’ la que se obtiene eliminando en T

sus hojas 1, 2, y asignando a su predecesor inmediato el peso w; + w» resulta

que : T es 6ptima para los pesos w; (1 <i< k) siysélosi T’ loes para los
pesos Wi=ws+wz ;[ Wi =W (2<i< (k-1)).

f
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Demostraciéon

En efecto, por hipétesis y lemas anteriores se tiene hy = h, =/*
Ademas, h'y=/*—1; h} =hy,; para 2<j< k-1, dedonde :

k k
W(T) =D w,.h = (Wy+wz) + (wy +wz). (I 1) *D Wb =
i=l i=3
k-1
=(wy+wy)+ Zwi"hi' = (wq + w2)+ w(T)

i=]

METODO DE HUFFMAN [Huf52] ( ver [HorS76/78), [Hu82], [SwaT81] )

Para construir arborescencias binarias estrictas que generen cdédigos binarios
que minimicen “la longitud promedio de los mensajes”.

Las arborescencias buscadas seran construidas a partir de sus hojas, generan-
dose conjuntos de arborescencias que se iran conectando entre si hasta consti-
tuir una sola.

De los datos, o del proceso a seguir, puede ser que en ciertas etapas se pre-
senten “pesos” repetidos.

En tal caso, por cierta ambigiiedad de interpretacién resulta que la arborescen-
cia buscada no estard, en general, univocamente determinada, aunque si su
valor.

Las arborescencia seran obtenidas tras aplicacion reiterada de las siguientes
reglas :

1) Con los “pesos” de las hojas se forma la sucesion Sh=wiswoe<. .. <w,

. Wy +w2
y la arborescencia.
w; & w2
2) Conlos (n— 1) valores (ws + w2), w3, ..., w, se determina, reordenan-

dolos, lasucesion S,;=w; < w>b < .. < Wit

3) Si (n—1)>1 se reitera 1) aplicandolaa S,_,.
Caso contrario la arborescencia construida satisface lo buscado.
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Ejemplo
Supongamos dados los simbolos A, B, C, D, E, F, y que sus “pesos” respecti-
vosson 2,3,5,6, 3,7, ;

Aplicando 1) se tienen la sucesién Sg=2,3,3,5,6,7 S
y la arborescencia '

2 3

Ahora, los “nuevos pesos” a considerar son 3, 5, 6, 7, 5 y aplicando 2) se halla
la sucesion Ss = 3,5,5,6,7,

Para una nueva aplicacion de la regla 1) debe elegirse el par 3, 5, y el 5 puede
pensarse “peso” de una de las hojas, o “peso” de la raiz de la arborescencia
recién construida.

Si suponemos que corresponde al peso de una de las hojas al aplicar el método
se tendra el par de arborescencias

/\ :
2 3 /\
Caso contrario, tendremos la arborescencia 8
5
3
2 3

En ambos casos los nuevos “pesos” lievan a la sucesién S;=5, 6,7, 8.

Reiterando en ambas forestas el procedimiento indicado, se obtendrian, final-
mente las dos arborescencias
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2 3

En las dos el “peso” de laraizes Y w,=26 .y w(T)=> w.h = 65

Etiquetando en ellas con 0 (1) los arcos que llevan a cada hijo izquierdo (dere-
cho) se tienen codificaciones univocamente determinadas, excepto eventual-
mente para simbolos de igual peso.

En particular, en nuestro caso la primera arborescencia nos lleva a :
A=000;,B=001;C=111;D=01;E=110;F =10
0 bien: a la que resulta de intercambiar B con E.

La restante nos llevaa A =0000; B =0001:C=10;D=11: E = 001 yF=01;
o bien, a la que resuita de intercambiar B con E.

En la primera, pero no en la segunda, a los dos simbolos de igual frecuencia (a
saber B, E) corresponden sucesiones binarias de igual longitud.

Los mensajes que contuvieran exactamente una vez cada una de “letras” en
cuestion tendrian por longitud la suma de las alturas de las hojas, y ella seria 16
6 17 segun cual fuera la codificacion adoptada.

El procedimiento que acabamos de considerar se puede extender, sin modificaciones esencia-
les, al caso de arborescencias t-arias estrictas.

También fue estudiado en relacién con “funciones costo” distintas de Ia Zw, ;. y en cuestio-
nes que toman en cuenta restricciones sobre el peso y la altura de sus vértices interiores.

Consultar [GlaK74], [HorS76/78], [Hu82] Cap.5, [Hor84], [ParkS79/80], [SwaT81]-Cap.15
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Seguidamente ejemplificaremos otro de los problemas para cuya resolucion
resulta Gtil el Método de Huffman.

Dadas los conjuntos a={3},b={4,57},c={1,26,8} ordenar en
forma creciente los numeros que los componen, recurriendo para eIIo a
sucesivas comparaciones de pares de conjuntos. :

Las tres formas de abordar su solucién estan esquematizadas en :

a b c a c b b c a

R Y

Conviniendo en tomar como “costo de una comparacién” a la cantidad de nime-
ros involucrados en ella, y puesto que la cantidad de veces que cierto elemento
debe ser comparado coincide con la altura de la hoja en la cual se encuentra,
resuita que :
si w; es la cantidad de elementos de la i-ésima hoja, y h; es su nivel en
la arborescencia, ella contribuye al costo buscado con w;..hi .

Asi entonces, y para el caso planteado los distintos “costos por ordenamiento”
serian 2.(1+3)+4 =12 \\ 2.(1+4)+3 =13 \\ 2.(3+4)+1 =15

En general, el “costo de dichos ordenamientos” estaria dado por Zw,.h, vy la
utilidad del método de Huffman para minimizario es evidente.

El siguiente es otro ejemplo de cuestiones que llevan a vincular arborescencias
binarias estrictas ordenadas, con operaciones binarias aplicadas reiteradamen-
te en una sucesién.

Dada la sucesién 2,3,3,1, las distintas formas en que es posible aplncar en ella
(entre contiguos) una operacién binaria se corresponden con las cinco arbores-
cencias ordenadas binarias estrictas de cuatro hojas dadas en pag.105, y re-
presentativas de las expresiones algebraicas (((2+3)+3)+1) \ ((2+(3+3))+1) \\
((2+3)+(3+1)) W (2+((3+3)+1)) W (2+(3+(3+1))).

Todas suman nueve, pero la situacion es diferente si se trata de evaluar la su-
ma de las “sucesivas sumas de pares de contiguos” involucrados en el proceso.
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En efecto, a partir de (((2+3)+3)+1) tendriamos ((5+3)+1), y de ésta resultaria
(8+1) = 9. Por lo tanto la suma de las sucesivas sumas de pares de contiguos
seria 5+8+9 =22 !
En cambio, a partir de ((2+3)+(3+1)) tendriamos 5+4=9 y la suma que nos
ocupa seria 5+4+9 = 18. f

La correspondencia entre arborescencias binarias estrictas ordenadas, y las
distintas formas de asociar pares de contiguos al aplicar una operacion binaria,
lleva a interpretar a los valores de estas sucesivas sumas parciales como “pe-
sos” de los vértices interiores de la arborescencia repesentativa..

Esto permite asociar lo antedicho a los siguientes esquemas, y otros similares.

9 9

2 3 3 1 2 3 3 1

Generalizando lo antedicho caben las siguientes preguntas :
Dada una sucesién numérica ay, ..., a, ¢ Como disponer los pares de
paréntesis para que la suma de las sucesivas sumas de pares de conti-
guos, resultantes del proceso seguido, sea minima ?

Dada una sucesién numérica ay, ..., a,, y tomando a; como peso de la
i-esima hoja, construir una arborescencia binaria estricta tal que la suma
de los pesos de sus (n — 1) vértices interiores sea minimo.

En [Hu82] - Cap.3 se observa que estos problemas estan relacionados con las
arborescencias lexicograficas, es decir con aquellas en las cuales interesar
tomar en cuenta si el orden con que se enumeran habitualmente los simbolos a
codificar es respetado por la codificacion resultante.

En particular, la codificacion definida por la arborescencia A de pag.128 es

lexicografica pues segun ella a los simbolos A, B, C, D, se asignan, respectiva-
mente, los nimeros binarios 00=0 // 01=1 // 10=2 // 11=3.

En cambio no lo es la definida por la arborescencia A2 pues segln ella D es
codificado 11 = 3 mientras que C lo es 101 = 5.
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Podriamos decir que las arborescencias lexicograficas corresponden al proce-
sos de blsqueda en los diccionarios.

Obviamente, en los textos en castellano la letra A no esta entre las utilizadas
con menor frecuencia, y por lo tanto la metodologia de Huffman apllcada al al-
fabeto espafriol no llevaria a una arborescencia lexicografica.

En cuanto a la construccién de “codificaciones lexicograficas” observemos que

— en [Hu82] Cap.34 se estudia el algoritmo que, recurriendo a la Programa-
cién Dinamica, fue propuesto a tal efecto en [GilM59], y se observa que el
mismo fue mejorado en [Knu71] al reducirse su tiempo de procesamiento

— en [Hu82)-Cap.5 se incluyen, ademas de referencias bibliograficas, una de-
tallada descripcion del algoritmo propuesto por Hu yTucker [HuT71], como
asi también de la modificacidn que le fue introducido en [GarW77].

Al respecto ver también [Knu69].Vol.lll-6.2.2,
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EJERCICIOS

9-1) | R
Determine, recurriendo a los distintos métodos dados el arbol cubriente minimo
( maximo ) del siguiente grafo valuado.

9-2)

Dado un grafo conexo G = (V, U) sea Gy el que se obtiene valuando sus aristas
ujp con w;,y Gz elque resulta de valuarlas con w’= K—w; (K constante)

¢ Puede afirmar que los arboles cubrientes maximos de G, coinciden con los
arboles cubrientes minimos de G, ?

9-3)

¢, Puede darse un grafo G de orden n con al menos (n - 1) aristas de valor
menor que el de cierta arista u; pero tal que v integre todos los arboles cubrien-
tes minimos de G ?

9-4)

Sabemos que si G es un grafo conexo tal que todas sus aristas tienen valores
distintos, G contiene un Gnico arbol cubriente 6ptimo.

¢ Podria afirmar algo similar si en G hubiera exactamente dos aristas de igual
valor ?

9-5)
Demuestre la validez del Algoritmo de Kruskal II.

9-6)

Determine en el grafo del Ejerc.9 -1) una cadena de extremos A, B, en la que el
mayor (menor) valor de las longitudes de sus tramos sea tan pequefio (tan
grande) como posible
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9-7)

Sea A una arborescencia binaria estricta con todas sus hojas de altura /. '
Vea que etiquetando sus arcos izquierdos (derechos) con 0 (1) sus hojas
quedan identificadas por las notaciones binarias de los naturales x tales que :

0 < x < 2. ; Podria darse algo similar en relacidén con otras bases numeéricas ?
!

9-8)

Construya, aplicando la metodologia de Huffman, las arborescencias binarias
estrictas que minimicen la “longitud promedio” de los mensajes a enviar con los
simbolos A, B, C, D, E, F, G, y esto supuesto que sus respectivas frecuencia
son:2, 8,3, 5,86, 3, 10.

Elegida una de ellas :

— ¢ Cual seria la codificacion del simbolo D ?
— Codifique el mensaje ACDGBDBFGBA.

— Decodifique 000011000110001011.

9-9)

Determine una codificacion binaria que, ignorando los acentos, minimice la
longitud de la sucesion que codificaria la frase ; “en ese alto homo habia una
temperatura de mil seiscientos sesenta y seis grados centigrados.”
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CAPITULO 10
COLORABILIDAD y PLANARIDAD

En ocasiones interesa clasificar los vértices (las aristas) de un multigrafo aten-
diendo a caracteristicas o propiedades particulares, y para operar con ellos
(ellas) suele ser util suponer que sus elementos han sido “numerados” o “colo-
reados” bajo ciertas restricciones.

En la seccidén 10.1 daremos algunos pocos resultados sobre esta cuestion.

En las restantes nos referiremos al “Problema de los Cuatro Colores”, ya men-
cionado en 1 y al de los “multi-di-grafos planares” cuyo estudio fue encarado,
en gran parte, con el objeto de resolver dicho problema.

Destaquemos al respecto que si bien, en general, las representaciones topol6-
gicas de los multi-di-grafos sélo tienen caracter ilustrativo, las de aquellos que

son “planares” ; es decir, la de los que admiten “representaciones topoldgicas
limpias” (ver 1 Cap.2) puede ser esencial.

Por eso, a veces, para distinguir entre los multi-di-grafos y sus representaciones
topolégicas nos referiremos a éstas designandolas muiti-di-grafos geométricos.

Algunas breves consideraciones al respecto pueden verse en [LecM69].
10.1. MULTIGRAFOS “COLOREADOS”

A este efecto sélo se admitiran “coloraciones” de los vértices (de las aristas)
tales que a vértices ( aristas ) adyacentes correspondan “colores” diferentes.

Se dice nimero cromatico ( nimero arista cromatico ) del multigrafo G a la
menor cantidad de colores necesarios para colorear sus vértices (sus aristas)
de forma que los ( las ) adyacentes tengan “colores” diferentes.

Notaremos y (G) al ndmero cromético,y w’(G) al nimero arista cromético.
Este uitimo también suele decirse indice cromatico.
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Cuando el nimero cromatico de G sea k diremos que G es k-cromatico ( o k-
coloreable ). Analogamente se introduce el concepto de k-arista cromatico. '

La existencia de bucles impide colorear los vértices con la restriccion que he-
mos indicado, y para el andlisis de tales coloraciones cada conjunto de aristas
paralelas puede substituirse por sélo una de ellas. o
Por lo tanto, para la problematica de las “vértice coloraciones” bastara limitarse
a considerar grafos sin bucles.

Para determinar el valor de estos “nimeros cromaticos” puede recurrirse a la
Programacién Lineal Entera o al Método Booleano de Maghout [Mag59/63].
Al respecto ver [Mars71}-Cap.5 ; [Kau68b}-Cap.3, y el ejemplo de pag.146.

La busqueda de elios suele ser ardua, excepto para el caso de los bipartidos,
situacion en que y (G) = 2.

Recuérdese al respecto que segun se vi6 en 1 pag.108 un multigrafo es biparti-
do (o bicoloreable) si y solo si carece de ciclos de longitud impar.

En [HarHM77] se probd que el numero maximo de bipartidos necesarios
para cubrir un grafo G sin bucles es ] log, (v (G)) [.

Por lo tanto, y a partir del resultado de Appel-Haken segun el cual la conjetura
de los cuatro colores es valida, resulta que para los planares dicho valor es dos.

Es facil ver que :

- el numero cromatico de los grafos discretos es uno, y el de los que contie-
nen aristas (distintas de bucles) es al menos dos.

- w(Kn)=n ; y(C,) esdossines par (bipartido), y tres si n es impar

- si G'c G, y(G) < w(G)

- ¥ (G) es a lo sumo igual al orden de G, y v'(G) igual o mayor que el maxi-
mo numero de aristas incidentes en un mismo vértice.

En cada vértice coloracion de G sus vértices de igual color son independientes
entre si (es decir, son no adyacentes dos a dos).

Ellos constituyen conjuntos estables interiormente (o equivalentemente, inducen’
clanes en el complementario de G).

Por o tanto, y (G) coincide con el menor nimero de clanes disjuntos que
cubren los vértices de su grafo complementario

/
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Por otro lado, y puesto que si G contiene clanes de orden k, para colorear sus
vértices se necesitan al menos k colores, es claro que el nimero croma'ticc; de
G es mayor o igual que el maximo de los 6rdenes de sus clanes. B

Aquellos, para los cuales cualesquiera sean sus subgrafos inducidos vale la
igualdad entre su nimero cromatico y el mayor de los érdenes de sus clanes,
se dicen “grafos perfectos”.

De estos grafos sélo diremos que :

— entre ellos estan los bipartidos, los de intervalo, y los de comparabilidad
— un grafo es perfecto si y sélo si también lo es su complementario [Lov72].

Para mas informacién [Ber75], [BerCh84], [Die96], [Golu80], [Lov83], [Toft66].
Observemos ademas que los Cap.12-15-16 de [Ber70] estan dedicados, res-

pectivamente, al nimero arista cromatico, al nimero cromatico y a los grafos
perfectos.

Antes de dar algunos resultados propios de esta seccion recordemos que segun
hemos convenido, dado un grafo G notaremos :

- G-—{u} alque se obtiene a partir de G eliminandole su arista u,
- Gl al que resuita de “contraer su arista " ; es decir,
de eliminar u, e identificar sus extremos.

Un grafo G se dira contraible a G*, si G* puede obtenerse a partir de G apli-
cando reiteradamente la precedente “contraccién de aristas”

1) Obviamente, si K, es subgrafo de G entonces y (G) > h.
Pero la reciproca sélo es vélida para h =2

En efecto, para h = 3 es invalidada por los ciclos elementales de longitud impar
mayor que tres, y en general por el siguiente y sorprendente resultado.

Para cada entero positivo k existe un grafo k-cromético sin ‘triangulos”.

Esta afirmacion fue alcanzada en diversas oportunidades. Para mayores datos
[CapM78], [CharL79], [Chv74], [Har69b], [Luc79], [Mars71], [Myc55].
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Por otro lado, de [Dir52b/52b/53] resulta que
Si G es 4-cromatico, entonces G tiene subgrafos que son subdivisiones

de K,

Este resultado, cuya demostracion puede reencontrarse en [BonM76] y [Luc79]
verifica parcialmente la siguiente Conjetura de Hadwiger [Hadw43]. B

Si G es k-cromatico, contiene subgrafos “contraibles™ a K .

Esta conjetura esta estrechamente ligada con la de Hajos [Haj61], y ambas son

estudiadas en [Tho88b].
Ver [Ber70], [BonM76], [Die96], [Har69b], [Mars71], [Ore67], [Saa72], [Tut78].

Observemos ademas que la Conjetura de Hadwiger es valida si k € {1, 2, 3, 4} ;
que para k =5 implica la validez de la ya verificada Conjetura de los Cuatro
Colores, y que el reciproco de este resultado fue demostrado en [Wag60/64].

1+V1+8.m

2

En efecto, supuesto k = v (G), y dada una k-coloracion de G, cualesquiera sean
los colores ¢;, ¢; existe al menos una arista con extremos coloreados ¢;, Ci,
(caso contrario ambos colores podrian identificarse y el nimero cromatico de G
seria menos que k) Luego, 2zm > k.(k— 1), y resolviendo K2 -k—-2m < 0
se tiene la solucion indicada.

2) Cualquiera sea el grafo G con m aristas v (G) <

3) Para todo grafo sin bucles, de orden n con m aristas

2
2" <w(G) <1+ 2m(n-1)
n:-2m n

Para G = K, se satisfacen ambas igualdades, y para G = Ks , n > 5, ambas
desigualdades. [CapM78]

4) En [NorG56] se demostro que :
Si G es un grafo sin bucles de orden n, los nimeros cromaticos de G, y

de su complementario G, satisfacen
) 2Vn < w(@)+w(G)<1+n

i) n< wG).pG)< (";1)2

Otras deducciones pueden encontrarse en [CharL79], [CharM71] y [Har69b].

{
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Las cotas indicadas son inmejorables para una infinidad de valores de n.
En particular, la cota superior de i) es alcanzada, por ejemplo, cuando G es K,,,
o su complementario, y la inferiorsi Ges K; 6 Cy. Ly

Analogamente, las de ii) se alcanzan respectivamente con K; y con K,

5) Sielgrafo G carece de buclesy A es el mayor grado de sus vértices,
v(G) <1+A.

Para demostrario indicaremos como obtener una tal “coloracién”.

Al efecto notaremos, arbitrariamente, v;, v2, ..., v, los vértices; asignaremos a
vy el “color 1”7, y en general, a cada v; el primero de los naturales que no esta
en el conjunto S; de los naturales asignados a los v; (i<j) adyacentes de v;.
Como los S;tienen a lo sumo A vértices se necesitan a lo sumo (1+A) colores.

También se lo demuestra por induccion sobre el nimero de vértices.

6) Mejorando el resuitado anterior cabe el siguiente, debido a Brooks [Bro41].
Del mismo resulta que el valor 1+ A sdlo es alcanzado en “un par” de casos.

Si el grafo G carece de bucles, y A es el mayor de los grados de sus

vértices, entonces y (G) < A excepto :

— si A=2 yal menos una de las componentes conexas de G es un
ciclo de longitud impar.

— si A > 2 y al menos una de las componentes conexas de G es un
completo de orden (A +1) ;

casos en los cuales ¢(G)=A+1.

Corolario
— Todo grafo 3 regular sin bucles distinto de K4 es tres vértice colorable.

El resultado de Brooks es deducido en [Ber70] y [Luc79] siguiendo la metodolo-
gia de [MelV69]; y en [BonM76] y [CharlL79] las ideas de [Lov75].

También se lo demuestra en [Brya93], [Die96], [Pon69] y [Wils72].
7) Visto que el nimero cromatico del bipartido K; A es dos, aln para los A

arbitrariamente grandes, resulta que la cota anterior puede diferir mucho
de la exacta.
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Otra, menos dependiente que ella de las caracteristicas locales de G es la que
sigue, debida a [Wilf67]. ‘
Si G es grafo conexo sin bucles y y es el mayor autovalor de su matriz

de adyacencia, entonces y (G) < (1 +y).

/
El Teorema de Perron-Frobenius asegura que y no supera al maximo grado de

los vértices de G, y en consecuencia la cota de Wilf es al menos tan ajustada
como la de Brooks. Ver [Hof70].

En ocasiones cabe preguntarse :

¢, De cuantas formas pueden colorearse con k colores, y con las
restricciones del caso, los vértices de un determinado grafo ?

Para tratar esta cuestion es frecuente recurrir a los “polinomios crométicos”,
nocion ésta introducida por Birkhoff [Birk12] con el fin de abordar el “Problema
de los Cuatro Colores”, y extendida luego al caso de grafos sin bucles por Whit-
ney [Whit32c¢/32d],

Para mayor informacion [Birk34], [Read68], [ReadT88], [Tut54/75/84].

Esta tematica cobr6 interes propio a partir del importante trabajo de Birkhoff y
Lewis [Birkl.46].

Notando, segun es habitual, P(G, k) al nimero de formas en que es posible
colorear con a lo sumo k colores los vértices de G, se constata que :

si G esdiscretode orden n : P(G, k) =K’

si G es el compieto K, : P(G, k) = k.(k—1).(k=2). ... .(k—(n—1))

si Geselciclo Cs : P(G, k) = k.(k=1).(k=2)

si G es un arbol de orden n : P(G, k) = k.(k-1)™"

si G es obtenido a partir de H, agregando un veértice adyacente a todos

los de H, entonces P(G, k) = k. P(H, k- 1).

A grafos isomorfos corresponde un mismo polinomio cromatico.
Para constatar que le reciproca es falsa basta elegir un par de arboles no iso-
morfos de igual orden.

{
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Veamos que
Si G es grafo de orden n, el valor P(G, k) puede reencontrarse

mediante un polinomio en k, de grado n. !

Para ello convengamos en notar « (G, h) al nimero de particiones de los vérti-
ces de G en exactamente h (1 < h < n) subconjuntos estables interioimente,
(es decir, en h conjuntos de vértices sin pares de adyacentes).

Dado un conjunto de k colores ( k > h) hay k.(k — N(k-2)....(k-h+1)
formas de colorear, con las restricciones del caso, a los vértices de cada uno de
dichos « (G, h) conjuntos, y como cada uno de ellas da lugar a una k-coloracién
de G resulta que el nimero de formas en que es posible colorear G con k colo-
res esta dado por el siguiente polinomio en k de grado n.

PG, K) = S k. (k=1)...(k—(h=1) (G, h) 4

hs=l
Otra demostracion, por induccion, puede verse en [Bryag93]-Cap.11.

Reencontremos, a partir de # algunos de los resultados de |a lista anterior

i) Paracuando G =K, y puesto que en este caso « (G, h)=1 para h=n,
Yy a(G, h) =0 en caso contrario, el resultado buscado es inmediato.

i) Para G=Ki2=P; ,a(G h)=1sihe{23}ya(Gh=0 si h=1.
De donde, aplicando # P(G, h) = k.(k-1) + k.(k=1).(k-2) = k.(k=1)? que es

el nimero cromatico de los arboles de orden tres.

iif) Si G es el discreto de orden tres, para h = 1 ypara h=3 vale a(G, h) =1,
mientras que para h = 2 se tiene « (G, h) = 3.
Porlotanto P(G, h) =k +3.k.(k—1) + kik-1).tk—-2) =k

Veamos que P(G, k) = P(G—{u}, k) - P(G/u , k) @

En efecto, siu =[a, b], a # b, las k-coloraciones de G se corresponden biyec-
tivamente con las de G- {u }en las que a, b, tienen colores diferentes, mien-
tras que aquellas de G—{ u} enlas que a, b, tienen igual color se compensan
conlasde G/u.
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En [ReadT88] se muestra como @ nos puede llevar a determinar el nimero
cromatico de cierto G conociendo los de algunos de sus subgrafos.

En particular, notando C, ( T,) al ciclo elemental ( a todo arbol ) dg ordenn :
}’(04 k)= P(Tq k) — P(Cs, k) = k.(k~1)° = k.(k=1).(k=2) = (k=1)* + (k=1). *

Por induccion sobre n puede verse que  P(C, k) = (k—1)" + (—1)".(k— 1)

Si apkP+apsk” +..+ask+a, eselpolinomio cromatico de un grafo, no
necesariamente conexo, sin bucles de orden n con m aristas entonces :

1) p=n
2) ap=1
3) ap=0

4) ap-1=—m

5) los coeficientes a; son de signos alternados.

6) elmenor r con a, ¥ 0 es su numero de componentes conexas
7) siGesconexo, |a/ |2 (n=1)/(r—1)

Las propiedades precedentes no permiten caracterizar a los polinomios que son
“polinomios cromaticos” de algun grafo

Caso contrario k*~ 3.k> + 3.k seria polinomio cromatico de un grafo de orden
cuatro, con tres aristas y dos componentes ; es decir, seria polinomio cromatico
del grafo K3 UKy ; pero el correspondiente a este grafo es k*— 3.k° + 2,12 .

Consultar al respecto [CapM78]-Cap.1, [Har69b}-Cap.12 , [Wilf73].

Veamos ahora como se podria, supuesto que G es un grafo de orden n, con m
aristas, y nimero cromatico p, hallar una de las posibles p coloraciones.

Para ello, sean : B(G) = ( b;;) la matriz de incidencia de G, y M=(m) una
matriz de orden p x n definida por m;; = 1 si el vertice j tiene color iy m;;=0
en caso contrario.

Visto que la existencia de una p-coloracién equivale a que cada cada compo-
nente de M(G).B(G) € { 0, 1} resulta que hallar una p-coloracién equivale a
elegir, de entre las soluciones enteras del siguiente problema de incdgnitas my; |
aquellas en la cuales m;; € {0,7}.

Xmy =l 5 Ym, b,<l ;ie{l,..,n}:je{l,..p};: ke{l .., m
J

i
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El analisis del sistema, y la determinacion de sus soluciones, corresponden a la
Programacién Lineal Entera. y

Obviamente, si hay tantos colores como vértices hay solucion, y esto se refieja

en que si p =n basta elegir como M la matriz identidad
/.

Respecto de las “arista-coloraciones™ es obvio que si A es el nimero maximo
de aristas incidentes en algin vértice de G, entonces y'(G) = A

Mas precisamente, Vizing [Viz64] demostrd que :

Si G admite conjuntos de a lo sumo p aristas paralelas (es p-grafo), care-
cede bucles,y A es el mayor de los grados de sus vértices, entonces
A<Ly'(G) < A+p.
Corolario
Si G es grafo k-regular sin bucles su numero arista cromaticoes k 6 k+1

Para demostraciones del resultado de Vizing ver [Brya93], [CharlL79], [Die96],
[Luc79] o [BonM76], en donde se sigue la de [Four73].

En [Ber70] cuyo Cap.12 esta dedicado a esta tematica se lo reencuentra como
corolario de un resultado mas amplio.

El completo K4 ( K3) permite ver que la precedente cota inferior (superior) no
es mejorable. También en [BeiW73] se dan grafos en los cuales se alcanza la
cota superior.

Otros resultados son :

— Todo multigrafo sin bucles y tres regular y hamiltoniano, es 3-arista coloreable
( suele dedirse que admite una coloracién de Tait )

— Si G es un ciclo de orden n, su nimero arista cromatico es dos si n es par, y
tres sin es impar.

— Si G es un bipartido de grado maximo ¢ entonces y'(G) =q.
Esto permite reencontrar el resultado de 1 pag.42 segun el cual todo grafo
bipartido k-regular, k > 0, es 1-factorisable, y reciprocamente.

En [Shan49] se demostr6 que
Si G es multigrafo carente de bucles, y A es su grado maximo, entonces

, 3.A
v'(G) < [—5—] :
Este resultado es facilmente deducible a partir del de Vizing. (ver [Ber70)).
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El completo K3 muestra que para A= 2 la cota precedente no es mejorabie.
— En[AlaB71}y [Viz64] (ver [CapM78]-Cap.1.3) se demostré que :

Si G es grafo de orden n /
2.[”;1] —15 v G+ (@) < n+ 2.[";2]

0 ¥y (G.w(G) < (n-1).(2 B] -1) ([ x ] parte entera de x)

Todas estas cotas son alcanzables.
Para las cotas inferiores tomar G = K,,, y para las superiores G = K7 1 .

Veamos que el corolario precedente admite la siguiente especificacion
Si n>1 entonces y'(K,)=| n si n es impar.
n-1 sinespar.

Si n es impar ( n > 1) podremos razonar sobre un n-agono regular operando
de acuerdo con lo siguiente :
1) Las aristas de “su contorno” se colorean : 1, 2, ..., n.

2) Cada “arista diagonal [a, b] divide al contorno en dos partes”, una de
ellas con cantidad par de aristas y la otra con nimeo impar, y este sec-
tor tiene, naturalmente, una “arista central”

Asignando a la arista [a, b] el mismo color que el dado a dicha “arista
central” y reiterando esto, se alcanza una (n -~ 7)-arista coloracién de
las incidentes en cada vértice.

1
4\’ visualiza, para n = 5, la aplicaciéon de estas

El esquema

etapas.

3) Ademas y como el “color ausente en x” es el de la “arista central de!l con-
torno” cuando se lo recorre totalmente ( desde x hasta x ) puede afirmar-
se que a vértices diferentes corresponden distintos “colores ausentes”.

Por lo tanto la ‘coloracién asi concretada genera, efectivamente, una n - colora-
cion de las aristas del n-agono.

f
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Si n es par ( n > 2) supondremos que nuestro G = K, fue obtenido agregando
a H=Kp1 un veértice 0 y haciendo que éste sea adyacente de todos los de {-/7
"
Coloreando H segun se acaba de indicar para el caso de los érdenes impares,
y atento a lo observado en 3), el color ausente en cada vértice X de H puede
asignarse a la arista [0, x] y obtener asi una (n—1)-arista coloracién del’ G =K.

Estos resultados como asi también otros similares referidos al “numero arista-
cromatico” y al “nimero total cromatico” de los completos y de los bipartidos
completos se pueden ver en [BehChC67].

Un par de problemas que pueden resolverse apelando a las nociones que aca-
bamos de introducir son :

1) Dado un conjunto de alumnos, y otro de profesores, y conociendo para
cada alumno cuantas entrevistas debe tener con cada profesor ; como
organizar las entrevistas (todas de igual duracion) para terminar con ellas
en el menor tiempo posible ?

Para resolverlo consideremos un multigrafo bipartido con tantas aristas (a; , p,)
como entrevistas debe rendir el alumno a; con el profesor pr, y determinar su
namero arista cromatico.

Cada uno de los colores corresponderia a una de las fechas de entrevistas.

2) Supongamos que A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, integran las cinco subcomi-
siones Sy A ELH WS;:B E F H I, J WSy C,FH IW\Sy:DE G, I\
Ss !B, G, J.

Si cada subcomision debe sesionar durante una hora por semana, y se toma en
cuenta que nadie puede estar presente en reuniones distintas realizadas al
mismo tiempo, ¢ cudl es el menor numero de horas necesarias para el funcio-
namiento de todas ellas ?

Visto que cada par de las cuatro primeras tiene al menos un integrante en co-
mun seran necesarios al menos cuatro horas.

Como Ss carece de elementos en comun con S1 (idem con S; ) ellas pueden
sesionar en simultaneo, y el nimero buscado es cuatro.
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El problema anterior, que es caso particular del que se presenta al considerar la
confeccion de “horarios de clase”, admite la siguiente generalizacién ;

Dado un conjunto S;, i e { 1, ..., h} de situaciones que pueden, o no,
desarrollarse en forma simultanea, ¢ cual es el menor tiempo nece/asario
para satisfacerlas a todas ? I,

Para resolverlo bastara construir un grafo de vértices S;, y aristas [S;,S;] siy
solo siambos S;, S; son incompatibles en el tiempo, y hallar su nimero croma-
tico, numero este que resolvera la cuestion.

Cada vértice coloracion correspondera a una distribucidon horaria de los Si,
compatible con las restricciones, y reciprocamente.

Para el caso anterior corresponde el grafo

S S
1 3 s

a

2 S4

Su numero cromatico es cuatro, y las dos formas de colorear sus vértices con

cuatro colores corresponden a las dos formas en que es posible hacer sesionar
a las cinco subcomisiones en sélo cuatro horas.

Un algoritmo que permite abordar el precedente “time table problem” y acotar el numero croma-
tico de G en términos de los grados de sus vértices puede verse en [WelP67].

A la bibliografia sobre cuestiones de cromaticidad citada pueden agregarse :
[Boli78/79], [BusS65], [Deo74], [Dir53], [FioW77/78), [Gor88], [JenT95], [Ore62]
[Ore67], [Sau71], [TucB0], [Wils78b], [Wilf69].

10.2 PROBLEMA DE LOS CUATRO COLORES y PLANARIDAD

En el Prologo de 1 hemos dicho que ciertas observaciones de los cartografos

del siglo XIX llevaron a la siguiente Conjetura de los Cuatro Colores :

Para colorear cualquier mapa, asignando colores diferentes a paises con
frontera comun, bastan cuatro colores.
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Las dificultades en resolver sobre su validez hicieron de este problema uno de

los mas famosos desafios matematicos. A

Para colorear con las restricciones indicadas el mapa

no alcanzarian tres colores, y por lo tanto no es aceptable una conjetura similar
disminuyendo el nimero de colores necesarios.

Desde 1976, fecha en que Appel y Haken resolvieron por la afirmativa la conje-
tura en cuestion, se sabe que dicho valor cuatro no sélo es necesario sino tam-
bién suficiente. Resumimos tal situacién diciendo

El numero cromético del plano es cuatro.

Veamos que también es cuatro el nimero cromatico de la esfera.
Al efecto, y para justificar que a cada representacién limpia (ver 1 pag.20) de un
multi-di-grafo en un plano puede asignarse otra en una esfera, y que también es

valida la reciproca, basta recurrir a proyecciones estereogréficas .

Para ello, dado en un plano @, un diagrama G representativo del planar G, y
elegida una esfera §' cuyo “polo sur” pertenece a ® pero no incide en curvas de
G bastaria proyectar el esquema G, sobre § y desde su “polo norte".

cuestion.

El siguiente esquema visualiza la corres ndencia
o

Visto que la correspondencia indicada da lugar a una biyeccion entre las “regio-
nes” del plano y de esfera, resulta claro que los respectivos “nameros cromati-
cos” (minimo necesario y suficiente para colorearlas asignando colores distintos
a las regiones adyacentes) de la esfera y del plano coinciden.
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Segun se observé en 1_pag.20 el problema de referencia esta estrechamente
ligado con el estudio de los multi-di-grafos planares; es decir, con el de aquellosl
que admiten representaciones limpias en el plano ( o equivalentemente en la
esfera ). ;

Algunas afirmaciones equivalentes a la conjetura de los cuatro colores se inclu-
yen en [Har69c] y otra lo es en [Whit31]. T

Por otro lado, la nocién “polinomio cromético™ permite dar de ella la siguiente
formulacion : Si G es multigrafo planar, P(G,k) > 0 si ysolosi k> 4.

La resolucion afirmativa de la conjetura de los cuatro colores permite deducir que el siguiente
problema, aparentemente propuesto por Mobius, carece de solucién positiva
Dividir el plano en cinco (o mas) regiones tales que cada dos tengan frontera comun,

En relacién con la problematica que nos ocupa destaquemos que :

A) paradojicamente, el problema en cuestion fue resuelto antes que en el plano
y en la esfera, en “otras superficies mas complicadas”.

En efecto, y ain cuando sobre esto volveremos en 710.7 creemos oportuno des-
tacar que en 1968 Ringel y Youngs completaron detalles de la demostracion de
cierto resultado de Heawood de 1890, que resolvia — en lo esencial — la deter-
minacién del nimero cromatico de las superficies orientables de género g > 1.
Solo desde 1976, después de Appel-Haken, se conoce el numero cromatico de
las superficies orientables de género cero ( plano y esfera ).

B) los paises a considerar deben ser conexos en sentido topologico.

Caso contrario podria darse el siguiente esquema, donde cada uno de los cinco
paises A, B, C, D, E, es fronterizo de los restantes, y para colorearlos con las
restricciones del caso no alcanzarian cuatro colores.

D E

E D

C) no se consideran paises fronterizos aquelios cuyas fronteras se reducen a
puntos aislados.

D) la admision de “paises no conexos” llevaria a a una extensién del problema
que no sera considerado.

fy
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E) reconocer la planaridad de cierta configuracion puede tener interés no sélo
tedrico. Por caso, en ocasion de tener que disefiar “circuitos impresos”. N

El problema que nos ocupa parece haber sido planteado, a mediados del siglo
XIX, por F. Guthrie a su profesor A. De Morgan, del Univ. College (Londres),
pero considerado de interés recién a partir de 1852 cuando De Morgan le escri-
bi6 a W. Hamilton, profesor del Trinity College (Dublin), indicandole que no
habia podido resolverlo.

Luego, en 1878, Cayley volvié sobre el problema en una reunién de la London
Mathematical Society.

Entre los pimeros trabajos dedicados a esta problematica merecen citarse el de
Cayley [Cay79] y los del abogado y eclesiastico Kempe [Kempe79/80] cuya res-
puesta afirmativa a la conjetura se dié por valida durante once anos, hasta que
en 1890, al estudiar una generalizacion del problema en cuestion, Heawood
[HeaS0] mostré que el razonamiento de Kempe era valido para cinco colores,
pero no para cuatro. Ver [TutW72], [WhitT75].

Representaciones del grafo de Heawood que permitio rechazar los argumentos de Kempe pue-
den verse en [CapM78]-pag.7, y en [Saa72).

Tentativas mas recientes, para resolver sobre la conjetura en cuestién, fueron
las de [OreS69/70] y [Stro75], donde se la verifico para mapas con a lo sumo
cuarenta, y con a lo sumo cincuenta y dos paises, respectivamente.

También puede verse las aproximaciones algebraicas de [Bern75] y [Rost76].

Ademas pueden citarse [BigLW76], [Cox57/59], [Gard59/60], [Mars71], [May65],
[RouB92] y [Saa72] donde se enumeran una veintena de trabajos en los que se
abordé esta cuestion.

Finalmente, recién en 1976, Ia Conjetura de los Cuatro Colores fue resuelta por
la afirmativa, por Appel y Haken tras un uso intensivo de equipos de computa-
cion. ( [App76], [AppH76/77al77b/77c/78/89]),

Para lograr su objetivo siguieron ideas de Kempe y redujeron, tras miles de
horas de computacion, la infinidad de mapas posibles a una cantidad finita que
permitié una verificacion satisfactoria, y asi afirmar la validez de |a conjetura.

En [Johs84]-Cap.4 se proponen ejercicios que permiten inferir la metodologia
seguida por Appel-Haken, y en [Ger82]-pag.94 comentarios al respecto.
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| Ot}a demostracion, de dicha conjetura, que también recurre al uso de computa-
doras, y que en [Die96]-pag.121 se indica como mas breve y manejable que la,
de Appel-Haken, fue dada en [RobST96/97]. !

Para mayor informacién al respecto : [Bern77], [Big83], [Die96], [Dir60c/63b],
[Fran39], [Hak77], [KaiS77], [Ore67], [Rin74], [SaaK77], [Tut48b/78], [WooW78].

Ademas del problema de los cuatro colores, otro cuyo estudio lleva al concepto
planaridad es el que plantea el siguiente y conocido entretenimiento.

Supongamos tener tres casas C;, C., C3, y tres fuentes de aprovisio-
namiento F;, Fz, F3. Se pregunta ; sera posible conectar directamen-
te, y en un mismo plano, cada casa con las tres fuentes, y esto de forma
tal que dichas conexiones no se interfieran ?

Es facil ver que la respuesta seria afirmativa si y sélo si fuera posible construir
un grafo bipartido completo K33 de vértices C;,F;, i €{1,2,3}, cuyas aristas
estén representadas en el plano, por curvas continuas que no se intersecten.

De resultados a citar en pag.183, y de los esquemas de pag.160 se puede de-

ducir que en el plano podrian concretarse hasta ocho conexiones sin interferen-
cias, pero que si serian factibles las nueve en un Toro (Anillo Circular).

10.3. CONFIGURACIONES PLANARES

Sabemos que los multigrafos planares fueron caracterizados por el matematico
polaco Kuratowski [Kur30] en términos de subgrafos no permitidos.

De ella cabe la siguiente formulacién.
Un multigrafo G es planar
Siy s6lo si ni Ks, ni K33, estan inmersos en G,
o equivalentemente,
siy s6lo si G no contiene subgrafos homeomorfos con Ks 6 con Ks3.

Para visualizar la situacién reiteremos seguidamente lo dicho en 1 pag.48 en
relacion con ella y el Grafo de Petersen
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e d

El subgrafo obtenido por eliminacién de las aristas [p, r], [d, e] es homeomorfo
del K33 con vértices en las clases {a, g c}{b st}
Asi entonces K33 esta inmerso (o sumergido) en el grafo en consideracion

La idea de Kuratowski de caracterizar a los configuraciones planares en términos de “subgrafos
no permitidos” se mostré Gtil y se extendié a numerosoa casos, en particular al de los grafos
adjuntos (l/ine-graphs) .

Ademas, en [CharGH71] fue utilizada para unificar el estudio de diversas clases de grafos, y ello
les permiti¢ relacionar resuitados sin aparente conexién entre si.

Para demostraciones de la caracterizacion de Kuratowski consuitar [BusS65] o
[Mars71] en donde se sigue la dada en [Ber58] ; o bien, [BonM76] o [CharL79] o
[Har69b] en las cuales se sigue la de [DirS54].

También en [Chen81], [Dick84], [Die96], [Rost76], [Tho80/81], [Tve89] se trata
esta cuestion.

Segun [Gob88]}-pag 141 la caracterizacion asignada a Kuratowski habia sido enunciada, pero
no publicada, tres aflos antes por Pontriaguin. Ver ademas [Bur78}

En [Tho84] se dié un refinamiento del criterio de caracterizacion de Kuratowski.

La operacién de “arista contraccion” (pag.141) llevo a [Wag37], y a [HarT65],
(ver [Charl.79], [Die96], [Har69b]) a dar la siguiente reformulacién de la caracte-
rizacién de Kuratowski.

G es planar si y sélo si no contiene subgrafos contraibles a Ks o K33

Por otro lado, y segln se puntualiza en [Har69b] y [SwaT81], el algoritmo pro-
puesto en [Tut63a] para dibujar grafos provee una demostracion alternativa de
la caracterizacion que nos ocupa.

Otra debida a Whitney [Whit32b/33b/33¢/33d] se dara en pag.176.
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También cabe mencionar la siguiente caracterizacion algebraica propuesta por
Mac-Lane [MacL37a/37b]. Ver [BerGH62), [Deo74], [Die96}, [Ghe61], [Har69b]. ;

Una condicion necesaria y suficiente para la planaridad de G es que con-
tenga una base de ciclos tal que cada anista aparezca en a lo sumo dos

H /
de los ciclos que la componen. .

Las caracterizaciones precitadas son elegantes pero dificiles de manejar, y no
llevaron a enunciar algoritmos utiles al efecto.

En cambio, la dada en [DemMP64] , en términos de cotas del nimero cromatico
de ciertos subgrafos auxiliares, les permitio proponer un buen aigoritmo para
decidir sobre la planaridad de un dado G

Este algoritmo es analizado en [BonM76], [ChalL79], y [Walt84].

Otros fueron propuestos en [HopT71/73/74], [LemEC67] y [Tut63a]. Comenta-
rios sobre ellos en [Deo76], [Read79] 6 [Walt84]-Cap.10.

En [Nis90] y [NisCh88] se incluyen datos sobre otros algoritmos propuestos pa-
ra tratar distintos problemas referidos a grafos planares.

Para el estudio de las configuraciones planares se recurre a resultados propios
de la Topologia, rama esta que segin hemos indicado en ] _Cap.2 incluye el
estudio de “propiedades invariantes bajo transformaciones continuas” : es de-
cir, de “propiedades asociadas a deformaciones que respetan la vecindad".

En cuanto a bibliografia donde se trata esta nocién, y volviendo sobre la dada en 1.pag.19 cite-
mos a [BusSB5], [CouR41), [FréKF46), [Gard60], [Har64/67b), [RouB92], [TucB50], [Tut63a).

Para un analisis mas profundo de ella, como asf también de la relacién existente entre la Teoria
de Grafos y la Topologia Combinatoria podemos citar a [Ger83], [Gibi77], [GroT87], [HIICV32],
[Kai73], [MohT97), [Ore67)], [Pat56], [Rin74], [Sco51/61), [Stal83)], [Veb22], [Whi73], [WhiB78),
[Zyk49).

Creemos Util efectuar el siguiente par de observaciones :

1) Distintas representaciones geométricas de un dado G pueden no ser equiva-
lentes desde un punto de vista topolégico.

Pues puede suceder que no sea factible definir una transformacién continua de
unaenotra. '

/
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Tal el caso de los siguientes pares G;— G, W Gz‘— Gs.

a p 1 i

b q 2
Gy G Gy

Asi entonces, dos representaciones de un mismo grafo planar pueden ser equi-
valentes para la teoria de grafos, pero no para la topologia.

2) Segun veremos en pag.176, al considerar “dualidad planar’, también es po-
sible que dos representaciones planas de un mismo grafo puedan no ser equi-
valentes frente a cuestiones propias de la Teoria de Grafos.

Si bien esta “geometria de la ldmina de goma, sin roturas ni pegamentos” esca-
pa a nuestros alcances algunas de sus propiedades son “ingenuamente eviden-
tes” y seran admitidas como “afirmaciones intuitivas”.

En particular, admitiremos
— que las superficies pueden ser orientables ; o bien, no orientables,

— que todo multi-di-grafo admite representaciones limpias en superficies Sy,
cerradas orientables de género h suficientemente elevado,

- que las superficies S, se pueden ver como “deformaciones elasticas”
(topoldégicamente equivalentes) de las esferas con “h asas”.
( So=esfera, S; =toro, S, = doble toro ).

Una conocida superficie no orientable, que goza de sorprendentes propiedades es la denomi-
nada Cinta de Mdbius.

Informacién sobre ella puede obtenerse en [BusS65}-Cap.4, [CouR41]-CapV-4, [{Gard93}-Cap.ll,
[Kra30]-Vii-4. Para un andlisis mas profundo remitirse a la indicada poco mas arriba..

Con refeencia a las representaciones limpias de los muiti-di-grafos, cabe decir
que todos pueden serlo en ®’. (ver 1 pag.21) y también en superficies orienta-
bles de género suficientemente alto, pero que para toda superficie existen con-
figuraciones que no son inmersibles en ella. [BonM76 - pag.137]
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Se dice (ver [Deo74}-pag.98) que /a inmersion de un planar no separable esta
univocamente determinada cuando todas sus representaciones limpias pueden
hacerse coincidentes mediante rotaciones y deformaciones continuas. /

N

Asi por caso dados los esquemas

y visto que solo uno de ellos tiene una region delimitada por cinco aristas la in-
mersion del grafo que definen no esta univocamente determinada.

Entre los grafos con inmersién nica se incluyen las cadenas y los ciclos.

Cabe ademas citar el siguiente e interesante resultado de Whitney [Whit32b]
cuya demostracion puede reencontrarse en [Tut63a], o en [Fle90]-Cap.lil.

La inmersién en el plano de todo planar 3-conexo esta univocamente
determinada.

En cuanto a las representaciones topolégicas de los multigrafos notemos que :
si G esplanar,y G es una de sus representaciones limpias, las aristas

de G se identifican con arcos de curvas continuas que no se intersectan.
Estollevaa :: G es grafo conexo siy sélo si G lo es en sentido topoldgico.
Los arcos de curva en cuestién fueron estudiados por C.Jordan [Jor69].

Ellos satisfacen numerosos resultados intuitivamente claros, pero dificiles de
demostrar. Algunos seran enumerados a continuacion.

Mas precisamente :

~ se dice Curva de Jordan abierta (cerrada) a todo conjunto de puntos en co-
rrespondencia biunivoca y continua con un segmento de recta (con una circun-
ferencia ).

Asi, “ingenuamente” las Curvas de Jordan abiertas (cerradas) son deformacio-
nes elaticas de segmentos (de ovalos).
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En lo que sigue supondremos que dichas curvas son “planas” ; es decir, que
estan contenidas en un plano, y admitiremos : iy

1) Si J es una Curva de Jordan plana y cerrada, ella particiona al plano que la
contiene en tres regiones, asaber: 7 \\ 79 (el interior de 7) \\ e ,(el exte-
rior de 7). ’

2) Con el concepto usual de distancia, los puntos de la regién 79 estan a dis-
tancia finita, pero no cabe igual afirmacién respecto de los de la regiéon 7J-.

3) Cualquier otra curva continua del mismo plano y con extremos en puntos de
J° yde 7¢ intersecta 7.

4) Cualesquiera dos puntos p, q, de J pueden conectarse por una curva plana
que a excepcidn de p, g, esta contenida totalmente en J%, obienen J-

§) Si J es una curva de Jordan plana cerrada, Y P, q, dos puntos coplanares
con 7 pero no pertenecientes a J, ambos estan en 79 o bien ambos en Je, si
y solo si el segmento de extremos p, g, intersecta a 7 un ndmero par de veces.

6) Si sobre cierta curva de Jordan plana cerrada J hay cuatro puntos g, h, p,

g, dispuestos en ella segun el orden lexicografico, sera factible conectar g con
p. y hcon g, mediante curvas planas que no se intersecten, solo si excluidos
sus extremos una de ellas estaen 79 y la restante en 7.

Nétese que ain cuando estas afirmaciones no son demostrables dentro de la
teoria de grafos, si son aplicables en ésta teoria, pues las representaciones
geométricas de los grafos permiten interpretarlos como conjuntos de curvas.

De 6) se tiene que si sobre una curva de Jordan plana cerrada 7 se tienen seis
puntos g, h, i, p, q, r, dispuestos en orden lexicografico (ver esquema siguiente)

g h i

seria imposible conectar los pares gp \\ h,g W\ ir\\ mediante curvas planas
que no se intersecten, pues al menos dos de las curvas involucradas estarian
en una misma de las regiones del plano que determina J.

De esto resulta que el problema de “/as tres casas y las tres fuentes “ planteado
en pad.154 no admite solucién afirmativa.
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Caso contrario las curvas planas Cy1—~ F1\F; —Co\Co—Fo\Fo = C3\C3- F3\
F3 — C; determinarian una curva plana cerrada que contiene a la secuencia
Cs, F1, C2, F2, C3, F3, yen ella, por las razones anteriores, podrian trazarse
sin intersectarse a lo sumo dos de las tres Ci—F, \F; - C3\Co~F3.

Hemos visto asi, que K33 no es planar.
Procediendo en forma similar podria deducirse que tampoco lo es Ks.

La “Férmula de Euler” (pag.168) nos permitird demostrar de otra forma que ni
Ks  ni K33, son planares.

En cambio, de los esquemas que siguen puede inferirse que ambos Ks, K33
son representables limpiamente en un Toro (Anillo Circular).

Recurriendo a la conocida representacion del Toro como “rectangulo con lados
opuestos debidamente identificados” podriamos poner

b b

-

.
»

{
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Volviendo sobre afirmaciones anteriores y supuesto que G es un multigrafo pla-

no representativo del planar G diremos : ;
aristas de G a los arcos de curva de Jordan que en G corresponden 4

las aristas de G. ,

+

{ ..
caras de G atoda regi6n del plano limitada por aristas y tal que sea co-

nexa en sentido topolégico ; es decir, a toda region Z tal que dos cuales-
quiera de sus puntos puedan conectarse mediante curvas continuas con-

tenidas totalmente en Z.

Si todos los puntos de cierta cara Z; estan ( en la métrica usual de E2) a dis-

tancia finita de un punto prefijado arbitrariamente la cara Z; se dice cara finita
(de G). Caso contrario se dira cara infinita.

Nétese que :

Si G es conexo, G tiene una Unica cara infinita.

Es habitual convenir que existen tantas caras infinitas
como componentes conexas tiene G.

Admitida tal convencién resulta que el grafo discreto de orden n tiene n caras
infinitas, y 0 caras finitas. ‘

Ella permite expresar ciertos resultados con mayor reqularidad, y puede reinter-
pretarse como sobreentendiendo que las distintas componentes conexas son
representadas en planos (en esferas) diferentes.

Nétese que dicha convencién no es la adoptada en [Wils72]-Cap.5-13

Dada una representacion plana se dice :
a) frontera de la cara Z al conjunto de aristas cuyos puntos pertenecen, “en la

topologia usual”, a la clausura de la regién Z pero no a su interior.

b) contorno de la cara Z al subconjunto de aristas de la frontera que constitu-
yen el ciclo que contiene en su interior a la cara Z.

Asi, toda arista pendiente pertenece a fronteras pero no a contornos, y las caras
infinitas tienen fronteras pero no contornos.

Las caras cuyas fronteras tienen aristas comunes se dicen caras adyacentes
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Para el caso dirigido, es decir para el caso de multidigrafos cuyo sostén es un
multigrafo planar, valen afirmaciones similares.

El siguiente esquema representa un multigrafo planar conexo de orden seis,

con siete aristas y tres caras, a saber A, B, C. C 't

B -

Sus dos caras finitas son A, B, y ambas son adyacentes de la cara infinita C,
pero no entre si.
La frontera de C, que es su cara infinita, incluye las siete aristas.

El mismo multigrafo, admite también la representacion

B ‘d
Ahora ;

— la frontera de su cara infinita esta formada por un par de aristas paralelas y
una arista pendiente.

— lafrontera de B incluye seis aristas

— las dos caras finitas son adyacentes entre s, pero soélo una de éstas lo es de
- la infinita.

Noétese que si G es conexo, G1 es una de sus representaciones limpias, y Z,
es una cualesquiera de sus caras finitas, de G puede obtenerse otra represen-
tacion limpia G, para la cual dicha cara Z, deviene infinita, mientras que la ca-
ra infinita de G resulta cara finita en G...

Para ello bastaria aplicar una dobie proyeccion estereografica.

A tal efecto bastaria elegir una esfera S cuyo polo sur fuera un punto interior de ,
la cara Z;  proyectar desde el polo norte de S al multigrafo G1 sobre la esfera.S

y proyectar luego al “esqueleto” asi obtenido desde el polo sur de S sobre un
plano que contenga al polo norte de la esfera y sea paralelo al plano inicial.
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En consecuencia, si bien las caras infinitas tienen fronteras, pero no contornos,
esta caracteristica depende de Ia representacion limpia elegida. y

Esto nos lleva a volver sobre lo observado en pag,157 respecto de posibles
eventuales diferencias entre distintas representaciones topoldgicas: de un mis-
mo planar. L

La doble proyeccion estereografica permite reencontrar las conocidas represen-
taciones planas de los cinco poliedros platénicos (tetraedro, hexaedro, octae-
dro, dodecaedro, icosaedro )

A tal efecto bastaria

1) suponer una esfera S en el interior del poliedro a representar.

2) proyectar desde el centro de S, y sobre su supericie, el poliedro en cuestion,
obteniéndose asi un “esqueleto” representativo del mismo.

3) elegir como Polo Norte un punto interior de alguna de las caras de éste “es-
queleto” y proyectario desde dicho Polo Norte sobre el plano tangente a la esfe-
ra en su Polo Sud.

De tal forma, a las caras del poliedro inicial corresponderian “caras del poliedro
esférico” ; y a éstas, “caras del grafo plano” final.

En particular para los tetraedros, hexaedros, y octaedros, obtendriamos.grafos
3-regulares isomorfos a los siguientes :

&

10.4. ALGUNOS RESULTADOS SOBRE 'PLANARIDAD

Antes de enunciar algunos resultados referidos a multigrafos planares notemos
que, segun se infiere del par de observaciones siguientes, para estudiar el con-
cepto planaridad podriamos, sin pérdida de generalidad, limitarnos a considerar
grafos sin bucles, no separables.
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En efecto, dado cierto multigrafo G es facil ver que :

- laincorporacion a G (o la eliminacion de G) de vértices aislados, o de bucles’
o de aristas pendientes, o de paralelas de alguna otra que se conserva, no
modifica su planaridad. C

— G es planar si y solo si lo son todas sus componentes conexas y éstas lo son
si y solo si también lo son sus respectivos bloques ( conexos, no separables,
maximales ).

Algunos de los resultados que siguen fueron citados en 1 pag.201.

— la validez de la Conjetura de Tait [Tait80/84] segun la cual “fodo grafo planar
3-conexo y 3-regular admite ciclos hamiltonianos”™ hubiera permitido resolver por
la afirmativa la Conjetura de los Cuatro Colores, pero ella fue refutada por Tutte
[Tutd6] al dar un grafo débilmente hamiltoniano de orden 46 que la invalidaba.
Luego se hallaron otros grafos de érdenes menores.

— todo grafo planar 4-conexo es hamiltoniano. [TutS6/77], [Berm78].

— todo grafo plano, sin bucles, con todas sus caras triangulares y sin ciclos de
longitud tres distintos de los que son contornos de sus caras es hamiltoniano.

[Whit31]

— un grafo sin bucles G tiene adjunto planar si y sélo se satisfacen las tres con-
diciones que siguen : G es planar, sus vértices son de grado a lo sumo cuatro y
los de grado cuatro son vértices de corte. [Sed64] (ver [CharlL79])

— todo grafo plano con menos de cuatro “tridngulos” es 3-cara coloreable.
[Gri63], [Har69b).

— el estudio de los 3-regulares hamiltonianos llevé a Bosak [Bos67] a enunciar
cuatro condiciones, tales que la imposibilidad de construir un grafo en el que
ellas se satisfagan implicaria la validez de la conjetura de los cuatro colores.

— en [Grin68] ( [Berm78], [BonM76], [Chal76], [NashW75] ) se di6 la siguiente
condicion necesaria para ser grafo planar hamiltoniano. .
Si G es grafo plano sin bucles con ciclo hamiltoniano H y ci,(d )es
el nimero de caras con fronteras de exactamente i aristas contenidas en

el interior (en el exterior ) de H entonces > (i-2).(c,-d,)=0.
i
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El interés en los grafos planares hamiltonianos se remonta a Whitney [Whit31]

(ver [Har69b]-Cap.12, [Tut72/77]) donde se demostré que ,
Para comprobar la Conjetura de los Cuatro Colores basta limitarse '}/
a comprobario en los planares hamiltonianos.

¢
1]

Obviamente, de este Gltimo resultado se infiere una “simplificacién” del proble-
ma que planteaba la conjetura de los cuatro colores.

Otra “simplificacion” es la que resuita de la siguiente afirmacion.
Si la Conjetura de los Cuatro Colores es vélida para los multigrafos pla-
nos regulares de grado tres, también lo es para el caso general,

Para justificar esta afirmacion, cuya reciproca también es valida, bastara aso-
ciar a cada grafo plano G un “grafo clbico” G cuya k-cara-colorabilidad impli-

que una k-cara-colorabilidad de §.

Para ello :
1) Eliminaremos de G sus eventuales vértices aislados, o pendientes.
2) Sienelveértice x de G inciden solo las aristas l[ax], [x b] a#x #b,
substituiremos dicho par de aristas por la [a, b] (eventualmente a = b)y
eliminaremos x.

La aplicacion reiterada de 1) y 2) nos llevara a un multigrafo G’ ( eventualmente G’ = G ) con
todos sus vértices de grado mayor o igual que tres.

3) “Substituyendo” cada vértice de G’ con grado h, h > 3, porun h-gono,
y modificando incidencias segtin se esboza a continuacion se construye
finalmente un Gs, que satisfard nuestro propésito.

Substituir por

Substituir por
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En general, la “substitucion” indicada lleva a “reemplazar” cada vértice de grado
h >3 por h vértices de grado 3. _

!
Visto que “paises opuestos por el vértice” no se consideran fronterizos se tiene
que la “contraccion de cada h-gono a un punto” hace que cada k-coloracion
admisible de las caras de G de lugar a una k-cara coloracion admisible en G.

Resumiendo [ Las configuraciones planas son 4-cara-colorables, si y sélo si
también lo son las configuraciones planas 3-regulares.

Para mas detalles, o por modificaciones no esenciales del procedimiento indi-
cado ver [BusS65]-pag.87/88, [Brya 93]-pag.169, [Har69b]-pag.133, [Mars71]-
pag.135, [Ore63a]-Cap.9.

10.5 PLANARIDAD Y CROMATICIDAD

Algunos otros resultados sobre cuyas deducciones pueden consultarse [Ber58],
[Brya93], [BusS65], [Fle90], [GolY76], [Har69b], [Stein63d] o [Wils72] son :

A)

(Teorema de los dos colores) Para colorear, con las restricciones del caso, los
paises de un mapa, bastan dos colores si y sélo si su “multigrafo de fronteras”
tiene todos sus vértices de grado par (o sea, si y sélo si es euleriano)

B)

(Teorema de los tres colores) Las regiones de un mapa cubico; (es decir, tal
que su multigrafo asociado carece de bucles y es 3-regular) pueden colorearse
con tres colores si y sélo si cada una de las caras es adyacente de un nimero
par ( o sea, si y sélo si su grafo asociado es bipartido).

C) (Heawood)
Si G es un grafo planar regular de grado tres sin aristas puente y G una de sus
representaciones topoldgicas las tres siguientes afirmaciones son equivalentes.

— las caras de G son cuatro colorables.

— su numero arista cromatico es tres. (admite coloracién de Tait)
— es posible asignar a cada vértice v un valor p(v) e{+1, —1} de forma
tal que supuesto la suma se extiende a todos los vértices del contorno de

cada cara se cumpla Z p(v)=0 (mod.3).
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Asi entonces:

i) Si la frontera de cada una de las caras de G esta constituidas por un nimero
de aristas que es muitiplo de tres, ellas pueden colorearse con cuatro colores. A
i) ldem i) substituyendo multiplo de tres por maltipio de dos

Otro resultado a destacar es .
Todo grafo planar sin bucles puede representarse utilizando sélo

lineas rectas. [Wag36]

En [BusS65]-pag.75/77 y en [Mars71]-p4g.81/83 se reproduce la demostracion
que de este resultado se di6 en [Fary48]. Ver también [Brya93], [Tho88a].

Proposicion 10.5.1
Sea G = (V,U) un multigrafo planar y G una de sus representaciones limpias.
. Los contornos de sus caras finitas constituyen un conjunto maximal de ciclos
elementales linealmente independientes en Z;.
o equivalentemente
Un multigrafo plano contiene tantas caras finitas como indica su numero ci-
clomatico 4 (G) =n-m+p (donde n, m, p, son, respectivamente, su nd-
mero de vértices, de aristas, y de componentes conexas).

Su demostracién por induccién sobre el numero de caras resulta de reiterar en
cada una de sus componentes conexas el argumento que sigue.

Lo afirmado vale si G (conexo) contiene una Unica cara finita.
Si el conexo G tiene k > 2 caras finitas, existe una arista u perteneciente al
contorno de dos de ellas, a las que notaremos Z, , Z, .

G'=G-{u} tiene (k- 1) caras finitas, Y sus contornos, por hipétesis inducti-
va, constituyen una base del espacio de ciclos de G

Substituyendo en este conjunto el que corresponde a la cara Zy uZ, porlos

de las caras Z,, Z,, y puesto que los dos ciclos agregados son diferentes entre
si, e independientes de los restantes, (ninguno contiene la arista u), puede afir-
marse que en G habra k contornos cuyos ciclos asociados son independientes,

y esto termina la demostracién,
Corolarios

1) Para todo multigrafo planar conexo de orden n > 7, con m > 0 aristas se
tiene f=m-n+2
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Pues f supera en uno al nimero de caras finitas, y éste coincide con el
nuamero ciclomatico u(G)=m-n+1 /
2) Elntmero de caras de cada multigrafo planar es independiente de la repre-
sentacion topolégica adoptada. v
3) Siel planar G tiene n vértices, m aristas, y p componentes conexas, §' tie-
ne f=m-n+2.p caras,

En efecto, y por la convencién segtn la cual el nimero de componentes co-
nexas coincide con el de caras imfinitas, si su i-6sima componente G; tiene n;
vértices y m; aristas sunimerodecarases f; =m; —n; + 2

Luego, G tiene » f, =m-—n+2.p caras.

Si no se adoptara la convencién en cuestion la correspondiente
formulaserla f=m—-n+1+p. (ver[Wils72}-Cap.5-13)

La expresidon f—m + n =2 es conocida como Férmula de Euler, ain cuando
hay referencias que indican fue enunciada previamente por Descartes, en 1640,
con motivo de sus estudios en poliedros convexos en 3.

En este contexto se la suele expresar: E; - Ey + Eg =2, donde E; indica el
numero de caras de dimensién i en el poliedro en cuestidn.

De la Férmula de Euler se conocen también demostraciones por induccién so-
bre el nimero de aristas [GolY76), y constructivas ( [HiICV32] ). Ver [Ore67].

Por otro lado, y como todo arbol es un grafo conexo planar cuya unica cara es
la infinita, la conocida relacién m = n — 1 entre sus nimeros de vértices y de
aristas, puede verse como caso particular de la Formula de Euler.

La Férrmula de Euler permite deducir :

a) que K33 no es planar.

Caso contrario aplicandola tendriamos f=m-n+2=9-6+2=5 caras.
Ademas, la frontera de cada cara contendria al menos cuatro aristas, y cada

una de éstas se contaria en dos caras, de donde 4.f < 2.m.

Se tendria asi, 20<18. Absurdo.
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b) Ks no es planar

Si fuera planar tendria f = 10 — § + 2 = 7 caras, y la frontera de cada una de
ellas con al menos tres aristas. i
Razonando en forma similar al caso anterior llegariamos al absurdo 21 < 20.
Puesto que la insercién (remocidn) de vértices de grado dos, en las aristas de G
no afecta el valorde f—m+n se tiene que en a)y b) se reencuentra, par-
cialmente, la conocida caracterizacion de Kuratowski.

Una conocida aplicacién de la Formula de Euler es aquella que la relaciona con
los “poliedros platénicos”.

Nos permitimos observar que ellos eran conocidos ya en épocas anteriores a Platon (428-348
AC), que entonces se les atribufan propiedades misticas, y que durante la Edad Media fueron
tomados como simbolos de la “Armon(a del Universa”.

Los poliedros platénicos son completamente regulares, pues tienen todas sus
caras limitadas por igual cantidad de aristas, y en todos sus vértices inciden un
mismo numero de aristas.

Que sdlo hay cinco poliedros completamente regulares no triviales (tres de ellos
fueron representados en pag.163) se puede deducir tanto con argumentos pro-
pios de la topologia [HilCV32], [Sco51/61], como con razonamientos geometri-
cos [DoérS8], o aplicando la Férmula de Euler a los grafos planos que represen-
tan a sus respectivos “esqueletos” [Charl_.79]. Ver [RouB92]-pag.130/135.

Para justificar lo recién afirmado consideraremos grafos planos conexos, presu-
pondremos que todas sus caras estan limitadas por h > 2 aristas, Yy que en to-
dos sus vértices inciden k > 2 aristas.

De las hipétesis se tiene que 2.m = h.f = k.n. De ello, y de la férmula de Euler,

resulta que 2'—m—m+&m =m .(gk——-w)=2 >0
h k hk

Como h, k, m, son positivos, 2.k— h.k + 2.h > 0
De donde, h.k—2h-2k+4<4 ,y entonces (h-— 2).(k-2) <4.

Como ademas h>3,k23,y (h—2).(k—2) <4 sélo hay cinco pares de
enteros positivos a considerar
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A saber :

- (h=-2)=(tk-2)= dedonde h=k=3 (tetraedro)

- (h=-2)=2 , (k-2)=1 “ h=4, k=3 (hexaedro)

- (h=2)=1 ; (k=2)=2 “ h=3, k=4 (octaedro)

- (h=-2)=3 ; (k=-2)=1 “ h=5, k=3 (dodecaedro)
- (h=-2)=1 ;, (k=-2)=3 “ h=3, k=5 (icosaedro) .

Omitiendo las restricciones h >2, k >2, caben también las siguientes soluciones

para k=2 y h arbitrario, de donde los ciclos elementales Cn.
" k=1y h=2, * el grafo K;.
" k>1y h=2, " los multigrafos de orden dos con
un numero arbitrario.de aristas.

10.6 ALGO MAS SOBRE PLANARES
Veamos algunas otras propiedades de los grafos planares.

Proposicion 10.6.1
Si G es un grafo planar conexo sin bucles, de orden n > 2, con m aristas, y con
f caras, entonces :

a) fs2m/3

b) su grado promedio 2.m/n es menor que seis.
c) en G existe al menos un vértice cuyo grado es a lo sumo cinco.
d) m<3.(n-2).
En efecto, por hipdtesis la frontera de su cara infinita tienen al menos tres aris-

tas, y lo mismo puede afirmarse respecto del contorno de cada una de Sus ca-
ras finitas. Por lo tanto 3.f < 2.m, de donde f< 2.m/3 , Y esto demuestra a).

Si en contradiccién con lo supuesto en b) se tuviera (2.m/n) > 6, y por lo tan-
to n <m/3, porlo visto en a) llegariamos al siguiente absurdo
2=f-m+n < (2m/3)-m+(m/3)=0.

Asi entonces, 2.m < 6.n y de esto se infiere la existencia de al menos un vértice

con grado menor o igual que cinco.

Para justificar d) basta notar que m < 3.n—6 es consecuencia directa de
3.f < 2.m y de la Férmula de Euler.
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Corolario : : .
Un grafo conexo sin bucles de orden n > 2 con m aristas es planar sélo si : / /

1) tiene al menos un vértice con grado a lo sumo cinco.

o soélo si T
2) m< 3.(n-2). T

Se tienen asi un par de condiciones necesarias para la planaridad.
Ellas son faciles de verificar.

Un razonamiento similar al llevado a cabo para demostrar a) de la Prop.10.6.1

permite deducir que
Si G es un grafo planar bipartido con n > 3 vértices y m aristas,
entonces m < 2.n—4. :

Obviamente, lo afirmado en Prop.10.6.1 c) puede reformularse diciendo :
Todo grafo planar sin bucles tiene al menos un vértice de grado menor
que seis,

De ello y recurriendo a la nocién “dualidad geométrica” (ver pag.173) puede in-
ferirse que :
Todo grafo plano tiene al menos una cara cuya frontera tiene a lo sumo
cinco aristas.

Proposicion 10.6.2
Todo grafo planar sin bucles tiene nimero cromaético a lo sumo cinco.

La demostraremos por induccién.

Obviamente, la proposicion es valida para todos aquellos grafos con a lo sumo
cinco vértices.

Para el caso general podemos, sin pérdida de generalidad, suponer que G no
es grafo discreto (pues entonces lo afirmado es inmediato) y que es conexo
(caso contrario bastaria reiterar el razonamiento para cada componente).

Con tales hipétesis y supuesto que x es uno de los vértices de G con grado a

lo sumo cinco ( existe por Prop.10.6.1 ) veamos que si los vértices de las com-
ponentes conexas de G- {x} son cinco coloreables también lo es G

A tal efecto supondremos que para colorear G — { x } son necesarios, a lo su-
mo, los colores a,B8,r,5, ¢.
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Sien el coloreado de G—{x} para los vértices adyacentes de x se emplean
a lo sumo cuatro colores, G podra colorearse sin requerir mas de cinco.

i
:

Caso contrario, supuesto que en G los adyacentes de x son, ordenados en
sentido horario g, b, ¢, d, e, y que a ellos corresponden, respectivamente, los
colores a, fB,y,d,& veamos que es posible, procediendo de acuerdo con

lo siguiente, definir una recoloracién adecuada.

Convengamos en notar G, al subgrafo engendrado por los vértices de colores
a, B, y en forma similar para con los inducidos por otros pares de colores.

Si a, ¢, pertenecen a distintas componentes conexas de G,, enuna de ellas se

intercambian a, y . La nueva coloracion es compatible con las restricciones y
ahora x puede colorearse bien a ,0 bien y . '

Si en cambio a, ¢, pertenecen a una misma componente conexa de G,, los
veértices b, d, no pueden estar conectados en G5, pues por el ordenamiento

elegido las cadenas que los conectan debieran tener, en tal caso, al menos un
vertice de G,, y por lo tanto con dos colores distintos.

Luego, en tal situacion cabe para b, d un razonamiento similar al del caso en
que a, ¢, pertenecian a distintas componentes conexas de G,, . Y previa permu-

tacion de los colores S, 6 en una de las componentes conexas de G €l ver-
tice x podréa colorearse bien £, obien &.

La Prop.10.6.2 y la nocion de “multigrafo dual geométrico™(ver pag.173) permi-
ten deducir el siguiente

Teorema de los cinco colores.

Toda carta geografica puede colorearse, aignando colores diferentes a -
paises fronterizos, con a lo sumo cinco colores.

Esta afirmacién, conocida a partir de los trabajos de Headwood en 1890 puede
también ser obtenida sin recurrir al concepto “dualidad”.
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Veamos ahora que :

Si G y G son grafos complementarios sin bucles de orden n > 10

al menos uno de ellos es no planar. X

.

En efecto, podrian ser planares ambos grafos sélosi m+m = @ y

ademas ambos m , m, fueran menores o iguales que 3.n - 6.
Es decir, s6lo si n* -13.2+24<0 ,y estoimplica n < 10.

Un resultado que lo mejora es el siguiente, debido a [Pic64].
Ver [BusS65]-pag79, [ChaGM79]-Cap.9.

Sean G y G grafos complementarios sin bucles de orden n.
si n < 4 ambos son planares.
si ne {5 6 7} al menos uno de ellos es planar.

si n= 8 tantosi G es planar como sino lo es, G puede o no ser planar.
si n> 8 al menos uno de ellos es no planar.

Asi entonces :

— Los grafos complementarios sin bucles G y G pueden ser ambos planares
sélo si son de orden a lo sumo ocho.

— Todo planar de orden n 2 9 tiene complementario no planar.

Asi, no serian posibles concretar “circuitos impresos a dos ‘caras” de grafos que
contengan Ks.

10.7. PLANARES DUALES
La utilidad del uso de pares de “propiedades duales” es conocida.
En capitulos anteriores hemos considerado algunas vinculadas con las nocio-

nes ciclos \\ cociclos, y otras con las de &rbol \\ coarbol.

Veamos seguidamente otra, definida entre configuraciones planares, y estudia-
da también para el caso de los grafos infinitos [Tho80].

Dado un mulitigrafo planar G, sea G uno de los multigrafos planos que lo repre-
senta limpiamente.

A dicho G se le pueden asociar otros G:*, todos isomorfos entre si, que definen
al muitigrafo dual (geométrico) de G, que notaremos G*.
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Para obtener tales Gi* operaremos segun se indica a continuacién :

— Encada cara Z de § se elige un punto interior Z* que sera uno de los
vértices de Gi*.

t
i

— A cada arista v de G perteneciente a la frontera de las caras Z; » L
(eventualmente Z;=Z;) se le asocia una arista u* con extremos en los

vertices Z;*, Z;* y tal que intersecte v una Unica vez, y a ninguna otra
arista de G.

— Los eventuales vértices aislados de G se reencuentran como vértices
aislados en Gi*.

Asi por ejemplo :
I') eldual del ciclo elemental C, es el multigrafo de orden dos con A aristas.

II') a partir de D

®

G C

podriamos tener los siguientes duales (geométricos)

Véase que :

1— Si G es un multigrafo propiamente dicho, cada Gi* tiene al menos un vérti-
ce de grado dos. '

2 — Sidos caras de G tienen mas de una arista en comun, cada G* es multi-
grafo propiamente dicho.
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3 - Si G es el grafo discreto de orden n, también lo es G*.
4- Gy G* tienen un mismo nimero de componentes conexas.

S — A cada bucle (arista pendiente) de G corresponde una arista pendiente (bu-
cle) en cada G.*. g
Asi entonces, G tiene aristas pendientes (bucles) si y sélo si G* tiene bucles
(aristas pendientes)

6—Si G carece de aristas pendientes, G es h-cara-coloreable siy sélo si su
dual geométrico es h-vértice coloreable.

Haciendo uso explicito de la convencién por la cual G tiene tantas caras infini-
tas como componentes conexas, se tiene que

Los nameros f, m, n, p, de caras, aristas, vértices y componentes de ¢
coinciden, respectivamente, con los n* m*, f*, p* de vértices, aristas. ca-
ras y componentes de G*

Asi entonces
' El nimero ciclomatico u(G)=m-n+ p ( cociclomatico v(G)=n-p)de §
coincide con el nimero cociclomatico ( ciclomatico ) de su dual G*.
En efecto, sabemos que f=n*; m=m* : n=¢ , P=p* y que tanto para
G como para G* se satisface la formula de Euler, f=m—n + 2.p.
Porlotanto 4 (G)= m-n+p =f-p = n*—p* =y (G
v(G)=n-p=f—p*=m—n*+p* = 4(G*

En Ejerc.10 - 40) se propone constatar que los duales de los poliedros platoni-
cos también son poliedros platénicos..

La convencién por la cual hay tantas caras infinitas como componentes conexas
permite decirque G y G** son isomorfos. ( [Die96], [Ore67], [Tor76], [Wils72] )

Si en cambio se conviniera que siempre hay una dnica cara infinita no
podriamos afirmar p =p*, ni Gy G** son isomorfos.
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En particular, si se adoptase esta ultima convencidn tendriamos :

OO0 \/ O

g g* g** g#** = g* ’

De los ejemplos que siguen resulta que los duales geométricos de distintas re-
presentaciones planas de un mismo multigrafo pueden, o no, ser isomorfas.

En efecto, aun cuando los siguientes grafos planos de orden tres, G, G2, Gs
son isomorfos, G:* es isomorfo con G.* pero éstos no lo son con G;*.

G @ gzO< 939—

Otro ejemplo, pero con grafos carentes de bucles podria obtenerse substituyendo en los dados
Gy, G2, G3, sus respectivos bucles por ciclos elementales de longitud h.

Grafos planos isomorfos pueden tener duales (geométricos)
no isomorfos.

Resumiendo :

Puede afirmarse (ver Corol 3 de la siguiente Prop.10.7.1) que son 2- isomorfos.

Esto confirma la observaciéon hecha en pag.157 segun la cual diferentes repre-
sentaciones planas de un mismo G no siempre pueden ser intercambiables
frente a cuestiones topoldgicas, o propias de la teoria de grafos.

En el caso dirigido, si G es un multidigrafo planar, y G es una de sus represen-
taciones limpias, para determinar su multidigrafo dual (geométrico) G* proce-
deremos segun se indica seguidamente.

1) A partir del multigrafo G, sostén de G, y operando como para el caso °
no dirigido. se construye uno de sus duales geométricos G.*

2) Las aristas de G.* se orientan de forma tal que cada arco u* forme
conelarco u e G,y midiéndolo en sentido antihorario, un angulo ¢,
(0<@ <7).
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Los multidigrafos asi hallados son isomorfos y dan lugar al buscado dual (geo-
meétrico) de G. y
Asi por ejemplo, a partir del siguiente multidigrafo de arcos m, n, o, p, g, r, yde
caras A B, C, D

m>/ n—)» .
1A p C
Y
B 9 °
s~

podriamos obtener como dual geométrico

Véase que :

— Sien G el contorno de la cara Z es un circuito, el vértice Z* de G* es de
entrada; o bien, de salida.
En particular, si G tiene bucles suponer en ellos “distinto sentido de recorrido”
conlleva intercambiar entradas por salidad.

— Si G es mulitidigrafo propiamente dicho, G* contiene al menos un vértice con
grado positivo y con grado negativo, ambos iguales a la unidad.

Si G es un muitidigrafo y G: es su sostén, de G.** = G; y de la forma de orien-
tar sus arcos resulta que G** = G.

Asi entonces, la operacion “pasar al dual’ es involutiva en el caso no orientado,
pero anti-involutiva en el caso orientado.
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Proposicion 10.7.1

Si G es un multi-di-grafo plano conexoy G* su dual (geométrico) entonces :
a) Un conjunto de aristas (arcos) determina un ciclo elemental de G siy sélo si
sus correspondientes aristas (arcos) determina un cociclo elemental de G
Ademas, a ciclos independientes se asocian cociclos independientes.

b) ldem a) substituyendo ciclos por circuitos y cociclos por cocircuitos.

Para demostrar a) notemos que :
Todo ciclo elemental uy, ..., u, determina en G una curva de Jordan plana y
cerrada cuyo interior contiene un cierto conjunto M de caras.

Si M* es el conjunto de vértices correspondientes en G* a las caras de M, resul-

ta que el multigrafo inducido por los vértices de M*, y también el inducido por los
de su complemento son conexos, pues en G siempre se puede ( recurriendo

eventualmente a la cara infinita ) “ir desde una cara, a otra”.
Por lo tanto, el conjunto de aristas de G * con un unico extremo en M* define un

cociclo elemental de G* y sdlo resta constatar que dicho cociclo elemental esta
dado por el conjunto uq*, ..., up”.

El caracter involutivo de la operacion dualidad —caso no dirigido— permite justifi-
car la afirmacién que resulta de intercambiar los vocablos ciclo, cociclo.

Ademas, ciclos independientes se corresponden con cociclos independientes.
De a) y en mérito a la forma de orientar los arcos de G* resulta la validez de b).
Corolarios

1) A cada base de ciclos (cociclos) de G se asocia una base de cociclos (ciclos)
de G*.

2) Si G es un multi-di-grafo conexo, los contornos de sus caras finitas determi- -
nan un conjunto maximal de vectores ciclos independientes.

En efecto, los vectores ciclo de sus f; = f— 1 caras finitas son linealmente !
independientes, y por la formula de Euler f=m—-n+ 1= U (G).
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3) Los duales geométricos de G son 2-isomorfos entre si.

En efecto, si G y G2 son duales geométricos de G, cada ciclo elemental’
de G: determina univocamente un cociclo elemental de G, y éste a su vez
un Gnico ciclo elemental de G.. .
Luego los G: y G: son ciclo correspondientes y por lo tanto 2-isomorfos.

4) Las aristas asociadas a las que determinan un arbol cubriente de G determi-
nan en su dual G* un coarbol cubriente, y reciprocamente.

En efecto, si T es arbol cubriente, T carece de ciclos de G y el correspon-
diente T* carece de cociclos. Por lo tanto T* no desconecta G*.

Como ademas T* es maximal con esta propiedad, pues la incorporacién de
alguna arista u* corresponderia a la creacién de un ciclo en Gy por lo tanto

a la de un cociclo en G*, resulta que T* es coarbol de G*.

En particular, si G es el multidigrafo de pag.177:

— al ciclo elemental m ,n ,7 ,s ,0., en cuyo interior estan las caras A, B, C,
corresponde en G* el cociclo de soporte { A*, B*, C* } con arcos adelante
m*, n*, o* s* ,yarco atras r*.

— alcircuito p,q,s de G (contorno de su cara B), corresponde, en G* el
cocircuito de arcos p*,g*,s* todos ellos con vértice inicial en B*.

— el arbol cubriente o ,p ,q ,n se corresponde con el coarbol o* 0¥, q* ,n*.
Las restantes aristas de G* determinan uno de sus arboles cubrientes.

La precedente nocién de dualidad geométrica fue introducida a partir de repre-
sentaciones limpias, y por ello sélo es aplicable a los multigrafos planares; o
sea a los representales limpiamente en “superficies orientables de género cero”.

Para cuando se traten configuraciones no planares podria razonarse en forma
similar tomando en cuenta superficies orientables de género adecuado.

Tambien es posible, para el caso de muitigrafos no necesariamente planares,

introducir un concepto de “dual’ independiente de las representaciones topolé-
gicas adoptadas.

179



Esta nocion, que fue ideada por Whitney [Whit32b/33d] responde a la siguiente
definicion : .
G: es dual (combinatorio) de G; _ si y sélo si entre las aristas de ambos
existe una biyeccion tal que si H; es subgrafo cubriente de G; , y H, es

su correspondiente en Gz entonces u(H,)+v(H,) =v(G,),
(4, v nameros ciclomético y cociclomatico )

7

En particular, volviendo al ejemplo de pagina 177 tendriamos : .
— Si H, es, en G, el subgrafo cubriente de aristas m, n, o, p, q, H, es,en G¥,

el subgrafo r*, s*. Entalcaso u(H,)=1; v(H,)=2.; 1+2=3=v(G".

La prueba de que las nociones “dual geomatrico” y “dual combinatorio” son
equivalentes es, segln se puntualiza en [Deo74]-p4g.107, complicada.
Al respecto consultar [Whit33b/33d], [SesR61].

Admitiendo tal equivalencia seran designadas, simplemente, dual.

En [Whit32b]-Th.29 se demostré que

Un multigrafo es planar si y sélo si tiene dual,
y a partir de dicho resultado se reencontré la caracterizacién de Kuratowski.

La deduccion de este importante resultado puede ser consultada en [SesR61]-
Cap.3, donde se siguen las ideas de Whitney, o en [Deo74}-Cap.5, y [SwaT81]-
Cap.7, donde se siguen las de Parsons [Par71], que conlleva admitir la caracte-
rizacion de Kuratowski.

También se prueba (ver [Deo74]-Cap.5 ) que :

— Losgrafos G y H son, uno dual del otro, si y solo si entre sus aristas hay
una correspondencia biyectiva tal que a ciclos de # asocia cociclos de
G, y reciprocamente.

— Los duales de un planar G son 2-isomorfos entre si, y todo 2-isomorfo de un :

dual de G también es dual de G.

En particular, y como la inmersién de los planares 3-conexos esta univoca
mente determinada (pag.158) resulta que :

Los duales de los planares 3-conexos son isomorfos.
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10.7. TRES “ESTIMADORES DE NO PLANARIDAD”

Seguidamente nos referiremos, muy brevemente, a tres conceptos que podrfah
tomarse como estimadores de “no planaridad”.
Ellos son : menor nimero de cruzamientos \\ espesor \\ género.

,
Se dice nimero de cruzamientos de G ( crossing number ) al menor nimero
de cruzamientos que, tomando en cuenta todas las posibles representaciones
topologicas de G, pudieran tener sus aristas. Lo notaremos cr(G).

Su conocimiento lleva a la buisqueda de “representaciones éptimas”; es decir,
con el menor numero posible de tales cruzamientos. En [Guy72] se observa
que no siempre restricciones de tales representaciones son también dptimas.

En [Guy67/69] y [HarHi63], entre otros, se dedujo que

criK,) < %[g][n;l][n;2j|[n;3] ( [x] significa parte entera de x).

Luego en [Guy72] y [Saa70] se mostrd que para los n < 10 tal cota es exacta.

Por otro lado, de lo visto en [Zar54], y cierta correccién efectuada a su razona-

miento ([Guy69]) se tiene cr(K,q) < {g}[%q}[%][q—;—l:' ([x] parte entera de x).

Posteriormente, en [Kle70], se vié que si min.{ p,q} < 6 dicha cota es exacta.

Obviamente : G es planar siy sélo si cr(G) =0
de cr (Ks3) = cr (Ks) = 1 resulta, nuevamente, que ni Kss,
ni Ks son planares.

En Ejer.10 - 47) se reformulan las cotas cr(K, ) ; cr(K,q ) sin recurrir a la funcién
parte entera.

Se dice espesor ( thickness ) de un muitigrafo G al menor nimero de subgra-
fos planares, arista disjuntos, cuya unién da G. Lo notaremos th(G).

Es claro que los multigrafos planares coinciden con los de espesor uno.
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La determinacion del “espesor de G” sélo fue resuelto para algunas pocas cla-
ses de multigrafos.

Obviamente, el problema de “determinar el espesor de cierto multigrafo” esta
ligado con el de su “descomposicion en subgrafos arista disjuntos” al-cual nos
hemos referido en 1 pag.57/58, y en 8.6, al considerar la arboricidad de los mul-
tigrafos.

Naturalmente, los multigrafos G tales que th(G) = 2 se dicen biplanares, y tan-
to ellos como los planares son de interés al disefiar “circuitos impresos”.

En [BatHK62] y [Tut63b], entre otros, se mostré que Ky es el grafo de menor
orden que no es planar, ni biplanar.

En [Bei67a], donde se reiteran resultados de [BeiHM64), se muestra que

— cualquier grafo no planar es homeomorfo a un biplanar.

~ el espesor de los grafos sin bucles de orden n > 3, con m aristas esta

acotado inferiormente por } m y por m [ si es bipartido.
3.n-6 2n-4

En ocasiones ellas son estrictas. (] x [ denota al menor entero no menor que x )

A su vez, de resultados obtenidos en [AleG76], [BatHK62] y [Vas76] , donde
ademas se completaron algunos otros dados en [Bei67b] y [BeiH64/65a) resulta
que
th(K,) = 3 sine{9 10}
n+7

J caso contrario, excepto posiblemente para ciertos

valores n =4 (mod.6). ([x] significa parte entera de x )
Asi entonces, y para los “no plares esenciales” th(Ks) =2 ; th(Ks3) = 2.

En [Bei69] se recopilan resultados que mejoran algunos de los recién citados, y
se consideran otros que involucran superficies distintas del plano.

Para mas informacion sobre el precedente par de parametros o sobre extensio-
nes de ellos se pueden consultar ademas [BeiH65b], [Charl79], [Har64/69b]), |
[ErdG73], [Guy70], [Tut63d/70], [WhiB78].
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Visto que todo multigrafo admite representaciones limpias en alguna superficie
cerrada orientable S5, con h suficientemente elevado, es natural decir multigra-
fo de género (genus) h a los que pueden ser inmersos en una i pero no'én
las Sy, con h’< h.

+

,
El “género” de G es menor o igual que su nimero de cruzamientos y puede ver-
se como el "menor nimero de asas” que debe tener una superficie orientable
para poder representario limpiamente en ella.

El género de G esta bien definido. Los “planares” son de género cero, mientras
que los “toroidales” (como el K5 y el K33 ) son de género uno.

Determinar el género de los grafos es, en general, un problema dificil.

Se sabe ( [WhiB78]-Th 5.3, [Wils72]-pag.71 ) que si G es un grafo conexo sin
bucles, de orden n > 3 con m aristas, su género esta acotado inferiormente

por :l-é (m-3.n+ 6)[ , Y por ]%(m -2.n+ 4){ si ademas carece de “triangulos”,

('significa ] x [ igual al menor entero no menor que x ).

Heawood supuso que las cotas anteriores no eran mejorables, y esto fue con-
firmado parcialmente en 1965 por Ringel [Rin65] al demostrar que el género del

bipartido K,, es :li— (p-2).(qg- 2)[ (] x [ igual al menor entero no menor que x).

El problema andlogo para el caso de los grafos completos mostré ser mas difi-
cil de resolver. S6lo en 1968, Ringel y Youngs pudieron llegar a una confirma-

cién similar al mostrar que el género de K, es Jé (n-3).(n- 4)[ .

En realidad, los estudios que en ocasion de analizar el trabajo de Kempe permi-
tieron a Heawood constatar la validez de una supuesta“conjetura de cinco colo-
res, lo llevaron a mostrar que el nimero cromatico de las superficies de género

h >1 esta acotado superiormente por BU ++/1+48.h ):l si la superficie es

orientable, y por [—;—(7 ++1+24.h ):‘ si no lo es. ( [x] denota parte entera de x ).

Heawood conjeturé que dichas cotas del nimero cromatico podian alcanzarse,
y constatarlo requirié de un largo y arduo esfuerzo.

183



La solucién p;r la afirmativa de este “Problema de Headwood” sélo fue resuelto
en 1968, por Ringel y Youngs. [RinY68a/69a/63b)].

Para informacion sobre esta tematica ver [Whi73/78] y [You67/70], como asi
también [BusS65], [Charl79], [Dir56]}, [GroT87], [Har69b], [MohT97], [Rin59/74].

Remarquemos que aun cuando el resultado de Appel y Haken :
El namero cromético del plano (y de la esfera) es cuatro,

podria parecer caso particular, para h = 0, del de Ringe! y Youngs que acaba-
mos de citar, debe destacarse que esto no es correcto, pues el proceso deduc-
tivo que llevé a este Gltimo presupone h > 1.

Asi, el caso de los grafos planares ( h = 0) fue resuelto en 1976, mien-
tras que el de aquellos grafos de género h > 1 lo habia sido en 1968, y
en gran medida en 1890.

Resumiendo, y volviendo sobre lo afirmado en pag.152, resulta que la determi-
nacion del numero cromatico del plano y de la esfera exigié mayores esfuerzos
que la evaluacioén de dicho parametro para las otras superficies orientables.

Si G es de género h, las representaciones limpias de G en Sy también permiten construir dua-
les geométricos G*, y pueden demostrarse afirmaciones parcialmente similares a las deducibles
para el caso en que G es planar.

Asl por ejemplo, si el conexo G es de género h los cociclos de G se corresponden con los ci-
clos de G*, pero hay r(G), (0 < r(G) < 2.h ) ciclos independientes en G que no corresponden
a cociclos de G* .( ver [BerGH62]-pag. 140 ; [Ghe61}-pag.114 ).

En estas circunstancias cabe la siguiente generalizacion de la Férmula de Euler
Si el multigrafo G es conexo de orden n, con m aristas, f caras y esta inmerso en una
superficie de género h, entonces :
f-m+n=2-2h siseestsdenuna superficie orientable
f-m+n=2~h en caso contrario.

Alvalor f—m +n se le dice caracteristica de Ia supefficie.
Ella es dos para el caso del plano y la esfera, uno para la cinta de Mobius y cero para el toro

De las cotas deducidas por Heawood, para cuando h=1, resulta que seis (siete)
colores alcan;an para colorear, con las restricciones del caso, cualquier mapa
dibujado sobre una Cinta de Mébius (un Toro).
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Para constatar que estas cotas no son mejorables volveremos a recurrir a la
representacion habitual de la Cinta de Mébius, y del Toro, como “rectangulo ddn
lados opuestos adecuadamente identificados” y a los siguientes mapas dibuja-
dos en ellos. "

b

Asi entonces, el nimero cromatico del Toro es siete, y el de la Cinta de Mdbius
es seis.
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EJERCICIOS

14

10 -1) :
Determine el nimero cromatico y el nimero arista cromatico del Grafo de Pe-
tersen, dado en pag.155.%

10-2)
Muestre que :
— todo natural es nimero cromatico (ntimero arista cromatico) de algun grafo.

— pueden darse los tres casos : w(G) <y'(G) , w(G) =v'(G) , w(G) > v'(G) .

10 - 3)
Vea que :
— y(G)=2 siysoblosi G es bipartido (carece de ciclos de longitud impar).

— w(G) coincide con el orden de G siy sélo si G = K,,

— excepto G sea el grafo discreto, su nimero cromatico coincide con el de los
obtenidos a partir de G incorporandole aristas pendientes.

10-4)
Determine el polinomio cromatico de los grafos C4 = Kz ; Cs ; Kz 3.

Idem de los siguientes <..___

10 - 5)

P
Vea que si G tiene p componentes conexas G; ; P(G,k) =HP(G,.,k).
i=1

10 - 6)
¢, Como puede determinarse el niumero cromético de un dado G a partir de su
polinomio cromatico ?

10-7)
Muestre, aplicando el Teorema de Brooks, que si G es un grafo regular tal que
w(G)+y(G)=n+1 entonces : G es el discreto de orden n: o el completo K, ;

o un ciclo elemental de longitud impar.
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10 - 8)
Un grafo se dice k-cromatico critico si tiene nimero cromatico k y quitandole
un vértice arbitrario se obtiene un grafo cuyo nimero cromatico es (k— 1).

Vea que si G es k-cromatico critico entonces :
— G es conexo y carece de vértices de corte.
— todos sus vértices tienen grado mayor que (k —2).

10-9)
Vea que todo grafo k-cromatico contiene un subgrafo k-cromatico critico.

10-10)
¢, Puede dar un grafo 4-cromatico critico distinto de K4 ?

10 -11)
Vea que todo multigrafo sin bucles 3-regular hamiltoniano, es tres arista colora-
ble (es decir, admite una "coloracién de Tait");

10 -12)

Vea que si G es multigrafo planar 3-cara colorable también lo es el que se ob-
tiene a partir de G substituyendo sus aristas por pares de aristas paralelas con
los mimos vértices extremos.

¢, Puede afirmarse lo mismo si G es 2-cara colorable ?

10-13)
Muestre que si G es un grafo sin bucles k-regular de orden impar, su nimero
arista cromatico es k+1. Asi, si n esimpar y'(K,)=n.

10 -14)
Demuestre que si G es un grafo sin bucles, su nimero arista cromatico coincide
con el nimero cromatico de su adjunto.

10 -15)

Sea G de orden n con m aristas. Vea que y'(G) > , [x] parte entera de x.

m
(/2]
10 -16)

Sea G un grafo sin bucles en el cual todo vértice, excepto uno, tiene grado d.

Muestre que si G puede ser arista coloreado con d colores, entonces G es de
orden impar y tiene un vértice de grado nulo.
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10 -17)

Se debe organizar un congreso al que asistiran los cientificos A,B,C,D,E,F, G,y
se sabe que entre ellos no estan en buenas relaciones los pares A, B\ A, D \\
A EVNWB, CUWB DWB EWB FVAC, DWC F\C,GW\D,EVWD,G\F, G

¢ Seran suficientes cuatro hoteles para alojarlos de forma que no haya en un
mismo hotel dos que tengan conflictos entre si ? ’

10-18)

Suponga que en la tabla se indican cuales de los elementos A,B,C,D,E,F,G,H,l,
se deben ensamblar para obtener los productos Pi(1<i<7),y que se quiere
organizar una muestra de todos los productos que es posible construir.-

A|BIC|D|E|F|G|H]|I
P1**** »* *
P2* * * *

P3 * * *
P4 * * * *

P5 * *
P6 * *x * *
P7 * *

¢ Cuantos dias debe durar la exposicion, como minimo, si sélo se dispone de
una unidad de cada uno de los elementos a utilizar, y cada armado—desarmado
de los productos requiere de un dia ?.

¢ Hay una unica forma de organizar exposiciones de menor duracién ?

10-19)

Una Comision Directiva tiene quince subcomisiones, y cada una de ellas debe
reunirse una hora por semana. Se quiere establecer un horario de reuniones
que minimice el nimero de horas semanales ocupadas respetando que nadie
puede estar presente en dos reuniones realizadas al mismo tiempo.

¢ Podria plantear su resolucién como problema de grafos vértice coloreados ?

10 - 20)

Un campo puede dividirse entre tres hermanos de forma que cada uno de ellos
sea vecino de los otros dos

¢, Puede afirmar lo mismo si los hermanos son cuatro ? Idem cinco ?

10-21)
Sea Tun arboly G = T2 Vea que G es planar si y sélo si ningtn vértice de T
tiene grado mayor que tres.

f

189



10 - 22)

Muestre que :

— son planares todos los grafos aciclicos, todos los multigrafos de orden n < 4
y todos los de orden cinco distintos de Ks.

~ K,q €s planarsiy soélosi inf.(p,q) € { 1,2}.

— G es planar si y sélo si lo son cada uno de sus bloques.

— un grafo planar tiene vértices de corte si y sélo si también los tiene su dual

?

10 - 23)

Suponga que las siguientes lineas son parte de una misma Curva de Jordan
Cerrada C, y que A esta en el interior de dicha curva. ; En que region esta B
? o equivalentemente ¢ Es posible ir desde A hasta B sin cruzar C ?

— 1\ B

h

4
ﬂQD

—

10 - 24)
Deduzca la Férmuia de Euler por induccion sobre el nimero de aristas.

10 - 25)
Demuestre que si G es grafo planar bipartido de orden n > 3 con m aristas en-
tonces m < 2.n- 4.

10 - 26)
¢, Puede extenerse la Prop.10.6.2 al caso en que se admiten aristas paralelas ?

10 - 27)
Pruebe que todo grafo planar conexo sin bucles con menos de doce vértices
tiene al menos un vértice de grado a lo sumo cuatro.

10.- 28)

Muestre que si G es grafo planar de orden n con m aristas que contiene ciclos,
y éstos tienen al menos raristas, entonces (r—2).m < r.(n - 2).
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10 - 29) _
Vea que el maximo numero posible de regiones planas contiguas dos a dos’es
tambien el nimero maximo de puntos del plano tales que cada dos son extre-
mos de curvas planas que no se intersectan entre si. :

10 - 30)

Sea G un grafo planar conexo cuyos vértices tienen grados 2,2,2,3,3,3,4,4,5.

¢, Cuantos vértices, aristas y caras tiene G ?

10 - 31)
¢ Que puede decir del nimero de vértices de un mapa que contiene doscientos
paises tales que cada uno de elios limita con cinco ?

10-32)

Suponga sobre una esfera un grafo h-regular sin bucles con m aristas, gue con-
tiene n vertices y f caras, cada una de ellas limitada por k aristas.

Veaque h.n=2.m=kf

10 - 33)
Sea G un multigrafo plano conexo. Pruebe que sus caras pueden ser colorea-
das, con las restricciones del caso, con dos colores si y sélo si G es euleriano.

10 - 34)

Si en una circunferencia se eligen 2.p puntos y con extremos en ellos se trazan
p curvas que no se intersectan entre si quedan determinadas 2.p+7 regiones
interiores a la circunferencia. Muestre que para colorearlas dando colores dife-
rentes a las adyacentes, bastan dos colores.

10 - 35)
¢, Puede darse un grafo sin bucles, planar regular de grado seis ?
¢ Vale la misma respuesta si se admiten bucles (aristas paralelas) ?

10 - 36)
Sea G un multigrafo planar de orden n, con m aristas y f caras. Vea que :
k.(f-2)

a) sien cada vértice inciden al menos k> 3 aristas, m < P

b) sila frontera de cada una de sus caras tiene al menos k> 3 aristas,
entontonces G es grafo sin bucles, y m < f%;—z)

191



10-37)
Vea que todo grafo planar cubico tiene al menos una cara cuyo contorno tiene a
lo sumo cinco aristas. !

10 - 38) o

Admitiendo la extension de la Férmula de Euler f-m +n=2-2.g (g =género
de la superficie ) vea que el género de los grafos sin bucles de orden n >4
con m aristas satisface 6.g > |m—-3.n+6[. (]x[menorentero no menor que x)

10 - 39)
Vea que la operacion de arista contraccién (definida en pag.141) permite dedu-
cir que G es planar si y sélo si no contiene subgrafos contraibles a Ks 6 Kjgs.

10 - 40)

Explicite los parametros n, m, f, h, k de los poliedros platénicos, y determine
para cada uno de ellos cual es el que corresponde al dual de su grafo poliedral.
Vea que, en particular, el tetraedro es auto-dual.

10 - 41)

Si en un circulo se traza una cuerda el mismo queda dividido en dos regiones.
Si se trazan dos cuerdas sin extremos comunes, el circulo queda dividido en
cuatro, o bien en tres regiones, segun que las cuerdas se intersecten, o no, en
puntos interiores del circulo.

Generalizando, suponga que a un circulo se le trazan ¢ cuerdas cuyos respec-
tivos extremos son distintos dos a dos, que dichas cuerdas se intersectan en p
puntos interiores del circulo, y que en cada uno de estos puntos sélo se cortan
dos de las cuerdas.

¢, Puede decir en cuantas regiones ha quedado dividido el circulo ?
¢ Seria valido el resultado anterior si también se admitieran cuerdas con extre-
mos coincidentes en un mismo punto de la circunferencia ?

10-42)
Represente al menos dos duales (geométricos) del siguiente grafo, y constate lo
afirmado en Prop.10.7.1 y corolarios.

®
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10 - 43)
Idem ejercicio anterior, respecto de algtin digrafo obtenido a partir del mismo.

10 - 44)
Los siguientes grafos de orden cuatro son isomorfos. ;, Puede afirmar Io mismo
respecto de sus respectivos duales (geométricos) ?

o s

10 - 45)
Constate que Ky es isomorfo a su dual (geomeétrico), y que los planares
autoduales de orden n contienen m=2.(n—1)=2.(f- 1) aristas.

10 - 46)
Sea G el grafo constituido por un bucle y h vértices aislados. Halle su dual, y
vea que en ambos se cumple la formula de Euler extendida f=m—n + 2.p.

10 - 47)
Sea G un multigrafo plano de orden n con m aristas, y G* uno de sus duales
(geometricos). Muestre que :

a) G™es multigrafo propiamente dicho si y sélo si existen al menos dos

caras de G cuyas fronteras tienen mas de una arista en comun.

b) cada cara finita de G* "contiene" exactamente un vértice de G.

c) si ambos G, G* sonisomorfos m=2n-2=2f-2.

d) G contiene vértices de corte si y s6lo si también los admite G*,

10 - 48)
Vea que las cotas del nimero de cruzamientos de K, ( K,,.) dadas en pag.181
pueden reformularse poniendo :

criKn) < | (n.(n—2)%(n-4)) /64 n par
((n—1)>%(n-3)?)/64 n impar
cr(Kmn) < (m.n.(n—2).(m-2))/16 n, m, pares
cr(Kap2q) < p.G—1).(q=1) W cr(Koper, 2g+41) < P2 G2
cr(Kap, 201) < p.(p— 1).G%

..,
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CAPITULO 11
FLUJOS CANALIZADOS Y APLICACIONES '

Este capitulo pretende ser de introduccién a la teoria y al uso de conceptos que
se muestran sumamente eficaces.

La nocién “flujo” (mas precisamente “flujo canalizado”) que utilizaremos sera util
para abordar el estudio de problemas de optimizacién sujetos a restricciones
lineales cuyo caracter particular permite resolverlos con métodos mas simples y
directos que los propios de la Programacién Lineal.

Ademas, la “dualidad” ( propia de la Programacion Lineal ) permitiria asociar
problemas relativos a “flujos” con otros que pueden enunciarse en términos de
“tensiones”. A éstos nos referiremos sélo muy ocasionalmente.

Demostraciones, e informaciones mas precisa sobre los resultados a dar pueden hallarse en
[Agui90], [AhuMOB89/93], [BazJ77], [Bec64b], [Ber58/61/70], [BerGH62), [BonM76], [BusS65],
[Charl.79], [Chig3], [Deo74], [Die96], [Dig77], [Dofi82], [FauRT76], [FordF62], [Fra66), [FraF71],
[Ful66], [GassS58], [GhoH64], [GonM79), [Had63), [Hu69], [Iri69], [JauMA71], [Law76], [Roc84],
[Roy69a], [Ruhe91], [Sak84a/84b], [SesR61], [Sim62), [Tuc8Q], [Walt84] y en las publicaciones
presentadas en el Congreso de Pisa [GallS86],.entre las que destacamos [GloGK86] y [Tar86].

11.1. INTRODUCCION

En lo que sigue nos referiremos a problemas en los cuales
cabe imaginar cierto bien que circula en estado de régimen, sin variar su
cantidad total, excepto quizas en algunos puntos prefijados.

Segun veremos, los valores de un tal “flujo” podran corresponder tanto a cauda-
les de un fluido en circulacion, como al nimero de vehiculos que en cada ins-
tante transita por determinado tramo de la red, o a correspondencias biyectivas
en problemas de indole combinatoria.

Entre estos dltimos se incluirian también ciertos problemas de “asignacion” (o

“distribucion”), y una generalizacion de ellos llevaria al “problema del transporte”
del cual daremos un esbozo en 11.9.
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Los tramos de las “redes” en las cuales el bien en cuestién se desplaza pueden,
o no, tener sentido de circulacion prefijado. ,
Los casos en los que el sentido de circulacién no esta predeterminados se po-
drian estudiar, en principio, en grafos. C
De ellos nos ocuparemos, brevemente, en la Seccién 71.6..

I4

Para el caso dirigido algunas aplicaciones tipicas de la nocion a estudiar son

1)

Dada una red de distribucién, asignados a cada uno de sus tramos sentido de
circulacion y las cotas ( inferior, superior ) del “volumen” que puede fluir por
ellos en cada unidad de tiempo, podemos preguntarnos:

— es posible la “circulacion” de algun fluido en forma conservativa, respetando
las canalizaciones y los sentidos prefijados ?

— en tal caso, si ademas hay dos puntos distinguidos f, s, cual es el mayor (el
menor) “volumen” que puede (debe) enviarse desde f hasta s ?

Si ademas se conoce, para cada uno de los tramos, el “costo unitario por circu-
lacién” puede ser de interes hallar “circulaciones a costo minimo (maximo) .

2)

Programar una distribucibn de mercaderias, respetando las restricciones de
canalizacion de la red a utilizar, y las de aprovisionamiento y demanda que co-
rrespondan.

3)

Dados p obreros y q tareas, y supuesto que para cada uno de los obreros se
conocen cuales son las tareas que es capaz de ejecutar, determinar el nimero
maximo de tareas que pueden realizarse simultaneamente, y elegir una asigna-
cién adecuada al efecto.

Si ademas el rendimiento de los obreros varia con las tareas por realizar, como
optimizar la asignacion ?

4)
Ademas, entre otros resultados combinatorios dicha nocién permitiria resolver la
siguiente pregunta.

Dada una aplicacion f: P— Q ¢ cuando sera posible afirmar la existen-
cia de una biyeccion ¢ incluidaen f ?
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11.2. FLUJOS ( CANALIZADOS ) Y TENSIONES

Diremos
— red (o muitidigrafo canalizado ) a todo multidigrafo G = (V, U) tal
que a cada uno de sus arcos u; le ha sido asignado un intervalo de ca-

nalizacién [ b; ¢;] (0 < b; < ¢;j) '

— flujo ( o circulacién ) a toda funcion ¢ = U — ® tal que, supuesto
@, = @ (U;) se satisfacen ; cualesquiera sean u;e U ; x eV ; las res-

tricciones
R1) 0<b £¢, £ ¢ de canalizacion.
R2) Y eo,=>¢ ., A=U_, B=U," de conservacion.

ueA u;eB

En ocasiones, y sin diferencias esenciales, se estudian flujos en los que se su-
pone ¢ :U —> Z.

Un flujo se dira flujo entero si lo son todos sus valores ¢, .

Ejemplo

Dado el digrafo

y las canalizaciones b

uno de sus flujos enteros es

El mismo puede darse porelvector ¢ =(3,1,35,6,4,1,2,1)
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Los arcos u; tales que b; < ¢,<c; se dicen arcos fluidos. Caso contrario u; se
dira saturado superiormente si ¢,= ¢; , y saturado inferiormente si ¢, = b;

Dado un flujo ¢ cada ¢, >0 puede interpretarse como /a cantidad de cierto

bien que (en una unidad de tiempo) recorre el arco u; = (p, q) desde p hasta q ;
o como aquella que se desplaza desde q hasta p por el resto de la red.

Si rn, (r;) eslafuncion U —» ® determinada por las cotas de canali-

zacion inferiores (superiores), y B es la matriz de incidencia de G, las
precedentes restricciones de canalizacion R1) y las de conservacion R2)
pueden expresarse de forma mas compacta poniendo, respectivamente :

n<p<ftc W Bg=0

Es importante notar que si toda cota de canalizacion inferior b; es nula no
hay problemas para la existencia de flujos, pues en este caso existe al
menos el flujo nulo. ( con ¢, =0 para cada u;. )

Caso contrario la situacion no es tan simple.
Una condicién de existencia sera dada poco mas adelante.

Obviamente, para las cuestiones que llevan a utilizar “flujos” basta limitarse a
redes sin bucles.

También puede verse que suponer la carencia de arcos paralelos, y restringirse
al caso de cotas de canalizacidon no negativas, no quita generalidad al estudio.

En efecto :
1) cada par de arcos paralelos uy, Uz, canalizados, respectivamente, [bs, ¢1],
[b2, c2], podra reemplazarse por un unico arco canalizado [ by + bo, ¢1 + C2 ].

2) supuesto existieran cotas de canalizacion negativas caben dos situaciones :
i) si u; tiene sus dos cotas de canalizacién b;, ¢;, negativas, la situacién se
puede resolver substituyéndolo por su opuesto, canalizado [- ¢;,— b;]

i) si u; estad canalizado [ b;, ¢;] y sélo b; es negativa se lo substituye por un
par de arcos opuestos, uno canalizado [ 0, ¢;], y el otro [ 0, —b; ].

Por otro lado, notemos que el reemplazo de “pares de arcos opuestos” por “uno
unico adecuadamente canalizado” es posible sélo si los respectivos intervalos
de canalizacién no se traslapan.

’l
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Pal [p.d]

Mas preciamente,
el esquema podria reemplazarse por

fr,s] ["?;"’]

yestepor [p-s.q] s 3. s6losi s<p (yporende r<q). '

En particular, y seguin se puntualiza en [Kau68b]-Cap.5 no seria licito substituir
dos arcos opuestos (x, y), (y, x) canalizados [0, p], [0, q], con p > g, por un
anico arco (x, y) canalizado [0, p — q].

En efecto, o(x,y)=1, ¢(y,x)=2 podrian ser componentes de un flujo en una

red con arcos (x, y), (v, x) canalizados, respectivamente, [0, 5], [0, 2], pero no
serian compatibles con flujos en la red con el arco (x, y) canalizado [0, 3].

Omitiendo las restricciones de canalizacion R1), conservando las restricciones
de conservacién R2), y admitiendo también valores ¢, <0 se estaria frente al

concepto flujo libre.

Para enfatizar la diferencia entre este concepto y el que consideraremos, a éste
ultimo podria decirsele flujo canalizado.

Notese que :

— cada “vector cicio” (ver 1 pag.111) puede interpretarse como “vector flujo
libre”.

~ que toda combinacion lineal de vectores ciclo da lugar a un vector flujo libre.
£ ¢ “ convexa de flujos canalizados de cierta red,
determina un vector flujo canalizado de la misma.

Por otro lado, diversos problemas muestran la necesidad de estudiar modifica-
ciones del concepto flujo (canalizado) que hemos introducido.

Una de ellas es la que se obtiene suponiendo restricciones de canalizacién
también en los vértices de la red ; y otra aquella en la que los intervalos de ca-
nalizacién son [p, q] con — o <p < g <+w.

De lo visto poco mas arriba resulta que esta ultima situacion puede reducirse a
aquellos con canalizaciones [b,c] con0 < b < c.
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Por otra parte, también puede ser de interés analizar la existencia varias circu-
laciones simultédneas en una misma red. _
Esto lieva a los “multiflujos”, es decir, al andlisis de funciones cuyos valores en
los arcos u; son h-uplas (@,(y,), ...,@,(4,)) en las que cada una de sus com-

ponentes ¢; es un flujo canalizado.

Apara referencias : [BazJ77], [FraF71], [GonM79], [Hu63/69], [Jew67], [Rock84],
[Sim62], [Walt84].

Por otro lado, de la definicion resulta que si bien a cada flujo puede asociarse
un desplazamiento en estado de régimen (independiente del tiempo), en oca-
siones. podria ser necesario recurrir a esquemas en los que interese tomar en
cuenta el tiempo que lleva recorrer cada tramo de la red

Para diferenciar ambas situaciones podriamos convenir en designarlos, respec-
tivamente, flujos estables, y flujos dinamicos.

También surge la necesidad de estudiar flujos aleatorios, o flujos no necesarna-
mente conservativos, y en particular flujos con multiplicadores.

Algunas observaciones pueden verse en [FordF62], [GonM79], [Roy69]-CaplX.

Para mayor precision y para evitar confusiones precisemos que en lo que sigue,
salvo indicacion expresa, solo consideraremos flujos canalizados estables.

Ademas, frecuentemente se recurre al uso de “flujos con costos”; es decir, al de
flujos definidos en redes a cada uno de cuyos arcos (j, j) se asigné un “costo de
circulacion c;; " por unidad de flujo que lo recorre.

Habitualmente el “costo por circulacién” resulta de la expresién ng, ;€. » don-

i
de ¢,, indica la magnitud del flujo que circula por el arco (i, j)

Tal sucede, en particular, en relacién con los “problemas de asignacién valua-
da”y los de “transporte”, a los que nos referiremos oportunamente.

También podria verse como problema de “flujos de costo minimo” la determina-
cion de caminos de “longitud” minima, tratada en 1 Cap.6.
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Bastaria al efecto canalizar [ 0, « ) todos los arcos, suponer que el “costo” de
cada arco coincide con su “longitud” y restringirse a flujos con ¢, € {0, 1}.

;
b

Esto permite vincular a la Teoria de Flujos con problemas combinatorios, o de
caminos criticos, y en particular con el Método PERT. (ver 1 Cap.6)

Asi como los flujos libres estan relacionados con los ciclos ; sus duales, los co-
ciclos (ver 7.6) lo estan con la siguiente nocién, a la cual nos referiremos sélo
muy brevemente.

Se dice tension (o diferencia de potencial ) de G = (V, U) a toda fun-
cion @ : U —» ® tal que cualquiera sea el ciclo elemental con arcos
adelante C’, y arcos atras C”, setiene > 6(u,)= > O(u,)

ueC’ ueC"

( 0 mas suscintamente C.¢ = 0, con C matriz ciclo elemental)

Si G es conexo y @ una tension de G, fijado arbitrariamente un valor t, a un
vértice x, , y por aplicacion reiterada de la regla t, = t, + 6(a,b), (cualquiera sea

el arco (a, b) ) queda definida una “funcién potencial’ f: V— ®..

Asi, dada una tension, las funciones potenciales definidas por ella estan defini-
das, a menos de constante aditiva en cada componente conexa.

Los flujos libres y las tensiones satisfacen propiedades duales que estan laten-
tes en las Leyes de Kirchhoff, reguladoras en primera aproximacion del funcio-
namiento de las redes eléctricas.

Para detalles al respecto [Bry67/79], [Chen71a], [Duf75], [GhoH64], [SesR61].

Notemos que en [Hu82]-Cap.2 se destaca debe distinguirse entre “flujo” y “corriente eléctrica”

El concepto “tension” se muestra util también para abordar la problematica de
los “caminos de longitud 6ptima”, pues cada diferencia de potenciales t — b
puede equipararse con longitudes minimas de caminos p— q.

Observemos también que resultados sobre flujos y tensiones propios de redes eléctricas se
mostraron utiles para abordar el “problema del cubrimiento de un recténgulo ( cuadrado, tniangu-
lo ) en figuras similares que no e traslapen”

A tal efecto se asociaron, a tales cubrimientos grafos representativos de redes eléctricas cons-

truidas “ad hoc’. Para informacién al respecto ver [BonM76]-Cap.12, [BroST40/92, [Gard58],
[Hon77)-Cap.7, [KazW73, [Stein61/63b/63c], ~Tut48a/50/65].
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Supuesto que G = (V, U) es digrafo de orden n, con m arcos y p componentes
conexas se demuestran :
a)

Una condicién necesaria y suficiente para que un vector ¢ ( 6 ) sea flujo libre
(tension ) es ser combinacion lineal de vectores ciclo (cociclo) eleméntale§.

b) ;
Un vector 8 =(4,, ... ,0,,) determina una tension en (V, U) siy soélo si existe una
funcion t:V— R tal que paratodo arco u; = (p, q) se cumple 6, =t —t,.

c)

Los espacios vectoriales de los flujos libres y de las tensiones son ortogonales.
d)

Si T es foresta de arboles cubrientes del digrafo G, y los correspondientes ciclos
fundamentales c¢; ( cociclos fundamentales q; ) se orientan de forma que las
(m—n + p) cuerdas ( (n — p) ramas ) de G respecto de T sean arcos adelante,
entonces cualesquiera sean los valores ¢, ( 6, ) asignados a dichas cuerdas

(ramas) queda determinado un flujo libre (una tensién).

J
/

Por lo tanto, los flujos libres de G tienen (m— n + p) valores que pueden fijarse
arbitrariamente, y constituyen un espacio vectorial de dimension (m—-n + p).

Para el caso de las fensiones cabe una afirmacion similar poniendo (n — p) en
lugarde (m-n+p)

Por otro lado, para el caso de flujos canalizados cabe la siguiente afirmacién

Todo flujo canalizado de G puede imaginarse como generado a partir de
“lineas de corriente” asociadas a los ciclos de la red en cuestién, y obte-
nerse como combinacién lineal de los ciclos fundamentales relativos a
cierto arbol cubriente, asignando a sus cuerdas valores adecuados.

Asi por caso, en el ejemplo dado en pag.197 sus ciclos fundamentales, relativos
al arbol cubriente de aristas us ,u7 ,us,ug son = (1,0,0,0,0~1,—-1,0,0) \
#,=(0,1,0,0,0,1,1,0,0) \ 1,=(0,0,1,0,0,0,1,~1,0) \ g, = (0,0,0,1,0,0,0,1,—1) \\
us= (0,0,0,0,1,1,0,0,7), y asignando a sus cuerdas u;,us,us,uqs,us los valo-
res 3,7,3,5,6, con la combinacion lineal 3.u, +1.u, +3.u, +5.u, +6.4, se reen-
cuentra el flujo g .

El concepto “tensién” también es aplicable en problemas de coloracion.

’l
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Mas precisamente, en [Jae88] (ver también [Duf75)]) se destaca que la dualidad
entre “flujos libres” y “tensiones” se manifiesta claramente en multigrafos plana-
res y permite demostrar la equivalencia entre la Conjetura de los Cuatro Colores
y la afirmacién | Todo digrafo planar 2-conexo admite flujos enteros con valores

p, e {+1,42,+3,-1,-2,-3}

Esto lleva a cierta “conjetura de Tutte” [Tut54] y a profundizar en el estudio de
los “flujos sin nulos”
Ver [Die96]-Cap.6, [Sey66], [Jae75a/75b/75¢c/76] y en especial [Jae88].

Aun cuando en lo que sigue nos referiremos a “tensiones” sélo muy ocasionalmente creemos
conveniente destacar que también se han enunciado importantes “propiedades duales” entre
“flujos canalizados” y “tensiones canalizadas™.

11.3. FLUJOS f-s

Para lo que sigue sera Gtil convenir que :
Dado un multidigrafo G = (V, U) y una funcién f: U— ® notaremos f (A)
a la suma de los valores f(u;) extendida a todos los arcos u; € AcU

Asi entonces, y apelando a la convencion segtn la cual dado un digrafo (V, U)
y supuestos AcV ; BcV senota (A, B) al conjunto de arcos con extremo
inicial en A y extremo final en B, se podran simplificar ciertas notaciones.

Por ejemplo, cualquiera sea 4 <V podremos poner
si ¢ esunflujo, @ (4,4)=¢p (4,4).

Para numerosos problemas sera de interés la siguiente nocion.

Dada unared G =(V, U) con dos vértices distinguidos f (fuente), s (sumidero),
se dice flujo f—s, (de valor ¢,) atodafuncion ¢ : U - R tal que

R1) 0< b < ¢, <c
0 si f#x=s
R2) o(x.V) - o(V,x) =
9, si x=f (idem —¢p, si x=s
Convendremos en notar los vértices f, s, de forma que @, sea no negativo.

Naturalmente, se dira que un flujo f— s es maximo (minimo) si su valor es el
mayor (menor) de todos los que pueden tomar los distintos flujos f— s,
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Nétese que tanto el conjunto R2) de restricciones de conservacién involucradas
en la definicion de flujo, como el de las incluidas en R'2) en la definicion de flujo
f—s son redundantes. (pues una cualesquiera de ellas es consecuencia de las

restantes)
No obstante, se las conserva para mantener una correspondencia blyectlva en-

tre ecuaciones y vértices.

Si bien los flujos son conservativos en todo vértice, y los flujos f—s no lo son
en los vertices f, s, entre las nociones “flujo” y “flujo f—s” no hay diferencias
esenciales.

En efecto, puede pasarse del uno al otro mediante la eliminacién (el agregado)
de un arco (s, f), canalizado [0, +«]. Un tal arco se dira arco de retorno.

Asi por ejemplo, eliminando de la red de pagina 197 su arco us = (s, f) -el flujo
alli dado da origen a un flujo f—s devalor 6 = ¢ (us).

Vease que si ¢ esun flujo f—s devalor ¢, , entonces :
N @0 = o(f, V)W, /) =pV,s)~p(s,V).

2) Cualquiera sea el conjunfo de vertices A talque fe A, s g A, se tiene
= p(4,4) ~p(4,4) < p(4,4) < c(4,4).

Determinar en una red (V, U) de arcos canalizados [ b;, ¢; ] un flujo f— s maxi-
mo (minimo) equivale a resolver el siguiente problema de Programacién Lineal

Maximizar (Minimizar) ¢, =9 (f,V) —o (V,f)
supuestoque| @ (x, V)—-@ (V,x)=0 si f#x#s.

-b,20 para todo arco u;.

¢c,—@, 20 paratodo arco u;

Para hallar tales flujos podria recurrirse al conocido Método Simplex, de la Pro-
gramacién Lineal.

No obstante las correspondientes caracteristicas particulares permiten resolver-
los aplicando procedimientos mas simples y directos.

.
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Frecuentemente se presentan casos en los que los conjuntos de vértices a con-
siderar “fuentes”, o “sumideros”, no son necesariamente unitarios, y en los que
desde cualquier “fuente” puede llegarse a todo “sumidero” !

Se deja al lector constatar que en tales casos agregando a lo sumo dos vértices
y algunos arcos la situacién se puede reducir a otra en la que hay sclamente
una fuente y un sumidero.

11.4. FLUJOS OPTIMOS

Observemos primeramente que entre los problemas de maximizacion y los de
minimizacién no hay diferencias esenciales.

En efecto, dada una matriz cuadrada de componentes c;; > 0 todo acopla-
miento (biyeccion entre filas y columnas) que maximiza la suma de los Cij invo-
lucrados en el mismo puede reencontrarse como de minimizacién en una matriz
de componentes c'ij > 0, y reciprocamente.

Para justificar lo afirmado véase que :
1) Sitodos los cij se alteran en una misma constante aditiva los acoplamien-
tos que posibilitan alcanzar soluciones éptimas no se modifican

2) Un acoplamiento permite alcanzar el maximo valor de Z c,, sty solo siper-
mite alcanzar el minimo valor de Z"Cu :

Asi entonces, los acoplamientos que maximizan an , Minimizan Z— ¢, Y
también } K -c,, . Ademas, si K > maxcij,vale K—cjj=c’; > 0.

Supuesto que ¢ esunflujof—s,yque C:uys, us, ..., u, es una cadena que
lleva desde f hasta s, diremos capacidad residual superior de C (respecto
de @) alvalor £=min {¢, ,¢,}, con g = min.(c, —¢,) extendida a todos los arcos
adelante de C (si los hay), y &, = min (g, - b;) extendida a todos los arcos atras
de C (supuesto los haya).

Véase que :

— ¢#0 siysoélosi C carece de arcos adelante saturados superiormente y de
arcos atras saturados inferiormente.
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— si ¢ es un fluyjo f—s; C una cadena que lleva desde f hasta s, con capaci-
dad residual superior £, y se pone
¢ =| @ siueC,
@, +¢& si u; esarcoadelanteen C
@, —€ si u; esarcoatrasen C '
se obtiene un nuevo flujo f—s, ¢ , cuyo valor incrementa en ¢ al de ¢.

)
J

Asi entonces, C es una cadena de aumento de flujo ( respecto de ¢ ) siy sélo
si en todos sus arcos adelante ¢, < ¢;, y en todos sus arcos atras ¢,> b; .

En particular, vimos que eliminando del digrafo de pag.197 su arco us se obtie-
ne un flujo f— s de valor seis.

Respecto de él, la cadena uy, u7, ug, es de aumento de flujo, y su capacidad
residual superior es 1=min.{¢,,&,} (& =min.{ 54}, &, =min.{ 1})

Andlogamente se introducen los conceptos de capacidad residual inferior, y de
cadena de disminucioén de flujo ( son aquellas en las que se tiene ¢, > b, en sus

arcos adelante, y ¢, < ¢, en sus arcos atras)

Se deja a cargo del lector mostrar que
Si G es una red canalizada [0, c¢; ] que admite un flujo f — s de valor
@, >0, existe al menos un camino desde f hasta s, en cada uno de cu-
yos arcos ¢, >0

Un flujo f—s es maximo ( minimo ) si y sélo si no hay cadenas de
aumento ( de disminucion ) de flujo.

Destaquemos que en esta uitima afirmacion no es licito substituir cadena por
camino.
p

En efecto, en ' ¢ con todos sus arcos canalizados [0, 1]

q

el flujo con o(f,p)=e(p,9)=0(g,5)=1; @o(f,9)=¢(p,s)=0 carece de “ca-
minos de aumento de flujo”, pero no es maximo.
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Los flujos f— s que carecen de caminos f—s con capacidad residual superior
positiva suelen decirse flujos completos. _

'I
Del ejemplo anterior resulta que una misma red puede admitir flujos f — s com-
pletos de valores diferentes. o

Para lo que sigue sera util :

— recordar que dado un digrafo G = (V, U) y supuesto A c V, su cociclo de
soporteA es U,=U,"U U, = (4,4) V(4,4

— convenir que el cociclo U, separafdes, si fe A,s ¢ A.

— llamar valor del cociclo U, al nimero c(4,4)-b(4,4)= Y.c,~ Db,

wel,* well,~

Si toda cota de canalizacion inferior es b; = 0 dicho valor se reduce a ¢(4,4),y
suele decirse capacidad del cociclo.

Para los cociclos caben clasificaciones similares a las indicadas para los flujos.

En particular, un cociclo se dird méximo ( minimo ) si lo es su valor, y entero, si
lo son los valores de todos sus arcos.

Una fructifera relacion entre “los valores de los cociclos que separan fde s”, y
“los valores de los flujos f—s” (supuesto existan) es la dada por el siguiente e
importante resuitado debido a Ford y Fulkerson [FordF54/55/62].

Su demostracién inicial es constructiva, pues recurre al algoritmo que daremos
en pag.211.

Otra, dada en [DanF56], hace uso del Teorema de Dualidad de la Programacion
Lineal, y ubica al problema en un contexto mas amplio.

Cabe también citar la propuesta en [EliFS56], que se basa en la descomposi-
cion de la red en estudio en otras mas simples y en combinar las soluciones de
estos casos.

Las tres demostraciones estan tratadas en [FraF71]-Cap.3 (pag.39 a 55).
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Oftras, con leves varianantes en sus respectivas formalizaciones pueden verse
en [Agui90], [Becb4b], [Ber70], [Deo74], [Die96], [Roy69a], [Sak84b].

Teorema Fundamental ( de Ford y Fulkerson )
Silared G =(V, U) canalizada 0 < b; < ¢; admite flujof-s, er;ton’ces'.
cualquierasea AcV con fe A, s ¢ A, setiene que
a) max. @, = min. (c(4,A)-b(4,4)).
b) min. p, = max. (0, b(4,A)—c(4,4)).
Si f es entrada (0 si s es salida) laigualdad b) puede reformularse

b’) min. @, = max. (b(A4,A)—c(4,4)).

De a) que admite la siguiente enunciacion mas coloquial,

El valor maximo de los flujos f — s coincide con el valor minimo de los
cociclos que separan fde s

se infiere que max. @, < min. c(4,4).

Notese que la “utilidad practica” del teorema anterior es escasa, pues el mismo
implica, en principio, analizar el valor de 2"=2 cociclos ( n orden del digrafo ).

Para ejemplificar el teorema precedente consideremos la red.

P 31 r

[0.1]

De la siguiente tabla, en donde se incluyen todos los cociclos que separan f, s,
se deduce que los valores maximo, y minimo, de sus flujos f— s son, respecti-
vamente, 8 y 5.
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a=_ = a-p |r= = y-96
4 c(4,4) |bpd,4) b(4,4) |c(4,4)

f 8 0 8 0 0 0
fp 9 0 9 3 0 3
f.q 13 3 10 5 4 1
fr 10 1 9 1 3 2
£,p.q 11 1 10 6 1 5
fp.r 8 0 8 3 0 3
far 14 3 11 5 6 -1
fp,ar 9 0 9 5 0 5

Un par de tales flujos 6ptimos son

En [Hof74] y en [FraF71]-Cap.3-6. se dan generalizaciones de este Teorema Fundamental

Se demuestra que tanto el precedente Teorema Fundamental de Ford y Fulker-
son, como el de Factibilidad de Gale que daremos en pag.230, son equivalentes
del siguiente Teorema de Existencia, debido a Hoffman [Hof60]

Teorema de existencia de flujos canalizados ( de Hoffman )

Lared G =(V, U) canalizada 0 < b; < ¢; admite flujo si y sdlo si cual-
quiera sea el cociclo U, = (4,4)u(4,A) se satisface :

) c(4,4)=b(4,4)
o equivalentemente

i) c(d,4)=(b(4,A4).

La equivalencia entre i) y i) es inmediata. Basta substituir 4 por A..

También es inmediato que la condicién i) es necesaria .
Pues cualesquiera sean ¢, A, se tiene c¢(4,4)2¢(4,4) = @(4, 4) 2 b(4, A).
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La importancia del resultado reside en mostrar que ella también es suficiente,
pero esto es mas laborioso.
La condicion i) puede interpretarse como :
“de A podria salir al menos tanto como lo que debe entrar en A”.
mientras que la condicién ii) puede verse como o
“lo que pudiera entrar en A es mayor o igual que lo que debe salir de A”.

La condicién i) se corresponde con la idea de circulaciones sin atascamientos,
y la ii) con la de aquellas sin agotamientos.

Para el caso en que f es entrada (o s es salida) el teorema de existencia ante-
rior admite la siguiente reformulacion :

Si el vertice f ( s ) es entrada ( salida ) de lared (V, U), ésta admite flujo
f— s siy so6lo si cualquiera sea el conjunto 4 — ¥ que contenga, bien a
ambos vértices f, s, o bien a ninguno de ellos, se satisface :

[) c(4,4)2b(4,4)
o equivalentemente

)y c(A4,4)2b (A4,4)

Puntualizemos que, de acuerdo con lo seflalado en Cap.7-pag.31, el Teorema Fundamental de
Flujos tambien es equivalente del Lema de Minty y que segun se indica en [GonM79]-pag.133
una leve modificacién de este Lema permite dar descripciones simples de varios de los “algo-
ritmos de flujos”, incluido el “de los arcos no conformes” (out of kilter) util para abordar el Pro-
blema del Transporte.

11.5. DETERMINACION DE FLUJOS OPTIMOS

La determinacién de los flujos 6ptimos puede efectuarse considerando el co-
rrespondiente problema de Programacién Lineal, pero las particularidades pro-
pias del problema permiten resolverio de manera mas rapida y sencilla usando
otros métodos.

En particular, y a tal efecto podria recurrirse al Algoritmo de Ford y Fulkerson,
[FordF54/55/62] que daremos a continuacion.

Destaquemos previamente que :

1 asi como para apelar al Método Simplex de la Programacion Lineal se
exige el conocimiento de una solucién basica inicial, para aplicar el algoritmo en
consideracion se requiere conocer un “flujo de partida”

.y
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2 segun reiteraremos en pag.217, dicho algoritmo sélo es valido para el
caso de canalizaciones a valores racionales, pero modificaciones simples per—
miten extenderlo al caso de canalizaciones a valores reales.

3 excepto casos particulares, el conocimiento de un flujo inicial es inmedia-
to sélo si todas las cotas de canalizacion b; son nulas; pues en tal caso podra
tomarse como flujo inicial, el flujo nulo.

Poco mas adelante, en pag.215, veremos como los casos restantes pueden
reducirse a esta situacion.

Del algoritmo en cuestion se han dado formalizaciones con leves variantes. Ver
[AguiSQ], [Bec64b], [BusS65], [Deo74], [GonM79], [Hu82), [Roy69a], [Sak84b], [Sim62], [Wait84]

El algoritmo que nos ocupa consta, en esencia, de dos partes :
A de etiquetamiento de vértices.

B de modificacién del flujo conocido.

La primera lleva a fijar cadenas de aumento ( o de disminucion ) de flujo con
extremos f, s.

La restante permite, modificando los valores ¢, en los arcos de dichas cadenas,
y solamente en ellos, obtener otro flujo ¢' de mayor (de menor) valor.

Algoritmo de Ford y Fulkerson

Lo enunciaremos para el caso en que interese hallar flujos f— s maximos.
Para determinar flujos minimos seria similar.

Reglas 4 '

A; Conocido un flujo f—s de valor ¢, se supone que el vértice f esta mar-
cado, y se aplica reiteradamente; hasta marcar s, o hasta constatar que
ello es imposible, la siguiente regla

Az Sicierto vértice v estd marcado, se marcan :

con v todos los vértices z no marcados, tales que o(v,z) < ¢(v,2)
con v~ todos aquellos z no marcados, tales que ¢(z,v) > b(z,v).

Si no es posible marcar s, el flujo es maximo; caso contrario se lo modifi-
ca aplicando las siguientes
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Reglas B
@B; Se determina en forma regresiva, ( 0 sea, comenzando por s ) una cadena;
f=x4,X2,X3,... ,Xx=8 talquesi x; esta marcado v', 0 V', entonces

la marca de x.s esv.
Una vez fijada dicha cadena de aumento de flujo se pasa a B;

Nétese que si x; esta marcado v' el arco (X1, X)) = (v, v') es arco adelante, y que
si estd marcado v elarco (Xi.s, X;) = (v, V') es arco atras.

B, Se determina el infimo del conjunto de valores c¢;— ¢, correspondientes a
los arcos adelante, y del conjunto de valores ¢,— b; ligados con los arcos

atras de dicha cadena.
Si dicho infimo es ¢, aumentandoen ¢ el ¢, delos arcos adelante, y

disminuyendo en ¢ el ¢, de los arcos atras, se determina un nuevo flujo
@' con valores ¢',=@, +¢& ,Yy se aplica B3

B; Se borran todas las marcas y se vuelve al algoritmo aplicando nuevamente
Ay , pero a partir del flujo ¢'.

Consideremos la siguiente red con un flujo inicial de valor 2.

p _ [0.5]
(0,4] /\[031
[1.2]\/[021
T3 > r (z4]

Por aplicaciéon de las reglas 4;, 4, los vértices p, r, se deben marcar f'; el
vértice g debe sefalarse p~, y el s con g".

Con las marcas elegidas y aplicando las reglas 3B, se determina la cadena de
aumento de flujo f, p, g, s, con arcos adelante (f, p), (q, s) y arco atras (q, p).

Ahora ¢=1 y el nuevo flujo ¢', de valor 3 es
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q
1 >r 2 )s '

|

4

Reiterando la aplicacion del algoritmo se determina ahora la cadena de aumen-
todeflujo f, ;' s, con ¢=2. Elnuevo flujo ¢'", de valor 5, es

P 0 q
N\ \1\
re 3 >y 4 >s

Una nueva aplicacion del algoritmo sélo permite marcar los vértices f p, y por
lo tanto el flujo ¢'" es maximo.

Nétese que :
i) En la primera aplicacion del algoritmo también hubiéramos podido optar por
marcar ambos vértices g, s, con r.

ii) En cada aplicacién de las reglas 4 cada vértice se marca una sola vez, pero

sus respectivas marcas no estan determinadas univocamente.
iii) Si ¢ no es maximo pueden existir varias cadenas de aumento de flujo, con

capacidades residuales superiores no necesariamente iguales..
iv) Si ¢ no es 6ptimo los valores ¢, a modificar son sélo los correspondientes a

una cierta cadena de aumento de flujo.
v) Si ¢ esflujo entero y las cotas b;, ¢;, son enteros, también lo son ¢ y el

nuevo flujo ¢'. Ademas, en tal caso ¢ =¢', — ¢, >1.

De v) resulta que en redes canalizadas [0. ¢;] con todos los ¢; enteros, para de-
terminar un flujo maximo bastara un nimero finito de iteraciones del algoritmo.

Mas precisamente, dicho nimero de iteraciones estara acotado superiormente
por el valor de los flujos maximos.

La posibilidad de efectuar “reiteradas malas elecciones” hace que dicha cota no
pueda mejorarse.
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Consideremos al efectolared s conelarco(p,q

canalizado [0,1] y los restantes [0,c]. q

Obviamente, la eleccién de la cadena f,p,q,s da lugar a un flujo f— s de valor .7,
y eligiendo luego la cadena f,q,p,s se determinaria ahora un flujo de valor 2, con
¢'(p.9)=0

Es facil constatar que reiterando sucesivas elecciones del mismo par de cade-
nas para alcanzar el flujo maximo de valor 2.c serian necesarias, a partir del
flujo nulo, 2.c iteraciones del algoritmo.

El algoritmo que nos ocupa podria modificarse de forma que, primeramente se
determinaran flujos completos (sin caminos de aumento de flujos) y que luego
de tal aproximacion se tomaran en cuenta las cadenas de aumento de flujo.

Tambien podriamos modificar las marcas asignadas a los vértices haciendo que
al marcar s quedara, al mismo tiempo, determinado el valor con que la cadena
que posibilito marcarlo permitiria aumentar el valor flujo en cuestion.

Para ello bastaria marcar f con (f, ) y aplicar reiteradamente las siguientes
reglas, inspiradas en las del algoritmo que nos ocupa.
—si x estd marcado (y*, @), obien (y~, a), entonces

—si p(x,2) < ¢(x,z) el vértice z se marca (x*, ') con a'= min. {a ,c(x,z) -@(x,2)}
—si ¢(z,x) > b(z,x) el vértice z se marca (x,a') con a'=min. {a ,¢(z,x)-b(z,x)}
La modificacion que acabamos de indicar lleva a admitir diversas marcas en un

mismo vértice pero permite, atendiendo a la segunda componente, elegir cade-
nas que conlievan mayor aumento de flujo.

Volviendo sobre algo ya observado recordemos que para aplicar el algoritmo de
Ford-Fulkerson es necesario conocer un “flujo inicial“ y que, en general, un tal
flujo es inmediato sélo si para todo arco u; su cota de canalizacién b; es nula.

Caso contrario, para hallar (si los hay) en lared G = (V, U) de arcos canaliza-
~dos [ b;, ¢i] un flujo que tomaremos como “inicial” al momento de aplicar el al-
goritmo que nos ocupa recurriremos a cierta red auxiliar G’= (V’, U’) de arcos
canalizados [0, c*]..

f
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Para su construccion asignaremos a cada xe V el valor &, = b(x,V) - b(V,x)
Véase que Zéx =0 . En consecuencia z 0, =— ZJx :
xeV 6,>0 8,<0
La red auxiliar G* = ( V* U*) satisfara :
Vi=VufFus* con fFfe V; s*e V.
U*= Uu W donde W es el conjunto de arcos f* x) si 6, <0,y
de arcos (x, s*) si 6, >0.

Los arcos de G*se canalizan [0, ¢*%] con.c* =| ci—b; si ui e U
| bx | caso contrario.

Se deja al lector ver que la determinacion en G* de un flujo ¢ * que sature supe-
riormente sus arcos de entrada ( idem los de salida ) y las substituciones
@, =@’ —b, permiten hallar un flujo ¢ de la red inicial G.

b

Asi, dada la red x|b(x, V)|b(V, x)| 5,
[2,5] a 3 2 1
[0.81 b| 2 3 |-
a . o c| 2 2 |0
[2.4] d 2 1 |1
e 3 4 —1
tendremos d
b_ 011 . b 1 £

s* " [0,4] d

de donde, poniendo ¢, =¢"; + b, resultara el siguiente flujo ¢ en G.
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Asi entonces
La existencia de un flujo ¢ en G equivale a la de un flujo ¢* que sature

superiormente los arcos de salida ( idem los de entrada ) de G*

Ambos flujos estan vinculados por ¢, =¢": + b, , para cada u; € U.

Si en el ejemplo quitamos el arco (d, e) se genera un flujo e — d, de valor 3.
Obviamente, ¢*(d,e)+o*, = 3.

El problema de constatar la “existencia de flujos f—s” en ciertared H
se reduce al anterior, eligiendo como G a la red H incrementada con un
arco de retorno (s, f).

Segun vimos, todo flujo de G (si existe) puede obtenerse a partir de un flujo nulo
en la red auxiliar G*.

De esto, y v), de pag.213 resulta que si todas las cotas de canalizacién de
cierta red (que admite flujo) son numeros enteros, puede afirmarse que existen
flujos 6ptimos enteros.

Para hallarlos bastara un nimero finito de aplicaciones del algoritmo.

Sobre esta importante consecuencia, conocida como Teorema de los Flujos
Enteros volveremos en 71.7. Ver [RoyBN65].

Para cuando haya cotas de canalizacién racionales, pero no las haya irraciona-
les, un adecuado cambio de unidad permitira aplicar también a estos casos el
algoritmo anterior.

En cambio, segiin se muestra en [FordF62}-Cap.ll, si existen cotas de canaliza-
cion irracionales la implementacion del mismo podria llevar a elegir una suce-
si6n infinita de flujos f— s, tales que sus respectivos valores convergieran a uno
muy distinto del éptimo.
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En relacién con lo recién observado notemos que desde un punto de vista prac-
tico la existencia de cotas irracionales puede soslayarse, puesto que todo i irra-
cional puede aproximarse, tanto como se quiera, por racionales.

Por otro lado, destaquemos que las sefialadas dificultades teéricas se pueden
ellmmar tomando recaudos faciles de implementar. :

A tal efecto bastaria con tomar en cuenta el orden en que se marcan (etiquetan)
los veértices, incorporando al algoritmo la siguiente modificacién

Hacer que cada vértice “primer etiquetado” sea “primer explorado”.

Esta modificacion del Algoritmo de Ford-Fulkerson implica que :
antes de explorar un vértice w deben explorarse todos los etiquetados
antes de que lo fuera w

Fue propuesta por Edmons-Karp [EdmK72], y conlleva elegir un orden de eti-
quetamiento compatible con sucesivas elecciones de cadenas con menor nu-
mero de arcos.

Tal modificacion convierte al algoritmo de Ford- Fulkerson en uno de tipo BFS
que permite hallar flujos maximos con a lo sumo (n®—n) /4 iteraciones (nor-
den del digrafo ). Su implementacion fue mejorada por Dinic [Din70].

Otros métodos para hallar flujos éptimos fueron dados en [Karz74] y [MalKM78].

Ellos, como asi también las citadas modificaciones de Edmons-Karp y de Dinic
son analizados y comparadas en [Hu82]-Cap.2.
Ver también [Agui90], [CharlL79], [EvenT75], [Tar83].

Referencias a varios de los algoritmos para determinar flujos maximos, como
asi también una tabla con los “indices de complejidad de procesamiento” de
una quincena de ellos puede verse en [Ruhe91]-Cap.2.

Una version reducida de dicha tabla se da en [Tar83]-pag.98.

Notemos finalmente que segun se observa en [AncH70] el “método de las com-
pensaciones sucesivas" propuesto en [Opre69] para hallar flujos maximos en
redes canalizadas [0, ¢; ] no siempre lleva a buen término.

No obstante, dicho método, que es simple y facil de expresar matricialmente
permite hallar “flujos de aproximacién".
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11.6. FLUJOS EN GRAFOS

No siempre una red de distribucién tiene establecido, para cada uno de sus
tramos, un sentido de desplazamiento prefijado.

En ellas, “un bien en circulacion" podria desplazarse —a priori— en cada tramo
en cualquier direccién, pero sélo puede hacerlo efectivamente en una de éllas.

Para determinar flujos unidirreccionales en redes.con tramos sin direccion pre-
asignada, y bajo la hipotesis de que cada uno de éstos esta canalizado [0, ¢; ]
se puede razonar sobre el digrafo que se obtiene simetrizando el representativo
de la red en estudio, y eligiendo en él un flujo @ que permita hallar otro, ¢ |,

apto para la red inicial G.
Paraello :

A) Dado un grafo G = (V, U) con sus aristas y; canalizadas [0, ¢;] sea G° la red
obtenida al substituir cada arista u; por el par de arcos opuestos u, , %, ,

(ambos con los mismos extremos que u; ) canalizados tambien [0, ¢; ].

B) A cada flujo canalizado ¢ de G°, y eligiendo @(u,) = max.(0 , $(u,)-@(4,))
puede asignarse, también en G°, otro flujo ¢, con 0 < @(x,) < ¢, ytalque
el producto ¢(u,) .¢(i,) sea nulo. (asi, de cada par de arcos opuestos a lo
mas uno tiene flujo no nulo)

C) Si ¢(u,) >0 (y porende ¢(i#,)=0),y u; eselarco (p, q) e G°, haciendo
que la arista [p, q] de G sea recorrida, desde p hasta q, por ¢(u,) = @(u,)
unidades, queda definido en G un flujo unidirreccional ¢.

D) Reciprocamente, a cada flujo unidirreccional ¢ en G puede asociarse en G*
un flujo ¢ que satisfaga la restriccidn que corresponde.

Resulta asi posible establecer una correspondencia biyectiva entre flujos ¢ de
G*® que satisfagan ¢(u,) .¢(,) =0, y flujos unidirreccionales ¢ en G.

Ademas, los flujos ¢ y ¢, tienen igual valor

Una posible apiicacién de io antedicho seria :

~—,
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Dada una red vial, y conocidas las “capacidades de transito” de cada tramo, se
quiere saber cual es el mayor nimero de vehiculos que pueden recorrerla des-
de A hasta B, y cual debe ser el sentido de circulacién que para ello deben im-
ponerse a sus tramos.

Resumiendo, dada la red, ; donde deben ponerse los indicadores “no avanzar"
para maximizar el flujo desde A hasta B ?

Notese que si en el grafo G hay cotas de canalizacion inferior b; > 0 las corres-
pondencias que acabamos de indicar pueden, o no, existir.

b4

En efecto,
dadalared pq s unfluyjo @ en G° es

x B4 y

obtendriamos el siguiente ¢

En este caso, en la arista [x, y] los valores 0,7, no satisfacen la canalizacién
[3, 4], pero en cambio para la arista [x, z] no habria dificultades.

Luego :

Si existen cotas de canalizacién inferior no nulas la substitucién de cada arista
de G, por un par de arcos opuestos, y la “compensacion" entre los valores
o(u,) \ ¢(@,) en G° para decidir sobre @(u4;) en G, no siempre es aceptable.

Por lo tanto, y de acuerdo con lo sefialado en [FordF62}-Cap.ll, para el caso de
admitir cotas de canalizacion inferior no nulas existe una diferencia esencial
entre los problemas de flujo para el caso dirigido y el no dirigido.

En [Hu82] se estudia, para el caso de “redes no dirigidas” la determinacién de
“flujos maximos entre todos los pares de vértices” y se analiza (en pag.62-82) el
Algoritmo de Gomory-Hu [GomH60/75] propuesto al efecto.

Ver también [BerGH 62]-Cap.10-1, [Ruhe91], [Sim62], [Walt84].
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En [Hu69] se dié un algoritmo para hallar, en un nimero finito de iteraciones, flujos maximos en
redes no dirigidas, aun con cotas de canalizacion que admitan irracionales, y se afirmo que el
mismo podia ser aplicado también al caso dirigido. i
En [Pon72] se mostré que esta uitima afirmacion es incorrecta y se propuso una modifi cacion

que soluciona el inconveniente.

'

11.7. PROBLEMAS COMBINATORIOS

De la siguiente afirmacién pueden inferirse importantes resultados de tipo com-
binatorio. Varios de ellos fueron enunciados en 1 Cap.2, y en Cap.7.2

Teorema de los flujos enteros.
Si en una red que admite flujos f— s todas sus cotas de canalizacién es-
tan dadas por enteros, existen flujos f — s maximos (minimos) que son
enteros.

Una forma constructiva de justificar esta afirmacion fue indicada en pag. 217.

Este teorema, que no es valido para el caso de los multifiujos, puede tambien
demostrarse recurriendo a la Programacién Lineal, pues la matriz asociada al
problema es totalmente unimodular ( todas sus submatrices cuadradas tienen
determinante 0,+7,-1).

Alguna poca informacion sobre estas matrices y sobre resultados que las vincu-
lan con la Teoria de Grafos fue dada en 1 pag.66 / 67.

Consultar al respecto, ademas de la bibliografia alli indicada, [Ful59/66],
[HamR68], [Hof60/76/79], [Hu69], [GonM79]-Anexo2, [Sim62]-Cap.11-3.

Ademas, en [Law76]-Cap.4-12 se dan varias caracterizaciones de las matrices
unimodulares y se observa que la metodologia del “out of kilter method” — sobre
el cual volveremos en pag.231— permite dar una demostracién constructiva del
precedente teorema de los flujos enteros.

Reiterando ideas de [FordF62], ya seguidas en [Chi93]-Cap.5, demostraremos
seguidamente uno de los resultados citados en Cap.7.2, a saber el

-~ Teorema de Kénig-Egervary
1) En cada grafo bipartido el nimero méaximo de aristas independientes
dos a dos (es decir, no adyacentes entre si) es igual al nimero mini-
mo de vértices de un soporte de su conjunto de aristas. [K6n31]
o equivalentemente

[
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2) En una matriz de componentes 0,7, el nimero méaximo de componen-
tes 7 ubicadas en lineas (filas o columnas) distintas coincide con el nu-
mero minimo de lineas que contienen al total de las 1. [Ege31] !

Ejemplo : ros t P gq Rs t ,
a |1
b |1 1 1 .
c 11 1 .
a c e d 11
e

En cuanto a la demostracién notemos, primeramente, que de la biyeccion entre
grafos bipartidos y matrices 0, 1, resulta inmediata la equivalencia entre 1) y 2).

Por otro lado, como el nimero maximo de aristas independientes es necesa-
riamente menor o igual que el nimero minimo de vértices de sus soportes para
justificar lo afirmado bastara ver que la igualdad se alcanza.

Para ello aplicaremos el Teorema Fundamental, a la red construida a partir del
bipartido G = (V; U V>, U) esquematizado a continuacion.

con arcos (f, x) ; xe V; canalizados [0, 1]
&“® " (y, S) ; ye V2 “ [0, 1]
[ “ (x’ y) E U ({4 [ 0’ w ]

En la red asi construida se tiene que

Todo cociclo U, de valor minimo, que separe fde s, carece de arcos de la for-
ma (x,y) con xe (AnV); ye(4dnV,).
Caso contrario, de contenerlos, el valor de U, seria .

La carencia de tales arcos permite afirmar que en consecuencia, todo arco de G
incideen S=(4NV,)u (4N V,), y por lo tanto que S es soporte de U.
Comofe A,s ¢ A, la cardinalidad de S coincide con el valor del cociclo U,
que, por hipétesis, es minimo.

Por lo tanto, S es soporte minimo y tiene |4 NV, | + |4 N ¥, | vértices.
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Finalmente,como el nimero maximo de arcos independientes coincide con el
valor de todo flujo maximo el Teorema Fundamental permite completar la de-
mostracion buscada.

Ademas de los Teoremas de Diltworth (sobre descomposicién de conjuntos ordenados),
de Menger (sobre caracterizaciones de h-conexos), y de Hall (sobre sistemas de represen-
tantes), a los cuales nos hemos referido en Cap.7.2, otro importante resultado
combinatorio ya citado en 1 pag.37, que también puede demostrarse recurrien-
do a la Teoria de Flujos, y del cual en [Die96}-Cap.2 se dieron tres demostra-
ciones, es el :

— Teorema de Kénig-Hall
El bipartido (P u Q, I' ) admite un acoplamiento si y sélo si su deficien-
ciaes nula;oseasiysolosi |4 | < | ['(4) | cualquierasea Ac P.
El acoplamiento sera perfecto siy sélosi| P| =] Q|. [K6n36]
0 equivalentemente
La aplicacion I : P— Q contiene una funcion inyectiva f siy solo si pa-
ratodo Ac P setieneque |4 | < | T(4)].
Siademas |P|=]| Q| y sélo entonces, f es biyeccion. [HallP35]

Corolario :
Un digrafo (V,I") carece de 7-difactores si y sélo si existe al menos un
conjunto Ac V talque |A|>|T(A)]|.

De esta afirmacién adecuadamente reformulada (ver 1 _pag.62) y puesto que
toda matriz cuadrada puede realizarse como matriz precedencia de cierto multi-
digrafo es factibie, segin se observé en 1 pag.152, afirmar que :

Dada una matriz M de orden n, todos los monomios del desarrollo de su
determinante son nulos si y s6lo si M contiene alguna submatriz nula de
tipo pxq talque p+g>n.

En [Chig3]-Cap.5, donde se reunio informacion relativa a estos resultados com-
binatorios, se dio ademas una demostracion de la equivalencia entre el prece-
dente resultado de Kénig—Hall y el de Hall (de existencia de Sistemas de Representan-
tes) citado en 7.2.

Creemos oportuno observar que la ya mencionada equivalencia entre los Teo-
rema de Ford y Fulkerson, y de Hoffman, puede extenderse, incluyendo ade-
mas de los teoremas combinatorios que acabamos de citar, el de Menger dado
en 7.2 y el de Gale, a enunciar en pag.222.

&
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11.8. PROBLEMAS DE ASIGNACION ( DISTRIBUCION )

Uno de los tipicos “problemas de asignacién” es el siguiente

Py '
Dados, un conjunto de p obreros y otro de q tareas, y conociendo para
cada obrero cuales son las tareas que es capaz de realizar hallar una
asignacion que respete las restricciones y maximice el nimero de pares
obrero-tarea que puedan concretarse simultaneamente.

Se sobreentiende que soélo es posible asignar a cada obrero una de las tareas
para las que es apto, y a cada tarea uno de los obreros capaces de ejecutarla.

Entre este problema “de asignacion” y el “de acoplamiento” a que se refiere el
Teorema de Kénig-Egervary hay notorias semejanzas. Para resolverlo bastara
construir una red similar a la utilizada para demostrar dicho teorema.

Mas precisamente, bastara recurriraunared G=(f UsuUV,UV¥,,U) de ar-

cos (f, i) paracada i eV, de arcos (j, s) paratodo j eV, ydearcos (i, j) en
Vi X V,. siy sblamente si el obrero / es apto para la tarea j ; con todos los arcos

canalizados [ 0, 1].

Todo flujo f— s entero dara una de las posibles asignaciones, y su valor
el numero de pares obrero-tarea que ia componen.

Estos problemas también se pueden formalizar directamente en matrices ¢ de
componentes ( ¢;j ) que se clasificaran en “admisibles” y “no admisibles”.

Bastara al efecto convenir en poner
- ¢ij =1 (componente admisible) si el obrero i es capaz para ia tarea j.
- ¢c;=0( ° no admisible) caso contrario.

Asi, las componentes admisibles estaran en correspondencia biyectiva con los
arcosde V; xV; en lared G.

Conviniendo en designar “acoplamiento admisible” a cada conjunto de compo-
nentes admisibles de C que determine un acoplamiento entre subconjuntos de
filas y de columnas resulta que para resolver @, bastara hallar acoplamientos
admisibles maximales en (, o equivalentemente, conjuntos maximales de arcos
independientes dos ados en ¥V, x V,.
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Para resolverlos podriamos recurrir al algoritmo que enunciaremos a continua-
cion, y que es habituaimente denominado “Método Hangaro™. [Kuhn54/565/56).
Su idea directriz es simple, pero su enunciaciéon compleja, se basa en elegir un
acoplamiento admisible inicial y luego extenderlo reiteradamente;

Algoritmo hudngaro para hallar un acoplamiento admisible maximal.

Sea (C =(c¢j;) una matriz que admite “acoplamientos de admisibles”.

1)

2)

4)

5)

Se elige un acoplamiento admisible y se etiquetan con 1 las componentes que lo integran.
Sien cada filade C hay un 1 se ha determinado un acoplamiento maximal.

Caso contrario se pasa a 2).

a) Se marcacon * toda fila de C que carezcade 1 y se aplica b)
b) Si i es una de las filas marcadas *, se marcan i todas las columnas de C aun no
marcadas que tienen, en la fila i, componentes admisibles no etiquetadas con 1.

Se reitera b) para las restantes filas marcadas * aun no exploradas, y una vez agotadas las
posibles reiteraciones se pasa a 3).

Si h es una de las columnas marcadas por aplicaciéon de 2 b) caben dos posibilidades :
— sien h no existe componente etiquetada 1 se pasa a 4).
-~ caso contrario se marca h la fila del 1 en cuestion y se reitera 2b) para dicha fila

Se repite 3) hasta que no sea posible continuar las marcas, en cuyo caso se ha determina-
do un acoplamiento maximal. o bien hasta marcar una columna carente de 1, en cuyo caso
se pasa a 4.

Se ha marcado una columna que carece de 1, pero etiquetando 1 una de sus componentes
admisibies es factible construir un acoplamiento de mayor valor que el de partida.

La secuencia que lleva al nuevo acoplamiento se determina siguiendo, en foma egresiva,

las marcas.

Mas precisamente, si g es la Gltima columna marcada, y tiene marca p se colocaun 1 en
Cpq . S€ borra el 1 que estaba en la fila p, y supuesto que éste estuviera en c,, se coloca
un 1 enlacolumna r y en la fila que habia permitido marcaria.

Esta operacién se reitera hasta liegar a una de las filas marcada iniciaimente con *.

Ahora el nimero de componentes marcadas con 1 ha sido aumentado en una unidad.
Se borran todas las marcas y se recomienza por 1).

Para otras versiones : [BonM76], [FauRT76], [HamR68], [Kau62/68b], [Sim62].

—
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La resolucion del “time table problem”, (ver [BonM76}-Cap 6-3) que se presenta por ejemplo al
confeccionar horarios de clases es dificultosa. En [Lio66] se lo estudia aplicando el Algoritm
Huangaro, y en [Wer69] apelando a la teoria de flujos. i

Véase que : _
— satisfacer la etapa 1) equivale a determinar un flujo entero en G.
- las filas que resultan marcadas * al aplicar 2a) corresponden, en G, a los

vértices i para los cuales el flujo del arco (7, i) es nulo,
— las columnas marcadas i al aplicar 2b) corresponden a vértices finales

de arcos (i, j) con ¢, ; =0.

Ejemplo
p g r s t u
al. # # . # #
b | # # #H # #
Sea C= 4 donde # indica componente admisible
C . . . . .
d|# . . . # #
e |# # . . #

Por aplicacion de la etapa 1) puede elegirse el acoplamiento (a,r), (b,p), (d,t)
de valor tres que visualizamos en

p q r s t u
al . # 1 . # #
bl 1 . # # # #
c # .

a # . . . 1 #
el # # . . #

Por aplicacién de 2a) marcaremos con * las filas ¢, e, y podriamos marcar
bien con ¢ la columna g, o bien con e las columnas p, g, t.

En ambos casos la marca 1 agregada a la columna g nos permitira extender el
acoplamiento anterior al (a,r), (b,p), (c,q), (d,t), de valor cuatro.

Una nueva aplicacion del algoritmo nos lleva a marcar con * la fila e, y con e

las columnas p, g, t.
Ahora, en todas las columnas etiquetadas e hay un 1.
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Eligiendo al aplicar 3) la columna p , marcaremos p lafila b, y luego (al apli-
car 2b) etiquetaremos b alas columnas r, s, ¢, u.

]
{

p qr s t u
a . # 1 . # ,
b1 . # # # #i p
c . 1 ..
d # 1 #
el # # . # *

e e e e

b b b b

Como se ha marcado la columna s, que carece de componentes 1, por aplica-
cion de 4) se etiqueta 1 a la componente (b, s), se elimina el 1 de (b, p), y se
etiqueta 1 la componente (e, p).

Asi, en el grafo asociado, el arco (b,p) es substituido por los arcos (b,s), (e,p), ¥
queda determinado el acoplamiento (flujo) maximo (a,r), (b,s), (c,q), (d,t), (e,p)
de valor cinco.

La secuencia de componentes admisibles que, en el ejemplo anterior, nos per-
mitid pasar de un acoplamiento de valor 4 a otro de valor 5 puede reinterpretar-
se en G como una “cadena alternada”; de arcos adelante (e, p), (b, s) con flujo
1, y arco atras (b, p) con flujo nulo.

En general, a dichas secuencias de componentes admisibles podran asociarse
cadenas alternadas uy, uz, ... ,ur con L impar, tales que ¢(u,)=0 siiespary

o(u,)=1 es impar. En ellas sus arcos adelante se alternan con sus arcos atras.

Problemas de asignacién mas reales y de una mayor complejidad que ®; son
aquellos en los cuales a cada par obrero-tarea ( profesor—aula \\ depésito—
cliente \\ etc.) se le asocia un “valor c; ;” que mide el costo (eficiencia, rendimien-
to, indice de confiabilidad, tiempo de adaptacion, etc) que implicaria asociarlos,

Frecuentemente pueden verse como problemas de “acoplamiento valuado” y
resolverse aplicando variaciones del Método Hungaro.

.
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Entre dichos problemas caben :

los de Tipo 4) ;
Hallar una asignacién que “optimice su valor totafl’; es decir, hallar un acopla-
miento admisible tal que la suma de los valores que corresponden a los pares
que lo componen sea maxima (minima) entre todas las posibles. '

los de Tipo B)

Hallar, de entre las distintas asignaciones posibles una en la que sea minimo el
mayor (o maximo el menor) de los valores involucrados en los pares que las
componen.

Dentro de los de Tipo 4 ) esta el siguiente “problema de asignacion valuada’.
P,
Dados un conjunto de p obreros, otro de q tareas, y conociendo el costo

(la eficiencia) ci; de asignar al obrero i la tarea j, hallar una asignacion
obreros-tareas que minimice el costo (maximice la eficiencia) total.

Sitodas las c;; tienen un mismo valor se reencuentra el problema @;.

Notese que la formalizacién precedente es valida ain en el caso en que a cier-
tos obreros no se le puedan asignar determinadas tareas.

Basta para ello convenir que en tales casos se dara a los correspondientes Cij
valores que aseguren no seran elegidos.

Asi por ejemplo, la imposibilidad de asignar al obrero o; la tarea li se puede
formalizar, si se buscan minimos, con c;j; suficientemente grande ( lo notaremos
Cij = 00).

Un buen algoritmo para resolver esta cuestion fue propuesto en [Kuhn55] y en
[Mun57]. En [BonM76] se lo estudia siguiendo ideas de Edmonds. (no publica-
do).

Dentro de los problemas de tipo (B) cabe el siguiente

Ps
Supongamos que a cada componente (i, j) de cierta tabla cuadrada se
asigna un valor ¢;; que mide la eficiencia (o la confiabilidad, o el rendi-
miento) del obrero i al realizar la tarea j , y que se quiere hallar una asig-

nacion que ocupe a todos los obreros, que permita realizar todas las ta-
reas, y que maximice la eficiencia minima.
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Para resolverlo debe hallarse una asignacion que maximice el minimo de los
valores ¢;; incluidos en ella, y esto equivale a determinar una biyeccion B que
permita alcanzar el max ( min (c;;) ), presuponiendo que j =B (i). ’

Para ello elegiremos sucesivas biyecciones By, By, ..., efc., a cada una de las
cuales asociaremos “componentes Bp.; admisibles” ; es decir, componentes
cuyos respectivos valores superen al max (min (c;;j) , supuesto j = By (i)

Ejemplo
p q r s
1 3 05
¢ . . s i |a b ¢ d
Dada 5|2 3 4 3 y elegida la biyeccion i
B®|qd p 7 s
c|5 4 6 1
d|5 2 4 3

se tiene que min (c;;) con j=Bo (i) es 2
Para mejorar este resultado buscaremos una biyeccién restringida a las compo-
nentes B, admisibles; es decir, a aquellas que tienen asignados valores mayo-
res que 2.

Ellas son las indicadas con * en |a tabla que sigue.

p q r s
a * *
j b d
b ¥ k% y si se elige I.I a c
BG ¢ 5 7 p
d * * *
se tendra que min (c;j) con j= B, (i) es 3

Ahora las componentes B, admisibles son

p q r s
a *
- . ., 1 d
b * y eligiendo la biyeccién l_ la b e
c * *x %k B2(1) |S r q p
dl * *

se tiene min (i, B2 () ) = 4, que no es mejorable.

228



Por la operatoria seguida, el valor final es independiente del de los intermedios
y en cada caso pueden hallarse todas las asignaciones que mejoran una ya
obtenida. g

Otro problema de tipo 4 ) es el siguiente, sobre el cual volveremos en 71.9.

Py Supongamos :

— que para cierto producto se tiene un conjunto F de fabricas (fuentes) y
otro S de clientes (sumideros)

— que cada fabrica i tiene una capacidad de aprovisionamiento de a (i)
unidades, y cada cliente j una demanda 4 (j) de ellas, todas en un mis-
mo lapso de tiempo.

— que ademas se conoce la red de distribuciéon (V, U) a usar, el intervalo
[bi,ci] de canalizacién de cada tramo u;, y el “costo por circulacion” Cij
de cada unidad del producto que fluya por el arco (i, j).

¢ Bajo que condiciones podra asegurarse que es factible satisfacer las deman-
das, y como hallar una tal distribucion cuyo “costo por circulacién” sea minimo ?

Supondremos al efecto que, como es habitual, el “costo por circulacién” resulta
de Zgo,,j.c,'j , donde ¢, indica la magnitud del flujo que “recorre” el arco (i, j).

Para encarar su resolucion considerariamos la
Red de aprovisionamiento y demanda G =(V’, W) con

vertices | V= FuU S uUT ;(F fuentes, S sumideros, T de transito,
eventualmente vacio)
Vi=fusuV, feV,segV

arcos |W=Uvu{fdtu{@s)}; ieF,6jeS
los (f, i) canalizados [ 0, a(i) ]
“ s " [ 4(), =]

u e U “ [b,‘, Cj ]

Obviamente, para poder satisfacer todas las demandas es necesario que

a(F)=Y a(x)=Y d(y)=d(S) #

xeF yes
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Extendiendo la funcién aprovisionamiento con a (x) = 0 a todo vertice x ¢ F y la funcién de-
mandacon d(y) =0 atodo y ¢ S, tendriamos que :

- SiFcd:a(F)=a(d),ysiScd:d(S)=d(4)

i

Una respuesta parcial de la pregunta anterior es la dada por el siguiente -
Teorema de Factibilidad de Gale. [Gale57] .

Si g=(Vu fu s, W) esunatal red de aprovisionamiento y demanda,
sera factible satisfacer sus restricciones si y solo si para todo AcV se

cumple  d(4)+b(4,4) < a(4) +c(4, A) it

Visto que cualquierasea A c V, f¢ A y s ¢ A lacondicion ## se puede

reformular diciendo :
lo que debe salir de A no puede superar a lo que pueda entrar en A.

Que ella es condicion necesaria es facil de entender.
La importancia del resultado que nos ocupa reside en que ella también es con-
dicion suficiente.

Recordemos que segun sefialamos en pag.222 el precedente Teorema de Gale es equivalente
del Teorema Fundamental y del de Existencia de Flujos Canalizados, asi como de otros varios
de indole combinatoria.

11.9. PROBLEMAS DE TRANSPORTE SIMPLE ( HITCHCOCK )

Numerosas cuestiones propias de la Investigacién Operativa pueden abordarse
recurriendo a formalizaciones que lievan a problemas de tipo @ .

La basqueda de soluciones nos llevara a determinar “flujos f — s con minimo
costo por circulacion”.

Para resolverlos suele recurrirse a alguno de los dos siguientes esquemas.

1) Determinar, de entre los flujos f — s de valor ¢,, uno que maximice

(minimice) su costo por circulacién.
2) Determinar, de entre los flujos f - s con costo por circulacién prede-
terminado, uno que maximice (minimice) su valor g, .

Esbozos de algoritmos para resolverlos pueden verse en [Hu82]-Cap.2-4.

230



Aquellos para los cuales la red de distribucion es bipartida suelen decirse “Pro-
blemas de Transporte Simple” y también “Problemas de Hitchcock”, en recuerdo
de quien en [Hit41] formalizé y continué estudios previos de Appel [App28], y de
Monge [Mon81].

Ellos fueron luego continuados en [Kan42], [Koo49/51] y [KooR51]. .

Otras formas de abordar la probleméatica podrian verse en [Iri60] y [IvaR67].

De los diversos métodos que fueron propuestos para resolverlos algunos seran
ejemplificados poco mas adelante.

Varios son heuristicos y llevan a soluciones que son 6ptimas sdélo ocasional-
mente, pero que siempre pueden adoptarse como soluciones a mejorar.

Los restantes llevan a soluciones 6ptimas y pueden agruparse en dos clases :

i) — la de los basados en el Método Simplex de la Programacion Lineal, debi-
do a Dantzig ( [Dan51a/51b/55} ), y en los trabajos de Charnes-Cooper
[CharC54]

Suelen decirse de tipo “stepping stone” y a ellos esta dedicado el Cap.11
de [SIm62].

ii) — la de aquellos que se han desarrollado a partir de [FordF55/56a/56b], y.
recurren a la Dualidad en la Programacion Lineal
Suelen decirse de tipo “primal-dual’ y a ellos estan dedicados, por ejem-
plo, los Cap.14 y 15 de [Sim62] y el Cap.5 de [Sak84b].
Ver [Brig62], [DanFF56],[Fl053], [Jew58], [Sim63/69].

Cabe también mencionar el algoritmo de tipo primal-dual dado en [Ful61] bajo el
nombre “out of kilter".( o “des arcs non conformes” [GonM79] ) y que en [Agui90]
Cap.6 se dice “de los arcos fuera de orden ".

El mismo, que extiende al dado en [Jew58], y al propuesto en [FordF57], es
analizado también en [BerGH62], [GonM79], [Law76] y [Sim63].

Ver también [BazJ77], [Brig52], [Dofi82], [Gass58], [HofM63], [Vaj58/60]

En [JauMa71] se ejemplifican :

—en Cap.8-3 (pag.200-222) el uso de seis de los métodos heuristicos, y

—en Cap.8-4 (pag.222-268) el de cinco de los métodos basados en resultados
de la Programacion Lineal. Entre éstos, el “primal-dual” de Ford y Fulkerson.
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Del “Problema del Transporte Simple” caben diversas modificaciones, y genera-

lizaciones que no consideraremos.
Algunas son tratadas en [AvoB79], [Gass58], [JauMA71], [MagCS62], [Sim62]. -

También omitiremos el analisis de problemas mas generales, entre las cuales
tendrian cabida algunos que podrian presentarse en redes no necesariamente
bipartidas, y otros en los cuales los “costos por circulacion” no fueran proporcio-
nales al valor de lo que fluye por cada arco.

Tampoco consideraremos problemas que llevarian a estudiar problemas duales
de los anteriores, y en particular al “Problema General de las Tensiones”.

En lo que sigue so6lo nos referiremos a problemas de tipo &4 en los cuales se
supondra : | que hay p fabricas y g clientes,

que desde cada fabrica puede liegarse a cada uno de los clientes,
que no hay restricciones sobre la cantidad maxima que es posible
transportar por las distintas rutas,

que el costo por circulacion en cada una de éstas es proporcional
a la cantidad transportada.

Para estudiarios razonaremos sobre una “red de aprovisionamiento y demanda”
g= (fusuV,W) con feg V,s ¢V, generada a partir del bipartido completo
Kplq= (V1 UV2, U).

Sus arcos (f,i), 1< i < p, se supondran canalizados [0, a;], y sus arcos (f,s),
1 < j < q, canalizados [d;,x].
En todos estos supondremos un costo por circulacién nulo.

En cambio los arcos (i, j) e U se canalizaran [0, «], y a ellos se asignara un
costo por circulacién c¢;; representativo del que corresponde a dicho arco por
cada por cada unidad que lo recorre.

Resolver la cuestion planteada equivale a determinar en una red de aprovisio- .
namiento y demanda un flujo f— s de valores ¢, ; que resuelva el siguiente

Problema de Programacién Lineal.

q p

min.y @, .c,; supuestos (ijeU ; Do <a ; Do, 2d,
(i) ' J=l =l

Dentro del esquema anterior se pueden incluir casos en los que ciertos pares

fabrica—cliente no estan permitidos. Para ello bastaria asignar al correspon-

diente arco un costo suficientemente elevado, o canalizarlo [0, 0].

e
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Noétese que :

a) — si Zd ; =0 la solucién éptima es el flujo nulo. ;

b) — como es posible ir de cada fabrica a cualquier cliente, y no hay restriccio-
nes de capacidad maxima en las rutas, una condicién necesaria y suficien-

te para la existencia de soluciénes Y a, 2> d, .

c) — siempre podréa suponerse A=) a,=> d, =D,y asi llevar el problema a
una “formalizacién estandar’.

En efecto, si de acuerdo con los datos iniciales el volumen de aprovisionamien-
tos A’ fuera mayor que el de demandas D’ bastaria suponer la incorporacion
de una demanda ficticia dr=D’~ A’ con costos ¢;; suficientemente elevados,
que aseguren no seran elegidos.

Analogamente, para el caso A’ < D’ bastara el agregado de un aprovisiona-
miento ficticio ar=A’~ D’ y costos c¢y; tan altos como necesarios para evitar
que sean tomados.

En ambos casos la solucion buscada resultara de la obtenida tomando en cuen-
ta estos agregados, e ignorando luego los valores que les estan asociados.

d) — visto que el sosténde G-{fuUs} eselgrafo K,, Yy que las “soluciones
basicas” se corresponden con sus arboles cubrientes resulta que cada una
de ellas contendra (p +q—1) valores @.; # 0, con al menos un valor no

nulo en cada una de las filas, y de las columnas.

Asi entonces, elegida una “solucién basica S”, cada ®,;=0 corresponde a una

cuerda del arbol cubriente asociado a S, y cada una de éstas, agregada al &r-
bol, da lugar a un ciclo que esta univocamente determinado, y diremos “ciclo
altemado’.

.

En pag.239 veremos que estos “ciclos alternados” se corresponden con “ciclos
de modificacién del costo por circulacién”.

e) —si Za,. = Zd, siempre existen “soluciones basicas”, y si en cada etapa

intermedia del proceso se satura una Unica restriccion ( tanto aprovisiona-
miento como demanda ) la nueva solucién obtenida también sera “bésica”
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Si en alguna etapa se llegara a una “solucién no basica" el problema se modifi-
caria procediendo de acuerdo con lo que sigue. ,
Supuesto que w es un valor suficientemente pequefio bastaria incrementar en
q.w el aprovisionamiento g, ; en w el de cada una de las ¢ demandas, y en
aplicar el método a dar en pag.236 para solucionar esta nueva situacion.

Para resolver el Problema de Hitchcock se han propuesto diferentes procedi-
mientos iterativos, que aplicados a problemas cuyos datos son nimeros enteros
permiten hallar soluciones a valores enteros.

Seguidamente ejemplificaremos la aplicaciéon de cuatro métodos.

Dos de ellos son heuristicos. Los otros dos estan fundados, respectivamente,
en el Método Simplex de la Programacion Lineal, y en propiedades Primales—
Duales de la Programacion Lineal.

Todos seran aplicados a un mismo problema.

De entre los procesos heuristicos ejemplificaremos el uso de los métodos de-
nominados “de la Esquina Nor-Oeste” y “del Minimo Costo segun columnas”.

Ellos se diferencian, en esencia, sélo en el criterio usado para elegir los sucesi-
vos @, # 0.

En el Metodo de la Esquina Nor-Oeste se opta por seguir el orden “inducido por
los indices de filas y columnas” de la tabla de costos, y en el restante se respeta
el orden que inducen las magnitudes de los distintos costos c;;.

Por ello, aunque algo mas complicado, podria ser preferido.

11.9.1. Meétodo de la Esquina Nor-Oeste

Este método es comodo y rapido, pero de acuerdo con lo ya dicho, sélo ocasio-
nalmente da una solucién éptima.

Ademas, y seglin veremos, la solucion a la cual se llega al aplicarlo puede de-
pender de la forma en que se dispusieron los datos.

Un analisis del mismo puede encontrarse en [Gass78]- Cap.10.

—.
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Consiste en ir adoptando, a partir de la esquina superior izquierda de la tabla
(de ahi el nombre del método) valores ¢, ; que satisfagan sucesivos “aprovisio-

namientos y demandas residuales”.

Ejemplificaremos su uso aplicandolo a la siguiente tabla de costos ci;, presupo-
niendo aprovisionamientos a, , 1 < /i< 3,ydemandas d,, i<j< 4. '

dj
3 3 6 2
2 3 2 4 como D a,=> d, =14 hay soluciones.
a, 5|4 3 21
5 6 4 3

Primeramente se elige ¢,, =3 =inf {q, ,d,} con lo cual se satisface la deman-
da d, yqueda un “aprovisionamiento residual” a, =2.

Luego se elige ¢,, =inf.(a,,d,)=2 con lo cual se ha utilizado todo el aprovi-
sionamiento de aq, , y queda por satisfacer una demanda residual 32 =1.

Ahora se elige @, , =inf.(a, ,d,) =1, con ello resulta satisfecha la demanda d,
y resta un aprovisionamiento residual &, =4.

Reiterando el proceso anterior se obtiene finalmente el flujo dado en la siguiente
tabla, en ia cual (idem en lo que sigue ) los ¢, ; =0 se indican con .

o= | 4

Dicho flujo respeta los aprovisionamientos, satisface las demandas, y su costo
por circulaciénes Y ¢, .p,, =37
i’j

Para mostrar que las soluciones obtenidas con este método pueden depender
del orden en que se dieron los datos, constatemos que si los datos dados se
hubieran dispuesto en la forma
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2,

2 3j 3 6 2 2 .
413 5 6 4 elmétodonoslievariaalfluyjo . 1 3 1
a, 5|4 2 3 2 . . . 5
511 4 3 2
Si los datos se hubieran dispuestos de acuerdo con la tabla
dj
3 6 3 2
512 2 3 4 hubiéramos obtenido la solucién no basica
a, 4|5 4 6 3
514 2 3 1

de valor 39.

7

Operando segun se esbozd (pag.234) y aplicando el método a partir de la tabla

d.l
3+w 6+w 3+w 24w
S+4w]| 2 2 3 4
a 4 5 4 6 3

5 4 2 3 1

obtendriamos la solucién basica

(3+w 6+w 3+w 2+w

S+4w | 3+w 243w
4 } 4-2w 2w
5 . . 3—-w 2+w

de valor 37 + 10w.

11.9.2. Método del Minimo Costo segun columnas

Ejemplificaremos su uso aplicandolo al problema anterior, pero a partir de la

suguiente tabia.

"l
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2
3
4
1

S
(% SRV, I N

Se elige, en la primera columna una cualesquiera de las componentes cuyo va-
lor ci; es minimo. En nuestro caso debe elegirse ¢31 = 1.

Poniendo @,, = min.(a,,d,) =2, se satisface la primera de las demandas, y que-

da un primer aprovisionamiento residual a, =3.

Obviamente, en la segunda columna el minimo se alcanza con C2.2.
Ahora, poniendo ¢, , =min(a,,d,) =3, se satisfara la demanda d, y quedara

un aprovisionamiento residual a, =2.

El problema que adn queda por resolver puede representarse en la tabla

d,
0 0

.

i

W W O\ W
[SS 20 NS TR =N I« N

4
a 2
3

El minimo de la tercera columna se alcanza en la segunda y en la tercera fila, y
hay dos opciones. Consideraremos ambos casos.

Caso a)
Si optamos por el de la tercera fila debemos poner @;; =min (a;,d; )= 3.

Se satisface asi la demanda d, y agota el aprovisionamiento residual a, =0

Caso b)
Si optamos por el de la segunda fila eligiendo ¢,, =min.(a,,d,) =2 se agota el

aprovisionamiento de la segunda fila, y queda una demanda residual c73 =1

Ahora debemos considerar la cuarta columna, y en ambos habra que considerar
s6lo uno de sus ¢;;.= 2.
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En particular :

— en el caso a) luego de poner ¢,, =min.(a,,d,)=2 restan @, =0 d,=4.

y ;
— enelcasob) poniendo ¢,, =min.(@,,d,)=3, quedan a@,=0 y d, =3

Se llegan asi a los flujos y restricciones que esquematizamos seguidamente

d, d,
0 0 0 4 0 0 1 3
4 . 4
a 0. 3 2 a 0. 3 2 .
012 3 . o2 . . 3
caso a) caso b)

En ambas situaciones resta satisfacer una demanda de cuatro unidades y debe
reiniciarse el proceso anterior, pero limitdndolo a la submatriz inducida por las
filas y columnas aun con aprovisionamientos y demandas positivas.

En el caso a) ella es la determinada por la interseccién de la primera fila y de la
cuarta columna.
Obviamente debera elegirse ¢, , =4, y con ello dar por terminada la aplicacién

del proceso en cuestion.

Analogamente, para el caso b) tendremos que poner ¢, =1, @, =3,y dar por
terminada la aplicacion

Asi entonces, los respectivos flujos finales obtenidos ahora serian :

o, = |. 3 .2 o, = |. 3 2

El costo por distribucién respetando ¢, es 37, pero optando por ¢, es 38.

El método que acabamos de aplicar es similar al de aquellos en los que se to-
man en cuenta “minimos segun filas”, o “minimos de la tabla”, y que sélo se di-
ferencian por el criterio elegido para seleccionar los c; j- minimos.

’l

238



Todos ellos fueron ejemplificados en [JauMA71] y responden a la idea engafio-
sa, y propia de los algoritmos ingenuos ( “greedy-algorithms” ) de elegir sucesi-
vamente valores ci; “minimos entre los aun aceptables”. !

11.9.3. Método (Simplex) de aproximaciones sucesivas

7

Para aplicar este método, a diferencia de lo ocurre con los anteriores, y en con-
sonancia con lo que sucede en el Método Simplex es necesario el conocimiento
de una solucién inicial.

Supuesto que Za, = Zd . Y que se conoce una “solucion basica’, el método

se basa en la busqueda de “ciclos alternados” (ver pag.233) que permitan, a
partir de “variables no basicas” (son aquellas con ¢, ,=0), mejorar el valor de la

solucién que esta en consideracion.

Para ilustrar su metodologia volveremos al problema anterior, a partir de las si-
guiente tabla (de costos, aprovisionamientos y demandas), del siguiente flujo ¢,

(con costo por circulacion 39) y del arbol cubriente que le esta asociado.

23 3 6 a % %
N N N
2 2
i 3 5 6 4 AV ANNCI
_ ¢ = 301 2/ \2 \ \s
5 4 2 3 2 s /\/‘3 \
5 1 4 3 2 J N \

Si al arbol cubriente que corresponde a tal el flujo se agrega la arista [a; ,d1 ],
asociada con ¢,, =0, se construye el ciclo [az,dq], [dy,a1], [a1,d2], [d2,82]

Aumentando en 1 los vaiores ¢,, , ¢,, ; disminuyendoen 1 los ¢,, , 0,, ; Y
conservando los restantes ¢, se determina el siguiente flujo ¢ que también
13

satisface las restricciones del problema ¢ = |I . 3 1

5

Este cambio implicaria un aumento del costo por circulacion de 4-3+5-2 = 4
unidades, y no seria conveniente para nuestro propasito.
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Volviendo al flujo inicial, y operando como en el caso precedente, pero a partir
de @,, =0 , que esta asociado a la arista [a3 ,d ] se generaria el ciclo alternado

[a3 ,d1], [d1:a1]1 [a1:d2]1 [dZJaZJJ [a2:d4]J [d4 ,83].

Aumentando en 1 los valores ¢,, , ¢, , ¢,, ; disminuyendo en igual cantidad
los ¢,, , @,, . ¢, Y conservando los restantes se construira un flujo cuyo costo

incrementaria en 1-3+5-2+2-2 =1 el costo del inicial, y tampoco seria reco-
mendable..

En cambio a partir de ¢,, =0 se tendia el [as,d4], [ds,a2], [a2,d2], [d2, a4].
Sise aumentanen1los ¢ , @,, , sedisminuyenen 1 los ¢, , ¢,, Yy se con-
serva el resto, se determina un flujo, con costo asociado 39 + (4-5+2-2) = 38.

En general, si ¢ no es de costo minimo, para al menos una de las componen-
tes con ¢, . =0 (son “celdas no basicas”) el ciclo alternado que le esta asociado

es de costo negativo y permite determinar otro flujo ¢ que también satisface las
restricciones, y conlleva un menor costo por distribucion que el de ¢.

A partir de ¢ y reiterando el proceso tanto como necesario se llegaria, final-
mente, a una solucion éptima.

Pero, como el niumero de operaciones necesarias para lograrlo hace que este
procedimiento sea, en general, poco recomendable se propone mejorario ape-
lando al uso de “valores auxiliares”.

Para ello
1) Supuesto que Za, = Zd ;Y que se esta frente a una solucién basi-

ca, se introducen “valores auxiliares u;, v,
Son calculados, a partir de algin u; ( o de algun v; ) inicial, arbitrario,
aplicando a cada par /,j con @.; #0 laexpresion uj+v; =cjj.

Una vez elegido un valor auxiliar inicial, los diferentes u;, V; quedan
bien determinados. Algunos pueden ser negativos.

2) Condichos u;, v;, se determinan “costos marginales™ ¢’ = u; + V.

Por el proceso seguido resulta claro que para las componentes con @, #0;
(son correspondientes a ramas de un arbol cubriente), se tendra ¢’ Jj = Cij.

!
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Veamos ahora como dichos valores auxiliares u;, v; permiten simplificar el pre-
cedente método para evaluar si un cierto ciclo alternado permite, o no, mejorar
el costo por distribucion. !

En particular, para el caso del primero de los tres ciclos alternados que hemos
indicado el aumento de costo implicado por cada unidad agregada a ¢>2f, =0 se

puede dar por Cz1—Cy1,1+C12—C22 = Co1—(Ur+ V) +(Us+va)—(us +vy) =
=021 —(Vi+U2)= Co1~C2y.

Asi entonces, la suma que toma en cuenta todos los costos del ciclo alternado
generado a partir de ¢z, se reduce a otra que sélo involucra a C21 Y el costo
marginal ¢y =us +vy.

Es claro que si ¢’21 > 0 incrementar el valor @,, Y modificar adecuadamente los

restantes valores permitira obtener un flujo que respete las restricciones y con-
lleve un menor costo de distribucion que el implicado por Q.

Un mismo razonamiento vale en general.

Por lo tanto :

1) Si para cierto par i, j, con @,,; =0 el costo marginal c’;j= u;+ v; es mayor
que c;; una modificacion de flujo que llevaraa un ¢, >0 implicaria una
disminucion del costo por distribucién en ¢’; j— Cij , por cada unidad en ¢,

2) Siparatodo par i, j, con ¢, =0 se cumple c¢j=u;+v;< ¢j; lasolucién
alcanzada es optima.

Distintos ciclos alternados, correspondientes a otros ¢’ j = Cij permitirian deter-
minar otros flujos de igual costo que el que se esta analizando.

Resumiendo,:
Para mejorar las soluciones halladas bastan reiteradas aplicaciones de las si-
guientes etapas.

1)  Supuesto 'a,=>d, y que se conoce una solucién basica p se

determinan (a partir de cierto u; arbitrario) para todos los i ,ytodoslosj,
valores auxiliares u; v; tales que, si 9., *0, u+v; =gqy,
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2) Luego se evaluan, todos los “costos marginales” c¢’; = uj+ v;.
Sitodo c¢’; < ¢ la solucién dada por ¢ es dptima. ’.
Caso contrario, supuesto c¢j; > ¢;; se elige un ciclo alternado que lo con-
tenga, e incrementando ¢, ; en ¢’j—c;; = J,, se determina un nuevo flu-

jo ¢’ que mejora en tanto como ¢, .5, ;. la solucidén dada por ¢. -

J
3) Se vuelve a la etapa 1) aplicandolaa ¢’.

Notemos que :
- si durante el proceso indicado se genera una soiucién no basica, ésta debera
ser transformada en otra que sea basica (ver pag.236)

— si al aplicar 3) hay ciclos alternados asociados con diferentes c¢’; > ¢;; disjun-
tos dos a dos, pueden elegirse todos ellos simultaneamente.

— distintos ciclos alternados de valor nulo permitirian tomar en cuenta “criterios
secundarios” (a saber : mejor distancia, mas confiabilidad, menor riesgo, etc.)

Volviendo a nuestro ejemplo de pag. 239, y tomando como de referencia su flu-
jo de costo por circulacion 39, los diferentes valores u;, vj , calculados a partir
de u;s =0 por aplicacion reiterada de u; +v; = ¢;; , para aquellos pares i, j,
con ¢, #0 seresumenen

v

J
3 5 65
0 [* * (los * corresponden a @, #0)
u, -3 * ok Xk
-3 *
3 6
* %
de donde los ¢';; dados por 0 * ( * significa ¢;j=c'ij ).
-310 2 3 *

Visto que ¢’14 = 5> cs4 =4 existen flujos ¢ con ¢'14> ¢, que previa elec-
cién de ciclos alternados dan lugar a flujos que mejoran el costo por circulacion.
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Uno de ellos es el que resulta de incrementar ¢, , , disminuir ®,,, aumentar

@,, Y disminuir ¢,, . j

Lo maximo que puede modificarse el ﬂu;o en dichas componentes es de 1 uni-
dades, y esto lleva al siguiente flujo ¢ de costo 38.

I4

p'= |. 2 3 . (. significa ¢, =0)

Eligiendo nuevamente u;= 0, los costos ¢;;j, y los ¢'i; # 0 permiten determinar

nuevos valores marginales con los cuales se construye la tabla
V.

J
3 5 6 4 356 4
, 0 L J 6 *
0 {* = * de donde los c';
u -3 % =310 * * 1
_5 . -211 3 4 *

Como el costo marginal ¢’33 =4 supera al c33=3 es posible determinar un
nuevo flujo con menor costo de distribucion.

Para esto aumentaremos en una unidad los valores ¢33, @22, @14, y disminui-
remos en igual cantidad los @23, @.12, @4.

De donde, el flujo ¢ " de valor 37.
2 . .02
" = . 3 2 .
1 4

Ahora, con u; =0 y tomando en cuenta ¢” se determina la tabla

v
’ 1.2 3 2
1 2 3 2 v 45 e
20 * * de donde los c¢’;;
1 * * 2
u 0 * * * %
0 . % 0|1 2
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Como no hay costos marginales estrictamente mayores que los respectivos c¢;;
no hay ciclos alternados de valor positivo, y ¢ es de costo minimo. ‘
Puede verse que previa reordenacion de filas y columnas en la tabla de costos
el flujo ¢" coincide con hallado en la primera aplicacion del Método de'la Esqui-
na Nor-Oeste

Los ciclos alternados de costo nulo asociados a componentes con @i =0
permiten deducir que este no es Unico entre los minimos.

2
Otros dos flujos enteros de costo minimoson |. 3

N o= .
W - N
P TS
N NN

11.9.4. Método Primal - Dual

Sus fundamentos tedricos se remiten a la Teoria de Dualidad, de la Programa-
cionLineal. Es de enunciaciéon compleja y s6lo veremos como aplicario.

Para justificaciones podrian consultarse [BazJ77], [Gass58], [GonM79), [Hu70],
[JauMA71], [Sak84a/84b], [Sim62], [Vaj58/60].

El método consiste en :
Dados los datos ¢;; 2 0;a;20,d;>20,con1<i<p,1<j<q,

hallar valores ¢, 20, , 20, B, 20 que resuelvan :

el Problema primal @ | minimizar > ¢, .c,
“.J)
supuestos » ¢, <a, , D¢, 2d,
J i
y su dual @* maximizar > d,.f,-Y a,e,
J i

supuestos S, -a,<¢,, , a,20 , B, 20

Las “variables duales” a;, [ ; juegan un rol analogo al de las tensiones (o diferencias de po-
tencial) y pueden interpretarse como precios.
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Por propiedades de la Dualidad en Programacion Lineal, y si el problema plan-
teado es de minimizacion, cualesquiera sean las soluciones x del problema pri-

mal, y u de su dual, el valor P (x) esta acotado inferiormente por @*(u).

Asi entonces, si para un par de “soluciones duales” se satisface la igualdad en-
tre sus respectivos valores, ambas son soluciones optimas de @ y P*.

El proceso a seguir busca determinar, en forma alternada, sucesivas aproxima-
ciones a soluciones de los problemas primal y dual.

Para elio, se aplicarian a partir de una “pre-solucién” del dual, las siguientes tres
rutinas.

1) Sefialamiento de componentes (de arcos) admisibles

Dado un par de valores «, , §; que satisfagan las restriciones del problema

dual fijar como componentes admisibles (arcos admisibles) sélo a los pares i, j,
talesque cjj= g -a,.

En la primera instancia pueden elegirse los «,= ¢,, =0, ylos B, =min; c;.

2) Eleccion de flujo.

Hallar un flujo maximo, que respete los datos, y admita valores ¢, ;>0 sdloen
las componentes (los arcos) admisibles (aquellas con ¢;j = B, -a,)

Mas precisamente, resolver el siguiente problema auxiliar
L | maximizar > o,
i)
supuestos ¢, 20 , > 9, . <a, , ¢, =0 sicy;>p -a
J
3) Cambio de variables duales
Si el flujo maximo asi hallado no es solucién del problema primal @ las marcas

provenientes de la Ultima aplicacién del algoritmo de Ford-Fulkerson permitiran
hallar otra solucién de su dual y con ella reiniciar el proceso.
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Para esto, y supuesto que I (J) es el conjunto de indices de las filas ( de las
columnas ) marcadas en la uitima aplicacion del algoritmo para resolver el pro-
blema auxiliar P se debe evaluar § =min(c,; +a, - f,) extendido a las com-'

ponentes (/,j) con ie I, j¢ J, calcular las nuevas variables duales

a.i =] . si iel ﬂ.j:‘ ﬂj si jE J

H

a,+8 si iegl B, +6 si jeJ
y volver a 1).

Se demuestra que al pasar de una etapa a la siguiente, los elementos admisi-
blesde I x J ,ylosde ] x J , se conservan.

Aplicaremos este método al mismo problema de minimizacion ya resuelto.
d

J

Los datos correspondientes se resumen en 5

SN N
W o= b

3
3
3
6

Q
wv HN W

4

Elegida la “solucién” del dual @, =0, f, =min, (¢, ;) sus correspondientes com-
ponentes (arcos) admisibles son indicados a continuacion.

B,
2 3 2 1 .
ol* * x
a, O * ok ok
0

Un flujo maximo, con ¢, ; #0 sélo en tales componentes (arcos) es :

320 . 3&0%0.
S VAR, ™~
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Al aplicar la tercera rutina para el calculo de & se tendran J = {3}, /=0 ypor
lo tanto, considerando los (i, j) e I x J resulta & =min (c.,+a,-B)=2

Los nuevos valores de las variables duales y sus correspondientes componen-
tes (arcos) admisibles son los indicados seguidamente :

B,
4 5 4 3
2 * * *
a. 2 * * *
, O % *

Un flujo maximo, con valores @,, =0 sblo en lugares admisibles es el siguiente,
que resuelve el problema planteado
A 0
3 2

ARV

Las tablas que siguen resumen los datos, y las soluciones obtenidas de los pro-
blemas primal y dual.

3 2
1

1

N s O
N O

d, B,

3 3 62 4 5 4 3 3 20 .

2 3 2 4 2 (% * 0" = 1 4 0

a, 4 3 2 1 a, 2 x % % 2 2
4]s 6 4 3 0 * x

Puede constatarse que los valores obtenidos implican, efectivamente, que

D296, =2.d B, - Za,..ai =37

. J

OBSERVACION :

Veamos que eventuales modificaciones en los aprovisionamientos pueden lle-
var a disminuir el “costo por circulacion’, y eto atin aumentando las demandas.
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Para ello supongamos que ¢ es un flujo que satisface el problema de Hitch-
cock, para cierta distribucion de aprovisionamientos, demandas y costos dados.

Redistribuyendo aprovisionamientos, o incrementando alguno de elios, es posi-
bie que aumentando algun ¢, ;, y disminuyendo en igual cantidad otro @, ; » S€

determine otro flujo ¢ que también satisfaga las restricciones.

Obviamente, si ¢;; < cn; €l costo por circulacion resultante de aplicar ¢ sera
menor que el resultante de aplicar ¢.

Asi entonces, puede suceder que conservando los valores ¢;;, y para nuevos
aprovisionamientos que permitan satisfacer las demandas, sea factible elegir un
nuevo flujo ¢ cuyo costo por distribucién sea menor que el de ¢.

Y esto aun cuando el costo por distribucidn que implica ¢ fuera minimo para el
planteo inicial.

NS

.

Asi, para el problema anterior, y adoptando |a tabla

'

v Hh W
H N NS
W o— AN

AN W W W

5
a 5
4

el costo minimo de sus “flujos de distribucion” es segun vimos 37.

Q

.

Pero, dada la tabla el flujo .1 51

Q
S/
w A N W
A W W w
EL N ST S 2 o)
W= BN

satisface las restricciones y su costo de distribucion es 33 < 37.

Esta situacién puede presentarse también aun cuando se aumente ia magnitud
de las demandas a satisacer.

En efecto, modificando algunos de los aprovisionamientos y demandas anterio-
res en una unidad, pero conservando los costos unitarios, el problema anterior
podria lievarnos al que resume la siguiente tabla

f
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que admite lasolucién ¢ = |. 1 5

Q
Wil3 wn
w A lw
o w owlw &
E S IR R
(T I N BN

Es facil constatar que ahora, con una unidad mas de demandas que en el caso
inicial el problema se resuelve con un “costo por dstribucién” de 35 < 37
La situacién indicada lieva a la siguiente afirmacion :
Es posible que modificando aprovisionamientos,y conservando los costos
unitarios, sea posible satisfacer iguales o mayores demandas que la ini-

cial, y esto con un menor “costo por distribucion”.

Esta afirmacion es conocida como “Paradoja del Transporte’, y el ejemplo dado
confirma su validez.

En [Szw71] se la estudia y se proponen dos métodos para abordarta.

249



EJERCICIOS

11 -1) o
Vea que mediante el agregado de a lo sumo un vértice y un arco todo problema
de flujo f—s puede llevarse a otro, de flujo - s, con f* entrada.

11-2)

Con referencia al siguiente esquema canalize, si ello es factible, el arco (p, q)
de forma que la red obtenida admita flujo f—s.

Idem de manera que no admita un tal flujo.

p
[1,5] [3.4]

f< Tas

[0,3] [0,4]
q

11-3)

Indique como operaria para reducir, a modelos compatibles con la definicion de
pag.197 problemas de flujos en los cuales debieran ademas respetarse restric-
ciones de capacidad en los vértices.

11-4)
Construya un red que admita al menos dos flujos f—s completos de valores dife-
rentes.

11-5)

Suponga que se tiene una red que admite flujo f— s con todos sus arcos cana-
lizados [ 0, ¢; ]y con todos los ¢; distintos entre si.

¢ Puede, o no, afirmarse que entre los cociclos que separan f de s existe uno
Unico de capacidad minima (maxima) ?

11 - 6)

Convengamos en decir “arco més vital” de G a todo arco cuya eliminacién pro-
voca la mayor disminucion en el valor de sus flujos f— s maximos

¢ Puede afirmar que los arcos “mas vitales” son aquellos con maximo valor o

(con maxima cota ¢; )
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11-7)

Demuestre que si la red G admite flujo f—s , de o(x,V)=0(,x) , f#x#s ,

)

resulta la existencia de cierto valor ¢, = o(f,V)—0oW.,f).

11 - 8) RV
Suponga tener una red canalizada [ b;, ¢;] que admite un flujo f— s de valor ¢,

que (4,4) es un cociclo que separa fde s, y que sus arcos de vértices inicial
en A (en 4 )sedenotan r (s, ).
Veaque entalcaso: ¢, =p(4,4)—p(4,4)

Zbi—zci < @, < Zci—Zb,.

Ty 5
11-9)
Una combinacion lineal Y a, ., se dice “convexa”si > o, =1, a,20.
Vea que toda combinacion lineal convexa de flujos canalizados de una red, es
también flujo canalizado de la misma.

11 - 10)
Suponga que cada arco u; de la siguiente red esta canalizado [0, ¢;] y que las
respectivas cotas superiores son las indicadas en la tabla

(fm) =3 (on) =7 ' m P r
(fF.n) =2 (o,q) =3

?f' y )=§ ?p’ r)) =§ f )

m, = A -

(mm=4 (@9 -6 A/q s
(n,p) = (rq) =4

(nq) =4 (s) =6 )

Determine en dicha red un flujo f—s que sea maximo, y otro minimo.

11 -11)
Demuestre que el conjunto R2) de las restricciones de conservacion en la defi-
nicion de flujo es redundante.

11 -12)
Vea que si U, y U, son cociclos minimos que separan f, s, también lo son

UAnB y UAuB'
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11-13)
Vea que si todo arco esta canalizado [0, ¢;] y la red admite flujo f— s de valor
@, > 0 se puede hallar una familia de caminos C;, no necesariamente arco dis-

juntos dos a dos, a cada uno de los cuales pueden asignarse valores ¢, tales
que ¢, =Z¢j .
J

¢ Se puede afirmar lo mismo para el caso de redes que admiten canalizaciones
[bi,ci] con b > 07?

7

11 -14)

Se sabe que dada una red con canalizaciones enteras el nimeros de veces que
debe aplicarse el algoritmo de Ford y Fulkerson para alcanzar el maximo esta
acotado por éste valor.

Constate, con un ejemplo distinto del dado en pag.214 que, efectivamente, di-
cha cota sea alcanzada.

11 -15)

Las familias A, B, C, D, E, tienen, respectivamente, 3, 3, 4, 5, 5, miembros y
disponen de cinco vehiculos, con cuatro asientos cada uno.

¢ Sera posible organizar una salida de forma tal que todos puedan ir de excur-
sion sin que haya dos miembros de una misma familia en un mismo coche?

En tal caso halle una tal salida .

Idem si ademas no pueden viajar juntos miembros de las familias A y B.

11 -16)
¢ Podria plantear en términos de flujos canalizados la siguiente generalizacién
del ejercicio anterior ?

Un conjunto de p familias dispone de q vehiculos. Las familias tienen, respecti-
vamente, my, mz, ..., m, miembros, y los vehiculos ny, ny, ..., nqg asientos.

¢ Bajo que condiciones sera posible organizar una excursién en la que partici-
pen todos los miembros de las familias, pero no haya dos de una misma familia
en un mismo vehiculo ?

11-17)

Muestre que la determinacion de un flujo f — s maximo conlleva determinar al
menos un cociclo minimo que separa f de s
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11-18)

Constate que si H se obtuvo a partir de G siguiendo la metodologia propuesta'_
en pag. 215, la existencia en H de un flujo que sature los arcos de salida (entra-
da) equivale a la existencia de flujos en G.

Aplique el método de referencia a la red

24

[2,5]
[1,7]—s

R

v [B4]

[1.4]

11 -19)

Vea que una forma alternativa de la propuesta en pag. 215 para construir, a
partir de una red G canalizada [b;, ¢;] otra canalizada [ 0, ¢’; ], que lleve a de-
terminar un “flujo inicial’ en G es la que sigue :

Agregarle una entrada f, una salida s’, y para cada arco u; = (x, y) con
b; > 0 substituir este valor por b; = 0 y agregar arcos (f, y), (x, ) cana-
lizados [0, b;].

Vea que también ahora la los flujos de G estan en correspondencia biyectiva
con los de la asi construida que saturan sus arcos de salida (entrada)

11 -20)
Suponga que el obrero A esta habilitado para las tareas t4, t;, que el obrero B
lo esta paralas t,, {3, el Cpara t3,1s,el D para t;,t;, yel Eparaty, to.

¢, Puede establecer una biyeccién entre obreros y tareas que solo incluya pares
de elementos aptos ? Caso contrario, cudl es el mayor nimero de pares obre-
ro-tarea que puede formar ?

¢ Como operaria si ademas debiera tomar en cuenta “la eficacia” de los obreros
para ejecutar las tareas ?

11-21)

Suponga que en la siguiente tabla los elementos “admisibles” son los indicados
con *, Determine, aplicando el Algoritmo Hungaro, un “acoplamiento maximo
de admisibles”.

~..
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P q r s
al * ¥+ _
. i
bl * * = *
cl* | = *
dl * * * ’
e| * * =

11-22)

Suponga que cinco tareas deben ser desarrolladas por cinco obreros y que en
la siguiente cada una de sus componentes ¢;; da el costo (el rendimiento) de la
asignacion i-ésimo obrero—j-ésima tarea.

10 8 7 9 15
7 6 4 10 12
C=1|5s 89 7 7
6 7 9 10 6
7 9 4 9 8

Halle una asignacion que minimice el costo (maximice el rendimiento) total.

11 - 23)

Supuesto que la tabla precedente mide tiempos (confiabilidades) determine una
asignacion que permita concretar todas las tareas y maximice el tiempo minimo
( minimice la maxima confiabilidad ) de los pares que fa componen.

11 - 24) .
Dada la siguiente tabla de aprovisionamientos, demandas, y costos unitarios
por circulacion aplique los distintos métodos dados para resolver el problema de
Hitchcock que le esta asociado.

d!

3 4 758
55 3 4 8 2
a, 713 2 5 6 4
8|6 3 5 7 2
42 6 7 7 2
3|5 5 6 3 3
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11 - 25)
Rehaga el ejercicio disponiendo los datos de otra forma

11 - 26)
Una industria que posee tres tornos, dos fresadoras vy tres taladros’ tlene orde-
nes de trabajo que le exigen emplear todo su equipo. y
Coloca un aviso solicitando operarios y se presentan :

a) dos que saben manejar tornos y fresadoras.

b) dos " ¢ taladros y fresadoras
c) dos " “ " y tornos
d) dos " oo, , “ vy fresadoras.

Se pregunta
¢ podra la empresa cumplir con su objetivo ?
¢ cual seria la asignacién mas econémica supuesto que :
los salarios de los operarios de b) y de c) coinciden.
“ " de a) superan en 10 % al de los de b)
“ “ * de d) superan en 20 % al de los de b) ?

11-27)
Supuesto que los datos harian factible la resolucién del siguiente problema, de-
termine una red que le permita resolverio en términos de flujos enteros.

— un centenar de los habitantes de un pueblo estan asociados a uno o varios,
de los clubes Cy, C,, ..., Cp, y a solamente uno solo de los partidos politi-
cos Py, ,Pq.

— los clubes deben elegir, de entre sus socios, un representante, que puede
representar a sélo uno de los clubes (aun cuando sea socio de varios).

Elegir los representantes de manera tal que el nimero de ellos pertenecientes a
un cada partido politico P; esté acotado inferiormente por b; y superiormente
por ¢; .
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