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PROLOGO

En los cursos de Algebra y en los de Analisis Matematico estamos acostumbra-
dos a considerar problemas de la vida diaria y a plantear su resolucién median-
te modelos matematicos que proponen una simplificacién de la problematica a
estudiar. Ellos llevan, habitualmente, al analisis de funciones, o de sistemas de
ecuaciones en las cuales las magnitudes de las variables involucradas toman
como valores numeros reales, y conducen a “problemas continuos”.

Para otras cuestiones, que se plantean en “conjuntos discretos” y mas particu-
larmente en “conjuntos finitos” son muy Uutiles las nociones y técnicas propias de
la Teoria de Grafos.

Los “grafos” proponen un esquema de razonamiento cuya simplicidad permite
aplicarlos al estudio de cuestiones muy diversas, provenientes tanto de juegos
de entretenimiento, como de cuestiones tedricas, o de la vida cotidiana.

Precisamente, la posibilidad de abordar y sistematizar dentro de esta teoria el
estudio de situaciones muy variadas es una de las razones del impetu y desa-
rrollo que ella presenta en la actualidad.

La Teoria de Grafos esta vinculada con diversos capitulos de la matematica.

En particular, con combinatoria, relaciones, algebra booleana, algoritmos, matri-
ces, y espacios vectoriales (tanto sobre el cuerpo real, como sobre 2, ).

Una primera visién de la que tiene con la Teoria de Relaciones puede vislum-
brarse a partir de [Ore63a] y [Spi89].

Ademas de su importancia como rama de la matematica cabe destacarse Ia que
resulta de sus aplicaciones en ingenieria, economia, fisica, quimica, biologia,
ciencias sociales, investigacion operativa, informatica, etc.

La mayoria de ellas estan referidas a problemas para cuyo estudio basta consi-
derar un namero finito de “estados”, y por esto es habitual restringirse a los
“grafos finitos”. A ellos nos limitaremos, y esto nos permitira razonamientos, o
procedimientos, que no serian validos sobre conjuntos infinitos.

Para internarse en la teoria en cuestion no seran necesarias disciplinas o técni-
cas elaboradas. Por el contrario, sera suficiente un cierto gusto por lo combina-
torio, y un conocimiento basico del razonar matematico, asi como del manejo de
matrices y algoritmos.



Aun cuando algunos de sus temas fueron estudiados como parte de la “topolo-
gia combinatoria” por Veblen, en 1922, suele convenirse que la Teoria de Gra-
fos surgié como disciplina auténoma en 1936, con la publicacién del libro de
Konig [K6n36], en el que se reunieron y sistematizaron bajo un enfoque comun
resuitados obtenidos al tratar problemas sin aparente conexion entre si.

Las resoluciones de algunos de ellos llevaron a idear conceptos, o métodos,
que ahora se incluyen entre los que estudia la teoria que nos ocupa.

Seguidamente nos referiremos muy brevemente a cuatro de las “motivaciones
histéricas” que impulsaron el uso de algunas de tales nociones.
Posteriormente ellas seran tratadas con mas detenimiento.

De ellas la primera en orden cronolégico, y posiblemente la mas conocida, esta
asociada al “Problema de los Puentes de Koénigsberg”.

Fue resuelto por la negativa por L.Euler (1707-1783), en 1736, pero dicha solu-
cion parece haber sido ignorada hasta 1851 en que se la publicé traducida al
francés. El problema en cuestion, que esta vinculado con las “figuras unicursa-
les” tiene una solucién simple. (ver Cap. 4)

Otro problema que tiene una formulacién similar al anterior, pero que es total-
mente diferente en cuanto a las dificultades para resolverlo es el “Problema
hamiltoniano”, asi denominado a partir del juego ideado, en 1859, por W.R.
Hamilton (1805 -1865). (ver Cap. 5)

Otras cuestiones llevaron a la nocién “arbol” (ver Cap.8-9) que es quizas la mas
importante de las estructuras no lineales utilizadas en la implementaciéon de al-
goritmos.

A este concepto recurrié en 1847 G.R.Kirchhoff (1824 -1887) para simplificar la
resolucion de los sistemas de ecuaciones lineales que surgen al estudiar “circu-
laciones” en redes eléctricas. Para ello asoci6é a dichas redes esquemas repre-
sentativos, y mostré que para resolver el sistema en cuestion en lugar de consi-
derar todos sus “ciclos” bastaba con elegir un “arbol cubriente” y tomar en cuen-
ta sélo los “ciclos independientes” a él asociados.

Dicha nocién fue reencontrada diez afios después por el quimico inglés
A.Cayley (1821-1895) en el trascurso de sus investigaciones para determinar el
numero de parafinicos isbmeros; es decir, para hallar la cantidad de hidrocarbu-
ros con enlaces simples (responden a la formula C, Han+2 ) que teniendo igual

numero de atomos de cada elemento gozan de propiedades fisico-quimicas
diferentes.



Para cada n < 3 hay uno solo de tales hidrocarburos, a saber : metano (n = 1), etano (n = 2),
propano (n = 3) ; para n = 4 hay dos, butano, e isobutano.

Naturalmente, su nimero crece con n, para n=5 hay tres isomeros, para n = 10 ellos son 75,
para n =15 hay 4.347, para n = 20 hay 366.319 y para n = 22 ellos superan los 2.250.000.

Por otra parte, la busqueda de respuesta a la “Conjetura de los Cuatro Colores’,
que llevaba a los cartografos del Siglo XIX a suponer que todo mapa podia co-
lorearse con a lo sumo cuatro colores asignando colores diferentes a paises
fronterizos, impulsé el estudio de los “grafos planares”.(ver Cap.10)

A este respecto puntualizemos que en 1890 Headwood demostré ([Heaw90])
que la supuesta verificacion de dicha conjetura dada en 1879 por el abogado y
eclesiastico inglés Kempe ([Kemp79/80]) solo era valida substituyendo cuatro
por cinco; y que finalmente, luego de numerosas tentativas, esta conjetura fue
resuelta afirmativamente por Appel y Haken recién en 1976.( [AppH76/77/78],
[WooW78] )

Segun referencias, siguiendo ideas de Kempe ellos redujeron, tras miles de
horas de computacién, la infinidad de mapas posibles a una cantidad finita que
los representara.

Destaquemos, de paso, que las proyecciones estereograficas permiten asociar
a cada mapa dibujado sobre un plano, otro dibujado sobre una esfera, y reci-
procamente.

Por esto, en 1976, el problema de referencia fue resuelto simultaneamente para
ambas superficies; pero merece destacarse que ya antes se conocia la solucién
del problema analogo en otras superficies “mas complicadas”.

En efecto, ya a partir del citado trabajo de Heawood se sabia que para resolver
el problema analogo de colorear los mapas dibujados sobre un “toro” el nimero
en cuestion es siete, mientras que para el caso de los dibujados sobre una “cin-
ta de Mébius” es seis.

Para mayores referencias sobre éstas y otras motivaciones que impulsaron el estudio de la
Teoria de Grafos pueden consultarse [BigLW76], [Cox59], [Chi89], [Har69b), [Krai30], [Ore63a],
[RouB92], [SaiL26], [Tor76], [Wil78], como asi también [Har60b/64a/67c/67d/69¢/73b],

Ademas, un sucinto “resumen histérico” se da en [Gri85]-Cap.11.

Numerosas cuestiones tedricas, o de la vida diaria, pueden ser descriptas ade-
cuadamente, al menos en primera aproximacion, por medio de esquemas com-
puestos de “vértices” y de “lineas” que conectan ciertos pares de ellos, y even-
tualmente alguno consigo mismo.



En ocasiones habra que tener en cuenta el orden en que se los conecta, y esto
impone que en tal caso se recurra a un “esquema dirigido”.

En otros circunstancias puede suceder que dicho orden no exista o no interese,
pero aun entonces quizas sea Util emplear esquemas dirigidos para analizarlos.

Asi por ejemplo, seria necesario recurrir al caso dirigido para analizar la circula-
cion de un fluido en una red cuyos tramos estan provistos de valvulas que sélo
permiten el deslizamiento en un unico sentido. En cambio, si la circulaciéon pue-
de, a priori , efectuarse en ambos sentidos, podriamos convenir en asignar a
cada tramo una direccion arbitraria, y considerar que el caudal que lo recorre es
positivo, o negativo, segun que fluya en sentido coincidente, o no, con el que le
fue fijado al tramo en cuestidon. De tal forma, si el tramo de extremos A, B esta
orientado desde A hacia B y se deslizan 5 unidades desde B hacia A dirfamos
que al arco (A, B) lorecorren -5 unidades.

Dichas situaciones llevan, respectivamente, al estudio de “nociones dirigidas” y
al de “nociones no dirigidas”. En general, pero no siempre, a cada nocién de
una de las clases corresponde otra en la restante.

Para representar A es superior jerarquico de B // A es mayor (menor) que B //
A es anterior a B // el sistema pasa del estado A al estado B // etc. podremos
poner Ae——pe B ; ydecir . A precede B.

En cambio, para visualizar. A es amigode B // A es contemporaneo de B // el
sistema puede pasar del estado A al estado B y viceversa // etc. podremos
poner A e e B ; ydecir : A,B, son adyacentes.

Para distinguir tales situaciones se dira que : el par ordenado (A, B) define un
arco de vértice inicial A y vértice final B, mientras que el par no ordenado [A, B]
determina una arista de extremos A, B. En ambos casos se admite A = B.

Nétese que aun cuando cada “arista [A, B] " con A # B podria substituirse por el
“par de arcos (A, B), (B, A)’, y que haciendo caso omiso del sentido de recorrido
cada arco da lugar a una arista con iguales extremos que el arco de partida,
razones de comodidad hacen conveniente considerar tanto a las nociones “diri-
gidas” como a las “no dirigidas”.

Las substituciones indicadas permiten establecer interesantes relaciones entre
ambos tipos de nociones, y ademas evitar el uso de “configuraciones mixtas” ;
es decir, con “arcos” y con “aristas”, a las cuales podria inducirnos el estudio de
ciertos problemas.



Oftra cuestion a tener presente es la siguiente.

Dados un conjunto de elementos y otro de relaciones entre ellos, en algunas
ocasiones interesara tomar en cuenta todas las posibles “conexiones” que ellas
determinan; pero en otras sélo atender a si los elementos estan vinculados con
otro, o consigo mismo, por al menos una de tales relaciones.

Asi por caso, conocidas las redes viales, férreas, aéreas, y telefonicas, que vin-
culan entre si un conjunto de ciudades, para analizar ciertas cuestiones de in-
tercomunicacion entre ellas podria ser suficiente conocer los pares de ciudades
que estan conectadas en forma directa a través de alguna de dichas redes; o
bien, ser necesario tener que tomar en cuenta todas las redes que las conectan.

En relacion con lo precedente notemos que, en primera aproximacion, cada mo-
lécula puede ser visualizada por un esquema en el cual los “vértices” corres-
ponden a los atomos y las “lineas” a las ligaduras entre ellos.

En particular, el metano (C Ha), el tetracloruro de carbono (C Cls) y el acetileno
(C2 Hz) pueden representarse, respectivamente, por:

H of
| I

H—C—H Cl—H—C H—C=C—H
| |
H cl

Obviamente, hay propiedades de las substancias que no tienen corresponden-
cia con los esquemas que nos ocupan.

Asi por caso, a temperaturas habituales el metano es un gas combustible, mien-
tras que el tetracloruro de carbono es un liquido no combustible.

No obstante, de dichos grafos moleculares pueden obtenerse indices que refle-
jen ciertas propiedades fisico-quimicas. Por ejemplo, el “Indice de Wiener”, que
esta ligado con el concepto de “distancia en grafos” (ver 3.2) fue correlacionado
con el “punto de ebullicidon” y con “el grado de isomerizacion” de ciertos hidro-
carburos.

Su utilidad impuls6, en quimica, la creacion de otros "indices topolagicos"
Consideraciones sobre algunos de ellos pueden verse en [Ran84].

Otras publicaciones en las que se interrelaciona la teoria de grafos con la quimica son :
[Bal7685a/85b], [GutP86], [PolyaR87], [Rouv85/86], [RouvB79] y [Tri83].



La “distancia en grafos” también fue aplicada en sociologia y en psicologia para
estudiar mediante indices de centralizacién (o de periferismo) la importancia del
rol que puede desempenfar cierto individuo en determinado grupo social.

Por otra parte, haciendo caso omiso de caracteristicas propias de sus tramos (a
saber, existencia, o no, de resistencias, de inductancias, de fuentes de energia,
etc.), cada red eléctrica puede esquematizarse por un diagrama que ayudara a
deducir relaciones entre las intensidades de las corrientes que recorren sus dis-

tintos circuitos, pero no sobre los de indole electromagnética que se crean por
efecto de esa circulacion.

Algunas de las publicaciones en las que, cotinuando los trabajos de Kirchhoff, se interrelacionan
los grafos con las redes eléctricas son [Bry67/79], [Chen71a], [Deo74], [Duf75], [Minty66/75],
[SesR61], [SwaT81].

Los diagramas a los que nos hemos referido aparecen en disciplinas dispares,
bajo nombres muy diversos, a saber : redes (fisica, ingenieria, economia); or-
ganigramas (economia, planificacién, gestion); diagramas de flujo (programa-
cidn); diagramas de transicion (fisica, informatica, quimica, teoria de lenguajes);
estructuras moleculares (quimica, biologia); etc.

Habitualmente, dichos diagramas permiten aclarar las situaciones planteadas,
facilitando la comprension de los problemas en estudio. Esto nos llevaria a decir
que un buen dibujo puede valer mas que un largo discurso.

Segun Wilson [Wils78], parece ser que el primero en designar “grafos” a estos
esquemas fue Sylvester al publicar, en 1878, sus trabajos sobre investigaciones
de invariantes en quimica. ([Syl78])

Las ideas subyacentes en muchas de las nociones propias de la Teoria de Gra-
fos surgen de esos diagramas y son facilmente visualizadas en ellos.

La comodidad de manejo que brindan hace que se recurra a ellos muy frecuen-
temente. Pero destaquemos que solo son Gtiles y manejables si el nimero de
elementos a considerar es reducido. Por esto, en ocasiones sera necesario
hacer uso de representaciones que recurren a matrices, o tablas, o listas, etc.

Por otra parte, la cantidad de datos a tomar en cuenta podria llevar a la necesi-

dad de utilizar computadoras, y a tal efecto ello seria necesario referirse a for-
mas de representacion en ellas. Esta cuestién no sera considerada.

\



Habitualmente, todas las configuraciones antedichas son incluidas bajo el voca-
blo “grafo”, pero para distinguir el “caso dirigido” del “caso no dirigido”, y separar
los casos en los que entre cada par de vértices puede existir a lo sumo una “co-
nexion” de aquellos en los que se admiten varias, sera preferible convenir en
designarlos, respectivamente, grafos // multigrafos (caso no dirigido), y digrafos
// multdigrafos (caso dirigido).

Asi entonces, solamente los digrafos (grafos) podran asociarse a una relacién
binaria (relacién binaria simétrica) entre sus vértices.

Los diagramas de referencia no estan univocamente determinados, y en ellos
sélo interesa cuales son los puntos conectados, pero no donde estan ubicados,
o la forma que se asigna a la linea que los une.

Habitualmente, tampoco interesan sus respectivas designaciones, ni la eventual
existencia de intersecciones entre las lineas.

Pero, claro esta, los que corresponden a una misma situacion deben ser inter-
cambiables, y esto lleva al concepto de multigrafos isomorfos.
Tal es el caso de los siguientes G/, G2 Gj.

a p 1
- 4
c d s r
Gy G G;

En G: no deben considerarse vértices las intersecciones de las curvas de ex-
tremos p, g con la de extremos r, s.

Auln cuando distintas representaciones de una misma configuracién deben con-
tener igual informacion, determinadas propiedades pueden ser faciimente ob-
servables en las de cierto tipo, pero no en las de otra clase.

Asi por ejemplo la “planaridad” y la “conexidad" resultan inmediatas en un es-
quema adecuadamente diagramado, pero son dificiles de reconocer en las re-
presentaciones tabulares, o en las matriciales.

En cambio, éstas presentan otras ventajas, ya que permiten operar algebraica-
mente e inferir propiedades de los grafos usando resultados de la teoria de ma-
trices.

Vi



En general, la representacién a elegir dependera del problema a estudiar, asi
como de los datos y de los elementos operativos disponibles.

Ella no siempre es inmediata a partir de los datos conocidos.

Habitualmente, para construirla sera necesario tener un buen conocimiento del
problema a resolver, y esta informacién, exterior a la teoria de grafos, permitira
una mejor interpretacién de los resultados obtenidos.

Creemos oportuno destacar que las consecuencias tedricas y las aplicaciones
mas interesantes se obtienen al considerar configuraciones a cuyos elementos
se han asociado “etiquetas” ( o “valores”) que incorporan informacién adicional,
y se eligen de acuerdo al problema en estudio. (ver 2.3)

Para ejemplificar la necesidad de distinguir entre “grafos” y “grafos etiquetados”
notemos que dos tramos de ruta alcanzan para interconectar tres ciudades, pe-
ro que habitualmente interesa conocer cual es la “ciudad intermedia”.

Por otro lado, el uso de “configuraciones valuadas” es util en relaciéon con los
problemas de optimizacién; es decir, con cuestiones en las que interesa deter-
minar soluciones que “optimicen” el valor de cierta “funcién objetivo”.

Por ejemplo, maximizar ganancias, 0 minimizar demoras.

Podriamos decir que los “grafos” facilitan el estudio de la estructura combinato-
ria subyacente entre sus vértices; mientras que los “grafos valuados” permiten
ademas analizar problemas cuantitativos.

En particular, y con vistas a la problematica a estudiar en Cap.6 supongamos
que se debe supervisar la evoluciéon de un proyecto en el ocurren reiteradas
situaciones del siguiente tipo
‘Las tareas r, s, pueden comenzarse inmediatamente después de ter-
minar las tareas p, q, pero no antes”

Para visualizarlas puede recurrirse a cualesquiera de los siguientes diagramas

P > T
—
/“\H\

q § T q

Y
@

Gl G2

Los vértices de G, corresponden a las “etapas” del proyecto; mientras que los
de G; representan las “tareas” que lo componen.

Vil



Con cualesquiera de estos esquemas, a los cuales designaremos respectiva-
mente “digrafos etapas” y “digrafos tareas” se podria, valuando adecuadamente
sus arcos, tomar en cuenta los tiempos de ejecucion de las distintas tareas y
determinar “caminos criticos”, que permitieran deducir el tiempo minimo nece-
sario para completar la ejecucion del proyecto en su totalidad.

Si el comienzo de las tareas r, s, exige modificar elementos utilizados para
ejecutar p, g, y deben tenerse en cuenta los tiempos que son necesarios a tal
efecto, G, sera preferible a G;.

En otras ocasiones G podria ser preferible a G.

Si en la situacién anterior existiera ademas una tarea t para cuyo comienzo
solo fuera necesario finalizar p los esquemas anteriores podrian ser substi-
tuidos por los siguientes, en donde f representa una “tarea ficticia" que se su-
pondra tiene un tiempo de ejecucién nulo.

p - t - p t
f
> 8 q = I
q ~_ T \
s\ N s
G":I GZ

Obviamente la modificacién que hemos necesitado efectuar a G, es mas simple
y directa que la exigida para adaptar G;.

La transformacion que permite pasar de un “digrafo etapas” a un “digrafo ta-
reas” no presenta mayores dificultades.

Para cuando no existen tareas ficticias ella corresponde a la operacién que en
Teoria de Grafos se denomina “pasar al digrafo adjunto” (ver 2.1.10).

Los analisis de los problemas a resolver conllevan habitualmente la necesidad
de operar con grandes cantidades de datos, y para esto sera necesario recurrir
al uso de algoritmos ; es decir, a la aplicacion reiterada de una cantidad finita de
reglas, y esto en forma secuencial tanto como sea posible ( o necesario ).



Es comun que para resolver un cierto problema se hayan propuesto varios algo-
ritmos, y que al aplicarlos a casos concretos, o a grafos con caracteristicas par-
ticulares unos presenten ventajas relativas sobre otros.

Por cual de ellos optar dependera, en general, de las caracteristicas propias del
problema y de los elementos disponibles.

Si un problema admite varias soluciones, la solucién obtenida puede variar se-
gun cual sea el algoritmo elegido o el orden en que se han procesado los datos.

Para destacar la importancia y necesidad de contar con algoritmos adecuados
observemos que aun cuando en el caso de conjuntos finitos la resolucion de
cada problema se podria encarar por exhaucién (es decir, explorando todas las
posibilidades) esto solamente es accesible si el nimero de datos a manejar es
reducido. Caso contrario, la cantidad de “ensayos a prueba y error” puede ser
inalcanzable.

Asi, por ejemplo, suponiendo que la determinacién de cada una de las permu-
taciones de un conjunto de 16 elementos requiere de un segundo, para conocer
las 16! permutaciones factibles seran necesarios mas de 660.000 afios.

Si el conjunto tuviera 17 elementos, y sin variar el tiempo necesario para fijar
cada permutacién, no alcanzarian once millones de afios.

La carencia de algoritmos para resolver ciertos problemas, como asi también la
imposibilidad practica de recurrir, salvo casos particulares, al método exhaustivo
hace necesario, en ocasiones, recurrir a métodos heuristicos; es decir, a méto-
dos ideados a partir de la experiencia.

Estos, que habitualmente son faciles de implementar, estan inspirados por la
habilidad que se logra luego de resolver gran cantidad de problemas similares,
y justificados porque habitualmente dan resultados satisfactorios.

Procedimientos de este tipo también podran usarse cuando el algoritmo que

debiera emplearse es complicado y la importancia del problema no justifica
usarlo.

La cantidad de datos a considerar y el de operaciones a realizar exigira, casi
indefectiblemente, que los algoritmos sean procesados en computadoras.

Por ello, “sus eficacias” suelen medirse en términos de la cantidad de memoria
de almacenamiento, o del tiempo de procesamiento que requieren.

Esto lleva a la necesidad de estudiar “sus respectivas complejidades”; cuestion
ésta que no consideraremos, pues escapa a nuestro objetivo.



Las publicaciones que tratan estas cuestiones, asi como de las relaciones entre
algoritmos y grafos son muy numerosas. Para aspectos generales ver [Knu77a],
[LewsP78], [Read70], [Tar78]. Algunas otras se indicaran oportunamente.

Respecto de los algoritmos sélo agregaremos tres observaciones.

1) que atendiendo a la forma en que ellos llevan a recorrer los “vértices”
de las configuraciones en donde se aplican, son clasificados en :
de tipo BFS \\ de tipo DFS.

Los de tipo BFS (breadth first search) son aquellos en los que “en cada etapa,
se examinan todas las posibilidades accesibles desde el punto alcanzado”; y los
de tipo DFS (depth first search), aquellos en los que “desde cada punto alcan-
zado se pasa a otro en cuanto es posible”, y esto sin necesidad de haber ago-
tado las posibilidades que brinda el ya alcanzado.

Seran ejemplificados en Cap.8.

2)  que uno de los criterios utilizados para clasificarlos es el que toma en
cuenta su “dificultad de procesamiento” en funcién del nimero de ele-
mentos a considerar al aplicarlo.

Mas precisamente, si el “tiempo” (o el “espacio”) necesario para procesar un
conjunto de n datos es k.f(n), con k constante, se dice que el algoritmo es de
orden f(n). Se lo indica poniendo O (f(n)).

Aquellos para los cuales al ser implementados basta, en cualquier circunstan-
cia, un numero de reiteraciones acotado superiormente por una expresion poli-
nomial se dicen buenos ( o eficientes ). Los problemas para los cuales existen
tales algoritmos se dicen “fratables” ( o “de clase P " ).

Dentro de los no tratables se encuentran los problemas NP, y los indecidibles.
Los problemas NP ( non determinist polinomial ) pueden ser resueltos por algo-
ritmos no deterministicos en tiempos polinomiales y para ellos aln no tiene res-

puesta la pregunta ¢, puede darse un algoritmo polinomial que lo resuelva ?

Los indecidibles son aquellos para los que no cabe la existencia de algoritmos
que lo resuelvan.

Xl



En [Tar83] Cap.1 se da un interesante breviario de informacién sobre estas dos
cuestiones. El Problema NP también es analizado en [GareJ79], [GonM79],
[Hu82] y [Meh84].

3) que soélo algunos de los algoritmos conocidos llevan a determinar los 6p-
timos buscados eligiendo sucesivos “Optimos locales”; es decir, eligiendo
sucesivas opciones 6ptimas de entre las accesibles en cada etapa alcan-
zada.

Los algoritmos que tienen esa caracteristica se dicen, en lengua inglesa greedy
algorithms, y en lengua espafiola “algoritmos ingenuos” (o ansiosos, o glotones,
o voraces), Oportunamente enunciaremos algunos.

Estan ligados con la nocion “matroide”, pero no siempre permiten llegar al 6pti-
mo buscado.

Asi por ejemplo, supongamos que dada la matriz debe elegirse un par de

valores pertenecientes a filas y a columnas distintas, cuya suma sea minima.

Obviamente, la solucién buscada es 3 + 3 = 6, pero operando por “6ptimos loca-
les” la primera eleccién seria 1; y el resultado final 1 +7=8 > 6.

Para ver que la eficacia de un tal algoritmo puede depender de los datos a manejar basta volver

1 3
sobre el problema anterior aplicado a la matriz

La importancia intrinseca del ejemplo anterior resulta del hecho que el mismo
es caso particular del siguiente problema de optimizacion :
Conocido el costo ( la confiabilidad ) c¢;; de asignar “al i-ésimo obrero la
j-€ésima tarea” determinar una asignacién “obreros-tareas” que minimice
el costo total ( maximice la confiabilidad total ).

Para confeccionar este trabajo hemos recurrido a la amplia bibliografia editada
en lengua espafiola, francesa, o inglesa, y a los comentarios de las Revistas de
Referencia : Mathematical Reviews (M.R.) y Zentralblat fiir Mathematic (Zb.).

X



Para una primera visién general de la tematica que nos ocupa podrian tenerse
en cuenta, ademas de las publicaciones de caracter introductorio, a la mayoria
de las dedicadas a Matematica Discreta, o Informatica, pues en éstas se suelen
incluir capitulos sobre grafos.

De entre ellas citaremos a [AIbH88], [Chi91/95/96/97], [GavS80], [Ger82], [Gor88), [Gri85),
[HorS76/78], [Johs84], [Kau62/68b], [KemS62], [KoIB84], [Law76], [Nashw82], [Pea73], [Pra76],
[Ribn89], [Sah81], [Sak84a/84b], [Tor76), [Wils72).

Tambiéen cabe indicar el Capitulo Introduccion de las recopilaciones [Beiw78/83/88].

Estas ultimas, como asi también [Ful75a], [GraGL66], [Walt84] y [WilsB79] con-
tienen muy interesantes monografias sobre diversos tépicos de la teoria, o de
sus aplicaciones

De la bibliografia apta para encarar un estudio mas profundo, y a la que hemos
recurrido frecuentemente para completar este trabajo citaremos :

[Ber58/70/85/87], [Boll78/79], [BonM76], [BucH90], [BusS65], [CapM78], [CharL79], [Chen71a],
[Deo74], [Die96], [GonM79], [Har69b], [HarNC65], [Mars71], [Ore62], [Roy69], [SwaT81], y
[Tuc80].

En cada uno de ellos puede encontrarse informacion suplementaria de la que
daremos.
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CAPITULO 1

CONJUNTOS Y RELACIONES BINARIAS

Supondremos que el lector tiene conocimiento de las nociones y de la simbolo-
gia propia de la Teoria de Conjuntos.

No obstante creemos conveniente destacar qgue, en ocasiones, al considerar
conjuntos es til admitir reiteraciones de sus elementos, y que en tal caso sue-
len ser designados multiconjuntos.

Recordemos ademas que los conceptos conjunto y sucesién deben distinguirse.
En particular, a diferencia de lo que ocurre respecto de los conjuntos, al consi-
derar sucesiones interesa el orden en que se dan sus elementos, y estos pue-
den reiterarse si estan asociados a indices diferentes.

Una relacion (binaria) en X x Y es un subconjunto R del producto cartesiano
XxY. Si X=Y sedice, mas simplemente, que R esta definida en X .

Para indicar que x, y, estan relacionados por R — en ese orden — pondremos
XRy ;0 X y)eR ;6 yeR(©X).
En caso contrario indicaremos (x,y) ¢ R ;6 y ¢ R (x).

Dos relaciones particulares en X x Y son la “relacién universal ”, que incluye
todos los pares (x, y) con x € X,y e Y y la “relacién vacia’, carente de pares.

Siademas X =Y cabe considerar también la relacion identidad T, cuyos ele-
mentos son los de la forma (x, x) cualquiera sea x € X.

Una relacion R se dira maximal respecto de la propiedad ® si no esta conte-
nida propiamente en otra que también satisfaga @, y maxima respecto de @ si

entre dichas maximales no hay otra que tenga mas elementos que .
Cuando la propiedad @ sea “la de estar incluido” diremos, mas simplemente,

que R es maximal (maxima).

Nociones y resultados similares se tienen substituyendo maximal y maxima, por
minimal y minima, respectivamente.



Unarelacion R < X x Y sedice:

univoca :siparacada x € X existealosumoun ye Y talque xR y.
inyectiva : sino existe y tal que para x; #x» se satisfagan xs Ry ; x2 R Y.
sobreyectiva : siparatodo y € Y existe almenos un x € X talque xR y.
biyectiva : si es inyectiva y sobreyectiva.

Asi como es natural reinterpretar las relaciones univocas como funciones, dada
una relacion R < X x Y y asignando a cada x € X el conjunto (eventualmente

vacio) de elementos que satisfacen x R y queda definida una aplicacién multi-
voca X - Y

Esta correspondencia entre las nociones “relacion” y “aplicacion multivoca” re-
fleja respectivas connotaciones subjetivas.

A saber, la de relacién, que es “estatica” pues atiende al caracter de estar liga-
dos, o no, ciertos pares de elementos, y la de aplicaciéon multivoca, que es “di-
namica” pues conlleva la idea de asignar a cada elemento, un conjunto.
Consideraciones al respecto pueden verse en [Roy69] - Cap.lll.

Si ambos conjuntos X, Y, son finitos, toda relacion | < Xx Y puede darse por
tablas, o por matrices M=(m;; )enlasque m;;=1 si ; Rx; y m;j=0 en
caso contrario ; o por diagramas en los que “se muestran” todos los pares de
elementos relacionados.

Estos diagramas pueden pensarse como ejemplificaciones “in extenso” de las
relaciones, y suelen permitir operar con ellas mas comodamente que con las
habituales notaciones conjuntistas.

En particular, tres formas de visualizar la relacion T': “ser doble médulo cuatro”,
osea “(x,y) e I' siysodlosi ydifiere de 2.x en miltiplo de cuatro”, son

01 2 3 x | [(x)

0l 1 0| o o

1 1 1| 2

2| 1 2 1 0 . o 3
2

3 1 3| 2

Para las matrices de ceros y unos aplicaremos, en ocasiones las operaciones
de adicién y multiplicacién habituales del cuerpo real ® , pero en otras opera-

remos en Z, aplicando las operaciones modulo dos dadas por las reglas :



+ 1
0 0
1 1

— OO
O = | -
—_ O

S OO

Recordemos que la suma médulo 2 (ring sum) se corresponde con la diferencia simétrica de la
Teoria de Conjuntos e introduce una estructura de grupo abeliano en el conjunto en el cual esta
definida.

Tambiéen recurriremos a las operaciones booleanas, de adicién I6gica ( o su-
premo ) y de conjuncién légica ( o infimo ) definidas por

vi0 1 0 1
010 1 0 0
111 1 0 1

Implementar las “operaciones en reales” es mas dificultoso que hacerlo con las
“operaciones médulo dos”, o con las “operaciones booleanas”, pero éstas no
son aptas para efectuar recuentos.

—_— O > —

Una relaciéon R definida en X se dira:

reflexiva si xR x cualquiera que sea x € X.

arreflexiva si no es reflexiva.

antirreflexiva si para ningun x € X se satisface x R x.
simétrica si X Ry implica y R x.

asimétrica si no es simétrica.

antisimétrica si (X,y) € R implica (y,x) ¢ R.

antisimétrica débil siexcepto x =y, (x,y) € R implica (y, x) ¢ R.
transitiva : si xRy, yR z implican xR z

total (o lineal) siparatodoparx,y, x#y, xRy 6 yR x.

Destaquemos que las relaciones que denominamos antisimétricas (antisimétri-
cas debiles) frecuentemente son designadas asimétricas (antisimétricas).

En [KauP77], donde se incluye una interesante recopilacion de resultados se las designa, res-
pectivamente, antisymétriques au sens large (antisymétriques au sens strict).

Se deja al lector verificar que :

— sOlo la relacién identidad es simétrica y antisimétrica débil.

— la relacion de inclusién es reflexiva, transitiva y antisimétrica débil.
— la relacion de inclusién propia es transitiva y antisimétrica.



La relacién de inclusién, como asi las operaciones de complementacion, unién,
e interseccion de conjuntos, pueden aplicarse también a relaciones.
Basta al efecto considerarlas como subconjuntos de un producto cartesiano.

Mas precisamente, si R, N, son relaciones definidas en Xx Y tendremos :
- Rc N siysblosi aR b implica a¥X b.

- (x,y)eﬁ_ siysoélosi (x,y) e {(XxY) — R}
- T=RUN siaTbcuando aRb 6 aNb.
- T=RN sialb cuando a®Rb y a¥Nb.

Si R=(rj) y S=(s;;)sonlas matrices de las relaciones R y X, las compo-
nentes de las matrices asociadascon ® W R U ¥ \ R N X son, respecti-
vamente, 1—-r,; \ ri; v si; W\ r; A s;j.

La unién de relaciones reflexivas (simétricas) es reflexiva (simétrica), pero no
siempre la unién de relaciones transitivas goza de este caracter.
Basta considerar a este efecto, en X ={a, b, ¢, d}, las relaciones R = { (a, b),

(b, ¢), (ac), (dc)}; N ={(a b), (c,d)}.

Las que siguen son dos operaciones que no tienen similares entre las definidas
para conjuntos.

1)
Dada una relacion binaria R < X' x Y, su inversa (o reciproca, o traspuesta,
u opuesta) esla R ™', definidapor (x,y) € R~ siysélosi (y,x) € R.

Véase que :
-- La operacion de inversion es involutiva ; es decir (™) ' = %.
-- Si R < ¥ entonces Nt c N,'1 .
— Las matrices representativas de ® y R™' son traspuestas.
— A cadarelacién R pueden asociarse su simétrica superior ®*™"=R® U R y
su simétrica inferior Rgm =R N R
La R*" es minimal entre las simétricas que contienen R,y Rgm maximal
entre aquellas contenidas en R .
— | R essimétricasiysolosi R=R"
R es antisimétricasiysolosi R " R = .
R es antisimétrica débilsiysdlosi R N R'c



i)

Dadas, la relaciébn % < Xx Y, y larelacion & cY x Z se dice composicién
de N con R alarelacion 7T < XxZ,con aT b siysolosiexisteun we Y
talque aR w ; wX b. Lanotaremos 7 =Xo R.

Asi entonces beT(a) siysolosi be X (R (a)).

Es facil verificar que si las respectivas composiciones son factibles, la composi-
cion de relaciones es asociativa, pero no siempre conmutativa.

Si R esta definida en cierto conjunto X, y se conviene que R ° es la identidad,
la composicion reiterada de R consigo misma lleva a sus potencias, definidas
recursivamente por R°=3; R"=RoR"™ para h>1.

En lo que sigue, dadas las matrices A=(a;;), B=(b;,; ) detipos pxq;gxr,
respectivamente, consideraremos dos “productos fila-columna”.

Uno de elios, el C=A e B=(c;;) definido por ¢;; = Z aj k.bx j ; y el otro, el
k

de “composicion booleana” C= Ao B =(c;;) con ¢;j= Vg ajk A by;.
Ambos son asociativos, y aplicados a una matriz M dan lugar a sus potencias.

Para distinguirlas convendremos en notar M a las dadas por M =M e M ,
ycon M™ alas M" =M o M. Ademas M° =M= 5

Notese que si bien las potencias de una relacion simétrica son simétricas no puede afirmarse lo
mismo respecto de la composicién de relaciones simétricas.

En efecto, sien{a,b,c}sedan R={(ab), (ba)} ; S={(bc), (c,b)} setiene SOR={(ac)},
que no es simétrica.

Las relaciones binarias mas frecuentemente estudiadas son las de :

— semejanza (o analogia) : reflexivas y simétricas.

preorden : transitivas y reflexivas.

preorden estricto : transitivas y antirreflexivas.

orden (parcial) : reflexivas, transitivas y antisimétricas débiles.

orden estricto (parcial) : antisimétricas y transitivas.

equivalencia (o preorden simétrico) : reflexivas, transitivas y simétricas.

La Unica relacién de equivalencia y de orden es la relacion identidad.



Oportunamente veremos que a cada clase de relaciones binarias corresponde
una de “digrafos”, que en cada uno de éstos puede introducirse de forma natu-
ral una relacion de preorden, y que en algunos casos ésta también es de orden.

Las relaciones de equivalencia estan estrechamente vinculadas con el siguiente
e importante concepto.

Una particion de un conjunto X es una familia X; de subconjuntos de X, tales
que

a) X #J paratodo i € I
b) Xi n X; =& sii#j

c) X=Y X.

Cada particion de X define una relacién de equivalencia &, segin lacual x E y
si y s6lo si ambos x, y, pertenecen a un mismo X;. Reciprocamente, cada rela-
cién de equivalencia en X define una particion de X

Los elementos del conjunto cociente X/E son las clases de equivalencia.

El nimero @, de particiones que admite un conjunto de n elementos esta dado

n-1 _1 n _1
por la recurrencia : &% =1, &= Z[n , j@, = Z(n )(Pn

j=o\ J j=1 Jj-1
Para n=1,2 3 4,5 6, 7, 8 los valores de @, son, respectivamente, 1, 2, 5,
15, 52, 203, 877, 4.140.

Dado un conjunto @ de propiedades, y una relacion 9%, su clausura-? es la

interseccion de todas las relaciones que contienen R y satisfacen las propie-
dades contenidas en @.

Si no hay tales relaciones, su clausura-® es vacia.

De la definicién resulta que R esta contenida en cada una de sus clausuras-®

no vacias, y que coincide con ellas si y sélo si ® satisface todas las propieda-
des incluidas en @.

Asi por ejemplo, )@ coincide con su “clausura reflexiva” si y s6lo si todo elemen-
to esta relacionado consigo mismo por R.



Dada en X una relacién R las clausuras mas frecuentemente estudiadas son -
1- la clausurareflexiva R°= R u | (/=identidad)

2- la clausura simétrica R*"= RuU R
3- laclausuratransitva R"= RUR?*UR*U.. =Y R/; j>1.
j
4- la clausura reflexivo-transitiva (o de preorden) R® =Y R!; j >0
J

5
6

la clausura de equivalencia R°?

la clausura de orden R

La clausura transitiva (reflexivo-transitiva) de T" también sera notada I * (F ).

Habitualmente, las clausuras “reflexivo-transitivas” se designan ‘“transitivas”.

En [Roy62a] se observa que esta designacion no es algebraicamente correcta pero se la adopta
por concesion al uso habitual, y se propone designar nuestra “clausura transitiva” con el nom-
bre de “fermeture 1 - transitive”.

Mas detalles sobre estas clausuras y sobre clasificaciones de preordenes pueden verse en
[BarM70] y [Roy69] Cap.IV.

Si R esta definida en un conjunto de n elementos, para obtener R" sera su-
ficiente considerar sélo sus n primeras potencias, Si ademas es reflexiva al-
canzarian s6lo las (n—17) primeras potencias.

Para mostrar que (R*™)" y (R")™ no siempre coinciden bastaria con tomar en
X={ab,c} larelacion R ={(a, c¢), (b, ¢) }, que es transitiva, pero cuya clausura
simétrica no lo es.

Véase que dada en X unarelacidon R se tienen :

- R esreflexivasiysélosi | ¢ R (/=identidad ), y en tal caso R" = R
- R"= (R =(R®)"=]UR'=(/UR)" En 3.1 justificaremos la afirma-

cion : 1 U R" da mas informacion que (I U R)".

Toda relacion definida en X esta incluida en la relacion universal, que es reflexi-
va, simétrica y transitiva. Por lo tanto, puesto que las potencias de una relacion
reflexiva son reflexivas, y que lo mismo cabe afirmar respecto de las simétricas
y de las transitivas, resulta que las precedentes clausuras 1 a 5 son no vacias.
En cambio, no toda relaciéon admite clausura de orden no vacia.



En particular, la relacion universal no es de orden, y si R contiene un “circuito no
trivial”, es decir, un conjunto de elementos x; , 1<i<k, con 1 =k, tales que
x71 R x2R x3... .xxk R x; no hay relacién de orden que la contenga.

Para las que carecen de dichos “circuitos” resulta que R" es transitiva y antisi-
métrica débil. Por lo tanto, para ellas su clausura de ordenes R” =/u R

Mas adelante ciertos conceptos, y/o métodos propios de la Teoria de Grafos
nos llevaran a volver sobre algunas de estas clausuras y a dar nuevas formas
de obtenerlas.

Por otra parte : Si T es la clausura-® de cierta relacion ®, es habitual decir que
R es una especificacién ®-incompleta de T (o que R, es una
reduccién-® de T ).

Asi por ejemplo, dada la relaciéon R = { (a,b),(a,c),(a,d),(b,c),(b,d),(c,d) } , las
relaciones R’={(a,b),(b,c),(c.d)} y R”={(ab),(b,c),(b,d),(cd)} son reduccio-

nes transitivas de R. De éstas, R’es minimal.

Si T es una clausura-@ , recurrir a alguna de sus especificaciones ®-incom-
pletas permite economizar el espacio de memoria necesario para su almacena-
je, y esto sin afectar los resultados que pueden obtenerse a partir de 7.

A esto se recurre al construir los “Diagramas de Hasse” que determinan univo-
camente, a menos de isomorfismo, el conjunto ordenado en cuestion.
Recordemos que en ellos, si el conjunto esta ordenado por < se visualizan s6lo
los pares a, b, con a #=b y a < b, pero sblo si “b cubre @ ; es decir, s6lo si no
existe ¢ talque a < ¢c< b.




CAPITULO 2

MULTIGRAFOS Y MULTIDIGRAFOS
2.1. NOCIONES GENERALES

La Teoria de Grafos es una parte de la Matematica en la cual el nimero de de-
finiciones a considerar puede parecer superior al de resultados interesantes.
Ademas, lamentablemente, la designacion de sus nociones varia notoriamente
con los autores y no sélo sucede que una misma nocién suele recibir nombres
distintos sino que, a veces, con un mismo vocablo se designan conceptos dife-
rentes. Esto complica de forma innecesaria el estudio de la teoria que nos ocu-
pa, y nos obliga a dar un listado de definiciones.

Las ideas subyacentes en muchas de las nociones a estudiar surgen de las “re-
presentaciones topolégicas” (2.1.3) y son facilmente visualizables en ellas.

De algunas, y visto que mucha de la bibliografia que se utiliza en nuestro am-
biente esta en lengua inglesa, o francesa, daremos también los nombres mas
frecuentes con los cuales se las designan en ellas.

2.1.1. CONCEPTOS BASICOS

La forma mas habitual de introducir las nociones que estudiaremos es
Un multidigrafo G de vértices V es un par ordenado G = (V, U) donde
U es una familia de pares ordenados (X, y) de vértices, no siempre x # y.
Los elementos de U son los arcos de G.

Un multigrafo G de vértices V es un par ordenado G = (V, U) donde U
es una familia de pares no ordenados [x,y] de vértices, no siempre x # y.
Los elementos de U son las aristas de G.

Untal Ges vaciosi V=U =0, discretosi V# @, U=,y digrafo (grafo) si
cada par ordenado (cada par) de vértices esta incluido a lo sumo una vez en U.

Ejemplo : El multidigrafo G = (V, U) de vértices {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 } y arcos :
a=(1,2) ;b=(1,2) ;c=(4,2) ;d=(3,2) ;e=(3,3 ;f=(3,5) ;g=(53);
h=(56) ;i=(6,7) ;j=(9, 10).

En 2.1.3yen 2.2 se lo introducira de otras formas.



Para cuando la familia U es no vacia también cabe definir como multidigrafo G a
todaterna G = (V, U,¥Y) de vértices V, y de arcos U, con relacion de incidencia
Y:U->VxV.

Con esta definicidon G es digrafo siy sélo si W es inyectiva.

Los vértices también suelen designarse puntos, o nodos. Aquellos en los que
no inciden arcos (aristas) son aislados.

Cada arista puede identificarse con un conjunto de dos, o de un Unico vértice.
La admision de aristas con tres o mas vértices lleva al concepto de hipergrafo,
gue no consideraremos.

Al respecto podrian consultarse [Ber70/73/87/88), [Duch66], [Zyk74].

Otras dos nociones relacionadas con las que nos ocupan, y que tampoco consideraremos, son
las de “grafo aleatorio” y “matroide”. Esta ultima, que generaliza el concepto de independencia
lineal, fue introducida por Whitney [Whit35]. Para informacion sobre ellas : [Aig79], [Ber70],
[Bolli79/85], [Brut70/74], [BrylK78], [Die96], [GonM79), [Gri83], [Harwe9], [Karo66/82], [Law76]
[Mars71], [Rad75], [Ray68], [SwaT81], [Tut59/71], [Wel66/76/88], [Wils72/73],

Respecto de las nociones propias de la Teoria de Grafos observemos que, en
general, a cada una de las que implica tomar en cuenta el orden en que se dan
los vértices puede asociarsele, en forma natural, otra para la cual dicho orden
es irrelevante. Ambas clases de nociones estan estrechamente vinculadas, pero
la correspondencia entre ellas no es biunivoca.

A ellas nos referiremos, respectivamente, bajo los nombres genéricos de “no-
ciones dirigidas”, y de “nociones no dirigidas”. Estas ultimas, que estan ligadas
al concepto de arista, antes que al de arco, pueden introducirse y ser estudia-
das directamente en mulitigrafos, pero segun veremos es factible, y Gtil, conside-
rarlas también con referencia a multidigrafos.

Por razones de brevedad, al referirnos a cuestiones para las cuales no interese
distinguir entre “caso dirigido” y “caso no dirigido”, los multidigrafos y los multi
grafos seran designados, indistintamente, multi-di-grafos o configuraciones.

Lo que denominamos “multi-di-grafo”, suele ser designado grafo, grafo general,
o pseudografo ; y en tales casos nuestro “grafo” recibe el nombre de grafo puro,
o de grafo propiamente dicho.

Algunos autores les agregan el calificativo dirigido, o no dirigido, seguin sea el
caso en estudio.

También se los designa redes; pero este término se usa con preferencia para el
caso de ciertas “configuraciones valuadas” (ver 2.3).
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Un multi-di-grafo G = (V, U) se dira finito si y sélo si ambos conjuntos V, U, son
finitos. Se dira de orden n si| V| =n, y trivial sies discreto de orden uno.

Notese que aun cuando V sea finito la familia U podria ser infinita, y que sélo si
no se admiten vértices aislados la finitud de U implica la de V.

Salvo mencién explicita sélo nos referiremos a configuraciones finitas. Informa-
cién sobre las infinitas puede tenerse en [K6n36], [NashW67] y [Tho82/83a].

El omitirlas nos permitira razonamientos no aceptables si se admitieran conjun-
tos infinitos.

Algunos autores explicitan no admitir grafos vacios, en tanto que otros los admi-
ten, y los designan “empty graph”, o bien “null graph”. Estos nombres también
se suelen emplear para referirse a los grafos que llamamos discretos.

En Harary-Read [HarR74] se analizan ventajas, e inconvenientes, que conlleva
la admisién del grafo vacio, y se observa que distintas definiciones habituales
de un cierto concepto pueden no ser intercambiables al aplicarselas.

Si bien puede parecer que el grafo vacio, los discretos, y los vértices aislados
carecen de interés, ellos son particularmente Utiles al considerar procesos itera-
tivos que mediante el agregado (la supresion) de elementos generan una confi-
guracion a partir de otra.

Destaquemos que la eliminacién de un vértice implica la de todos los arcos ( o
de todas las aristas ) incidentes en él.

Dada la arista u = [a, b], a # b, cada uno de los “vértices de incidencia de u” se
puede identificar con uno de los “extremos de u”. Pero si a = b cabe distinguir
entre “los extremos de u” y “el vértice de incidencia de u”.

Por otra parte, dado el arco u = (a, b) se dira que a ( b ) es su extremo inicial
(final) y que u incide positivamente en a (negativamente en b).

Si ambos extremos del arco u, o de la arista u, inciden en un mismo vértice, es
decir, si u=(a, a), osi u=[a, a] sediraque uesbucle (de soporte a).
En [Tor76] los bucles son denominados : /azo, rizo.

Diremos vértice de entrada (de salida) a todo vértice que no sea extremo final
(inicial) de algun arco, y arcos de entrada (de salida) a aquellos que los tienen
por extremo inicial (final).

Todo vertice aislado es de entrada y de salida.
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Diremos vértice pendiente a todo vértice en el cual incide una Unica arista y
ella es distinta de bucle, y arista pendiente a toda arista con al menos uno de
sus extremos en un vértice pendiente.

Si existe al menos un arco (a, b), ain si a = b, diremos que a precede b ( b su-
cede a ); o mejor, para mayor precisiéon, que a ( b ) es predecesor (sucesor)
inmediato de b (a).

En tal caso, y también si existe una arista de extremos a, b, diremos que a, b,
son vértices adyacentes (se admite a = b).
Caso contrario a, b, son vértices independientes

Dos aristas (arcos) que tienen al menos un vértice extremo en comun se diran
aristas(arcos)adyacentes.Caso contrario son aristas(arcos)independientes.

Erdés y Gallai [ErdG59] determinaron, entre otros resultados de caracter extremal que :
Si un grafo de orden n carece de bucles, y contiene a lo sumo k = 1 aristas independientes
dos a dos, su nimero de aristas esté acotado superiormente por

)

Ademas dieron condiciones para que valga la igualdad.

Se dicen aristas paralelas a todas aquellas que coinciden en sus vértices ex-
tremos, y arcos paralelos a los que coinciden en sus respectivos vértices ini-
ciales y vértices finales

Si G contiene conjuntos con a lo sumo p arcos paralelos dos a dos ( p aristas
paralelas dos a dos ) diremos, con el fin de enfatizar esta situacién, que G es
un p-digrafo ( p-grafo ). Asientonces:

|| Todo grafo (digrafo) en un 7-grafo (7-digrafo).

Un arco de G queda bien determinado por sus vértices so6lo si G es digrafo.

Para el caso de arcos paralelos podriamos convenir en indicarlos agregando
sefiales extras. Por ejemplo : (a, b,*) ; (a, b, # , o mejor (a, b);, 1<t <p.
Analogamente para el caso no dirigido.

Visto que mediante la incorporaciéon de un vértice z es posible substituir cada
arco (x, y) por el par de arcos (X, z), (z, y), y que esta operacién puede reite-
rarse tanto como sea necesario resulta que :

|| A cada multidigrafo puede asociarsele un digrafo sin bucles.
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Una afirmacién similar vale para el caso no dirigido.

Por esto, gran parte de la Teoria de Grafos esta dedicada a configuraciones
que carecen de bucles, o de elementos paralelos.

No obstante, la consideraciéon de multi-di-grafos propiamente dichos es conve-
niente, y aun necesaria.

Un conjunto A de vértices de G = (V, U) se dira soporte de U’ si cada elemen-
to de U’ < U tiene al menos un extremo en A.

Siu=(p,q);v=(q p);seadmite p=q, los arcos u, v, son arcos ouestos.

Substituyendo cada arco de G por su opuesto se construye el multidigrafo
opuesto (o inverso) de G. Lo notaremos G%* 6 G

Obviamente estas nociones carecen de similar para el caso no dirigido, y sélo
los bucles son arcos opuestos de si mismo.

Reemplazando cada arco (a, b) por una arista [a, b] se tiene que a cada par de
arcos opuestos, o de arcos paralelos, queda asociado un par de aristas parale-
las, incidentes en los mismos vértices que los arcos substituidos.

Por ello, los arcos opuestos (paralelos) suelen decirse parallel arcs (strictly pa-
rallel arcs). ( [BusS65] , [ChaGM79] ).

A los que segun nuestra terminologia son “digrafos sin pares de arcos opuestos”, algunos auto-
res los designan “oriented graphs”. Pero esto puede llevar a confusiones pues podria entender-
se que esta denominacion se refiere a grafos dirigidos.

Un multidigrafo se dira simétrico si contiene tantos arcos de la forma (p, g) co-
mo arcos de la forma (q, p) cualesquiera sean los vértices p, q.

En ocasiones, el concepto “grafo simétrico” esta ligado con el de “grupo de automorfismos” (ver
pag. 23). Tal ocurre, en particular, en [BucH90] y [Har69b]-Cap.14.

Frecuentemente, la nocién “multigrafo” se identifica con la de “multidigrafo simé-
trico”. Para ver que esto no siempre es licito bastaria notar que arcos opuestos
pueden tener “valuaciones” diferentes.

Seguidamente daremos dos formas de vincular multigrafos con multidigrafos.

Ellas permitiran referirse a “nociones dirigidas en multigrafos”, y a “nociones no
dirigidas en multidigrafos”.
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Para verificar que esta correspondencia no es biunivoca basta recordar la ya
indicada entre arcos opuestos y arcos paralelos con aristas paralelas.

A) Dado un multidigrafo G llamaremos multigrafo sostén de G al que re-
sulta de substituir cada uno de sus arcos (a, b) por una arista [a, b].
Lo notaremos G.

Cada arco de G se corresponde biyectivamente con una arista de G , y aun
cuando G contiene menos informacion que G, en G se pueden analizar todas
las cuestiones relativas a G que no involucren la orientacion de sus arcos.

Es decir, las propiedades de las “nociones no dirigidas” también son deducibles
en multidigrafos, remitiéndose a sus respectivos sostenes.

Ademas, razonando sobre configuraciones dirigidas pueden inferirse propieda-
des que no son expresables dentro del contexto no dirigido.

La correspondencia G — G no es inyectiva, y como tanto los arcos opuestos,
como los paralelos de G devienen aristas paralelas de G, se tiene que :
|| G es grafo siy s6lo si G es digrafo sin pares de arcos opuestos.

B) Conservando los vértices y los bucles de G, pero substituyendo cada
arista u =[a, b], con a # b, por un par de arcos opuestos u, U, a cada
multigrafo G se le asocia un multidigrafo simétrico, que diremos simetri-
zado de G, y notaremos G°.

El caracter involutivo de la relacién “ser arco opuesto” permite ver que la ambi-
gliedad en la asignacion de las notaciones u, 8, no es fuente de problemas.

La correspondencia G — G°® es inyectiva, y todo multidigrafo simétrico se pue-
de considerar de la forma G°.

Véase que :

si G es p-grafo, G° es p-digrafo.

si G contiene arcos, G # (G)*.

si G contiene aristas, G # (G°).

El par de nociones anteriores hace innecesario el estudio de las configuraciones

mixtas ; es decir, el de aquellas con arcos y con aristas.
No obstante, éstas son tenidas en cuenta por algunos autores.
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Podemos ahora dar la siguiente reformulacién de una observacién anterior, a la
cual recurriremos frecuentemente sin indicacién expresa.

Para aplicar una nocién no dirigida a un multidigrafo G se pensara en su
sostén G , y cada nocién dirigida referida a un multigrafo H se supondra
aplicada en su simerizado H°.

Convendremos que en tales casos, por comodidad, y sobreentendiendo cual es
la situacion en analisis, cada nocién sera referida directamente a la configura-
cion de partida, omitiendo mencionar explicitamente a su sostén, o a su simetri-
zado.

Asi por caso, los “arcos de un multidigrafo G” se diran, “aristas de G”, en lugar
de “aristas de G".

Algunos autores, entre otros [Deo74], [Har69b] y [HarNC65] proponen, para cuando se estudian
nociones no dirigidas en multidigrafos, designarlas anteponiendo el prefijo “semi” al vocablo de
la correspondiente nocién dirigida.

Asi por ejemplo denominan “semi-path” a la nocién no orientada correspondiente a la de “path”,
del caso dirigido.

2.1.2. ALGUNAS CONFIGURACIONES FRECUENTES

Si G es un grafo carente de bucles tal que cada uno de sus vértices es adya-
cente de todos los otros G es un grafo completo.

Fijado el numero de vértices esta univocamente determinado ( a menos de “iso-
morfismo” (ver 2.1.4) ). Al de orden n se lo nota K.

El grafo vacio puede considerarse completo, pues satisface vacuamente la de-
finicién y ser notado Ky todo vértice aislado (o sea, el grafo trivial) es K; . toda
arista distinta de bucle es K5 ; todo “tridngulo” es K3 , y todo “tetraedro” es Ky

Este ultimo puede visualizarse por cualesquiera de los esquemas.

A
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Es facil verificar, por induccién o con argumentos combinatorios, que el comple-
n -
to K, contiene (2J= y aristas.

Esto también se puede demostrar recurriendo al concepto “grado de un vértice”
(ver pag.40), o con el siguiente razonamiento.

Si n > 3 en K, existen [Z) “triangulos” y cada arista integra (n — 2) de éstos.
Luego, si cada una de las m aristas se cuenta tantas veces como “triangulos”
integra se tiene que m.(n-2) = 3(9 , de donde m= (Z] .

Todo digrafo sin bucles que contenga el par de arcos (x, y), (¥, x), cualesquiera
sean x, y, con x # y, se dira completo simétrico.

Si en cambio contiene exactamente uno de dichos arcos se dira completo an-
tisimétrico, o mas frecuentemente torneo.

Asi, todo torneo es un digrafo cuyo sostén es un completo, y todo completo si-
métrico es el simetrizado de un completo.

Obviamente, a todo certamen a una ronda, en la que cada equipo compite con
todos los restantes y donde no se admiten empates puede asociarse un torneo.

Por un resultado que se dara en el Cap.5 resulta que :
Los participantes de una tal competencia pueden ordenarse en una su-

cesion es, ez, ..., €,, No siempre univocamente determinada, y tal que
cada e; , 1 <i<n, haya triunfado sobre e;:s , y eventualmente e, so-
bre e;

El numero de torneos crece fuertemente con su orden. La expresion que los
cuenta fue hallada por Davis, en 1953.

Hay 56 de orden seis, 456 de orden siete, 6.880 de orden ocho, los de orden
diez exceden los nueve millones, y los de orden doce son 154.108.311.168.

En [HarP73]-Apend.1 se da una tabla con el nimero de los de orden n < 30.

El lector interesado en éstos podria consultar : [CharL79], [HarM66], [HarNC65],
[MoonG8], [ReiB78].
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Se dice multi-di-grafo bipartido a todo multi-di-grafo G = (V, U) en el cual
V=ViuVe; VinVa=0, ydonde U esta constituido de arcos (o de aristas)
con extremos en V; yen Va.

Si G es grafo, y cada vértice de V; es adyacente de todos los de V. se dira gra-
fo bipartido completo. En este caso, supuesto que V; (V) tiene p(q) vér-
tices, se lo indica Kpq .

Es facil ver que :
- K=Ky

— Siun vértice no es soporte de bucles, y en él inciden p aristas, el conjunto
en cuestion determina al bipartido completo K; .

— Los veértices y las aristas de un cuadrado ejemplifican al bipartido completo
K22 , ¥ los de un cubo, a un bipartido no completo con cuatro vertices en ca-
da una de sus clases.

Destaquemos que en ocasiones se denominan “simples” a los grafos “carentes
de bucles”, pero que en otras se aplica dicha designacién a los “bipartidos”

En particular, Berge llama graphe simple a los bipartidos en [Ber58], y a los carentes de bucles
en [Ber70].

Las nociones anteriores se extienden a las de k-partido y k-partido completo.
(ver Ejerc.2-13).

Por otra parte, suele ser util recurrir a la siguiente nocién, y a su similar para el
caso no dirigido.

Dado un multidigrafo G = (V, U) su multidigrafo bipartido representativo es
el Gpr = (V UV, W) con V', V”, copias disjuntas de V, y con arcos (a’, b”)
a'eV , b”e V”, cuando (a, b) € U, y sélo entonces.

Otro bipartido asociable a cualquier multigrafo G = (V, U) es el que se obtiene
por “subdivisién” (ver pag. 47) substituyendo cada una de sus aristas u; = [a, b]
por el par de aristas [a, x;], [x;, b], con x; ¢ V.

Por otro lado, en pag.43-44 veremos como obtener un grafo bipartido a partir de
otro sin bucles, y esto eliminando a lo sumo la mitad de sus aristas.
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Otros grafos a los cuales recurriremos con frecuencia a partir del Capitulo 3, y
gue en éste sblo seran utilizados para ejemplificar situaciones son :

las cadenas elementales P, ( de longitud (h — 7) ) compuestas por las aristas
ui =[xi, Xis1] , con 1<i<h-1.

los ciclos elementales C, ( de orden h, y de longitud h ) compuestas por las
cadenas elementales P+ enlas que xs = Xp+1.

las ruedas W}, ( de orden h+1 ) compuestas de los ciclos elementales C, de
aristas [x;, xi+1], 1<i<h, ylas aristas [xo,x;], X0 #X; ,7<i < h.

De las definiciones dadas resulta que : C; es un bucle \\ C, un par de aristas
paralelas \ C3 = K3 \\ K1,2 = P2 \\ K4 = W3.

2.1.3. REPRESENTACIONES TOPOLOGICAS

Lo esencial para definir un multi-di-grafo es dar su conjunto de vértices e indicar
para cada uno de sus arcos (aristas) cuales son sus vértices extremos.

Esto puede hacerse de diferentes maneras, por ejemplo :
-- mediante “esquemas geométricos” (mas precisamente, “topolégicos”).
-- enunciando un conjunto de relaciones adecuadas.
-- dando listas, o tablas, o matrices, que reflejen ya sea :
la incidencia de vértices y aristas (de vértices y arcos), o bien
la adyacencia (la precedencia) entre vértices, o bien,
la multiplicidad de sus aristas (arcos), etc.
En determinadas circunstancias podran ser utiles otras formas.

Distintas representaciones de un dado G pueden llevar a mejores visualizacio-
nes de diferentes propiedades, o caracteristicas del mismo.

La eleccién de cual empleariamos depende, en general, del problema a tratar, o
de los medios de calculo disponibles, o de la envergadura de G, o de sus parti-
cularidades (por ejemplo : existencia (o carencia) de vértices aislados, de bu-
cles, de arcos paralelos, etc.).

Numerosos conceptos de la teoria se inspiran, o son facilmente visualizados en
las representaciones dadas por los diagramas a que nos hemos referido en el
Prélogo. En ellos no interesan cuestiones métricas, y so6lo cuentan las que se
conservan cuando se las somete a deformaciones elasticas que no conllevan
roturas o pegamentos.
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Ellos son, en realidad, “esquemas topoldgicos”, es decir, “diagramas en los que
s6lo cuentan propiedades invariantes bajo deformaciones propias de una lami-
na elastica”.

Creemos oportuno sefalar que para una vision general de las cuestiones que
aborda la Topologia (o Analyisis Situs) asi como de las representaciones en
cuestion y de sus relaciones con el problema de los cuatro colores pueden ver-
se [BusS65], [CouR41], [FréKF46], [Gard60], [Har64a/67d], [RouB92], {TucB50],
y [Tut63al.

Observemos ademas que los grafos fueron estudiados dentro de la fopologia
combinatoria en [GroT87], [Stal83], [Veb22], [WhiB78] y [Zyk49].

En este contexto los grafos son denominados “linear complexes”, las aristas
“1-simplex”, y los vértices “O-simplex”.

Puesto que habitualmente la resolucién de problemas implica el uso de algorit-
mos, y estos conllevan el de equipos de computacién, frecuentemente dichos
esquemas topolégicos carecen de utilidad.

En tales casos sera necesario recurrir a las representaciones dadas por tablas,
o por listas, o por matrices. Estas seran analizadas brevemente en 2.2.

Se dice representacion geométrica ( o representacion topoldgica ) de un
multigrafo G = (V, U) atodo esquemaen R%, h > 2 constituido por:

— un conjunto V de puntos, en correspondencia biyectiva con V.

— un conjunto U de curvas en correspondencia biyectiva con U, pero tales que
si U es la curva asociada a la arista u = [a, b] - se admite a = b - los extremos
de u inciden en los puntos de V que se corresponden, respectivamente, con los
vértices a, b.

Se sobreentiende que sélo los extremos de u inciden en puntos de V.

Para el caso dirigido se procede en forma similar, pero conviniendo ademas en
asignar a cada curva el sentido de recorrido coincidente con el inducido por el
orden en que se dan los vértices extremos del arco que le esta asociada.

Para evitar que eventuales puntos de interseccidon de las curvas asociadas a las
aristas puedan confundirse con veértices, seria conveniente representar a éstos
con marcas especiales. Ocasionalmente los indicaremos con e.

Obviamente, los esquemas en cuestion no estan univocamente determinados.
Dos de ellos representan una misma configuracion si y sélo si son “isomorfos”
(ver 2.1.4), es decir, si y s6lo si es posible dar adecuadas aplicaciones biyecti-
vas que preserven las incidencias y las orientaciones.
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El multidigrafo de vértices {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 }y arcos {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j}
cona=(1,2);b=(1,2);¢=(4,2);d=(32);e=(3,3),f=(3,5),9g=(5 3);
h=(526),;i=(6,7);j=(9, 10) dado en pag.9 se puede representar por

4 .8

a
3 f h i

O?g—tﬁ » 6 g——>10
e

Diremos representacion limpia a toda representacion topolégica cuyas curvas
no se intersectan ; o sea, a todo esquema en el cual dos curvas tienen en co-
mun a lo sumo sus extremos.

Un multi-di-grafo se dice planar si admite una representacién limpia en ®R? |y
una tal representacion limpia se dice multi-di-grafo plano

En particular, son multigrafos planos los G; y G3 dados en pag.vii del Prélogo,
pero no el G,.

En ocasiones convendra distinguir entre los multi-di-grafos planares, y sus re-
presentaciones topologicas. Esto llevara a agregarles, respectivamente, los cali-
ficativos : abstracto \\ geométrico.

Un resultado clasico, enunciado por Kuratowski en 1930 (ver pag.48), permitira
caracterizar a las configuraciones planares mediante las nociones de “grafo
completo” y “grafo bipartido”.

Como en toda carta geografica las fronteras de los paises que la componen
deterrminan un “multigrafo plano” la busqueda de soluciones al citado “Proble-
ma de los Cuatro Colores” impulsoé el estudio de los multigrafos planares.

Notemos, de paso, que una red eléctrica podra ser concretada mediante un cir-
cuito impreso si y sélo si su esquema es planar.

Para el caso de grafos no planares pueden ser de interés la busqueda de re-
presentaciones con el menor nimero posible de cruzamientos de sus aristas.
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Respecto de la planaridad, nocién a la cual volveremos en Cap.10, nétese que
las “proyecciones estereogréaficas” permiten establecer correspondencias biyec-
tivas entre las representaciones limpias en el plano, con aquellas en la esfera.

Destaquemos ademas que si bien no todo multigrafo es planar, se tiene que :
Todo multigrafo finito G admite representaciones topolégicas limpias en ®.

Para verificar lo antedicho bastara asignar a cada vértice de G un punto de cier-

ta recta A, y a las aristas de G curvas con extremos en puntos de A pero tales

que :

- cada una de las curvas esta contenida en alguno de los semiplanos del haz de
planos con eje A.

- en cada uno de estos semiplanos haya a lo sumo una de tales curvas.

- los puntos de A extremos de la curva representativa de la arista [a, b] son los
puntos de A asignados a los vértices a, b.

Otra forma de constatar la validez de la afirmacién anterior, haciendo uso de
rectas no coplanares, puede verse en [Tor76].

2.1.4. ISOMORFISMOS

Obviamente, si al representar un multi-di-grafo se cambian las designaciones o
las ubicaciones de sus elementos, no se altera esencialmente la configuraciéon
en estudio.

Las distintas materializaciones asi obtenidas pueden pensarse como imagenes
diferentes de un mismo objeto matematico y se diran “isomorfas”.

Mas precisamente :

Dos multidigrafos G =(V, U) ; G'=(V’, U’) son isomorfos si existen biyec-
ciones h?: V> V' ; h':U > U tales que cualquiera sea el arco u = (a, b)
se tiene que h'(u) = h'((a, b)) = (h°a), h°(b)).

En tal caso, h = ( h°, h") define un isomorfismo h: G — G’ = h(G).

Si G carece de arcos paralelos (de vértices aislados), y sélo entonces, h’ de-

termina h’ ( h' determina h°).

Por lo tanto :
Si G es un digrafo carente de vértices aislados, y ( h°, h' ) establece un
isomorfismo, éste puede ser dado tanto a partir de h° como de h'.
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Para el caso no dirigido caben definiciones y propiedades similares.

En particular, dos multigrafos G y G’ son isomorfos si y sélo si los vértices ad-
yacentes en G se corresponden biyectivamente con los adyacentes en G, y
ademas se conservan las multiplicidades de las aristas correspondientes.

Tal el casode los Gy, G, G3 dados pag.Vll del Prélogo.

Notemos que aun cuando dichos Gy, G2, G3 son equivalentes desde el punto
de vista de los grafos ellos no lo son en sentido topoldgico ; puesto que Gz no
puede obtenerse a partir de G, nide G3, por una “transformacién continua”.

La relacién de isomorfismo es de equivalencia, pero multi-di-grafos isomorfos
pueden corresponder a problemas distintos, y aun contrapuestos.

Véase que| Si G y H son multidigrafos isomorfos también lo son sus respecti-
vos sostenes. La reciproca es falsa.

Si por alguna razén interesara tomar en cuenta la designacion, o marcas, o va-
lores asignadas a los elementos de cierto multi-di-grafo G, diremos que G esta
“etiquetado” o “valuado “(ver 2.3).

En este caso, aun las isomorfas seran consideradas distintas.

Todo parametro que toma iguales valores en un multi-di-gra-fo y en sus isomor-
fos es un invariante grafico. Salvo contadas excepciones ellos no determinan
configuraciones unicas, ni ain a menos de isomorfismo.

Por ejemplo, con el nimero n de vértices, y mde aristas, 0 <m < n.(n-1)/2,
los Unicos grafos que quedan univocamente determinados, a menos de isomor-
fismo, son los sin bucles de orden n < 3.

Una lista de 36 invariantes, y una recopilacion de numerosas relaciones validas entre pares de
ellos, asi como una amplia bibliografia puede verse en [BriD85].

De la definicién dada resulta que los isomorfismos de multidigrafos (muitigrafos)
conservan la precedencia y la no precedencia (la adyacencia y la no adyacen-
cia) entre vértices.

La extension del concepto “isomorfismo” que se obtiene cuando a las aplicacio-
nes correspondientes so6lo se les pide conservar la precedencia (la adyacencia)
se denomina homomorfismo. No sera considerado.
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Por otro lado, la restriccion que implica considerar sélo los isomorfismos de una
configuracion en si misma lleva al concepto automorfismo.

Visto que cualquiera sea G = (V, U) eligiendo como h°, h’, a las correspondien-
tes aplicaciones identidad se define un automorfismo, y que la composicién de
automorfismos es automorfismo, cabe estudiar, cualquiera sea G, su “grupo de
automorfismos”. Al respecto podrian verse : [Bab66/80/81], [Cam83], [GroM64],
[Ore62], [Whi73].

En particular, para los grafos K, , C, los respectivos grupos de automorfismos son, el grupo
simétrico S, y el grupo dihedral D, (ver. [BucH90}-Cap.8, [Har69b]-Cap.14)

Dentro de esta tematica merece destacarse el siguiente resultado de Frucht
[Fru38],
Para todo grupo finito H existen grafos cuyo grupo de automorfismos es
isomorfo con H.

En [BucH90], [CapM78], [CharL79], [Har69b], y [Ore62] se muestra como construir tales grafos
haciendo uso de los “grafos coloreados de Cayley”, que se pueden asociar a cada grafo finito.

El precedente resultado de Frucht puede mejorarse. En efecto, en [Dam73], [Fru49] y [Men78]
se demostraron afirmaciones similares restringiéndose, respectivamente, a “grafos de Moore”, a
“grafos clbicos” y a “grafos fuertemente regulares”.

Se prueba que una permutacién en V define un automorfismo en G = (V, U) siy
solo si la correspondiente matriz permutacion conmuta con la “matriz de adya-
cencia de G”.(ver pag. 64). Esto permite deducir resultados expresados en tér-
minos de los autovalores de dicha matriz. [Big74], [Cam83], [Mow73].

El problema de decidir sobre el isomorfismo entre multi-di-grafos es un impor-
tante problema abierto.

Es de resolucion dificil, ya que no se conocen criterios generales, ni conjuntos
suficientes de invariantes, ni algoritmos de reconocimiento eficaces.

Abordarlo directamente analizando todas las posibles permutaciones de su con-

junto de vértices resulta inalcanzable, excepto para los grafos de orden muy
reducido.

Véanse al respecto algunas consideraciones que se hacen en pag. 66.
Obviamente, una primera simplificacion en este problema resulta de observar

que dos veértices pueden corresponderse en un isomorfismo si y sélo si en am-
bos inciden igual nimero de aristas y ambos son, o no son, soporte de bucles
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Para el caso no dirigido caben definiciones y propiedades similares.

En particular, dos multigrafos G y G’ son isomorfos si y so6lo si los vertices ad-
yacentes en G se corresponden biyectivamente con los adyacentes en G, y
ademas se conservan las multiplicidades de las aristas correspondientes.

Tal el caso de los Gy, G2, Gz dados pag.Vli del Prélogo.

Notemos que aun cuando dichos Gy, G2, G3 son equivalentes desde el punto
de vista de los grafos ellos no lo son en sentido topoldgico ; puesto que G; no
puede obtenerse a partir de G¢, ni de G3, por una “transformacién continua”.

La relacion de isomorfismo es de equivalencia, pero multi-di-grafos isomorfos
pueden corresponder a problemas distintos, y aun contrapuestos.

Véase que| Si G y H son multidigrafos isomorfos también o son sus respecti-
vos sostenes. La reciproca es falsa.

Si por alguna razoén interesara tomar en cuenta la designacién, o marcas, o va-
lores asignadas a los elementos de cierto muiti-di-grafo G, diremos que G esta
‘etiquetado” o “valuado “(ver 2.3).

En este caso, aun las isomorfas seran consideradas distintas.

Todo parametro que toma iguales valores en un muiti-di-gra-fo y en sus isomor-
fos es un invariante grafico. Salvo contadas excepciones ellos no determinan
configuraciones unicas, ni auin a menos de isomorfismo.

Por ejemplo, con el nimero n de vértices, y mde aristas, 0 < m < n.(n-1)/2,
los Unicos grafos que quedan univocamente determinados, a menos de isomor-
fismo, son los sin bucles de orden n< 3.

Una lista de 36 invariantes, y una recopilacion de numerosas relaciones validas entre pares de
ellos, asi como una amplia bibliografia puede verse en [BriD85].

De la definicion dada resulta que los isomorfismos de multidigrafos (multigrafos)
conservan la precedencia y la no precedencia (la adyacencia y la no adyacen-
cia) entre vértices.

La extension del concepto “isomorfismo” que se obtiene cuando a las aplicacio-

nes correspondientes sélo se les pide conservar la precedencia (la adyacencia)
se denomina homomorfismo. No sera considerado.
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Cuestiones analogas fueron abordadas para el caso de multigrafos infinitos en [Jung66], y para
aquellos que admiten bucles en [Hem71]. La demostracion de Jung es reproducida en [Har69b]
y en [HemB78]. Citaremos ademas [HalJ67] y [HemJK82].

En [HemK77] y [HemZ73] se estudia el problema similar para el caso dirigido.

Notando G —{x} al grafo que resulta de eliminar en G el vértice x , (y por ende
a las aristas alli incidentes) podemos citar la siguiente afirmacién, conocida co-
mo Conjetura de Ulam (de la vértice reconstruccion).
Si Gy H son grafos finitos sin bucles de orden n > 3, y para cada vérti-
ce x; setieneque G- {x;} esisomorfo con uncieto H-{y;}, en-
tonces G, H, son isomorfos

Esta conjetura, que es falsa para grafos infinitos, es ain uno de los grandes
desafios de la teoria que nos ocupa.

Carece de interés para n = 1,y es falsa para n = 2, segln se ve eligiendo
como G una arista distinta de bucle, y como H un par de vértices aislados.

Ha sido verificada para los grafos sin bucles de orden n,con 3 < n < 9, y re-
suelta por la afirmativa para aigunas clases de grafos.

En particular, asi lo fue para los “arboles” (ver pag.118) en [Kelly57].

Luego de este primer resultado positivo se dieron mejoramientos del mismo, y
otros similares respecto de otras clases de grafos.

La conjetura analoga para el caso dirigido es valida para los “torneos transitivos” de orden n>5
pero no para todo torneo. Ver [BeiP70], [HarP67a], [Koc85], [Sto75/76/77].

Dicha conjetura, que fue reformulada en términos matriciales en [Mal77], como
asi también su “version arista” y otras que le estan vinculadas, tanto en el caso
dirigido como en el no dirigido, fueron motivo de numerosos trabajos.
Recopilaciones recientes de éstos fueron dadas en [MacRV97/02].

Otras recopilaciones, como asi también resultados relativos a esta cuestion se pueden ver en
[Bon91], [BonHe77], [CapM78], [GreH69], [Har67e/74b], [Manv69/88], [NashW78], [Tut84]

Respecto de la conjetura sobre la “arista (arco) reconstruccién’ se sabe

- que es valida para el caso de los torneos, [HarP67a]

- que seria valida, en general, si y s6lo si fuera valida la vértice reconstruccién
para los “grafos adjuntos”. [Hem69]

- que para el caso de grafos carentes de vértices aislados la “vértice recons-
tructibilidad” implica la “arista reconstructibilidad” en el caso finito [Gre71],
pero no en el infinito [Tho78b].

- que todo grafo de orden n sin bucles con mas de (n®— n) /4 aristas es aris-
ta reconstruible. [Lov72]. Esta cota se redujo, en [MUll77], a n.logz (n).
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Mas referencias relativas al problema del isomorfismo, y una amplia bibliografia
sobre esta tematica puede verse en [Read78/79/81] y [ReadC77].

La dificultad de decidir sobre el isomorfismo entre dos configuraciones se puede
vislumbrar tratando de hallar cuales de los siguientes pares de grafos lo son.

Y

Ly

Otras tres nociones ligadas con Ia de isomorfismo son las de : arista isomorfis-
mo, 1-isomorfismo, y 2-isomorfismo, introducidas por Whitney. [Whit32/33]

Sobre las dos ultimas volveremos en el Cap.7. La restante, que llevo al estudio
de los grafos adjuntos (ver 2.1.10) responde a la siguiente definicion :
Dos grafos G, G’, son arista isomorfos si a cada par de aristas u, v, de
G, incidentes en x, corresponde en G’ un par de aristas u’, v/, incidentes
en x’;y reciprocamente.

Nétese que todo isomorfismo induce un arista isomorfismo.

La reciproca es falsa, pues los grafos K3 y K3 son arista isomorfos pero no
isomorfos.

Mas precisamente, a partir de un resultado de [Whit32] se sabe que :

A excepcion del par K3, Ky 3,y de otros tres pares de grafos isomorfos,
sin bucles y de orden cuatro, todo arista isomorfismo de grafos sin bucles
y sin vértices aislados es inducido por un isomorfismo.

Mas precisiones pueden verse en [CharL79], [Hem72b], [HemB78], [Ore62].



Es facil ver que cualquiera sea G = (V, U) su submultigrafo inducido por V' = V
coincide con G, pero que el inducido por U’ = U coincide con G so6lo si G care-
ce de vértices aislados.

Un submultigrafo G’ < G es maximal si no existe otro G”talque G’ G’ < G
y minimal si no existe G*, con G* —« G’ que cumpla los requisitos pedidos a G’.

Véase que cualesquierasean V' c V; Uc U
— G /V’ es maximal entre los que soélo contienen los vértices de V',
— G /U’ es minimal entre aquellos con las aristas de U’

Dos operaciones que aplicadas reiteradamente permiten la construccion de to-
do submultigrafo son “la eliminacién de aristas” y “la eliminacién de vértices’.
Esta ultima conlleva la eliminacién de todas las aristas incidentes en los vértices
eliminados.

Dado un multigrafo G =(V, U) y conjuntos V' c V ; U’ < U notaremos :

— G-U" alque se obtiene quitando a G las aristas de U’

— G o U a G-U excluidos sus eventuales vértices aislados.

— G-V alque resulta de eliminar en G los vértices de V’(y por ende las
aristas con al menos uno de sus extremos en V’)

Asi entonces, dado G = (V, U)
— G - U esdiscreto y cubriente.
— G & U esvacio.
-G-V=G/(V-V).

-G U=G/U-U.

Con frecuencia sera necesario restringirse a submultigrafos de G que satisfagan
caracteristicas especiales.

En particular, sera frecuente tener que restringirse al caso de subgrafos que son
grafos completos; o bien, al de subgrafos discretos.

Ambos tipos de subgrafos, que pueden asociarse tanto a “estados intercam-
biabls“ como a “situaciones incompatibles entre si* se corresponden “via com-
plementaciéon” (ver pag.49).

Los subgrafos constituidos por completos maximales se diran clanes, frecuen-
temente son designados cliques.
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2.1.5. SUBMULTI-DI -GRAFOS

De las definiciones y propiedades que enunciaremos seguidamente caben otras
similares para el caso dirigido.

Dado un multigrafo G = (V, U) se dice submultigrafo de G a todo multigrafo
G'=(V,U),V c V;U < U También diremos que G’ esta contenido en G.
Lo hotaremos G'c Gy G’ < G siademas G’ # G.

Si adoptaramos la definicion G = (V, U,V ), resultaria que G’ = (V,U’, V') esta
contenido en G siy solo si W' es larestriccibnde ¥ a U’

Si G'c Gy V=V sedira que G’es submultigrafo cubriente de G.

La nocion submultigrafo cubriente se corresponde con la de spanning subgraph (graphe partiel)
empleada en las publicaciones en lengua inglesa (francesa)

Si para toda arista de G cuyos extremos inciden en V’ también u € U’ se dira
que G’es el submultigrafo inducido por V’. Sera notado G’ = G/V’

A su vez, el submultigrafo inducido por U’ es el formado por las aristas de U’
y los vértices en los cuales ellas inciden. Sera notado G'=G/U’

En particular, dados los siguientes multigrafos :

=] c e g
a d f
1e b4 P .G
G
3 5 3 ?
b < <] b

-1 a f
1 -~ »
1 2 . 2 3 8

G]_ G2

Gi=G-{4}esinducidopor{1, 2 3, 5 6}ytambiénpor{a, b, c, g}
G2 =G —{c,de,g} es cubriente, pero no inducido.
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Como pregunta tipica de esta tematica suele proponerse la siguiente
Dados p > 2, q > 2, cual es el menor entero R(p,q) tal que todo grafo de
orden mayor o igual a R(p,q) contiene al menos p vértices adyacentes
entre si, o al menos q independientes dos a dos ?

0 equivalentemente :
Cual es el menor de los valores R(p,q) tal que si cada una de las aristas
del completo de orden R(p,q) es coloreada arbitrariamente de rojo o azul,
queda determinado un K, de aristas rojas, o un K, de aristas azules ?

Se puede constatar que R(p,q) = R(q,p);y que R(2,n) =R(n,2) =n.
En Ejerc 2-24) se propone deducir que R(3,3)= 6.

Asi entonces | en toda reunién de al menos seis personas hay al menos, tres
que se conocen dos a dos, o tres que no se conocen entre si.

En realidad se demostr6 algo mas fuerte ((Goom59], [Schw72]). A saber :
| Toda bicoloracién de las aristas de Ks lleva a tener al menos dos
triangulos monocromaticos.

En [Har72] se determinaron todas las coloraciones que llevan a exactamente
dos de dichos triangulos.

Si bien el dicho valor R(p,q) existe para todo par p,q, solo se lo ha determinado para algunos

. p+q-2

pocos. En [ErdS35] se dedujofacota R(p,q) < 1 .
q —_—

En [GreG55] (ver [BonM76]) se la extendid con R(p,q) < R(p -1,9) + R(p,q —1) y se hallaron los
valores : R(3,4)=9 ; R(3,5)=14; R(4,4)=18.
En [GravY68] se calcularon R(3,6) =18 ; R(3,7) =23 ; y se acotaron otros.

En [GreG55] y [Walk76] se demostré que si n > 1 + [e.m!] (con e = 2,7182...) es imposible
colorear las aristas de K, con m colores sin crear al menos un triangulo monocromatico.

El teorema que nos ocupa ha permitido deducir interesantes consecuencias. Entre ellas la que
sigue, dada en [ErdS35]. ( ver [Hall67], [LucSK79], [Ore62], [Rys63]).
Cualquiera sea el entero m > 3 existe un entero N,, tal que cualesquiera N, puntos
del plano, sin de ternas de alineados, contienen m puntos que pueden elegirse como
vértices de un poliedro convexo.

Se extienden asi los siguirentes resultados

Dados n> 5 (‘n= 9} puntos del plano, sin ternas de alineados, es posible elegir 4 (5 ) de ellos
como vértices de un poligono convexo
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En [Rosf71] se mostré que el nimero de grafos sin bucles de orden n con exactamente dos cla-
nes es [ n*/4 ]. ([ x] indica parte entera de x )

Un interesante problema, vinculado con los subgrafos completos de G y que se
reconoce como el primero de los de caracter extremal que fue resuelto, es el
siguiente
¢, Cual es el mayor numero de aristas que puede tener un grafo sin bu-
cles de orden n carente de subgrafos Ky, 3<k<n?

En [Turd41/54] Turan demostré que :
Si t, r, son los enteros univocamente determinados por n=£f(k-1) +r,

2 _ 2 =
1 <r<(k-1) ; 3< k< n,elnumero buscado es 4 + (" —r7)(k 2).
2 2.(k-1)

Ademas se dedujo que los que satisfacen la igualdad son los (k—7)-partidos
completos, con r clasesde (t+ 1) vértices,y (k—r— 1) clases de t vértices.

Coroilario :
Todo grafo de orden n, carente de bucles y de subgrafos K; tiene a lo
sumo [ n?/ 4] aristas. (con [ x] se indica parte entera de x).
La cota se alcanza si n es par.

Este caso, que incluye a los grafos bipartidos, ya habia sido resueito en 1907.

Los bipartidos K,; conp=[(n+1)/2]y q=[n/2] muestran que la cota
no es mejorable.

Una demostracién alternativa de la dada por Turan es la que propuso Zykov [Zyk49]. Ambas
estan esbozadas en [Simn83], donde ademas se consideran otros “problemas extremales®.
Demostraciones de este resultado también fueron dadas en [BonM76] y en [Ore62].

Otro problema extremal, vinculado inicialmente a los grafos completos y luego
extendido de diversas formas, pero aun no resuelto en su totalidad, es el cono-
cido como Problema de Ramsey.

Esta ligado con un resultado de [Ram30] cuya version finita puede verse como
una ampliacion del conocido “Principio del Casillero" (Pigeon-hole principle).
| Si p>q,y p objetos se distribuyen en g clases, al menos una de és-
tas debe contener mas de un objeto.

Demostraciones de dicho resultado se pueden ver en [Hall67], [Ore62], [Rys63]
y [LucSK79]. En este ultimo se siguen los lineamientos de la dada en [ErdS35].
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Para el caso dirigido, los k-difactores de G son sus subdigrafos cubrientes que
conservan, en cada uno de sus vértices, k de los arcos que lo tienen por extre-
mo final, y k de aquellos que lo tienen por extremo inicial.

Véase que :

— un grafo sin bucles admite 7-factores so6lo si es de orden par.

— los 1-factores son subgrafos cubrientes compuestos de aristas, eventualmen
te bucles, independientes entre si.

— el grafo de aristas [a, b], [a, c], [a, d], [b, c] admite 1-factores, pero no es
1-factorisable.

- los 1-difactores estan constituidos de “circuitos” (ver 3.5)

-- K, con npar ( nimpar ) no es 2-factorisable ( carece de 1-factores ).

En [MenR85] se da una extensa bibliografia y recopilaciéon de resultados sobre
las 1-factorizaciones de K,,. En particular :

A) | Kap+r es 2-factorisable en “ciclos hamiltonianos”.

Mas precisamente, en Cap.5 veremos que K> p+s admite (2.p)! / 2 = p.(2.p—1)!
subgrafos ciclo hamiltonianos, y que ellos pueden partirse en (2.p—7)! conjun-
tos, con p de dichos ciclos arista disjuntos dos a dos, en cada uno de ellos.

Asi, y segun se infiere del Ejer.5-12), K5 contiene doce de dichos ciclos y éstos
pueden agruparse en seis pares de ciclos arista disjuntos entre si.

B) | K2, es 1-factorisable. Es decir, K, admite (2.p— 1) subgrafos que son
1-factores arista disjuntos (cada uno de ellos esta compuesto de p aristas
independientes dos a dos).

Esta afirmacion es obvia para p = 1. Para hallar en el caso general una tal fac-
torizacion designaremos a, 0, 1, 2, ... ,(2.p — 2) a los vértices de K;, , y elegi-
remos, para cada h e { 0,1, ... ,(2.p — 2) }, como 7-factores a los conjuntos de
aristas independientes de la de la forma [a, h], [(i+h), (j+h)] con i+j=2.p-1y
con sumas (i+h) ; (j+h) tomadas moédulo (2.p — 1).

En particular, para el K; de vértices a, 0, 7, 2, su Unica 7- factorizacién es la
formada por los tres 1-factores : [a, 0], [1,2] \ [a, 1], [2,0] \ [a, 2], [ O, 1].

Para el Ks de vértices a, 0, 1, 2, 3, 4 obtendriamos asi, los cinco 1-factores :

[a,0],[1,4],[2,3] \ [a,1],[2,0],[3, 4 W\ [a,2],[3 1],[4, 0] \
[a, 3], (4, 2],[0, 1] W\ [a,4],][0 3], [1, 2]
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Para aspectos generales de esta cuestion ver [Boll79], [Brya93], [CapM78], [CharL79], [Die96],
[Gard77), [Gra81], [Lint74], [Pars78], [StanK79].

Para profundizar en ella, o en extensiones, {Adh02], [GraR78], [GraRS80], [Har74a], [Nes66],
[NesR90], [PaocTW85].

Finalizaremos esta secciéon observando que :
Dado un multigrafo G con m aristas u;, (1 <i < m) se puede establecer
una correspondencia biyectiva entre sus submultigrafos G* sin vértices
aislados, y los vectores (x7, X2, ..., Xm ) con x;=1 silaarista u; e G*
y xi=0 en caso contrario.

Con tal correspondencia, dado un multigrafo, la unién, (interseccion, diferencia
simétrica) (ver pag.55) de sus submultigrafos sin vértices aislados se puede
determinar, a menos de eventuales vértices aislados, en términos del supremo,
(infimo, adicién moédulo dos) de sus respectivos vectores representativos.

Esto permite, si se admite ademas el vector nulo de dimensién adecuada, aso-
ciar, en Z,, a cada multigrafo sin vértices aislados un “espacio vectorial de sub-
multigrafos arista inducidos”, y reinterpretar en términos del Algebra Lineal pro-
piedades de la Teoria de Grafos.

En los Cap.3 y 7 nos referiremos, brevemente, a los subespacios “de ciclos
simples" y “de cociclos"; como también a algunas de sus propiedades duales.

Para mayor informacion a este respecto recurrir a : [BerGH62], [Big74], [BonM76], [Deo74],
[Chen71a/71b], [Die96], [Gou58], [Pea73}, [Rib79], [SesR61}, [SwaT81].

2.1.6. k-FACTORES Y ACOPLAMIENTOS

Una importante clase de submulti-di-grafos es la de los incluidos bajo el nombre
general de “factores”. Una extensa recopilacidén de resultados relativos a ellos y
a extensiones de este concepto puede verse en Akiyama-Kano [AkiK85].

Dado un multigrafo G se dice que H es un k-factor de G, k> 1, si H es uno de
sus submultigrafos cubrientes que conservan exactamente k de las aristas de
G incidentes en cada uno de sus vértices.

G se dice k-factorisable si su conjunto de aristas puede reencontrarse como
union de k-factores arista disjuntos dos a dos.

Un tal conjunto de k-factores determina una k-factorizacion de G.
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En pag.65 se enunciard un resultado de Egervary [Ege31] que es equivalente
del precedente de Konig y esta dado en términos de matrices. En [Mirs71] se
hace un detallado analisis del mismo

Ellos son caso particular del Teorema de Menger [Meng27], a dar en Cap. 7, y al igual que al-
gunos otros de caracter combinatorio validos en bipartidos pueden deducirse siguiendo razo-
namientos combinatorios, o bien recurriendo a la Teoria de los Flujos Canalizados. [Ber58/70],
[ForF62], [Ful75b] .

Esta ultima metodologia, que fue seguida también en [Chi93], no puede aplicarse a grafos no
bipartidos. Para estos casos podria emplearse el concepto de “cadenas alternadas”, que intro-
duciremos en 3.7.

Una importante clase de subgrafos sin bucles es la de los acoplamientos, es
decir, la de los subgrafos constituidos por aristas, distintas de bucles, indepen-
dientes dos a dos. Los que ademas son cubrientes, y por lo tanto maximos, se
dicen acoplamientos perfectos (o completos).

Los acoplamientos perfectos coinciden con los 7-factores carentes de bucles, y
existen sélo en grafos de orden par.

En la cadena P, de aristas a = [1, 2], b = [2, 3], ¢ = [3, 4] el par de aristas a, c,
constituye un acoplamiento perfecto, mientras que la arista b, define uno que
es maximal, pero no maximo.

La necesidad de fijar acoplamientos se presenta muy frecuentemente en rela-
cién con cuestiones a estudiar en grafos bipartidos. Por ejemplo :
Dados un conjunto de obreros y otro de tareas, y conocidas cuales son
las tareas que puede ejecutar cada obrero, hallar una asignacién que
respete las restricciones y maximice el nimero de pares “obrero-tarea”
que son factibles simultaneamente.
Se sobrentiende que a cada obrero puede asignarsele a lo sumo una de las
tareas para las cuales es apto, y a cada tarea uno sélo de los obreros capaces
de ejecutarla,

Asignando a cada arista “valores”, que pueden interpretarse como representati-
vos del costo (tiempo, indice de eficiencia, etc.) asociado al correspondiente par
de vértices extremos seria factible abordar de problemas “optimales”, (de maxi-
ma eficiencia total, de minimo costo total, etc.)

Creemos oportuno indicar que en [SwaT81]-Cap.15 ademas de analizar la metodologia seguida
en [HopK73] para hallar acoplamientos maximos en grafos bipartidos, se analiza el algoritmo de
Edmonds [Edm65a], apto para casos mas generales, y su implementacion propuesta por Ga-
bow [Gab76]. Ver también [Agui90], [GonM79], [SwaT81] Cap.8.
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Otra 71-factorizaciéon del mismo completo es la integrada por los 7-factores :
[a,0],[1,3,[2 4] \ [a1],[2 3],[4,0] W\ [a, 2], [0 1], [3, 4 \
[o, 3],[1,4],[02] \ [a,4],[1,2},][0, 3]

Como en cada vértice de Kg inciden cinco aristas, y cada una de ellas integra
los tres 7-factores arista disjuntos del K4 obtenido al eliminar los vértices extre-
mos de la arista en cuestion, pueden hallarse quince 71-factores de K .

Ellos dan lugar a sus seis 7-factorizaciones.(ver Ejer.2-37)

En Cap.5 (pag.192) veremos otra forma de descomponer K3, ; y en Ejer.2-36)
el método para hallar 7-factores de K, propuesto en [Ore63a] - Cap.4.

De B) resulta que la siguiente pregunta tiene respuesta afirmativa.

Supongamos que 2.p amigos salen en un viaje de turismo que durara (2.p — 1)
dias y que para movilizarse disponen de un transporte con p asientos dobles.

¢, Podran completar el viaje sin que pares de amigos deban compartir asiento
mas de una vez ?

Véase que también es positiva la respuesta a la siguiente :
¢, Sera factible organizar entre n equipos un torneo a una sola ronda en el cual
cada uno compita con todos los restantes ?

En general, decidir sobre la existencia de 7-factores es dificultoso.

Esta importante problematica, designada en lengua inglesa “matching”, y en
lengua francesa “couplage”, admite extensiones directas para el caso de confi-
guraciones valuadas, y ocupa capitulos en numerosas publicaciones.

En particular, [Boll66/78], [LovP86], [Simn83], [Wo078b/78c]

Sobre estas cuestiones volveremos en Cap. 7.

Un buen resultado al respecto es el siguiente, debido a Tutte [Tut47/50/52/54].
Un grafo (V, U) sin bucles admite un 7-factor si y sélo si para todo A c V
el subgrafo inducido por V— A contiene a lo sumo | A | componentes de
orden impar.

En [Bru92] se esboza el razonamiento seguido por Tutte y se observa que dicho
resultado extiende al siguiente “teorema mini-max” de Kénig. [K6n31]
En cada bipartido (V, U) el maximo numero de aristas independientes
dos a dos coincide con el minimo numero de vértices de un soporte de U
Demostraciones de ambos se reencuentran en [Die96] y [Lov75].
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Sin perjuicio de posteriores referencias a recuentos de configuraciones con ca-
racteristicas particulares damos la siguiente tabla, donde g, ( d, ) indica el nu-
mero de grafos (digrafos) sin bucles de orden n, 1 <n <8.

n 1 2 3 4 5 6 7 8
Gn 1 2 4 11 34 156 1.044 12.346
dn 1 3 16 | 218 | 9.608 | 1.540.944 882.033.440 | 1.793.359.192.848

En el Apéndice.1 de [HarP73] los valores g, se extienden hasta n = 24.

Alli se incluyen ademas tablas con las cantidades de grafos que satisfacen dife-
rentes restricciones.

Una de ellas, relativa a los grafos de orden n (1< n< 9) con m aristas, para
0<m< 18, también se da en [Har69b]-Apéndice1 y en [Rio58] Pag.146.

Por otro lado, en [BucH90] se dan diagramas representativos de los 208 grafos
sin bucles de orden n < 6, y en [Har69b] ademas de ellos se incluyen los que
corresponden a los 238 digrafos sin bucles de orden n < 4.

En [Heap72] y [Read78/81] se incluyen interesantes datos sobre listados de grafos y sobre la
generacion de éstos utilizando computadoreas.

En Discrete Mathematics Vol. 31 (1980) Pag. 224, se informa que en la Universidad de Water-
loo, Canada, pueden conseguirse catalogos con informacion sobre propiedades de grafos sin
bucles, y en particular sobre los 12.005.168 de orden 10.

Referencias a éstos también se dan en [CamCR85] y [Read81].

Para mas informacién sobre ésta tematica : [Charl79], [GoulJ83], [Har55/59/64b/67b/67h/69b],
[Od|66], [Pal69/73/78], [Tuc80].

2.1.8. GRAFOS, DIGRAFOS Y RELACIONES BINARIAS

Volviendo sobre algo observado en el Capitulo 1 notemos que la corresponden-
cia biyectiva entre los subconjuntos de V x V, y las relaciones binarias definidas
en V permite determinar de manera distinta a la seguida en 2.1.7 las nociones
alli introducidas.

Mas precisamente, conviniendo que (x, y) € U equivale a y € T (x), (se admi-
te x =y) los arcos del digrafo G = (V, U) definen en V una relacién binaria I,
que es la relacion de precedencia.de G.

Pondremos, tanto G = (V, U) como G = (V, T).
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2.1.7. RECUENTO DE MULTI - DI - GRAFOS

En relacién con este problema deben distinguirse dos casos.
Uno implica identificar las configuraciones isomorfas, y el otro diferenciarlas ex-
cepto si coinciden también en las designaciones de sus elementos.

Este Gitimo lleva a contar como “grafos etiquetados distintos” (ver 2.3) también
a los subgrafos isomorfos. Asi por ejemplo, dado el grafo K3 de vértices a, b, c,
y eliminando una de sus aristas se tienen, segun cual sea la arista eliminada, el
subgrafo [a, b], [b, ¢} ; o bienel [b, c] [c, a],; obienel [c, a], [a,b].
Obviamente, éstos tres ejemplifican a la cadena elemental P; y son isomorfos,
pero en ocasiones convendra distinguir entre ellos. En tal caso los contaremos
como “etiquetados y distintos”.

n+l
Recurriendo a la “matriz adyacencia” (pag.64) es facil deducir que hay 2( 2)

n
2

grafos etiquetados de ordenn> 1,y que 2( ) de ellos carecen de bucles.

(n-1)/2
De estos ultimos hay [n (n=1) J con m aristas,
m

Analogamente, puede verse que hay 2" digrafos etiquetados de orden n > 1,
n(n-1)

que 2™M7 de ellos carecen de bucles, y que de éstos (
m

J tienen m arcos.

Remarquemos que en el precedente recuento se consideran distintas aun las
configuraciones que de no ser “etiquetadas” serian isomorfas.
Por ejemplo, todas los que tienen un unico arco.

Otros resultados sobre esta cuestion son indicados en Ejer.2-42), 2-43) como
asi también en [GavS80] y en [Ribn89].

Respecto de la busqueda del nimero de “configuraciones no etiquetadas, no
isomorfas " y la de métodos para generarlas cabe remarcar su dificultad.

Segln parece, la evaluacion del numero en cuestion fue abordado inicialmente
por Redfield [Redf27] en un trabajo que permanecié ignorado una treintena de
anos. (ver [Foul63], [Har67j], [HarP67b], [LIoyd88])

Luego, numerosos investigadores aportaron resultados. De entre ellos merece

destacarse el dado en [Polya37] y extendido por de Bruijn [Brui59/64].
Referidos a ellos pueden citarse [Har67f/67g], [Read67/87] y [RotS77].
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[K6n36]
El bipartido ( P U Q, U ) admite un acoplamiento si y sélo si su deficien-
ciaes nula;osea,siysoélosi |A]<|I'(A)|cualquierasea A c P.
El acoplamiento sera perfecto siy sélosi [P | =|Q].

[Hall35]
La aplicacion T : P — Q contiene una funcién inyectiva f siy soélo si
para todo A c P setieneque |A|<|T (A).
Siademas | P|=]|Q]|,y solo entonces, f es biyeccion.

Corolarios

1) Undigrafo G =(V, I') admite 7-difactores (“circuitos”) si y sélo si para todo
Ac V setieneque |A] <|T(A)].

Para justificarlo basta aplicar el resultado de Kénig-Hall al bipartido representa-

tivo de G.

2) Silaaplicacién I': P - Q es tal que cualesquierasean pe P ; ge Q
se tiene que dy=min. | T(p)| > max. | T "(g) | = d» entonces T contie-
ne una aplicacién inyectiva.

En efecto, en tal caso, si A < P y B es el conjunto de arcos (a, b) con a € A
setiene |A|d; < |B | < |T'(A)|.dz2 ycomo por hipétesis d; > d, puede afir-
marse que |A|<|T(A)|.

Es facil ver que distintas relaciones pueden generar digrafos isomorfos, y que
todo “p-digrafo” puede darse por un conjunto de “p relaciones”, no siempre uni-
vocamente determinadas. ldem caso no dirigido.

De una observacién hecha en Cap.1 resulta que cada representacion topolégica
de un digrafo (o de un grafo) finito puede interpretarse como una visualizacion
de todos los pares que satisfacen la relaciéon que lo define,

Pero aun cuando toda relacion binaria definida en un conjunto finito se puede
identificar con un esquema, esto no siempre es recomendable. Recordemos al
efecto lo dicho en pag. 8 con referencia a los Diagramas de Hasse y a las rela-
ciones de orden en conjuntos finitos.

Destagquemos que no obstante la estrecha vinculacion indicada las nociones de
digrafo, o grafo, no son redundantes frente a la de relacién binaria, pues las pre-
ocupaciones de ambas teorias son distintas.

Ademas la introduccién de “valores” permite a la Teoria de Grafos abordar pro-
blemas que no tienen cabida dentro de la Teoria de Relaciones.
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Analogamente, como a cada grafo puede asociarse su simetrizado, cuya rela-
cion de precedencia es simétrica y refleja la adyacencia de sus vértices, los gra-
fos estan en correspondencia biyectiva con las relaciones binarias simétricas
definidas en su conjunto de vértices. Ellas son sus relaciones de adyacencia.

Para el caso de los bipartidos (P U Q, U) ademas de la relacién de adyacencia
R definidaen P u Q también cabe considerarla R’ < P x Q talque R’ con-
tiene el par p,q, siysolosi [p,q] € U.

Ellas pueden representarse por matrices de 0 y 1, respectivamente, cuadradas
de orden | P|+| Q], o rectangulares de tipo |P| x| Q].

De las definiciones respectivas resulta que :
— el digrafo opuesto (o inverso)de G=(V, T') es G '=(V, ).
— dados los digrafos G;=(Vy, I)), G2=(V2, T,), Gy es subdigrafo de G,
siysolosi I cT,

— todo soporte minimal de U en el bipartido (V, U)=(V,T")=(Pu Q, T')es
de laforma B uI'(P-B), con B ¢ P. Lareciproca es falsa.

Dado un digrafo bipartido G =(P v Q,T") se dice deficiencia de G al valor,
30(G) =méax.acp (|A|=IT(A)])

Vistoque |G| =|T" (D) | puede afirmarse que siempre 6o(G) = 0.

Dado el bipartido G = (P u Q,T") = (V, U) el niumero minimo de vértices
de un soportede U es |P|- 60 (G).

En efecto, todo soporte minimo es minimal, y por lo tanto para el bipartido en
cuestibn esde laforma B uI'(P-B) con Bc P.

Ademas, min.g c p (1Bl +|T(P-B)|) = minacpe (|P|-1Al+|T'(A)])=
= |Pl-maxace (|A|I-ITA)])=|P[-50(G)

En pag.32/33 hemos citado una notable propiedad “mini-max” valida para grafos
bipartidos debida a Kénig—Egérvary,

Otra importante consecuencia valida en tales grafos, que suele ser citada como

marriage theorem, y de la cual en [Die96] Cap.2 se dan tres demostraciones,
admite las dos siguientes formalizaciones.
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2.1.9. NOCIONES LOCALES

Incluiremos en este paragrafo un grupo de conceptos que reflejan la incidencia
de los arcos (de las aristas) en los vértices de la configuracién en estudio.

Dado un multidigrafo G diremos :
| estrella positiva (de soporte x) al conjunto de arcos con vértice inicial x.
| grado positivo ( de x ) al nimero grg* (x) de arcos que ella contiene.

Analogamente, el grado negativo grg (x) es el nimero de arcos de vértice fi-
nal x ; o sea, es la cardinalidad de la estrella negativa de soporte x.

Habitualmente supondremos conocido el multidigrafo G al cual nos referimos y
en lugarde grg' (x) pondremos, simplemente, gr'(x). |dem grados negativos.

Dado un digrafo G =(V, U) =(V, I") setienen:
— el arco u = (a, b) es de entrada ( salida ) siy s6losigri(a)=0 (gr'(b) =0).

— g =T ()| y grx)=IT"x)].

Un multidigrafo se dice balanceado si para todo x se tiene gr (x) = gr'(x) ;
arco balanceado si cualquiera sea su arco (x, y) setiene gr=(x) =gri(y),y

k-dirregular si cualquiera sea el vértice x se satisface gr~(x) =gri(x) = k

Constatese que :

-- las nociones “balanceado” y “arco balanceado” no se implican entre si.

— un digrafo es dirregular si y sélo si es balanceado y arco balanceado.

-- todo multidigrafo simétrico es balanceado, pero que la reciproca es falsa.

— dado un multidigrafo, la suma de sus grados positivos (negativos) coincide
con el nimero de sus arcos.

— un 7-difactor es un subdigrafo cubriente respecto del cual todos sus vértices
tienen grado positivo (negativo) igual a la unidad.

La coleccién de los grados positivos y grados negativos de los vértices de un

multidigrafo constituyen un invariante grafico, pero del siguiente ejemplo resuita
que una misma coleccién puede corresponder a digrafos no isomorfos.

o >
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La estrecha conexion entre los grafos, los digrafos y las relaciones que los defi-
nen lleva a clasificarlos de acuerdo con las caracteristicas de éstas.

Asi por ejemplo, un digrafo G = (V, I') se dira:

— antisimétrico (antisimétrico débil) siy sélo si I' es una relacion antisimétri-
ca (antisimétrica debil) ; es decir, si y sélo si carece de pares de arcos opues-
tos y por ende de bucles (carece de arcos opuestos, excepto bucles).

Dado un digrafo G = (V, T') la determinacion de su clausura reflexiva G es
inmediata. Basta para ello conservar sus vértices y sus arcos, e incorporarle un
bucle en cada vértice que no sea ya soporte de uno.

También es facil hallar su clausura simétrica G*" agregandole un arco (j, i)
por cada arco (i, j) que carezca de opuesto. G =(V, T U T ™)

Otras dos de sus clausuras, de uso muy frecuente y estrechamente ligadas con
la nocién “camino” que se estudiara en el proximo capitulo, son :

n
— suclausura transitiva G*=G"=(V,I'"), con I'"=T*=YI'.
i=1
= e 2 retr retr retr = tr
— su clausura reflexivo- transitiva G=G""=(V,['™), I'"" =T =T"uUJ
G" es el digrafo transitivo con menor nimero de arcos que contiene a G como
subdigrafo cubriente, y G™" se obtiene a partir de G” incorporandole un bucle

en cada vértice que no sea ya soporte de uno.

Asi por caso :

G cid

Recordemos que segtin se puntualizd en el Capitulo.1 nuestra nocién “clausura
reflexivo-transitiva” frecuentemente es designada “clausura transitiva”.

Como T es reflexiva y transitiva, ella permite inducir en G un “preorden de ac-
cesibilidad ”.

Sobre esto volveremos en Cap.3, donde veremos como las representaciones
matriciales de G permiten obtener informacion respecto de G" y de G™.
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En Ejer. 2-16) se propone demostrar que
En todo grafo sin bucles, de orden n > 2, hay al menos dos vértices de
igual grado, y que ello no es valido si se admiten bucles, o aristas parale-
las.

De este resultado y del Lema precedente es inmediato que en toda reunién de
personas hay al menos dos que conocen a un mismo nimero de asistentes a
ella, y que la cantidad de asistentes que tienen un nimero impar de conocidos
presentes en la reunién es par, eventualmente nula.

En [BehCh67] se ve que los grafos sin bucles de orden n > 3 con exactamente dos vértices de
igual grado tienen exactamente un vértice de grado (n — 1), o exactamente uno aislado; y que
para todo n > 2 hay exactamente dos de dichos grafos, que son “complementarios” (ver 2.1.10).

Si bien todo grafo sin bucles de orden n > 2 tiene al menos dos vértices de igual grado, existen
digrafos sin pares de vértices cuyos respectivos grado negativo y grado positivo coincidan.
Algunas propiedades de estos digrafos son dadas en [GargkQ89].

Del “lema del apretén de manos” resulta que un multigrafo puede tener todos
sus vertices de grado impar so6lo si es de orden par.

Esto no impide que, incorporando bucles, puedan construirse multigrafos de
orden impar tales que en todos sus vértices incida un nimero impar de aristas.
Tal el caso de un K3 al que se le incorporé un bucle en cada vértice

En cambio para la existencia de multigrafos con todos sus vértices de grado par
no hay restricciones sobre la paridad de su orden.

Los multigrafos con todos sus vértices de grado par diran multigrafos pares
Algunos autores los denominan “eulerianos”, pero de acuerdo con lo que es
mas habitual reservaremos esta designacion para los que ademas son “co-

nexos”.(ver 3.6)

Un multigrafo con todos sus vértices de igual grado se dice multigrafo regular.
Si interesa destacar que todos ellos tienen grado k diremos que es k-regular.

Asi entonces, de lo observado poco mas arriba puede afirmarse que :
Todo multigrafo k-regular, con k impar, es de orden par.

Los grafos 3-regulares sin bucles se dicen cubicos. Todos son de orden par.
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Los multigrafos balanceados se dicen “pseudo-symétriques” en [Ber58/70], “balanced digraphs”
en [Deo74], “isographs” en [HarNC65] y “closed graphs" en [Kast63/67].

Para el caso no dirigido se introducen nociones analogas a las precedentes.

En particular, se dice estrella (de soporte x) al grafo inducido por las aristas con
al menos uno de sus extremos en x ; y grado (de x) al nUimero gr (x) de aristas
incidentes en x , pero conviniendo en contar doble cada bucle incidente en x.

Por la convencién adoptada grg (x) = gre (x) + gre” ()

Véase que :

— los vértices pendientes son los de grado uno.

-- 8i x no es soporte de bucle, y gr (x) = h la estrella de soporte x es Ky .

— como los bucles cuentan doble, en todo multigrafo la suma de los grados de
sus vértices es el duplo del niumero de sus aristas.

Obviamente, y en forma similar a lo visto para el caso dirigido, la coleccién de
grados de un multigrafo determina una particién en su conjunto de vertices, y
ésta constituye un invariante Gtil para abordar el problema del isomorfismo.

Para algunas consideraciones al respecto ver [Read81].

El siguiente resultado suele ser citado como “Lema del apretén de manos:”

Todo multigrafo finito (V, U) tiene un numero par (eventualmente nulo) de
vértices de grado impar.

En efecto, de Zgr(x) = 2| U], ynotando V, ( V;) al conjunto de vertices gra-
xgV
do par (impar ) setiene 2| U| = Zgr(x) +Zgr(x), pero esto ocurre si y sélo
xeVp xeVi
Si Zgr(x) es par, o sea, siy soélo si V; tiene niUmero par de vértices.

xeVi

También se puede liegar al resultado anterior, razonando por induccion, a partir
del discreto de orden n, y atendiendo a que la incorporacion de una arista con-
serva la paridad del numero de vértices de grado impar,

En [BonM76]-1.9, [Tuc80}-7.3, y [Stein63b] se muestra como el lema precedente puede vincu-
larse con el “Lema de Sperner’ y con el “Teorema de! Punto Fijo”, de Brouwer, segun el cual
toda funcion continua f de un “disco cerrado” en si mismo tiene al menos un punto fijo; o sea,
al menos un x tal que f(x) = x.
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En [FIe83b/90] se destaca la equivalencia entre el resultado A) debido a Kénig
[K6n16/36], y el siguiente B) dado por Petersen [Pet91].

B) Todo multigrafo regular de grado par es 2-factorisable, y reciprocamente.

Los ciclos elementales de longitud impar muestran que en la afirmacion pre-
cedente no es licito substituir 2-factorisable por 7-factorisable.

Notemos que el primero, cronolégicamente, de los resultados relativos a factori-

zaciones parece ser el siguiente, dado en [Pet91],

C) Todo grafo cabico sin “aristas puente” (ver 3.5) puede expresarse como
unién de un 71-factor y de un 2-factor.

El siguiente grafo no contiene 71-factores y muestra que para la validezde Ay C
son esenciales, respectivamente, “ser bipartido” y “carecer de aristas puente”.

Por otro lado, y visto que el Grafo de Petersen no es 1-factorisable se deduce
que no todo 2-factor puede descomponerse en dos 7-factores.

Demostraciones de A), B), C), pueden reencontrarse en [Charl.79] y [Fle90].

Una clase particular de regulares sin bucles, a la cual pertenece el Grafo de
Petersen, es la de los “grafos fuertemente regulares’.

Fueron introducidos en Bose63] y [Bruck63], y estan estrechamente ligados con los “disefios en
bloques incompletos parcialmente balanceados" (PBIBD), los “disefios en bloques incompletos
balanceados” (BIBD), los “cuadrados latinos”, las “codificaciones en bloques binarios”, las “par-
tial geometries” y otras varias estructuras combinatorias. Para informacién sobre ellos consultar
[BruR91], [Cam78], [CamL75/80/91], [Hub75), [Part71], [Rag71], [Rys63],[Ton88].

Destaquemos la siguiente observacion de Erdés.
Cualquier multigrafo sin bucles G contiene un subgrafo H, cubriente y bi-
partido, tal que para todo vértice x se tiene gry (x) > % grs (x).
Luego, | UH) | = ¥ |U(G)] .
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En [Read78] se observa que los cubicos son comparativamente pocos, pero di-
ficil de construir. Los “conexos” de orden 4 <n <18 son, respectivamente, 11\
2\ 5\ 19\ 85\ 509\ 4.060\ 41.301.

De entre los cubicos merece destacarse el siguiente Grafo de Petersen, que es
el cubico de menor orden no 71-factorisable.

v

En [CharW85] se dan datos sobre su origen, propiedades y aplicaciones.

Del Teorema de Kénig-Hall, Corol.2 dado en pag.37, puede inferirse que

Si G=(P v Q, U) esun bipartido, tal que cualesquiera sean x € P;
y e Q secumple gr(x) 2 h > gr(y), G admite un acoplamiento.
La reciproca es falsa.

Esto resuelve por la afirmativa la siguiente pregunta
Si en una reunién cada asistente conoce a exactamente h personas del
otro sexo podran todos bailar, simultaneamente, con alguno de sus co-
nocidos ?

Del mismo Corolario, y recurriendo al bipartido representativo de G se tiene que
I Si G es k-dirregular, k > 1, admite 7-difactores arco disjuntos dos a dos

De lo puntualizado poco mas arriba se tiene :

A) Todo bipartido k-regular, k> 0, es 1-factorisable. Reciprocamente, todo
bipartido 7-factorisable es k--regular.

Si bien todo multigrafo sin bucles 7-factorisable es regular, el grafo K3 muestra
que la afirmacién reciproca es falsa.
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Un resultado positivo, de facil verificacion, es el siguiente
Una sucesion d; ,d>, ,d, de enteros no negativos es realisable como
sucesion grafica de multigrafos de orden n siy sélo si contiene una canti-

dad par de impares, o sea siy solo si Zd,. es par.

Para el caso de restringirse a multigrafos sin bucles esta condicién sélo es ne-
cesaria.

En [Hak62/63] se demuestra que
Una sucesion de enteros 0 < d; < d> < ... <d, es realizable como sucesion de

n n-1
grados de un multigrafo sin bucles siy sélosi > d, espar,y > d, >d, .
i=1

i=1

De entre los numerosos resultados referentes a esta cuestién obtenidos, cite-
mos ademas el siguiente, debido a Erdés y Gallai [ErdG60].

Una sucesion de naturales d; >d; >....>d, es estrictamente grafica siy

n k n
solosi ) d, espary Y d, <k(k-1) + > min{k,d,} , paratodo 1 < k < n.
i=1 i=1

J=k+1

Del mismo se han dado varias demostraciones. Una de ellas, por induccion,
puede verse en [Chou86]. Otras en [Ber70] y [Luc79].

Una caracterizacién constructiva de las sucesiones que nos ocupan, dada por
Havel [Hav55] ,y reencontrada por Hakimi [Hak62/63] es la siguiente.
Una sucesion de naturales d; > ... > d, es estrictamente grafica si y sélo
si ds < n-1 ytambién es estrictamente grafica la sucesion d’s,. ..., d’ns
con dj=dis1—1 paratodo 1<i<d; ,y dj=dus si d;<i < n-1.

Demostraciones de ella se dan en [BucH90], [CharL79], [Chen 71a] y [Luc79].

En los dos primeros se enuncia, ademas, un algoritmo que permite, dada una
sucesion de enteros, construir un grafo cuyos grados la satisfagan, o ver que tal
grafo no existe.

Visto que todo digrafo transitivo sin bucles tiene entradas y salidas, todo torneo
transitivo contiene un unico vértice de entrada (de salida), y cabe afirmar
Si T es un torneo transitivo de orden n los grados positivos (negativos) de
sus vertices son 0, 1, 2, ..., (n-1).
Reciprocamente, dada una tal sucesion es posible construir un torneo.
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Para constatarla elijamos de entre los subgrafos bipartidos cubrientes de G uno
de los que tiene mayor numero de aristas. Sea H=(P u Q, U) el elegido.

Si para algin x € P se tiene gry(x) <grs(x) /2, al construir H fueron elimi-
nadas mas de la mitad de las aristas de G incidentes en x.

Todas ellas serian de la forma [x, x;] con x; € P. Las restantes de las inciden-
tesen x seriandelaforma [x, y;] con y; Q.

Reubicando el x en Q, incorporando las aristas [x, x; ], y eliminando las [x, y;]
obtendriamos un nuevo grafo bipartido cubriente H’ contenido en G y con mayor
naimero de aristas que H, en contradiccién con lo supuesto.

Corolario.
Para obtener a partir de un grafo sin bucles G un bipartido cubriente, basta eli-
minar a lo sumo la mitad de las aristas de G adecuadamente elegidas.

Una sucesion de enteros no negativos dy, d», ., d, se dice sucesion grafica si
existe algun multigrafo G cuyos vértices x; tienen grado d; ; y sucesion estric-
tamente grafica si es posible elegir como tal G a un grafo sin bucles.

Véase que :

— si una sucesion es grafica también lo es la que resulta de eliminar sus even-
tuales d; =0

— toda sucesion grafica determina la cantidad de vértices y aristas de los multi-
grafos que la satisfacen, pero no necesariamente a éstos en forma univoca.

— hay al menos dos grafos sin bucles con grados 3,2,2,2,1.

— hay al menos dos mulitigrafos con grados 2,2 y otros dos con grados 3,1,7,7.
— las sucesiones 1,3 y 1,2,3 sélo son graficas si se admiten bucles, o aristas
paralelas.

Aun cuando las sucesiones graficas no determinan siempre un dnico multigrafo, del resultado
de [BehCh67] citado en pag. 41 se deduce que toda sucesidn grafica con exactamente dos
valores iguales determina un unico grafo sin bucles.

Para el caso dirigido el problema similar al de catacterizar las “sucesiones grafi-
cas’, es el de hallar condiciones bajo las cuales sucesiones de pares a;\\ b; de
enteros no negativos se puedan realizar como “sucesiones de grados positivos\\
negativos de multidigrafos”.

A ésta tematica estan dedicados los extensos Cap.VI de [Ber70] y [Chen71a].
También puede consultarse [HakS78].
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Esto lleva a introducir los siguientes conceptos

Diremos subdivisién del multigrafo G al grafo S;(G) que se obtiene reemplazan-
do cada arista u;=[a, b] de G (eventualmente a = b) por un vértice v; ¢ G, y el
par de aristas [a, v, [v, b].

Aplicando reiteradamente, a partir de G = S, (G) , h veces dicha operaciéon se
obtiene el grafo S, (G) que diremos h-ésima subdivisién de G.
Asi entonces :
— Cualquiera sea el multigrafo G, cada Sp(G), h =1, es un grafo sin bucles.
— SiGesdeorden n ytiene m aristas, Sy(G) es bipartido de orden (n + m)
con 2.m aristas.

Si en vez de suponer que la subdivisién de aristas se aplica a todas ellas, se
admite su realizacién en sélo “algunas” (eventualmente todas o ninguna) tras
reiteradas sub-divisiones se obtendran, a partir de G, multigrafos homeomorfos
de G. Dos mulitigrafos se dicen homeomorfos si son homeomorfos de cierto G.

Asi, los siguientes G; y G, son homeomorfos, pues ambos lo son de G, pero no
puede afirmarse que G; es homeomorfo de Gy, ni que G; lo es de.G;.

De manera informal, podria decirse que dos multigrafos sin bucles son homeomor-
fos siy s6lo si son isomorfos a menos de sus vértices de grado dos.

Nuestro concepto de "homeomorfo" coincide con el dado en [Har69b] pero es designado “subdivi-
sién” en [BonM78].

Véase que
— todo Sy(G), h >0, es homeomorfo de G.
— cualesquiera sean p, q, los ciclos elementales C,, C; son homeomorfos.
— si H es homeomorfo de G, entonces G y H son homeomorfos.
La reciproca es falsa.

Por otro lado, diremos que H esta sumergido (o inmerso)en G si H¢ G, 0
es obtenido a partir de G aplicando reiteradamente la operacién

eliminar un vértice v en el cual inciden exactamente dos aristas , [a, v], [v, b],
a#v# b,y substituirlas por una arista [a, b].
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Asi entonces

a) Una sucesiéon de naturales d; > d> > ... > d, es la de los grados positi-
vos (negativos) de un torneo transitivo de orden n siy sélo si d; = n-i.

b) los torneos transitivos de orden n estan univocamente determinados (a
menos de isomorfismo).

Por otra parte en [Lan53] (ver [Ber70], ]Brya93], [CharL79] ) se mostr6 que :

Una sucesioén de naturales d;<... <d, es lade grados positivos de un torneo

k k
siy sélo siparatodo k (1<k<n) Zd, > (J y para k = n vale la igualdad.

i=1

2.1.10. ALGUNAS OPERACIONES CON MULTI-DI-GRAFOS

A las operaciones ya citadas agregaremos algunas otras.

Si R es una relacién de equivalencia definida sobre el conjunto de vértices del
multidigrafo G, su multidigrafo cociente G/ R tiene por vertices las clases de
equivalencia que determina R, y tantos arcos (A, B) como arcos (a, b) con
a e A, b e B, hay en G. Analogamente para el caso no dirigido.

Para el caso en que R es la relacion de “conexidad” (o de “fuerte conexidad®)
(ver Cap.3) la “operacion cociente” lleva a descomposiciones de la configura-
cion inicial en otras mas simples, y a una disminucion de la capacidad de me-
moria necesaria para almacenarla.

—_— .
Asi por ejemplo, dado G= l\

7
e [

algunos “problemas de recorido en G” podrian estudiarse en A @ B

Por otro lado, para varias de las cuestiones que estudia la Teoria de Grafos la

eliminacién, o la incorporacién, de vértices en los que inciden exactamente dos
aristas y ambas distintas de bucles no es esencial, aunque si util, para formular,
o implementar algoritmos

—_—
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Por lo tanto :

— G es subgrafo cubriente de G2

— los bucles de G? coinciden con los de G.

— si P3; esla cadena de aristas [a, x], [x, y], [y, b] ; (P3)?=Ks - [a, b].
~ Ki=(C4)* y Ks=(Cs)?

Aplicando (h — 1) veces el proceso anterior se obtendra el multigrafo h-ésima
potencia de G, que notaremos G".
En particular Ks= (Cs)*.

En el caso dirigido, pero admitiendo ahora el caso a = b, indicaremos con G? al
multidigrafo que se obtiene incorporando a G, si no existe, un arco (a, b) por
cada par de vértices a, b, tales que existen arcos (a, x), (x, b).

La aplicacion reiterada de tal operacion daria lugar a los multidigrafos G”.

Asi ;|- G? contiene bucles si y sélo si G tiene bucles, o arcos opuestos
— Si G esdigrafo de orden n, G" = G*,

Esta nociones también puede ser introducidas recurriendo a las de “cadena (camino) de longi-
tud A", que se introduciran en Cap.3

Restringiremos el uso de la siguiente operacién al caso de los grafos sin bucles.
Modificaciones adecuadas en su definicién permitirian extenderla y aplicarla en
p--multi-di-grafos.

Dado un grafo sin bucles G = (V, U) su complementario es el G= (V,Dj con

U complemento de U, excluidos los [v, v], ve V, que determinarian bucles.

En particular, los siguientes grafos son complementarios

G H

En la clase de los grafos (sin bucles) se satisfacen :

— la complementacion es una operacién involutiva.

— el completo K, y el discreto de orden n son complementarios.

~ dos grafos son isomorfos si y sélo si también lo son sus complementarios.

Ademas, si G es de orden n > 2 paratodo vértice v, G-v =G —v.
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De las definiciones resulta que
— G esta sumergido en todos sus homeomorfos, y por lo tanto en cada Sp(G).

-Si p<q, Cp, estd sumergidoen C,.
— G contiene subgrafos homeomorfos de H si y sblo si H esta sumergido en G.

Podemos ahora enunciar el célebre resultado de Kuratowski [Kur30] al cual nos
hemos referido en pag. 20 y sobre el cual volveremos en Capitulo 10.

Un mulitigrafo G es planar siy sélo si ni Ks, ni K33, estdn sumergidos en G
0 equivalentemente

Un multigrafo es planar si y sé6lo si no contiene subgrafos homeomorfos con
Ks ,ocon Kss

Para ilustrar lo dicho consideremos el siguiente Grafo de Petersen.
b

Za\

€ d

El subgrafo obtenido por eliminacion de las aristas [p, r], [d, e] es homeomorfo
del K33 con vérticesenlasclases{a, q,c}, {b, s t}.
Asi entonces, K33 esta inmerso (o sumergido) en el grafo en consideracion

En [Aig69a] se destaca que el resultado precedente es el primero de aquellos en los que se
caracterizan configuraciones a través de "subgrafos prohibidos”, y se estudian otras clases de
grafos que también admiten caracterizaciones basadas en esta idea.

Entre éstas se cuentan los “adjuntos” (pag. 51) y los “arboles” (pag. 118).

Veamos ahora una operacion en cierto sentido opuesta de la subdivision.
Dado un multigrafo G notaremos G? al que se obtiene incorporando a G una

arista [a, b] por cada par de vértices no adyacentes a, b, a # b, que tengan al
menos un adyacente comun.
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Los “adjuntos” permiten describir relaciones de adyacencia entre aristas (o de
consecutividad entre arcos) de la configuracién de partida, en términos de la
adyacencia (o la precedencia) de vértices, y “traducir’ conceptos, o problemas,
relacionados con aristas (con arcos) a otros relativos a vértices.

Son particularmente Utiles frente a problemas en los cuales se deben tener en
cuenta restricciones que dependen del par de aristas (de arcos) considerados, y
no sélo del hecho de ser ambos incidentes en un mismo vértice.

Tal sucede, por ejemplo, cuando en una red la posibilidad de ( o el costo por )
pasar de un tramo a otro depende del par de tramos involucrados, y no sélo del
hecho de pertenecer, ambos, a un mismo “centro de distribuciéon” .

Recordemos ademas lo observado en el Prologo respecto de los “digrafos eta-
pas” y de los “digrafos tareas”.

En [HemB78] se hace una amplia revisién de resultados relativos a estas operaciones, y en
[Chi79] se las vincula algebraicamente.
Luego, en [ChiZ87] se di6 un extenso listado de publicaciones en las que ellas aparecen.

Dos nociones ligadas con las de adjuncién son las de “multigrafo total" y “multidigrafo total".
En [ChiM91] y [ChiZ87] se recopilan numerosos trabajos que las involucran.

En [CapM78] y [Hob78] se vinculan las nociones grafo adjunto, grafo total y potencia de grafos.

En [CharPS73] y [Sum74a/74b] se demostré que si G es conexo, su adjunto, su cuadrado, y su
total, admiten 7-factores si y solo si son de orden par.

Para el caso de grafos sin bucles esta operacion responde a lo siguiente.
Si G es un grafo sin bucles, su grafo adjunto A(G) es aquel cuyos vértices se
corresponden biyectivamente con las aristas de G, y tal que dos de sus vértices

son adyacentes si y sélo si también lo son en G las aristas que representan.

Ejemplo

[ R ]

G A(G)
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G es autocomplementario si es isomorfo a su complementario.

Visto que si G es de orden n, la cantidad de sus aristas mas las de G (ambos

n(n-1)
4

sin bucles) es [J los autocomplementarios de orden n tienen aristas,

Porellosonde orden 4.k 6 (4.k+ 1), k=>0.

Los cuatro autocomplementarios sin bucles de orden n, para 1<n<5 son:

<

En [Read63] (ver [HarP73]-Cap.6) ademas de determinar la cantidad de grafos,
y de digrafos autocomplementarios (carentes de bucles) se observa que :

El numero de grafos autocomplementarios de orden 4.n coincide

con el de digrafos autocomplementarios de orden 2.n

Algunos de los correspondientes valores se dan en siguiente tabla, donde con
gn ( dn) se indica el nimero de grafos (digrafos) sin bucles, autocomplementa-
rios de orden n.

nl|2|3 |45 6 7 8 9 12 13 16 17

o 1] 2 10 |36 |720 |5.600 | 703.760 | 11.220.000

d, | 1[4 {10136 | 720 |44.224 | 703.760

Otras operaciones unarias, que se muestran utiles y entre cuyas numerosas
designaciones recibidas se cuentan las de line-graph y arc-digraph seran dichas
“de adjuncion’.

Ellas, segun [HemB78] “son probablemente las mas interesantes de las trans-
formaciones definidas entre grafos, y seguramente las mas estudiadas’.

Para el caso de grafos sin bucles fue introducida por Krausz [Krau43] con el fin
de dar una nueva demostracion del resultado de Whitney citado en pag. 24.
Posteriormente fue adaptada para cuando se admiten bucles, o aristas parale-
las, y reformulada para el caso dirigido.

50



Es facil ver que :
— el adjunto del opuesto de G coincide con el opuesto de su adjunto.
— G es multidigrafo arco balanceado si y sélo si su adjunto es balanceado.

Volviendo a esquemas dados en el Prélogo observemos que el “digrafo tareas
G2 ” es adjunto del “digrafo etapas G;”, pero que no cabe la misma afirmacion

para con G,* respecto de G,*

De esta nocién se conocen varias caracterizaciones. Algunas se indican en el
Ejerc.2-41).

La equivalencia de ellas con la siguiente, dada en [Chi71], como asi también un
detallado estudio de la operacién en cuestion puede verse en [Chi82].

| (V,T") es digrafo adjunto de algun multidigrafo siy s6losi I'= T'oI'™' oI

Asi entonces, si H= (U, I") es adjuntode G = (V, U), cualquiera sea el arco
u=(p, q) setieneque gre (@) =|T )|y gre (@ =|T" ol ().
Un interesante resultado a destacar es el que sigue.

| Todo digrafo G “puede reencontrarse” sumergido en (o como subdigrafo
de) algun digrafo adjunto.

Mas precisamente :

1)

Para sumergir un digrafo en otro que sea adjunto bastan “adecuadas subdivi-
siones de arcos” El método que a tal efecto fue propuesto en [Rich67] puede
verse también en [Chi82]. Otro similar fue dado en [Sys74].

i)

Visto que poniendo I'=T'y y I',,=T, ol“j" o, (j=1) segenerauna suce-
sion T, cT, c...cT, ...y que la relacion universal es de adjuncién puede
afirmarse que existe cierto h talque T, =T,,,. (T, capsulaadjuntade I )

Por ello (ver [Chi82]) :
Todo digrafo (V, I}) es subdigrafo cubriente de su capsula adjunta

(V, T,,), que es minimal en el sentido del nimero de arcos agregados.

Ambos procesos se pueden ejemplificar a partir del G,* dado en pag. IX
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Es claro que los eventuales vértices aislados de G no interesan para calcular su
adjunto, y que tanto K3 como K3 tienen por adjunto a Kj.

En [Krau43] (ver [CharL79], [Ber70] pg.388) se demostr6é que un grafo es adjun-
to de un grafo sin bucles si y s6lo si se lo puede pensar como unién de comple-
tos sin aristas comunes y tales que cada vértice pertenece a exactamente dos
de los completos en cuestion, o bien es vértice aislado.

En particular, en el ejemplo anterior los correspondientes subgrafos completos
del A(G) son los inducidos por los vértices {a, b}, {a,c}, {b,c,d}, {d} {e}.

Obviamente, cada arista de A(G) esta en uno solo de dichos completos, y con-
viniendo en contar dos veces el K; = { e } podria decirse que cada uno de sus
vértices pertenece a exactamente dos de los completos.

Posteriormente fueron propuestas otras caracterizaciones.

En [Ber70], [Har69b], [HemB78] se muestra la equivalencia de varias de ellas con la de Krausz,
y se reproducen los nueve subgrafos que en [Bei68/70] se demostré no son admisibles en la
clase de los adjuntos. A éstos también se los da en [CapM78], [CharL79], [GonM79] y [BucHS0].

El concepto que nos ocupa permite enunciar la siguiente reformulacion del re-
sultado de Whitney citado en pag. 24.
Si G y H son “grafos conexos” (ver 3.6) sin bucles y sin vértices aislados,
y sus respectivos adjuntos son isomorfos también lo son G y H, excepto
que ellos sean K3 y Ky3 .

Destaquemos gque los adjuntos de mulitigrafos se definen en forma similar, to-
mando en cuenta el nimero de vértices en comun que tienen los pares de aris-
tas, y que de acuerdo con lo observado en [Chi79/82] un resultado analogo al
de Whitney sélo se puede extender al caso de las configuraciones que tienen
aristas paralelas si también tienen bucles.

En [MarcS74] se introdujeron cinco nociones similares a la de adjuncioén, y se las caracterizé en
términos de descomposiciones tipo Krausz, y de subgrafos no permitidos.
Otras extensiones fueron estudiadas en [CveDS81] y en [Hem71].

En [Aig69b] se mostré que los Gnicos grafos cuyos respectivos complementario y adjunto son
isomorfos son el ciclo Cs, y el grafo de aristas [a, b], [b, ¢], [c, a], [a, d], [b, €], [c, 1].

Para el caso dirigido cabe la siguiente definicion.
Dado un muitidigrafo G = (V, U) su digrafo adjunto es el digrafo (U, I')

con g € I'(p) siysoélosien G el extremo final del arco p coincide con el
inicial del arco q.
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Dados los multigrafos G, = (Vy, Us) , G2 = (V2, Uz) y supuesto que toda arista
u e Us n Uz (siunatal arista existe) tiene en G; yen G, los mismos vértices
extremos se dice :

interseccién de G, y Gz al multigrafo G~ Go=(Vy n Vo, U; N Us)

uniéon de G; y Gz almultigrafo G; U Gy =(V; U Vo, Us U Us)
diferencia simétrica de G,y G, al multigrafo G; A G, inducido por U; A Us.

Ejemplo d . d
a a
c < 2]
b™>~e_ g .
e € F
G H
d
a /4
’ ¢ h
b
GuUH h
b
d L
a g f
c GAH
&
e
GmH

En [Deo74] se define G, A G, = (V, UV,, U; AU, ), y de tal manera G; A G, puede tener
vértices aislados.
En particular, con nuestra definicion G A G es el grafo vacio, pero con la dada en [Deo74] es
un grafo discreto.

De las definiciones se tiene que :

— Las operaciones U y n son conmutativas, asociativas e idempotentes ; en
tanto que A es conmutativa y asociativa.

— Si Gy y G, son vértice (arista) disjuntos, G; N G, es vacio (discreto).

— Si G y H carecen de aristas comunes y vértices aislados G U H= G AH.
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En tal caso, aplicando Il) se agregaria el arco (q, ) , mientras que el método |)
llevaria a incorporar un vértice f y a substituir los arcos (p, ), (p, s) por (p, D),

(f, n), (f. s).

En [Hem72a], [HemK77] , [HemZ73] y [Sys74] se estudiaron extensiones de la operacién que
nos ocupa, y en [Chi92] se caracterizaron los “k-adjuntos" de los multidigrafos carentes de en-
tradas y de salidas.

Aun cuando en [Chi79] se explicitd una relacién algebraica que vincula las ope-
raciones de adjuncién en los casos dirigido y no dirigido, caben entre ellas dife-
rencias importantes.
Por ejemplo :
— En el caso no dirigido, si G es conexo también lo es su adjunto, pero en
el caso dirigido su adjunto puede, o no, ser conexo.
— En cambio, en ambos casos, si el adjunto de G es conexo también lo es
G, a menos de eventuales vértices aislados.

Ademas, restringiéndose a configuraciones conexas carentes de vértices aisla-
dos la clase de los grafos ( digrafos ) de los cuales H es adjunto es unitaria, a
menos de isomorfismo, siy s6lo si H # K3 ( siy solo si a sus elementos se les
impone la restriccion de tener a lo sumo una entrada y una saluda.

En [Aig69a] y [Gru69] los grafos adjuntos son vistos como grafos de interseccion,

Estos ultimos responden a la siguiente idea
Dada una coleccién S;, 1 <i<h, de conjuntos ( de subgrafos de cierto tipo ), eligiéndo-
los como vertices, y admitiendo aristas [ S;, S;] siy solo siambos S;, Sj , satisfacen
ciertas restricciones prefijadas, se obtiene el correspondiente grafo interseccién.

Notese que : Todo grafo sin bucles G puede reencontrarse como grafo de interseccidn.

Para comprobar lo afirmado basta tomar como S; al conjunto de aristas de G incidentes en el
vertice x;, y admitir aristas [S; , S;] siy s6lo siambos S; | S; tienen en G una arista comun.

Por otra parte, en [LinMW79] se mostré que todo grafo sin bucles es realizable como de inter-
seccién de “cuadrados latinos ortogonales”.

Hipotesis particulares sobre los S; llevarian a grafos de interseccion particulares. Entre éstos se
cuentan los “grafos de intervalo” ; es decir, de aquellos cuyos vértices representan intervalos
de la recta real y cuyas aristas corresponden a pares de intervalos que se intersectan.

Introduciremos seguidamente algunas operaciones binarias de uso muy fre-
cuente. Ellas permiten descomponer multigrafos en otros mas simples, y derivar
algunas propiedades a partir de las de éstos.

Similares caben para el caso dirigido.
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Por ello seria conveniente distinguir entre “operaciones etiquetadas” y “opera-
ciones no etiquetadas”.

Notemos, al respecto, que aln cuando los siguientes esquemas representan

grafos isomorfos, con las designaciones adoptadas se podria calcular G ~ * H
perono G n H.

Por lo tanto, atin cuando H y H’ sean isomorfos, no puede afirmarse que G H
es isomorfo con GNH’.,

Observemos ademas que si las aristas son designadas adecuadamente las
operaciones “no etiquetadas” se pueden reencontrar como “etiquetadas”.
La reciproca es falsa.

De lo que sigue puede inferirse la eventual utilidad de ambos tipos de operacio-
nes.

Supuesto que V es un conjunto de ciudades, que G = (V, U) es el multigrafo
determinado por las redes viales y ferroviarias, y H = (V, W) el constituido por
las redes viales y telefonicas que las unen, cabe preguntarse :

a) — ¢, cuales son los pares de ciudades que estan conectadas directamente por
alguna de las tres redes ?
b) — ¢ cuantas de las redes las conectan directamente ?

Para resolver a) basta G U * H ; en cambio, para contestar b) se necesitaria
GuUH

Destaquemos, finalmente, que en numerosas ocasiones se presenta la necesi-
dad de estudiar “el cubrimiento de G” ( o “la descomposicién de G” ) recurriendo
a conjuntos de subgrafos arista disjuntos y de tipo prefijado, que permitan reen-
contrarlo como unién de ellos.

Al respecto recordemos que un grafo carente de vértices aislados sélo puede

ser 1-factorisable; es decir, quedar cubierto por 1-factores arista disjuntos dos a
dos, si tiene un nimero par de vértices que no sean soporte de bucles.
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Si V; y V> son disjuntos, la unién de G,y G, también se dice suma, y en tal
caso pondremos Gy + Ga.

La suma de k multigrafos isomorfos con G, pero disjuntos dos a dos, da lugar al
multigrafo constituido por “k copias de G”. Lo notaremos k.G.

Veamos que :

a) Si G; y G2 se suponen definidos, respectivamente, por (V¢, Us, ¥,) y
(V2, U2 ,V,), la hipétesis hecha respecto de las aristas comunes a Uy y
U, al definir nuestras operaciones binarias se corresponde con la de
suponerque si U € Uy n U, entonces Y, (u) =¥, (u).

b) La unién, y la diferencia simétrica de dos grafos ( o de dos subgrafos de
un multigrafo propiamente dicho ), puede dar lugar a un 2-grafo.

C) la complementacién fue definida para la clase de los grafos sin bucles, y
restringiéndose a ellos se tienen:

— siG esdeorden n, Gu G =K,

— G n G es un grafo discreto. .
— Si K, y Ky sondisjuntos, K, +Kg = Kpq.

Habitualmente, al dar un multigrafo por su “matriz de adyacencia” (ver pag. 64),
o al remitirse a sus representaciones topologicas, se hace caso omiso de las
designaciones de sus aristas, y sélo se atiende a la de sus vértices extremos.

En estos casos no es posible distinguir entre eventuales aristas paralelas, y es
frecuente definir también con los nombres unidn, interseccion, diferencia
simétrica, a operaciones definidas en forma similar a las recién introducidas.

Para distinguir las operaciones precedentes de estas Ultimas podriamos
convenir en notar a éstas, respectivamente, U* ; ¥ A,

Ahora, y a diferencia de lo sefialado en b), resulta que si Gy H son grafos,
tambiénloseran G U*H y G A*H.

Aplicandolas a los multigrafos dados mas arriba, y haciendo caso omiso de la
designacion de sus aristas tendriamos:
e
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La interrelaciéon entre la Teoria de Grafos y la Teoria de Matrices se muestra
sumamente fructifera pues permite reinterpretar resultados de cada una en la
restante, y esto lleva a un enriquecimiento mutuo de ambas.

No todas las matrices asociadas a cierto G proveen una misma informacion, ni
permiten reconstruirlo. En particular, no son validas para todas ellas afirmacio-
nes similares alas A ,B, C, D que enunciaremos poco mas adelante

En particular, las matrices ciclo elemental y cociclo elemental, que introduciremos en Cap.3 y
Cap.7, respectivamente, definen “la” configuracién de partida sélo a menos de “2-isomorfismo”.

Obviamente, las matrices llevan implicito un ordenamiento en la designacion de
los elementos que componen los conjuntos utilizados para definirlas, y puesto
que modificar las designaciones implica permutar filas y/o columnas, ellas estan
referidas, mas precisamente, a “configuraciones etiquetadas” (ver pag. 70).

Las propiedades mas interesantes son las invariantes bajo tales permutaciones.
Entre ellas se incluyen las ligadas con sus “polinomios caracteristicos”.

Destaquemos al respecto que en [CveDS79] y en [CveDGB88] se da una amplia
informacion sobre de la teoria espectral de matrices, y su relacién con la teoria
de grafos.

En particular, se demuestra que
Los multigrafos quedan univocamente determinados por los autovalores
de su “matriz de adyacencia” (ver pag. 64) y un conjunto de los corres-
pondientes autovectores linealmente independientes. [CveDS79] -Th.1.8.

Pero, excepto casos especiales, con sélo los autovalores no pueden determi-
narse configuraciones en forma univoca.

Mas precisamente, se puede constatar que los grafos sin bucles, no isomorfos,
coespectrales, tienen por lo menos cinco vértices.
Un par de ellos lo componen el grafo K; + Cy4, y el grafo bipartido K 4 .

Otros de los numerosos resultados obtenidos en relacion con esta cuestion son :

— G es regular si y s6lo si su matriz de adyacencia admite un autovector con todas sus compo-
nentes unidad.

— G es bipartido si y solo si el espectro de su matriz de adyacencia, considerado como conjunto
de puntos de la recta real, es simétrico respecto del origen.

— el numero de “componentes conexas” (ver 3.6) de un grafo regular coincide con la multiplici-
dad del mayor de los autovalores de su matriz de adyacencia.
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Algunos resultados sobre descomposiciones (o cubrimientos) de K, se dieron en
pag.31.

Otros, referidos a cubrimientos por “cadenas” (o “ciclos”, o “arboles”, o “plana-
res” ) seran citados oportunamente en los Cap. 3, 4, 8, 10.

Frecuentemente interesa hallar los cubrimientos con el menor nimero posible
de los subgrafos en cuestion.

Para analizar estos problemas suele ser comodo suponer que los vértices ( las
aristas ) se han “coloreado”, conviniendo al efecto que sélo se admitiran “colo-
raciones” que asignan colores distintos a vértices ( aristas ) adyacentes.

2.2. DISTINTAS FORMAS DE REPRESENTACION

Para definir un multi-di-grafo pueden adoptarse distintas formas.
La elegida dependera, en general, del problema a estudiar, de los datos a ma-
nejar, y de los elementos de calculo disponibles.

En 2.1.3 hemos considerado las representaciones topoldgicas.
En lo que sigue nos referiremos a las dadas mediante listas, tablas, o matrices.

Por sus respectivas particularidades y propiedades, podra suceder que las pre-
feribles para encarar un determinado problema no lo sean en ocasion de otros.

Las representaciones matriciales permiten, en general, un analisis mas sistema-
tico y algebraico que el factible con las habituales representaciones topolégicas.
Ademas facilitan las evaluaciones numéricas, y la aplicacién de algoritmos.

Una problematica importante y estrechamente ligada con lo dicho, pero que no
consideraremos pues escapa a nuestro objetivo, es la vinculada con el almace-
namiento de datos y su posterior procesamiento en equipos de computacién.

En este contexto, y para decidir sobre cual representacion elegir, sera importan-
te tener en cuenta el espacio de memoria que requieren, asi como la facilidad
que brindan para operar con los datos, y la velocidad de manejo de éstos.
También seria Gtil tener en cuenta cuales son los algoritmos aptos para abordar
el problema a resolver.

La bibliografia sobre Informatica provee abundante informacion al respecto.
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T;  vértice vértice
1 2 (doble)
2 -
3 2,35
4 2
5 3,6
6 7
7 —_
8 —
9 10
10 -

Tablas de precedencia

Ts

arco arco
a —
b -
C —
d —
e def
f g.h
g def
h i
i —
j -

En T3 ( T4 ) quedan bien definidos los vértices (arcos) de salida. Para los de
entrada es necesario recorrer toda la tabla y almacenar informacién. La existen-
cia de arcos paralelos queda bien explicitada en T3 pero es irrecuperable en Ty.

La matriz precedencia (del multidigrafo G) es la matriz (vértice/vértice)
P(G) =(pij), con p;; igual al nimero de arcos de la forma (i, j).

En nuestro caso, y poniendo . en lugar de 0, ella es:

P(G) =

Es facil ver que

— Gestorneosiysoélosi p;je {0,1}; pii=0,ypara i#j, p;j+pi=1.
— G es simétrico siy sélosi P(G) = (P(G))' (con t traspuesta)
— G es antisimétrico siy solo si el infimo de (P; P') es la matriz nula.
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— de los “arboles” (pag.118) sélo los de orden n < 7 quedan univocamente determinados por
los autovalores de su matriz de adyacencia.

— si G es grafo sin bucles los autovalores de la matriz adyacencia de su adjunto estan acotados
inferiormente por —-2.

Las publicaciones en las que se toman en cuenta las representaciones matriciales son numero-
sas. Algunas son : [Ber58], [Bru82/91/92], [BruR91], [BusS65], [Chen71a], [ChiS99], [Deo74],

[DuIM67/69], [GonM79], [Har67i], [HarNC65], [Hof75], [Pea73], [SchW78], [SesR61], [SwaTs1],
[Tor76].

Seguidamente daremos, a titulo de ejemplo y sin entrar en detalles de las res-
pectivas definiciones, varias tablas y matrices asociadas al multidigrafo que fue
representado topolégicamente en pag. 20.

Recordemos que dicho multidigrafo tiene vértices V ={ 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 } vy
arcos U={a=(1,2), b=(1,2), c=(4,2), d=(3,2), e=(3,3), f=(3,5),
g=(53), h=(56), i=(6,7), j=(9, 10)}

Tablas de incidencia

T, arco |vértices T, vértice x U, u,”*
a (1, 2) 1 %} a,b
b (1, 2) 2 a,b,c,d 1)
c (4, 2) 3 e,qg def
d (3, 2) 4 ) c
e (3, 3) 5 f g.h
f (3, 5) 6 h /
g (5 3) 7 i )]
h (5, 6) 8 %) %]
i (6, 7) 9 1%} J
j (9,10) 10 j @

En T2 es facil reconocer cuales son los vértices de entrada, o de salida, y en
particular que 8 es aislado.

En cambio, si no se ha especificado que hay diez vértices no sera posible reco-
nocer en T4 que hay uno aislado. Ademas, para detectar en T4 a los vértices
entrada (salida) se la debera recorrer completamente.

Por otro lado, determinar cuales son los arcos paralelos y cuales los opuestos
es mas facil en T4 que en T,. En ambas es rapido ver que e es bucle.
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En ocasiones sera til considerar la matriz arco precedencia, de componentes :
m; ;=1 sielarco j es consecutivodel i,y m;;=0 en otro caso.

Para el caso no dirigido se introducen tablas y matrices similares a las prece-
dentes. Aplicandolas al multigrafo sostén del que nos ocupa tendriamos .

Tablas de incidencia

T, arista vértices TS’ vértice aristas
a [1,2] 1 a,b
b [1,2] 2 a,b,c,d
c [2,4] 3 defg
d [2,3] 4 c
e [3,3] 5 f.g,h
f [3,5] 6 h,i
g [3,5] 7 i
h [5,6] 8 -

i [6,7] 9 Ji
J [9,10] 10 J

En T4’ es claro que tanto a, b, como f, g, son aristas paralelas, yque e es un
bucle. Esto es mas dificil de detectar usando T'.

Con esta dltima, y atendiendo a que e es bucle, es facil evaluar el grado de ca-
da vértice y en particular que el 8 es vértice aislado. Esta circunstancia no es

deducible de T4’ sin previa aclaracion del nimero de vértices existentes.

Tablas de adyacencia

Ts*  vértice vértice T, arista arista
1 2 (doble) a b,c,d (doble con b)
2 1,3,4 (doble con 1) b a,c,d (doble con a)
3 2,3,5,(doble con 5) c a,b,d
4 2 d a,b,c,efg
5 3,6 (doble con 3) e defg
6 57 f d,e,g,h (doble con g)
7 6 g d,e,f,h (doble con f)
8 - h f.9,i
9 10 i h

10 9 J -

En T3’ quedan claramente indicados los vértices de grado 1, pero en T4’ no se
reflejan las aristas pendientes.
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Como para construir las matrices precedencia no interesa la designacion de los
arcos, resulta que sélo si G y H estan definidos sobre un mismo conjunto de
vértices y carecen de arcos comunes vale P(G U H) = P(G) + P(H).

Se deja al lector constatar el siguiente e importante resultado

A Toda matriz cuadrada P de enteros no negativos puede pensarse como
matriz de precedencia de algun multidigrafo G, que esta univocamente

determinado a menos de isomorfismo.

G sera digrafo si y s6lo si P tiene solamente componentes 0, 1.

Es decir

Toda matriz cuadrada de enteros no negativos es realizable como matriz

precedencia de algun multidigrafo, inico a menos de isomorfismo.

Creemos oportuno destacar que el resultado de pag.37 segun el cual:
Un digrafo (V, I') carece de 7-difactores si y sélo si existe al menos un
‘ conjunto A ¢ V tal que |A|>|T(A)
admite la siguiente reformulacion:
| Un digrafo de orden n carece de 7-difactores siy sélo si su matriz prece-
dencia admite una submatriz nula de tipo (p x q) talque p +q>n.

En efecto, si |4| =p; |T'(4)]| =k, y la cardinalidad del complemento de I'(4) es
g, de k+qg=n resultaque p>k=n-q equivalea p+q>n.

De este resultado se dara, en pag.152, una consecuencia directa relativa a la
eventual nulidad de todos los monomios que llevan al calculo de determinantes.

Para el caso en que G es multidigrafo no discreto, carente de bucles, también
cabe considerar la matriz de incidencia B(G).
Ella tiene componentes b;; =| 1 si i es vértice inicial de j
—1 si i es vertice final de j
0 en otros casos.

En B(G) alos arcos paralelos (opuestos) corresponden vectores columna idén-
ticos (opuestos). Ademas, >'b,, =0 ; > b, =gr()—gr(.

i J
Como la suma de los vectores fila de una matriz incidencia da un vector nulo, la

eliminacién de una cualesquiera de sus filas da lugar a otra, que tiene su misma
informacion y se dice matriz incidencia reducida.

62



Mas precisamente, y volviendo sobre lo afirmado en pag.36 respecto de cémo
representar matricialmente a los bipartidos cabe afirmar :

C Toda matriz M = ( m;; ) de enteros no negativos, y tipo p x g define un
multigrafo bipartido de vértices P U Q , Unico a menos de isomorfismo
con p=|P|,q=]|Q]| ytantas aristas [i, jj como indica el entero m;; .

De donde, cada matriz p x q de 0, 1, puede asociarse a un grafo bipartido, y
en ella visualizarse el siguiente resultado de Egervary [Ege31], equivalente al
de Koénig citado en pag. 32.

En una matriz de componentes 0, 1, el nUmero maximo de componentes
1 pertenecientes a lineas distintas (ya sean filas o columnas) coincide
con el numero minimo de lineas que contienen a todos los 7.

Para multigrafos G no discretos, carentes de bucles, también cabe definir la ma-
triz de incidencia B(G), con componentes b;; = 1 si la arista j tiene uno de
sus extremos en el vértice i, y b;; =0 en otros casos.

Si G admite matriz de incidencia, la matriz B(G) coincide con la que se obtiene a
partir de B(G) substituyendo los —7 por 71, y conservando los restantes.

En ocasiones sera Util recurrir a la matriz arista adyacencia, de componentes m;; tales que
m; ; es igual al nUmero de extremos comunes que tienen las aristas [i, jJ, i#j, y m;; =1(0)
si i es bucle ( no es bucle ).

Cada matriz de 0,7 (de 0,7,2 ) que es arco precedencia (arista adyacencia) de cierto G puede
reinterpretarse como matriz precedencia ( adyacencia ) del adjunto de G.

La siguiente afirmacion D, es del mismo caracterquelas A, B, C.

D Toda matriz nxm, con n> 2, m=> 1, tal que cada una de sus colum-
nas tiene (n — 2) componentes nulas, y las restantes son un 7 y un —1
(ambas son 17) es realizable como matriz de incidencia de un multidigrafo

(multigrafo) sin bucles de orden n, con m arcos (aristas), univocamente

determinado a menos de isomorfismo.

De lo afirmadoen A, B, C, D resultaque:
Dos configuraciones son isomorfas si y sélo si los elementos tomados en
cuenta para construir sus matrices de precedencia (o de adyacencia, o
de incidencia) se pueden permutar de forma que las matrices resultantes
sean iguales.
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La matriz adyacencia de un multigrafo G es
A(G) =(a;;) con componentes a;; igual al nimero de aristas [i, jJ.

En nuestro caso y poniendo . en lugar de 0 tendremos

2 .
2 11
11 2
1 .
2 1

AG) =

1
Para cada multigrafo G, se tiene que A(G) = P(G®)

Si Dy (G) eslamatriz: d;;=0 sii#j W\ d;;=numero de bucles incidentes en i
para cualquier multidigrafo G se tiene que : A(G) = P(G) + (P(G))'- Dy (G)

Se deja al lector verificar que :

B Toda matriz simétrica A de enteros no negativos puede pensarse como
matriz de adyacencia de algun multigrafo G, que esta univocamente de-
terminado a menos de isomorfismo.

G es grafo siy s6lo si A sélo tiene componentes 0,7.

Asi entonces

Toda matriz simétrica de enteros no negativos es realizable como matriz

de adyacencia de algun multigrafo, Unico a menos de isomorfismo.

Véase ademas que :
Si G=(V, U) esunbipartidocon V=P uU Q, |P|=p,|Q|=q,ylos vérti-
o M

t

ces se numeran adecuadamente su matriz adyacencia toma la forma
2
con matrices cuadradas nulas O,y O, de érdenes p, q.

La submatriz M también da una descripcién completa del G.
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Estas matrices, que en [SesR61] se designan E-matrix, desempefian un papel
muy importante en Programacion Lineal y en Teoria de Grafos, pues implican
que los problemas cuyas restricciones dependen de nimeros enteros admiten
soluciones 6ptimas enteras. ([GonM79]-Anexo 2, [Sim62]-pag.343).

El siguiente es un conocido criterio de caracterizacion de [HellTG56] y [HofK56],
cuya demostracion puede reencontrarse en [Ber58], [BruR91], [Mars71].

Una matriz cuadrada de componentes 0, 71, -7 con a lo sumo dos no nu-

las en cada columna es totalmente unimodular si y sélo si sus filas pue-

den particionarse en dos conjuntos disjuntos F; y F, tales que:

— si dos componentes no nulas de una misma columna tienen igual sig-
nounadeellas estien F; ylaotraen F».

— si dos componentes no nulas de una misma columna tienen distinto
signo, ambas estan en F;; o bien, ambas estan en. F».

Para mas informacion [Ber70], [Cami65/68], [GhoH62b], [Hof76], [SesR61), [SwaT81].

Para el caso de configuraciones que admiten matriz de incidencia; es decir, pa-
ra el de aquellas no discretas sin bucles, se deducen :

i) La matriz incidencia de cada multidigrafo es totalmente unimodular.
if) La matriz incidencia de un multigrafo G es totalmente unimodular si y sélo si
G es bipartido.

La validez de i) puede inferirse a partir de la caracterizacion precedente toman-
do F; = & ;y ladeii)incluyendo en F; los vértices de una de las clases del
bipartido, y en F, los restantes.

En ([Deo74], [GonM79], [SwaT81]) se las demuestra por induccion.

Por otro lado, se sabe que también son totalmente unimodulares las matrices
“ciclo fundamental “ y las “cociclo fundamental”’, que introduciremos en los
Cap.3y 7. ([ChiS99], [SesR61], [SwaT81])

2.3. MULTI-DI-GRAFOS ETIQUETADOS (VALUADOS)

Habitualmente, los elementos de las configuraciones se individualizan mediante
letras (o numeros), no siendo estas designaciones significativas en el desarrollo
de la teoria. Pero, en ocasiones, la incorporacién de “etiquetas” (o “valores”)
puede ser esencial.
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En particular :
Dos multidigrafos Gy G’ cuyas respectivas matrices de precedencia son
P, P’ son isomorfos si y solo si existe una permutacidén cuya matriz aso-
ciada I1 satisface P’'=T11"ePe Il

Esto nos lleva, volviendo sobre lo dicho respecto de la dificultad inherente al
problema del isomorfismo, a observar que el niUmero de operaciones necesarias
para decidir sobre la validez de P’ = I1"' ¢ Pe [T hace prohibitivo este método,
excepto para érdenes muy pequefios.

En efecto, supuesto que los digrafos a comparar son de orden n = 12y que la
determinacion de cada permutaciéon de su conjunto de vértices requiere de 1/10
de segundo, para calcular las 12! permutaciones factibles seria necesario mas
de un afio. Habria que tomar en cuenta, ademas, n? comparaciones y 2.n° pro-
ductos filas \ columnas.

Concluiremos esta seccion con un par de observaciones que vinculan grafos y
matrices.
I )| Para muchos problemas, en lugar de considerar las matrices de preceden-

cia ( o de adyacencia ) suelen emplearse las matrices de precedencia ( 0
de adyacencia ) booleanas.

Tienen componentes 0,7, y a ellas, ademas de las operaciones de adicion y
multiplicacion habituales en el cuerpo real ® también se les pueden aplicar las
correspondientes operaciones en Z,, o las booleanas (supremo, infimo).

Estas ultimas presentan notables ventajas de manejo respecto de las operacio-
nes en ® pero no son aplicables para cuestiones de recuento.

Il )| Se dice matriz totalmente unimodular a toda matriz en la que todas sus
submatrices cuadradas tienen determinante 0, 7, -1.

De la definicidén resulta, obviamente, que en tal caso, todas sus componentes
pertenecen al conjunto { 0,7,-7} .

-1 0 1
La siguiente muestra que la reciprocaes falsa. -1 1 0
0 1 1
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1))

Antes de ejemplificar el uso de los “digrafos valuados” para resolver “sistemas
lineales” observemos que dicha técnica suele ser mas complicada que la rutina
algebraica habitual, pero que presenta, respecto de ésta, entre otras ventajas la
de ser aplicable alin cuando los coeficientes de las ecuaciones no sean valores

numericos, y la de permitir operar sin perder de vista la interpretacion fisica de
los sucesivos resultados.

Dado el sistema lineal X1+3x2 =5
— X2 — X3 = 0
5x1 + xo =2

si xo =1 vy el valor asignado a cada arco (x;, xj) es w;; la i-ésima ecuacion
3

(1 <i< 3) satisface Zw,,j.xj =0 vy queda representada, en el siguiente es-
Jj=0

quema por el conjunto de arcos con vértice final x;.

(O s B

-5

Dentro de este contexto los diagramas en cuestion suelen ser designados “flow
graphs", o “signal flow graphs”.

Los distintos ordenamientos de las ecuaciones del sistema llevan a construir
digrafos no siempre isomorfos entre si. No obstante, todos ellos son equivalen-
tes en cuanto a lo buscado.

Estos esquemas permiten, recurriendo a conceptos de la teoria de grafos y si-
guiendo los lineamientos de [Coab59], [Des60] y [Mas53/56], resolver “sistemas
lineales” con metodologias distintas de la tradicional.

Al respecto pueden consultarse [Bral.63], [BusS65], [Chen71a], [ChiS99], [Deo74], [HenW73],
[Nie79], [SesR61], [SwaT81], [Walt84].
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Sus respectivos significados, que dependeran del problema a resolver, permiti-
ran tomar en cuenta informacion adicional y reflejar mas precisamente la situa-
cion bajo estudio.

Esto llevaria a obtener resultados mas ajustados a la realidad y enriquecer tanto
a la teoria como a las soluciones obtenidas.

A las aplicaciones de los digrafos etiquetados mencionadas en el Prélogo agre-
garemos otras tres, relacionadas respectivamente con los “grupos finitos”, los
“‘autématas finitos”, y los “sistemas lineales”.

)]

A cada “autémata finito” puede asociarsele un “digrafo etiquetado”,

Basta al efecto aplicar la regla
Si al “leer” el simbolo de entrada S, el automata pasa del estado p al q
y da como salida el simbolo T, el arco (p, q) se “etiquetara” S,T.

)]

A cada grupo finito de permutaciones puede asociarsele, siguiendo la idea de
Cayley, un digrafo completo simétrico con bucles Sus arcos podrian colorearse
(o etiquetarse) de forma que se refleje a cual de los generadores del grupo re-
presenta.

) abc abc abc
Por caso, el grupo de las permutaciones e = , P = , g =

abc bca cab
e p q
e
puede darse por P4 y también por €
A% ®
9|19 € p

En este esquema cada arco (x, y) esta “coloreador’ siysoélosi y=xor.

Para mas informacion consultar la bibliografia indicada en pag.23, en relacién
con los grupos de automorfismos.

68



Asi entonces, dados

v a W
U| al bl c|d
b c
wiw| 4| 2]-1] 3
dri ¥ d Y
ondariamos
P v

X @ Y

Naturalmente, supuesto que H fuera una configuracion definida a partir del mul-
tid-grafo valuado Gg diremos valor aditivo (multiplicativo) de H a la suma (al
producto) de los valores asignados a sus elementos, tomando en cuenta las
eventuales ocurrencias reiteradas.

Obviamente, el valor aditivo del subgrafo que determinan en el esquema ante-
rior las aristas a, b, d, es 9, mientras que su valor multiplicativo es 24.

Observaciones :

A)

De las definiciones dadas resulta que, exceptosi V=V’ y U=, los pares de
multi-di-grafos isomorfos (V, U) , (V’, U’) estan dados por multi-di-grafos etique-
tados distintos.

Habitualmente, al contar submulti-di-grafos de cierto G es natural atender a la
designacion de sus elementos, y por ello considerarlos como etiquetados.

Por lo tanto, y tal como se hizo en 2.1.7, alin cuando ellos sean isomorfos habi-
tualmente se los cuenta como diferentes.

B)
En ocasiones, al desarrollarse reuniones, la presencia simultanea de ciertos

pares de individuos puede ser positiva para el desarrollo de la misma, mientras
gue la de otros pares puede ser negativa, o carecer de relevancia.

Para analizar tales casos podria ser util recurrir al uso de grafos signados.

A ellos se recurre en [Dor70], [F1a63/65], [HarNC65] Cap.13 y [Robe76/78/79].
Ademas, y de acuerdo con lo indicado en [Tri83]-Vol.1, los grafos signados se
muestran eficaces también en quimica.
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Diremos multi-di-grafo etiquetado Gg a toda configuracién que resulta de
asignar a ciertos elementos del multi-di-grafo G secuencias de “etiquetas”; es
decir, de elementos de un conjunto E ( de letras, valores, marcas, simbolos,
operadores, etc ).

Para mayor precision diremos que Gg es signadosi £E={+ ,—}, y valuado
cuando E esta integrado por valores numéricos (determinados, o no).

Volviendo sobre afirmaciones anteriores recordemos que distinguir entre confi-
guraciones “etiquetadas” y “no etiquetadas” es fundamental en problemas de
recuento, y que las “valuadas” son Utiles frente a problemas cuantitativos, y en
especial para los de optimizacion.

Para justificar que todo multigrafo puede incluirse en la clase de los signados
(valuados) basta suponer que todas sus aristas tienen igual signo (valor).

Los vértices de un grafo sin bucles de orden n se pueden etiquetar, sin afectar
su esencia, de n!/ /g formas, siendo g la cardinalidad de su grupo de auto-
morfimos. ([HarP73], [Pal78]).

También merece destacarse que
Existe correspondencia biyectiva entre los multigrafos (V, U) y los grafos
(V, Ug) con aristas valuadas con enteros positivos.

En efecto, todo multigrafo G puede darse por el grafo valuado Gg que resulta de
reemplazar cada conjunto de h aristas paralelas de G, de la forma [, y], por una
unica [x, y] valuada con el niumero h.

Reciprocamente, un grafo Gg con sus aristas u; valuadas con un entero positivo
h; se puede identificar con el multigrafo que sélo tiene aristas donde las tiene
Ge y con tantas paralelas como indica el valor h;.

Afirmaciones similares caben para el caso dirigido.

Reservaremos la designaciéon multi-di-grafo etiquetado (signado, valuado) para
cuando sea esencial tomar en cuenta /a etiqueta (o el signo, o el valor) de sus
elementos.

Para evitar confusiones seria conveniente convenir que cuando los simbolos
asignados a los arcos, o aristas, o vértices, deben considerarse como valores

numéricos, y no como etiquetas identificatorias, se los indicara de forma espe-
cial.

Por ejemplo, ubicandolos dentro de un cuadrado.
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Pero esto, en ciertas ocasiones puede reducirse al caso anterior incorporando
bucles y valuandolos adecuadamente.

Habitualmente los valores en consideracién son no negativos, pero nada impide
que lo sean. Tal el caso en que w(u) es la diferencia de nivel (o de potencial
eléctrico) entre el vértice inicial y el final del arco u.

De entre los “problemas de optimizaciéon” merecen distinguirse los de “circula-
cion” y los de “asignacion” , que son caso particular de los que estudia fa Pro-
gramacion Lineal, y seran tratados en Cap. 11.

Al analizarlos se han obtenido interesantes resultados de “tipo mini-max" y en
particular el Teorema Fundamental de los Flujos Canalizados que da lugar, si
los arcos se han canalizado [0, 7], a interesantes resultados combinatorios.

E)
Conviniendo hipétesis adecuadas, muchas de las nociones definidas para multi-
di-grafos pueden extenderse a configuraciones etiquetadas, o valuadas.
Asi por ejemplo
Dado un multi-di-grafo etiquetado (valuado) Gg diremos que :
— Gg es simétrico, si G es simétrico y las etiquetas (los valores) asignados
a pares de arcos opuestos son iguales.
— (Ge )® es el simetrizado de Gg si cada par de arcos (a, b), (b,a) de (Gg)°
tiene igual etiqueta (valor) que la correspondiente arista [a, b] en Ge.

)
También las configuraciones arco (arista) valuadas se pueden asociar con ma-
trices de precedencia (de adyacencia).

Por ejemplo :
Al digrafo arco valuado Gg asociariamos la matriz P =(p;;) tal que:
— sien Gg existe arco (i, j) con valor w;;, entonces p;; = w;;.
— sien Gg no existe arco (i, j) pij se elige, de acuerdo con lo sefialado
poco mas arriba, en (, segun convenga al problema en estudio.

Asi entonces, las afirmaciones A , B dadas en 2.2 pueden extenderse a ma-
trices cuadradas con componentes no necesariamente enteros no negativos.

73



C)
Frecuentemente los simbolos 0,7,2,... son “etiquetas identificatorias’, sin rela-
cioén alguna con sus significados como magnitudes numéricas.

De la siguiente convencidn surge otra interpretacién no numérica de los simbo-
los 0O,1.

Si en G existe la arista [i, j], el par i, j, sera valuado 1.

Si tal arista no existe, dicho par sera valuado 0.

Asi entonces se tiene que valuando adecuadamente con 0,1, las aristas de K, :

Todo grafo sin bucles de orden n puede reencontrarse como subgrafo
cubriente del completo de orden n. (el que conforman las aristas valuadas 7).

Extendiendo lo antedicho también podra ser util representar :
la “no adyacencia de los vértices p, q” mediante “la existencia de una
arista auxiliar [p, q] valuada de acuerdo al problema que se estudia’.

En particular, y para asegurarse que éstas aristas auxiliares no quedaran inclui-
das en las soluciones que se hallaran sera conveniente, en algunos casos va-
luarlas cero, y en otras suponerlas con un valor suficientemente grande (peque-
o) que simbolizaremos + co(—w ).

La utilidad de recurrir a estas “valuaciones ad-hoc” cuando el arco (a, b) (la aris-
ta [a, b] ) no exista sera ejemplificada en los Cap. 3 y 6 al considerar, respecti-
vamente, la evaluacion topoldgica de los determinantes, y ciertos problemas de
transitabilidad valuada.

D)

Muchos problemas de optimizacién pueden estudiarse en multi-di-grafos valua-
dos; es decir en configuraciones a cuyos elementos se les han asignado valores
indicativos de los que puede tomar cierto parametro (capacidad, peso, longitud,
costo, indice de confiabilidad, etc.) propio del problema en estudio.

En particular, si al arco u = (a, b) se le asignd un valor w(u) = 5 esto podria sig-
nificar que el costo (o el tiempo) para ir desde a hasta b es de 5 unidades ; o
bien, que dicho arco puede ser recorrido, desde a hacia b, y en cada unidad de
tiempo por a lo sumo 5 vehiculos.

También cabe valuar vértices. Por ejemplo, para indicar maxima capacidad de
produccién, o minima demanda a satisfacer, por unidad de tiempo.
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EJERCICIOS
K

i

2-1)

De una representacion geométrica del digrafo (V U) =(V, T') definido por :
vlalblcldle |qh|1|i|k
r(v)|a,b,c|c,d]b,d,e e| h| —|—| fl| h

¢ Tiene vertices entrada ?, salida ?, aislados ?, arcos opuestos ?, paralelos ?
¢, Su sostén es grafo, o multigrafo propiamente dicho ?

2-2) {
a) ¢ Cuantas aulas serian necesarias, al menos, para poder cumplir en un mis-
mo dia el siguiente horario de clases ? ¢, De cuantas formas podria lograrselo ?
Materia Al B | € | D | E | F | G
Horario 8—9| 9—10| 10-11 | 11-12 | 11-12 | 8-10 | 10-11

b) Idem a) pero si en las aulas pueden dictarse a lo sumo tres materias por dia.

2-3)

Juan y Pablo compiten en un juego que no admlte empates y convienen en re-
petir las partidas hasta que alguno haya ganad(e dos veces consecutivas o tres
alternadas. ¢, De cuantas formas podra completarse la competencia ?

2-4)

Horacio esta organizando una cena con sus amigos Diego, Fernando, Gaspair,
Julio, Pablo, y Nicolas. Se sabe que Horacio esta en buenas relaciones con los
seis, pero que Pablo y Fernando estan enemistados, que Gaspar, Pablo, y Die-
go suelen discutir entre ellos, que Julio le debe dinero a Nicolas, que Gaspar le
quitd la novia a Fernando que es socialista, en tanto que Julio es conservador, y
que Nicolas y Gaspar se han peleado.

¢, Podra Horacio sentar a sus amigos alrededor de una mesa circular de forma
que cada comensal tenga a ambos lados persohas con las cuales esta en bue-
nas relaciones ? j De cuantas maneras podria lograrlo ?

2.5)

Vea que en toda fiesta en que cada persona tiene exactamente k >71 amigos
del otro sexo hay tantos hombres como mujeres.
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2-6)

Supongamos que entre los equipos A, B, C, D, E, se esta realizando un torneo
a una sola ronda, todos contra todos, y que en el mismo se asignan dos puntos
por triunfo y uno por empate. Se preguntan :

a) ¢, Puede decirse que A sera el ganador del torneo, aun cuando éste no
haya finalizado, sabiendo que : A venciéa B, C, E;que BvencioaCy
empatd con E ; que Cvencida D, E;yque Dempatdécon E?

b) ¢ Cual es el puntaje minimo que debe alcanzar uno de los equipos para
poder estar entre los ganadores del torneo ?

c) Ildem b) pero para ser, con seguridad, su Unico ganador ?

d) ¢ Podra haber ganador unico con cualesquiera de los valores comprendi-
dos entre las cotas dadas en b) y c) ?

Idem b), c), d), pero para el caso de k equipos

2-7)

Sean los elementos de V los subconjuntos de un conjunto de dos elementos.
De una representacién geométrica de los digrafos G = (V, U) tales que :

a) (a, b) e U si a essubconjuntode b.

b) (a, b) € U si a es subconjunto propio de b.

c) (a b) e U si a essubconjunto propio maximal de b.

2-8)

Supuesto que los elementos de V son los enteros positivos divisores de 6 re-
presente los digrafos (V, U) tales que :

a) (a, b) e U si b es multiplo propio de a.

b) (a, b) € U siexiste unprimo p tal que b=a.p.

2-9)

Represente el digrafo G = (V, U) cuyos vétices son los pares x = (x7, X2 ) con
xi € { 0,1} ytales que (x, y) € U siy soblo silos pares x, y, difieren en una
Unica componente, y en ella x; <y,

2-10)

Represente :

a) los 8 grafos (no vacios) de orden n < 2, y los 20 de orden 3.

b) los 11 grafos (digrafos simétricos) sin bucles de orden 4.

c) los 6 multigrafos que pueden construirse con 3 vértices y 2 aristas.

d) los 10 multidigrafos de orden 3 con 2 arcos.

e) los 7 digrafos de orden tres cuya relacion de precedencia es antisimétrica.
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2-11)
Reitere | 2-7 ¢) para el caso de un conjunto de tres elementos.
2-8 b) para los naturales divisores de 30.
2-9 ) paraelcasodeternas (xs, X2, x3) con x;e {0, 1}

2-12) ,
Constate que existen i
-- 8 grafos regulares sin bucles de orden 6.
-- 34 grafos sin bucles de orden 5.
-- 7 torneos de orden n,con 2 < n <4, y12de orden 5.

2-13)
Un multigrafo G = (V,U) se dice k-partido si existe una particién de V en k
clases Vi, ..., Vi, ytodas las aristas tienen extremosen V; ; V; , i#}j

Si ademas G es grafo y cada vértice de V; es adyacente de todos los de V; ;

cualesquiera sean i#j, G se dice k-partido completo.

En este caso, si | Vi | = n; el mismo sera notado K 1z nk.

Muestre que :

— todo grafo sin bucles de orden n puede verse como un n-partido.

— el k—partido completo con clases de dos elementos es complementario del
k.Kz2 (selodesigna “k--coctail party graph”).

2-14)

Sea V un conjunto de equipos que intervienen en un torneo a una sola ronda,

sin empates, todos contra todos, y t uno de los equipos que finaliz6 el torneo

con mayor numero de triunfos. Vea que : !

-- cualquierasea A c V talque t € A se puede afirmar que al menos uno de
los equipos de A triunf6 sobre alguno de los incluidos en V- A.

— todo equipo que vencié a ¢ (silos hay) fue a su vez vencido por al menos
uno de los derrotados por £

2-15)
Demuestre que :

n(n-1)

aristas.

— todo grafo sin bucles de orden n tiene a lo su@o (;] =

cualquier grafo bipartido de orden n tiene a lo sumo [ n?/ 4] aristas, y que
esta cota no es mejorable. ([ x ] denota parte entera de x )

— existen grafos k- regulares de orden n siy sélosi k.n es par.

— toda matriz simétrica de 0,7, con 0 en su diagonal y nimero impar de 7 en
cada linea (fila o columna), es de orden par.
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2-16)
Vea que todo grafo sin bucles de orden n > 2 tiene al menos dos vértices de
igual grado, y que esto es falso si se admiten bucles, o aristas paralelas.

2-17)
Sea G un grafo sin bucles de orden n, con exactamente (n — 3) vértices de gra-
do impar. ¢, Cuantos vértices de grado impar tiene su complemento ?

2-18)

Suponga un exagono, incluidas sus diagonales, inscripto en una circunferencia.
¢, Sera posible ubicar los numeros 1,2,3,4,5,6,7 en sus vértices y en su centro,
de forma que valuando sus aristas con la suma de los numeros dados a sus
extremos no haya pares de aristas con igual valor ?

2-19)

Muestre que

— los subgrafos inducidos por vértices de un completo son completos.

— el submultigrafo de (V, U) inducido por V' < V (por U’ ¢ U) es maximal
(minimal) en el conjunto de los que sélo contienen los vertices de V’ (las aris-
tas de U’)

— si el grado maximo del multigrafo G es el nimero par P, existe al menos un
multigrafo P-regular, del cual G es submultigrafo cubriente
¢, Puede afirmarse lo mismo si P es impar?

2-20)

Demuestre que
a) la relacién de isomorfismo de multigrafos es de equivalencia.
b) todo grafo sin bucles de orden n es isomorfo a un subgrafo de K,
c) la composicidon de los automorfismos de un grafo define un grupo.
d) dos grafos son isomorfos si y s6lo si lo son sus complementarios.

2-21)

Demuestre que los multigrafos G; y G2 son isomorfos si y s6lo si sus respec-
tivas matrices de adyacencia A; y A, son tales que A, =11 oAz oIl! , para
cierta matriz permutacién IT.

2-22)
Demuestre que los digrafos del Ejerc.2-11) son isomorfos.

¢, Existen ademas otros pares de isomorfos entre los grafos de los Ejerc. 2-7),
2-8)y2-9)?
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2-23)
Determine cuales de los siguientes esquemas definen pares de grafos isomor-
fos, y en tal caso evalle el nimero de isomorfismos posibles.

-

X=X

=7

2-24) A

Demuestre :

a) que si cada arista de Kg se pinta, arbitrariamente, de rojo o de azul, queda
determinado un triangulo monocromatico
0 equivalentemente,

b) que todo grafo G de orden seis es tal que G, o su complementario, contiene
a K3 como subgrafo.

Constate que si n < 6 no es factible un resultado similar al anterior.

/2

S
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2-25)
Represente un hexagono regular con sus diagonales. ¢ Cual es el menor nime-
ro de aristas que es necesario quitarle para eliminar todos los triangulos ?

2-26)

Demuestre que si se admiten bucles, cualquier sucesién de enteros no negati-
vos con numero par de impares puede pensarse como sucesion de grados de
algun multigrafo.

Vea que si no se admiten bucles lo antedicho es falso.

2-27)

Que puede decir respecto del orden de un grafo tal que :

a) tiene 18 aristas, tres vértices de grado 4 y los restantes son de grado 3.
b) carece de bucles y tiene al menos (a lo sumo) 55 aristas.

c) tiene 55 aristas, y su complemento tiene 81 aristas.

2-28)

Vea que en la clase de los grafos sin bucles

a) los grafos de pag.50 son los Unicos autocomplementarios de orden n < .
b) el tnico autocomplementario regular de grado dos es Cs..

c) paratodo n delaforma 4.k, o0 4.k+ 1, existen grafos autocomplementa-
rios de orden n.

2-29)

Supongamos que Juan, Pablo y Andrés son amigos, que uno de ellos es porte-
Ao, otro rosarino, y el restante cordobés.

Dadas las siguientes restricciones diga para cada uno de ellos su procedencia,
el instrumento que toca y donde lo ensaya.

— el cordobés es violinista

- la flauta se toca en la calle

— ni Andrés, ni el rosarino, tocan flauta

— ni Juan, ni el pianista, utilizan el parque.

2-30)

En un torneo de ajedrez, donde se da un punto por victoria y medio punto por

tablas, cada participante obtuvo a lo sumo k puntos.

Vea que :

— hay un participante que jugo a lo sumo 2.k partidas.

— para alojar a los participantes de modo que no ocupen una misma habitacién
pares que hayan competido entre si son suficientes 2.k + 1 habitaciones.
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2-31)
Suponga una reunién de tres matrimonios en la que cada uno de los asistentes
saluda a algunos de los otros, eventualmente a ninguno, pero no a su cényuge.
a) ¢ puede afirmarse que al menos dos han saludado a una misma cantidad
de personas ?
Supuesto ademas que Juan, uno de los integrantes de la reunién, sabe que to-
dos los restantes han saludado a distinto nimero de personas
b) ¢ puede afirmarse que entre los presentes hay uno que no ha saludado,
y que su pareja saludé a cuatro ?
C) ¢ puede determinar cuantos saludos efectué Juan, y cuantos su pareja ?

2-32)
Construya un grafo auxiliar que le facilite la resolucion del siguiente problema ;

Ubique en cada uno de los cuadros a,b,c,d,e,f,g,h, del siguiente esquema un
entero del 1 al 8 de forma tal que no haya naturales consecutivos en cuadros
con lados, o con vértices comunes. ¢, Cuantas soluciones hay?

2-33)
¢, Podria caracterizar la matriz adyacencia del completo K, , la de los bipartidos,
y la del bipatido completo K, ?

2-34)
Verifique las afirmaciones A, B, C, D dadas en 2.2.

2-35)

Constate que si G es un multigrafo no discreto sin bucles ; B(G) su matriz de
incidencia ; A(G) su matriz adyacencia y D(G) su matriz “grado” (es decir, la ma-
triz con d;; = 0\ d;; =nimero de aristas incidentes en i, i#j), entonces

B(G)o(B(G))' = A(G) + D(G).
Vea que en cambio, para el caso dirigido, y siendo G el sostén de G se tiene
B(G)o(B(G))' = D(G) - A(G).
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2-36)
Véa que si n es par, el siguiente método propuesto en [Ore63a] lleva a construir
una matriz F =(f;; ) que permite determinar 7-factores de Kj,
Reglas para construir F.
1) Poner como primera fila, y como primera columna, la sucesién 1,2,3, ... ,n
2) Hacer que, “momentaneamente”, la segunda columna contenga, a partir
de la seglinda fila y respetando el orden natural, los pares 2,4,6,...,n en
las primeras i < (n+2)/ 2 filas, y los impares 3,5,...,n—1 en las otras.
3) Completar cada i-ésimafila, i > 2, con los valores 2,3,...,n ordenados en
forma circular decreciente a partir del valor asignado a f; ».
4) Substituir por 1 las “componentes diagonales momentaneas” f; ;.

Los 71-factores de una de las 1-factorizaciones buscadas quedan determinados
por los pares, de igual columna, f;; ; f;;, con i=2.

Asi por ejemplo, para n =6 se tendria

1|23456
7 d o
F=341265
4 6 51 3 2
532 61 4
6 5 4 3 21

Queda asi determinada la 7-factorizacion [1,2], [3,6], [4,5] \ [1,3], [2,4], [6,6] \
[1,4], [2,6], [3,5] \ [1,5],[2,3], [4,6] \ [1,6], [2,5], [3.4].

Puede verse que sustituyendo 1,2,3,4,5,6, por 1,24,3,0,«, se reencuentra la
primera de las 71-factorizaciones de Kg indicadas en pag.31.

2-37)

Determine los quince 7-factores del completo de vértices 1, 2, 3, 4, 5, 6, y con
ellos las seis 1- factorizaciones que admite dicho completo.

Vea que cada dos de ellas coinciden en un unico 1-factor, y que cada arista in-
tegra tres de las 7- factorizaciones halladas.

2-38)

Determine : a) cuantos subgrafos no vacios, no isomorfos, tiene Ks.
b) idem a) pero cubrientes.
c) idem a) pero etiquetados.
d) idem b) pero etiquetados.
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2-39)
Determine el numero de grafos etiquetados que corresponden a cada uno de

los once grafos sin bucles de orden cuatro ; y encuentre asi que el nimero total
de los etiquetados sin bucles de orden cuatro es 2° = 64

2- 40)
Sea u =[x, y] una arista del grafo sin bucles G, y H el grafo adjunto de G. .
Veaque | gru(u) =gre(x) + gre(y) — 2
' el vértice u, en H, pertenece a dos clanes cuyos respectivos orde-
nes son gre(x) , gre(y).

2-41)

Dado G=(V, I'). constate la equivalencia de las siguientes afirmaciones

1) T =T oI o' (esdecirI' es relaciéon de adjuncién )

2) SiT contiene tres elementos del conjunto {x, y} x { z, w} — no necesaria-
mente {x, y} n {z, w} =@ — también contiene al cuarto par ordenado.

3) SiT(x)n T(y) =D entonces I'(x)=T (y).

4) Si ye I'"oI'(x) entonces I'(x) =T (y).

2-42)
Constate :
a) los resultados indicados en pag.34 respecto del nimero de grafos (digra-
fos) etiquetados de orden n.
b) que todo multigrafo con m > 0 aristas admite 2" submultigrafos etique-
tados cubrientes, uno de ellos discreto.
c) que todo multigrafo de orden n >7 admite 2" submultigrafos etiquetados
inducidos por vértices, uno de ellos vacio.

n
d) que hay (2] grafos etiquetados sin bucles de orden n con m aristas

m

e) que K, tiene 2[

J=1
2- 43)
Vea que el numero de grafos sin bucles de orden n

n

j
j ) 2(2) subgrafos etiquetados no vacios.
J

n-k
— con k vértices prefijados y todos ellos aislados, es 2( 2 )

k=0

n n-k
— carentes de vértices aislados es Z(—l)"{g.z( 2 )
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CAPITULO 3
TRANSITABILIDAD

En este capitulo consideraremos cuestiones que estan ligadas con la idea de
“recorrer” (o “transitar”’) un multi-di-grafo, y permiten encarar el analisis de situa-
ciones muy diversas. Varias de ellas ya fueron tratadas en [Chi95/96].
Habitualmente se plantean en configuraciones valuadas y sus soluciones estan
ligadas con la determinacién de caminos (cadenas) éptimas respecto de algin
criterio. Como todo multi-di-grafo puede incluirse en la clase de los valuados las
cuestiones a ver en Cap.6 extienden a las que analizaremos seguidamente.

Antes de abordar el estudio en cuestién creemos oportuno recordar lo dicho
respecto de la diversidad con que suelen designarse los distintos conceptos
propios de la Teoria de Grafos, y destacar que en [Roy69]-Cap.3 se observa
que las nociones que en lengua francesa suelen denominarse circuit \\ cycle
se corresponden, respectivamente, con las que en lengua inglesa es habitual
designar cycle \\ circuit.

3.1. CAMINOS Y CADENAS

Dado un multidigrafo G = (V, U) diremos camino de longitud L , L >1, ( 0 mas
brevemente L-camino) atoda sucesion de vértices y de arcos, del tipo :

X1, Ug, X2, U2, X3, ..., XL, UL, Xp+1, CON Ui =(X; , Xjs1) ;1 < i < L.

No necesariamente u; #u; , Ni X; # X1 .

Admitiremos que cada vértice define un camino nulo (de longitud cero).

Un camino no nulo C: xy,us,X2,U2,X3, ... ,XL,UL ,X+1 Se dira simple si u; # y;
supuesto i=j ; i,je {12 ..,L}; yelemental si x; #x; , cualesquiera sean

izj; i,je{12 ..,L+1} exceptoel casoenque x; y x.+s correspondieran
a un mismo vértice.

De otra forma, un camino no nulo es simple si cada uno de los arcos que lo
componen ocurre una Unica vez en la sucesion que lo define, y elemental si sus
vértices son distintos dos a dos excepto, quizas, el inicial de su primer arco y el
final del dGltimo.
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Si x71=a; x.+1 = b se dird que el camino (no nulo) C : x4,uUs,X2,Us, ... X1, UL, X141,
L > 1, lleva desde a hasta b. Lo indicaremos con C:a->b.

Un tal camino C:a—b se dira abierto sia = b, y cerrado (en a) si a =b.

. b
Ejemplo
O
. > o > >4
1 2™ d \/
€ f
5 h
1,a,2,b,2,¢,3,d,2,c,3,g,4 camino no simple, abierto, de longitud L = 6.
1,a,2,¢,3,d,2,e,5 “ simple, no elemental, abierto.
1,8,2,¢,3,9,4 “ elemental, abierto.
3d2e5/3 “ elemental, cerrado (en 3).
2,6,513d,2 “ elemental, cerrado (en 2).

Convendremos que todo camino nulo es elemental y simple; pero que a ellos no
se apliquen los conceptos : abierto, cerrado.

Véase que

-- todo camino elemental es simple, pero que la reciproca es falsa.

-- un camino es elemental si y sé6lo si cada uno de sus vértices es extremo ini-
cial (final) de a lo sumo uno de sus arcos.

-- pueden darse caminos elementales con iguales extremos pero de longitudes
distintas,

Si C: a—b, eventualmente a = b, extendiendo la terminologia introducida en
pag.12 diremos que “a precede b”, o que “b es sucesor de a”; o que “a es as-
cendiente de b”; o que “b es accesible desde a”.

Admitiendo que todo vértice es accesible desde si mismo, ain cuando no sea
soporte de bucles, resulta claro que “los vértices accesibles desde a” son aque-
llos que quedan marcados por aplicacion del siguiente proceso :
Marcar a vy reiterar tanto como posible la regla : si p esta marcado, existe
arco (p, g) y g no esta marcado, entonces marcar q.

Se deja al lector mostrar que :

— Todo multidigrafo finito G que carece de caminos cerrados tiene vértices de
entrada y vértices de salida. La reciproca es falsa.
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— G = (V, U) carece de caminos cerrados si y solo si :
i) para todo V’c V el submultidigrafo inducido por V’ tiene entradas y salidas.
i) todos sus caminos son elementales.

— Sitodo camino cerrado tiene longitud L > h, todo L-caminocon L < h es
elemental.

— Un camino xq,u4,X2 ... X,U,X+1, L > 2, es elemental, eventualmente ce-
rrado, si y so6lo si sus subcaminos xq,U1,Xz, ... ,UL-1,XL W\ Xo,U2,X3, ... X, UL, X141 \\
son elementales y abiertos. Ellos carecen de bucles.

De las respectivas definiciones resulta que determinar la clausura reflexiva, o la
clausura simétrica, de cierta relacion I' es inmediata; pero no vale igual afirma-
cion con referencia a su clausura transitiva, ni a su clausura reflexivo-transitiva,
clausuras éstas que estan ligadas a los caminos del digrafo (V, T).

Mas precisamente, y volviendo sobre algo puntualizado en pag.38 :

Dado un digrafo G = (V,I") su clausura reflexiva se obtiene agregandole un bu-
cle en cada vértice que no sea ya soporte de alguno ; su clausura simétrica es
G®™ = (V, I T ™) ; su clausura transitiva G* = (V,T *) contiene un arco (o, q),
quizas p =q, siy solo si en G existe al menos un camino no nulo p—q;ysu

clausura reflexivo-transitvaes G=(V, T) con ' =T *U3J = (T U3 )™~

>
Para hallar I' puede calcularse I * y luego, si cabe, incorporar bucles, o bien
determinar directamente la clausura transitiva de (I' U 3)

-
De estas dos formas de hallar T" la primera parece ser mas conveniente, pues
si bien determinarla a partir de I' U3 puede presentar ventajas de calculo ya
que lleva a considerar matrices con diagonal unidad, esto implica suponer que
todo vértice es soporte de bucle. Se justifica asi lo adelantado en pag. 7

Un vertice r de un multidigrafo G se dira raiz ( antirraiz ) de G si y sélo si cual-
quiera sea en G el vértice x, x # r, existen caminos r—x (x—r).

— Las raices ( antirraices ) no siempre existen, ni son Unicas.

— Todo vértice raiz que no es entrada pertenece a un camino cerrado.

— Si G carece de caminos cerrados y tiene vértice raiz, ésta es Unica.

— En cada torneo los vértices de mayor grado positivo son raices.(Ejer.2.14)
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Se deja como ejercicio constatar que un multidigrafo admite al menos un vértice
raiz r siy soélo si cualesquiera sean los vértices a, b, existe al menos un vérti-
ce ¢, no necesariamente a #zc #b; r #c¢, desde el cual ambos a, b, son acce-
sibles. Estos multidigrafos suelen ser designados “casi unilateralmente conexos
hacia atras”.

En la definicion de camino se hace uso explicito de la orientacién de sus arcos,
los cuales sélo pueden ser “recorridos” respetandola.

Antes de introducir, para el caso no dirigido, una nocién similar a la de camino
recordemos lo dicho en 2.1.7 sobre de la utilidad de considerar las nociones no
dirigidas también con referencia a multidigrafos, y notemos que a diferencia de
los arcos, las aristas distintas de bucles pueden ser “recorridas” en dos sentidos
opuestos.

Dado un multigrafo ( multidigrafo ) G diremos cadena de longitud L , L >7, (o
L—cadena ) a toda sucesién C = xy, us, X2, Uz, ... , Xi, UL, Xr+1 , de vértices y
aristas (de vértices y arcos) no necesariamente u; #u; , y tal que u; tiene por
extremos los vértices Xx;, Xj+s, eventualmente x; = Xj1.

Cada vértice sera admitido como cadena nula (o de longitud cero).

Si para el caso en que u;y u; representan a una misma arista se exige ademas
que también correspondan a un mismo veértice ambos X;, X; ( Xi+1 , Xj+7 ) dire-
mos que C es una cadena orientable.

Los conceptos cadena simple y cadena elemental, se supondran definidas en
forma similar a las analogas del caso dirigido.

Una cadena no nula de extremos a = xy, b = x>, se dice abierta sia#b, y ca-
so contrario cerrada (en a).

Convendremos que toda cadena nula es elemental y simple; pero que a ellas no
se apliquen los conceptos : abierta, cerrada.

Véase que en el multigrafo sostén del digrafo anterior :
1,a,2,¢,3,c,2,e,53 es cadena no orientable, abierta, de longitud 5.

1,a,2,d,3,c,2,e,5,f3 " orientable, simple, no elemental, abierta.
2,c,3d2¢,3, " orientable, no simple, abierta.
5f3,c,2e5 " simple, elemental, cerrada (en 5).
2,¢c,3,c,2, " elemental, no orientable, cerrada (en 2).
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Observaciones

1)

Si G carece de arcos paralelos (aristas paralelas) y solo entonces, cada camino
(cadena) puede determinarse también por la sucesion de vértices en los que
incide. En particular, en el ejemplo anterior a los caminos a,c,g \ ach corres-
ponde la misma sucesién de vértices 71,2,3 4.

2)

Cada arista u =[a, b], a #b, da lugar a las dos cadenas elementales abiertas
a,ub \\ b,u,a;y alas dos elementales cerradas no orientables, de longitud dos
a,u,b,u,a \\ b,u,a,u,b. Sélo son distinguibles si explicitamos sus vértices.

3)

Si u, v, son aristas paralelas de extremos a, b ; a # b, se pueden construir las
cadenas elementales cerradas. a,u,b,v,a \\ a,v,b,u,a\\ buavb\\ byv,aub \
que soélo quedan bien distinguidas si se puntualizan sus vértices.

No obstante, habitualmente, al explicitar caminos (cadenas) se omitira indicar
sus vértices. Tampoco se indicara su longitud.

Nuestros conceptos “cadena” y “cadena orientable” se corresponden, respectivamente, con los
de “pseudochaine” y “chaine” de [Roy69], pero no suelen ser distinguidas por otros autores.

Por otra parte, destaquemos que en [Tor76] nuestras “cadenas simples” son designadas “cade-
nas” si son abiertas, pero “ciclos” si son cerradas; y que ademas nuestro calificativo de “elemen-
tal” se substituye por el de “simple”.

Algo similar ocurre para el caso dirigido, y también con ciertos autores de lengua inglesa.

Dada la cadena C : @ = xy,uy, ... ,X, U, X+1 = b, y haciendo referencia implicita a
la sucesidn que la define diremos : C esta recorrida desde a hacia b
Invirtiendo el sentido de dicha sucesion se determina la opuesta de C.

Noétese que C coincide con su opuesta sdlo si es cerrada, y que como los pares
de cadenas opuestas contienen los mismos elementos ambos determinan un
mismo subgrafo.

Si G es un multidigrafo, y C = x4,uUy1,X2, ... ,X.,UL ,X.+1 €S una de sus cadenas
orientables, sus aristas distintas de bucle pueden partirse en dos clases, a sa-
ber, la integrada por los arcos de la forma (x;,x;+1 ) que diremos arcos adelante
y la que contiene a los de la forma (x;+7,x; ) , que diremos arcos atras.

Cada bucle de C podra incluirse en una cualesquiera de ellas.

La clase de los arcos adelante (atras) sera notada C* (C™)
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Cuando sea necesario especificar esta clasificacion indicaremos : a los “arcos
adelante” con u yalos “arcos atras” con # .

Obviamente, la precedente clasificacion carece de sentido para cadenas defini-
das sobre multigrafos; y si alguna de dichas clases es vacia, la cadena en cues-
tion es un camino.

Las nociones camino y cadena permiten dar de los conceptos “digrafo (grafo)
h-ésima potencia” \\ “grafo de h-ésima subdivisién” introducidos en 2.7.10 otra
definicion. Ver Ejer.3-22.

Las nociones sostén y simetrizado permiten vincular de forma natural caminos y
cadenas, conservando longitudes y vértices extremos.

Asi por caso :

a) de la correspondencia biyetiva entre arcos de G y aristas de G resulta que
todo camino de G determina en G una cadena orientable, y reciprocamente.

Si ademas el camino es simple (elemental) también lo es su cadena asociada.

Un par de arcos con igual vértice inicial muestra que no siempre una cadena de
G corresponde a un camino de G.

b) de la correspondencia biyectiva entre cada arista de G distinta de bucle, y el
correspondiente par de arcos opuestos en G° se tiene que a cada cadena de G
puede asociarsele en G° un camino, con pares de arcos opuestos si y sélo si la
cadena es no orientable.

Si la cadena es simple (elemental) también lo es el camino asociado.

Obviamente, si G contiene caminos cerrados con reiteraciones de ellos es posi-
ble determinar caminos de longitud arbitrariamente grande.

En tales casos para indicar que la longitud de sus caminos no esta acotada su-
periormente diremos que G admite caminos de longitud infinita.

Al construir dichos caminos empleamos implicitamente la siguiente operacion,
que admite una similar para el caso de cadenas.

Dados los caminos Cy : X71,U1,X2, ... ,Xn,Un ,Xp+1 ( €ventualmente Xx; = Xp+1) Y
Co:X'1,V1,X2, .. Xk, Vi,Xk+1 (s€ admite X’y = X'k+1) cON Xpes = X’y €l camino
Cs0Cy :Xq,U1,X2, ... . Xn,Un,X'1,V1,X2, ... X% ,Vk ,Xk+1 Se€ dira obtenido por

concatenacion de C;con C;.
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Proposicion 3.1.1.a)

i) Todo camino no nulo C : a—b (eventualmente a = b) contiene subcaminos
elementales, sin arcos comunes entre si, tales que por concatenacion de ellos
es posible construir un camino elemental C*: a—b.

ii) Toda cadena no nula de extremos a, b (eventualmente a = b) contiene sub-
cadenas elementales, arista disjuntas dos a dos tales que, concatenandolas,
dan lugar a una cadena elemental de extremos a, b.

Demostracién
Consideraremos la afirmacion i). Para la restante cabe un razonamiento similar.

Si C es elemental, la validez de lo afirmado es inmediata.

Si C:a=x7, U1, X2, ..., UL, Xe+1 = b es no elemental, en la sucesiéon que lo
define existen al menos dos ocurrencias de un mismo vértice.
Supongamos que x; es la primera de las que tienen caracteristica, y que x, es
la dltima de las ocurrencias de dicho vértice (1< j<h < L+1)

En tal caso x; uj, ..., un-1, X, €S un camino no nulo, cerrado en x; = xp.
Eliminandolo y modificando un par de secuencias de arcos se obtendria el
C':us,uy, ..., U1, Uy, ... u. que también lleva desde a hasta b

Si x; = b su subcamino inicial us, ..., u.y, satisface los requerimientos de la
tesis a demostrar.

Si x; = a pasariamos a considerar su subcamino final C”: uy, Up+1, ..., UL .

Si C', 6 C", eselemental la proposicion esta demostrada.

Caso contrario bastara reiterar el razonamiento anterior al camino que corres-
ponda, y esto tanto como sea necesario hasta determinar un camino C* obteni-
do por concatenacién de subcaminos de C, elementales, y arco disjuntos dos a
dos.

En nuestro ejemplo, y operando de acuerdo con el método indicado, del camino
a,c,d,e,f se obtiene el elemental a,e,f. Notese que otro, también elemental con
arcos del mismo camino es el a,c. Los tres llevan desde 7 hasta 3.

Del razonamiento seguido al demostrar 3.1.1.a) es obvio que todos los arcos de

C* pertenecen a C. Por ello, y priorizando el concepto de conjunto sobre el de
sucesion es habitual reformular la proposicién anterior en la forma :
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Proposicion 3.1.1.b)

i) Todo camino C:a—b (eventualmente a = b) contiene al menos un
camino elemental C*: a—b.
ii) Toda cadena de extremos a, b, (eventualmente a = b) contiene al

menos una cadena elemental de extremos a, b.
Lo antedicho lleva a justificar la

Proposicion 3.1.2

a) Todo camino C:a—b, no necesariamente a= b, puede descomponerse en
un camino elemental C’: a— b, y en un conjunto de caminos cerrados.

b) Si C es simple esos caminos cerrados son arco disjuntos con C’, y entre si.

Por aplicacion reiterada del resultado anterior se deduce que
Todo camino cerrado simple puede obtenerse concatenando caminos ce-
rrados elementales, arco disjuntos dos a dos.

Afirmaciones similares caben para el caso no dirigido.

La descomposiciéon implicita en la proposicién anterior no esta siempre univo-
camente determinada.

Asi por caso, el camino a,c,d,e,f,g de nuestro ejemplo puede suponerse obte-
nido por concatenacion del camino abierto a,c con el cerrado d,e,f y el abierto
g ; o bien, a partir del abierto a, del cerrado c,d, y del abierto e,f,g.

Aun cuando el concepto camino (cadena) lleva implicito el de sucesion, y por lo
tanto admite ocurrencias reiteradas de un mismo elemento, un abuso de len-
guaje similar al indicado poco mas arriba lleva a identificar cada camino (cade-
na) simple con el conjunto de sus elementos.

Mas precisamente, con el subdigrafo (subgrafo) que inducen sus arcos (aristas).

Esto se presenta, en particular, al asociar a cada cadena simple de una configu-
racién G un vector de tantas componentes c¢; € {0, 1} como aristas tiene G,y
tal que c;= 1 siy sélo silaarista u; pertenece a dicha cadena.

La asociacion de referencia lleva a que cadenas con las mismas aristas pero
con distinto orden de sucesion tengan un mismo vector representativo; a consi-
derar a las cadenas elementales como minimales en sentido conjuntista, y a
identificar cadenas opuestas.
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En forma analoga, a cada cadena simple de un multidigrafo puede asociarse,
previa eleccion de su sentido de recorrido, un vector de componentes {0, 1, -1}
tales que : ¢ci= 1 si u; es arco adelante \\ -7 si u; es arcoatras\\ 0 si u; no
integra la cadena en cuestion.

Para enfatizar situaciones en las cuales interesa considerar el conjunto de arcos
(aristas) de un camino (cadena) simple, y no la sucesién que lo determina, po-
driamos convenir en designar a tal conjunto s-camino (s-cadena) como apdco-
pe de subdigrafo camino (subgrafo cadena).

Pero esto nos llevaria a una terminologia innecesariamente pesada, puesto que
en general del contexto se podra deducir cual es la interpretaciéon adecuada.

Por ello, y de acuerdo con lo que es usual, habitualmente diremos cadena tanto
para referirnos a la sucesidon que la define, como al subgrafo que determina el
conjunto de sus elementos. Analogamente para el caso dirigido.

Para el caso de caminos (cadenas) no simples caben observaciones similares,
pero recurriendo al concepto “multiconjunto”

Creemos interesante citar el siguiente resultado
Si G es un grafo sin bucles de orden n, n>4, tal que cada par de vérti-
ces esta conectado por una Unica cadena de longitud dos, en G existe un
unico vértice adyacente a todos los otros.

Habitualmente, el mismo es citado como Teorema de la Amistad, pues admite
la siguiente reformulacién :
Si en una reunién de al menos cuatro personas cada par de asistentes
tienen exactamente un amigo comun, en la reunion hay un Gnico asisten-
te que es amigo de todos los presentes.

Lo antedicho equivale a la siguiente afirmacién :
Si G es un grafo sin bucles y cada par de vértices tiene un Gnico adya-
cente comun, entonces : G = K3, o bien G tiene n =2.m+1 vértices, y
esta formado por m “triangulos”, todos con un mismo vértice en comun.
De ella se dieron demostraciones en [ErdRS66], [Hig69], [LonP72], [Luc79],
[Wilf71].

Otra es la que, supuesto G satisface las hipotesis, responde al siguiente esbozo
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1) Sus aristas pertenecen a tridngulos que tienen a lo sumo vertices comunes.

2) Si n=3, G = K3. Caso contrario G contiene al menos un triangulo, de veérti-
ces ab,c, y un vértice d adyacente a sélo uno de dichos vertices.

3) Si a y d son los adyacentes, poniendo b =x;, c =y, d=x2 todos los
vértices de G adyacentes de a definen aristas que pertenecen a triangulos {; de
vértices a, x;, yi (1 =i<m) conso6lo a en comun.

4) Sien G hubiera ademas alguin vértice v no adyacente de a, él debiera ser
adyacente de uno de los vértices x;, y; de cada {;, pero entonces en cada con-
junto { x;, yi, X;, ¥; },i=j, existirian al menos dos vértices con a, v, como ad-
yacentes comunes, en contradiccién con lo supuesto.

El grafo de aristas [a,b], [a,c], [a,d], [b,c], [c,d] muestra que lo precedente no
puede extenderse al caso en que cada par de vértices tiene al menos un adya-
cente comun.

Volviendo sobre algo adelantado en pag.33 digamos que :

Si M cU es un acoplamiento de G = (V, U) se dice vértice M-saturado a to-
do vértice que es extremo de alguna de las aristas que integran el acoplamiento
y cadena M-alternada a toda cadena simple en la que de cada par de aristas
adyacentes s6lo una pertenece a M.

Asi, elegido en el acoplamiento M ={ a,e,f}

los extremos de h son los Unicos vértices que no son M-saturados, y sus cade-
nas h \ a,c \\ a,ce \\ e, df son M-alternadas.

De un conocido resultado de Berge (ver [Agui90], [Ber/72], [Die96], [GonM79],
[Ore62], [SwaT81], [Tar83] ) se tiene que :

Un acoplamiento M es maximo si y sélo si no existen cadenas M-alter-
nadas cuyos dos extremos sean vértices no saturados respecto de M.
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En efecto, si existiera una cadena M-alternada C, de extremos p, g, y éstos fue-
ran no saturados respecto M, substituyendo las aristas de C ~ M por las de

C n M y conservando las restantes se generaria un nuevo acoplamiento M’
con mas aristas que M.

Para justificar la reciproca recurriremos a las nociones “componente conexa”
(ver poco mas adelante) vy “ciclo par” (ver pag.108).

Si M no es acoplamiento maximo existe otro, M', con mayor cantidad de aris-
tas, y como cualquier vértice de M A M’ tiene grado 1 6 2, cada componente
conexade M A M’ es ciclo par, o cadena con arcosen M- M yen M - M
alternadamente.

Por hipotesis M’ contiene mas aristas que M y por lo tanto alguna de estas
componentes debe tener mas aristas de M’ que de M, y en consecuencia ser
una cadena M-alternada con extremos en vértices no saturados respecto M.

3.2. DISTANCIA Y DISTANCIA ORIENTADA

Antes de referirnos a las nociones que nos ocuparan en esta seccion recorde-
mos que segun se indico en el Prélogo los indices “de Wiener” y los “de centra-
lismo” que mostraron su utilidad en quimica y en sociologia, respectivamente,
estan ligados al concepto “distancia” en grafos.

Para introducirla convengamos que dado un multigrafo G :

— dos de sus vértices se diran conectados si existe al menos una cadena que
los tiene por extremos.

— el submultigrafo inducido por a y los vértices conectados con a determinan
la componente conexa G,

— G se dird conexo si contiene una Unica componente conexa.

Sobre éstas cuestiones volveremos en 3.6.

Si a, b, son vértices de un multigrafo G y estan conectados la distancia d(a,b)
que los separa es la menor de las longitudes de las cadenas que los tiene por
extremos.

Si no estan conectados se conviene que la distancia entre ellos es .

En procesos de calculo el simbolo « debe reemplazarse en forma adecuada.
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Es facil verificar que si todos los pares de vértices de G estan conectados entre
si ; 0 sea, que si G es conexo , se tienen :

i) dx,y) =20 ; dxy)=0 siysolosi x=y.
i) d(x,y)=d(yx) (propiedad de simetria)
i) d(x,y( < d(x,z) +d(z,y) (propiedad triangular)

Toda cadena de extremos a, b, cuya longitud coincida con d(a,b) es una geo-
désica (de extremos a,b).

Toda geodésica es cadena elemental, y todas sus subcadenas son también
geodésicas.

En 3.7 y 3.8 veremos como la matriz precedencia (adyacencia) de G permite,
mediante productos de matrices obtener informacién respecto de sus caminos
(cadenas) y determinar distancias entre sus pares de vértices. Esto, en general,
es poco conveniente pues implica gran cantidad de operaciones.

Otra forma, mas agil, y ademas faciimente expresable en términos matriciales,
es la dada por el siguiente

Algoritmo para determinar las distancias a cierto vértice a prefijado, arbitrario.
1) Se marca con 0 el vértice a, se pone Sp={a} ysepasaa?2), conm=0.

2) Si S, es el conjunto de los vértices ya marcados y quedan vértices adyacen-
tes a los de S,, sin marcar, se los marca (m+7) y se reitera 2) aplicandola en
Sm+1. Caso contrario se han marcado todos los vértices conectados con a, y a

los que aun no se marcaron (si existen) se los marca .

Apliquemos el método indicado al siguiente ejemplo.

b d e
g
So={a}
Si={ab,c}
82=S1 u{d,e,f}
S;3=S;,u{g}
a c f

Con leves modificaciones en las marcas a introducir, podrian identificarse los
vértices de S;, que dan lugar a las marcas (m+1), y asi tener la informacion ne-
cesaria para poder determinar geodésicas con un extremo en a.
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En particular, si en el ejemplo anterior marcaramos : b con 1,a // ¢ con 1,a /
dcon 2b /e con 2,c // fcon 2c / g con 3f ;quedaria determinada, a
partir de g, la geodésica a,c,fg.

Si g se hubiera marcado 3,e obtendriamos la geodésica a,c,e,g.

Visto que todo multigrafo puede incluirse en de la clase de los valuados, la no-
cién “distancia generalizada” (ver Cap. 6) lleva a extender, de forma natural,
muchas de las afirmaciones propias de esta seccién.

En particular, si a toda arista se asigna un valor positivo la distancia generaliza-
da asociada satisfara las precedentes i), ii) , iii).

Para el caso en que todas las distancias a considerar son finitas se dice :

— excentricidad de x a la mayor de las longitudes de las cadenas elementales

con un extremo en x

vértices centrales (periféricos) a los de menor (mayor) excentricidad.

centro al conjunto de sus vértices centrales.

radio de G ( r(G) ) a la excentricidad de sus vértices centrales

— diametro de G ( d(G) ) a la excentricidad de sus vértices periféricos, o sea,
a la mayor de las longitudes de sus geodésicas.

Asi entonces :

— En C, y en K, todos sus vértices tienen igual excentricidad
. Por lo tanto sus respectivos radio y diametro coinciden.

— r(G) £ d(G) < 2.1(G).

En la clase de los grafos sin bucles cada cadena de longitud tres, y su grafo
complementario, son isomorfos y ambos tienen diametro tres.

Se deja como ejercicio constatar que si G tiene diametro mayor que tres, el de
su complementario es menor que tres.

En todo multidigrafo G se define como distancia orientada d,(a,b) a la menor
de las longitudes de los caminos que llevan desde a hasta b ; o bien, si tales
caminos no existen, se conviene que es infinita.

De las precedentes propiedades i), ii) , iii) sélo son validas, para el caso de
distancias orientadas las similares de i) y iii).

La distancia orientada entre cualquier par de vértices de G es mayor o igual que

la distancia entre ellos en G, y sélo si G es simétrico puede afirmarse que am-
bas coinciden.
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De lo afirmado en el Ejer.2-14) resulta que :
Si G es un torneo, y t es uno de sus vértices de mayor grado positivo,
do(t,x) < 2 cualquiera sea x. Por lo tanto t es vértice raiz.

El resultado precedente, dado en [Vau52] fue extendido en [Lan53] y luego en
[ChvL74] donde se dedujo, por induccidn sobre el orden, que :

En todo digrafo existe un conjunto S de vértices independientes dos a dos
tal que paratodov ¢ S existe un u e S que satisface do(u,v) < 2.

Substituyendo distancia por distancia orientada, y cadena por camino pueden
introducirse conceptos similares a los de excentricidad, radio, etc.

En particular, el citado resultado de [Vau52] puede reformularse poniendo
- Todo torneo tiene radio orientado menor o igual que dos.

Del siguiente ejemplo, cuyos vértices estan etiquetados con sus respectivas
excentricidades orientadas resulta que, a diferencia de lo que acontece en el
caso no dirigido, puede suceder que el radio orientado sea menor que la mitad

del diametro orientado. 1
3 Z_r__)._\__). 3
2 2

3.3. ALGUNOS ENTRETENIMIENTOS

A continuacion ejemplificaremos algunas aplicaciones de los conceptos dados a
juegos de entretenimiento. Otras, mas interesantes, relativas a recorridos 6pti-
mos en configuraciones valuadas seran vistas oportunamente.

Todo juego reducible a un proceso por etapas puede analizarse, excepto el nu-
mero de éstas lo haga inaplicable, sobre un digrafo cuyos vértices representan
las posiciones permitidas, y con arcos (p, q) cuando sea posible, mediante una
Unica jugada, pasar de la situacién representada por p, a la simbolizada por q.
Si toda jugada es reversible, el juego podria darse por un grafo.

En tales casos cada partida quedara representada por un “recorrido” con extre-
mos en los vértices “posicidn inicial” y “posicién final”.
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Uno de los juegos que permite ejemplificar lo dicho es el conocido “salir del la-
berinto”, practicado ya en la Mitologia Griega por Teseo, luego de matar al Mi-
notauro, en el Palacio de Knossos.

Referencias sobre el mismo, que fue estudiado en [Rost71/73] desde el punto de vista de las
gramaticas formales, pueden verse en [Lucas82], [RouB92] y [Tre93].

Es bien sabido que un laberinto esta constituido por pasillos que interconectan
encrucijadas o llevan a puntos de retorno obligado, y en el cual hay dos puntos
distinguidos, a saber : entrada y salida. Pueden representarse por grafos cuyas
aristas corresponden a los pasillos.

Recorrer exitosamente un laberinto equivale a determinar, en el grafo asociado,
una cadena con extremos en los vértices que indican la entrada, y la salida.

Por ello, para resolver el problema que nos ocupa puede recurrirse a cualquier
algoritmo que asegure recorrer todas las aristas de un grafo.

Segun [Ore62] el primer procedimiento sistematico para lograr esto parece
haber sido el de Wiener [Wien73] al reformular el “método del hilo de Ariadna”
Este método hace recorrer cada arista al menos dos veces.

Otros, que llevan a recorrerlas a lo sumo una vez en cada sentido se basan en
los Algoritmos de Tarry, y Trémaux, que daremos en 3.4.
Ver también [Fle83b], [Frae70] y [Tra63]

Los métodos precedentes llevan a emplear gran cantidad de las aristas del grafo, pero esto no
parece ser apropiado. Por ello, en [Ore59/62] se propone un método de cubrimiento progresivo,
que podria aplicarse también en grafos infinitos.

Notese que para salir de un laberinto bastara con aplicar reiteradamente la re-
gla ® que daremos en pag.104, y que ello lleva al siguiente proceso :

— utilizar cada corredor a lo sumo una vez en cada sentido, y tomarlo por
segunda vez sélo si no hay otra opcién.

— al llegar a un punto de retorno obligado, desandar camino.

— al llegar a una encrucijada por primera vez, marcar el corredor que llevd a ella
y tomar cualesquiera de los restantes corredores incidentes en ella.

— si se llega a una encrucijada ya visitada salir de ella tomando, de los corredo-
res disponibles, el que llevé a esa encrucijada por primera vez sélo si no hay
otra opcioén.

99



Seguidamente resolveremos, aplicando conceptos de grafos, un par de conoci-
dos juegos de entretenimiento. Ellos podrian encararse directamente, sin mayo-
res dificultades pues el numero de situaciones que involucran es pequefio.

De los mismos caben modificaciones no esenciales. Algunas pueden verse en [BellCL70]},
[BusS65], [FralCD66], [Krai30], [Lucas82], [Pea73].

A) Dos misioneros y dos canibales deben atravesar un rio en un bote que
s6lo admite dos personas por vez. , Sera posible efectuar el cruce si los
cuatro pueden remar pero el numero de canibales no puede superar al
de misioneros presentes en el mismo lugar, excepto si no los hay ?

En tal caso, ¢, de cuantas maneras ? 4 cuantos cruces serian necesarios
al menos ?

Conviniendo que cada par a, b, indica la presencia conjunta de a misioneros
y de b _canibales, por las restricciones del problema no sera aceptable el par
1, 2, y por ende tampoco el 1,0.

Por lo tanto la resolucién del problema puede visualizarse en el siguiente es-
guema, con dos vértices de retorno obligado.

21/01*
/021’20*
22*/00——11/11*——21*/01——01/21*—02* /20 ——00 / 22*
20/02* 11*/11

De su analisis resulta que el problema admite cuatro soluciones sin cruces in-
necesarios, y que todos ellas implican cinco cruces del rio.

Con la restriccion suplementaria : "nunca pueden estar solos ambos canibales”,
hay una anica solucién.

Véase que el problema similar para el caso de tres misioneros y tres canibales
con un bote que admite dos personas implica cuatro soluciones con al menos
once cruces del rio, y que si nunca pueden estar juntos tres canibales, excepto
estén los tres misioneros, no hay solucién.

Tampoco la hay para el caso de cuatro canibales y cuatro misioneros, si el bote
es de capacidad dos.

En cambio, si la capacidad del bote supera tres el traslado en cuestion sera po-
sible para cualquier nimero de canibales y de misioneros.
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B)  Suponga tener una jarra de 5 litros llena de agua y otra de 2 litros vacia.
¢, Sera posible, mediante trasvasamientos y vaciados totales, quedar con
dos litros en una de ellas y ninguno en la restante ? [dem, con un Gnico
litro en alguna de ellas ?

En tales casos, ¢, cuantas soluciones hay, y cuantas operaciones seran
necesarias ?

Para construir un digrafo asociado al problema indicaremos con (a, b) que hay
a litros en el recipiente de capacidad cinco, y b en el restante.

Obviamente a, b, seranenterostalesque:0<a<5 ; 0<b<2: 0<a+h <5
Las operaciones admitidas permiten pasar de una distribucién (a, b) a cuales-
quiera de las siguientes : (a, 0) \\ (0, b) \ (a+b, 0) \\ (0, a+b) si ath<2 y
(a—(2-b), 2) si a+b>2..

Excluido el estado (0, 0) el digrafo a considerar es

(0,2) g—=>(2,0)
(5,0)—>(3,2)
(3,0)=2(1,2)—>(1,0)—2(0,1)

Analizandolo resulta que, evitando trasvasamientos innecesarios, hay una Gnica
forma de alcanzar los estados (7, 0); (0, 1) y dos de llegar al (0, 2).

Otros problemas similares a los anteriores se plantean en el Ejer. 3-47.

Consideraciones sobre ellos, y otros juegos (nim, tac, go, ta-te-ti, etc) asi como su analisis me-
diante grafos puede verse en [Ber58], [BusS65], [Guy66/83), [Krai30], [Tuc80].

3.4. ALGUNOS ALGORITMOS

Las cuestiones que llevan a la determinacion de caminos suelen presentar pro-
fundas variantes. En particular, puede interesar la determinacion de todos, o de
sdlo los simples, o de los elementales, o de los que tienen extremos prefijados,
etc. ldem para el caso de cadenas.

Esta diversidad es motivo de la gran cantidad de algoritmos propuestos

Digamos, de paso, que en un extenso trabajo monografico Derniame y Pair [DerP71] recurren a
una descripcion algebraica de estas cuestiones, y que el esquema adoptado les permite consi-
derar también problemas atinentes a "longitudes generalizadas".
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La correspondencia entre las cadenas (cadenas elementales) de un multigrafo y
los caminos (caminos elementales) de su simetrizado permite afirmar que para
hallar las cadenas (cadenas elementales) de cierto multigrafo, podrian aplicarse
métodos propuestos para el caso dirigido, aplicandolos a su simetrizado.

Seguidamente esbozaremos un método que permite, mediante “copias de es-
trellas positivas”, determinar los caminos simples (elementales) de vértice inicial
prefijado, arbitrario.

Dado el multidigrafo b/

sus caminos simples de vértice inicial 1 estan indicados en la “arborescencia”

b/r/,———"‘

f

=~

c

Una simple modificacion del mismo permitiria ‘determinar los caminos elementa-
les de vértice inicial 1 maximales en cuanto a su longitud.
Ellosson a,b \\ a,g \ a,de \\ a,df \\ ce \ ¢f.

Segun veremos, para decidir sobre la existencia, o'sobre el numero de caminos
(cadenas) de determinada longitud y extremos a, b, pueden emplearse “meéto-
dos matriciales”.

En [KauP77].-Vol.ll.se hace un interesante analisis de varios de ellos.
En éste, asi como en [DerP71], y [Kau68b] se recurre frecuentemente a la no-
cion “pila”, que responde a la idea el primero (dltimo) en llegar es el dltimo (pri-

mero) en partir.
Ella, que no sera considerada, permite enunciar algoritmos muy eficaces.
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Formalizando la idea de “avanzar tanto como se pueda y retroceder lo minimo
que sea necesario” puede darse el siguiente

Algoritmo de Trémaux (citado en [Lucas82]),

Para verificar si existen caminos C : a—b , y en tal caso determinar uno de
ellos, que sea simple.

1) Fijar, para algun vértice v; un camino simple C; : a—v; y pasar a 2)

2) Si be Ci:a->v; (i 21) elcamino hallado es uno de los que llevan
desde ahacia b, y el objetivo esta logrado. Caso contrario :
— si existen arcos de vértice inicial v; aliin no tomados en cuenta, se ex-
tiende C; con alguno de ellos. Se nota Cj:s al camino simple a— Vit
asi construido, y se reitera 2) aplicandoloa j=i+1.
— sino hay tales arcos pasar a 3)

3) Eliminar (por superfluo) el arco final de C; , designar Ci.s al camino asi
obtenido y volver a 2) aplicandola al nuevo camino, excepto si Ci+; es
el camino nulo que determina el vértice a y se han utilizado todos los
arcos de extremo inicial a. En este caso no hay caminos. a— b.

La finitud del nimero de arcos en G permite afirmar, que si en la etapa 2) se
omite —“analizar si b e C’-y las reglas se reiteran tanto como es posible, todos
los arcos de los caminos de vértice inicial a seran superfluos en alguna etapa.

Por lo tanto, si b es accesible desde a, aplicando este algoritmo se podra de-
terminar, efectivamente, un camino simple a—b.

Por otra parte, cualquier camino a— b. puede reencontrarse mediante eleccio-
nes adecuadas, al aplicar el método en cuestién.

Si ademas, en cada vértice se indica cual es el arco que permitié alcanzarlo por
primera vez, podran determinarse caminos elementales de vértice inicial a.

El Algoritmo de Trémaux, puede adaptarse para hallar cadenas simples de G,
recurriendo a su simetrizado, y conviniendo en anular el arco opuesto de cada
uno de los elegidos.

La siguiente regla, a la que hemos hecho referencia en relacién con los laberin-
tos, permite alcanzar todo vértice adyacente de uno ya alcanzado, es facil de
implementar, y permitird enunciar el algoritmo de Tarry.
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Regla ® No recorrer una misma arista dos veces en un mismo sentido, y si se
esta en un vértice x tomar cualquier arista incidente en x distinta
de la que nos ha conducido a x por primera vez, excepto no haya
otra posibilidad.

Algoritmo de Tarry [Tarry95]

Para constatar si existen cadenas de extremos a, b, y en tal caso determinar
una de ellas, elemental.

Comenzando en a, y en tanto no se incida en b, aplicar reiteradamente la re-
gla ® e indicar, para cada vértice distinto de a cual es la arista que permitié
alcanzarlo por primera vez.

Si b _no es alcanzado, no es accesible desde a. Caso contrario las marcas
permitirdn determinar, a partir de b, una cadena elemental de extremos a, b.

Su justificacion es consecuencia de lo que sigue.
Si todos los pares de vértices de G estan conectados, la aplicaciéon de ® tantas

veces como sea posible a partir de un vértice arbitrario a termina cuando se
estden g y todas las aristas de G se han recorrido una vez en cada sentido.

En efecto, al “llegar por k-ésima vez al vértice x #a” las aristas de U, han sido
recorridas k veces “hacia x” y (k-1) veces “desde x”. Por lo tanto es posible
aplicar ® otra vez. También, si al llegar a x = a alguna de las aristas incidentes
en a fue recorrida en a lo sumo un sentido, la regla ® puede aplicarse otra vez.

En consecuencia, la posibilidad de reiterar ® sé6lo queda agotada cuando se

esta en a, y todas las aristas alli incidentes fueron recorridas una vez en cada
sentido.

Para ver que luego de reiterar la aplicacion de ® tanto como posible toda arista
sera recorrida una vez en cada sentido supongamos que a = ap,as, ... ,ax, ..

es la sucesion de “vértices alcanzados por primera vez” obtenida luego de ago-
tar las aplicaciones de R,

En tal caso, todas las aristas incidentes en a, fueron recorridas una vez en ca-
da sentido.

Veamos, por induccion, que lo mismo vale para cada uno de los restantes ay .
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Si u = [a;, aJ es la arista que permitié alcanzar a, por primera vez, se tiene
que i< k y por hipétesis inductiva la arista u fue recorrida en ambos sentidos.
Pero esto implica que también lo fueron todas las aristas incidentes en ay , pues
de lo contrario se habria operado sin respetar la regla, y esto completa la de-
mostracion.

Asi entonces, dado un multigrafo conexo y reiterando la aplicacién de ® tanto

como sea posible, es factible recorrer todas sus aristas en exactamente dos
ocasiones, una vez en cada sentido, y volver al punto inicial.

Obviamente, esto nos provee de un método para salir de un laberinto, o para
recorrer cualquier exposicion transitando cada pasillo una vez en cada sentido.

Parece oportuno notar la existencia de ciertas semejanzas entre el Algoritmo de
Tarry (para cadenas elementales) y el de Trémaux (para caminos simples).

Ambos son algoritmos “de informacion local’, puesto que para aplicarlos basta
conocer, en cada una de sus etapas, el “entorno” del vértice en cuestion.
Ademas, ambos permiten constatar la existencia de las configuraciones que se
buscan, y determinarlas empleando cada arista (arco) en ninguna, una, o dos
oportunidades, y en este Gltimo caso una vez en cada sentido.

El algoritmo de Tarry, y el de Trémaux, permiten recorrer una configuracién y
volver al punto de partida empleando cada arista exactamente dos veces.
Otro algoritmo con igual caracteristica es el incluido en [Tra63]-Cap.3.

En [Frae70] se da, ademas del algoritmo de Tarry, otro basado en él, que lo
mejora pues permite volver al punto inicial luego de emplear todas las aristas,
pero no necesariamente todas en ambos sentidos.

Otras formalizaciones y observaciones sobre los algoritmos de Tarry y Trémaux
pueden verse en [Ber70], [BerGH62], [Fle83b].

Algoritmo para determinar cadenas abiertas elementales con uno de sus extre-
mos en un vértice a prefijado, arbitrario.

1) Marcar el vértice a con 0, sus adyacentes con (1,a), y pasar a 2).

2) Paracada i > 1, si x estd marcado (i, p) marcar (i+1, x) alos adyacentes
de x aun no marcados, y reiterar 2) tanto como sea posible.
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Las aristas que conectan a con sus adyacentes y aquellas [x, y] con extremos

X, y, marcados (i, p), (i+1, x), determinan cadenas abiertas elementales con un
extremo en a.

Las aristas que las componen quedan fijadas, “en forma regresiva” atendiendo
a las segundas componentes de las marcas.

Mas precisamente, si w esta marcado (j, s) se ha determinado una cadena
elemental de extremos a, w, y de longitud j cuya Ultima arista es [s, w].

Las marcas que se ponen por aplicaciéon de la regla 2) no estan, en general,
univocamente determinadas. Variandolas pueden obtenerse diferentes cadenas
elementales.

Asi por ejemplo, dado

¢ f

algunas de las marcas que pueden asignarse a los vértices aplicando las reglas
precedentes son indicadas en las columnas My, M>, M; de la tabla que sigue.

My [M, |Ms |M, [Ms

0 0 0 0 0

(1,a({(1,a|(1,a|(1,a)|(1,a)
(1,2)|(1,2)|(1,2) | (2,b) | (2,b)
(2,b)|(2,0) 1(2,b)|(2,b)|(3,c)
(3.d)| (3,0 |(3,d)|(3,d) [ (4.0
(2,0)[(20)](2,c)[(4,€)](3,0)

o |Q (0 |(T|

Las cadenas elementales de mayor longitud dadas por M, son a,b,de y a,c,f.

En tanto que, las determinadas por M, son a,b\\ a,c,d\\ acfe; ylas debi-
dasa M3 son a,c,f \\a,b,d,e

Si modificamos el algoritmo y permitimos marcar sélo algunos de los vértices
adyacentes de los ya marcados pueden obtenerse, entre otras, las columnas
M4 Yy M5

M, genera las cadenas a,b,c \\ a,b,def ;y Ms las a,b,cfe \\ ab,cd
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3.5. CIRCUITOS Y CICLOS

Dado un camino cerrado C : uy, Uz, ..., u. , L > 1, diremos circuito (generado
por C) a la clase de todos los caminos que se obtienen a partir de C por permu-
tacion circular de sus elementos.

Un circuito se dird de longitud L si el camino que lo genera tiene longitud L y
es minimal en el sentido de no ser obtenido por concatenacion de algun subca-
mino propio consigo mismo.

De las definiciones resulta que cada camino no nulo cerrado, define un circuito,
y que a cada circuito de longitud L pueden asociarsele L-caminos generadores.

En particular, los tres caminos cerrados d,e,f / e,f,d // fd,e //del ejemplo de
pag.86 determinan un mismo circuito de longitud tres.

Analogamente, si C es una cadena no nula orientable cerrada, diremos ciclo
(generado por C) a la clase de equivalencia obtenida a partir de C por permuta-
cion circular de sus elementos.

Si C es de longitud L > 1, y no puede ser obtenida por concatenacién de alguna
subcadena propia consigo misma, el ciclo tiene longitud L.

Los circuitos (ciclos) se diran simples, elementales, opuestos, etc. cuando go-
zen de esas caracteristicas los caminos (las cadenas) que los generan.

A excepcidn de las cadenas elementales cerradas no orientables de longitud
dos que pueden asociarse a cada arista distinta de bucle (Obs.2 de pag.89) las
restantes cadenas elementales cerradas son orientables.
Por ello :

Toda L-cadena cerrada elemental con L > 2 genera un ciclo elemental.

Ocasionalmente, para enfatizar la diferencia entre el circuito (el ciclo) y los ca-
minos (las cadenas) que lo generan, los circuitos (ciclos) de longitud L seran
notados (C) = uy, Uz, ...., UL, (U3)

Diremos aciclicos a los multi-di-grafos carentes de ciclos, y puentes a las aris-
ta no contenidas en ciclos.

Toda arista pendiente es puente, y cualquiera sea G reiteradas eliminaciones
de sus aristas permitiran hallar subgrafos cubrientes aciclicos.

Con la terminologia inglesa habitual los acyclic graphs son nuestros “digrafos sin circuitos”.
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Si se admitiera que las cadenas nulas son cerradas, todo vértice constituiria un ciclo, y soélo el
grafo vacio sea aciclico.

Si a las cadenas que generan ciclos no se les pidiera ser orientables, las que resultan de reco-
rrer una arista en ambos sentidos definirian ciclos, y en este caso solamente los grafos discre-
tos serian aciclicos.

Los siguientes resultados se deben, respectivamente, a [ErdG59] y [Dir52].

— Si ¢ es unentero mayor que 7, y G es un grafo de orden n con mas de
c.(n—1) /2 aristas distintas de bucles, G contiene al menos un ciclo elemental
de longitud L >c.

— Si G es grafo sin bucles “2-conexo” (ver 3.6.1) de orden n > 2.k, y sus verti-
ces tienen grado al menos k, G tiene al menos un ciclo de longitud L > 2k.

La lista de trabajos referidos a ciclos, o a circuitos, es muy amplia. Entre ellos : [Bon66/71c],
[Voss91], [Woo72] y [BermTh81]. Este ultimo con amplia bibliografia y numerosos resultados,
muchos de ellos referidos al problema que estudiaremos en Cap.5

Diremos ciclo par (impar) a todo ciclo con longitud par (impar)

La paridad de los ciclos permite caracterizar, segun veremos seguidamente, a
los multigrafos bipartidos y esta presente en muchos resultados.

En particular :
— todo ciclo impar “contiene” ciclos elementales impares, pero no cabe
una afirmacién similar substituyendo impar por par.
— si todo vértice de G tiene grado par (impar), G tiene un nimero par de
cadenas si y sélo si es de orden par (si y so6lo si su orden es multiplo de
cuatro). [BonHa86

Proposicion 3.5.1
Un multigrafo G es bipartido si y sélo si carece de ciclos impares.

Demostracién
Es claro que si G es bipartido todos sus ciclos (si los tiene) son de longitud par.

Para verificar la reciproca colorearemos “rojo” un vértice arbitrario r, y aplica-
remos a partir de él, tanto como sea posible la siguiente regla :
Si cierto vértice esta coloreado rojo (azul), colorearemos azul (rojo) a todos
sus adyacentes no coloreados previamente.
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Asi entonces, y cualquiera sea la sucesion elegida al colorear vértices, r y cada
uno de los pintados con rojo//azul son extremos de una cadena elemental de
longitud par//impar.

Como por hipétesis no existen ciclos impares, el color asi asignado a los vérti-
ces es independiente del orden en que se los haya coloreado, y por lo tanto el
conjunto de vértices quedara finalmente particionado dos clases bien definidas,
la de los rojos, y la de los azules.

Como ademas, no existen aristas con extremos de igual color, dichos vértices
inducen un multigrafo bipartido.

Mientras restan vértices de G sin colorear puede reiterarse el proceso anterior.
Finalmente, cuando todos los vértices de G son coloreados, resulta claro que G
es bipartido.

Otra conocida caracterizacion de los bipartidos, citada en pag. 59, es la que
hace referencia al espectro de la correspondiente matriz adyacencia.

Si bien cada cadena orientable cerrada debe distinguirse de las obtenidas por
permutacién circular, y de sus respectivas opuestas, todas ellas contienen los
mismos elementos, componen un mismo grafo, y determinan un mismo par de
ciclos opuestos.

Por ello, y seguin se indic6 en pag.93, sobrentendiendo que del contexto se de-
ducira el significado correcto es habitual referirse a ellas de forma indistinta.

Razones similares llevan a designar circuitos tanto a los caminos cerrados co-
mo a los digrafos que constituyen.

Por lo tanto, ain cuando los pares de conceptos : circuito—camino cerrado //
ciclo—cadena orientable cerrada, deben distinguirse, por comodidad nos referi-
remos a ellos utilizando cualesquiera de dichas locuciones.

De estas convenciones resulta que :

— un ciclo elemental es un grafo regular de grado dos

— un circuito (ciclo) es elemental si y sélo si es minimal en sentido conjustista.

— un 7-difactor es un subdigrafo cubriente, unién de circuitos elementales dis-
juntos dos a dos.

Por otro lado, visto que cadenas opuestas generan ciclos opuestos, todo multi-
grafo contiene un nimero par (eventualmente nulo) de ciclos.

Sdlo la identificacion anterior permite afirmar que hay grafos uniciclicos.
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Para destacar la importancia de la existencia de circuitos basta notar que :

— G carece de circuitos si y solo si todos sus caminos son elementales.

— G carece de circuitos si y sélo sitodo G ’c G contiene entradas y salidas.

— Si G representa una situacion que involucra relaciones de precedencia estric-
ta, la existencia en G de caminos cerrados implica la de errores en los datos
que llevaron a su construccion ; es decir, revela la inconsistencia de los datos
utilizados a tal efecto.

— Si G es un multidigrafo carente de circuitos, y s6lo entonces, es posible enu-
merar sus vértices de manera que cada arco sea de la forma (p, q), conp <q,
y por lo tanto, de manera que G tenga “matriz de precedencia triangular”.

Ademas merece destacarse que

Dado un digrafo G = (V,I") la relacién de precedencia de su clausura re-
flexivo-transitiva define, en V, un preorden ( de accesibilidad ) ® tal que
r s siysolosi r=s; 6 existe camino r—s.

Si ademas G carece de circuitos distintos de bucles, y s6lo entonces, ella
es también antisimétrica débil, y por lo tanto relacién de orden

Asi entonces | Si G =(V, I') carece de circuitos distintos de bucles, y s6lo

-
entonces, I' induce en V una relacién de orden.

Por otro lado
A cada relacion de orden < definida en V puede asociarse el digrafo, sin cir-
cuitos distintos de bucle, de vértices V y arcos (u, v) siysélosi u<v.

Asi entonces | a cada relacién de orden I' corresponde un digrafo (V, I')

que carece de circuitos distintos de bucles, y reciprocamente.

Surge asi una estrecha relacién entre la teoria de los conjuntos ordenados, y la
de los digrafos sin circuitos distintos de bucles.

En particular, el uso del “digrafo cociente G’ que definiremos en pag.123 da
una forma directa de asociar a cada digrafo un conjunto ordenado.

La diversidad de trabajos en los que se analizan relaciones entre “digrafos” y “conjuntos orde-
nados” se puede vislumbrar a partir de [Ber67a], [LalH90], [Riv82b/85b/85¢c/89b], [Roy69],
[Tro66/83], [TroM76a/76b], [WagB89] y las Actas de Congresos relativos a esta cuestion, edita-
dos por Rival ([Riv82a/85a/86/89a).
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El abuso de lenguaje a que hemos hecho referencia en pag. 93 y 109 identifica
a los ciclos simples, con las pares de cadenas opuestas que los generan, y con
los grafos que componen. Esto lleva a considerar “vectores ciclos”.

Dichos “vectores ciclos”, incrementados con el vector nulo de dimension ade-
cuada constituyen, en el cuerpo Z,, un “espacio vectorial de ciclos simples” que

es subespacio del de los submultigrafos arista inducidos, a que nos hemos refe-
rido en pag.30.

En este contexto, los ciclos cuyos vectores son linealmente independientes se
dicen ciclos independientes.

En pag.120 veremos que si G es multigrafo de orden n, con m aristas y con p
componentes conexas, G admite m - (n—p ) ciclos independientes.

Para el caso de ciclos definidos en configuraciones dirigidas los vectores ciclos
tendran, previa eleccién del sentido de recorrido del ciclo, componentes 0,7, —1.
Ahora la /i-ésima componente sera 1 (—7) si y sélo si corresponde a un arco ade-
lante (atras )

La identificacién, entre la sucesion de arcos (aristas) que determina un ciclo y el
conjunto de elementos que lo componen esta implicita también en la siguiente
nocién.

Dado un multi-di-grafo G, fijado un orden entre sus ciclos y un sentido de reco-
rrido de éstos, la matriz ciclo elemental C(G) es aquella cuya i-ésima fila es el
vector representativo de su i-ésimo ciclo elemental, teniendo en cuenta el senti-
do de recorrido prefijado.

En particular, respetando “el orden natural” de sus aristas, poniendo . en lugar
de 0, y para cierto sentido de recorrido de los ciclos elementales del siguiente

1 1
/*?'Y\\\ 1. -1 .1
2 4 1 . .11
G / 3\¢ tendremos C(G) = o
@ 5 1L 11
1 1

Para determinar C(G) basta substituir los —7 de C(G) por 1.
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En Ejer.3-37) se propone demostrar la

Proposicion 3.5.2

Si G es un multigrafo (multidigrafo) sin bucles, y se supone que las columnas de
su matriz de incidencia B(G) y las de su matriz ciclo elemental C(G) respetan un
mismo orden, cada fila de B(G) es ortogonal en Z, (en ®, ) a cada fila de C(G).

Asi entonces, bajo tales restricciones B(G). C{(G) =0 en Z, (en R).

Creemos oportuno destacar que en Cap.7 se introduciran las nociones “cociclo” y “matriz coci-
clo elemental * que satisfacen "propiedades duales” de las que gozan las similares referidas a
“ciclos”.

Los “cociclos” de G = (V, U) son conjuntos U, de aristas que tienen uno sélo de sus extremos
en A, y cuya eliminacién aumenta el nimero de componentes conexas de G.

Constatar la existencia de caminos cerrados a partir de la definicidon, o de los
resultados que daremos al considerar operaciones matriciales presupone un
proceso tedioso y poco practico. En cambio, visto que todo digrafo carente de
caminos cerrados tiene vértices de entrada y de salida, el problema que nos
ocupa puede resolverse facilmente, con el siguiente

Algoritmo para verificar si un multidigrafo finito G carece de caminos cerrados.
1) Marcar todos sus vértices de salida y pasar a 2)
2) Marcar todos los vértices restantes que tengan ahora todos sus suce-
sores marcados, y reiterar 2) tanto como sea posible.
G carecera de circuitos si y sélo si todos sus vértices quedan marcados

Otra forma de enunciar el algoritmo anterior es la siguiente:
Eliminar de G todas sus salidas, notar G’ al multidigrafo resultante y
reiterar en G’ la operacién anterior, en tanto que sea posible.
G carecera de circuitos si y sélo si se eliminan todos sus vértices.

Utilizando la matriz precedencia el algoritmo anterior admite la siguiente forma-
lizacién, que es facil de implementar.
1) Marcar en P(G) las filas que tienen todas sus componentes nulas.

Eliminar dichas filas f; asi como las columnas asociadas ¢; , y pasar a 2).
2) Reiterar 1) en la matriz recién construida.

Es facil ver el multidigrafo en estudio carece de caminos cerrados si y sélo si el
algoritmo lleva a eliminar todas las filas y columnas de la matriz en cuestion.

También podria operarse considerando entradas (columnas) en vez de salidas
(filas). Idem, analizando simultaneamente filas y columnas.
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Lo precedente lleva a la siguiente

Proposicion 3.5.3

Una matriz es de precedencia de un multidigrafo sin caminos cerrados si y sélo
si cualquier submatriz principal tiene al menos una fila (columna) con todos sus
elementos nulos. [Mari59/60].

En pag.128 veremos que este resultado permite dar un método cémodo para
determinar si una dada matiz M es nilpotente ; es decir, si existe k, tal que
paratodo k> ko, M‘ es una matriz nula.

Por otra parte, es facil verificar que :
G carece de caminos cerrados si y solo si es posible dar una particion de
su conjunto de vértices en niveles N; , i> 1 tales que si x € N; , todos
sus sucesores estan en niveles N, ,conr>j.

En particular, si G carece de caminos cerrados aplicando las siguientes reglas
es posible dar un “ordenamiento de sus vértices por niveles ascendentes”

1) Con las entradas de G se compone Ny, y se pasa a 2), aplicandola a
G1 =G - N1.

2) Cualquierasea i > 1,si G; es vacio el ordenamiento ha terminado,
caso contrario las entradas de G; conforman N,; y se pasa a 3).

2) Senota G;+1= G; —Ni+1 y sevuelve a 2) ,aplicandola a (i+17) en
lugar de i.

En ocasiones, a partir del ordenamiento generado por las reglas precedentes es
factible hallar otros, también por niveles ascendentes.
Basta para ello aplicar la operacion :
Si xe N, y todos sus sucesores estan en niveles Ny con k>m>h
trasladar x hasta algun N, con m>r> h.

En forma similar, pero considerando salidas en vez de entradas pueden darse
ordenamientos por niveles descentes.
b

Asi, dado \

a 3 od
c

sus niveles ascendentes de vértices son Ny ={ad}, No={b},N3={c} vy
sus niveles descendientes N'y={c}, N> = {b,d}, Ns3={a}
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Los métodos de ordenamientos por niveles estan implicitos en los dados para
constatar la existencia de caminos cerrados, y sin modificaciones esenciales
pueden adaptarse para lograr “ordenamientos por niveles de arcos”,

Son facilmente adaptables para el empleo de la matriz precedencia, y para el
caso de multidigrafos sin circuitos ayudan a elegir representaciones topolégicas
manejables. Segun veremos éstas pueden ser aplicadas, parcialmente, también
en multidigrafos que admiten caminos cerrados.

Finalizaremos esta seccion con una muy breve referencia a un concepto sobre el cual volvere-
mos en el Cap.5. Alli nos referiremos a una conjetura debida a Bondy [Bon71a/71b/75] que lo
vincula con los “hamiltonianos”.

Un grafo de orden n se dice completamente ciclico (pancyclic) si y sélo si contiene ciclos ele-
mentales de longitud L, cualquieraseal. (3<L<n)

De las respectivas definiciones surge que todo completamente ciclico es “hamiltoniano” (Cap.5).
C, permite inferir que la reciproca es falsa.

Se demuestra que :

— El cubo de todo conexo es completamente ciclico. [Bonl76]

— El cuadrado de todo “2-conexo” (ver pag.121) es completamente ciclico [Hob76]

A partir de la Prop.3.5.1 es claro que ningun bipartido es completamente ciclico. Por ello, y to-
mando en cuenta solo los ciclos de longitud par, se introdujo la nocién bipancyclic.

Para resultados referidos a estas nociones, o a sus similares para el caso dirigido, pueden con-
sultarse [BauS88/90], [EntS88], [MitS85], [ScheM82], [Tho77].

3.6. CONEXIDADES

En Teoria de Grafos se estudian distintos tipos de “conexidades”.
Seguidamente consideraremos algunas de ellas.

3.6.1. CONEXIDAD SIMPLE

En pag.95 hemos convenido que dado un multigrafo G, dos de sus vértices se
dirdn conectados si existe al menos una cadena que los tiene por extremos.

Esto permite inferir que
Cualquiera sea el multigrafo G = (V, U) larelacion ® tal que xe R (a)
siysolosi x=a ; 6 x estaconectadocona;

es una relacién de equivalencia.
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El submultigrafo de G inducido por a y los vértices con él conectados constitu-
ye una de sus clases de equivalencia. Se le dice componente conexa Gy, 6
mas brevemente componente G .

Visto que la descomposicion de G en componentes conexas G; esta univoca-
mente determinada, y como todo elemento de G pertenece a una Unica de ellas
se tiene que :

Cualquiera sea el multigrafo G puede ponerse G = Y, G, , donde la unién se

supone extendida al conjunto de todas las componentes conexas.

Se dice que :
G es conexo (o simplemente conexo, o débilmente conexo) si esta consti-
tuido por una tnica componente conexa. Caso contrario G es disconexo

Luego, un multigrafo es conexo si y sélo si
— cada uno de sus vértices esta conectado con todos los restantes
—todos sus pares de vértices estan a distancia finita.

Una afirmacién similar substituyendo distancia, por distancia orientada, no seria valida. En efec-
to, en el conexo de arcos (g, ¢), (b, ¢) la distancia orientada entre a, b, es infinita.

En muchos casos, para analizar si un multigrafo tiene cierta propiedad bastara
considerar si la tiene cada una de sus componentes conexas.

Para decidir sobre la conexidad de cierto multigrafo G basta razonar sobre el G’
que se obtiene eliminando sus eventuales bucles y dejando de cada conjunto
de aristas paralelas sélo una de ellas.

Por ello, para abordar cuestiones de conexidad podriamos suponer, sin pérdida
de generalidad, que G es grafo sin bucles.

Se deja al lector verificar que :

— G y G-{u}tienen un mismo numero de componentes conexas si y sblo si
la arista u pertenece a un ciclo de G.

— siel grafo G es disconexo, su complementario es conexo.

- un grafo G, sin bucles, de orden , es conexo siy sélosi G™' =K, .

— un multigrafo es conexo si y sélo si cualquiera sea la particién de su conjunto
de vértices en dos clases no vacias, existe al menos una arista con un extremo
en cada una de ellas.

Las matrices de incidencia se definen para configuraciones no discretas caren-
tes de bucles (ver pag .62 y 65) y con referencia a ellas cabe la siguiente
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Proposicion 3.6.1

Si G es un multigrafo sin bucles de orden n> 2 con m=> 1 aristasy B es su
matriz de incidencia entonces, G es conexo si y sélo si los unicos vectores que
satisfacen, en Z,, el sistema de ecuaciones X.B =0 son X =0, (con n com-
ponentes nulas) y X = E, (con n componentes unidad)

Demostracion
Es claro que los vectores 0, y E, satisfacen, en Z, el sistema planteado.

I)) Veamos que si G es conexo, ellos son los tGnicos.
Caso contrario existiria un vector X, 0, # X # E, , que lo satisfaria, pero en tal

caso como cada componente de X debe ser 0, 6 7, podemos asumir que los
vértices de G son numerados de formatalque X=[E;, 0], 1<s<n,y B
toma la forma B % B1T, donde Bj tiene s filas,y B, las restantes n—s.

B>
En tal caso, cada columna de B; contiene dos 7, o ningun 7. Ademas, como G
carece de vértices aislados las filas de B, contienen 1, y la cantidad de las co-
lumnas de B; que contienen dos unos debe ser menor que m.

Ordenando las aristas de G de forma tal que las columnas de By que contie-

Bll BIZ

nen estos dos 7 sean las primeras p, podriamos poner B = con By

21 22
y Bzs matrices nulasy By #* 0.

Pero esto estaria en contradiccion con hipotesis sobre la conexidad de G, y por
lo tanto 0, y E, son los Unicos admisibles.

I1)) Veamos ahora que si G no es conexo los vectores 0,, E,,, no son las Unicas
soluciones del sistema
a) Si Gtiene k <n vértices aislados es factible ordenar las filas de B de forma

que X =[Ey, 0] satisfaga el sistema X.B =0. ain cuando 0, #X #E,

b) Si G carece de vértices aislados B puede llevarse a forma bloque diagonal
B 0 .. 0

0 B, .. 0 . - . .
B= 2 con B; matriz de incidencia de la i-ésima componente.

0 0 .. B
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Si Gy tiene ns vértices resulta que X = [ E,;, 0] satisface, en Z,, el sistema
X.B=0, auncuando 0, #X #E,.
Corolario

Si G es un multigrafo sin bucles, conexo, no trivial, de orden n, el rango
en Z, de sumatriz de incidenciaes (n-1).

Caso contrario existiria un vector X#0 con alo sumo (n-1) componentes no
nulas tales que X.B =0.

Visto que dos vértices estan en una misma componente conexa si y sélo si son
extremos de al menos una cadena, para determinar la componente conexa que
contiene un cierto vertice a pueden aplicarse cualesquiera de los métodos ap-
tos para hallar cadenas con extremo en a.

También pueden utilizarse métodos matriciales; y en particular, segin veremos,
los que se indicaranen 3.9 y 3.10.

Mas eficaz que recurrir a dichos procesos es reiterar a partir de a, y tanto como
sea posible, la regla ® dada en pag.104, o bien aplicar el siguiente cuya meto-
dologia es similar al indicado en 3.2 para hallar distancias.

Algoritmo para la determinacién de componentes conexas

En cada etapa del proceso los vértices se clasifican en “no marcados” ; “mar-
cados no explorados” ; “marcados y explorados”, y se supone que al comienzo
no hay vértices marcados.

I) Si existen vértices no marcados se elige uno de ellos, se lo marca, y se lo
considera no explorado. Si existen marcados no explorados se pasa a 2)

Si todos los vértices se han explorado fueron halladas todas las componentes
conexas.

2) Se elige un vértice x marcado no explorado y se marcan todos sus adya-
centes aun no marcados. Ahora x se considera explorado y se pasa a 3)

3) Si es factible se reitera 2). Caso contrario, se ha determinado la componente
conexa que contiene al vértice marcado inicialmente al aplicar 1) y se vuelve al
paso 1).

Ejemplo a b h

-
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Si en el paso 1) se marca el vértice a, al aplicar 2) deben marcarse b,c,d.
Ahora a es explorado y debe volverse a 2). Si se elige ¢ no hay nuevos vérti-
ces a marcar ; ¢ queda explorado y debe volverse a 2).

Si ahora se elige d debe marcarse e y considerar d como explorado.

Nuevas aplicaciones de los casos 2) y 3) permiten afirmar que se ha determina-
do la componente conexa que se genera desde a.

Para hallar otra componente debe volver a aplicarse 1) a partir de alguno de los
vertices f, g, h, i.

Un concepto sumamente importante,estrechamente ligado con el de conexidad,
y a cuya utilizacion recurrieron, en el siglo XIX, Cayley [Cay57/75] y Kirchhoff
[Kir47] es el de arbol. Sera considerado con mas detalle en Cap.8.

Habitualmente se lo define como grafo conexo sin ciclos, y entre ellos se inclu-
yen, el grafos trivial, y las cadenas elementales abiertas.
Algunos autores, limitan esta nocion a grafos de orden n > 2.

La siguiente tabla da el nimero de arboles de orden n, 1 <n < 10.
n| 172 3 4 6 6 7 8 9 10
l1 1 1 2 3 6 11 23 47 106

Como es natural, conjuntos de arboles sin vértices comunes se diran forestas.

Se propone al lector demostrar la siguiente

Proposicion 3.6.2

Cada una de las siguientes afirmaciones equivale a : T es arbol (de orden n).
1) T es conexo sin ciclos.

2) Cada par de vértices de T esta conectado por una Unica cadena.

3) T es conexo de orden n y tiene exactamente (n—-1) aristas.

4) T es aciclico de orden n y tiene exactamente (n—1) aristas.

9) T es conexo y quitdndole una arista, pero no un vértice, deja de serlo.

6) T es aciclico y agregandole una arista, pero no un vértice, se crea un ciclo.

Corolarios

1) Un grafo (V, U) es arbol si y sélo si es minimal (maximal) entre los conexos
(los aciclicos) con vértices V.
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2) Cualesquiera dos de las tres siguientes afirmaciones permiten afirmar que G
es arbol de orden n: G es conexo de orden n \\ G es aciclico de orden n \\
G tiene exactamente (n—1) aristas.

En [HarR74] se puntualiza que si bien parece natural convenir que el grafo vacio es conexo y

aciclico (y por lo tanto arbol) esto contradice el hecho de que los arboles tienen exactamente un
vértice mas que aristas.

Creemos util remarcar que para asegurar la conexidad de un grafo de orden n
son necesarias | al menos (n—1) aristas que no incluyan ciclos,

almenos 7+ [n ] aristas distintas de bucle.

En Cap.7 veremos que en todo grafo de orden n, con k componentes conexas,

L . —k+1
el nUmero m de aristas distintas de bucles satisface n—k < m < (n 5 j

Como es natural se denomina arbol cubriente (de G) a todo subgrafo cubrien-
te de G que ademas sea arbol, y foresta cubriente a toda foresta compuesta
de arboles cubrientes..

Si T es arbol cubriente de G, las aristas de G incluidas en T se dicen ramas (de
T), y las restantes cuerdas (de T).

Es facil ver que :
|| Un multigrafo G contiene arboles cubrientes siy sélo si es conexo.

En efecto.
Si G contiene arboles cubrientes es conexo. Para demostrar la reciproca puede
recurrirse a cualesquiera de los dos siguientes modos constructivos :
A
Si G es conexo y no es arbol, contiene ciclos. Eliminando una de las aristas de
alguno de éstos ciclos se obtiene un conexo Gy , subgrafo cubriente de G.
Si G1 no es arbol se puede reiterar el proceso anterior, y esto hasta obtener un
arbol cubriente de G.
A
Se designa Gy al grafo discreto constituido por los vértices del conexo G y se
reitera tanto como posible la siguiente operacién :
a partirde G;, i > 0, se construye Gj+s incorporandole alguna de las aris-
tas de G que no forme ciclo con las de G;.

Constate que :
— un conexo contiene un unico arbol cubriente siy sélo si es arbol.
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— una arista es puente si y s6lo si esta contenida en todo arbol cubriente.

— toda arista de G, distinta de bucle, integra al menos uno de sus arboles
cubrientes.

Sabemos que en cada conexo de orden n sus arboles cubrientes tienen exac-

tamente (n—1) aristas.

Por lo tanto
Si G es multigrafo de orden n, con p componentes conexas y m aristas
entonces :
Las forestas cubrientes de G contienen (n—p) ramas,y m— (n-p)
cuerdas.

Si T es una de las forestas cubrientes, y u una de sus cuerdas, Tu{u}
contiene un unico ciclo,

Si u # v son cuerdas de una misma foresta cubrienteT, los ciclos conteni-
dosenTu {u}y enT u {v} sonindependientes.

En consecuencia, un tal G admite x (G)=m - (n—p) ciclos independientes.
El valor 1 (G) es dicho "namero ciclomatico ( o nulidad) de G .

En Cap.7 se mostrara porqué el valor v (G) =n—p es denominado “ndmero
cociclomatico de G ”. También se le dice “rango de G .

Asi, de ambos resultados “duales” resulta que
|| Cualquiera sea el multigrafo Gdeordenn : x4 (G) + v(G) = n.

Un vértice v de un multigrafo G se dice vértice de corte (o de articulacién, o

de enlace) si y sélo si el multigrafo G —{ v} tiene mas componentes que G.

Véase que :

— ni los vértices aislados, ni los vértices pendientes, son de corte.

— si u es arista puente, cada uno de sus extremos, excepto sea vértice pen-
diente, es veértice de corte.

— en cada arbol, sus vértices no pendientes son de corte.

— si x es vértice de corte de G, no lo es de su complementario.

— X es vértice de corte de G siy s6lo sien G —{ x } existen al menos otros
dos tales que toda cadena que los conecta incide en x.

— un vertice de corte de G puede, o no, serlo también de un subgrafo de G.
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Ademas, puesto que los extremos de las cadenas elementales maximales en
cuanto a su longitud no son vértices de corte, se tiene que :
Todo conexo con al menos tres vértices tiene al menos dos que no son
de corte.
Asi como los “arboles” (conexos, sin ciclos) constituyen una muy importante
clase de grafos; otra que merece mencionarse es la de aquellos que son “co-
nexos de orden n > 3 sin vértices de corte”. Se los denomina 2-conexos.

Se muestra que G es grafo 2-conexo si y solo si para cada par de vértices
— existe al menos un ciclo elemental que los contiene,
0 equivalentemente

— existen dos cadenas sin vértices interiores comunes que los conectan.

Otras caracterizaciones seran indicadas en Ejer.3-29), y en Cap.7.

3.6.2. CONEXIDAD FUERTE Y CONEXIDAD UNILATERAL

También para el caso dirigido se han estudiado diferentes clases de conexida-
des. Seguidamente consideraremos algunas de ellas.

Un multidigrafo se dice fuertemente conexo (f-conexo) si es trivial, o existen
caminos a—b, b—a, cualesquiera sean a #b ; y unilateralmente conexo (u-

conexo) si es trivial, o para cada par de vértices a # b existe al menos uno de
los caminos. a—b, b—a.
Ademas, un multidigrafo es conexo (disconexo) siy sélo si lo es su sostén.

En [Roy62a/69] los unilateralmente conexos se dicen semi-fortement connexes

Los f-conexos son u-conexos y éstos son conexos. Las respectivas reciprocas
son falsas.

En cambio, es facil constatar que son fuertemente conexos los conexos balan-
ceados (ver Prop.4.2.1)

De las definiciones respectivas resulta que :
— Los fuertemente conexos, distintos de K; carecen de entradas y salidas.
El digrafo de arcos (a, b), (b, a), (b, ¢), (c, d), (d, ¢c) muestra que la reciproca
es falsa, aun entre los conexos.
— Un digrafo es conexo si y sdlo si su clausura simétrica es f-conexo.
— Todo unilateralmente conexo contiene veértices raices. La reciproca es falsa.
— G es fuertemente conexo, no trivial, si y sélo si su clausura transitiva contiene
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arcos (X, y), (v, x) cualesquiera sean los vértices x #y.

— Un multigrafo es f-conexo si y sélo si cualquiera sea la particion de su conjun-
to de vértices en clases no vacias A, B, existe al menos un arco con extremo
inicial en 4 y final en B, y otro con extremo inicial en By finalen 4.

De la Prop.5.3.1-Corol.4 se infiere que agregando a un multidigrafo u-conexo
un arco adecuadamente elegido, puede obtenerse otro fuertemente conexo.

En Cap.7 veremos que puede afirmarse la fuerte conexidad de todo :

— digrafo de orden n carente de bucles, con al menos 1+ (n—1)? arcos.

— digrafo de orden n, carente de entradas, de salidas y de bucles, con al
menos (n - 1)? arcos.

De lo que sigue resulta otra forma de introducir el concepto fuerte conexidad.

Cualquiera sea el multidigrafo G = (V, U), larelacion R’ definida por :
X € R’(a) siysblosi x =a, oexisten caminos x—>a ; a—>x
es una relacion de equivalencia en V

Los submultidigrafos de G que inducen los vértices de las correspondientes cla-
ses de equivalencia son sus componentes fuertemente conexas (o mas bre-
vemente, componentes fuertes).

Para hallarlas se han propuesto numerosos métodos. Referencia a varios que
recurren a operaciones con matrices, y que en consecuencia conllevan una ele-
vada cantidad de operaciones, se daranen 3.7, 3.8 y 3.9.

Un método preferible a ellos, pues es facil de implementar es el que sigue.
Esta fundado en que los vértices de la componente fuerte de G = (V,I") que

contiene a cierto vértice a sonlosde I'(a) NI '(a).

Algoritmo para determinar las componentes fuertes de un multidigrafo finito.

0) Inicialmente ningun vértice esta marcado.

1) Se elige un vértice no marcado, y se lo marca +\ —.

2) Si p estamarcado +, se marca + todo vértice g tal que exista arco
(p, q) ; y se reitera 2) tanto como sea posible.

3) Si p estd marcado —, se marca — todo vértice g tal que exista arco
(g, p), y se reitera 3) tanto como sea posible.

4) Los vértices marcados con ambos signos pertenecen a la componente fuerte
gue contiene al marcado en ocasién de aplicar 1).
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9) Se los excluye del multidigrafo en estudio, se borran las marcas y se vuelve
a aplicar 1), excepto si todos los vértices fueron marcados.

El multidigrafo es fuerte si y sélo si todos sus vértices quedan marcados con
ambos signos a partir de la primera aplicacion de la etapa 1)
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Dado un multidigrafo G su multidigrafo cociente por fuerte conexidad G,
tiene por vértices a las componentes fuertes de G, y tantos arcos de la forma
(X, Y) como arcos (x,y) con xeX, yeY hayen G

De la definicion resulta que Gy, carece de bucles, coincide con G si y sélo si és-
te carece de circuitos, y con Ky si y solo si G es fuertemente conexo.

Puesto que Gy carece de caminos cerrados, su construccién provee una forma
directa y natural de asociar a cada digrafo un conjunto ordenado.

Ademas, la determinacién de las componentes fuertes de G permiten concretar
“ordenamientos por niveles” en Gy y con ellos obtener “representaciones topo-
l6gicas manejables” de G.

Asi,enG=(V, T), con
X| a| bjcld|e|f| g|h| i]| j| k|
F(x)|b,h,i| e,k| d | fg | g | c| e,k[b,j c,h| a,il k|

sus componentes fuertes son las inducidas por los conjuntos de vértices
P={ah,ij};, Q={b}; R={cdf}: S={eg}; T={k}.

El multidigrafo Gy ordenado por niveles ascendentes es

. Q
F’\ ;\/T
R S

de donde puede llegarse a la siguiente representacién de G.

El conocimiento de Gy permite, ademas, descomponer el analisis de ciertos
problemas sobre G en el de otros, a considerar ya sea en digrafos sin circuitos,
o bien en digrafos fuertemente conexos.
Lleva también a disminuir la capacidad de memoria necesaria para almacenar
la informacioén que permite operar en G.
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Para obtener a partir de cierto G un digrafo sin circuitos en lugar de construir su
Gy, podria apelarse a una adecuada eliminacion de arcos, o de vertices.

Los algoritmos propuestos a este efecto en [LemC66] y [You63] se pueden con-
sultar en [Walt84]-Cap.9.

También podria recurrirse a cambios en las direcciones de algunos arcos.

Por otro lado, “como cuestion casi opuesta” de la precedente cabe preguntarse
¢, Cuando es posible orientar las aristas de un grafo de forma que resulte
un digrafo fuertemente conexo ?

Esta posibilidad responde, en particular, a la siguiente pregunta :

¢, Cuando pueden asignarse a las cuadras de una ciudad sentido Unico de cir-
culacion de forma tal que respetando las reglas de circulacién, desde cada pun-
to de la ciudad puede llegarse a cualquier otro ?

Se deja al lector verificar la siguiente afirmacion, dada en [Robb39]
Las aristas de un grafo finito G pueden orientarse de manera que resulte un
digrafo fuertemente conexo siy sélo si G es 2-conexo; o sea, siy solo si es
conexo y carece de aristas puente

Otras dos preguntas de interés son :

1) ¢ Cuando es posible dar a las aristas de un grafo orientaciones compatibles
con una relacién de orden ?

2) ¢ Cuando es factible orientar las aristas de un grafo de forma que se obten-
ga el Diagrama de Hasse de un conjunto ordenado ?

Los grafos que permiten resolver afirmativamente la primera de las preguntas
se dicen “grafos de comparabilidad ”.

Entre ellos estan los bipartidos, vy el segun se infiere de
pero no el

Se muestra que los grafos de comparabilidad son complementarios de los de
intervalo.
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Sus caracterizaciones dadas en [GhoH62a] y [GilH64] pueden reformularse en:

Un grafo sin bucles es de comparabilidad si y s6lo si toda cadena cerra-
da vy, vz, ...,%, (v1) ( no necesariamente orientable ) de longitud k
impar contiene al menos una arista [v;, v;] con j=i+2 mod. k)

Luego, en [Gall67] se los caracteriz6 en términos de subgrafos prohibidos.

Para mayor informacion : [Aig69a), [Ber67a/70], [Kelly85], [M5h85], [PnuLE71],
[TroM76a/76b].

Los esquemas que responden afirmativamente a la segunda de las preguntas
(covering graphs) no deben contener a K3 como subgrafo.

En [NesR87] se muestra que ésta restriccion también es suficiente para el caso
de los grafos planares, pero no para el caso general.

Consideraciones sobre ellos pueden verse en [Pre85/86/91] y [Riv85b/89b]

3.7. TRANSITABILIDAD Y MATRICES

Hasta aqui hemos puesto énfasis en las representaciones topologicas de los
multi-di-grafos, y hecho algunas breves referencias a las dadas por tablas, o por
matrices.

A continuacién veremos algunas de las consecuencias que resultan del uso de
las matrices de precedencia, o de adyacencia.

Sobrentendiendo el uso de la conocida relacién entre cada multidigrafo y su
sostén recordemos que dado un multidigrafo G = (V, U) de vértices etiqueta-
dos 1,2,3, ... ,n; su matriz de precedencia P(G) =( p;,;) Yy su matriz de adya-
cencia A(G) =(a; ;) son definidas por :

pi,; igual al nimero de arcos de la forma (i, j) ; eventualmente i =j.
a;,; igual al nimero de aristas de la forma [i, j], eventualmente .i =}

a
Ejemplo
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Poniendo . en lugar de 0

11 . 1 1 11

A | 1 21

PG) =1 . . 1 AG)= 1 2 . 1
1 .o 1 11 .1

1. R |

Algunas propiedades de estas matrices, inmediatas a partir de la definicién, se
indicaron en 2.2. Otras son las que siguen.

— G tiene p componentes conexas si y sélo si etiquetando adecuadamente sus
vértices su matriz adyacencia toma forma bloque diagonal con p bloques.
Cada uno de éstos corresponde a una de las componentes conexas de G, y
todos los valores fuera de ellos son nulos.

— G tiene p componentes fuertemente conexas si y sélo si etiquetando adecua-
damente sus vértices su matriz precedencia contiene p bloques, representan-
tes de las p componentes fuertes de G.

Pero, a diferencia del caso anterior no seran necesariamente nulos los valores
que no pertenecen a dichos bloques.

Asi, para el digrafo de arcos (7, 2), (2, 3), (3, 2) se tendria

Proposicion 3.7.1
a) Si P es la matriz de precedencia del multidigrafo G, la componente pfy de

F es el nimero de caminos i—j de longitud r.
b) Si A es la matriz de adyacencia del multigrafo G, la componente 4 de A

es, supuesto que se identifican los pares de cadenas opuestas, el nimero de
aquellas de longitud r, con extremos j, J.

Demostraremos la afirmacién a) por induccion.
En forma analoga podriamos justificar b).
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La validez de lo afirmado es inmediata para r= 1 (idem para r= 0 identifican-
do vértices con caminos de longitud nula y P° con matriz identidad),

Ademas, por hipétesis inductiva p,,.p{";" da el nimero de los r-caminos j—j
incidentes en k.

De esto, y visto que todo r-camino i—j se obtiene concatenando un arco (i, x)
con un camino x— j de longitud (r— 1), y que dos r-caminos son distintos si

y sélo si se diferencian en sus respectivos arcos iniciales, o en sus respectivos
subcaminos finales de longitud (r— 1), se infiere la validez de a)

En particular, con referencia al ejemplo anterior, y poniendo . en lugar de 0

1121 4 4 4 3 1
3 2 4 6 2 31
(P(G)?= |2 1 (AG)’= |4 2 6 3 1
1 1 333 4
1 11 1 1

Puede verificarse que p;% = 1 corresponde al camino 1,b,7,¢,2 ; y que p{) =3

cuenta los tres caminos de longitud dos que llevan desde el vértice 2 al 1, a sa-
ber 2,d,3a,7 \ 2e,3a,7 \\ 2g,4,11.

A su vez, mientras a3 =4 corresponde a las cadenas 1,b,7,¢c,2 \\ 1,3,3,d,2 \\

123,62 \\ 14,92 \\, las cuatro cadenas cerradas en 7 que indica a{ =4
son las resultantes de recorrer dos veces las aristas incidentes en 1.

Si P es una matriz estocéstica; es decir si sus componentes satisfacen p;; >0 y z p;;=1
J

cada p;; puede pensarse como la probabilidad de pasar directamente del estado i al j.

En tal caso P es la “matriz de transicion” que estudia fa Teoria de las Cadenas de Markov, y lo

afirmado en Prop. 3.7.1 a) se corresponde con el resultado de dicha teoria segun el cual : la

probabilidad de pasar del estado j al estado j utilizando exactamente r transiciones (no necesa-

riamente entre estados diferentes) es p,(’,) (ver [Deo74], [Pea73])

De la Proposicién anterior caben los siguientes corolarios :
1) j es accesible desde i (jesta conectado con i) siy sélo si existe algin

rx0 parael cual p{”) #0 (a”) *#0).
2) sila distancia (distancia orientada) entre j, j, es finita, ella coincide con el me-
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nor entero r paraelcual af) *0 (p) *0).

3) el vértice j pertenece a un camino cerrado de longitud rsi y sélo si p,-,,-(’)t 0,
y a una r-cadena cerrada siy sélo si a; ¥ #0

4) el vértice i es aislado siy solo si paratodo k271, a¥’ = 0.

5) G es bipartido si y solo si para todo h impar la traza de A" es nula.

6) si G tiene al menos una arista, cualquierasear>0, A" 0.

7) G carece de caminos cerrados si y so6lo si existe un r tal que cualquiera sea
s>r, P°=0,

8) G carece de caminos cerrados siy solosi p) =0 paratodor>0, y para
todo 1 <i<n.

Del Corol. 2 resulta un método alternativo del dado en 3.2 para calcular distan-
cias entre pares de vértices.

Los Corol. 7 y 8 dan formas de decidir sobre la existencia de caminos cerrados.
Otras, que no presuponen multiplicaciones de matrices fueron dadas en 3.5.

A partir de los corolarios anteriores, y de las afirmaciones A) , B) dadas en 2.2
se pueden inferir algunos resultados propios de la teoria de matrices.

En particular :
1) Si M es una matriz simétrica de componentes enteras no negativas,
sin lineas nulas, la diagonal principal de M carece de componentes nu-
las, cualquiera sea p par.

Ademas, recordando que una matriz M se dice nilpotente si a partir de cierto
k =1 todas sus potencias M* son la matriz nula, caben las siguientes :

2) Una matriz cuadrada de enteros no negativos es nilpotente si y sélo si
es la de precedencia de un multidigrafo sin circuitos ; o equivalentemen-
te, si y sélo si todas sus potencias tienen diagonal principal nula.

3) Excepto la matriz nula, ninguna matriz simétrica de componentes ente-
ras no negativas es nilpotente.

Por otra parte, como un digrafo carece de circuitos si y sélo si todos sus subdi-

grafos tienen entrada y salida, cabe la siguiente afirmacién, que extiende a la
Prop. 3.5.3, enunciada en [Mari59/60] para el caso de matrices de 0, 1.
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Una matriz cuadrada de enteros no negativos es nilpotente si y sélo si toda
submatriz principal tiene al menos una linea (fila o columna) de ceros.
De ella se infiere el siguiente

Método para evaluar si una dada matriz de enteros no negativos es nilpotente.

Sila i-eésimafila, o la i-ésima columna es nula, eliminar ambas, y reiterar
esta operacion con la submatriz asi obtenida.

La matriz de partida es nilpotente si y s6lo si luego de reiterar tanto como sea
posible las eliminaciones indicadas se llega a una matriz vacia.

Considerando matrices representativas de digrafos (o de grafos) valuados, ra-
zonamientos similares a los efectuados permiten eliminar en algunas de las pro-
piedades precedentes la restriccion “ser matrices de enteros”.

Respecto de los caminos elementales notemos que si bien cada p;; € P dael
numero de ellos desde i hasta j de longitud uno, no es valido afirmar lo mismo
respecto de las componentes de las P” , con h>2

Mas precisamente, se tiene que :
p” da el nimero de caminos elementales i—j de longitud h, 1 <h <r,

si y s6lo si G carece de caminos cerrados de longitud L <r
El digrafo de arcos (7, 2), (2, 1) muestra que esta cota no puede mejorarse.
En 3.10. se daran algunos métodos referidos a caminos elementales.
Para muchos problemas, y en particular cuando sélo interesa conocer sobre la
existencia de caminos (cadenas) de extremos /, j, pero no sobre su cantidad,
en lugar de operar en “modo real” puede recurrirse al “modo booleano”.
Para ello, a cada multidigrafo G de vértices 1, 2, 3, ..., n, se asocian su matriz
precedencia booleana P = (p;; ) y su matriz adyacencia booleana A = (aj; )

definidas por :

p.j=| 1 siexistenarcos (i, ) a,j=| 1 sihay aristas [i, j]
0 en caso contrario 0 en caso contrario
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Volviendo al ejemplo anterior y aplicando dichas “operaciones booleanas” resul-
taraqueen P, P A, A setendran “1” en “los mismos lugares” que antes
habia valores no nulos.

Mas precisamente, aplicando operaciones booleanas, y razonando en forma
similar a la que permitié demostrar la Prop.3.7.1 se deduce la

Proposicion 3.7.2
a) Si P_es la matriz precedencia booleana de G, en P!” setiene p;;/" =1 si

y sélo si en G existe al menos un camino i—j de longitud r.
b) Si A es la matriz adyacencia booleana de G, en G existe al menos una

r-cadena de extremos i, j, siysoélosi a;/7=1.

La Prop.3.7.2 admite corolarios analogos a los de la 3.7.1 que no implican re-
cuento y ademas los que siguen :

— Si P_es la matrizde precedencia booleanade G y P /7= p ™" ¢l digrafo
asociado a P! es el clausura reflexivo transitiva de G.
Sus filas (columnas) idénticas determinan las componentes fuertes de G.

— Si G es de orden n, las filas (las columnas) idénticas de A*=V; (A(G)) " ,
0 <i £ n-1 dan sus componentes conexas.
Asi, G es conexo si y sélo si todas las componentes de A* son 1.

3.8. OTROS RESULTADOS GRAFOS-MATRICIALES

La siguiente operacion, que es asociativa y conmutativa, provee una forma de
determinar, a partir de la clausura transitiva, las componentes fuertes.
Se dice producto punto a punto (o producto Hadamard) de las matrices
A B, alamatriz C=AxB talque c;; =a;;.b;j, 1<i<p,1<j<q

En efecto :
Si P* es la matriz clausura transitiva del digrafo G, (ﬂ*)t su traspuesta, y
C = P*x (P*' existe circuito que contiene los vértices i, j, siy solosi ¢;j=1.

De donde :

1) G carece de circuitos siy s6lo si C es una matriz nula.
2) Dado un vértice x;, los restantes vértices de la componente fuerte que lo
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contiene son aquellos x; tales que ¢; ;= 1.

Por otro lado, una matriz de enteros no negativos se dice primitiva si a partir de
cierto k > 1 todas las componentes de M* son positivas, y el menor k para el
cual todas las componentes de M* son positivas es su indice de primitidad.
Por lo tanto, la Prop. 3.7.1 permite afirmar :
Si la matriz adyacencia (precedencia) de G es primitiva, G es conexo
(fuertemente conexo)

La matriz adyacencia del grafo de aristas [1, 2], [2, 3], y la de precedencia de su
simetrizado muestran que las respectivas reciprocas son falsas.

Es claro que :

— Si k es el indice de primitividad de la matriz precedencia de G, desde cada
uno de sus vértices se puede acceder a todos, incluido el de partida, con cami-
nos de longitud k’, cualquiera sea k’> k.

— Si se supone que para “recorrer un arco” es necesario una unidad de tiempo
la longitud de cada camino coincide con el tiempo que lleva recorrerlo.

En consecuencia, supuesto los vértices son “centros de emision de mensajes”,
y que éstos se propagan indefinidamente tendremos que
Si el indice de primitividad de P(G) es k, todo mensaje emitido en el ins-
tante t = 0 en alguno de los vértices de G sera recibido, simultaneamente
en todos sus vertices, incluido el de partida, en cada instante k’ > k.

En particular, para el digrafo de arcos (a, b), (b, a), (b, ¢), (c, d), (d, b), su matriz
precedencia tiene indice de primitividad seis, y en la siguiente tabla se ejemplifi-
ca lo antedicho.

En efecto, en la primera fila de ella se indican los vértices alcanzados en el
tiempo f, {>1, por un mensaje emitido en t= 0 en el vértice a.
Las restantes filas corresponden a los otros posibles centros de emision.

t| 11 2 | 3 | 4 | 5 | > 6
a|b | ac | bd| ab-c a-b-c-d a-b-c-d
b | a-c| b-d |a-b-c| a-b-c-d| a-b-c-d “
c | d b a-c b-d a-b-c “
d| b | ac | bd | ab-c a-b-c-d “

Esta tematica de “periodicidad en fuertemente conexos” también es considera-
da en [BruR91], [BusS65], [DulM67/69] y [KemS60]
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Hemos visto que si la matriz de precedencia P(G) es primitiva G es f-conexo, y

que la reciproca es falsa.
Veamos ahora que, en cambio, ellos pueden ser caracterizados en términos de

matrices irreducibles.
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Recordemos al efecto que una matriz cuadrada de componentes no negativas
M se dice reducible si existe una matriz de permutacion IT tal que

M1,1 M1,2
M2,1 M2,2
las dos restantes. Caso contrario es irreducible.

[ oMoIl = con Mjs, M., cuadradas, y nula al menos una de

Proposicion 3.8.1
G es fuertemente conexo si y sélo si su matriz de precedencia P es irreducible.

Demostracién
Si P es reducible, para una adecuada numeracién de los vértices ella toma la
A, P, :
forma P= 0 P’ con 0 matriznula, y Py, P22 cuadradas.
2,2

Las potencias de P tendran igual forma, y por lo tanto si A es el conjunto de
vértices correspondientes a las filas de P, , y B el de las columnas de Py, ,se
puede afirmar que G no contiene caminos de la forma a—b conae A, b € B.
Luego G no es fuertemente conexo.

Reciprocamente, si G no es fuertemente conexo existe al menos un vértice xo
desde el cual no es posible llegar a todos los otros.

Sea R el conjunto de los vértices accesibles desde xo (se incluye xo),y S el
de los restantes. Si R={1,2,....,h}, h<n,y S={h+1, ..., n} cualesquiera
sean 1 <i<h , h+1 < j<n setiene p;;=0,y porlotanto P es reducible.

Corolario :

Dos vértices de G pertenecen a una misma componente fuerte si y sélo
si para cierta matriz de permutacion I1 sus correspondientes filas y co-

lumnas estan en un mismo bloque diagonal de T1™' oM oIl.

Asi por ejemplo, dado i }2_ )@

» &
3

-

&
sus componentes fuertes son las inducidas por los vértices {1,5}, {2}, {4}, {3,6,7}
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Para la permutacion IT : 757 W 2530355014540\ 5520656 1\ 77
Su nueva matriz precedencia es

P =11"0PoIl =

S O O O Ol O
S OO OO0 e
S O O O0I0IO M-
O O OimimmiO O
—_ = O IO = O
S O =IO O O O
O = OI0C O O O

con cuatro bloques diagonales, los de filas y columnas {1,2}, {3}, {4}, {5,6,7}.

Los digrafos fuertemente conexos también son caracterizados por tener una matriz de prece-
dencia que es doblemente estocastica con ciertas restricciones. [HatS72]

Por otro lado, de lo visto poco mas arriba resulta que :
Toda matriz primitiva es irreducible.

La reciproca sélo es valida en casos especiales. Mas precisamente, se deduce
(ver [BruR91]-Cap.3.4 ; [BusS65] -Th.5-7) que :

Si G es fuertemente conexo de orden n > 2 su matriz precedencia es
primitiva siy sélo si el maximo comun divisor de las longitudes de los
circuitos de G (su indice de imprimitividad) es la unidad.

Se dice matriz de accesibilidad (reachability) de G a la matriz. R(G) = (r; ;) tal
que: rj=1 sii=j oexiste camino i—j
r,j =0 en caso contrario

Obviamente, todos los digrafos con igual clausura reflexivo-transitiva tienen una
misma matriz de accesibilidad. Asi, ella no permite reconstruir G.

En cambio, permite detectar facilmente la eventual existencia de puntos inal-
canzables desde alguno prefijado.

Dos vértices de G pertenecen a una misma componente fuerte si y sélo si son
idénticas las filas y las columnas que las representan en R(G) A (R(G))".
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Mejor aun, como en R(G) las componentes de su diagonal principal son 1, cabe
afirmar :
Dos vértices son interaccesibles; o sea, pertenecen a una misma com-
ponente fuerte si y sélo si sus respectivas filas (columnas) en R(G) son
idénticas.

En efecto, si r;j=1, de r,; =r;;=1 yla supuesta identidad entre la i-ésima fila
(columna) y la j-ésima fila (columna) resulta que r; ;= 7 y por lo tanto, que am-
bos vértices i, j, pertenecen a una misma componente fuerte.

Reciprocamente, si ambos vértices estan en una de esas componentes las res-
pectivas filas (columnas) son iguales.

Por lo tanto :
— Dos filas (columnas) son idénticas en R(G) siy solo si también lo son en
R(G) A (R(G))!
— G es fuertemente conexo si y sélo si R(G) carece de componentes nulas.
— Las componentes fuertes de G son inducidas por los vértices cuyas filas
(columnas) en R(G) coinciden.

Asi por ejemplo, dado G 1:,3—_)?«!:;4

11
RO A ROY=|
: .11

RG) = |!

— =
p— e e e

Si en lugar de R(G) A (R(G))! se considera R(G)v (R(G))! cabe la siguiente afir-
macion :
Los vértices correspondientes a sus filas (columnas) idénticas son los de una
misma componente conexa.

El digrafo de arcos (a, ¢), (b, ¢c) muestra que la reciproca es falsa.

3.9. ALGORITMO DE ROY-WARSHALL

Habitualmente, los métodos matriciales para contar caminos en digrafos llevan
a evaluar simultdneamente a todos los de cierta longitud, y esto para las suce-
sivas longitudes crecientes.
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El que nos ocupara en esta seccion en lugar de tomar en cuenta dichas longitu-
des atiende al orden inducido por la designacion de los vértices del digrafo.

Apllcado a matrices de orden n la cantidad de operaciones que requiere es de
orden n®, similar al que implica efectuar un Unico producto de tales matrices.

La correspondencia biyectiva entre las cadenas elementales de un multigrafo y
los caminos elementales de su simetrizado permite aplicarlo también en el caso
no dirigido.

El algoritmo en cuestiéon es facil de implementar y permite, sin necesidad de
recurrir a productos de matrices, decidir sobre la existencia de caminos entre
los distintos pares de vértices. Fue propuesto en forma independiente por Roy
[Roy59/623a], y por Warshall [War62].

En [SwaT81]-Cap.14-1 se analizan las modificaciones propuestas en [War75].

La idea basica del mismo es :
Dado un digrafo de vértices 1, 2, 3, ..., n; y procediendo recursivamen-
te sobre k indicar la existencia de caminos i—j con todos sus vértices

interiores etiquetados a lo sumo k.

A tal efecto bastara incorporar, para los sucesivos valores crecientes de k, ar-
cos (i, j) cuando existan arcos (i, k), (k, j) y conservar los restantes.

Esto se reflejard en matrices construidas a partir de la matriz de precedencia,
aplicando tanto como sea posible, y para valores crecientes de k la operacién

si m; =0y m""=m""; =1 substituir m";; =0 por m*;; =1.

Algoritmo de Roy-Warshall (para determinar clausuras transitivas de digrafos)

Dado el digrafo G de vértices 1, 2, ..., n, y su matriz de precedencia P(G) sean
C9=pG)=(c%;) con c%;e{0 1}

C(k) = ( Ck,',j ) con Ck,',j= Ck_1,',j v ( Ck—1,', Kk A Ck_1k,j) ; 1<k<n.
T
De la regla dada resulta que fijado k : , K= ¢ ik Y ckk,j =C 'k,

Por lo tanto, la k-ésima fila (columna) de C* coincide con la k-ésima fila (co-
lumna) de C*".
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Por recurrencia resulta que las sucesivas matrices C*=(c*;; ) son tales que :

Cij =| 1 sihayarco (i j), oexiste camino j—j (eventualmente i=j)

con todos sus vértices interiores numerados a lo sumo k.
0 en caso contrario.

En efecto, por aplicacion del algoritmo “los arcos se conservan”, y “se crean
caminos i—j” (posiblemente i =) con todos sus vértices interiores numerados
a lo sumo k si ya existen caminos i—j con todos sus vértices interiores hume-
rados a lo sumo (k-1) , o si hay caminos i—k , k—j con sus respectivos vérti-
ces interiores numerados a lo sumo (k—1).

Asi entonces, si G es de orden n, aplicando el método a partir de su matriz pre-
cedencia se tiene que C" da su clausura transitiva.

Para hallar su clausura reflexivo-transitiva bastaria aplicarlo a partir de (I" U )

5
o mejor ; recordar que I' = I *U J, pues esto permite identificar los vértices
gue no pertenecen a caminos cerrados .

Poniendo . en lugar de 0 apliquemos el método para hallar la clausura transi-
tiva del siguiente digrafo

111 .
2 |
6 1
/\/ c=p= '
4\ . 11
" 5 .
3 1
111 1111
1 C
o = co- 1111 o = c@

1

1

136



111111 1 11111

A Lo 111

W = 1 11111 cO = o c® = 1 11111
11 1 I 11

1 . 111 1.1 11

Como todas las componentes de valor 1 en cierta C™ se mantienen en las si-
guientes C" h’>h, una forma practica de construirlas es aplicar la siguiente

Operacién L
A partirde C% =Pv I, y conocida C*" verificar, paracada ¢, =0 si
k1
j

hay alguna “L*“ de componentes ¢y =c" y=c" ;=1

Siunatal L existe pondremos c*;j= 1 caso contrario ¢*;;= 0.

La modificacion a introducir si elegimos C'? = P es evidente.

Si al aplicar el algoritmo substituimos por * los 1 de C% y por i los 1 que

se incorporan al calcular C” se puede obtener informacién adicional.

Mas precisamente,
Si con esta convencién a la componente de C™ de coordenadas i, J, le
corresponde valor k, resulta que existe al menos un camino desde i has-
taj con subcaminos i—>k, k—j.

En particular, aplicando esta convencién al ejemplo anterior tendriamos, en lu-
gar de la precedente matriz clausura transitiva C® la siguiente :
* X % D 4 4

.6 . * 4 4
*1 1 2 4 4
6 6 * *

C*

¥ 2 4 4
De esta matriz se infiere que el vértice 2 esta en un camino cerrado compuesto
de los subcaminos 2—>6, 6>2,yqueel 2—6 esta formado de los caminos

2—>4,4—6. Como éstos, ytambién el 6—2 son arcos del digrafo, el camino
cerrado en cuestion es el de vértices 2, 4, 6, (2)
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Analogamente, partiendo de P v | tendriamos C =

*

*
¥ b~
L e

*

¥ .02 4 0%

5
Como C™ v | es la matriz precedencia de G caben respecto de ella las mis-
mas observaciones que las hechas respecto de la matriz accesibilidad, y el mé-
todo que nos ocupa permite determinar las componentes fuertes de G.

Mas precisamente,
Los conjuntos maximales de filas (o de columnas) iguales en /v C™ dan la par-
ticion de veértices cuyas clases inducen las componentes fuertes de G.

Por lo tanto :
Los bloques maximales de C™+ | determinan las componentes fuertes de G

En el ejemplo anterior estan dadas por los vértices 1,3 \ 5§ | 2,4,6.

Es facil verificar que el Algoritmo de Roy-Warshall aplicado a una matriz simé-
trica da otra de igual caracter.

Por ello, y por la correspondencia biyectiva entre las componentes conexas de
un multigrafo G y las fuertemente conexas de su simetrizado G° se tiene que
el algoritmo que nos ocupa también es util para hallar componentes conexas.

A tal efecto, dado un grafo G aplicariamos el algoritmoa C?=A(G) v 1.

En particular, si G es el grafo formado por las aristas [1,2], [2,6], [3,4], [3,5], [3,7]
tendremos

11 . .. 11 . . .1
11 . . .1. 11 . . .1
A T T B U I O T |

c%= | .11 . .. c=cm c?=1 .11

1.1 A B
1 1. 11 1
1 1 1 1
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11 1
11 R
1 11 1
c® = 11 1. 1 c® =¢c® =¢c® =™
111 1
11 . . .1
111 1

Las componentes conexas son las inducidas por los vértices 1,2,6 \ 34,57 .

El algoritmo que nos ocupa fue adaptado a otras estructuras algebraicas. Citaremos al efecto
[RobeF68] y [Tom66/67/68).

3.10. CAMINOS ELEMENTALES

Segun vimos, las potencias de la matriz precedencia de un multidigrafo permi-
ten contar los caminos de determinada longitud que llevan desde un vértice ar-
bitrario a otros, y a si mismo.

Por ello, muchos de los métodos para estudiar la transitabilidad recurren al uso
de matrices definidas “ad hoc” aiin cuando esto sea poco eficaz desde un punto
de vista computacional pues esto presupone la ejecucion de un elevado nimero
de operaciones. Habitualmente no llevan a distinguir entre los caminos elemen-
tales y los restantes.

Posiblemente, el mas conocido de los procedimientos inspirados en el habitual
producto de matrices es el denominado “multiplicacion latina”.

Refleja la concatenacion de caminos y permite, modificando levemente las re-
glas operatorias del algebra matricial, enumerar todos los caminos de determi-
nada longitud que satisfacen ciertas restricciones prefijadas. Por caso, la de ser
simples, o la de incidir hasta h veces en un mismo vértice, etc.

Al aplicarlo para hallar caminos elementales, el citado método lleva a aceptar,
solo sucesiones de vértices sin elementos repetidos excepto que éstos sean el
primero y el ultimo.

Mas precisamente, dado un digrafo se construye la matriz M = ( m; ;) poniendo
m;j =1 sihayarco (i,j) ;y m;;=J en caso contrario
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En M? cada componente m'?;; contiene todas las ternas i, k, j de elemen-
tos i #k #j (eventualmente i=j) talesque m;x # 3 , my; # D ; o bien m;;=
& sino hay tales ternas.

En general :
En M" cada una de sus componentes m'; ; contiene las (h + 1)-uplas
i, ..., k J, sin elementos repetidos, excepto eventualmente i =, que son
posibles de construir con las h-uplas i, ..., k € m™", « y con los pares

k j € my ;. obien, poniendo m™;; = & si tales sucesiones no existen.
I] ¥ -‘j

Si ademas se pidiera i#j se determinarian sélo caminos elementales abiertos.

En [HamR68], [Kau62/68b] y [KauM63] se da una formulacion ligeramente dis-
tinta de este método.

A tal efecto, ademas de la matriz M se introduce la M’, de componentes tales
que my; =| j si mji=ij
0 en caso contrario.

Poniendo . en lugar de & ilustraremos este método aplicandolo al siguiente
ejemplo.

b

ab . ad . b . d
M= ba . bc . w=l? - ¢ -
. cc cd . .. c d

ab dec . . b ¢

aba adb abc/ade
bab . bad /bcd
. cdb cdc .
dba . dbc dcd

140



adba . adbc abcd
badb/bcdb bade
cdba . cdbc
dbad | dbcd

La validez de los resultados obtenidos es facilmente verificable.

Como modificar este método para aplicarlo al caso de multidigrafos propiamen-
te dichos es inmediato.

Basta observar al efecto que la substitucién de cada conjunto de arcos parale-
los por uno de ellos da lugar a un digrafo cuyos caminos elementales permiten,
tras adecuadas substituciones de arcos, determinar todos los elementales de G

En [Chi94] se hizo una revisidbn de numerosos procedimientos propuestos para
determinar solamente a los caminos elementales, y se propusieron, ademas, un
par de métodos para hallar tales caminos.

Uno de ellos, aplicable directamente en multidigrafos, recurre a operaciones
matriciales inspiradas en las tradicionales.

El mismo permite contar, cualesquiera sean los vértices i, j, los caminos ele-
mentales /—j de longitud L que tienen un mismo arco inicial, y sirve de base a
otro para decidir sobre la existencia de tales caminos.

La informacién manejada en dichas matrices hace factible construirlos.

El método restante, que fue dado también en [Kaup77] Cap.25, es mas eficaz
que el anterior pues presupone menor nimero de operaciones, pero a diferen-

cia de éste no da simultaneamente todos los caminos de igual longitud.

Esta basado en el Algoritmo de Roy-Warshall, y en su formulacion esta implicita
la Operacion L, introducida en 3.9.

El mismo lleva a que los caminos elementales se determinen en un orden que
es consecuencia del orden lineal inducido por la designacion de sus vértices.

Consideraciones similares a las hechas poco mas arriba permiten adaptar este
procedimiento al caso de multidigrafos propiamente dichos.
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Algoritmo L (para determinar todos los caminos elementales de un digrafo)
Sea G undigrafo de vértices 1,2, 3,...,n; y P(G)=(p;;)lamatriz tal que
pij = i,j siexiste arco (i, )
& en caso contrario.
A partirde P(G) se construye la matriz Q' = (q’,—,j ) con:
qij= pij sii=1;6sij=1;,6sipq=T;6sip,=¢
caso contrario

q1i, j = pij / elconjunto de sucesiones de laforma i,1,j,coni #1 #j
(eventualmente i=j)

En general, para las sucesivas h, 2 < h < n, las componentes de Q" son:

q",;=q"", sii=h;6j=h; 6sial menos unodelos g™’ ; ¢" " ; es vacio

caso contrario

q".;= q"",; / elconjunto de sucesiones que resultan de concatenar cada
sucesion i, ..., h contenida en ¢, , con cada sucesion
h, ... j de q™,; ; supuesto que la sucesion i, ..., h, ..., j

resultante carezca de elementos repetidos, excepto posible-

mente i=j.
La recurrencia que lleva a la construccién de Q" permite afirmar
_ que los caminos elementales explicitados en Q" se conservanen Q™.;
— que en qh/,j , eventualmente i = j, quedan explicitados los arcos (i, j) y
los caminos elementales i—j con vértices interiores a lo sumo h.
Por lo tanto, al construir Q" quedan determinados todos los caminos buscados.

Asi, dado el siguiente digrafo, y poniendo . en lugar de & tendremos

3 4
I
g5
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1,2
2,1
3,2

1,3
2,3

1,2 L3
21 212 23/2]13

P(G) = 34 . 32 34 .
45 45

52 53 54 5,2 5.3 5,4
1,2,1
2,1

3,2,

1,2
2,1,2
3,2

1,3/1,2,3

2,3/2,13 .
3,2,3/3,2,1,3 34 .
4,5

52,1 52 53/523/5213 5,4

1,2,1/1,3,2,1
21
3,21

1,2/1,3,2
2,1,2/23,2/2,1,3,2
3,2

1,3/1,2,3
2,3/2,13
3,2,3/3,2,1,3

13,4/1,23,4
23,4/2,13,4

3.4
. 45
534755347
54/5213,4

5,3/5,2,3
5,2,1,3

5,2,1/5,3,2,1 5,2/5,3,2

Q* difiere de Q® sélo en su quinta columna, de elementos 1,3,4,5/12.345 \\
2345/21345 \ 345 \ 45 \\ 545/5345/52345]/ 52,1,3,5

Finalmente Q° es

121/1321 12/132/ 13/123 134/1234 | 1345/12345
134521 13452
21 212/232/2132 23/213 234/2134 | 2345/21345
23452/213452
321/34521 32/3452 323/3213/3453 34 345
34523/345213
4521/45321 452/4532 453/4523 454/452134 45
45213 4534/45234

521/5321 52/532 53/523/5213 534/5234 | 545/521345
54/52134 : 5345/52345
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Observemos que q21,1 = 1,2,1 es una permutacioén circular del camino cerrado
21,2 explicitado previamente en q’22 ; y que en Q® se encuentran, simultanea-
mente, permutaciones del 3,2,3 y del 3,2,1,3 ya determinadas en Q2

En la siguiente seccidon veremos como podriamos operar para explicitar de cada
circuito sélo una de las permutaciones circulares que lo determinan.

Por otra parte, parece oportuno destacar que el algoritmo que nos ocupa permi-
te también determinar caminos simples en multidigrafos, pero no necesariamen-
te a todos ellos.

Bastaria al efecto tomar en cuenta no la designaciéon de los vértices sino la de
los arcos, y prohibir sucesiones con reiteraciones, aun en los extremos.

) 2
Asi por ejemplo, dado
e b \c\x\
1 / >
d 3 € 4
alb alb
tendremos P@G)= | ~ ° Q= R
d ) . e d daldh . e
alb ac/lbc

c

Q2= . . .
d dal/db dacl/dbc e

acd/bed albl/acdb/beda acl/bc acelbce
cd cdal cdb c ce

3 - 4=
w=Q d daldb dac/ dbc e

Ella enumera los caminos simples del digrafo, a menos de : d,a,c,e \\ d,b,c.e.

3.11. 1-DIFACTORES, DETERMINANTES Y PERMANENTES

En esta seccion nos proponemos ver como puede simplificarse el Algoritmo L
para el caso en que sélo interese determinar circuitos elementales, y en particu-
lar para hallar los 7-difactores del digrafo en consideracion.
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Luego veremos como utilizar la descomposicion en cuestion para evaluar el de-
terminante (el permanente) de las matrices cuadradas.

3.11.1. 1-DIFACTORES

Del proceso constructivo que implica el Algoritmo L es inmediato que dado un
digrafo de orden n, sus bucles estan presentes entodaslas Q", T<h<n.

En Q" estan explicitadas, ademas, todos sus caminos elementales y en particu-
lar todos las sucesiones que definen a sus circuitos elementales.

Obviamente, para determinar a tales circuitos (y por ende a los 7-difactores) es
innecesario explicitarlas a todas. Basta con determinar sélo una de las sucesio-
nes que definen a cada circuito, las restantes se obtendrian luego por permuta-
ciones circulares.

Por esto, y para cuando sélo interese determinar circuitos, introduciremos una
modificacion simplificadora del Algoritmo L.

Ella fue comunicada en la XLV® Reunién de la Unién Matematica Argentina,
desarrollada en Rio Cuarto, en 1995, y segtin veremos permite hallar todos los
circuitos elementales disminuyendo en mucho el nimero de operaciones que
implica el Algoritmo L.

Se basa en explicitar, de las distintas sucesiones que determinan caminos ele-
mentales cerrados, sélo aquellas x;, ... ,x. Xy, ..., X1, (Xj) con xj=max. x; ,
1<i<L, eliminando la enumeracion de sus permutaciones circulares.

Para formalizarla convendremos en notar :

- Q" alamatriz que se obtiene a partir de Q® conservando de su h-ésima
fila y de su h-ésima columna sélo la informacién incluida en el elemento
que tienen en comun.

A tal efecto substituiremos por & los q*,; ,ylos ¢, , i #h #j.
El resto de Q* no se modificara.

Es claro que al pasar de Q*" a Q*h se eliminan, si los hay, las sucesiones re-
presentativas de los caminos elementales abiertos con uno de sus extremos en
h, pero no las de los posibles caminos elementales cerrados en h.
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Algoritmo L*
Para determinar todos los circuitos elementales de un digrafo G de orden n

1) Aplicando el Algoritmo L a la matriz P(G) determinarla Q' = Q.
Hallar luego la Q*", y pasara 2), parah = 2.

2) Aplicando el Algoritmo L ala matriz Q*"" hallar Q*" .
Construir luego la Q*h, ysi h < n-1 reiterar 2).

Caso contrario, en Q* se ha explicitado una de las sucesiones que definen a
cada uno de sus circuitos elementales.

Para visualizar la diferencia de comportamiento entre los Algoritmos L y L*, su-
pongamos que G es el circuito elemental de vértices 71,2, 3.

Aplicando el Algoritmo L tendremos que :
en Q' se explicitan los caminos 7,2 \ 23 \ 3,71 W\ 3/1,2.;
en Q° ademas de ellos se incluyen 1,2,3 \\ 3,1,2,3.
en Q° selesagregan 1,2,3,1 \ 2,3,1,2 \ 2,3,1.

En cambio, aplicando el Algoritmo L* tendremos :
1,2 . . . . .
Q=qQ"=|. . 23 @ =| . 23 @*=| . 23
31 31,2 . . 312 . . 3.2 31,23

La Unica componente no vacia de Q*? es 3,1,2,3 y ella corresponde al circuito
1,2,3,(1).

Seguidamente esbozaremos un razonamiento que lleva, al aplicarlo reiterada-
mente y para valores crecientes de h, a justificar la validez del Algoritmo L*,

1) Sélo se eliminan caminos abiertos
2) Los bucles estan presentes en todas las Q*".
3) Para cada uno de los restantes circuitos elementales C,, = x7,x2, ... ,x. ,(X1)

con min.x; =u; max.x; =v; u<v, 1<j<L caben las siguientes tres
afirmaciones.
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i) Si h=u los distintos 2-caminos de arcos («, ,u); (u,pB,),y los otros arcos de
Cuv quedan indicados en Q*h, enentradas q,s con u<r<v;,u<s<v.

if) Imaginando un “reemplazo” de cada camino de arcos («,,u); (u,pB,), porel
“arco auxiliar’ («, ,p,) el circuito C,, se transforma en otro C,\, u’> u+1,

tal que : siu’<v puede reiterarse i), ysi u=v el circuito C,, en cuestion
queda explicitado en Q*" y sucesivas.

iii) Substituyendo los distintos “arcos auxiliares” que llevaron a C,,v por sus res-
pectivos caminos se obtienen una sucesién x;, ..., x¢,..., X1, cONX; = Vv,
que identifica al circuito en cuestion.

En particular, aplicando el Algoritmo L* al ejemplo de pag.142 tendremos :

45

.12 13
21 212 23/213
Q=qQ"=|. =3 ‘ »
52 53 54
212 23/213
Q" = 32 323/3213 34 .
: : .45
52 153/5231 54
212 , _
Q™ = 323/3213 34
153/523 54/52134
| 5213 | 1534/5234

Q*1 =

Q*2 =

45

212 23/213
32

52 53
212 .
323/3213

34

54

54

45

45
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212 .
323/3213

Q* :

- 45
54/52134; 545/521345]
534/5234 | 5345/52345:

Finalmente, los Unicos elementos no vacios de Q* = Q" = Q*° son los de la
diagonal, asaber:212 \\ 323/3213 \\ 545/521345/5345/52345.

En nuestro caso, todos los circuitos incidentes en 7 inciden también en otros
vértices, identificados por digitos i > 71 y esta situacion se refleja en Q* porla
vacuidad de su componente diagonal de la primera fila.

Lo mismo puede decirse respecto de los circuitos incidentes en 4

Resumiendo, los circuitos elementales del digrafo en consideracion son :
21,21323\3213W1545\1534,5\152345\52,1,34,5

Del analisis correspondiente resulta la existencia de los siguientes 71-difactores :
df1 =52,1,345 \\ df, = 2,1,2, -- 5345 \\ df3=32,1,3 -- §4,5.
Ninguno de ellos incluye al arco (2, 3).

3.11.2. DETERMINANTE Y PERMANENTE DE UNA MATRIZ

Dada una matriz A =( a;;) su determinante es det. A = Z(—l)"‘”’ sy
rell

con la suma extendida a todas las permutaciones z(i)=j, ; con o(z)=1, 0
con o(x)=-1 segin que ji, j», ... , jn tengarespectode 1,2, 3, .., n, un
namero par, o impar, de inversiones.

Su permanente se define en forma similar, pero sin atender al signo o(z) de las

permutaciones involucradas. Esta nocién es tratada en [Rys63], y a ella estan
dedicados [MarM65], [Minc78] y el Cap.7 de [BruR91].

Sabemos que toda matriz cuadrada A = ( a; ;) es realisable como matriz prece-
dencia de un digrafo a cuyos arcos se les asignaron valores g; j, y segun esbo-
zaremos a continuaciéon el conocimiento de las propiedades estructurales de
dicho digrafo permitira adoptar el Algoritmo L* para evaluar el determinante, o
el permanente, de su matriz de precedencia.
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Este meétodo de evaluacion, que parece remontarse a Cauchy, suele denomi-
narse “evaluacién topolégica’.
Para mayores precisiones ver [Chen71a], [ChiS99], [Har62/69d].

La posibilidad de expresar cualquier permutacion como producto de permuta-
ciones circulares univocamente determinadas y disjuntas dos a dos permite
afirmar, interpretando A como matriz precedencia de cierto digrafo valuado, que
para calcular det. A ( per. A') bastara conocer las permutaciones que definen
sus 7-difactores.

Si tales permutaciones no existen det. A=0.
Caso contrario, si cierto 7-difactor tiene h circuitos, de longitudes Iy, I, ..., I ,
el nimero de inversiones entre los indices de filas y los de columnas de cada

a1 ,-, anjn € » (I,—1)=n—h. Dedonde, (1)°™ =(-1)"""=(1)"*"

Luego, si f es un 7-difactor de Ga, y notamos H; al conjunto de las permuta-
ciones que él define, V; al producto de los valores de los arcos que lo compo-
nen, y c¢r al numero de sus circuitos, se tiene que :

det. A = Z(_l)a(”) Gijp> o 5ny, = Z(—l)””’- vy
S

zrer

Por otra parte, y ya que las longitudes de los circuitos en consideracion coinci-
den con el numero de vértices en los cuales inciden, puede verse que el ndme-
ro pr de los circuitos pares del 7-difactor f es par siambos n, ¢; son pares, o
bien, si ambos son impares, y so6lo entonces.

Luego, (=1)""% = (- 1)’s,yporiotanto det. A= > (-1 V,.
7

Para hallar permanentes caben argumentos similares.

Por ello, y supuesto existen 1-difactores, per. A=Y a,, ...a,;, = >V,
rell f

Resumiendo :
Si A=(a;;) esla matriz precedencia del digrafo G, se tiene que :

i) Si G carece de 1-difactores, det. A =per. A=0.
i) Caso contrario, si para cada 7-difactor f de G, su valor es V4 , el niUmero

de sus circuitos es ¢y , y el de sus circuitos de longitud par es pr
det. A= (-D)"".V, = > (-D".V,
f I

per. A= >V,
7
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321 00
0 0310
Apliguemos lo dichoalamatriz A={1 0 0 1 0| que es lade precedencia
0 2 0 01
0 500 4
b
del digrafo arco valuado 5 o
4
1

Los circuitos de sus 71-difactores son los de vértices : a / b,c,d,e W\ a,c / b,d,e
W ac /7 bd/e W a / b,c,d/e. Sus respectivos valoresson:45,5, 8, 7.

Dedonde det A=(-1)7.45+(-1)". 5+ (-1)% 8+ (-1)%. 72=30
=(=1)".45+(-1)". 5+ (=1)% 8+ (-1)°. 72=30
per. A =130

En particular:
Si A es la matriz de precedencia de un digrafo todo a;; € { 0,7} y ental caso:
per. A = numero de 7-difactores de G.

det. A= Z(—l)”f= | Fol—| Fi|; donde | Fp|, (| Fi |)es elnamero
s

de sus 1-difactores con nimero par (impar) de circuitos pares.
y la suma se extiende a todos los 7-difactores.
Por lo tanto :
Si A es una matrizde 0, 1, y todos los 7-difactores de su digrafo aso-
ciado tienen numero par de circuitos de longitud par, det. A = per. A.

El problema de caracterizar las matrices cuyo determinante y permanente coin-
ciden es, segln nuestro conocimiento, un problema abierto.
Una solucion parcial fue dada en [BeiH66], al demostrarse que :

Si A es la matriz precedencia de un digrafo G : det. A =per. A siy solo si

— en cada una de las componentes fuertes de G todos sus 7-difactores tienen
numero par ; o bien todos tienen nimero impar, de circuitos de longitud par.

—~ el nimero de componentes fuertes cuyos 7-difactores tienen niumero impar
de circuitos, es par.
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En [BeiH66] también se consideré el caso de las matrices cuadradas de com-
ponentes 0,+ 1 ,— 1, representativas de digrafos signados.

Para el caso de matrices simétricas cabe la siguiente observacion :

Si A es una matriz simétrica, ella puede ser vista como la de adyacencia de un
grafo arista valuado, y razonar en forma analoga a la anterior sobre el G4 en
cuestion, o recurrir a una estrecha relacién entre los 7-difactores del simetrizado
de Gp y ciertos subgrafos de G .

Estos subgrafos estaran constituidos de bucles, y/o de ciclos elementales de
longitud mayor o igual que tres, y/o de aristas libres (o aisladas).

Mas precisamente, los circuitos elementales de longitud uno (dos) en G,° pue-
den identificarse con bucles (con aristas distintas de bucles) en G4 , mientras
que cada circuito elemental de longitud L >3 de Ga ®, y su opuesto, corres-
ponden a un mismo ciclo de G, , también elemental de longitud L.

Asi entonces, cada 7-difactor de G4° determina un subgrafo cubriente de Gy,
formado con ciclos elementales de longitud L > 3, o bucles, o aristas libres (es
decir, no pertenecientes a ciclos del subgrafo en cuestion).

A estos subgrafos les diremos “simples”. ( frecuentemente, y en particular en
[ChiS99] se denominan “1-factores”).

Para la correspondencia entre aristas de G, y circuitos de longitud dos en G,°
es esencial la carencia de aristas paralelas.

De lo precedente y limitandonos al caso de matrices simétricas de 0,71, se de-
muestra que :

Si A es la matriz de adyacencia de un grafo G de orden n, y F es el conjunto
de sus “subgrafos simples” entonces :
i) Si F esvacio, det. A=per. A=0.

i) Caso contrario, si para cada f € F el nimero de sus aristas libres
mas el de ciclos pares es p; ; el nUmero de sus ciclos de longitud ma-
yor o igual que tres es ¢r y el nimero de componentes conexas de f
es hs ; entonces

det. A= (-D™.27 = Y (-)"™".2% W per. A=Y 2%
f f f
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Corolarios :

— Si G es grafo aciclico de orden n que admite 7-difactores, detA(G) = (-1)"?

— Si M es una matriz simétrica, de orden impar, de componentes 0, 1 y de
diagonal nula, su determinante es un nimero par.

Para el caso en que las componentes de A no son necesariamente 0,7, nos re-
mitiriamos a la bibliografia indicada poco mas arriba.

Apliquemos lo dicho al caso

11100 b
1 01 11
AG)=j1 1 01 0 G €
01101
01 010 c d

Las aristas que integran los subgrafos a considerar y sus correspondientes pr,
¢r, hr estan indicados en siguiente cuadro.
pr Cr hy

[a,a], [b,c], [d,e]

[a,a], [b,e], [c,d]

[a,a], [b,c], [c,d], [d,e], b,e]
[a,b], [a,c], [b,c], [d,e]
[a,b] [a,c], [c,d], [d,e], [b,e]

De donde det A= (=1)% 2%+ (=1)2. 2%+ (=1)". 2" + (1) 2"+ (1)°. 2
= (=1)% 20+ (=1)8 204 (=1)7. 2" + (=1)7 2"+ (-1)®. 27

O = =ANN
_A_m_O0
alh N YW

—2.

Concluyanos esta capitulo observando que si bien es habitual indicar que una
matriz tiene determinante nulo si y sélo si sus filas (columnas) son linealmente
dependientes, es menos frecuente recordar que :

Dada una matriz M de orden n, todos los monomios del desarrollo de su

determinante son nulos si y sélo si M contiene alguna submatriz nula de
tipo pxqg talque p+qg>n
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Esta afirmacién es consecuencia directa del hecho que toda matriz cuadrada
puede reinterpretarse como matriz precedencia, y de lo visto en pag. 62, relativo
a como la carencia de 7-difactores de G se refleja en su matriz precedencia.

De lo precedente y para el caso de las matrices doblemente estocasticas, es

decir de aquellas (m;;)con m, >0, sz,j =me,j = 1 cabe lo siguiente :
i j

Si M es una matriz doblemente estocastica al menos uno de los mono-
mios del desarrollo de su determinante es no nulo.

En efecto, caso contrario, y supuesto que M es de orden n, M admitiria una par-
ticion en cuatro submatrices, a saber : una matriz nula O de dimensién pxq
con p +q>n,ylas matrices P, QR dedimensiones px (n-q) ; (n-p)xq y
(n-p) x (n—q).

En tal caso, la suma del total de elementos de Q seria g, y como g>n— p +1
la suma del total de elementos de Rseria n—-p-qg<n—-p-(n-p+1)=—1.
Absurdo, pues cada m,; es no negativo.
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EJERCICIOS

3-1)
Dado el multidigrafo

e
1 l/
a) determine sus caminos de longitud dos (tres) con vértice inicial 1.
b) ¢ cuales de ellos son simples ? elementales ? cerrados ?
c) determine sus circuitos de longitud dos (tres).

d) determine en su sostén algunas cadenas de longitud dos (tres).
e) ¢, cuales son orientables ? simples ? elementales ?

3-2)
Demuestre que :
a) todo camino elemental es simple.
b) toda cadena elemental abierta es simple, y por ende es orientable.
c) toda cadena elemental cerrada distinta de la de longitud dos que
deviene de recorrer una misma arista en ambos sentidos es simple.
d) todo vértice no aislado pertenece a infinitas cadenas de longitud par.
e) todo camino de un multidigrafo G define una cadena de su sostén G,
y que la reciproca es falsa excepto si para todos los vértices de G se
tienen gri(x) <1y gr(x) <1.

3-3)

Suponga que existen caminos simples (elementales) a >b y b > a.

¢ Se puede afirmar que existe un camino cerrado simple (elemental) que con-
tiene ambos vértices ?

3-4)

Suponga que en un tablero de ajedrez los escaques esquineros de una misma
diagonal se designan A, B. ¢ Podran conectarse A y B con un recorrido que in-
cida exactamente una vez en cada uno de los escaques, si sélo puede pasarse
de uno de ellos a sus adyacentes de igual fila, o de igual columna ?
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3-5)

Demuestre que en todo multigrafo conexo cada par de cadenas elementales de
longitud maxima tienen al menos un vértice comun. ¢4, Podria afirmarse que tam-
bién tienen una arista comun ?

3-6)

Dos viajantes de comercio salen de la ciudad A, uno de ellos con destino a la
ciudad B y el otro hacia C. Ambos eligen el recorrido mas corto, y ambos deben
pasar por las ciudades P y Q. j Se puede afirmar que los dos viajantes deben
arribar a P, y a Q, en un mismo orden ?

3-7)

Muestre que si G es un grafo sin bucles, y todos sus vertices tienen grado ma-
yor o igual que h, h > 1, entonces G contiene :

— al menos una cadena elemental abierta de longitud L > h.

- " " " " cerrada de longitud L>h + 1.

Vea que las cotas dadas no son mejorables, y que la afirmacién anterior no es

valida si G admite bucles o es multigrafo propiamente dicho.

3-8)

Vea que todo camino cerrado de longitud impar, contiene al menos un camino
cerrado elemental de longitud impar. ¢, Vale una afirmacion similar substituyen-
do impar por par ? ldem, 4 camino por cadena ?

3-9)
Determine en el siguiente grafo las distancias entre el vértice A y los restantes.

Verifique resultados empleando la matriz de adyacencia.

3-10)
Vea que un vértice x pertenece a una geodésica de extremos a,b, siy solo si
d(a,x) + d(x,b) = d(a,b).

3-11)

Restringiéndose a los grafos sin bucles muestre que si un grafo tiene diametro
mayor que tres, el diametro de su complementario es menor que tres.
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3-12)
Supuesto que z es accesible desde a justifique la validez del siguiente algoritmo
para determinar caminos a—z con el menor niimero de arcos.

1) Poner Ag ={a}, valuar a con 0 y pasar a 2).

2) Sea A;, i>0, el conjunto de vértices valuados i. Siz € A; pasar a 3),
Caso contrario valuar (i+7) a todo vértice no valuado, extremo final de
algun arco (p, q) con p € A;, y reiterar 2) aplicandolo a A +1.

3) Determinar, a partir de z=x, un camino a =xyp, X1, ..., X, =2z de arcos
(X, Xj+1) con vértices x, valuados r.

Apliquelo al siguiente digrafo.

3-13)

Modifique el algoritmo anterior con vistas a determinar, supuesto que no hay
caminos cerrados, los caminos de vértice inicial a con mayor nimero de arcos.
Apliquelo al digrafo del ejercicio anterior previa eliminacion del arco (d, c).

3-14)

Vea que :

— G carece de bucles y de aristas paralelas si y sélo si todo ciclo tiene al menos
tres aristas.

— sidos ciclos de G incluyen a una misma arista e, entonces G contiene un
ciclo que no contiene e.

— todo ciclo simple es unién de ciclos elementales arista disjuntos.

— la diferencia simétrica de dos ciclos simples genera un conjunto, quizas unita-
rio, de ciclos simples arista disjuntos dos a dos.

3-15)
Demuestre la equivalencia de las siguientes afirmaciones.
— el digrafo G carece de circuitos.
— todo camino de G es elemental.
— los vértices de G pueden numerarse de manera tal que todos sus arcos
sean de laforma (a, b) con a <b; o sea, de manera tal que su matriz
de precedencia tome forma triangular.
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3-16)

Vea que G admite raiz (antirraiz) r si y sé6lo si cualesquiera sean sus vértices
a,b, existe al menos un ¢, no necesariamente. axc# b ; c#r, desde el cual am-
bos son accesibles (que es accesible desde ambos a, b).

3-17)
Vea si el digrafo dado por la siguiente tabla carece de circuitos, y en tal caso
representelo por niveles ascendentes y por niveles descendientes

X a b c d e fig h
F(X) bad c.8 f>h c.e: g h f -

3-18)
Dado el digrafo

determine aplicando el Algoritmo de Trémaux sus caminos simples a— b ;yen
su sostén, aplicando el de Tarry, las cadenas elementales de extremos a,b.

3-19)
Demuestre que si el multidigrafo G carede de entradas (salidas) sus componen-
tes conexas contienen caminos cerrados, y que la reciproca es falsa.

3-20)
Vea que :
a) siun multigrafo contiene exactamente dos vértices de grado impar,
ambos estan en una misma componente conexa.
b) si G es no conexo, su complementario es conexo de diametro dos.
c) los grafos autocomplementarios son conexos.

3-21)

Demuestre que G es un multigrafo par (multidigrafo balanceado) si y sélo si su
conjunto de aristas (de arcos) puede cubrirse con una familia de ciclos (circui-
tos) simples arista (arco) disjuntos dos a dos.
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3-22)
Vea que de las operaciones "h-ésima potencia" y "h-ésima subdivisién" (intro-
ducidas en 2.1.10) caben las siguientes definiciones alternativas.

El grafo h-ésima subdivisién de G es el que resulta de reemplazar en G,
cada arista [p, g], eventualmente p = g, por una cadena elemental de extre-
mos p,q, y de longitud 2" .

El grafo h-ésima potencia de G es el G" que se obtiene incorporandole,

si es necesario, una arista [p, q], p #q, por cada par de vértices p, g, no ad-

yacentes que sean extremos de al menos una cadena de longitud L < h.

El digrafo h-ésima potencia de G es el G" obtenido al incorporar a G, si
no existe, un arco (a, b), eventualmente a = b, por cada par de vértices a, b, que
sea extremos de un camino a—b de longitud 1 <L <h.

3-23)
Constate que las siguientes afirmaciones son equivalentes :
- u=[a, b] es arista puenteen G =(V, U)
- U es la unica cadena de G que conecta a con b.
- G—{u} tiene mas componentes conexas que G.
- existe una particion de V en subconjuntos V;, V- tal que cualesquiera
sean peV;, geV, toda cadena de extremos p, g, contiene u.

3-24)

Demuestre que :

— si G es grafo sin bucles de orden n, y para todo x se cumple gr(x) = (n—1) /2
G es conexo

—si G es digrafo sin bucles de orden n, y para todo vértice x se tiene que
min. ( min, gr(x) , min,gr'(x)) > (n—1/2, G es fuertemente conexo.

3-25)
Represente todos los arboles (o sea, todos conexos aciclicos) de é6rden n < 7.

3-26)
Demuestre la Prop.3.6.2 siguiendo los érdenes 1,2,3,4,56y 1,4,3,6,5,2.

3-27)

Demuestre que :

— todo arbol es grafo bipartido (o bicolorable).

— todo arbol de orden n tiene ((n-1).(n-2)) /2 pares de vértices no adyacentes.
— toda arista pendiente de un conexo pertenece a todos sus arboles cubrientes.
— si A es el mayor de los grados de los vértices de un arbol T, entonces T tiene
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al menos A vértices pendientes.
3-28)
Suponga que dy, da, ..., d, es la sucesién de grados de un grafo sin bucles G.
Si G es arbol Zd, =2.n-2 ¢ Se puede afirmar también la reciproca ?

3-29)
Pruebe que si es grafo conexo sin bucles de orden las siguientes propiedades
son equivalentes.
- G es 2-conexo.
- cada par de vértices esta incluido en un ciclo elemental.
- para cada vértice y cada arista hay un ciclo elemental que los contiene.
- cada par de aristas esta contenido en un ciclo elemental.
- dados dos vértices y una arista hay al menos una cadena que los
conecta y contiene a la arista.
- para cada terna de vértices hay una cadena que conecta dos de ellos y
contiene al tercero (pero no contiene al tercero).

3-30)
Sea G un grafo de orden n con m aristas distintas de bucle. Determine la
verdad, o falsedad, de las siguientes afirmaciones :
-si m < n-2 es disconexo (es aciclico).
- si es disconexo m < n-2.
-si m>n-2 es conexo.
- si m > n es conexo (contiene ciclos)
-si m=n+1 tiene al menos dos ciclos.
¢, Cuales de las afirmaciones precedentes pueden extenderse a multigrafos ?

3-31)

a) Escriba la matriz precedencia del multidigrafo del Ejercicio 3-1 y calcule su
segunda, y su tercera potencia.
Reencuentre asi, resultados obtenidos en 3.1).

b) Idem a) pero considerando cadenas y la matriz adyacencia del sostén de G.

3-32)

Muestre

a) que el opuesto de un digrafo unilateralmente conexo también lo es.

b) que todo fuertemente conexo no trivial de orden n tiene al menos n arcos
distintos de bucles, y que para todo n > 2 existen fuertemente conexos de
orden n con exactamente n arcos distintos de bucle.

c) que G es f-conexo siy sélo si existe un camino cerrado cubriente.

d) que G es f-conexo siy soélo si todos sus vértices son raiz y antirraiz
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3-33)
Demuestre las Proposiciones 3.7.1.b) y 3.7.2

3-34)
Dado el digrafo G =(V, I') vea que :
a) Si G es antisimétrico, su matriz precedencia P = (p;;) y P?= (p? ;) tie-
nen sus componentes diagonales nulas.
b) Si G es antisimétrico débil entonces p;; #0 siy solo si pz,;,- #0..
¢, Valen también las respectivas reciprocas ?

3-35)
Sea G un grafo sin buclesy A su matriz de adyacencia.
Vea que :

- (A? )ij .1 #Jj,es el nimero de vértices adyacentes al par de vértices i, .

— (A?);; es el nimero de aristas incidentes en i

— (A%);; eselduplode los K; incidentes en .

— Latraza de A da el numero de bucles de G, y la de A3 seis veces el nimero
de subgrafos K3 en G.

3-36)
Sea G undigrafoy P su matriz de precedencia.
Vea que :

- (PP )ij » i #j,es el nlmero de sucesores inmediatos del par i, j.
— (P.P");; eselgrado positivo de i.

- (PP )ij es el nimero de predecesores inmediatos del par j, j.
— (P.P);; +(P.P);; =gradoen G del vértice i.

3-37)

Dado un multigrafo sin bucles sea B su matriz de incidencia, y C su matriz ciclo
elemental.

Vea que si en ambas matrices las aristas se disponen en un mismo orden, en-
tonces, en Z,, setiene B.C'= C.B! = O, con O matriz nula.

Vea que lo mismo cabe para el caso dirigido si se opera en el cuerpo real ®,

3-38)

n-1
Sea A la matriz adyacencia del multigrafo G no discreto de ordenn, y B =2Ai

i=1
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Que puede decir de G si alguno de los elementos no diagonales de B es nulo ?
Podria ser nula alguna de las componentes diagonales de B ?

3-39)
Vea que si G es fuertemente conexo, y sélo entonces, R(G) =J (J matriz con
todas sus componentes 1)

3-40)
Sea G el digrafo definido por la siguiente matriz de precedencia, donde con . se
indica la carencia de arcos. Determine, utilizando distintos métodos su clausura
transitiva, sus componentes fuertemente conexas y su matriz accesibilidad.
Utilice el digrafo cociente Gy para dar, de G, una representacién topolégica ma-
nejable.

1. . ... 1

3-41)
Vea que :
a) si G es grafo conexo también lo es su adjunto.
b) si G es digrafo conexo su adjunto puede, o no, ser conexo.
c) si G es digrafo fuertemente conexo también lo es su adjunto.
¢, Que puede decir de las respectivas reciprocas ?

3-42)
Determine, aplicando distintos métodos, los caminos elementales del digrafo

.‘_F >
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¢, Cuadles son sus 7-difactores ?
Evalue el determinante y el permanente de su matriz precedencia.

3-43)
Recurriendo a la evaluacion topolégica de los determinantes
b) calcule el determinante y el permanente de las matrices de adyacen-
cia de Kn, ne {2, 3, 4 5 }, K2‘2=C4 , C5 ,K2,3
b) idem respecto del exaedro, del octaedro, de los ciclos C, y de los cir-
cuitos de orden n.

3-44)

Explique, recurriendo a la teoria de grafos, porqué se puede afirmar :
Si M =(m; ;) es una matriz simétricacon m;; =0y m;; =1, sii #j, todas
las componentes de la diagonal principal de M” coinciden entre si, y también
coinciden entre si todas sus restantes componentes.

3-45)

Constate que para el caso en que A es la matriz adyacencia de Ks las compo-
nentes diagonales dy y las no diagonales ¢, de A" satisfacen:

—dy=0 ;=1 5 d>=4 ; Co=3.

Yy que en general, paracada h> 1
— dpe1=4.Cch [ Cper = 3.c, +d, =3.cp+4.chq

3-46)

Muestre que extendiendo 3-45) cabe la siguiente afirmacién ;

Si A, |, J, son matrices de orden n tales que, A es la matriz adyacencia de K,
I matriz identidad, y J la que tiene todas sus componentes igual a la unidad se

k k
tienen: J =n"y ; Ak=(@U-)pF = (n=1)” (=D JHENDT k=,
n

Asi entonces, el numero de sus cadenas de longitud k con extremos i, j, es:

Ck = (n—l)k _(_l)k si Iij

n
de=ck+ (=1)"=(n-1).cs , si i=j. dedonde cx = (n—1).cous — (=1)¥

Ademas, y puesto que A= A AK7

Cx = dj.q + (n—2).ck.1 = (n—1) .Cio + (n—2). Ck.-1.

Asi, para n = 5 a las expresiones del ejercicio anterior pueden agregarse
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4k 1 (-D*4
—

Cik

4k —(-1)*
=——-—-——§ ) ;dk=4.Ck-1=

3-47)
Resuelva, con conceptos de la teoria de grafos, los siguientes entretenimientos

A)) A la orilla de un rio se encuentran un lobo, un repollo, y una oveja, al cuida-
do de un pastor que debe trasladarlos a la otra ribera. 4 Sera posible cruzarlos
si solamente se dispone de un bote en el cual el pastor puede transportar, por
vez, a lo sumo uno de los objetos en cuestion ? En tal caso, de cuantas formas,
y cual sera el menor numero de cruces necesarios ?

B)) Se tiene una jarra de 8 litros repleta, y dos vacias de capacidades 5y 3 li-
tros. ¢, Sera posible, empleando sélo trasvasamientos y vaciados totales, que-
dar con exactamente cuatro litros en dos de ellas ?

Idem ¢ con un Unico litro en alguna de ellas ?

En tales casos, ¢ cuantas soluciones hay ? ; cuantas operaciones son necesa-
rias al menos ?

C)) Dos maridos celosos y sus respectivas esposas deben atravesar un rio, y
para ello disponen de un bote que sélo admite dos personas, y todos pueden
remar. ; Sera posible el traslado de manera que nunca queden solas parejas
gue no sean matrimonio ?

En tal caso ¢, de cuantas formas se lo podria lograr ?

D)) Vea que también tiene solucion el problema similar para el caso de tres pa-
rejas, pero no para el de cuatro excepto si se dispone de un bote de mayor ca-
pacidad.

E)) Usando su carro un granjero tiene que llevar a la ciudad dos toros y tres
ovejas. El camino hacia la ciudad es barranca abajo y en ese sentido el granjero
puede transportar hasta dos animales por vez; pero en el sentido contrario solo
uno. Se supone que si el granjero no esta presente el numero d ovejas debe ser
nulo, o bien, superior al de toros. Vea que es posible el traslado a la ciudad,
pero que no seria factible volver con los animales a la granja
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CAPITULO 4

PROBLEMA EULERIANO
4.1. INTRODUCCION

Volviendo sobre algo ya indicado en el Prélogo consideremos el siguiente pro-
blema, que preocupaba a los habitantes de Kénigsberg, Prusia.

Dicha ciudad estaba atravesada por el Rio Pregel, y en él habia dos islas
vinculadas entre si y con las margenes del rio segin se indica en el es-
quema que sigue.

¢, Seria posible efectuar una caminata, tal que luego de utilizar exacta-
mente una vez cada uno de los puentes se volviera al punto de partida ?

La respuesta podria obtenerse por exhaucién, tomando en cuenta todas las
caminatas posibles, pero esto seria un proceso tedioso carente de generalidad.

En reemplazo de dicho método el prestigioso mateméatico suizo Euler ided una
metodologia general, y en un trabajo que segln parece permanecié desconoci-
do por largo tiempo, y hoy se admite como el mas antiguo de aquellos en los se
recurre a métodos propios de la Teoria de Grafos, lo resolvid por la negativa.
[Eul36/53]

Siguiendo su razonamiento representaremos cada isla, y cada margen del rio
por un vertice, y cada puente por una arista que los conecte.

Tendremos asi el siguiente multigrafo.
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Del analisis correspondiente resulta que sera factible concretar un tal paseo si y
séblo si es posible recorrer el esquema precedente sin levantar el lapiz, sin pasar
dos veces por una misma arista, y volviendo al vértice inicial.

Puede constatarse que la existencia de cuatro vértices de grado impar hace que
ello no sea posible, ni aun omitiendo la restriccién de volver al punto inicial.
Véase que para recorrerlo serian necesarias al menos dos “caminatas”.

El citado trabajo de Euler, cuya primera demostraciéon completa parece deberse a Hierholzer [Hie73] esta
incluido tanto en la reedicién del libro de Kénig [K6n36] realizada por Teubner-Verlag en 1986, como en el
libro de Fleischner [Fie90].

En éste Gltimo se agregan, ademas del trabajo de Hierholzer y una traduccién del mismo, observaciones
sobre el de Veblen [Veb22] ; todos ellos fundamentales para la temética que nos ocupa.
Otras consideraciones pueden verse en [BigLW76] y [Wils86].

En el problema anterior el sentido de recorrido no esta predeterminado; en
cambio si lo esta para el siguiente, que se presenta en relacion con situaciones
muy diversas.

Dado un conjunto (o alfabeto) 4 es habitual denominar k-upla ( o k-palabra ) a
toda sucesién ays, as, ..., ax de elementos de 4.
Si se las supone escritas en rededor de un circulo, o equivalentemente, si se les

introduce el orden circular: a; < a1 ,para 1< i < k-1, yademas ax < ar,
se les dice k-palabras circulares.

Para ellas cabe la siguiente pregunta.
Dado un alfabeto 4 ={a;}, 1< i < h ¢ puede asegurarse la existencia
de k-palabras circulares que contengan exactamente una vez cada una
de las m-palabras posibles de construir con los elementos de 4 ?

Existen sélo si k = h™. Seran dichas h-m-palabras circulares equilibradas.

Notemos que el orden circular implica tomar en cuenta también a las m-uplas
ag, a1, az, ..., Gmp-1 / 8y-1, Ak, a1, ... , @m-2 V/aa/4 k-(m-2), ---, Ak-1., 8k, @1

En ocasiones, y con el fin de enfatizar el orden circular, estas h-m-palabras cir-
culares equilibradas seran indicadas ays, az, ... , ak, (@1, ... , @m-1).

Seguln parece, este “feleprinter's problem” aparece ligado a reglas mnemotécni-
cas de la musica de la Antigua India, y fue planteado formaimente en 1894.

Una resena histérica del mismo y de sus aplicaciones se puede ver en [Chi82].
Alli se extienden referencias dadas en [Bar66), [Hall67], [Lint74], [Stein61/63c].
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A los métodos dados para hallar soluciones caben agregarse los propuestos en
[ChiO68] y en [Chi82].

Una elegante demostracién de que las palabras h-m-circulares equilibradas
existen cualesquiera sean los enteros h, m, fue dada por Good [Good46] me-
diante la nocion “circuito euleriano”.

Para ello consideré los digrafos Gy, cuyos vértices son las (m—1)-uplas posi-
bles de construir con los h elementos de 4 y cuyos arcos (x, y) representan a
las m-uplas resultantes de yuxtaponer x= (x1,X2, ... ,Xm=1) W Y= (V1,¥2 . .., Ym-1)
supuesto que ;= Xj+1, cualquierasea 1<i<(m-2).

En particular, si 2={0, 1} para m =2 tendremos

Gz2 01

Véase que la Unica solucién, a menos de permutacion circular, es 0,0,7,1,(0).

Para m = 3 tendriamos 01
o1 011
Gz3 000 ( 00 0101101 ; @ 111
100 \ 110

10

Sus soluciones son, a menos de permutacion circular, 0,0,0,1,1,1,0,1,(0,0) y
0,0,0,1,0,1,1,1,(0,0))

Para h =2 el nimero de éstas “de Bruijn sequences” fue determinado en 1894
en [Flye94] y reencontrado en 1946 por de Bruijn [Brui46/75].

A titulo informativo, y para dar una idea de como crece el nimero de soluciones
al variar m puntualicemos que para m = 4 dicho nimero es 716 ;param =15 es
2.048 ;param=6 es 67.108.864 ;y que param =7 supera 14.10°.

Para el caso general el nUmero de las h-m-palabras fue hallado en [AarEB51].
Elmismoes (h!)*h™, con w=h"".
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Los problemas anteriores se inscriben dentro de los que pueden visualizarse en
diagramas unicursales, es decir, en esquemas que se pueden recorrer de un
solo trazo sin reiterar lineas, y en los cuales puede, o no, ser de interés volver al
punto inicial.

Para referencias histéricas sobre ellos, y sobre otros “problemas unicursales”
puede consultarse el Cap.IX de [RouB92].

Mas informacion sobre resultados relativos a la problematica euleriana, o a ex-
tensiones de la misma, pueden hallarse en la muy completa recopilacién de
Fleischner [Fle83b], y en sus libros [Fle90/91].

Otro trabajo de recopilacion a citar es [LesO86].

El “problema del cartero chino”, al cual nos referiremos en 4.3, se refiere a
cuestiones relacionadas con las precedentes, pero para el caso de configura-
ciones valuadas.

4.2. CAMINOS Y CADENAS DE EULER

Se dice camino euleriano del multidigrafo G a todo camino simple que contie-
ne todos los arcos de G.

Diremos que G es euleriano (es débilmente euleriano) si es trivial o contiene
caminos eulerianos cerrados ( si contiene caminos eulerianos abiertos)

Nociones similares caben para el caso no dirigido.

Nétese que segun veremos poco mas adelante, de las respectivas caracteriza-
ciones resultara que la clase de los eulerianos y la de los débilmente eulerianos
son disjuntas.

Recordemos que segin puntualizamos en pag. 41 algunos autores denominan
“eulerianos” a los multigrafos pares, aun cuando éstos no sean conexos.
Tal ocurre por ejemplo en [BusS65], [Fle83b/90], [K6n36], [Read62] y [Robi69].

Proposicion 4.2.1
Un multidigrafo G, no trivial, es euleriano si y sélo si
a) excluidos sus eventuales vértices aislados es conexo y balanceado.
o equivalentemente
b) excluidos sus eventuales vértices aislados es conexo y unién de circuitos
simples arco disjuntos dos a dos.
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Demostracién

Si G es euleriano la validez de la afirmacién a) es directa.

Para demostrar la reciproca supondremos que G es balanceado y que exclui-
dos sus eventuales vértices aislados es conexo.

Por ser balanceado, cualquiera sea su arco u;s = (X7, x2) podra elegirse una
sucesion Uz = (X2, X3) , U3 = (X3, X4), ..., Un= (Xn, X7) que determine un cami-
no Cy, simpley cerrado en xj.

Si G - Cy carece de arcos, se ha hallado un circuito euleriano de G.

Caso contrario, como G — C; es balanceado, aunque no necesariamente co-
nexo, la hipétesis de conexidad sobre G permite afirmar que se puede construir
otro camino cerrado C-, simple y arco disjunto con C;, con al menos un vértice
en comun con Cy. Tales C; y C, se pueden concatenar dando lugar a otro
circuito simple y cerrado Cj.

Si G — C3 carece de arcos se ha hallado un circuito euleriano de G. Caso con-
trario, como G — C3 es balanceado puede reiterarse el proceso anterior; y esto
hasta obtener un circuito euleriano de G.

A partir de la demostracion de a), la validez de b) es inmediata.

Corolarios :
1) Todo multidigrafo conexo y balanceado es fuertemente conexo.

2) Un multidigrafo G es débilmente euleriano si y sélo si eliminados su
eventuales vértices aislados es conexo y balanceado excepcién hecha
de dos vértices a, b, en los que gr*(a)=gr~(a)+1 ; gr*(b)=gr (b)— 1.
En efecto :

La existencia de un camino euleriano abierto desde a hasta b (a # b ) implica

las restricciones indicadas.

Para demostrar la validez de la reciproca basta ver que bajo las hipétesis
hechas, el multigrafo G* obtenido a partir de G agregandole un arco (b, a) es
euleriano, y que por lo tanto G admite un camino euleriano a— b.

Para el caso de configuraciones no dirigidas, y reiterando los razonamientos
seguidos en las demostraciones anteriores se tiene la

Proposicion 4.2.2

Un multigrafo no trivial es euleriano (es débilmente euleriano) si y sélo si exclui-
dos sus eventuales vértices aislados es conexo con todos sus vértices de grado
par (es conexo con exactamente dos vértices de grado impar).
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Corolarios

1) Elcompleto K, es euleriano siy sb6lo si n es impar.

De los K, con n par solo el de orden dos es débilmente euleriano.

2) Un conexo no trivial G = (V, U) es euleriano si y sélo si puede descom-
ponerse en un conjunto de ciclos elementales arista disjuntos.

3) Si G tiene exactamente k vértices de grado impar (k debe ser par) el
namero minimo de cadenas necesarias para cubrirlo es k2 , y cada una
de ellas tiene sus extremos en vértices de grado impar.

4) El bipartido completo K, es euleriano siy sélo si ambos p, g, son pares
y débilmente euleriano siy sélo p=qg=1,0bien p=2y q impar.

De las caracterizaciones dadas resulta que :

i) Si un muitidigrafo admite caminos eulerianos cerrados, todos sus recorridos
eulerianos son cerrados. Una afirmacién similar cabe para el caso no dirigido.

i) Un multigrafo conexo es unicursal si y sélo si contiene a lo sumo dos vértices
de grado impar.

iif) Un multidigrafo conexo es unicursal si y sélo si es balanceado, excepto en
dos vértices a, b, en los cuales gr¥(a)=gr~(a)+1; gr*(b)= gr (b) - 1.

Otras caracterizaciones son :

Un multigrafo conexo (V, U) no trivial es euleriano si y sélo si :
a) todos sus “cociclos” (ver Cap.7) tienen nimero par de aristas.
b) el numero de subconjuntos de U (incluido el vacio) contenidos en un arbol

cubriente es impar.
c) cada una de sus aristas pertenece a un nimero impar de ciclos.
d) cualesquiera sean sus vértices a, b, hay nimero par de cadenas arista dis-

juntas con extremos en ellos.

Para estos resultados consultar [BonHa86], [CharL79], [Fle89/90], [McKee84],
[Sha79], [Toi73], [Wo0090].

Para una caracterizacion de las “configuraciones eulerianas mixtas” que recurre al concepto
flujo pueden consuitarse {BatP79], [Fle83b/90] y [FordF62].

Las caracterizaciones precedentes son conocidas, pero sélo validas para configuraciones fini-
tas. Para el caso de las infinitas mencionemos las dadas en [ErdGV38]}, [NashW66/68], [Ore62],

[Sab64), [Tho83a].
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Las respectivas caracterizaciones y la relaciéon natural entre cada multigrafo y
su simetrizado permiten afirmar que :

— toda exposicion en la cual en cada uno de sus vestibulos desemboca un
numero par de pasillos podra sefializarse de forma tal que pueda ser re-
corrida transitando una Unica vez cada uno de sus pasillos.

—  toda exposicion podra ser recorrida transitando cada uno de sus pasillos
exactamente una vez en cada direccion.

— de todo laberinto puede salirse, transitando a lo sumo un par de veces
cada pasillo.

Por otro lado :
i) Elconexo H es adjunto de un grafo euleriano sin bucles si y sélo si todos
los completos de su descomposicion tipo Krausz son de orden par.

i) Si G es grafo conexo sin bucles, no trivial, su adjunto es euleriano si y sélo
si todos los vértices de G tienen grados de igual paridad.

Por lo tanto, si G es euleriano también lo es su adjunto.
El grafo K;3 muestra que la reciproca es falsa.

iif) El adjunto de un multidigrafo no trivial G es euleriano si y solo si G es fuerte-
mente conexo y arco balanceado.

De iii) y puesto que
Si T"es la relacién de precedencia del digrafo adjunto de G cualesquiera
I seanen Gelarcou=(x, y) ylosarcosp (q) de vértice final x (inicial y)

setienen gro(x) = | T ol'(p) | ; gr*(y)=|T ol (¢) | =] T(w) |.

se puede inferir la siguiente caracterizacion intrinseca :
Un digrafo adjunto (V, T") es euleriano si y sélo si es fuertemente conexo

y supuesto I'(p)"TI''(q) # @ setiene [T ol'(p) |=|ToI' '(9) | # .

Respecto del recuento de recorridos eulerianos y puesto que la opuesta de una
cadena euleriana también lo es, resulta que todo multigrafo admite un namero
par (eventualmente nulo) de ciclos eulerianos.

No obstante, y puesto que de acuerdo con lo puntualizado en pag.109 frecuen-

temente los pares de cadenas opuestas se identifican con el subgrafo que inte-
gran sus elementos es habitual identificar a los ciclos opuestos.
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Distinguiendo entre opuestos; es decir, tomando en cuenta el sentido de reco-
rrido, el completo Ks admite 264 ciclos eulerianos (ver Ejer.4-18).

Losde K7 son E;=2"x3x5x4.231 =129.976.320, mientras que los de Ko
son 27 x 3" x 5% x 711 x 40.787. (ver [RouB92]-pag. 253/254),

Para dar una idea de la magnitud de estos nimeros observemos que :

1)

Sinesimpar, n> 3, y los vértices de K, se etiquetan 0,7,2, ... ,n—1, sus aris-
tas pueden identificarse con las fichas—distintas de las fichas dobles— de un
‘juego de domind”, y los ciclos eulerianos de K, asociarse a los posibles “desa-
rrollos circulares” del juego sin fichas dobles.

1)}

Admitiendo ademas las fichas dobles (0 equivalentemente incorporando un bu-
cle en cada vértice del K, ) y ya que ellos pueden ocupar (n-1)/2 posiciones,
de cada uno de dichos “desarrollos circulares” pueden obtenerse ((n —7) / 2)"
con fichas dobles.

1)}

Como los “desarrollos circulares” del juego de dominé habitual se corresponden
con los “ciclos eulerianos del completo K7 con bucles” supuesto que se toma en
cuente el sentido de recorrido y que completar cada uno de ellos insume un se-
gundo para poder concretar los 3’.E; = 284.258.211.840 juegos circulares fac-
tibles serian necesarios mas de nueve mil afios.

V)

Ademas, y visto que cada uno de los “juegos circulares” da lugar a 28 “juegos
lineales” para completar éstos serian necesarios casi ocho billones de anos.

Los recuentos de recorridos eulerianos en los casos dirigidos, y no dirigidos,
presenta dificultades diferentes.

En particular, cabe destacar que el denominado “Best Theorem”, que enuncia-
remos en el Cap.8 ([AarEB51], [Ber70], [Deo74], [Fle83b], [JacG79], [Kas63/67],
[SwaT81]) permite, haciendo uso de las nociones “arborescencia (antiarbores-
cencia) cubriente” y de ciertas matrices ligadas con la de precedencia, determi-
nar el nimero de circuitos eulerianos en multidigrafos.

En cambio y de acuerdo con lo puntualizado en [Pal78], una evaluacion similar
se desconocia aln en 1978, para el caso de los completos Kzp+1
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Posteriormente, el recuento en cuestion fue resuelto para el caso no dirigido
(ver [Fle83a/83b]) recurriendo a “orientaciones eulerianas”, y a resultados e
ideas que esbozamos seguidamente.

1) Cada uno de los ciclos eulerianos de un multigrafo G permite orientar sus
aristas de forma que resulte un multidigrafo balanceado cuyo nimero de
circuitos eulerianos se puede calcular matricialmente.

2) El conocimiento de todas las posibles orientaciones eulerianas permitiria
calcular el nimero buscado. Pero distintas orientaciones pueden llevar a
multidigrafos con distintas cantidades de circuitos eulerianos, y esto
complica la situacion.

En cuanto a “orientar aristas” con vistas a la cuestion euleriana digamos que :
-- en [OellS84] se demuestra que toda “orientacion fuerte” de un multigrafo euleriano G lleva a
un multidigrafo euleriano siy sélo si cada par de ciclos de G tiene a lo sumo un vértice coman.

-- en [Schr83] se deduce que el numero e(G) de orientaciones que admite el conjunto de aris-
tas de un grafo G sin bucles, 2.k-regular, de orden n, para generar un digrafo eulerianc satisface

L (26 2kY" _
27 i < e(G) < i Estas cotas no son mejorables.

El citado “Best Theorem” permitiria :
i) dar la siguiente extensién del Ejer.4-20.
El simetrizado de K, contiene n™2.((n-2)!)" circuitos eulerianos.

ii) ver que en digrafos de orden n con m arcos, m > 2.n, el nimero de circuitos
eulerianos es par.

En [Ber58] y en [Ber/70]-p4g.231/232 se destaca que un importante resultado del algebra, debi-
do a Amitsur-Levitzki {1950) y reformulado, en 1958, en términos combinatorios por Schitzen-
berger da el siguiente mejoramiento de la afirmacién anterior.

Interpretando cada circuito euleriano u = (1,u,, ... ,u,) como permutacion I1 del con-
junto {1,2, ...,m} y conviniendo que iz es Il-par, 6 Il-impar, segun lo sea la corres-

pondiente permutacién I1 , entonces : Si G es de orden n ytiene m > 2.n arcos, el
numero de sus circuitos eulerianos I1-pares, coincide con el de los I1-impares.

Por otra parte en [AarEB51]-Th.4 se demostré que :

Si G es h-dirregular de orden p vy tiene E(G) circuitos eulerianos, el nimero
de circuitos eulerianos de su adjuntoes E(G°) =h™".(h!) ™" E(G).
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Volviendo al teleprinter's problem citado en 4.1, y puesto que cada Gy, es el
adjunto de Gjnm-s, aplicando reiteradamente el resultado anterior a partir del
multidigrafo Gp s+ — constituido por h bucles con un mismo vértice soporte —
permite reencontrar el nUmero de las posibles palabras h-m-equilibradas.

En [Read62] (ver también [HarP73], [Pal78] ) se da una férmula para evaluar el
numero de los grafos etiquetados, pares, sin bucles, de orden n con m aristas,
y en particular el de los conexos. Algunos resultados se extienden a configura-
ciones mas generales.
Se deduce ademas que :
El nimero de grafos sin bucles, etiquetados, pares, de orden n, coincide
con el de los etiquetados sin bucles, de orden n— 1.

-1
Es decir, son 2°, con k= (nz j .
A su vez en [Robi69] (ver [HarP73], [Pal78]) se halla el nUmero de grafos pares
sin bucles de orden n asi como el de éstos que son autocomplementarios (y
por ende conexos).

En la siguiente tabla p, es la cantidad de grafos pares sin bucles de orden n ;
e, la de ellos pero eulerianos ; y t, la de los éstos pero etiquetados.

n|l1 234 5 6
p i1 1 23 7 16
e,|]1 011 4 8
t 11 01 3 38 680

n

Respecto de la construccion de ciclos eulerianos cabe notar que si bien los cri-
terios de caracterizacion dados no son constructivos del proceso de demostra-
cion adoptado puede inferirse un método para hallarlos.

Uno que reviste tal caracter se da en [GonM79] Cap.8

Otros podrian deducirse a partir de métodos dados para resolver el problema
del laberinto, y en particular del Algoritmo de Tarry. También cabe citar el si-
guiente, que segun se indica en [Lucas82] fue ideado por Fleury. Parece ser el
mas antiguo de los propuestos al efecto, y es facil de implementar.

Su idea directrizes :

Dada una cadena simple C; del euleriano G, extenderla con aristas que
no sean aristas puentede G- C;.
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Algoritmo de Fleury para determinar ciclos eulerianos.

Dado un multigrafo euleriano G construir, a partir de un vértice arbitrario a_y
de una arista us incidente en él, cadenas simples Ci=uy, us, ... ,u;i, i >1,
de extremos g, x, (eventualmente a = x) respetando la regla :

Si G;j= G & C; contiene aristas, elegir de entre ellas, como uj+s una de
las incidentes en x pero tal que G, «»> uj+s Sea vacio, o un conexo que
contiene al vértice a.

Poner Cii1=C; u {ui1} yreiterar el proceso aplicandoloa Gi.1 .

La eficacia del algoritmo resulta de lo que sigue :
Las distintas C; a construir son cadenas simples, y si luego de m iteraciones no
quedan aristas por incluir, C, es cerrada en a, y se tiene un ciclo euleriano.

Caso contrario, como en G; los vértices a, x, son los Unicos de grado impar
ambos deben pertenecer a una misma componente conexa. Luego, mientras G;
contenga aristas al menos una de ellas incide en x, y puede ser elegida apli-
cando la regla.

Asi por ejemplo, dado

una tal sucesién podria ser la que se obtiene eligiendo u; =i, 1<i< 10, y otra
la que se obtiene substituyendo ug, ug por ug, ug.

La sucesion wuy, Uz, Uz, Ug, Us, Us, U7 nO podria extenderse con u;y pues
en tal caso las aristas ug ug quedarian desconectadas del vértice a.
Tampoco seria factible extender con uq la sucesién u;, ug, Uz, uz.

Nétese que el orden en que se eligen sucesivamente las aristas se conserva en
el ciclo final, y que todos los ciclos eulerianos pueden obtenerse aplicando este
algoritmo.

En [Fle83b] se dan, ademas del de Fleury, otros métodos para hallar recorridos
eulerianos.
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Habitualmente, al aplicar estos métodos las sucesivas aristas deben ser elegi-
das respetando restricciones; o sea, “no pueden ser elegidas al azar”

Un multigrafo G se dice aleatoriamente euleriano desde el vértice p si toda
cadena simple C de extremos p, g, puede extenderse a una cadena euleriana
eligiendo una cualesquiera de las aristas incidentes en g que no integra —aun-
la cadena C en cuestion.

G es aleatoriamente euleriano si lo es desde cualesquiera de sus vértices.

Estas nociones, introducidas en [Ore51], fueron estudiadas en [Dir72a)] también
para el caso infinito, y en [Eri75] también para el caso dirigido.

Obviamente, el grafo < es aleatoriamente euleriano sélamente
desde a.

Dos resultados de Ore [Ore51/62] relativos a este concepto son :

— Un grafo euleriano G es aleatoriamente euleriano desde a si y sélo si todo
ciclode Gincide en a.

— Si G es aleatoriamene euleriano desde a, y H es un subgrafo euleriano que
contiene al vértice a , también H y su complemento son aleatoriamente euleria-
nos desde a.

También se demuestran ( ver [CapM78], [CharWh70], [Fle83b], [Har57])

— Si G es aleatoriamente euleriano desde a, entonces a es de grado maximo.

— Si G es aleatoriamente euleriano desde a , también lo es desde cualquier otro
vértice con igual grado que a.

— G es aleatoriamente euleriano desde 0, 1, 2, 6 desde todos sus vértices.

— Si G es aleatoriamente euleriano pero no es ciclo, es aleatoriamente euleria-
no desde a lo sumo dos vértices. En este caso G consta de un nimero par de
cadenas con extremos en ellos, sin vértices interiores comunes.

En [CharLi71] se caracterizan digrafos aleatoriamente eulerianos, y en [Fle83b]
se puntualiza la equivalencia entre las siguientes afirmaciones.

— G es digrafo aleatoriamente euleriano desde algun vértice.

— algulno de los vértices de G pertenece a todos sus circuitos.
— cualesquiera tres circuitos de G tienen un vértice comun.
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4.3. PROBLEMA DEL CARTERO CHINO

Supongamos que en cierta ciudad hay un Gnico cartero para repartir la corres-
pondencia enviada a sus habitantes, que para cumplir con su trabajo debe vol-
ver a su oficina de partida luego recorrer todas las cuadras de la ciudad y que,
como es natural, pretende elegir un recorrido que sea lo mas corto posible.
¢, Como determinarlo, conocidas las longitudes de las diferentes cuadras ?

Obviamente, si el grafo representativo de las cuadras de la ciudad es euleriano,
todos sus recorridos eulerianos dan una solucion del problema.

Pero si la ciudad no admitiera tales ciclos para transitarla en su totalidad seria
necesario recorrer mas de una vez algunas de sus cuadras, y en este caso
habria que tener en cuenta sus longitudes.

Esto lleva a la siguiente formalizacién en configuraciones valuadas.

Determinar, en un multigrafo G = (V, U) a cada una de cuyas aristas se
asignoé un valor w (u;) > 0, una cadena us, Uz, ..., Ux que contenga al
menos una vez cada arista de G y tal que tomando en cuenta todas las
cadenas C; que satisfacen la restriccion, haga minimo el valor Zw(u,)
u;eC;
El problema precedente es frecuentemente denominado “Problema del Cartero
Chino”, pues el primero en estudiar la version simplificada que resulta de supo-
ner todas las aristas con un mismo valor fue el matematico chino Kwan Mei-Ko
[Kwan60], quien ademas de caracterizar las soluciones que lo resuelven propu-
so un método para hallarlas.

Esta version simplificada también fue estudiada en [BellC69] utilizando Progra-
macion Dinamica para minimizar el nUmero total de aristas a reiterar.

En [Edm65b] y [EdmJ73] se considerd el caso general, y se enuncié un algorit-
mo para resolverlo.
Al respecto consultar [BonM76], [ChaGM79], [GonM79].

La metodologia de [Kwan60] se expresa en términos de duplicacién de aristas y
esta esbozada en [Fle83b], donde también se dan referencias de otros algorit-
mos propuestos para resolver este problema en el caso general, asi como para
sus similares del caso dirigido, o el de configuraciones mixtas
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El analisis de un problema analogo, el de optimizar el uso de equipos de barrido
de una ciudad, llevé a Tucker ( [Tuc76] y [Tuc80]-Cap.8 ) a idear, ademas, otra
demostracién del conocido criterio de caracterizacién de Euler.

Admitiendo que los valores asignados a las aristas pueden variar segun sea el
sentido en que se las recorra se esta frente a un problema similar al que nos
ocupa, y que podriamos decir “problema del cartero serrano’.

En [Guan84] se estudian las dificultades computacionales de este problema y
se proponen algoritmos aptos para resolverlo en casos particulares.
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EJERCICIOS

4-1)
¢, Cuales de los siguientes esquemas son eulerianos (débilmente eulerianos) ?
» .
. 4
- *»

4-2)

¢ Cual es el menor nimero de aristas que deben eliminarse en el multigrafo que
corresponde al problema de los Puentes de Kénigsberg para obtener un eule-
riano ? ldem, un débilmente euleriano ?

4-3)

¢, Cuales de los “grafos poliedrales platénicos” ( tetraedro, exaedro, octaedro,
dodecaedro, icosaedro ) son eulerianos ? En los que no lo son, ¢ cual es el
menor numero de cadenas simples necesarias para cubrir sus aristas ?

4-4)
Limitandose a los grafos sin bucles represente los eulerianos de orden n <6,
los eulerianos etiquetados de orden n <4,y los pares con n<5.

4-5)

Recurra a la construccion de un multigrafo adecuado y a la caracterizacién de
los eulerianos para demostrar que no es posible trazar una curva continua que
corte exactamente una vez cada uno de los 16 segmentos de la figura.

¢, Podria cubrir el esquema anterior con sélo tres trazos ?
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4-6)

Suponga que G es un multigrafo conexo no euleriano. 4 Podria determinar cual
el menor nimero de aristas que seria necesario agregarle para transformarlo en
uno euleriano ? ¢ Habria una Unica forma de lograrlo ?

4-7)
Vea que cualquiera sea el multigrafo G, con el agregado de a lo sumo un vértice

y de aristas adecuadamente elegidas puede obtenerse un multigrafo euleriano
que contiene a G.

4-8)

El juego de dominé habitual consta de 28 fichas, cada una de las cuales tiene
sus mitades valuadas con n puntos, 0<n<6.

Muestre que dichas fichas pueden disponerse en forma “circular” una tras otra
respetando las reglas del juego.

¢, Podria afirmarse lo mismo si se retira la ficha con dos seis ?

Idem , ¢ si se retira la ficha con un cinco y un seis ?

Idem, ¢ silas fichas estuvieran valuadas 0,1,2,3,4,5 ?

4-9)

Suponga tener las piezas de dominé [1,2],[1,3], [14 1, [1.51,[2,3 ], [2,4],
[2,5],[ 3.4 ], [3,5]. ¢ Puede ordenarlas respetando las reglas del juego ?

En tal caso, ¢, de cuantas formas ?

4-10)

Sea dado el siguiente plano de una casa.

¢, Sera posible recorrer todas sus habitaciones y su jardin, volviendo al punto
inicial, y utilizando exactamente una vez cada una de sus puertas ?

|
]
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4-11)
Vea que si G es multigrafo conexo cuyos tnicos vértices de grado impar son p,
g, el nimero de cadenas simples, arista disjuntas, de extremos p,q, es impar.

4-12)
Muestre que todo multidigrafo euleriano con al menos un vértice cuyo grado
positivo supera dos, tiene al menos dos circuitos eulerianos.

4-13)
Muestre que si G es un multigrafo conexo no unicursal existen al menos dos
multigrafos eulerianos que lo contienen.

4-14)
Vea que el nimero minimo de cadenas simples arista disjuntas necesarias para
cubrir un grafo cubico de orden n es n/2, mientras que para K, es 1, 6 n/2

4-15)

Constate que el resultado de Good relativo a la existencia de palabras circula-
res equilibradas citado en 4.1 puede obtenerse a partir de la Prop. 4.2.1 y de
las caracteristicas propias de los digrafos Gy, .

4-16)

Halle algunas de las 3-2-palabras circulares equilibradas que contienen exac-
tamente una vez cada una de las nueve palabras de longitud dos que son posi-
bles de construir con el alfabeto A ={a,b,c}

4-17)
Demuestre que C, contiene dos ciclos eulerianos, respectivamente opuestos
entre si, mientras que su simetrizado C,° admite n circuitos eulerianos.

4-18)
Vea que el completo de vértices a,b,c,d,e contiene 132 cadenas eulerianas
cerradas en a, con la arista [a, b] recorrida desde a hacia b.

4-19)

Recurriendo al resultado anterior vea que las 75 fichas de un dominé con mita-
des valuadas 0,1,2,3,4, permiten armar, atendiendo al sentido de recorrido,
2° x 264 = 8.448 desarrollos “circulares” y 15 x 2°x 264 = 126.720 “lineales”

4-20)
Vea que el simetrizado de K; admite 256 circuitos eulerianos.
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4-21)

Supongamos que Juan y Pedro estan jugando al domind, y que Pedro oculta
una ficha. j Se podran, no obstante, disponer las restantes respetando las re-
glas del juego ? ¢ Se podra construir un “juego circular® ?

4-22)
¢, Es posible determinar un multigrafo euleriano con nimero par de vértices e
impar de aristas ? ldem ¢ débilmente euleriano ?

4-23)
Dado un multigrafo G = (V, U) sus “cubrimientos por cadenas” son particiones
de U en cadenas simples. El cubrimiento es minimo si no hay otro con menor
numero de cadenas, y unicursal si contiene una Unica cadena.
Pruebe :
a) que todo multigrafo finito admite cubrimientos por cadenas.
b) que un conexo es unicursal si y solo si tiene a lo sumo dos vértices de
grado impar.
c) que si G es grafo conexo no trivial, entonces :
— si tiene a lo sumo tres vértices, es unicursal.
— si es de orden cuatro y no unicursal, agregandole una arista se obtiene
uno unicursal. ¢, Puede afirmarse lo mismo si es de orden cinco ?

4-24)

¢, Podria construir un grafo G conexo sin bucles que admitiera cubrimientos mi-
nimos con k = 3 cadenas tal que eliminando una de sus aristas, y segun cual
fuera, se obtuvieran subgrafos de G cuyos cubrimientos minimos tuvieran, ya
sea (k-1), 6 bien k, é bien (k+ 1) cadenas ?

4-25)

Vea que :

a) si G es balanceado y conexo, G es fuertemente conexo.

b) si G es conexo, su simetrizado es euleriano.

c) si G tiene arista puente, no es euleriano. ;Puede ser débilmente euleriano ?

d) si G carece de bucles, y es euleriano, el niumero de componentes conexas
de G—-{v} esalosumo gr(v)/2.; Puede mejorarse la cota ?

4-26)

¢, Puede afirmar que un grafo conexo sin bucles es euleriano si y sélo si la su-
ma moddulo dos de las filas de su matriz adyacencia es el vector nulo ?

¢, Vale algo similar para el caso dirigido ? Idem para débilmente eulerianos ?
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4-27)
Encuentre recorridos eulerianos en el siguiente digrafo, y en su sostén.

/

4 -28)

Vea que en el caso dirigido las nociones "euleriano" y "adjunto" son indepen-
dientes entre si. A tal efecto represente un par de digrafos eulerianos, y un par
de digrafos no eulerianos, de los cuales sélo uno tenga adjunto euleriano.

4-29)

Sea G un grafo conexo sin bucles, no trivial. Vea que su adjunto H es euleriano
— siy sélo si todos los vértices de G tienen grados de igual paridad ;

0 equivalentemente,

— si y solo si los clanes de la descomposicién tipo Krausz de H son todos de
orden par, o todos de orden impar.

4-30)

Sea G un multidigrafo no trivial, y H su digrafo adjunto.

Vea que :
— H es euleriano si y sélo si G es f-conexo y arco balanceado .
— G es f-conexo, k-dirregular, k > 1, siy s6lo si también lo es H.
Ambos Gy H son eulerianos siy sélo si G (idem H) es f-conexo,
k - dirregular

4-31)

Muestre que :

— un grafo euleriano G, es aleatoriamente euleriano desde a, si y sélo si todo
ciclo de G incide en a.

— si G es aleatoriamente euleriano desde cualquier vértice, G es un ciclo.
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CAPITULO 5

PROBLEMA HAMILTONIANO
5.1. INTRODUCCION

El problema euleriano es el de recorrer todos los arcos (todas las aristas) de
cierto G utilizando exactamente una vez cada uno de ellos (cada una de ellas) ;
mientras que el problema hamiltoniano es el de incidir sucesivamente en todos
sus vertices exactamente una vez en cada uno de ellos.

Destaquemos que pese a la aparente similitud entre ambos problemas, las difi-
cultades intrinsecas son muy dispares.

En particular, hay criterios simples que permiten decidir sobre si un dado G es
euleriano; pero esta situacion es completamente distinta de la que se presenta
sobre si es hamiltoniano. Para este caso, excepto configuraciones particulares,
sblo se han dado condiciones suficientes, o bien necesarias.

La tematica de este capitulo es una de las mas ampliamente estudiada en la
Teoria de Grafos, y luego de los resultados obtenidos respecto de la célebre
“Conjetura de los Cuatro Colores”, el “Problema Hamiltoniano” esta, conjunta-
mente con el “Problema del Isomorfismo” y los que plantean la “Conjetura de
Ulam” y la evaluacion del “Numero de Ramsey”, entre los méas importantes de-
safios aun pendientes.

Esta situacion es tanto mas lamentable cuanto que hay numerosas cuestiones
ligadas a la existencia de recorridos hamiltonianos.

Algunas de las numerosas cuestiones que llevan a estudiarlos tienen su origen
en meros pasatiempos ; y otros, en importantes problemas teoricos, o practicos.

Entre los primeros podemos citar el del “Caballo de Ajedrez”.

En el mismo se pregunta si es factible, respetando las reglas de desplazamiento
de dicho trebejo, recorrer el tablero incidiendo una sola vez en cada una de sus
64 casillas. Se puede pedir, o no, volver al punto inicial.

Problemas similares caben respecto de otros tableros, pero ninguno con niime-
ro impar de escaques admite recorridos que vuelvan al inicial.
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El problema en cuestién, conocido ya en la India Antigua, interes6 entre otros a
Euler, De Moivre y Vandermonde, quienes propusieron diferentes metodos para
resolverlo. Detalles al respecto en [Ber58/70], [BigLW76], [CharKK73a/73b],
[Krai30]-Cap.11, [Mars71]-Cap.4, [RouB92]-Cap.VI

Una de las numerosas soluciones volviendo al punto inicial esta indicada en
1 4 29 18 31 14 39 36

6 19 2 15 28 37 32 13
3 64 5 30 17 40 35 38
20 7 16 27 46 33 12 41
63 26 21 56 11 42 47 34
8 59 62 25 22 45 50 353
61 24 57 10 55 52 43 48
58 9 60 23 44 49 54 51

En [Krai30] y [RouB92] se incluyen consideraciones sobre la cantidad de recorridos y se obser-
168
va que ella esta acotada superiormente por ( 63] e inferiormente por 122.802.512 , entre los

cuales hay 7.763.536 que vuelven al punto inicial.

Otro juego ligado con la nocién que nos ocupa, y que es origen del nombre con
que se la designa, es el ideado por el matematico irlandés Hamilton. [Ham57]

El juego, ideado en ocasion de sus estudios sobre cuaterniones, consistia en
esencia de un dodecaedro a cuyos vértices se habian asignado nombres de
ciudades y en elegir, en él, sucesiones de aristas que permitieran “recorrer el
mundo”, y sin repetir “ciudades” volver a la inicial.

Por deformacioén elastica los dodecaedros pueden equipararse a un esquema
plano, y esto lleva a la siguiente ejemplificacion de uno de los posibles recorri-
dos que satisfacen el desafio en cuestion.
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Ademas de la solucién indicada existe otra, simétrica con ella.
Con vértices etiquetados hay 30 soluciones, y sus respectivas simétricas.

Para informacién sobre el método de resolucién empleado por Hamilton ver
[Ber58/70], [CharKK73a] o [RouB92]-Cap.IX.

La problematica que nos ocupa aparece también al organizar una reunion alre-
dedor de una mesa, supuesto que se deben respetar relaciones de amistad en-
tre pares de comensales contiguos, y también en los conocidos juegos de “Las
Torres de Hanoi”, y de “Los Anillos Chinos”.( [Cro56], [Gard62]-Cap.8, [Krai30]-
Cap.3, y [RouB92]-Cap.XI )

Ademas, muchos de los problemas que estudia la Investigacion Operativa pue-
den reducirse al de ordenar (o recorrer) linealmente un determinado conjunto de
situaciones, sin reiterarlas, y sin omitir ninguna.

Dentro de éstos, pero considerando configuraciones valuadas, se incluye el
“Problema del Viajante de Comercio”, que trataremos en 5.6.

Por otro lado, observemos que la determinacion de las palabras h-m-circulares
equilibradas a las que nos hemos referido en relacién con el problema euleria-
no también se puede encarar como problema hamiltoniano considerando digra-
fos Gnm en los cuales, ahora, sus vértices corresponden a m-uplas, y sus ar-
cos a (m+17)-uplas.

Esto, y la diferencia fundamental entre las dificultades de caracterizar los digra-
fos eulerianos y los hamiltonianos muestra la importancia que puede tener la
eleccion de la configuracion en la cual se analizara un cierto problema.

Para mas informacion sobre la tematica que nos ocupa : [Berm78], [BermTh81],
[CapM78], [Chv73b], [Gou91], [Les77] y [NashW69b/75]

5.2, CAMINOS Y CADENAS DE HAMILTON

Diremos camino hamiltoniano del multidigrafo G a cada uno de sus caminos
elementales cubrientes; es decir, a aquellos que inciden exactamente una vez
en cada uno de los vértices.de G.

Un multidigrafo se dira hamiltoniano si es trivial, o contiene caminos hamilto-

nianos cerrados, y débilmente hamiltoniano si, en cambio, los contiene abier-
tos y estos no pueden extenderse a hamiltonianos cerrados.
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Nociones similares caben para el caso no dirigido.

Del grafo de aristas us=[a, b], u2=[b, ¢], uz =[c, d], us =[d, aj, us = [b, d], que
admite la cadena hamiltoniana cerrada uy, uz2, us, us, y la hamiltoniana abier-
ta no extendible us, us, uz resulta que a diferencia de lo que ocurre con las
configuraciones eulerianas ( ver 4.2 ) las hamiltonianas y las débilmente hamil-
tonianas no constituyen clases disjuntas.

Las problematicas relativas a las configuraciones hamiltonianas y a las débil-
mente hamiltonianas no son esencialmente distintas.

En efecto, si G es un grafo de ordenn>2 y H es el que se obtiene agregando
un vértice adyacente a todos los de G, se tiene que G admite cadenas hamilto-
nianas abiertas si y s6lo si H las contiene cerradas.

De las respectivas definiciones es inmediato que todo circuito (ciclo) hamiltonia-
no es un 7-difactor (2-factor) y que todo digrafo (grafo) hamiltoniano es fuerte-
mente conexo (conexo).

También es facil ver que los grafos C,, K,, n=> 3, son hamiltonianos, y que de
los bipartidos sélo pueden serlo aquellos (P U Q,U) con |P|=]Q].

Obviamente, para el estudio del concepto “configuracién hamiltoniana” basta
restringirse a las conexas sin bucles.

Ademas, carecen de interés tanto el caso G = K; como el admitir arcos parale-
los (o aristas paralelas) excepto haya s6lo dos vértices.

Por ello para el resto de este capitulo supondremos, sin pérdida de generalidad,
gue G es conexo con al menos tres vértices, sin bucles y sin arcos paralelos (o
aristas paralelas).

Notese que | Si un digrafo carece de caminos cerrados y admite camino hamil-
toniano, éste es Unico.

En efecto, si hubiera varios de tales caminos podriamos elegirdos ; 'y f.

Las sucesiones de vértices que los determinarian tendrian por lo menos un par
de vértices a, b, en distinto orden, pero entonces la concatenacién de los sub-
caminos a—»bea y b—a e f darialugar a un camino cerrado, absurdo.

En particular, como todo unilateralmente conexo tiene vértice raiz cabe afirmar :
|| Todo u-conexo sin circuitos, contiene un tnico camino hamiltoniano.
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Del siguiente esquema resulta que no todo u-conexo admite tales caminos.
—+<

Por otro lado, todo hamiltoniano es 2--conexo, pero el siguiente K>3 , habitual-
mente denominado @- grafo, muestra que la reciproca es falsa.

AlUn mas, se prueba (ver [Har69b], [HoeV78] ) que :
— Todo 2-conexo no hamiltoniano de orden n > 5 contiene inmerso un @ - grafo.

En el siguiente grafo los vértices 1,2,3,4,6 inducen un #-grafo y por lo tanto la
afirmacién reciproca es falsa.

Decidir sobre si cierta configuracion contiene recorridos hamiltonianos es, en
general, muy arduo y parece ser inaccesible desde un punto de vista computa-
cional.

A diferencia del problema euleriano, para el cual se conocen criterios eficien-
tes, para el caso del problema hamiltoniano no los hay.

Mas aun, el problema de analizar la existencia de recorridos hamiltonianos per-
tenece al de los "NP-completos” y esto aun en cierto caso particular [GareJT76].
Para mas referencias consultar [AhoHU74], [GareJ79], [LucSK79)).

A continuacién ejemplificaremos un procedimiento que, en grafos con vértices
de grado mayor que dos no adyacentes entre si, puede llevar a confirmar la no
existencia de ciclos hamiltonianos.

Su implementacion es facil. Lo aplicaremos al siguiente grafo de orden diez, con
tres vértices no adyacentes de grado cinco.
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Como para construir ciclos hamiltonianos deben emplearse exactamente dos de
las aristas que inciden en cada vértice, al menos nueve de las que inciden en
los vértices de grado cinco no son utilisables.

Por ello, de sus 18 aristas solo restan a lo sumo nueve aptas para nuestro pro-
posito, y con tal cantidad no es posible construir los ciclos buscados.

Asi como, en general, es complicado determinar si cierta configuracién admite
recorridos hamiltonianos, también hay dificultades, salvo casos muy especiales,
para determinar el numero de éstos.

En particular, puede constatarse (ver Ejer.5-11)) que contando como distintas a
las cadenas opuestas, las cerradas de K, (n=3)son n!/;ylasde K, (p=2)
son pl.pl.

Recordando lo dicho en pag.109 respecto del abuso de lenguaje que lleva a
identificar cada ciclo con su opuesto, y con el conjunto de cadenas que lo gene-
ran, y con el subgrafo que determinan sus elementos, resuita que

No tomando en cuenta el sentido de recorrido (es decir, identificando ca-

! H(p=]!
denas opuestas) K,y K,, admiten (n 21) -y P’ (Z D! subgrafos que

son ciclos hamiitonianos (n>3,p>2).

Asi por ejemplo, K4, K5, Ks contienen, respectivamente, 3, 12, 60 subgrafos
ciclo hamiltonianos.

Véase que cada arista de K, pertenece a (n—-2) ! de dichos ciclos hamiltonia-
nos arista disjuntos.
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Proposicion 5.2.1
Identificando cadenas opuestas en K, (n > 3) pueden determinarse :
A) hasta [ (n—1)/2] subgrafos ciclos hamiltonianos arista disjuntos.

B) hasta [ n/2] subgrafos cadenas hamiltonianas abiertas aristas disjuntas,
([ x] significa parte entera de x).

Demostracién
Para justificar que los valores indicados son cota superior basta atender al nu-
mero de aristas que tienen K, , y cada uno de los subgrafos en consideracion.

Veamos ahora que la cota indicada en A) no es mejorable.

1)) En el caso nimpar, supuesto n =2k + 1 e identificando los vértices de K,
con 0,1,2, ..., 2k lasucesiéon 0,1,2,2.k,3,2k-1,4,..,k, k+2, k+1, (0)
determina un ciclo hamiltoniano (ver esquema siguiente)

k+2\t§?:’.k
k+1
Operando médulo 2.k, y sumando uno a las cifras distintas de 0 ( Rotando en
una unidad el esquema) se halla el hamiltoniano 0, 2, 3, 1, 4,2.k,....k+3, k+2, (0)
que es arista disjunto del anterior.

Reiterando esta operatoria se determinan hasta k=(n-1)/2=[(n-1)/2]
subgrafos que satisfacen las restricciones pedidas.

ii)) En el caso n par, eliminando un vértice x se obtiene el completo K' = K, — {x}
de orden impar (n— 7) , y en €l, segin vimos, puede elegirse un conjunto de
(n = 2) /2 subgrafos ciclo hamiltoniano, arista disjuntos.

Supuesto que a es uno de los vértices de K' y que [a, i] es arista de uno de
estos ciclos, substituyéndola por el par de aristas [a, xJ, [x, i] (diriamos, inter-
calando x en [a, i]) se obtiene un ciclo hamiltoniano de K.

Conservando a, y reiterando el proceso para los otros ciclos hamiltonianos de K’
se obtienen, finalmente, (n-2)/2=[ (n-1)/2] de los subgrafos indicados.
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Para verificar la validez de B) notemos que :

— si n=2k+ 1, quitandoacadaunodelos k=[ (n— 1) /2] ciclos hamiltonia-
nos arista disjuntos de K, una de sus aristas se tienen k = [ n / 2 ] cadenas
hamiltonianas arista disjuntas.

— si n =2k agregando a K, un vértice x se obtiene un completo de orden

impar que admite k =[ n /2 ] ciclos hamiltonianos arista disjuntos, y eliminando

de ellos las aristas incidentes en x se tienen las k cadenas buscadas.

Corolarios

1) | Los p.(2.p—1)! subgrafos ciclo.hamiltonianos de K> ,+s puede partirse en
(2.p —1) ! conjuntos, cada uno de los cuales constituye un cubrimiento con
p de dichos ciclos arista disjuntos entre si.

En efecto, Kop+s admite p.(2.p —7)! subgrafos ciclo hamiltonianos y contiene
conjuntosde [ (n—1)/2]=p de ellos que son arista disjuntos dos a dos.

Como cada uno de dichos ciclos contiene n = 2.p+1 aristas y n.p coincide
con el nimero de aristas de K2+ cada uno de estos conjuntos de p ciclos da
un cubrimiento de K p+s, Por lo tanto éste admite (2.p—1)! cubrimientos.

En particular, y volviendo sobre algo sefialado en pag.31, se tiene que K5 admi-
te doce subgrafos ciclo hamiltonianos, y que éstos pueden agruparse en seis
pares de ciclos sin aristas comunes.

2) | K2p puede descomponerse :
a) en conjuntos de p subgrafos que son cadenas hamiltonianas abiertas
arista disjuntas ; o bien
b) en (2p-1).(2.p - 3)! conjuntos de (p —7) subgrafos ciclos hamiltonia-
nos y un 7-factor, todos ellos sin aristas comunes dos a dos.
En efecto :
a) Kzp admite conjuntos de [n/2] = p cadenas hamiltonianas arista disjun-
tas, y cada una de éstas tiene 2.p —7 = n —1 aristas. En consecuencia, de
n.(n-1)/2 = (n-1).p cada conjunto de ellas da un cubrimiento de K, .

b) Los (2.p—1)!/ 2 subgrafos ciclo hamiltonianos de K,, pueden agruparse
en (2.p— 1)(2.p — 3)! conjuntos, cada uno de ellos con[(n-1)/2]=p -1
de tales ciclos, arista disjuntos entre si.

Eliminando todos los de alguno de esos conjunto queda un grafo k-regu-
lar, con k =(n-1)-2.(p—1) =1, que es un 1-factor.
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En particular, el K, de vértices a,b,c,d puede cubrirse con un par de cadenas
abiertas arista disjuntas, por caso a,b,c,d \\ c,a,db.

También puede serlo con el ciclo a,b,c,d,(a) y el 1-factor determinado por el par
de aristas [a, ¢, [b, d].

Analogamente, el Ks de vértices a,b,c,d,e,f se puede reencontrar como union
de las tres cadenas abiertas a,b,c,de,f \\ ¢c,a,eb,fd \ b,dafce, sin aristas
comunes; o como unién de los ciclos a,b,c,d,e,f,(a) \\ a,c,f,d,b,e,(a) y el 1-factor
formado por las aristas [a, dj, [b, ], [c, €].

3) K, puede descomponerse en ciclos hamiltonianos (cadenas hamiltonianas)
si y s6lo si n es impar (par).

De lo visto resulta que identificando “rotaciones a derecha” con “rotaciones a
izquierda” la respuesta a la pregunta :
¢, De cuantas formas pueden sentarse, a menos de permutacion circular,
alrededor de una mesa n comensales, sin repetir pares de contiguos ?
es [(n-1)/2].

Asi, en particular, cinco amigos podrian sentarse en rededor de una mesa, sin
repetir vecinos sélo de dos formas “esencialmente” distintas : 1,2,3,4,5,(1) vy
1,3,5,2,4,(1) .

Tambien son dos las formas en que, identificando opuestas, seis amigos pue-
den formar rondas que respeten la restriccion en cuestion.

Otras deducciones de 5.2.1, o resultados vinculados con ella pueden verse en [Ber70]-Cap.11,
[Berm78], [CharlL79]-Cap.8, [Fle90]-Cap.lIl.

De los Corolarios 1), 2), y del hecho que cada subgrafo ciclo hamiltoniano de K,
da lugar, si n es par a dos 7-factores arista disjuntos, se reencuentran los si-
guientes resultados, ya indicados en pag.31.

— K2p+1 es 2-factorisable, y esto en p subgrafos ciclos hamiltonianos arista
disjuntos dos a dos.

— K>p es 1-factorisable; o sea, es expresable como unién de 2.p —1 subgrafos
que son 7-factores, arista disjuntos.

Dentro de la tematica anterior, y con referencia a grafos bipartidos completos en
[Dir72b] se mostrd que :

Kazp, 20 puede descomponerse en p ciclos hamiltonianos, y Kzp+1 2p+1 €0 p
ciclos hamiltonianos y un 7-factor, todos ellos arista disjuntos dos a dos.
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Respecto de la descomposicién de los simetrizados de los K, se tiene que :

1) Sin es impar, la posibilidad de descomponer K, en (n--1) /2 ciclos hamil-
tonianos arista disjuntos implica la de cubrir su simetrizado con (n — 7) circuitos
hamiltonianos arco disjuntos.

2) Sinespar, 4xnz6, K," se puede descomponer en (n — 1) circuitos hamil-

tonianos arco disjuntos. Ademas, si n € {4, 6}, K,° admite (n— 2) de tales
circuitos. [Till80] , [Fle90]-Cap.lII.

En cuanto al nimero de circuitos hamiltonianos en digrafos adjuntos destaquemos que el mis-
mo puede determinarse a partir de la biyeccion existente entre los circuitos eulerianos de cada
multidigrafo G y los circuitos hamiltonianos de su adjunto (ver Ejer.5-29)), y el “Best Theorem” al
cual nos hemos referido en pag. 172.

Las siguientes son tres importantes extensiones del concepto que es motivo de
este capitulo.

1))

Los grafos no hamiltonianos de orden n pero tales que todos sus subgrafos inducidos de orden
(n - 1) son hamiltonianos se dicen 7-hamiltonianos (o hipohamiltonianos).

Se sabe, ([HerDV67], [HerGR64]) que no hay grafos 1-hamiltonianos de orden n < 9, ni de or-
den 11 6 12, y que el unico de orden 10 es el grafo de Petersen.
Otros resultados y referencias pueden verse en [BusS65], [Berm78] y [Tho74a/78a].

2))
La nocion de grafo aleatoriamente hamiltoniano se introduce en forma similar a la analoga
para los eulerianos dada en Cap. 4.

En [CharKr68] y en [Tho74b] se demostré que : Un grafo sin bucles de orden n > 3 es aleato-
riamente hamiltoniano siy sdlosies C, ,6 K, 0 K,, con p=n/2,n par.

Lo precedente puede reencontrarse como corolario de la caracterizacion de los digrafos aleato-
riamente hamiltonianos dada en [ChaKL69].

3))

A partir de [Ore63b] un grafo es completamente hamiltoniano (o0 hamiltonianamente co-
nexo) si para todo par de vértices existe una cadena hamiltoniana que los tiene por extremos.
Puede constatarse que :

— cada ciclo elemental C,, n >4, es hamiltoniano, pero no completamente hamiltoniano.

— si G es completamente hamiltoniano de orden n > 3 cada una de sus aristas pertenece a por
lo menos un ciclo hamiltoniano.

En consecuencia, tanto los grafos completamente ciclicos, como los completamente hamiltonia-
nos de orden n > 3 son hamiltonianos.
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5.3. ALGUNAS CONFIGURACIONES HAMILTONIANAS

Entre los primeros resultados propios de este capitulo estan los dos siguientes,
debidos a Rédei [Réd34] y Konig [Kon36].
Esta tematica también fue estudiada en [Cami60/73].

Proposicion 5.3.1
a) Los torneos de orden n > 3 son hamiltonianos, o débilmente hamiltonianos.
b) Los completos de orden n >3 son hamiltonianos.

Para demostrar a) veamos que cualquier camino elemental C que no incida en
todos los vértices de un torneo se puede extender a otro C' también elemental.

En efecto, dado C: x4, X2, ..., X Yy cualquierasea x ¢ C se tiene:

—sihay arco (x, x1) se construye C'=x, x1, ..., Xn;

— caso contrario, de los vértices x; € C para los cuales hay arco (x;, x) sea x;
el de mayor indice. Si j = h puede obtenerse C' = x4, X2, ..., Xp, X ; Si en cam-
bio 7<j<h puede construirse el camino C'=xy, ..., Xj, X, Xj+1, ... , Xp.

En todos los casos, renumerando los vértices puede reiniciarse el proceso has-
ta obtener un camino elemental cubriente p—q

Si hay arco (g, p) 6 si p =q el torneo es hamiltoniano, caso contrario es dé-
bilmente hamiltoniano.

La validez de b) puede obtenerse a partir a), de la relacion entre caminos de G
y cadenas de su sostén, y del hecho que todo completo es sostén de algun tor-
neo. También podria ser deducida en forma constructiva.

Corolarios :
1) Cualquier orientacion dada a las aristas del completo K,, n > 2, genera un
digrafo que admite al menos un camino hamiltoniano, no siempre cerrado.

Por ejemplo, del completo de vértices a,b,c, pueden obtenerse : el torneo de
arcos (a, b), (b, ¢), (c, a) que es hamiltoniano, y el de arcos (a, b), (b, ¢), (a,c)
que es débilmente hamiltoniano.

2) Los vértices de todo torneo se pueden ordenar linealmente, respetando sus
respectivas relaciones de precedencia.
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Asi, todo torneo es al menos unilateralmente conexo, y en toda competencia sin
empates de todos contra todos, los equipos se pueden ordenar de forma que
cada uno haya triunfado sobre el siguiente inmediato.

Esto no implica que algun equipo haya triunfado sobre todos los otros, ni que el
equipo inicial de dicho ordenamiento pueda ser elegido arbitrariamente.

Por ejemplo, si a triunfoé sobre el par b,d \ b triunfé sobre el par ¢,d, y ¢
triunfé sobre ambos a,d, sélo se podrian elegir los ordenamientos lineales cu-
brientes a,b,c,d \ b,c,a,d \\ ¢,a,b,d.

3) Los torneos son digrafos transitivos, o bien fuertemente conexos.
Mas precisamente :
— los torneos transitivos son u-conexos carentes de circuitos, y su
tnico camino hamiltoniano es abierto.
— los torneos f-conexos son hamiltonianos.

En efecto, por a) los torneos son al menos u-conexos, pero los transitivos care-
cen de circuitos y por lo tanto, por propiedad ya demostrada, resulta que su ca-
mino hamiltoniano es unico y abierto.

La validez de la afirmacion restante es inmediata.

4) Todo digrafo u-conexo admite un camino, no necesariamente elemental, que
pasa por todos sus vértices.

En efecto, supuesto que G es un digrafo u-conexo, sea G' el que resulta de in-
corporarle, por cada par de vértices no adyacentes, un arco que represente a
uno de los caminos que en G llevan de uno de ellos al otro.

En el torneo G’ asi construido se determina un camino hamiltoniano, y substitu-
yendo cada uno de sus arcos por el camino de G que el arco representa se tie-
ne un camino con las restricciones indicadas.

En consecuencia | con el agregado de a lo sumo un arco es posible transformar
en fuertemente conexo a todo unilateralmente conexo.

Entre las extensiones de lo resultados anteriores podemos citar :
— los torneos transitivos tienen un nimero impar de caminos hamiltonianos.
[Réd34].

— los torneos f-conexos son completamente ciclicos. [HarM66], [Moon66/68]
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Del Corolario 2 y puesto que en todo torneo sus vértices de mayor grado positi-
vo son raices (ver Ejer.2-14)) se infiere la validez del siguiente

Algoritmo para hallar, en torneos, caminos hamiltonianos as, az,.., a,
1) Se elige como a; uno de los vértices con mayor grado positivo en G.
2) Se elige como a» uno de los vértices de mayor grado positivo en G
Gs = G-{as}
3) Se elige como a3 uno de los vértices de mayor grado positivo en G,
G2 = G-{ay, a2} y asi sucesivamente.

5.4. OTROS RESULTADOS SOBRE HAMILTONIANOS

Algunos otros resultados relativos a la hamiltonicidad, cuya demostracién puede
reencontrarse en [Ber70] Cap.10, son :

— Las paridades del nimero de ciclos hamiltonianos en un grafo y en su com-
plementario coinciden

— Cada arista de un grafo cubico integra un nimero par, eventualmente nulo, de
ciclos hamiltonianos. (Smith, 1946)
De donde : todo grafo cubico que admite ciclos hamiltonianos, tiene al menos
tres de dichos ciclos. [Tut46]
si un grafo admite dos ciclos hamiltonianos arista disjuntos, admite
al menos tres de tales ciclos. (Sloane, 1969)

— Todo bipartido 3-regular tiene un nimero par de ciclos de hamilton. [Kot62].

En [Bos67] se reencuentra el resultado anterior, se caracterizan los cubicos que
admiten un nimero par de ciclos hamiltonianos, y se extienden resultados

— Todos los autocomplementarios admiten cadenas hamiltonianas. [Cla74]

En un interesante trabajo de recopilacién y puesta al dia Hobbs [Hob78] obser-
vo que uno de los mayores avances en el estudio de las cuestiones hamiltonia-
nas comenzo, cerca de 1960, al relacionarlo con las nociones “grafo adjunto”,

nou

“grafo total”, “potencia de grafos”.

En particular, de la relacién existente entre los grados positivos (negativos) de
los vértices de G con los de su adjunto, puntualizada en pag.53, y puesto que :

i) eldigrafo adjunto de un multidigrafo G es hamiltoniano, si y sélo si G es
euleriano no trivial. ( Ejer.5-29)
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cabe inferir la siguiente caracterizacion intrinseca [Chi75/82]

ii) un digrafo adjunto G = (V, T') es hamiltoniano si y sélo si es conexo, y para
todoueV, |[T()|=|T" "ol (u)|. (idem substituyendo T porT'™'.)

Ademas, lo visto en Ejerc.4-30) permite inferir

}'ii) Dado un multidigrafo G, su adjunto H es euleriano y hamiltoniano si y sélo
si G (idem H) es f-conexo y k-dirregular, k > 1.

Si bien para el caso no dirigido no cabe una afirmacion similar a la precedente i)
restringiéndose a los grafos conexos sin bucles se tienen :

— si G es grafo no planar, su adjunto es no planar. [Sed64]
— si G es hamiltoniano su adjunto es hamiltoniano. [Sed64]
— el adjunto de un euleriano es euleriano y hamiltoniano.[Char64], [GoomH74].

Por otra parte, la relacion algebraica entre “las nociones de adjuncién” en los
casos dirigido \\ no dirigido estudiada en [Chi79] permitié6 dar una caracteriza-
cion de los multigrafos adjuntos hamiltonianos.

Dicha caracterizacion se expresa en términos de propiedades de la descompo-
sicion en clanes que admiten los adjuntos.( ver [Chi82]-CapVIliI).

Otras caracterizaciones de los adjuntos hamiltonianos, pero que atienden expli-
citamente a propiedades del grafo de partida, fueron dadas en [Char64/65/68] y
en [HarNW65]. (ver [CharlL79])

Otros resultados validos para grafos conexos sin bucles y sus adjuntos, son :
— Si G esde orden n y cualquiera sea su arista [x, y] se tiene gr(x) + gr(y) > n
su adjunto es hamiltoniano. [BruS81]

— Si G es de orden n > 5 su adjunto, o el adjunto de su complemento, es hamil-
toniano. [Neb73a] -

— Si Gesdeorden n>3 yno es una cadena elemental, sus adjuntos iterados
AXG) con k= (n — 3) son hamiltoniamos. [Char64/65/68]

— Si en cada uno de los vértices de G inciden al menos tres aristas, el adjunto
del adjunto de G es hamiltoniano. [CharW73], [Charl.79]-Cap.9.
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Algunos de los resultados que vinculan a los “grafos potencia”, con los “grafos
hamiltonianos” son :

1) Si G es de orden n > 3 el adjunto de su cuadrado, y el cuadrado de su ad-
junto son, ambos, hamiltonianos. [Neb73b]

2) Si G es conexo de orden n > 2 para cada par de vértices de G® existe una
cadena de hamilton que los tiene por extremo (es decir, G* es completamente
hamiltoniano). [Sek60/63], [Kar68]

En [Berm78] se da de este resultado una demostracion de caracter algoritmica,
mientras que en [Ber70] se lo obtiene por induccion.

3) Si G es conexo de orden n > 2 su cubo es hamiltoniano, pero sin > 3 tam-
bién lo es G® — {v} cualquiera sea v (o sea, Ges 7-hamiltoniano). [CharKa69]

4) Si G es conexo su cubo es completamente ciclico, y por lo tanto hamiltonia-
no. [Boni76]

) Si bien el cubo de todo conexo es completamente hamiltoniano no se puede
afirmar lo mismo respecto de sus cuadrados. Mas precisamente :

Si T es arbol de orden n > 2, T? es hamiltoniano si y s6lo si T no contiene sub-
divisiones de Ky3 como subgrafo ; o sea, siy s6lo si eliminando de T sus vérti-
ces pendientes se obtiene una cadena. [HarS71]

6) La conjetura, conocida como “de Plummer y Nash Williams”, segtn la cual
‘el cuadrado de todo grafo 2-conexo es hamiltoniano”,( [Kro69] ) fue resuelta
afirmativamente por Fleischner [Fle71b/74a/74b].

En [Die96]-Cap.10 se did, siguiendo los lineamientos de [Riha91], una detallada
deduccion de estos resultados.

En [Hob78] se puntualizan detalles de la demostracion de Fleischner y se ob-
serva que una confirmacién parcial de la citada conjetura habia sido dada en
[Fle71a] y [Walt69] al ver que :

— Todo grafo 2--conexo cubico tiene cuadrado hamiltoniano.

Luego de los resultados de Fleischner la problematica hamiltoniana en grafos
de la forma G? fue motivo de trabajos en los que aparecen vinculados los con-
ceptos “completamente ciclico”, “completamente hamiltoniano”, y “completa-
mente conexo’.
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En particular, en [Fle76] se mostré que en la clase de los grafos de la forma G?
las nociones hamiltoniano y completamente ciclico, asi como las nociones com-
pletamente hamiltoniano y completamente conexo, son equivalentes.

Otros trabajos a citar son [CharHJ74]y [FleH75].

Para el caso dirigido no caben afirmaciones similares a todas las anteriores.

En particular, y a diferencia de lo indicado en 2) y 3) a partir de lo cual el cubo de todo grafo
conexo es hamiltoniano, en [Fouq78] se demostré que : Para todo par p, g, hay un digrafo G
que es “g-conexo” (ver Cap.7) pero tal que G’ es no hamiltoniano.

A partir del citado resultado de Fleischner podria parecer mas facil caracterizar
los grafos con cuadrado hamiltoniano, que aquellos que son hamiltonianos.
Pero Underground [Und78] sefialé que ambas tienen dificultades equivalentes.

Para ello, a partir de un grafo G construye un H tal que G es hamiltoniano si y
sélo si lo es H-.

El H en cuestion tiene por cada vértice x; de G, tres vértices u;, v;, w; . aristas
[vi,ui ] [vi,w;] yademas [u;, u;] siysolosix; y x; son adyacentes en G.

Entre las clases de grafos estudiadas en relacién con la cuestién hamiltoniana
merece destacarse la de los grafos cubicos.

Todos ellos son de orden par, pero que no siempre admiten ciclos hamiltonia-
nos. Basta a este ultimo efecto analizar el Grafo de Petersen.

Algunos resultados relativos a éstos fueron citados en pag.197.

Una importante subclase de los grafos cubicos es la integrada por los “grafos
cubicos poliedrales” (o grafos 3-poliedrales).

Ejemplos de ellos son los constituidos por los vértices y las aristas del cubo, o
del tetraedro, o del dodecaedro.

Diremos, de manera informal, que es la subclase de aquellos que se corres-
ponden con los “esqueletos” de los poliedros convexos en cada uno de cuyos
vértices inciden tres aristas.

Son representables limpiamente sobre una esfera y por ende son planares.

Con referencia a ellos cabe el siguiente resultado de Steinitz [Stez22].
Un grafo sin bucles es 3-poliedral si y sélo si es planar y 3-conexo.

La demostracion del mismo es engorrosa y escapa a nuestro objetivo.
Para mas informacién consultar [BarnG69], [Grii67/70/75], [Malk88].
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De acuerdo con lo indicado en [Tor76], en el Cap.17 de [Grii67], escrito por Klee, se hace una
descripcion detallada de la problematica hamiltoniana en relacion con los 3-poliedrales, y se
observa que ésta es de interés frente a ciertos problemas de programacion lineal.

Se indica ademas que Lederber [Led65] estudié una interesante aplicacion de los ciclos hamil-
tonianos en los 3-poliedrales a la quimica organica, y di6 una representacion numeérica de ellos.

En [Tait80/84] se conjeturd que todo clbico 3-poliedral admite ciclos hamilto-
nianos.

Dicha conjetura, cuya validez hubiera permitido demostrar la de los cuatro colo-
res, fue refutada por Tutte [Tut46] al dar un grafo débilmente hamiltoniano de
orden 46 que la invalida.

Luego fueron dados otros grafos que también la invalidan. Uno de ellos, hallado
independientemente por Barnette, Bosak, y Lederber consta de 38 vértices.

Notemos al respecto que en [Led67] se demostré que todos los grafos clibicos
planares 3-conexos de orden n < 78 son hamiltonianos, y que en [HolMc88] la
misma afirmacién se extendio a los de orden n < 36 (ver también [Gooe72])

En [Bos67], [CapM78], [CharL79], [Gri67/70] y [Mars71] se representan los gra-
fos de referencia y otros vinculados a la cuestion.

El interés en los planares hamiltonianos se remonta al trabajo de Whitney
[Whit31] en donde se demostré :
B que para comprobar la conjetura de los cuatro colores basta limitarse a
considerar planares hamiltonianos.
B que todo grafo plano con “caras” triangulares y sin ciclos de longitud tres
distintos de los que limitan sus caras, es hamiltoniano.

Destaquemos ademas el siguiente resultado, dado en [Tut56].
Todo grafo planar 4-conexo es hamiltoniano

Para su demostracion, que es complicada, pueden consultarse [Fle90], [Ore67],
[Tut77]. Para otras referencias ver [Berm78].

Por otro lado, Grinberg [Grin68] enuncié una elegante condiciéon necesaria para
que un grafo planar sea hamiltoniano, y describi6 un método para generar los
poliedrales que no lo son.

En [Berm78], [CharL79] y [NashW75] se dan demostraciones de ella, y mas in-
formacién sobre planares hamiltonianos.
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5.5. CONDICIONES PARA LA HAMILTONICIDAD

El problema de dar “caracterizaciones manejables” de las configuraciones ha-
miltonianas sélo fue resuelto satisfactoriamente para algunas pocas clases.

Se han dado en cambio numerosas condiciones suficientes ( necesarias ).

En lo que sigue citaremos algunas.

Observemos previamente que muchas de las condiciones suficientes para la
existencia de ciclos hamiltonianos en G admiten modificaciones que llevan a
condiciones suficientes para que G sea completamente hamiltoniano.

Antes de enunciar algunas condiciones suficientes (necesarias) para la existen-
cia de recorridos hamiltonianos notemos que :

— si bien las siguientes Prop.5.5.3 // 5.5.4 dan, para el caso no dirigido, condi-
ciones necesarias y suficientes, ellas no son intrinsecas.

— segun referencias, y con el fin de estudiar el “problema del viajante de comer-
cio”, en [Pollt74] se di6é una caracterizacion de los digrafos hamiltonianos en
términos de una matriz de incidencia doblemente estocastica.

—en [HoeV78] se demostré :

Un grafo 2—-conexo es hamiltoniano si y sélo si para todo par de ciclos Cy, Cs,
y de vértices P;, P, , talesque Pse C;—C, ; P2 € Co— Cy existe al menos
un ciclo que contiene a los vértices P;, P> y alos comunesde C; y Co..

— en [HoeS90] se dedujo una afirmacién similar para el caso dirigido.
A) CASO NO DIRIGIDO
Una simple condicién necesaria es la siguiente.

Si G = (V, U) admite ciclo hamiltoniano, el niumero de componentes conexas
de G- A esmenoroigualque] Al cualquierasea Jc Ac V.

En efecto, si H es un ciclo hamiltonianode G,y @ cAcV el numero de com-
ponentes del grafo H— A es menor o igual que | A |.
Ademas, H — A es subgrafo cubriente de G — A, y por lo tanto el nimero de
componentes conexas de este ultimo no supera | A |
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El siguiente resultado, que es trivial y puede pensarse como Corolario de la pro-
posicion anterior muestra que ella no puede ser extendida a los débilmente ha-
miltonianos.
Si G contiene ciclos hamiltonianos, G — { v } es conexo, cualquiera sea su
vértice v.

Respecto de condiciones suficientes dadas en términos del nimero de aristas
se mostré que

-1
Todo grafo sin bucles de orden n> 3 con al menos 2+(”2 J aristas es
-1
hamiltoniano [Ore61] y con al menos 3+(n2 ] lo es completamente [Ore63b].

De los grafos C,, n > 4, resulta que la reciproca del resultado dado en [Ore61]
es falsa, y de los K,.; incrementados con una arista pendiente que la cota en
cuestion no es mejorable

En [Pdsa76] se demuestra que si ¢ es suficientemente grande, "casi todos" los grafos de orden
n con al menos c.n.log (n) aristas, son hamiltonianos.

La idea intuitiva “si G tiene muchas aristas es probable que sea hamiltoniano”
llevé a formular numerosas condiciones de suficiencia en términos de los gra-
dos de sus vértices.

Entre ellas las de Dirac, Ore, Pésa, y Bondy, que citaremos a continuacion.
Cada una de ellas implica a la anterior, y todas se reencuentran como corolario
del siguiente Teorema de Chvatal [Chv72].

Proposiciéon 5.5.1
Sea G un grafo sin bucles, de orden n >3, con sucesion de grados
di < d><...< da
Sino hayvalores k, k< n/2, talesque dk < k ; dpx<n—k
o equivalentemente,
Si cualquiera sea k, di<k<n/2 implica d,x >n—-k ##
entonces, G admite ciclo hamiltoniano.

Una demostracion de esta proposiciéon, como asi también de que cada una de
las diferentes restricciones incluidas en el siguiente Corolario implican ## , y
que por lo tanto son aptas como criterios de suficiencia para la existencia de
ciclos hamiltonianos, puede verse en [SwaT81].

También se la demuestra en [BonM76], [BucH90], [Die96], [Luc79] y [NasW75].
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Corolarios :
Un grafo sin bucles de orden n > 3 es hamiltoniano si se satisface :
— paratodo vértice v, gr(v) > n/2. [Dir52]

o

— para todo par p,q, de vértices no adyacentes, gr(p)+ gr(q) = n. [Ore60/61]

o)

— siparatodoenterok, 1< k< n/2, dix > k (o sea, sihay alo sumo (k—1)
vértices de grado a lo sumo k) [P6sa62]

6

— sisupuestos j# k, d; <j, dc < k, di+dc > n [Bon69]

El ciclo Cs permite ver que las reciprocas de estos corolarios son falsas, y en
[CapM78] se ejemplifica que cada uno de ellos incluye propiamente al anterior.

El siguiente grafo cubico es hamiltoniano, pero su sucesiéon de grados no satis-
face ##. Por lo tanto las antedichas condiciones suficientes no son necesarias.

En consonancia con lo observado en pag.202 notemos que substituyendo n por n+7, tanto en
la condicién de suficiencia de Dirac como en la de Ore del Corolario anterior, podra afirmarse
que G es completamente hamiltoniano. [CapM78]

A igual conclusion permiten llegar substituciones similares en la condicion de Bondy. [Lick70]

Si n = 2.p+1 el grafo constituido por dos copias de K,+s con un Unico vértice
comun muestra que en la condicién de Dirac no es factible sustituir n por (n -1)
Lo mismo permite respecto de la condicion de Ore el grafo dado en Ejer.5-23).

Deducciones directas del resultado de Dirac pueden verse en [AlbH88], [BonM76), [Die96], o
[Nashw75] ; del de Ore en [CharlL79] o [Grim85] ; y del de Pésa en [BucH90], [CharlL79],
[Har69b] o [Mars71].

En [Ber70] Cap10—4 se da una leve generalizacién de la Prop.5.5.1; y se pun-
tualiza, al igual que en [Har69b] y [SwaT81], que ella es inmejorable en el si-
guiente sentido :

Si una sucesion de grados no satisface ## es mayorada por otra, que es
la sucesion de grados de un grafo no hamiltoniano.
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De la Prop.5.5.1 caben la extensién dada en [BonCh76], que reproducimos en
Prop.5.5.4, y la siguiente, debida a [LasV70/72] (ver [Berm78], [Les77])

Proposicion 5.5.2

Si G =(V, U) es un grafo cuyos vértices pueden etiquetarse v, ..., v, de for-
matalque si j<k, k+j>n; [vy,w]eU; grn(vi)<j; griv)<k-1 en-
tonces gr(v;) + gr(vi ) > n, resulta que G es hamiltoniano

A partir del conocido resultado de Dirac, en [BonCh76] se dedujo la

Proposicion 5.5.3

Sea G = (V, U) un grafo de orden n sin bucles, y a, b, un par de vértices no
adyacentes tales que grs (a) + grg (b) > n.

Si H se obtiene agregando a G la arista [a, b] entonces G es hamiltoniano siy
sOlo si H es hamiltoniano.

Demostracion de ella también se dan en [BonM76], [GonM79] y [Luc79].
En [BonCh76] se indica que el resultado anterior y la conocida condicion de su-
ficiencia para la existencia de ciclos hamiltonianos dada por Ore llevaron a in-

troducir la siguiente nocion.

Se dice k-clausura de G al grafo G, obtenido a partir de G = G, aplicando en

los sucesivos G; , 1 <i< k-1, y tanto como sea posible la siguiente operacién.
Sien G; los vértices p, q, son no adyacentes, y grgi (p) + grei (q) = k
agregar la arista [p, qJ.

Los esquemas que siguen ilustran este proceso, para k = 5, a partir de G;

WA

Razonando por el absurdo, o por induccién, puede verse que G, esta bien defi-
nido; es decir, que no depende del orden elegido al agregar aristas.

205



Esta operacion permite unificar el estudio de diversos problemas, y se muestra
muy util. Para varias propiedades P se encontraron valores k tales que si Gi
tiene la propiedad P, también la tiene G.

Esto se da, en particular, para el caso en que P es la propiedad "ser hamiltonia-
no". En efecto, de la Prop. 5.5.3 resulta la:

Proposicién 5.5.4
Un grafo de orden n es hamiltoniano si y sélo si lo es su n-clausura.

Corolarios
Supuesto que G es grafo sin bucles de orden n > 3
1) sisu n-clausura es K,, G es hamiltoniano.
2) sien cada vértice inciden al menos n/2 aristas, G es hamiltoniano
(se reencuentra asi la condicidon de suficiencia dada por Dirac).

En [GonM79] se observa que la mayoria de las condiciones suficientes para la hamiltonicidad
gue toman en cuenta los grados de los vértices, implican que la n-clausura es K, y aparecen asi
como consecuencias del precedente Corolario 1).

Segun se destaca en [Les77] y [CapM78] la Prop.5.5.4 extiende, efectivamente,
a las Prop.5.5.1 y 5.5.2, pues de las restricciones sobre los grados de G inclui-
das en las hipétesis de éstas puede inferirse que las correspondientes n-clau-
suras son K, .

Pero para el siguiente grafo cuya 6-clausura es Ks no es factible etiquetar sus
vértices de forma que se satisfagan las hipotesis de 5.5.2.

Nétese que substituir k por (k+17) al definir la precedente operacion de clausu-
ra permite deducir :
Si G es conexo sin bucles de orden n, y su (n+17)-clausura es K, , enton-
ces G es completamente hamiltoniano. (ver [BonCh76], [CharL79])
Esto nos retrotrae a lo observado en pag. 202.

En [Fan84] se da la siguiente condicién de suficiencia que si bien generaliza la de Ore no impli-
ca que la correspondiente n-clausura sea un completo.
Si G es 2-conexo y para todo par de vértices x, y, distantes dos unidades se satisface
max (gr(x), gr(y) ) = n/2 entonces G es hamiltoniano.
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B) CASO DIRIGIDO

Recordando lo dicho en 2.1.7 respecto del teorema de Kénig-Hall, visto que to-
do circuito hamiltoniano es un 7-difactor, y que su reciproca es falsa se tiene la
siguiente condicion necesaria :

El digrafo conexo (V, T') es hamiltoniano sélo si cualquiera sea AcV,
[Al<|T (A)I.

La nocion deficiencia de G ( §,(G ) ), introducida en pag 36, permite reformular
el resultado anterior y obtener otros ligados a él.

Mas precisamente, en [Ber58/70], y a partir de ciertos resultados sobre cubri-
mientos de grafos se deducen

— Si G es hamiltoniano §,(G)= 0 vy si es débilmente hamiltoniano 6,(G) <1
— Un grafo sin circuitos admite camino hamiltoniano siy sélo si &, (G)= 1.

Por otro lado, la caracterizacion de los digrafos adjuntos hamiltonianos, (ver
pag.198), y la posibilidad de hallar para todo digrafo (V, I';) su capsula adjunta

(V,T,) (ver pag.53) permitié enunciar, en [Chi82]-Cap.VII, la siguiente condicion
necesaria.

Un digrafo conexo (V,T,) es hamiltoniano sélo si definiendo r,=rT, ol“j" ol
paralos j>1,ysupuesto que para h setiene I',,,=I', — un tal h existe — se

tiene | I,(x) |=| T, ol,(x) | #@, cualquiera sea x € V.
De la definicion precedente resulta, por recurrencia, que I', =TI’ o(T;,™ oI} )* con
a,=1; a,=1+3.«a,,. Enconsecuencia «,=(3""-1)/2 y T, =T, o(T]" ol,)*
Como T,,=I, equivale a (T, ol )* = (I, ol )** paratodo k = h, y quizas
para menores, podemos mejorar el resultado anterior poniendo :

Un digrafo conexo (V,T,) es hamiltoniano sélo si, supuesto
A= ("ol )™)(x) = (G ol )*™)(x)  (untal o, existe)
se tiene que [T, (4)| =14 |

207



La siguiente es una interesante condicién de suficiencia para la existencia de
caminos de hamilton debida a Meyniel [Mey73]. Su demostracién fue simplifi-
cada en [Ovel76]y en [BonTh77]. (ver [Berm78] y [GonM79].)

Proposicion 5.5.5.

Sea G un digrafo sin bucles, fuertemente conexo, de orden n > 2.

Se muestra que G es hamiltoniano, si para cada par x, y, de vértices no
adyacentes se satisface gri(x) +gr' (y) +gr /x) +gr(y) = 2n—1 @

Corolarios

a) Todo torneo f-conexo es hamiltoniano (pues @ se cumple vacuamente)

b) [GhoH60] Si G es digrafo de orden n, f—conexo sin bucles. y para cada x
se tiene gri(x) + gr’(x) > n, G es hamiltoniano ( pues para todo par de
vértices, sean adyacentes, o no adyacentes, se cumple @)

c) [Woo72] Si G es digrafo de orden n sin bucles, y para todo par de vértices
X, y, tales que no hay arco (x, y) se tiene gr' (x) + gr~ (y) > n, entonces G
es hamiltoniano.(pues las hipétesis implican, que G es fuertemente conexo,
y que se satisface @ )

Como consecuencia inmediata del Corolario b) resulta que :
Si G es un digrafo sin bucles de orden n, tal que cualquiera sea su vértice x se

tiene gr' (x) +gr-(y) > (n—1) entonces G es débilmente hamiltoniano.

En efecto, basta aplicar el corolario b) al digrafo G*, f-conexo de orden (n + 1)
gue se obtiene incrementando G con un vértice xp , y arcos (X, Xp) , (Xo, X) ,
cualquiera sea el vértice x de G.

Por otro lado, visto que cualquiera sea el grafo sin bucles G, supuesto H = G*
se cumplen grg (x) = gry' (x) = gri” (x) a partir del Corolario b) se reencuentra
la conocida condicion de suficiencia Dirac para el caso no dirigido.
Analogamente, a partir de @ puede reencontrarse la de Ore.

Por otra parte, asi como del resultado de Erdés—Gallai citado en pag.108, se
deduce que Todo grafo de orden n con mas de (n-1)%/ 2 aristas distintas de
bucles es hamiltoniano

del resultado similar para el caso dirigido demostrado en [Lew75] se deducen :
a) Todo digrafo sin bucles de orden n > 2 con mas de (n-1)? arcos, es
hamiltoniano.
b) Todo f-conexo sin bucles con al menos (n-1).(n-2) + 3 arcos, es
hamiltoniano.
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El simetrisado de K,y , n > 3 incrementado con un vértice entrada (o salida)
conectado a todos sus vertices demuestra que la cota a) no es mejorable.

A su vez, el digrafo de arcos (a, b), (b, ¢), (c, b), (b,a) muestra que tampoco es
mejorable la cota b).

Otras condiciones de suficiencia para la hamiltonicidad se pueden consultar en
[Ber70], [Berm78], [BermTh81].

Finalizaremos esta seccion refiriéndonos a la Conjetura de Bondy, mencionada en 3.5.

Ella, que podria verse como "casi reciproca” de la afirmacién: "todo grafo completamente ciclico
es hamiltoniano", suele enunciarse diciendo :
“Casi toda" condicién que asegura la hamiltonicidad de G, implica que G es completa-
mente ciclico, o que pertenece a una cierta clase particular.

La conjetura en cuestion, asi como su similar para el caso dirigido, fueron motivo de numerosos
trabajos y tuvieron varias confirmaciones parciales.

En particular, en [Bon71a/71b] (ver CharL79]) se muestra que :
Si G es grafo hamiltoniano de orden n con al menos [ n? / 4 ] aristas distintas de bu-
cles, entonces G es completamente ciclico, o bien n es par y G es el bipartido comple-
toK,p , p=n/2.

De ello, y visto que la condicién de suficiencia de Ore implica la existencia de al menos [ n?/ 4 ]
aristas cabe la siguiente confirmacién parcial de la citada conjetura.

Si el grafo G, es de orden n, n> 3, carece de bucles, y para cada par p, g, de vértices
no adyacentes gr(p) +gr(g) = n, entonces G es completamente ciclico, o es el bipartido
completo K,, con p =n/2.

Por otra parte, en [ScheH74] se mostrd que las hipotesis de la Prop. 5.5.1 permiten deducir, no
solo que G es hamiltoniano, sino que G es completamente ciclico, o bipartido. Un esbozo de la
demostracion puede verse en [Berm78].

Otras confirmaciones parciales de la conjetura que nos ocupa fueron dadas en [BauS88/90],
[Ben86], [BenW87], [Bon75], [Ovel77], [ScheH88] y [Tho77].

5.6. PROBLEMA DEL VIAJANTE DE COMERCIO

Numerosos problemas que suelen presentarse en configuraciones valuadas
pueden reducirse al de “hallar recorridos hamiltonianos 6ptimos”.

Un ejemplo de ellos es el siguiente, conocido como “Problema del Viajante de
Comercio”:

209



Dado un conjunto de ciudades, conocidas sus interconexiones y los “va-
lores” que les estan asociados (costo, tiempo, distancia, etc.) programar
un recorrido que permita acceder a todas y volver a la inicial, de forma
que el “valor” insumido en el recorrido sea minimo.

El problema planteado admite la siguiente formalizacién :

Dado un digrafo sin bucles a cada uno de cuyos arcos u;; = (x; ,X; ) se
asigné un valor c¢;j=w (x;,x;) 2 0 hallar de entre todos sus circuitos
hamiltonianos Hs un H tal que w(H) sea minimo entre todos los valo-
res wiHs) = D c, ;.
Ui jeH,
Si tales recorridos existen, el valor buscado estara acotado inferiormente por
> min ¢, , y superiormente por » maxc,, .

I i

En otras motivaciones podra ser de interés la busqueda de caminos hamiltonia-
nos que maximicen el valor en cuestién.

Si para todo par de vértices c;; = ¢;; el problema se dice simétrico y puede es-
tudiarse en un grafo arista valuado.

Visto que la eliminacién de una arista en cualquier ciclo hamiltoniano H da lugar
a una cadena hamiltoniana abierta P, y puesto que ésta es arbol cubriente, la
nocién “arbol minimo” (ver Cap.9) permite, en el caso simétrico y para valuacio-
nes no negativas, acotar inferiormente los costos de los ciclos buscados.

Mas precisamente, en tal caso caben la siguientes cotas :

Si T es arbol de valor minimo, H un ciclo hamiltoniano cualquiera, y
P=H-{u}, entonces w(T)<w(P) <w(H). #

Las dificultades en resolver el problema hamiltoniano permiten inferir las in-
herentes al del recién planteado.

Recordando lo observado en el Prélogo esta claro que una determinacién ex-
haustiva de todos los recorridos factibles y la posterior eleccion de aquellos que
son optimos, soélo seria admisible en casos muy particulares.

Por ello, y por la carencia de algoritmos adecuados, es habitual recurrir a méto-
dos heuristicos. Posteriores ajustes permitirian mejorar las soluciones halladas.
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Destaquemos que, por otro lado, la cuestién planteada puede resolverse como
problema de Programacién Lineal Entera, y que un esbozo de esta metodologia
puede verse en [Mars71].

Las primeras aproximaciones en este sentido parecen ser las dadas en
[DantFJ54/59].

Ademas, segun referencias, en [Pollt74] se lo enfoca como el de minimizar una
funcidn no lineal sujeta a restricciones lineales.

También puede ser encarado a través de la Programacién Dinamica [Bell61].

Para mas informacién sobre la historia de este problema, o algunos de los métodos propuestos
al efecto : [BellCL70], [BellN68], [Bert65/66], [ChaGM79], [Flo56], [Gup68], [Lam60], [LawLR87],
[Pie78], [Walt84].

Respecto de métodos heuristicos para resolverlo notemos que lo siguiente da
lugar a uno aplicable en el caso simétrico.

Si vi,V2, ... Vi, Visr, ..,V , Vi1, ... ,Vn,(V1) €S un ciclo hamiltoniano H y existen
aristas [vi,vj], [Vie1 ,Vj+1 ] tales que w(V; v )+W (Vier ,Vier ) < W(V; ,Visg )WV Vst )
elciclo H = vy,va, ... Vi ,Vj Vi1 ,Vi2, ... Visr ,Vje1, Vis2, ... ,Vn (V1) satisface
w(H’) < w(H).

La idea del proceso anterior fue aplicada en [Lin 65] y [LinK73] dando un méto-
do que permite buenas aproximaciones en tiempos razonables.

El mismo consiste, en esencia, en elegir un ciclo hamiltoniano H, eliminar dos
de sus aristas, conectar las cadenas restantes de forma que se construya otro
ciclo hamiltoniano H’, y en comparar los valores correspondiente al ciclo de par-
tida y al asi obtenido.

Si el valor fue mejorado se reinicia el proceso a partir de H’, caso contrario se
elige en H otro par y se recomienza, si cabe.

En [BonM76] se senala que Lint observé que el proceso es mas eficiente si en
lugar de dos aristas, se eligen tres.

Otros dos métodos heuristicos son propuestos en [Tuc80]-Cap.9.
Uno de ellos, dado también en [Charl.79], es aplicable so6lo en el caso simétrico
si los valores de las aristas respetan la propiedad triangular w;; < w;x+ wy; .

Se basa en reiteradas extensiones de ciclos, mediante la incorporacion de vérti-
ces “mas proximos” a los que integran el ciclo a extender, y se demuestra que
el valor del circuito final asi construido esta acotado superiormente por el doble
del valor de las soluciones dptimas buscadas.
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Otro procedimiento, apto para el caso de grafos completos con aristas cuyos
valores respetan la precedente propiedad triangular, y que lleva a soluciones
que respetan la cota recién indicada, sera ejemplificado a continuacioén aplican-
dolo al completo de vértices a,b,c,d.

Sea T de aristas [a, b], [b, c], [b, d] un “arbol minimo” (Cap.9) del K, dado, y
T° su simetrizado, que puede identificarse con el euleriano E = a,b,c,b,d,b,(a).

A partir de E, evitando “segundas incidencias” y agregando si es necesario ar-
cos del complemento de T°, se construye el circuito C = a,b,c,d,(a).

La citada propiedad triangular permite afirmar w(C)
igualdad # de pag.210 permiten afirmar que w(C)

w(E) = 2.w(T) vy la des-
2.w(T) < 2.w(H).

A A

Por otro lado, y siempre con referencia a métodos de resoluciéon del problema que nos ocupa,
digamos que en [BusS65]-pags.49/52 se presenta un procedimiento ideado por Ryan para el
caso no dirigido ; que en [Lam60] se ejemplifica el uso de un método propuesto en [FordF57], y
que tanto en [FauRT76], como en [AckS68] y [Kau68b] se estudia otro, de Little y colaboradores
( [LitMS63] ) basado en procesos de separacion y evaluacion progresiva.

Citemos también el método dado en [HelK70/71] que fue mejorado en [HanK74].
Este ultimo, asi como el de [LitMS63] son tratados en [Walt84]-Cap.6.
Breves referencias a sus respectivas performances pueden verse en [GonM79]-pag 310.

Veamos finalmente como se podria encarar la resolucién del siguiente problema

Se deben fabricar n productos, y para ello se dispone de una instalacién
que luego de completar la fabricacion de cada producto p; y antes de
abordar la del p; exige modificaciones, y que estas implican un “costo de
adaptacion” c;; = 0.

Se quiere determinar un orden de fabricacién de los n productos tal que
haga minimo el costo debido al total de las modificaciones involucradas,
incluyendo una que “nos devuelva al estado inicial”, para poder asi reite-
rar el proceso.

Si convenimos en poner, ¢;; = « y también c;; = « cuando no es posible adap-
tar la instalacién para fabricar p; inmediatamente después de p;, el problema
puede verse como el de hallar un circuito hamiltoniano de costo minimo en el
simetrizado del completo K, , con arcos (J, j) valuados c;;.

Supuesto que hay soluciones finitas una manera de hallarlas es la que sigue :
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1) Elegir en cada estrella positiva del simetrizado de K, uno cualesquiera de
los arcos de menor valor.

2) Si el 1-difactor asi construido no es hamiltoniano, modificar la eleccién
de algunos arcos con vistas a reducir el nimero de sus circuitos, y reite-
rar esto tanto como sea necesario.

Otra forma de abordar el problema seria razonar sobre el digrafo que resulta de
eliminar en K,° los arcos (j, j) tales que Cij > Cjj.

Con tal simplificacion el digrafo resultante contendria un torneo y por lo tanto
seria, al menos, débilmente hamiltoniano.

Para simplificar el analisis también podriamos reemplazar cada par de valores
Cij , Cji por un unico costo de transicion ¢;; = ¢j;.

Ahora, el problema se estudiaria en un grafo completo, que sabemos admite
recorridos hamiltonianos.

La eleccion ¢;; =min{c;; , c;;} llevaria a soluciones “optimistas”, mientras que
con ¢j; = max.{c;; , ¢;; } se obtendrian soluciones “pesimistas”.

Estas simplificaciones reducirian el nimero de recorridos a comparar, pero no
asegurarian que la solucién a obtener sea 6ptima.
Posteriores ajusten podrian mejorarla.

Para la ejemplificaciéon que nos ocupa supongamos n = 5, y la matriz “costo por
adaptaciones”

o0
4
C =15
2
5

W W o~ 8 N
w 3 8 23 8
< 8 &~ 8
8 & O W

En nuestro caso, si conservamos de cada par de arcos opuestos sélo el de me-
nor valor tendremos que razonar sobre el torneo fuertemente conexo con matriz
de precedencia

Y

I
S - = © o
o = o ~
- o o o o
o = = o
S~ O =
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Sus circuitos hamiltonianos son : 1,2,4,5,3,(1) \ 1,2,5,3,4,(1) \ 1,5,3,2,4,(1) y
sus respectivos costos 76 | 713 \\ 714,

El de valor 13 sblo incluye arcos de menor valor en cada una de las estrellas
positivas, y esto permite, casualmente, afirmar que se tiene asi una solucién
Optima del problema inicial.

Habitualmente, decidir sobre la optimalidad de una cierta solucién exige un ana-
lisis mas complicado.

Si en el ejemplo dado aplicamos el método Lin a partir del ciclo 1,2,3,4,5,(1) que
es de valor 22, eliminando sus aristas (2, 3), (3, 4), (5,7) y recomponiendo los
caminos resultantes puede obtenerse el circuito 1,2,4,5,3,(1), de costo16.
Eliminado en éste los arcos (2, 4), (4, 5), (3, 1) y previa recomposicién se reen-
cuentra el circuito éptimo 71,2,5,3,4,(1).

Para ejemplificar el uso del método dado en [CharL79] Cap.6 y en [Tuc80] con-
sideremos la matriz simétrica que resulta de substituir en la C del ejercicio ante-
rior cada valor ¢;; por min. {¢;;, ¢j; }.

Esto nos llevaria a considerar la matriz :

Q
]
W N L o8

3
2
3
4
(e8]

(ST NG T USO8
W A8 oW
A8 £~ NP

Elegido como “ciclo inicial” el 1,2,(1), de los vértices restantes el “mas préximo”
al conjunto {1,2} es el 4. Agregandolo se obtiene el ciclo 1,2,4,(1) , de valor 6.
Ahora, el “mas prdéximo al conjunto {7,2,4 }' es el vértice 5, y agregandolo se
determina el ciclo 1,5,2,4,(1).

Este se extiende, finalmente, al 1,5,3,2,4,(1) , de valor 14.
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EJERCICIOS

5-1)
Vea si los cinco poliedros platénicos (tetraedro, exaedro, octaedro, dodecaedro,
icosaedro) son hamiltonianos.

5-2)
Constate que el Grafo de Petersen (pag.48) no es hamiltoniano, pero si débil-
mente hamiltoniano y 7-hamiltoniano.

5-3)

Demuestre que :

— ningun grafo aciclico con vértices de grado mayor que dos admite cadenas
hamiltonianas.

— ningun bipartido de orden impar es hamiltoniano

— no todo bipartido de orden par es hamiltoniano.

— el bipartido completo K, es hamiltoniano siy sélo si p =q>2;y débilmen-
te hamiltoniano siy sélosi p=qg=1,obien p= g+ 1.

— un multigrafo G admite un ciclo cubriente que es, simultaneamente, euleriano
y hamiltoniano, si y sélo si G es un ciclo elemental.

5-4)

Muestre que :

— si G contiene algun subgrafo cubriente que es hamiltoniano, también lo es G.
— todo grafo hamiltoniano carece de aristas puente.

¢ Que puede decir de las validez de las afirmaciones que resultan de substituir
en las anteriores "hamiltoniano" por "euleriano” ?

5-5)

Vea que si G no es un grafo completo es posible orientar sus aristas de forma
tal que el digrafo obtenido no admita caminos hamiltonianos.

¢ Que puede afirmar si G es un grafo completo ?

5-6)

Vea que las propiedades "ser euleriano” y "ser hamiltoniano” son independien-
tes. Para ello represente grafos (digrafos) que sean, respectivamente, euleriano
y hamiltoniano \\ euleriano pero no hamiltoniano \\ hamiltoniano pero no euleria-
no \\ conexo, no euleriano y no hamiltoniano.
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5-7)
Verifique que el nimero de recorridos del “caballo de ajedrez” (no necesaria-

168
mente cerrados) esta acotado superiormente por ( 63 J

5-8)
Aplique el método indicado en pag.190 para mostrar que el siguiente grafo no
es hamiltoniano.

5-9)
Vea que tampoco contiene recorridos hamiltonianos el dodecaedro rébmbico.

5-10)
¢, Podria, con la metodologia aplicada en los ejercicios anteriores reencontrar la
respuesta que merecio6 el Ejer.3-4) ?

5-11)

Constate :

a) que el K, de vértices 1,2, 3, ..., n, (n>3) contiene (n— 1) ! cadenas
hamiltonianas abiertas de vértice inicial j, cualquierasea 1<j<n, y que cada
una de ellas se puede extender a una cadena hamiltoniana cerrada (enj)

b) que por lo tanto, y tomando en cuenta el sentido de recorrido, en K, hay n!
cadenas hamiltonianas cerradas.

c) que distinguiendo entre opuestas, las cerradas de K, , p>1,son plp!
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5-12)

Demuestre que identificando ciclos opuestos :

— Kn (n>3) admite (n— 1) !/2 subgrafos que son ciclos hamiltonianos, y que
cada arista de K, integra (n—2)! de ellos.

— Ky contiene pl.(p—1)! /2 subgrafos ciclo hamiltonianos.

5-13)

Vea que los Corolarios 1y 2 de pag.192 admiten la siguiente reformulacion.

Los (n—1) ! /2 subgrafos ciclo hamiltonianos de K, pueden agruparse :

si n esimparen (n-2)!,y si n es paren (n—-1).(n-3) ! conjuntos; cada uno
de los cuales tiene [ (n-1)/2 ]ciclos arista disjuntos entre si.

5-14)

Represente topolégicamente los seia subgrafos ciclos hamiltonianos de Kss,
asi como los doce de K, vy los de K5 agrupandolos en conjuntos de ciclos sin
aristas comunes

5-15)

a) Halle una descomposicion de K7 en ciclos hamiltonianos y a partir de ella un
conjunto maximal de ciclos hamiltonianos arista disjuntos dos a dos en Kj.

b) Constate que Ks puede expresarse como unidn de tres ciclos hamiltonianos
y un 17- factor.

5-16)
Vea que todo grafo clibico que ademas es hamiltoniano contiene tres 7-factores
(acoplamientos completos) sin aristas comunes entre ellos.

5-17)
Vea que si n es impar, y en K, se eliminan a lo sumo (n — 3) /3 aristas, se ob-
tiene un grafo hamiltoniano, pero que la reciproca es falsa.

5-18)
Constate la equivalencia entre el par de condiciones suficientes para la existen-
cia de ciclos de hamilton incluidas en la Prop. 5.51.

5-19)

Vea que si la sucesion dy, dz, ., d, satisface las hipotesis de la Prop.5.5.1
también las satisface cualquier sucesion grafica d', d», ., d', que la mayore ;
es decir, tal que d; >d;.
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5-20)
Demuestre que los Corolarios de la Prop.5.5.1 se implican sucesivamente.

5-21)
Vea que las condiciones suficientes de Dirac y de Ore (Corol.1-2 de Prop.5.5.1)

no son validas si el conexo G puede tener bucles o aristas paralelas, o sélo dos
vértices.

5-22)

Suponga que en una reunién de n personas cada una conoce a por lo menos la
mitad de ellas. ¢, Podran sentarse alrededor de una mesa circular de forma que
cada uno tenga sentado a derecha y a izquierda uno de sus conocidos ?.

5-23)

Imagine el grafo constituido por dos copias disjuntas del completo K, uno de
ellos con un vértice distinguido x, y ambos conectados por aristas [x, x] cual-
quiera sea x perteneciente al completo que no contiene .x.

Utilice este grafo para mostrar que la restriccién que implica la hipdtesis de la
condicion de suficiencia de Ore (ver Prop 5.5.1 Corolario) no puede mejorarse
substituyendo n por (n—1).

5-24)
Demuestre que la k-clausura Cy introducida en pag.201 esta bien definida (es
decir, que no depende del orden en que se consideren los pares de vertices.

5-25)
Suponga tener una mesa circular rodeada de diez butacas numeradas.

Se preguntan :

a) ¢ de cuantas formas podran sentarse alrededor de ella diez comensales ?

b) idem a) pero si cinco de los comensales son cordobeses y deben alternarse
con los no cordobeses ?

c) idem a) pero sin tener en cuenta la numeracion de las butacas

d) idem c) pero sin distinguir entre “a derecha” y “a izquierda”

e) idem d) pero sin repetir pares de contiguos.

5-26)
Vea que si un grafo G carente de bucles es de orden n, y para todo par de vérti-

ces u,v, setiene gr(u) + gr(v) > n— 1, entonces G admite cadena hamiltoniana.
( Se sugiere ver que G es conexo y razonar por induccion )
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5-27)

Supongamos tener el "grafo reticular" de vértices (i, j) con i J, enteros, 0<i<p,
0<j<q; px22,q=2, yaristas que conectan los pares de vértices contiguos
de una misma horizontal (vertical).

¢, Que condiciones sobre la paridad de p, g, permiten asegurar la posibilidad
(imposibilidad) de construir en ellos ciclos hamiltonianos ?

En [Mars71] se da el resultado de Kétzig que extiende al anterior al caso de los “grafos reticula-
res n—dimensionales”

5-28)

Admitiendo que cada arista de un grafo cubico esta incluida en un nimero par
(eventualmente nulo) de ciclos hamiltonianos deduzca los siguientes resultados,
ya indicados en pag.197.

a) todo grafo ctbico hamiltoniano tiene al menos tres de dichos ciclos.

b) si un grafo admite dos ciclos hamiltonianos arista disjuntos, admite al menos
tres de estos ciclos.

5-29)

Demuestre

a) que los caminos eulerianos cerrados (abiertos) de un multidigrafo no trivial G,
se corresponden biyectivamente con los caminosos hamiltonianos cerrados
(abiertos) de su digrafo adjunto.

b) que si H es digrafo adjunto hamiltoniano todos sus caminos hamiltonianos
pueden extenderse a uno que es cerrado.

5-30)

Halle un par de digrafos hamiltonianos sélo uno de los cuales tenga adjunto
hamiltoniano. Muestre asi que si G es un multidigrafo hamiltoniano su adjunto
puede, o no, ser hamiltoniano.

5-31)
Vea que si G es un grafo euleriano sin bucles, su adjunto es euleriano y hamil-
toniano, y que las respectivas reciprocas son falsas.

5-32)

Vea que si G carece de bucles y es grafo hamiltoniano, entonces su adjunto es
hamiltoniano y puede, o no, ser euleriano.
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5-33)

Muestre que en la clase de los grafos sin bucles :

a) H es adjunto de un euleriano si y sélo si todos los clanes de su “descompo-
sicion de Krausz” son de orden par.

b) H es adjunto de un hamiltoniano si y sélo si contiene un ciclo cubriente con
exactamente una arista en cada uno de los clanes de su “descomposicion de
Krausz”.

5-34)

Compruebe, a partir de lo afirmado en los ejercicios anteriores que en la si-
guiente tabla se resumen todos las posibles formas en que pueden presentarse
las propiedades "ser (no ser) euleriano" y "ser (no ser) hamiltoniano" en relacion
con grafos sin bucles, y sus respectivos adjuntos.

| G L AG) G | A(G)
eul. ham. eul. ham. no eul. no ham. | eul. ham.
[1] no ham " " " n n no ham.
no eul. ham. " " " " no eul. ham.
" " no eul. n " " L1 no ham

Constate que todas ellas son efectivamente realizables.

5-35)

Constate que —en el caso dirigido— las Unicas formas en que se pueden presen-
tar las caracteristicas "ser (no ser) euleriano" y "ser (no ser) hamiltoniano" en
relacién con los multidigrafos y sus adjuntos, estan resumidas en la tabla

G | A(G) G A(G)
eul. ham. ham eul. no eul. ham no ham eul
" “ “ no eul. “ " “ no eul.
“ no ham. * eul “ . no ham. “ eul .
1 " " no eul' " " [} no eul.

Muestre que todas ellas son efectivamente realizables.

5-36)
Vea que la regla : "conectar cada ciudad con una de las mas préximas", no es
apta para resolver el problema del viajante de comercio.
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CAPITULO 6
TRANSITABILIDAD VALUADA
6.1. INTRODUCCION

En el Prologo y en 2.3 hemos observado que el uso de configuraciones valua-
das permite obtener resultados tedricos mas interesantes y ajustados a la reali-
dad que los alcanzables a partir de solamente los aspectos combinatorios de la
Teoria de Grafos.

En lo que sigue las estudiaremos en relacién con problemas de caminos opti-
mos que presentan caracteristicas diferentes de las que tienen los problemas
del cartero chino, o del viajante de comercio, vistos en los Cap.4 y 5.

La cuestion similar de cadenas 6ptimas no sera considerada.
Para ella podriamos recurrir a la correspondencia entre las cadenas de G y los
caminos de su simetrizado, o aplicar métodos analogos a los que veremos.

Tampoco consideraremos en este capitulo los problemas de optimizacion que
se presentan al estudiar como concretar, en cierta “red de aprovisionamiento y
demanda” una “distribuciéon a costo minimo”.

Estos problemas, que pueden ser abordados con la nocién flujo en digrafos ca-
nalizados se trataran en el Cap.11.

Notemos, de paso, que el analisis de los problemas de transitabilidad en térmi-
nos de operaciones formales, o de estructuras algebraicas definidas “ad hoc”
han sido motivo de numerosos trabajos.

Al respecto podrian consultarse [Gon75] y [Roy74] que incluyen amplias biblio-
grafias. Estas “algebras de caminos” también fueron estudiadas en [DerP71],
[KauP77], [Mino76], [Pair67] y en el Cap.3 de [GonM79].

6.2. CAMINOS OPTIMOS

El problema de los caminos dptimos en configuraciones arco valuadas es el de
hallar, de entre todos los caminos que resuelven el problema planteado, los que
maximizan (minimizan) su “valor”.

Nocion ésta, que frente a problemas distintos podra referirse a magnitudes dife-
rentes. Por caso, tiempo, costo, longitud, ganancia, capacidad, eficiencia, etc.

221



La bibliografia dedicada a esta tematica es muy amplia. Al respecto citaremos : [AhuMO90],
[DenF79], [Deo74], [GallP82/86], [GoIMN77], [GonM79], [Hu67], [JauMA71], [KauP77], [Mur67],
[Pie75], [Roy69], [Walt84], y [Yen75].

En [Dre69] se hace una buena revisidn de los primeros trabajos relativos a la misma.

Algunas de las aplicaciones tipicas abordadas dentro de ella son :

1)

Determinar los caminos simples a— b con mayor (menor) nimero de arcos.

2)

Si V es un conjunto de ciudades, U el de los tramos de rutas que conectan pa-
res de ellas y se conocen sus respectivas longitudes ( o el costo para recorrer-
los) determinar recorridos de “menor valor” entre ciertos pares de ciudades.

3)

Idem 2) pero buscando recorridos de “mayor valor”.

4)

Conocidas las etapas de cierto proceso y el tiempo necesario para pasar de una
a otra determinar el tiempo minimo que debe transcurrir entre la etapa inicial y
la final.

Es facil ver los problemas anteriores se inscriben dentro de un planteo aditivo.
En estos casos se convendra que el valor de los caminos nulos es cero.

En cambio, el siguiente nos llevaria a la busqueda de caminos 6ptimos, pero
referidos a magnitudes multiplicativas, y en este caso a los caminos nulos se los
valuaria uno.

Dado un conjunto de “estados” y la probabilidad de pasar directamente de uno a
otro, ¢, Cual seria, supuesto que los cambios de estado son independientes, la
probabilidad de pasar en h etapas desde un “estado i “ a otro “estado j” ?

En el caso de magnitudes aditivas, unico al cual nos referiremos, para determi-
nar caminos maximos (minimos) bastara retener de cada conjunto de arcos pa-
ralelos, si los hay, uno de los de mayor (menor) valor.

Esto no afectaria los valores 6ptimos, y posteriores substituciones de arcos por
paralelos de igual valor permitiria explicitarlos a todos.

Por lo tanto, en lo que sigue, nos limitaremos al caso de digrafos conexos, arco
valuados.

Por otra parte, es claro que la indole del tema a tratar nos lleva a restringirnos a
configuraciones conexas.
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Consideraremos en ellos la siguiente problematica :
Dado un digrafo y supuesto que a cada uno de sus arcos u; se le ha asig-
nado un valor w(u; ) determinar, de entre todos los caminos C, : a— b
aquellos para los cuales el valor W(C) = Zw(u,.) es maximo (minimo).
u;, €Ch
Sitodo w(u;)=1 el “valor W(C)” coincide con “/a longitud de C” en el sentido de
la definicién dada en Cap.3.
Por ello al considerar configuraciones valuadas, y aiin cuando los dos concep-
tos deben distinguirse, es frecuente referirse al valor W(C) baijo la designacién
longitud generalizada de C, o mas brevemente, como longitud de C.

También nosotros haremos uso de dicho abuso de lenguaje, supuesto que del
contexto resulte claro en que sentido se utiliza dicha expresién.

A los caminos de valor ptimo también se les dice caminos criticos, y a sus
arcos, arcos criticos.
Los de valor maximo (minimo) también se diran caminos maximos (minimos).

Habitualmente los valores a considerar son no negativos, pero nada impide que
lo sean. Tal el caso en que el valor del arco (x, y) mide la diferencia de nivel (o
de potencial eléctrico) desde el extremo x al extremo y.

Por otra parte, y volviendo sobre algo observado en pag.72, notemos que para
determinar caminos minimos (maximos) la carencia de un cierto arco (X, y) se
puede reinterpretar suponiéndolo existente pero valuado de forma apropiada.
Mas precisamente, valuandolo con un valor suficientemente grande (pequenio)
que asegure no sera elegido para integrar los caminos minimos (maximos)

En particular, en las formalizaciones teoricas los valuaremos + o (- ), sim-
bolos éstos que en ocasién de efectuarse calculos deberan reemplazarse ade-
cuadamente.

Observaciones

1— Si se dan dos valuaciones W y W' tales que para todo arco u se tiene
w(u) = — w'(u) , todo camino maximo (minimo) para la valuacion W es mini-
mo (maximo) parala W'.

2- Cambiando el sentido de cada arco y el signo de su valor, cada camino mini-
mo (maximo) a— b se transforma en otro maximo (minimo) b—a.

3— Si todos los arcos tienen valor positivo, los caminos de menor valor son ele-
metales.
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4— No siempre distintos caminos 6ptimos a— b tienen igual cantidad de arcos.
Es claro que si un camino a— b contiene un camino cerrado C de valor positivo
(negativo) reiterando C indefinidamente se pueden obtener caminos de valor
arbitrariamente grande (pequefo).

Si en cambio, el valor de dicho C es nulo su reiteracion no afectara el valor de
los caminos 6ptimos, pero daria lugar a una indeterminacién respecto de los
caminos buscados.

Por lo tanto, para determinar caminos a— b 6ptimos, sera necesario conocer
si el subdigrafo inducido por los descendientes de ay los precedentes de b con-
tiene circuitos, y el valor de éstos.

Cuando se consideren problemas de camino maximo (minimo) los caminos ce-
rrados de valor positivo (negativo) se diran circuitos absorbentes.

Si no son excluidos, el problema de los caminos 6ptimos carece de solucion
finita. Ninguno de ellos estara contenido en los caminos buscados.

En situaciones reales la existencia de caminos cerrados es frecuente, y en tales
casos el problema de los caminos 6ptimos podria plantearse en términos de
caminos elementales, pero esto complicaria el analisis a efectuar.

Ademas, frente a problemas concretos, es frecuente tener que atender a “se-
gundos criterios”. Por ejemplo, para planificar distribuciones de cierto producto
“a tiempo minimo”, seria necesario tomar en cuenta eventuales demoras moti-
vadas por detenciones en el recorrido.

En otras ocasiones podria ser de interés tratar de establecer un cierto equilibrio
entre las mayores y las menores “longitudes” de los tramos del camino a elegir.

Frente a tales circunstancias nuestros “caminos 6ptimos” sélo podrian ser to-
mados como soluciones aproximadas.

También el problema de determinar los “k-caminos mas cortos” entre un deter-
minado par de vértices fue motivo de diversos trabajos.

Para algunas referencias bibliograficas ver [Sak68], donde se propone un método valido para
valuaciones sin signo prefijado y sin circuitos absorbentes. Alli se observa, ademas, que modifi-
caciones adecuadas permiten adaptarlo para considerar “problemas de circulacion”, y que eli-
giendo k suficientemente grande el método permite determinar todos los caminos con extremos
prefijados.

Al respecto podrian consultarse : [BellK60], [FranF71], [GonM79], [HofP59], [Law76], [Poll61],
[Poliwe0].
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6.3. ALGUNOS METODOS PARA HALLAR CAMINOS OPTIMOS

La busqueda de caminos 6ptimos puede presentar aspectos esencialmente di-
ferentes segun sea la situacién a resolver.

En particular, puede suceder que la busqueda se encare en digrafos que pue-
den ( o que no pueden ) contener circuitos, y que interese determinarlos para
todos los pares de vértices, o s6lo para aquellos con determinado vértice inicial.
También cabe tener presente si todos los arcos estan valuados positivamente, o
si se admiten arcos con valores positivos, y otros con valores negativos.

Notemos, ademas, que a veces no interesa conocer los caminos dptimos, sino
so6lo su valor.

La variedad indicada se refleja en la de los algoritmos propuestos para hallarlos.
Un método eficaz en cierta circunstancia puede no serlo en ofra.

Para algunos se pedira que todos los valores w(u) sean de un mismo signo,
pero otros podran aplicarse ain cuando los haya positivos y negativos.

Para decidir sobre cual algoritmo elegir también habria que tomar en cuenta las
respectivas “eficacias”, cuestion ésta que escapa a nuestro objetivo.

Antes de enunciar algunos algoritmos creemos conveniente recordar que como
G se supone finito también lo es el nimero de sus caminos sin circuitos, y que
por lo tanto la determinacién de los que ademas son 6ptimos se podria hacer,
tedricamente, por exhaucion.

No obstante, en virtud de la cantidad de comparaciones que serian necesarias,
este método soélo es aplicable en casos excepcionales.

De la Obs.1 de pag.223 se infiere que los algoritmos para los cuales no se exi-
ge que los valores de los arcos tengan signo determinado pueden emplearse,
sin modificaciones esenciales, tanto para determinar caminos maximos como
caminos minimos.

La mayoria de los algoritmos propuestos para determinar caminos 6ptimos
constan de dos partes, y sélo se diferencian en la primera de ellas.

En sus respectivas primeras partes se determina el valor de los caminos busca-
dos, y con sus segundas partes se los determina.
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Si solo interesa conocer el valor de los caminos buscados, y no su determina-
cidon efectiva, bastara limitarse a considerar sé6lo sus primeras partes

En general, los algoritmos para hallar caminos 6ptimos a— b responden al si-
guiente esquema :

Primera parte
Asignar a cada vértice x un valor f, que indique cual es el de los cami-
nos o6ptimos a—x.

En algunos de los algoritmos el valor correspondiente a cada vértice se fija de
una vez para siempre, pero en otros se alcanza luego de reiteradas valuaciones
provisorias. Seran dichos, respectivamente, de “valuaciones definitivas”, o de
“valuaciones sucesivas”.

Estas “valuaciones sucesivas” pueden variar segun cual sea la implementacion
elegida, y modificarse varias veces antes de alcanzar el valor definitivo.

Los “arcos criticos”; es decir, aquellos de los caminos buscados, seran los arcos
(x, y) tales que f, — f coincide con el valor del arco en cuestion.

Segunda parte
Una vez valuado b cada camino éptimo a =xp, X1, X2, ... , Xkt , Xk = b
queda fijado eligiendo arcos criticos, regresivamente, a partir de b = xx

La eventual existencia de varios arcos criticos con un mismo vertice final permi-
te que diferentes aplicaciones de la segunda etapa, lleven a distintos caminos
optimos.

En su segunda parte los algoritmos hacen uso explicito del siguiente

Principio de Optimalidad | Si C es un camino p—q optimo, y re C sus
subcaminos C':p—r, C":r—>q son 6ptimos.

Este principio es fundamental en Programacién Dinamica, y suele enunciarselo
Una politica éptima sélo puede estar formada de subpoliticas éptimas.

Destaquemos que este principio, cuya validez es inmediata, no implica que todo
camino 6ptimo pueda ser extendido a otro, también 6ptimo.

Basta considerar al efecto en el siguiente digrafo el camino que define el arco

(p, 1) 5 s,
p/TS\Eq
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6.3.1 ALGORITMO DE DANTZIG

Para determinar los caminos a—b minimos, supuesto que todo arco u = (x, y)
tiene valor no negativo, y b es accesible desde a..

Es un algoritmo de valuaciones definitivas, y no sera necesario verificar la no
existencia de caminos cerrados, pues no cabe la de circuitos absorbentes.

Etapa 1) Se pone a=x, ; selovalua t)=0;senota Ap={xp} yse pasaa
la etapa 2.

Etapa 2) Dado A, m>0, y paracada x; € An  (valuado t), se elige de entre
los arcos de vértice inicial x; vy vértice final fuerade A,, uno de los de
menor valor. Se nota x; su vértice final y se pasa a la etapa 3.

Etapa 3) Sea xm € An talque ty + W(Xm ,Xm) = min { t; + w(x; ,x;) } ; Xj€ An .

Etapa 4) El vértice x,, se valua con fy, + W(Xn, Xm ) .

Si xm = b se pasa a la Etapa 5, caso contrario se reitera la Etapa 2,
aplicandola al conjunto Apsr = Amn U {Xn}

Etapa 5) Una vez valuado b los caminos minimos a— b se obtienen eligiendo,
a partirde b = x,x , como arcos criticos aquellos (x;, x;) tales que .
WiXi, xj) = § —t.

La eficacia del método puede demostrarse por recurrencia.

En efecto, vale para Ao , y supuesto que se cumple para todo vértice de A, ,
m =1, como todo camino C = xp, X1, ..., Xn tiene vértices en A, (al menos
Xo = a) por el modo de eleccién de los vértices x,, resulta que el valor de x,, es
menor o igual que el valor de cualesquiera de los caminos a— xpn.

Ademas, la etapa 5) es aplicable, pues b sera valuado, y para cada vértice Xj
valuado £ hay al menos un x; tal que t,— ;= w(xs, X;).

Para mas informacion ver [BerGH62], [Dan60/75], [Roy69], [Sak84b], [Sim62]

Noétese que aun cuando al aplicar la Etapa 3, cada vértice es valuado desde
cierto x,, pueden existir varios arcos criticos con igual extremo final.
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Asi ocurre, respecto de los vértices f, g, h, en el ejemplo que sigue.

Ademas, si al aplicar la Etapa 2 hay varios vértices en condiciones de ser con-
siderados x, todos ellos pueden ser elegidos simultdneamente, con sus res-
pectivos x, , pues mas adelante no podria disminuirse el valor que ahora les
seria asignado

Atendiendo a la tltima de estas observaciones lo aplicaremos al digrafo.

Los sucesivos conjuntos Ap, , arcos (Xm, Xm) Yy valores t, son:

Ao a (a, c) e =1
Aq a,c (a, d) ty=2
Ao a,cd (c,e), (c, D, (d 1) .=t =4
Az a,cde,f (f, 9), (d, g fg=6

As acdefg (e h),(fh),(gb) b=t=7

Los caminos minimos a — b tienen valor 7.
Ellos son a,c,f,gb\a,dfgb\adgb.

Igual valor tienen los minimos a—h, asaber a,c,e,h \\a,c,fh\\ad,fh.

Del siguiente ejemplo resulta que este algoritmo no es aplicable si hay arcos
con valor negativo.

En efecto, dado /\ y siguiendo el proceso indicado se

tendria Ap={a}; Ar={ a,b }y &, =2, peroelcamino a,c,b es de valor 1.
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6.3.2. ALGORITMO DE DIJKSTRA

Es un eficaz algoritmo de valuaciones sucesivas para hallar caminos 6ptimos en
digrafos con arcos de valuacién w(u) no negativa.

Fue propuesto en [Dij59], y reformulado, con leves variantes, en [AhuMO90], [Agui90], [Deo74],
[GonM789], [Gri85], [Hu82], [Law76], [Petf71], [Sak84b], [Tar83], [SwaT81].

Lo enunciaremos para el caso de hallar caminos minimos de vértice inicial a.
A tal efecto convendremos que :
Ly xj = | w(xi, x; )20 siexiste arco (x;, X;)
+ o en caso contrario.

T denotard el conjunto de vértices con valuacién provisoria.
Etapa1: Poner ;=0 ; T={xi/x; #a}; ti=L,, paratodox; #a.

Etapa 2 : Elegiren T un vértice x; talque t; =min {t, / x, € T}.

Etapa 3: SiT—-{x;} = & pasar ala Etapa 4. Caso contrario, y para
T'=T-{x;}, revaluar sus vértices con t; =min {t ; t; + Ly }
y reiterar la Etapa 2 aplicandolaa T=T"

Etapa 4 : Los caminos minimos se hallan eligiendo, a partir de b, como arcos
criticos aquellos tales que w(x;, x;) =t —t;.

Al aplicar la Etapa 2 puede haber varios vértices en condiciones de ser elegidos
y el método podria ser modificado de forma de elegirlos simultaneamente a to-
dos ellos; puesto que en etapas posteriores sus respectivas valuaciones no se-
rian disminuidas.

Las columnas de la siguiente tabla dan las sucesivas valuaciones que resultan
de aplicarlo al digrafo

b o al| 0 0 0

b 1 1 1

! ) 2 cl2 1 1

2 d|+w 3 3
2 ’é//ye e |[+0o 3 3
& f |+ +o 5

g |+ +o 5
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La primera columna resulta de aplicar la Etapa 1, y la segunda, de aplicar una
vez las Etapas 2 y 3. Luego podria optarse por d, o bien por e.

Eligiendo e obtenemos la ultima de las columnas precedentes. Si, en cambio,
se hubiera elegido d, para el vértice g habria habido ademas una valuacion pro-
visoria 7.

Asi entonces, el numero de valuaciones provisorias que puede tener un vértice
dependera, en general, del orden en que se elijan los arcos.

Este algoritmo fue extendido por Knuth [Knu77b] desde un punto de vista algebraico, y en
[EdmK72] al caso de valuaciones sin restricciones, excepto la carencia de circuitos absorben-
tes. Consideraciones sobre esta modificacion se pueden ver en [Joh73].

6.3.3. ALGORITMO DE FORD

Es un método de valuaciones sucesivas que no presupone signo determinado
en los valores de los arcos. Ver [Ford56], [GonM79], [Kau68b], [Sim62], [Tar83])

Lo enunciaremos para el caso en que se buscan caminos minimos con vértice
inicial a.

Etapa 1: Asignar al vértice a el valor t; =0,y a los restantes x; un valor ;
que sea mayor, con seguridad, al de todo camino a— x;
(por ejemplo fi= +x)

Etapa 2 : Reiterar tanto como sea posible la operacion :
Elegir un arco (x;, x;) talque -t >w (x;, x;), revaluar x; con
i = i +w(x;,x;) y conservar las marcas restantes.

Etapa 3. Cuando no quepa aplicar la etapa anterior, los arcos criticos (o sea,
aquellos en los que w(x;, x;) =f — ;) que componen los caminos
minimos a— x se hallan, en forma regresiva, a partir de x.

Del procedimiento indicado resulta que los sucesivos valores asignados a cada
vértice determinan una sucesion no creciente.

Dicha sucesion es finita, pues cada revaluacion de x; es consecuencia de otra,
en alguno de sus precedentes, y por la carencia de circuitos absorbentes no
caben revaluaciones de si mismo.

Por ello y 1a finitud de G la etapa 2) se aplica un numero finito de veces.
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Ademas, cuando deba aplicarse la etapa 3) cada valor t es el de los caminos
a—x; minimos, pues de lo contrario habria al menos un arco al cual podria atn
aplicarse a etapa 2).

Apliquemos el algoritmo en cuestion al siguiente digrafo.

Eligiendo los arcos (a,b), (a,c); (c,d), (b,d); (b,e); (c.f); (fe); (d.e), (e,c) y nueva-
mente el (c, f) se tendra que las sucesivas valuaciones de los vértices son las
dadas en las columnas de la siguiente tabla

0 0 0 0 0 0
+00 2 2 2 2 2
+o00 +o00 4 4 4 4
3

W AN O

+00 +00 400 6 3

o Q{6 o9

0
2
4
3
+0 40 4+ +o00 +oo 10 10 9
8

o0 ON WO~ NO
0 ON W N NO
AN N W NN O

f|l+© +0 40 +0 +0 +oo §

La valuacion anterior no puede mejorarse y en este caso, cualquiera sea el vér-
tice x hay un dnico camino minimo a— x.

El camino a—f de valor 6 es el de arcos (a, b), (b, d), (d, e), (e, ¢), (c, D.
Un refinamiento del algoritmo que nos ocupa podria ser :
— Al aplicar la etapa 2 elegir de entre los arcos (xi, Xj) con w;; < ¢ —{ uno

de aquellos con menor valor en su vértice inicial.

El mismo nos hubiera llevado a elegir el arco (b, d) antes que el (c, d) y el vérti-
ce d hubiera sido valuado directamente con 3.

Poniendo — <c en lugar de + o, y cambiando el sentido de la desigualdad en Etapa 2, se halla-
rian caminos maximos.
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La nocidn "arborescencia cubriente de raiz r' , a introducir en Cap. 9, permite modificar leve-
mente el algoritmo precedente dando fugar al de Ford-Berge (ver [BerGH62] Cap.9 , [Roy69]-
Cap.VlI)

Tambien en [DanBR67] ( [GonM79]-Cap.2) se recurre a "arborescencias cubrientes" para enun-
ciar un metodo que permite hallar, en digrafos con arcos valuados arbitrariamente, los distintos
caminos éptimos de vértice inicial prefijado.

Ademas, para el caso de digrafos sin circuitos Bellman-Kallaba propusieron ( ver [GonM79],
[Kau62/ 68b], [KauCr65], [KauD64] ) una variante del método de Ford , recurriendo a la Progra-
macion Dinamica y a la evidencia : todo camino 6ptimo con a lo sumo r arcos esta formado de
subcaminos éptimos con a lo sumo k arcos, k <r.

6.4. METODOS MATRICIALES

En 6.3 hemos considerado varios algoritmos para determinar caminos 6ptimos
con un determinado vértice inicial.

A continuacion daremos otros, que recurren a operaciones con matrices y per-
miten tomar en cuenta, simultineamente, a todos los caminos existentes entre
los distintos pares de vértices.

Para algunos se emplean “operaciones formales”.
Por ejemplo, dadas las matrices A =(a;;) y B =(b;;),detipos pxqg \ gxr,
respectivamente, y supuesto que #y & son dos operaciones binarias que sa-
tisfacen las propiedades necesarias ( asociatividad, conmutatividad, etc.) dire-
mos :

Producto de A con B relativo a #, &, ala matriz C, de tipo p xr tal que:

A*B= C=(c;) con c;j=#(aix & byj).

Interpretando # y & como adiciéon y multiplicacién de reales, el “producto relati-
vo” que nos ocupa coincide con el habitual “producto de composicion”.

En cambio, interpretandolas como supremo e infimo de ceros y unos reencon-
trariamos el "producto de composicién booleano”.

Del ejemplo que sigue es facil deducir como se podria utilizar una tal operacion
para hallar todos los caminos con cierta cantidad de arcos.

a 2
10—
‘:\?\\ ..a .
blle @f ol o bl
.o . d
d e 2
3
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ab/ac

M*M=| bd/cd
. de . af
fe eblec yid

Algo similar ocurrié en 3.10 en ocasién de introducir la "multiplicacion latina".

6.4.1. METODO MINI -SUM

Seguidamente veremos un método para determinar caminos minimos, que no
presupone tener sélo valores positivos. El mismo puede interpretarse como
“producto relativo a #y &”, supuesto que #y & denotan, respectivamente, infi-
mo \\ suma de reales extendida con (+ o)+a=+ w.

Mas precisamente, dadas las matrices de igual tipo A =(a;) y B =( bij) se

dira mini-sum de A con B alamatriz C=(c;;), con c; =infi (aj+ bx; ).

Asi entonces, sienM=(m;;) : m;; =0 si i=j
Wi si hay arco (x;, x;), i #j
+ o  sino existe tal arco .

los elementos de M =M *M dan para cada par de vértices x;, x; ( se admite
X; = X; ) los valores de los caminos minimos que los conectan con a lo sumo dos
arcos, o indican que ellos no existen.

En efecto si hay un camino (x;, xx ), (xx, X;) su valor esta dado por mjx + my; ;
y como los elementos m;; son nulos 2m,;j =infe (M +my;) < myj.
Caso contrario, la carencia de ese camino queda indicada por + .

Reiterando el razonamiento anterior, y puesto que todo camino x; —x; con L
arcos se obtiene concatenando un arco (x;, Xx ) con un (L-7)-camino Xx—> X;
resulta que si hay caminos x; — x; | el valor de los buscados, con longitud L ,
es Lm,-,,- = inf, (L'1m,-,k + my;).

Si ‘m;; < “'my; los valores k que implican la modificacion corresponden a vérti-
ces que deben integrar los caminos minimos x;— X; .

El proceso termina cuando "M = "'p,
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La eventual existencia de circuitos absorbentes se detectaria por la aparicion de
algun valor “m;; < 0.

Apliquemos este algoritmo al digrafo utilizado para ejemplificar el de Ford.
Identificaremos a, b, ¢, d, e, f con Xy, X2, X3, X4, X5, Xe : Y pondremos . en
lugar de +o

o2 4 . . . 02 4 3 10 8
0 1 8 0 4 1 4 .
0 2 . 4 0 2 5 4
M = M =
0 3 -1 0 3 .
-4 0 -4 -2 0 0
1 0 -3 1 0
02 4 3 6 8 02 2 3 6 8
0 0 1 4 8 0 0 1 4 4
0 2 5 4 0 2 5 4
3M= 4M=
-1 0 3 3 -1 0 3 3
-4 -2 0 0 -4 -2 0 0
-3 -1 10 -3 -1 10
02 2 3 66
0 0 1 4 4
0 2 5 4
M = M = °Mm
-1 0 3 3
-4 -2 0 0
-3 -1 1 0

En la primera fila de la ultima matriz hallada se dan los valores de los caminos
minimos de vértice inicial a. Obviamente, coinciden con los hallados aplicando
el método Ford.

Para hallar los que llevan desde a = x; hasta f=xs basta operar como sigue.

6 _5 4 6 —p_4 -
Como "mys="mye <"mye y "mMie=6="my3+m3e=2+4 resulta que el
Gltimo de sus arcos es el de extremos x3=c¢ , xg=1.

De “my3 <3my 3,y visto que “my3 =2=6-4,apartirde °my 5+ ms3 se tiene
que el penuitimo de los arcos del camino buscado es (xs, x3) = (e, C).
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Analogamente, podriamos determinar que el camino minimo a—e es el de ar-
cos (a, b), (b, d), (d, e).

Considerando la segunda fila de ®M hallariamos los caminos minimos de vértice
inicial b.

Con vistas al problema que nos ocupa cabe citar ademas el "método cascada" dado en
[FarLM67], y adaptado en [BilK69] para digrafos con valuacions arbitrarias. ( [Mars71]-Cap.8,
[KauP77]-Cap.24, [Wal84]-Cap.3)

Digamos ademas que el método matricial propuesto en [Dan67], apto para valuaciones positi-
vas o negativas, fue mejorado en [GraM73] y [Tab73].

6.4.2. METODO DE FLOYD

Este método, propuesto en [Floyd62] ( [Agui90], [Deo74], [GonM79], [KauP77],
[Law76] [SwaT81] ) se inspira en el de Roy-Warshall, y es mas eficaz que el
"mini-sum" pues implica menos operaciones.

Una modificacién estudiada en [CarsL77] y en [Spira73] permite disminuir el
tiempo promedio de procesamiento.

Su idea fundamental es la de calcular para cada par de vértices i, j, y para va-
lores crecientes de k, a partir de k = 1, el valor m";; de los caminos i—>j 6p-
timos, cuyos vértices interiores estan numerados a lo sumo k.

Para su aplicacién no interesan los signos de los valores en los arcos, y la
eventual existencia de circuitos absorbentes implicaria la aparicién de un valor
negativo (positivo) en la diagonal de alguna de las matrices a obtener.

También ahora frente a problemas de caminos minimos (maximos) la carencia
de un arco se indicara con +w (- ).

Lo enunciaremos para el caso de caminos minimos.

Para aplicarlo a un digrafo valuado de orden n consideraremos como matriz
inicial la M de componentes m%;; =| w(x;, ;) sihayarco (x;, x;);i %]
o si i=j
+ en otros casos.

Para hallar las restantes M® =m®,;) ' 1<k< n , aplicaremos la operacién
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m(k),-,,- = min { m(k'”,-,,- ; m(k'”,-,k + m(k'”k,j} .

Si m"%;; < m*",; cada uno de los pares de caminos i—k , k—j indicados en
m®*7,; permite construir un camino i—j de menor valor que los que utilizan
solo vértices que estan numerados a lo sumo k-1.

Reiterando esta operacion, y si no hay circuitos absorbentes, hallaremos final-
mente la matriz cuyas componentes son los valores de los caminos minimos.

Notese que :
- Si m*Y, =0 la k-ésima fila (columna) de M* coincide con la k-ésima fila
(columna) de M*7.

— Sim" ;< 0 el vértice x; pertenece a un circuito absorbente todos cuyos vér-
tices estan numerados a lo sumo k.

Reetiquetando ordenadamente los vértices a,b,c,d,e,f con x; ,1<i<6,y
poniendo . en lugar de + « , apliquemos este método al siguiente caso.

b
2
a
4
02 4 02 4 4
0 2 0 2
M(O) =M(1) - 0 2 4 M{z) _ O 2 4
0 6 4 0 6 4
-4 . 0 4 . 0
2 0 2 0

En nuestro caso no hay caminos con x; vértice interior, y por ello M = m™ .

Ademas, al calcular M® sélo se revalué m™;4 y esto se corresponde con la
admision del camino a, b, d = x7, X2, X4 cuyo valores 4.

236



02 4 4 .8 02 4 4 10 8
0 . 2 . 0 . 2 8 6

Yo = 0 2 4y 0 2 8 4
0 6 4 .0 6 4

-4 -2 00 -4 -2 0 0

2 0 2 0

02 4 4 10 8 02 4 4 10 8

0 4 2 8 6 0 4 2 8 6

Yo - 0 2 8 4 g 0 2 6 4
2 0 6 4 2 0 6 4

-4 -2 0 0 ~4 -2 0 0

-2 .0 20 -2 0 2 0

Los valores de M® son los de los caminos minimos entre los distintos pares de
vertices. En particular, los que llevan desde a hasta e tienen valor 70.

Para determinar tales caminos recurriremos a la matriz T " construida, a partir
de T Y aplicando las siguientes reglas :

T%=(t%) con t% =| i siexistearco (i j)
en caso contrario.
T =(t%;) con t¥X; = k si m"; = m*7);

¢,k si m®; =m*7",; pero incidiendo en k se
obtiene otro camino i—j minimo.
£ en otros casos.

La eventual incorporaciéon de k en t“,;j no implica la existencia de arcos (i, k) o
(k, j) , sino que el vértice k pertenece a alguno de los caminos minimos i—»

Mas precisamente, si p € t";; y existe un arco (p, j) — ounarco (i, p) — dicho
arco integrara alguno de los caminos buscados, y el andlisis continuara a partir
de tni,p ; (0] de tnp,j.

Pero, si ni (p, j), ni (i, p), existen, para continuar el analisis se deberan conside-
rarambos t", y t",;
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Substituyendo la sucesion 1,2,3, ... porla a,b,c, ...

«Q

Vimos que los caminos minimos a—e tienen valor 10.

o
QU AR

c

e f

c

o Qo

d

-

o QU o K

o Qo {

d.f
d.f

d.f

nuestras matrices T* son

a

c

o Qoo

Que ellos son : a,b,d,e \\ a,b,dfe \ a,cfe resulta de lo siguiente :

De t"a_e ={d, f} se tiene que ambos d, f, pertenecen a dichos caminos.
Ademas, como existen arcos (d, e), (f, e), resulta que cada uno de ellos es

ultimo en los caminos a—e buscados.

Ahora deben determinarse los caminos minimos a->d ; a—f.

De t',a={b}; t'sp ={a} y la existencia de arcos (a, b), (b, d) se tiene el cami-

no a,b,d, a partir del cual uno de los buscados es a,b,d,e.
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Por otro lado, de t7y; =t %, ¢ = t%;¢={c, d} surge la existencia de caminos mini-
mos a—f que inciden en ¢, o en d, y por lo tanto también son criticos los arcos

(c.f, (d, 1.

Como t';.={a} y existe el arco (a, ¢) otro de los caminos buscados es a,cfe.

Analogamente, de t,4 = {b}; tfa,b = {a}, y los arcos involucrados se obtiene el
camino a,b,d,fe.

Procediendo en forma similar, o viéndolos como subcaminos de vértice inicial b
de los caminos a—e se tendra que los b—e minimos son b,de \\ b,dfe.

Hallemos ahora los caminos minios b—c.
De thhc={ef; the={df; the={b} resulta que unode ellos es b,d.ec.

Resta otro incidente en £, pero la carencia de arcos (f, ¢), (b, f) hace necesario
que para hallarlo deban construirse los caminos minimos b—f ; f— c.

Como tfb,f ={d} y hay arcos (b, d), (d, /) uno de ellos es b,d,f
De the={e} y the={f elotroes fe,c.

De ambos se obtiene, por composicion, el camino b,d,fe,c.

Los caminos minimos con otros vértices iniciales pueden hallarse considerando
las restantes filas de T’

El camino e,c,f es de valor nulo, y hace que los caminos minimos f—e no
estén univocamente determinados.

En [RobeF68] se propone un método similar al anterior, desarrollado en términos de "operacio-
nes generalizadas" dentro de la Programacion Dinamica.

6.5. CAMINOS CRITICOS - APLICACION P.E.R.T. (M.P.M.)

Los problemas de “planificacion” ( ordonnancement ; scheduling ) en los cuales
es necesario respetar numerosas restricciones y mantener control permanente
sobre su evolucion, son frecuentes y variados.

Se presentan, en particular, al encarar la construcciéon de grandes edificios, o la
direccion de equipos de trabajo, o el gerenciamiento de plantas industriales, etc.
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Tales cuestiones implican la realizacion del total de “tareas”, (o de “etapas” ) en
las que, a efectos de su estudio, se lo descompone.

La subdivision involucrada suele no ser inmediata, y en general no esta univo-
camente determinada.

Depende, en esencia, de la precisidn con que se lo quiera analizar, o de las dis-
tintas formas en que es factible llevarlo a cabo.

La finalizacion de cada “tarea” (“etapa”) requiere haber concluido todas las pre-
cedentes, y obviamente ninguna de ellas puede precederse a si misma.

Asi por ejemplo, el pulido de una pieza no puede efectuarse antes de haberla
torneado, tampoco puede comenzarse a revocar una pared después de ser pin-
tada, o antes de terminarla, al menos en cierta proporcion,

Por lo tanto, salvo que restricciones especiales lo impliquen, los esquemas en
los cuales se analizaran las situaciones seran digrafos sin caminos cerrados.

Para elegir las “tareas”, como asi también para decidir sobre sus respectivos
tiempos de ejecucion, sera necesario recurrir a la experiencia obtenida en casos
similares, evaluando entre las estimaciones optimistas, las pesimistas, y las
mas probables.

Las cuestiones mas frecuentes a considerar son :

— evaluar el tiempo minimo f, necesario para completar el proyecto

— fijar para cada “tarea” ( “etapa” ) el periodo de tiempo en que se la puede
comenzar sin afectar el valor f,

— visualizar las implicancias de eventuales atrasos en la marcha del proyecto y
comparar entre si distintas opciones para solucionarlas.

— elegir de entre los ordenamientos que permitan satisfacer f, los que optimi-

zan eventuales “segundos criterios” (por ejemplo, minimizar el nimero de ta-
reas en ejecucion simultanea).

A veces habra que atender ademas a restricciones de otras clases.

Por ejemplo, podrian presentarse restricciones disjuntivas, que hagan imposi-
ble la realizacién simultanea de ciertos pares de tareas; o restricciones acumu-
lativas, que acoten la cantidad disponible de cierto recurso (dinero, obreros,
etc.); o restricciones temporales, que exijan para algunas tareas su realizaciéon
en un determinado periodo de tiempo.

También podrian presentarse sifuaciones aleatorias; o decisorias, en las que
habria que optar entre distintas posibilidades, etc.
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Volviendo sobre algo indicado en el Prélogo recordemos que hay dos maneras
directas de construir los esquemas en cuestion.

En uno de elios, el “digrafo fareas”, sus vértices representan “tareas” y sus ar-
cos a las restricciones de precedencia que éstas deben satisfacer.

En el otro, el “digrafo etapas”, sus vértices identifican “etapas” y sus arcos a las
tareas que deben realizarse para completar el proyecto.

En ambos casos, previa una adecuada valuacion de los arcos, la determinacién
de caminos criticos permitira tener, en cada instante, un buen conocimiento de
la situacion y una visién precisa de la marcha del proyecto.

Estos esquemas podrian poner en evidencia la imposibilidad de satisfacer algu-
nas de las hipétesis hechas, y en consecuencia la necesidad de introducir modi-
ficaciones al programa inicial.

Tambien permitirian decidir, durante la ejecucion del proyecto, sobre eventuales
modificaciones necesarias para hacer frente a situaciones imprevistas.

La idea de utilizarlos viene de mediados del siglo XX, cuando fueron utilizados
porla N.A.S.A. al desarrollar el Proyecto Misil Polaris.

Se estima que ello permitié reducir a tres afos y medio, la duracién del proyecto
pensado inicialmente en seis afios.

Dos de las herramientas propuestas para controlar la marcha de los problemas
que nos ocupan son : el Método P.E.R.T. ( Program Evaluation and Review
Technique ), y el Método M.P.M. ( Méthode des Potentiels — METRA ).

Ambos se basan en la determinacién de caminos criticos.

Para observaciones sobre ellos, o sobre sus usos y aplicaciones consultar : [AckS68], [Batt67],
[BusS65], [Cop64], [Dibon70), [FauRT76], [GonM79], [JauMA71], [KauD64], [Mars71], [Muiwe3],
[Roy62a/62b/64/66/69], [SakB84a/84b].

Los digrafos etapas tienen su origen en los Diagramas de Gantt (o de Barras).
En éstos, las barras tienen longitudes proporcionales a los tiempos de ejecucién
de las tareas que representan y son ubicadas dentro del periodo en que deben
completarse para no afectar el plazo de ejecucion del proyecto.

Permiten visualizar y controlar diariamente la marcha del plan previsto.

Llevan, en general, a esquematizar el proyecto con digrafos que requieren me-

nor cantidad de elementos que el correspondiente digrafo tareas, pero que no
siempre son construibles en forma directa.
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Ademas, eventuales alteraciones del proyecto pueden implicar modificaciones
mas profundas en los digrafos efapas que en los digrafos tareas.

Por ejemplo, y segun observamos en el Prélogo, modificar ciertas relaciones de
precedencia puede requerir la aparicién de tareas ficticias en digrafos etapas,
pero no en digrafos tareas.

En lo que sigue razonaremos casi exclusivamente sobre digrafos tareas, y pres-
taremos atencion, fundamentalmente, a la determinacion del tiempo f, , mini-

mo para la ejecucion del proyecto, y a la de los periodos de tiempo en los que
sus tareas puedan ejecutarse sin afectar f, .

Para ello asociaremos a cada una de sus tareas T; un vértice x; (1<i<n-1),
representaremos con xp a la “tarea virtual Ty’ de “puesta a punto del proyecto”,
y con x, ala “tarea virtual T, de “finalizacién del proyecto”.

Ademas, cada arco (xi, x;); i,j, € {0,1,..., n} sevaluara con {;; , valor éste
que indicara cual es el menor tiempo que debera transcurrir entre el comienzo
delatarea 7; yeldelatarea T;

Esto no implica que para comenzar T; se haya concluido T;.

Asi entonces, las tareas T, que pueden comenzarse en el primer dia de ejecu-
cion del proyecto estaran asociadas con arcos (xo ,Xx,) valuados fyn = 0.

Visto que para poder comenzar una tarea T; es necesario haber satisfecho las
restricciones que pesan sobre todas aquellas que la preceden, el tiempo mini-
mo que debe pasar desde el comienzo de ejecucidn del proyecto hasta que sea
posible comenzar T; esta acotado inferiormente por el mayor de los valores de
los caminos x,—X;. Lo notaremos f;.

Asi entonces, silos {;; indican dias :
1 — Aquellas tareas T; con f, = k pueden iniciarse a partir del (k+7)-ésimo dia
de haberse comenzado a ejecutar el proyecto.
2 — Como el comienzo de T, equivale a la finalizacién de todas las tareas se
tiene que| El menor tiempo necesario para completar el proyecto es el valor
f, de los caminos maximos x, — Xp.

Esto hace que para la busqueda de “tiempos minimos” deban determinarse “ca-
minos maximos”.
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Las tareas correspondientes a los vértices de dichos caminos maximos (o criti-
cos) son las tareas criticas, y cualquier demora en el comienzo de una de éstas
implicara una igual para la finalizacién del proyecto.

Por otro lado, el comienzo de cada tarea no critica 7; se puede demorar, dentro
de cierto margen, sin afectar la fecha de finalizacién del proyecto.

Dicha “fecha maxima” sera notada f,
Para hallarla bastara calcular 7, = £, — w;, . siendo w;, el valor maximo de los
caminos x; —X,. Es claro que para las tareas criticas f, = 7,

Comenzar alguna tarea luego de su “fecha méaxima” implicaria un aumento del
valor f, y la aparicién de nuevos caminos criticos.

Pero un eventual comienzo de T; antes de f;, alin cuando sea critica, no permi-
te asegurar se disminuira el tiempo f, de ejecucion.

En efecto, en el siguiente ejemplo todas las tareas son criticas, y atin cuando el
valor del arco (a, b) se redujera, los valores f.y fy se mantendrian.

El “intervalo de flotamiento” [ f,, f;,] indica el periodo de tiempo en el cual es
posible comenzar la tarea T; sin afectar la duracion de ejecucién del proyecto.

Elvalor f, — f, se denomina margen total de T;.

También presenta interés conocer la fecha de iniciacion mas tardia que admite
una tarea T; sin afectar la fecha f, de iniciacién de sus consecutivas inmedia-

tas, y por ende sin afectar f, .

Sera notada f, , yelvalor f, —f dicho margen libre de la tarea T;.

~I

Si T; es tarea critica, o existe arco (x;, x;) con x; vértice critico, f, =
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Los “margenes libres” y los “margenes totales” de las distintas tareas son faciles
de calcular, y permiten estimar la “elasticidad” del programa en ejecucion.
Cuanto mas reducidos sean, mayores seran los riesgos de no poder cumplir
satisfactoriamente el plan programado

En particular, para el siguiente digrafo tareas, con xp=a , x, =g

su Gnico camino critico es el de arcos (a, ¢), (¢, d), (d, ), (f g); v f, =23.

Sus Unicas tarea no criticas son b, e, cuyos respectivos intervalos de flotamien-
toson [3, 6],[12, 14]

En ciertas ocasiones las restricciones a considerar pueden implicar la aparicién
de circuitos no absorbentes.

Por ejemplo
Si T; debe comenzar entre py q unidades después de comenzada T; (p<q)
la situaciéon puede representarse por el siguiente esquema

P

=q
En efecto, elmismollevaa f, +p <f, < f +q.

Si T; tuviera que comenzar inmediatamente después de finalizada T; pondria-
mos p =q, igual al tiempo que demanda concretar la ejecucion de T; .

Para disminuir f, , o para evitar el incremento que le provocaria el eventual co-
mienzo de cierta 7, después de f, deberian disminuirse algunos t;.
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Las disminuciones de estos f;;, que podrian llevar a la aparicion de nuevos ca-
minos criticos, pueden lograrse asignando a la ejecucion de ciertas tareas equi-
pos mas eficientes que los previstos inicialmente, o mayor niimero de obreros
encargados de su ejecucion, etc.

El conocimiento del costo de cada una estas modificaciones permitiria decidir
sobre cuales implementar.

En particular, para

ae- d (ij)(ab)|(ac)(bc)l(bd)](c,d)
3 4 1 2 4

Cij 3 3 4 1 2

c

Supuesto que f;; es el tiempo minimo a transcurrir entre el comienzo de las ta-
reas T;, T;, esclaroque fy =8.

Si ci; es el costo por reducir en una unidad de tiempo el valor tij, , para reducir
f, endos unidades, y a menor costo, debe reducirse en dos el valor ted..

Si se quisiera reducir f, en tres unidades lo mas conveniente seria bajar en dos
elvalorde f.q yenunolosde t,p y tac.
Esto aumentaria el costo en 10 =4 + 3 + 3 unidades.

Por otro lado, aumentos de ciertos valores t;; en arcos no criticos pueden ser el
reflejo de la disminucion de costo en el completamiento de tareas no criticas.
Por ejemplo, asignando menos personal a su ejecucion.

Esto podria llevar, eligiendo adecuadamente estas tareas, a una disminucién
del costo del proyecto, sin afectar f, .

En [KauD64] se dan ejemplos de aplicaciones de éstas técnicas y se muestra
como extenderlas para incluir tareas de duracion aleatoria o para reducir los
tiempos de ejecucion minimizando costos adicionales.

En [JauMA71]-Cap.11 se desarrolla un analisis similar, pero referido a un “grafo
etapas”
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Para ejemplificar lo dicho supongamos que :

— A, B, C, son tres tareas cuyas respectivas ejecuciones demandan dos dias y
tales que : A, B se pueden comenzar conjuntamente con el proyecto, mientras
qgue para comenzar C deben transcurrir al menos tres dias de ello.

— Latarea D puede comenzar inmediatamente después de terminada C pero
no antes de dos dias después de finalizada A.

— Latarea E para cuyo completamiento son necesarios ocho dias, se puede
iniciar tres dias después de terminada B y cuatro después de comenzada D.

— La ejecuciéon de F lleva tres dias. Puede comenzarsela cinco dias después
de comenzada D y entre tres y siete dias después de comenzada E.

— G debe comenzarse inmediatamente después de terminar D, cuya termina-
cion exige tres dias. Para completar G se necesitan dos dias.

— Para comenzar H deben haber transcurrido al menos tres dias del comien-
zode D y haberfinalizado G. Para completar H se necesitan cinco dias.

— | cuya ejecuciéon demanda cinco dias puede comenzarse dos dias después
de comenzadas H y F.

— J puede comenzarse luego de dos dias de comenzada | y de tres de termi-
nada F. Para completarla se necesitan cinco dias.

— El proyecto concluye con la finalizacion de todas las tareas.

Las restricciones dadas se resumen en el siguiente esquema

A
4
0
3 S
X, >
0
B 5

Puede verse que para completar la ejecucién del proyecto son necesarios al
menos 23 dias, y que las unicas tareas no criticas son 4, B, H ,I.

En Ia siguiente tabla se dan los valores f, ,J_’_" , [, de las distintas tareas y los

tiempos d; necesarios para sus respectivos completamientos.
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x,|A BCDETFGH I J x
£10 0 3 5 9 12 8 10 14 18 23
fl1 43 5 9128 14 16 18 23
11 4 3 5 9 12 8 12 16 18 23
d|2 2 2 3 8 3 2 5 5 5 ——__

Los resultados obtenidos llevan al siguiente Diagrama de Gantt.

Sus “barras de asteriscos”, ubicadas a partir de cada £’ representan los tiem-
pos necesarios para completar las respectivas tareas, y sus “barras de puntos”

los respectivos intervalos de flotamiento [ £ £ ]
Las que carecen de éstos son las tareas criticas.

01|234567891011 12|13 14,15|16|17|18,19,20 21|22 23

ek ke de

xxxxx

*kkkk kX

Je ke ke e s e e e ok ke e ke ke e sl e e e s e o 2o e e B e ke ok
RKEXRKEKRKRRRERkXkkkk KhkFxrhkkfkk

*kkekoki

xxxxxxxxxxxxxxxx

kkkkkhkhkikkikkkhhkikk

Del esquema resulta que si las restricciones se respetan, en el noveno dia sélo
estara en ejecucion la tarea G, y en los dias séptimo y octavo sélo la tarea D.

Esta observacion podria, con vistas a una mejor utilizacion de los equipos dis-
ponibles, inducir cambios en el proyecto.

6.6. RUTAS MAX-MIN (MIN-MAX)

En lo que sigue nos referiremos muy brevemente a cuestiones vinculadas con
caminos éptimos (o cadenas 6ptimas), totalmente diferentes de los hasta aqui
considerados.
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Apuntan a resolver los siguientes problemas :

a) Dada una red vial, conocida la longitud de cada uno de sus tramos, y elegi-
dos un par de puntos determinar un recorrido que lleve del uno al otro y “mini-
mice la mayor” de las longitudes de los tramos a recorrer.

b) Idem a) substituyendo “longitud del tramo” por “maxima cota alcanzada”

c) Dada una red telefénica y conocidas las confiabilidades de los distintos tra-
mos, cual sera la mayor confiabilidad en las comunicaciones entabladas entre
pares de usuarios ?

d) Dada una red de distribucién, conocida la resistencia (la capacidad) de cada
uno de los tramos y elegidos un par de puntos, determinar una trayectoria que
los conecte y que haga maximo el minimo de las resistencias (las capacidades)
de los tramos a emplear.

Las cadenas (caminos) que resuelvan problemas similares a los indicados en a)
y b) se diran de clase MIN-MAX. Las ligadas a problemas de tipo c), d) se diran
de clase MAX-MIN.

Asi, para el siguiente grafo valuado

b -3 d
2
o] 5 4 3
5
c 7 e

sus cadenas MIN-MAX de extremos a,e, son lade aristas [a, ¢], [c, d], [d, e] y
la de aristas [a, b], [b, c], [c, d], [d, e] pues todas las otras que los conectan
tienen al menos un tramo con “longitud” mayor que cinco.

Su unica cadena MAX-MIN de extremos a, e, es la de aristas [a,c] ; [c, e].

En el caso no dirigido esta problematica puede resolverse simultaneamente pa-
ra todos los pares de puntos, recurriendo al concepto de arbol cubriente éptimo.
Su justificacion es directa y se dara en Cap.9.
De ella resultara que

Cada arbol cubriente minimo ( maximo ) determina una cadena MIN-MAX

( MAX-MIN ) de extremos p, g, cualesquiera sean los vértces p, q

248



EJERCICIOS
6-1)
Enuncie un problema en el cual sea de interés hallar un camino maximo (mini-
mo) entre un determinado par de puntos.

6-2)
Para graduarse, un estudiante debe cursar las siguientes materias respetando
las correlatividades indicadas. Si las materias son cuatrimestrales, cuanto tiem-
po le seria necesario, al menos, para recibirse ?
Materias A|B|C| D| E |F| G |H
Correlativas --| A|A-B| B-Cc|c-D|C | D-EF|F-G

6-3)
Vea si en el siguiente digrafo valuado es posible hallar caminos a—e maximos
(minimos) y en tal caso hallelos.

1 _»C
1 2
3 e

6-4)
Halle en la siguiente red los caminos a—g minimos.
¢, Podria hallar caminos a—>g maximos ? 4, Cémo lo modificaria a tal efecto ?

6-5)

Suponga tener dos caminos optimos C;:a—b; C»:b—c. ¢ Se puede afirmar
que el Cy o Cz: a—>c obtenido por concatenacion de ellos también es 6ptimo ?
Justifique su respuesta.
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6-6)
Vea si el algoritmo dado en Ejerc.3-12 puede considerarse como caso particular
del de Dantzig.

6-7)

Vea que en digrafos carentes de circuitos y con arco-valuaciones no negativas
aplicando reiteradamente, a partirde Ap={a} , {; =0 la siguiente operatoria
sera posible determinar el valor f, de los caminos a— b de valor maximo.

Conocido A,, m> 0,y paracada g ¢ A, tal que todo arco (p;, q) sa-
tisface p;i € Am valuar g con t; = ( max.;(ti+ w(p;,q)) e incorporarlo
al conjunto A, para constitur el Apm.s .

¢, Podria asi resolver el Ejer.3-13) ?
6-8

Halle en el siguiente digrafo, aplicando distintos algoritmos, los caminos | > F
minimos. ldem maximos.

6-9)
Dése un digrafo G que admita dos arcos valuaciones no negativas w(u;) 20 y
w'(u) = k—w(u) > 0 tales que :
a) los caminos minimos (maximos) de G, coinciden con los de G .
b) los caminos minimos (maximos) de G,, devienen caminos maximos (mi-
nimos) en Gy .

6-10)

Vea que la operacion que da lugar al mini-sum es asociativo, pero no conmuta-
tivo.
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6-11)
Vea que el digrafo etapas que corresponde a un proyecto P carece de tareas
ficticias si y sélo si el digrafo tareas representativo de P es un digrafo adjunto.

6-12)

Determine, mediante el método Mini-Sum, y el de Floyd, los valores de los ca-
minos minimos entre los distintos pares de vértices del siguiente grafo.

Halle al menos uno de tales caminos a—g.

6-13)
Ildem 6-12) pero respecto del digrafo valuado dado por la siguiente matriz pre-
cedencia, en la cual * debe entenderse como +w.

* ok %

9 *

*

¥ = O b
*F N OO N
* O =

*

%
*
*
*

* O W
S = O

6-14)
Diga si el siguiente algoritmo permite, o no, en un digrafo conexo con arcos va-
luados positivamente, determinar la longitud de los caminos minimos a—»z.
1) Poner L(x) =0 en cada vértice x ; convenir T ={a} y pasar a 2)
2) Si zeT fin del proceso. Caso contrario elegir de entre los arcos (p,q)
con peT, ycon gg¢ T uno de valor minimo.
Si dicho valor es w4 poner L(q) =L(p) +wyq hacer T=TuU{y},y
aplicar nuevamente 2).
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6-15)
Con referencia al siguiente esquema suponga que el valor f;; asignado al arco

(x; , x) indica el tiempo minimo que debe transcurrir entre el comienzo de Ila
tareas x; y latarea x;.

¢ Cual es el tiempo minimo que debe transcurrir para completarse el proyecto ?
; Cuales son los margenes libres (los margenes totales) de las distintas tareas ?

’<\5

3 \x

b 5

¢, Como se modificarian los valores hallados si el tiempo de ejecucion t,, se
disminuyera en una unidad ? Idem, si ¢, se disminuye en dos unidades ?

6-16)

Suponga la existencia de cierto proyecto respecto del cual se indican, para cada
una de sus tareas el tiempo que requiere su ejecucion, y el que debe transcurrir,
como minimo, entre su comienzo y el de las siguientes inmediatas.

Xo firma del contrato.

A - replanteo en obra : 2 dias, puede comenzarse un dia después de la firma
del contrato.

B - ejecucion de cimientos : 4 dias, puede comenzarse una vez terminado el
replanteo en obra.

C - construccion de muros : 9 dias, deben haber transcurridos al menos 3 dias
de la finalizacién de los cimientos.

D - revoques gruesos : 7 dias, para comenzarlos deben haberse completado los
5/9 de la construccidén de muros.

E - revoques finos : 5 dias, para comenzarlos deben estar terminados los revo-
ques gruesos, la plomeria, la instalacion eléctrica y la cubierta asfaltica
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F - montaje carpinteria : 2 dias, luego de construidos los muros, pero antes de
comenzar los revoques finos.

G - cubierta asfaltica : 3 dias, luego de terminado el montaje de la carpinteria .

H - instalacion eléctrica : 4 dias, a comenzar no antes de 12 dias de la firma del
contrato, ni antes de 7 dias de haberse comenzado los muros.

| - instalacién plomeria : 5 dias, luego de transcurridos al menos 3 del comienzo
de la construcciéon de muros.

J - pintura : 2 dias, luego de terminados los revoques finos vy el montaje de la
carpinteria..

K - completar detalles : 3 dias, una vez terminados los trabajos de pintura.

L - inspeccién final y recepcion de la obra : 1 dia, luego de completar detalles.

Determine el tiempo minimo de ejecucion del proyecto, y los margenes totales
de las distintas tareas. Construya ademas su Diagrama de Barras Temporales.

6-17)

Supongamos que para cierto proyecto P en la siguiente tabla se indica con tij
el tiempo minimo que debe pasar entre el comienzo de la tarea x; y el de la ta-
rea x; (x; predecesora inmediata de x; )} y que ¢;; es el costo que conlleva dis-
minuir en una unidad el valor f{;;..

Determine el costo minimo que implicaria disminuir en dos unidades el tiempo
minimo de ejecucion de P. Idem si f, debiera disminuirse en cinco unidades.

(i) | (a b)| (ac)|(be)| (bd)]| cd)| (ee) | (de)
i 6 | 3 | 2| 3|4 10] 4
cij 2 |1 13| 213/ 1
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