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INTRODUCCION

Las algebras inclinadas y los médulos inclinantes fueron definidos por Happel y
Ringel [11] en 1982, y su estudio forma parte de la teoria inclinante. Esta teoria estudia

la relacién entre mod 4 y mod B, donde A= End,(U) y U, es un B-mddulo con

propiedades homoldgicas especiales (inclinante). Para la historia de |a teoria inclinante,
ver Happel [10]. Esta relacion entre las categorias de médulos es muy estrecha cuando
B es un algebra hereditaria. Ademas las algebras hereditarias y sus categorias de
mddulos han sido extensamente estudiadas. Esto nos lleva a considerar las aigebras
A= End,(U), con B hereditariay U, inclinante, que denominamos algebras

inclinadas.

El propdsito de este trabajo, que esta basado principalmente en una publicacién
de Assem [1], es exponer resultados clasicos de caracterizacion de las algebras
inclinadas debidos a Ringel [14], Bakke [7] y otros. Se da aqui un tratamiento unificado
de estos resultados, siguiendo fundamentalmente los lineamientos de un trabajo de
Bakke [6] de 1988, pero algunas demostraciones son originales, y ponen de manifiesto
la relacion entre las distintas estructuras cuya existencia caracteriza las algebras
inclinadas. En particular se presenta una nueva demostracion de un resultado de
Assem, Platzeck y Trepode [2] de 2004, que dice que un algebra inclinada 4 esta
caracterizada por la existencia de un 4 - médulo inclinante convexo. También se
define la nocién de seccion en mod 4, introducida en unas notas de seminario de
Sandra Michelena, que es mas general que la de seccion completa que fuera
introducida por Ringel [14] en 1984, y menos general que el mddulo sincero
considerado por Bakke, y se relaciona este concepto con los anteriores. En particular
se muestra que toda seccion puede extenderse a una seccién completa.

El trabajo esta dividido en dos partes. En la primera parte se introducen las
nociones de modulo inclinante y teoria de torsiéon en mod 4, y se presentan sin
demostracidn los resultados preliminares, tales como el teorema de Brenner- Butler.
Este material esta desarrollado en detalle en [1]. En la segunda parte definimos algebra
inclinada y demostramos una serie de resultados que nos conducen a los Teoremas
2.27 y 2.28, que engloban el objetivo de este trabajo.



1. PRELIMINARES.

En toda esta monografia, £ sera un cuerpo algebraicamente cerrado fijo, y 4 una
k - algebra asociativa con unidad de dimension finita.
Designaremos mod 4 a la categoria de los 4 - médulos a derecha finitamente

generados, modA ( respectivamente, modA4 ) a la correspondiente categoria de
modulos modulo proyectivos (respectivamente, modulo inyectivos) y D a la dualidad
usual de mod 4, esto es, D = Hom, (-, k).

Para una categoria aditiva C, denotaremos por ind(C) a la subcategoria llena de C

que consiste de un conjunto completo de representantes de objetos indescomponibles
no isomorfos de C. Si, en particular, C =mod 4 escribiremos ind(C’) = ind(4). Cuando

consideremos modulos indescomponibles, supondremos que estan en ind(4), toda vez

que sea necesario.
Paraun 4 -médulo M , denotaremos por add(M) a la subcategoria llena de mod 4

que consiste de las sumas directas de sumandos directos de M , y por (}en(M )
(respectivamente, C()gen(M ) ) a la subcategoria llena de mod A4 generada

(respectivamente, cogenerada) por M . La dimension proyectiva (respectivamente,
inyectiva) de M se notara por dim proy(M) ( respectivamente, dim iny(M) ).

Recordemos ahora la nocién de médulo inclinante. Un modulo de este tipo inducira
una teoria de torsién en mod A que esta en correspondencia con una teoria de torsion

en mod B, donde B = nd(7’,), por medio del Teorema de Brenner-Butler.

Comenzamos dando la siguiente definicién, debida a Happel y Ringel [11].

DEFINICION 1.1: Sea 4 un algebra de dimensién finita sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado. Un médulo 7, se dice un médulo inclinante si -

T1) dim proy(T,)<1;

T2) Ext\(T,,T,)=0;

T3) Existe una sucesion exacta corta 0 >4, —»7; -7, —0, donde 7) y 77 estan
en add(T).

DEFINICION 1.2: Si T, es un moédulo que satisface las condiciones T1) y T2), se dice
que T, es un modulo inclinante parcial.

Observacion 1.3: Sea T, =T, & .. ® T™ donde los T, son médulos indescomponibles
talesque 7, 27, si i= j. Entonces 7, es un médulo inclinante siy sélo si 7, es un

A
modulo inclinante parcial y satisface:
T3') ¢ es igual al rango de K,(4),

donde K,(4) es el grupo de Grothendieck de A4 .

DEFINICION 1.4: Si T, es un médulo que satisface las condiciones T2), T3') y
T1*) diminy(T,) <1,



se dice que T, es un modulo coinclinante.

Si A es hereditaria, todo médulo inclinante es un médulo coinclinante, y
reciprocamente. En general, si 4 es cualquier dlgebra, 7, es un 4 -modulo inclinante

si y solo si ,(DT) es un 4” -médulo inclinante.

Ahora vamos a presentar un teorema, demostrado por Bongartz [7], que justifica el
nombre de mddulo inclinante parcial. Su demostracion esta también en [1], pag. 137.

TEOREMA 1.5: Sea T, un médulo inclinante parcial. Entonces existe un médulo X | tal
que 7@ X es un mddulo inclinante.

Definimos a continuacion teoria de torsion (Dickson [9]).

DEFINICION 1.6: Una teoria de torsién en mod A es un par (z,3) de clases de
maodulos tales que:

(1) Hom,(M,N)=0 paratodo Mcry Ne3.

(2) Si Hom,(M,X)=0 paratodo X €3, entonces M e .

(3) Si Hom (X,N)=0 paratodo X cr, entonces Ne 3.

Laclase 7 es llamada la clase de torsion de esta teoria y sus elementos son
llamados modulos de torsion, mientras que 3 es llamada la clase sin torsién y sus
elementos son llamados mddulos sin torsion.

Una clase § en mod 4 induce una teoria de torsién como sigue:
S:{IVA :Hom,-1(~7N14 :O} y T:WA :['1()”'1"(/\4_,—)3 :O}

DEFINICION 1.7 [5]: Sea C una subcategoria de mod 4 cerrada por extensiones. Un
médulo no nulo M, en C se dice Ext-proyectivo (respectivamente, Ext-inyectivo) en C

si Ext\, (M ,—Xc =0 (respectivamente, Fxt' (—,M)(C =0).

La siguiente caracterizacién de modulos Ext-proyectivos y Ext-inyectivos en clases
de torsion y sin torsion fue realizada por Auslander y Smal@ [5]. También se puede ver
su demostracién en [1], pag. 132.

LEMA 1.8: Sea (r,3) una teoria de torsién en mod 4. Entonces:

(i) Si M et entonces: M es Ext-proyectivo en 7 siy sélo si DTYM € 3.
(i) Si N €3 entonces: N es Ext-inyectivoen I siysélosi 7rDNer.

Enunciamos ahora algunos resultados. Para su demostracion ver [1], pags. 133y
134.

PROPOSICION 1.9: Si T es un médulo inclinante entonces Gen(T,) es una clase de
torsion y la denominamos (7, ). Ademas se tiene:



(T,)=Gen(T,)= M e mod 4 : Ext' (T,M)=0 } (porlo que los 4 -médulos inyectivos
estan en #(T,) ).

PROPOSICION 1.10: Si 7 es un modulo inclinante entonces la clase sin torsion
correspondiente a la clase de torsion z(7,) es 3(7,)={M emod 4: Hom (T,M)=0} y

resulta que 3(T,)= Cogen(DTrT).

COROLARIO 1.11: Si 7 es un médulo inclinante entonces los médulos Ext-inyectivos
en z(T,) coinciden con los 4 - mddulos inyectivos.

Nuestro préximo paso a seguir es enunciar un lema y su corolario que seran
utilizados en la segunda parte. Se puede hallar su demostracion en [1], pag. 138.

LEMA 1.12: Si 7" es un médulo inclinante, para cada M e r(7',) existe una sucesion
exactacorta 0 >K -7, >M —0,con T, cadd(T) y K ().

COROLARIO 1.13: Si X, es un mddulo Ext-proyectivo en z(7’,) entonces X ¢ add(I’).
Ademas, si 7, es minimal (en el sentidoque si 7=7"®7", con 7’ =0, entonces

"¢ Gen(T") ) entonces 7', es la suma directa de todos los médulos de ind(4) que son
Ext-proyectivos en z(7',).

Ahora vamos a formular el importante Teorema de Brenner-Butler [10].

TEOREMA 1.14: Sea 4 un algebra de dimension finita sobre un cuerpo &
algebraicamente cerrado, 7, un mddulo inclinante y B = Ind(1’,). Entonces:
(a) ,7 esunmobdulo inclinante y 4= End(,T)”.
(b) Los funtores Hom (T,-) y -®,T inducen equivalencias inversas entre las
subcategorias
o(1,)= W, Ext)(T,M)=0} y o r(0)=W, To?(V,7)=0}
mientras que los funtores Ext,(T,-) y Tor?(-,7) inducen equivalencias inversas

entre las subcategorias
3(TA):{A4A:}IornA(T’A/[):O} y Z(T,;):{NB:N®B T:O}-

COROLARIO 1.15: Tenemos Dy(T,)=3(,T) y Dy(T,)=(,T). En particular,
(2(7,),7(,)) es una teoria de torsién en mod B .

A continuacion damos algunas definiciones que serviran para el desarrollo de la
segunda parte, como las de modulo inclinante que separa y modulo inclinante que
parte una teoria de torsion.

DEFINICION 1.16: Se dice que una teoria de torsion (r,5) en mod(4) se parte si cada
A -mbdulo indescomponible M es de torsion o sin torsion.



DEFINICION 1.17: Una terna inclinante (B,T,4) consiste de dos k -algebras de
dimensién finita 4 y B, y un médulo 7, inclinante tales que B = End(T,).

Sea (B,T,A) una terna inclinante. Entonces 7, se dice médulo
inclinante que separa (respectivamente, que parte) si la teoria de torsion (z(7,),3(7,))
se parte en mod(4) (respectivamente, la teoria de torsidn (¢(T,),7(7,)) se parte en
mod B ).

COROLARIO 1.18: Sean 4 y B algebras. Si (B,T, A) es una terna inclinante entonces
s esinclinante y 4= End(,T)”. Reciprocamente, si ,7 es un mddulo inclinante y
A= End(,T)”, entonces (B, T, 4) es una terna inclinante.

DEFINICION 1.19: Si 4 y B son algebras y ,U, es un bimodulo, decimos que
(4,U,B) es una terna coinclinante cuando (B, D{/, 4) es una terna inclinante.

Observacion 1.20: Sean A y B algebras tales que alguna de ellas es hereditaria. Si
.Uz es un bimédulo entonces: (4,0, B) es una terna inclinante si y sélo si es una terna

coinclinante.

PROPOSICION 1.21: Sea (B,7, 4) una terna inclinante. Entonces: 7', parte si y solo si
s separa.

El siguiente criterio, debido a Hoshino [13], da una caracterizacion homoldgica de los
maodulos inclinantes que separan (parten).
TEOREMA 1.22: Sea (B,7,4) una terna inclinante.

(a) T, es un médulo que separa siy solo si para cada X, € (7'), X, no nulo:
dim proy(XB) =1.

(b) T, es un médulo que parte si y sélo si para cada M , € ('), M, no nulo:
dim iny(M )=1.

COROLARIO 1.23: Si 4 es un algebra hereditaria entonces todo médulo inclinante
parte.

Ahora escribimos la siguiente relacién, llamada Férmula de Auslander-Reiten, que
sera utilizada en algunas demostraciones de la segundas parte. Para su demostracion
ver Auslander y Reiten [3].

TEOREMA 1.24: Sean X e Y en mod(4). Entonces existen isomorfismos funtoriales
Ext,(X,Y)= DHom ,(TrDY, X ) = DHom .(Y, DTrX).

El siguiente lema de Harada- Sai [12], sera una herramienta esencial en los
Teoremas 2.19 y 2.23. La demostracién se puede encontrar en Auslander, Reiten y
Smala [4], pags. 192y 193. '

LEMA 1.25: Si f,:M, — M,,, son no isomorfismos entre modulos indescomponibles

M, para i=1,.2"-1y long(M,)<n,Vi, entonces f,, ..f,=0.



2. ALGEBRAS INCLINADAS.

El principal objetivo de esta seccion es caracterizar ciertas algebras denominadas
inclinadas. Comencemos dando la definicion de dichas algebras.

DEFINICION 2.1: Un algebra 4 se dice inclinada si existen un élgebra hereditaria B y
un médulo inclinante U, tales que 4= End(U/,) .

Observacion 2.2: Por el Corolario 1.23, en la definicién precedente, ( 7, es un mbdulo
inclinante que parte y, por la Proposicion 1.21, ,U separa.

PROPOSICION 2.3: Sean 4 un algebra, B un algebra hereditaria y ,U, un bimodulo.
Entonces (4,0, B) es una terna inclinante si y solo si (B, DU/, 4) lo es.

Demostracion: Por definicion, la terna (4,U/,B) es inclinante (coinclinante) si y solo si la
terna (B, DU, 4) es coinclinante (inclinante). Como B es hereditaria, la terna (4,(/, 3)
es inclinante si y solo si es coinclinante. Luego, (4,U/,8) es inclinante < (4,7, 8) es
coinclinante < (B, DU, A) es inclinante. 1

COROLARIO 2.4: 4 es un algebra inclinada si y solo si existe un modulo inclinante T
tal que B = End(T,) es hereditaria.

]

Demostracion: Si A es inclinada existen un algebra hereditaria B y un médulo
inclinante U, tales que 4= End(U,). Luego, la terna (4,U, B) es inclinante. Poniendo
T =DU , por la Proposicion 2.3, laterna (B, T, A) es inclinante y
B=End(,UY" = End(T,).

Reciprocamente, si 7, es un médulo inclinante tal que B = End(7’,) es hereditaria,
aplicando nuevamente la Proposicion 2.3, obtenemos que la terna (A,DT, B) es
inclinante. Por lo tanto, 4 es inclinada. 0

El siguiente lema técnico es una herramienta Util para probar que la dimensién
inyectiva de un médulo es menor o igual que 1.

LEMA 2.5: Si M esta en mod 4 entonces: dim proy(M)<1 < Hom (DA, DIrM)=0.
En forma dual: diminy(M)<1 < Hom,(TrDM, 4)=0.

Demostracién: Sea P,—— P, —~ M — 0 una presentacion proyectiva minimal de M .
Si Hom (-, 4)=(~), se tiene la sucesién exacta:

B —L 5P TrM —0.
Entonces el siguiente diagrama conmuta y tiene filas exactas:



0> (TrM) > P"—L 5P —™ 50 50

o=z pl= |

B —L5 P25 M0

Ademas: (TrM) = Hom ,(TrM , A)= Hom (DA, DTrM).
Luego, dim proy(M)<1 < Hom, (DA,DTrM)=0.

Probaremos a continuacion algunos lemas que nos permitiran formular el Teorema
2.11, en el que se dan caracterizaciones homolégicas de los médulos inclinantes 7,

tales que End, (T) es hereditaria. Como corolario (2.12) obtendremos el primer
resultado de caracterizacion de las algebras inclinadas.

LEMA 2.6: Sea 7, un mddulo inclinante. Entonces valen las siguientes implicaciones:
a) = b) = ¢) = d), donde
a) Paratodo M ez(T’) existe una sucesion exacta 0 > 7" — 7" —>M —0, con T” y
T" en add(T).
b) Ext}(M,N)=0, paratodo M,N e(I’).
c) Paratodo M ez(7), diminy(M)<1.
d) Paratodo M e«(T), Hom (IrDM,T)=0.

Demostracion:
a) = b) Sean M, N e z(T'). Aplicando Hom (-, N) a la sucesion exacta
0>7T"—>T"—-M — 0 tenemos la sucesion exacta en homologia
0= Ext,(T",N)— Ext*(M,N) — Ext*(I",N)=0
Luego, Ext:(M,N)=0.

b) = c) Sea M e(T). Sea 0 > M —=],(M)— L -0 exacta, donde /,(M) es la

capsula inyectiva de M . Hay que probar que L es inyectivo, para lo cual, por el
Corolario 1.11, basta ver que es Ext- inyectivo en ¢(T) .

Aplicando Hom,(N,-) con N en z(T') a la sucesién de arriba obtenemos la sucesién
exacta en homologia: 0= Exz}(N,1,(M))— Ext'(N,L) — Ext2(N,M). Por hipétesis,
Ext;(N,M)=0. Luego, Ext|(N,L)=0 y entonces /. es Ext- inyectivo en (7).

c) = d) Sea M e «(T). Por el Lema 2.5, Hom (TrDM, 4)=0. Luego,
Hom (TrDM ,P)=0 para todo proyectivo P. Entonces,
Hom ,(IrDM,T) = Hom ,(TrDM,T) = DExt',(I,M)=0. O

LEMA 2.7: Sea T, un médulo inclinante tal que X €add(T) siempre que X sea
indescomponible en 7(T) y Hom,(X,T)=0. Entonces B = End(T,) es hereditaria.



Demostracion: Sea P, un mddulo proyectivo. Entonces P = Hom (T, T"), con

T" e add(T). Sea ¥, un submodulo indescomponible de P . Entonces ¥ € y(T) y, por el
Teorema 1.14, ¥ = Hom (T, X) para algiin X indescomponible en (7). Como el funtor
Hom (T ,-) restringido a ¢(T) es fiel y lleno, el morfismo inclusion

Hom (T, X)—> Hom (T,T’) proviene de un morfismo no nulo X — 7" en mod 4 .
Luego, Hom,(X,T)=0 y de aqui, X eadd(T). Luego, ¥ = Hom (I, X) es proyectivo y
por ende B es hereditaria.l]

DEFINICION 2.8: Sean X,Y cind(4). Un caminode X a Y es una sucesion de
morfismos no nulos de la forma X =X, > X, »>..— X, =Y, con X, en ind(4) para
todo :.

DEFINICION 2.9: Un conjunto X c ind(A) se dice convexo si paratodo X,¥ €Y.,y para
todo camino X=X, > X, ».. > X =Y, setieneque X €3 paratodo /.

Un médulo 7' se dice convexo si ¥, = ind(add(T")) es un conjunto
convexo.

LEMA 2.10: Sea 7', un mddulo inclinante. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
a) Si X esindescomponible en (7)) y Hom ,(X,7)=0 entonces X e add(T’).
b) 7, es un médulo convexo.

Demostracion:

a) = b) Sean 7",7" eind(add(I')), y sea 1" - X, —...— X, — 1" un camino de /" a
T". Por el Lema 2.7 y la Observacion 2.2, sabemos que 7T, es un médulo que separa.
Como I"ez(I) y I'—> X, esnonulo, X, ¢ 3(7'). Luego, X, ez(r) y, por induccion,

X, e(T) paratodo i. Entonces Hom,(X,,T)=0, con X, e (T). Por lo tanto,
X, €add(T). Como los X, son indescomponibles podemos reiterar el razonamiento
anterior para concluir que X, € add(T), para todo ;.

b) = a) Sea X indescomponible en «(T) tal que Hom (X,T)=0. Entonces existe un
camino de la forma 77— X — 7", con 7' y T” en add(T). Luego, X cadd(T) por la
convexidad de 7,.00

TEOREMA 2.11: Sea 7, un modulo inclinante que separa. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
a) B=End(T,) es hereditaria.

b) Paratodo M e(T) existe una sucesion exacta 0 7" —>T'—>M —0,con T’ y
T" en add(T).

c) Exti:(M,N)=0, paratodo M,N c(T).

d) Paratodo M e(T), diminy(M)<1.

e) Paratodo M e(T), Hom ,(TrDM,T)=0.

f) Si X esindescomponible en #(T) y Hom,(X,T)=0 entonces X e add(T).

8



g) 7, es un modulo convexo.

Demostracion:
a) = b)Dado M ¢ r(T), por el Lema 1.12, podemos tomar la siguiente sucesion
exacta:
(*) 0->T">T" ->M —0,

donde T'ecadd T y T" e «(T). Probemos que 7" cadd T . Aplicando Hom (T-) a (*)
se tiene la sucesion exacta:

0—> Hom (T, T")— Hom (T, T")~ Hom ,(T,M) — Ext'(T,7")=0.
Como Hom ,(T,T") es B - proyectivoy B es hereditaria, resulta que Hom (T, T") es
B - proyectivo. Luego, 7" esta en add(T).

b) = ¢) = d) = e) Es lo que demostramos en el Lema 2.6.

e) = f) Sea X indescomponible en (7)) tal que Hom (X,7)=0. Por el Corolario
1.13, sabemos que X eadd(T) siy sélosi X es Ext- proyectivo en z(I'). Luego, por
el Lema 1.8, basta probar que D7rX e 3(T'). Supongamos que no. Como 7', separa,
0% D1rX e 7(T). Luego, 0= Hom (TrDDI1rX,T)= Hom (X,T). Absurdo.

fy >a)EsellLema2?.

e) < g) Corresponde al Lema 2.10. 1]

El siguiente corolario muestra en particular que un algebra A es inclinada si y sélo si
existe un 4 - médulo inclinante y convexo (Assem, Platzeck y Trepode [2]).

COROLARIO 2.12: Sea 4 un algebra. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) A esinclinada.

b) Existe un mddulo inclinante 7, tal que B = End(T,) es hereditaria.

c) Existe un mddulo inclinante que separa 7, tal que para todo M e z(T') existe una
sucesion exacta 0 > 7" ->T'—>M —0 con 7" y T" en add(T).

d) Existe un médulo inclinante que separa 7, tal que Ext’ (M,N): 0, para todo
M, N e(T).

e) Existe un mddulo inclinante que separa 7, tal que para todo M e z(T),
dim iny(M ) <1.

f) Existe un médulo inclinante que separa 7, tal que para todo M e z(T),
Hom ,(TrDM ,T)=0 .

g) Existe un médulo inclinante 7, tal que X e add(T) siempre que X sea
indescomponible en #(T) y Hom, (X,T)=0.

h) Existe un médulo inclinante convexo 7.

Demostracion:

a) < b) Corolario 2.4.



b) > c) > d) = e) = f) = g) < h) Sigue en forma inmediata del Teorema 2.11 y la
Observacion 2.2.

g)=Db)Lema27.0

LEMA 2.13: Sean (r,3) una teoria de torsién que se parte, M et y f:L—>M un

morfismo irreducible, con L en ind(3) no inyectivo. Entonces 7rDL es Ext-proyectivo
enrt.

Demostracion: Por hipétesis L no es inyectivo; luego 7rDI es indescomponible. Como
f:L—M esirreducible tenemos Ila siguiente sucesion de Auslander-Reiten

0->L->M®X>TrDL >0
Luego, Hom (T,TrDL)+0 . Entonces, como M <z y la teoria de torsién (z,3) se parte,
TrDL et . Ademas, DTrTrDL = L € 3. Entonces, por el Lema 1.8, 7rDI es Ext-
proyectivo en 7 .[J

A continuacion introducimos la definicion de modulo sincero. Estos médulos tendran
gran importancia cuando demos una caracterizacion de las algebras inclinadas
mediante un teorema mas fuerte que el Corolario 2.12.

DEFINICION 2.14: Sea M en mod 4. Se dice que M es un modulo sincero si todos
los A4-moddulos simples son factores de composicion de M .

El corolario de la siguiente proposicidn nos provee de una util caracterizacion de los
médulos sinceros. Omitimos su demaostracion, que no ofrece mayores dificultades.

PROPOSICION 2.15: Son equivalentes para M y S en mod 4, § simple:
(a) S es factor de composicion de M .
(b) Existe un homomorfismo no nulo de £,(S) en M , donde P,(S) es la capsula

proyectiva de §.
(c) Existe un homomorfismo no nulo de M en /,(S), donde /,(S) es la capsula
inyectivade §.

COROLARIO 2.16: Paraun 4 - modulo M son equivalentes:
(a) M es sincero.
(b) Para todo 4 - médulo simple S existe un homomorfismo no nulo de P(S) en M .

(c) Para todo A4 - modulo simple § existe un homomorfismo no nulo de M en IO(S).

Ahora vamos a asociar a un modulo M una teoria de torsidn que se parte.

DEFINICION 2.17: Para M en mod 4, sea r,, la subcategoria aditiva de mod 4
generada por los modulos indescomponibles N tales que existe un camino de M’ a
N, con M'ecadd(M), y sea 3,, |a subcategoria generada por los médulos

indescomponibles restantes, es decir: ind(3,,) = ind(A)\z,, .

Observacion 2.18: De la definicion resulta que (z,,,5,,) es una teoria de torsion que se

M >
parte.
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Veremos a continuacion que la teoria de torsion (z,,,3,,) asociada a un cierto
maddulo sincero M, puede describirse como la teoria de torsion asociada a un 4 -
maodulo inclinante y convexo. Este teorema juega un papel crucial en lo que sigue.

TEOREMA: 2.19 Sea M un A4 - modulo sincero tal que no existen caminos de la
foma M'> .. >N—>X >TrDN - .. —»M" ,con M' y M” en add(M). Entonces

(z,,, 3, ) satisface:

(a) Paratodo Ner,,, diminy(N)<1.
b) M es Ext-proyectivoen 7,,.

c) DAerz,,.

d) Todo médulo 7, Ext-proyectivo en 7,, es un modulo inclinante parcial y el
numero de médulos indescomponibles Ext-proyectivos en z,, no isomorfos es
finito.

Sea T la suma de todos los modulos de ind(z,,) que son Ext-proyectivos en 7, .

Entonces:
(e) Sea K eindz,, y T’ e indladd(T)). Si existe un morfismo K — 1" irreducible

entonces K e add(T').
() T es un mddulo inclinante.

(9) (TM>SM) = (T(T)’ S(l))

(h) T es un médulo convexo.

(
(
(

Demostracion:
(a) Sea N eind(z,,) y supongamos que diminy(N)> 1. Entonces Hom (I*DN,A)#= 0
por lo que existe algun modulo proyectivo P indescomponible tal que
Hom (TrDN,P)=0. Como M es sincero, Hom ,(P,M")+0 para algin sumando

directo indescomponible A" de M . Ademas, N €1,,. Luego, existe un camino

delaforma M'— .. >N —> X —>7TrDN — P — M", 1o que es una contradiccion.
Por lo tanto, diminy(N)<1.

(b) Sea N cind(z,,) y supongamos que 0= Ext\(M,N)= DHom (TrDN,M).
Entonces existe un morfismo no nulo 7rDN — M”, con M" € ind(add(M)), y un
caminode M’ a N, con M'eadd(M). Ademas, si X es un sumando directo

indescomponible del termino medio de la sucesion de Ausiander-Reiten de N,
hay un camino N — X — TrDN . Luego, existe un camino
M —..->N-—X—->TrDN - M" y esto contradice la hipdtesis. Por lo tanto,

Ext'(M,N)=0y M es Ext-proyectivo en r,, .

(c) Probemos que DAer,, . Paratodo 4 - modulo simple S, Hom, (M,1,(S))=0 ya

que M es sincero. Entonces existen M’ , sumando directo indescomponible de
M , y un morfismo no nulo M’ —I,(S). Luego, I,(S)ez,, y, por lo tanto,

DAerx,,.

(d) Sea T, un médulo Ext-proyectivo en r,,. Entonces Ext'(T,,T,)=0. Para probar
que 7, es inclinante parcial solo nos resta ver que dim proy(7},)s 1.

11



PorelLema 1.8, DIrT, € 3,,, y, por el inciso (c), DAer,, . Entonces, por la
definicion de teoria de torsion, Hom, (DA, DTrT,)=0 y, por el Lema 2.5,

dim proy(]},)s 1.

Ahora supongamos que el numero de indescomponibles Ext-proyectivos en 7,
no isomorfos es estrictamente mayor que el rango n de K,(4). Entonces existe
un modulo 7, Ext-proyectivo en 7,, con ¢ sumandos indescomponibles no

isomorfos, donde 1> n.
Como 7, es un moédulo inclinante parcial, por el Teorema 1.5, existe un mddulo

X tal que T, ® X es un modulo inclinante y, por la Observacién 1.3, los
sumandos indescomponibles no isomorfos de 7, ® X son exactamente n, lo que

contradice nuestra afirmacién. Por lo tanto, el numero de modulos
indescomponibles Ext-proyectivos en z,, no isomorfos es menor o igual que » vy,
entonces, es finito.

(e) Sean K cindz,,, T'cind(add(T)) y K — T’ un morfismo irreducible. Queremos

(f)

probar que K eadd(T), es decir, que K es Ext-proyectivo en r,,. Para ello basta
ver que D7rK € 3,, . Supongamos que no. Entonces, N7rK e ind(z,,) y existe un
camino de laforma M’ — .. > DIrK - X - K —» 1", con M’ cadd(M). Si 1" es
proyectivo, como M es sincero, el camino precedente puede extenderse a uno

delaforma M'— .. > DIrK - X > K - 1"—>M", con M"eadd(M), lo que

contradice la hipétesis. Luego, 7” no es proyectivo. Por lo tanto, el morfismo
K — T’ induce un morfismo irreducible D7rK — DTrT’. Absurdo, pues
DTrK ez, y DIrTe3J,,.

A continuacion probaremos que T es inclinante. Por (b), sabemos que 7' es
inclinante parcial. S6lo nos resta probar T3).

Sea d =dim, Ext\(T,A) y «,,...,a, una k - base de Ext (7', A). Consideremos la
sucesion exacta corta

05 A, —L5E,—=5T" 50 (%)
definida como el pushout de la sucesién exacta (-Bil a, atraves de la aplicacion

diagonal 4 — A . Queremos probar que E < aa’d(T).
Como (z,,,5,,) es una teoria de torsién que se parte, E=X@®Y con X ez,
Y €3,,. Demostremos que Y =0. Supongamos que no es asi. Entonces
Hom ,(¥,T)#0. En efecto: si Hom,(¥,T)=0, la restriccion a ¥ del morfismo g
de (*) es cero y entonces tenemos:

Xy —£820 7@ _50 con g,=0.
Ademas, A=1Tm f = Ker(g, ® g,)=Ker(g,)®Y , por lo que Y es proyectivo.
Entonces, como M es sincero, Hom ,(Y,M)=0. Pero M € add(T); luego
Hom (Y, T)# 0. Contradiccidn. Por lo tanto, Hom (Y, T)#0 .(**)
Veamos que Hom (Y,DTrT)=0. Por un lado, Hom (Y,DTrT)= Hom.(Y,DTrT)
pues, por (c), DAer,, y DIrT €3,, . Por otro lado,
Hom.(Y,DTrT)= DExt'(T,Y)=0. En efecto, aplicando a (*) Hom ,(T,~) tenemos
la siguiente sucesion exacta:

'R
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0 — Hom (T, A) — Hom, (T, E)— Hom (T, T*?)—— Ext\(T, 4) - Ext\ (T, E) - 0.

Por construccién, © es epiyectiva. Luego, Ext.(T,E£)=0, de donde se deduce
que Ext',(T,Y)=0. Por lo tanto, Hom ,(Y,DTrT)=0.

Por (**), existe un morfismo no nulo v,: ¥ —T;, con 7, € add(T’) indescomponible.
Veamos que v, no es un epimorfismo que se parte. Supongamos que lo es.
Entonces 7] es isomorfo a un submédulode ¥ y,como Y €3,,, €3, .
Absurdo. Luego, v, no es un epimorfismo que se parte, de donde se obtiene que
7, no es un moédulo simple proyectivo.

Por esto ultimo, existe un morfismo minimal que casi se parte a derecha
Ji=u®u: K ®L -1, ,donde K, e7,, y L,e€3J,,. Como v,:Y -7, noesun
epimorfismo que se parte, tenemos el siguiente diagrama:

K®L 25T
o\t
Y

donde f.g, =v,.
Probemos que Hom (Y,L,)=0.Si L, =0, es trivial. Supongamos que /, 0.
Entonces, «: L, » 7, esirreducible. Como /,€3J,, y DAer,,, sabemos que /,

no tiene sumandos indescomponibles inyectivos. Entonces, por el Lema 2.13,
TrDL, es Ext-proyectivo en z,,. Luego, 7rDL, € add(T’) y entonces

L, € add(DTrT). Como Hom (Y,DTr1T)=0, tenemos que Hom (Y,L)=0.
Entonces existe v, :Y — K, tal que u,v, =v, #0. Ademas, por (e), K, € add(T’)
pues el morfismo «,: K, — T, es irreducible y 7, es indescomponible.

Ahora elijamos un sumando indescomponible 7, de K, tal que ”l|r zv, %0,

donde K, =7,®K y n: K, —> T, es la proyeccion candnica. Como 7, es
sumando indescomponible de K, y K, € add(T), T, € add(T).
Siv,=nv;:Y > T, entonces u, |T v, #0. Razonando como antes, obtenemos el

siguiente diagrama:

u

K,——>T,

2
Nt
Y

donde u, es irreducible, u,v, =v, #0 y K, cadd(T).

Ahora podemos elegir un sumando indescomponible 7, de K, tal que

ul|T,ule3v3 #0,donde v, =z V.Y > T, y T, cadd(T).

Renombrando u, = u,.|T,_+1 , Se obtienen inductivamente, Vi, morfismos irreducibles
u T

i il

— T, v,:Y > T, con T, € add(T) indescomponibles tales que u,..u,_v, #0.
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Pero esto contradice al Lema 1.25, ya que long(T;) < long(T), Vi . Por lo tanto,
Y =0.
Esto implica que la sucesioén exacta corta (*) es de la forma:
054, >X,->T" >0,
con X, er,, . Aplicando a la sucesion anterior Ext'(-,N), con N er,, , tenemos:
0= Ext' (T, N) > Ext' (X,N) - Ext'.(4,N)=0.
Luego, X es Ext-proyectivo en r,, y, por lo tanto, £ = X e add(T).

(g) Por ditimo vamos a probar que (z,,,3,,) = (z(7),3(T)). Sea Ner,,. Como T, es
Ext-proyectivo en z,,, £xt'(T,N)=0. Luego, N cz(T).
Reciprocamente, sea N e (7). Entonces existe un epimorfismo 7, — N, con
T,eadd(T)cz,,. Pero 7, es cerrado por imagenes epimorficas por ser clase de
torsion. Luego, Ner,, . Porlotanto, 7, =«(T) y 3,, = 3(7).

(h) Probemos que 7" es un modulo convexo. Por el inciso (f), 7' es inclinante y, por
(g), T es un modulo que separa. Entonces, por (a) y el Teorema 2.11, 7" es un
maoddulo convexo.! ]

A continuacién introducimos la nocién de seccién, que generaliza la de seccion
completa que fuera definida por Ringel [14]. Mas adelante veremos que su existencia
caracteriza las algebras inclinadas.

DEFINICION 2.20: Se dice que un conjunto finito § ¢ ind(4) es una seccién en mod(4)
si satisface los siguientes axiomas:

SNHU :MEB M es un modulo sincero.
es

S2) § es un conjunto convexo.

S3)Si 0> L - M —» N — 0 es una sucesion de Auslander-Reiten entonces a lo
sumo uno de los modulos L y N estaen §.

La clase § se llama seccion completa si ademas satisface la
condicion:
S3)Si 0L —>M >N —0 es una sucesion de Auslander-Reiten y un sumando
indescomponible de M estaen § entonces LeS 6 NeS§.

Recordamos al lector que notamos por K| (A) al grupo de Grothendieck de 4. Enlo
que sigue | X| sera el cardinal de X .

LEMA 2.21: Sea § una seccion en mod 4 . Entonces |S| es menor o igual que el rango
de K,(4) y M = @ X satisface las hipotesis del Teorema 2.19. Més ain: |S| es igual al

Xe§
rango de K,(4) siy sdlo si M es un moddulo inclinante convexo.
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Demostracion: Es inmediato de la definicion de seccion ver que M cumple las
hipétesis del Teorema 2.19. Ahora, sea n el rango de K,(4). Si consideramos 7' como
en el Teorema 2.19, tenemos que 7 es un moédulo inclinante convexoy M es
sumando directo de 7. De aqui:

NE |ina’(add(M)] < |ind(add(T))[ =n.
Por construccion de M y T, la igualdad se satisface si y sélo si M =T, es decir, siy
solo si M es inclinante y convexo. [J

LEMA 2.22: Sea 7, un mddulo inclinante convexo. Entonces S = ind(add(T)) es una
seccion completa en mod 4 .

Demostracion: Probemos las cuatro condiciones de la definicion de seccion completa.

S1) Sabemos que 7'= @ M y, como 7, es fiel, es sincero.
MrS

S2) Por hipétesis, 7, es un mddulo convexo. Entonces § es un conjunto convexo.

S3) Sea 0 —» DTrX — Y — X — 0 una sucesion de Auslander-Reiten. Queremos
probar que a lo sumo uno de los modulos D7rX , X estaen §. Supongamos que
X eS. Entonces X es Ext- proyectivo en (7). Luego, por el Lema 1.8, D7rX € 3(/),
dedonde D7rX ¢S .

S3') Sea 0 DIrX - 1"®Y — X — 0 una sucesion de Auslander-Reiten con 7”7 en
S . Aplicando primero el Lema 2.10 y luego el Lema 2.7 con la Observacion 2.2,
tenemos que 7, separa. Ademas, como 7" e add(1’), X ¢ 3(I') pues existe un morfismo
nonulo 77— X . Entonces, X e r(’/‘). Supongamos que X ¢ § . Entonces, por el Lema
1.8, DTrX ¢ 3(T'). Luego, DTrX e z(I'). Aplicando el Lema 2.10 nuevamente,
obtenemos que DTrX e ind(add(T))=S . [

El siguiente teorema relaciona la nocion de seccion completa con la de mddulo
inclinante convexo.

TEOREMA 2.23: Sean § una secciénen mod4 y M =@® X . Entonces existe una

XeS§
seccion completa S’ que contiene a § y las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) S es una seccion completa.
b) M es un mddulo inclinante convexo.

c) |S| es igual al rango de K,(4).

Demostracion: Sabemos que M satisface las hipétesis del Teorema 2.19. Sea 7 como
en dicho Teorema. Entonces, si definimos $' = ind(add(T)), por el Lema 2.22 S’ es una
seccion completa que contiene a § .

a) = b) Supongamos que la seccion § es completa. Queremos probar que M es
inclinante convexo. Basta ver que M =T . Sea T'< §’. Queremos probar que 7'e § .
Como I"er,,, existeuncamino X =7, >, >..>7T,=7T"con XeSc§'.Como §' es

convexa, T, € add(T),Vi. Por induccién, basta ver que 7, € §. Podemos suponer que
f,: X =1, no es un isomorfismo. Luego, f, no es un epimorfismo que se parte. Sea
g: E, — 1, un morfismo minimal que casi se parte a derecha. Entonces existe
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h: X - E talque f, =gh. Sea T, un sumando directo indescomponible de E, tal que
g|T’7rh #0,donde E =T,®K, y n:E —T, es la proyeccién canonica.

Entonces tenemos un camino de composicién no nula X —£%4 5T, “=gh, >T, donde
u, es irreducible y 7, e add(T) por la convexidad de 7. Si £, no es un isomorfismo
podemos repetir el procedimiento y obtener un camino de composicion no nula de la
forma X —£»7, —7, —“>T;, con los u, irreducibles y los 7, en add(I'). En forma
analoga, reiteramos hasta que, para algun m, f,: X — T, sea un isomorfismo. Como

long(T)< long(T)=1, el Lema 1.25 nos asegura la existencia de un tal m, con m<2'.
Entonces tenemos que 7, =X eS. Veamosque 7, ,eS. Si T, es proyectivo, existe
un morfismononulo 7, , > X' con X'e§, yaque M es sincero. Luego tenemos un
camino X -7, , > X'y T, ,eS§ porlaconvexidadde §.Si 7
consideremos la sucesion de Auslander- Reiten siguiente:
0—>DIHT, )>X®Y 57T, ,—>0.
Como 7, ,e€S", DTr(T, )e S . Luego, DTr(T, )¢S .Entonces 7, €8, pues XeS vy

m

S es completa. Reiterando el razonamiento m—2 veces, podemos concluir que 7,
estaen §. Por lo tanto, M es un médulo inclinante convexo.

no es proyectivo,

m 1

b) = c) Es por la Observacion 1.3.

S
M es un médulo inclinante convexo y, aplicando el Lema 2.22, § = ind(add(M)) es una
seccion completa. (1

c) = a) Supongamos que |§| es igual al rango de KO(A)‘ Entonces, por el Lema 2.21,

El siguiente corolario justifica el nombre de seccién completa.

COROLARIO 2.24: Sea $’' una seccidén en mod A que contiene a una seccién
completa S. Entonces S = §'.

Demostracion: Sea n el rango de K,(4). Por el Teorema 2.23, n=|S| y, por el Lema
221, |S|<n. Luego, n=|S|<|S|<n, de donde IS|=]$"|. Por lo tanto, § = §". O

COROLARIO 2.25: Sea T en mod 4. Entonces 7" es un modulo inclinante convexo siy
sélo si ind(add(T)) es una seccién completa en mod A .

Demostracion:
=) Es lo que afirma el Lema 2.22.

<) Es por a) = b) del Teorema 2.23. [

COROLARIO 2.26: Sea 4 un algebra. Son equivalentes:
a) Existe un modulo inclinante convexo 7,.

b) Existe una seccidén completa en mod 4.
c) Existe una seccion en mod 4.
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d) Existe un 4 -mddulo sincero M tal que no existen caminos de la forma
M —>.>N->X->TrDN—...->M" ,con M’ y M" en add(M).

Demostracion:
a) = b) Lema 2.22.

b) = c¢) Trivial.

c) = d) Sea § una seccién en mod 4. Entonces se verifica facilmente que
M = & X satisface lo pedido.

Xes§

e) = a) Es el Teorema 2.19. {J

Todas las condiciones que caracterizan las algebras inclinadas que hemos
conseguido hasta aqui estan reunidas en el siguiente teorema. Las equivalencias a) <
b) < ¢) < i) se deben a Happel y Ringel [11]. a) <> i) <... se deben a Ringel [14]. a)
e) < f) & k) se debe a Bakke [6]. Por ultimo: h) < i) se debe a Assem, Platzeck y
Trepode [2].

TEOREMA 2.27: Sea 4 un algebra. Son equivalentes:

a) A esinclinada.

b) Existe un médulo inclinante 7, tal que B = -nd(1,) es hereditaria.

c) Existe un médulo inclinante que separa 7, tal que para todo M e 7(7’) existe una
sucesién exacta 0 —»>7"—7"—>M —0 con 7" y 7" en add(T).

d) Existe un médulo inclinante que separa 7', tal que Ixt’(M,N)=0, para todo
M, N e(T). ‘

e) Existe un médulo inclinante que separa 7, tal que para todo M e z(T),
dim iny(M)s 1.

f) Existe un médulo inclinante que separa 7, tal que para todo M e z(T),
Hom (TrDM,T)=0 .

g) Existe un mddulo inclinante 7, tal que X €add(T) siempre que X sea
indescomponible en «(T) y Hom (X,T)+0.

h) Existe un médulo inclinante convexo 7, .

i) Existe una seccion completa en mod 4.

J) Existe una seccién en mod 4.

k) Existe un 4 -mddulo sincero M tal que no existen caminos de la forma
M —.—>N->X->TrDN—..—->M" ,con M y M” en add(M).

Demostracion: Es inmediata de los Corolarios 2.12 y 2.26. [J

El siguiente teorema de Ringel es el ultimo resultado que presentamos aqui.

17



TEOREMA 2.28[14]: Sean B un algebra hereditaria basica, U, un modulo inclinante y
A=End(U,). Entonces {Hom,(U,)},, es una seccién completa en mod 4, donde J es

el conjunto de los inyectivos en ind B.
Reciprocamente, sean 4 un algebray S una seccion completa en

mod 4. Entonces 7, = ® M es un médulo inclinante convexo, B = End(7,) es

hereditaria basica, (DT), es inclinante y S es isomorfa a una seccién completa de la
forma anterior, con U, = (DT), .

Demostracion: Sean B un algebra hereditaria basica, U/, un médulo inclinante y
A=End(U,). Por la Proposicién 2.3, (B,DU, A) es una terna inclinante. Sea
T, =(DU),. Entonces, por el Teorema 2.11 y el Lema 2.22, tenemos que ind(add(T,))
es una seccidon completa en mod 4. Ahora bien:
T, = Hom,(U,k)= Hom,(U ®, B,k)= Hom, (U, DB) = Hom,, (U,I@J I)= @ Hom, (U, 1).
Por el Teorema 1.14, en la ultima expresion los sumandos son indescomponibles.
Luego, {Hom,(U,1)},., = ind(add(T,)) es una seccion completa en mod A4 .

Reciprocamente, sea § una seccioén completa en mod 4. Por el Teorema 2.23,

T,= ® M es un mbdulo inclinante convexo. Por el Teorema 2.11, B = Ind(I’,) es
: MeS .

hereditaria. Ademas, B es basica por construccion. Sea (/, =(ID7), . Por la Proposicion
23, U, esinclinante y 4= /Lnd(UU,). Luego, ® M =1, =(DU/), = ® Hom,(U/,1) y, por
McS [J

lo tanto, § es de la forma requerida. ]
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