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Estas notas son parte de una charla que desarrollé en la Facultad de Ciencias
Econdmicas de la Universidad Nacional de Cuyo, en el marco del Proyecto
"Estabilidad en Programacion Semi Infinita” del cual soy integrante.

Marta A. Casamitjana
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Condiciones calificadoras
en programacion no lineal

En los problemas de programacion no lineal los multiplicadores de Lagrange no sélo sor.
utiles para caracterizar las soluciones del problema, sino que también brindan informacior.
para analizar la sensibilidad de la solucin frente a pequeras variaciones de los datos.
También pueden ser usados para deducir métodos computacionales para hallar la solucidn
local del problema.

Se considera el siguiente problema de programacion no lineal (PNL)

{min H(x)

sa.xe X

donde
X=fce X’ g(x)< 0}, es el conjunto factible,
E"es un espacio vectorial lineal finito-dimensional,
8 es la funcidn objetivo , diferenciable sobre X, $:X'°c E" > E',
la  funcion vectorial g=(g),g:X,>E" es la funcion cuyas componentes,
restricciones del problema, son funciones diferenciables en X°.

x'eX  esunasolucion del PNL si S(x'): min 9(x) > —oo.

xel¥

Para analizar y resolver este tipo de problemas se usan teoremas de tipo Khun-Tucker (K-T).
Usualmente las condiciones necesarias de K-T se establecen como en el siguiente teorema.

Teorema 1.- Si x" es una solucién del PNL y si el gradiente de 9y g son finitosen x', y
una condicion calificadora (CC) se verifica entonces existe HeE" tal que

(i) V.9(x')+ ng(x')= 0
(i) zglx')=0

(ifi) x>0



En este trabajo se trata de rescatar los resultados mds relevantes de David Peterson
expuestos en A Review of constraint qualifications in finite-dimensional spaces. (1973), [0].
¢ Se reunen de numerosas fuentes CC usadas en conjuncion con la condicion necesaric
de Khun-Tucker.
» Se las relaciona en un diagrama sobre la base de sus mutuas implicaciones.
e Se describen nuevas implicaciones.
e Se identifican nuevas CC,
* Se justifica con ejemplos los casos en que no se verifican relaciones de implicacion.
Se omiten las demostraciones varias de las cuales pueden ser consultadas en el trabajo recién
mencionado.

Por qué el interés sobre las condiciones calificadoras y las relaciones entre las mismas?

e Los teoremas de condiciones necesarias tipo K-T involucran en su enunciado
generalmente una CC.

o Ciertas CC son mas facilmente verificables que otras, dependiendo de las
caracteristicas propias del problema.

* Lademostracion de un teorema tipo K-T puede facilitarse si se elige adecuadamente la

CC. Es de interés conocer hasta que punto un tal teorema depende de la particular
eleccion de la CC.

Un gran numero de condiciones calificadoras pueden expresarse ficilmente como
equivalencias entre conjuntos. Para definir tales conjuntos se introduce la siguiente
notacion.

g.(x)  vector que se obtiene de g(x) eliminando aquellas componentes que que NO SON

nulas, es decir, es el subvector de las restricciones activas.

Vg, (x) matriz gradiente del subvector de las restricciones activas evaluada en x*

g.(x)  subvector de restricciones activas no céncavas.

Vg, (x) matriz gradiente del subvector de las restricciones activas no céncavas, en x*
g, subvector de las restricciones activas concavas

Vg, (x) matriz gradiente del subvector de las restricciones activas céncavas, en x*
gw(x) subvector de las restricciones activas no lineales

Vg . (x) matriz gradiente del subvector de las restricciones activas no lineales, en x*
g.(x) subvector de restricciones activas lineales

Vg (x) matriz gradiente del subvector de las restricciones activaslineales, en x*
p<q, menor o igual componente a componente

P <q, cada componente de p estrictamente menor que la correspondiente de q.

P =q , cada componente de p estrictamente igulal a la correspondiente de q
p=gq, significa p<q y p#q



Se definen los siguientes conjuntos y se indica si son abiertos, cerrados, convexos, conos
Luego se ordenan, a partir de sus respectivas inclusiones en un diagrama.

Notese que varios de los conjuntos definidos dependen de un elemento

x'e X, donde

X={xeX°:g(x)SO}

D = {y e E": Vg, (x‘)y < 0} (cono cerrado convexo)
T= {y €E":(x,)", HA)," x, € X, 4, 20,x, = x", 4, (xk —x')—) y}, (cono cerrado)
P= m La clausura de la capsula convexa de T ; (cono cerrado convexo)

S = {y eE": E|<xk>l°°,3a >0:x, € X,x, #x",x, > x',(xk —x‘)/a“xk —x'” - y}U {0 € E"},

(cono cerrado) (S es el cono tangente a X en x*, si X es convexo entonces S es convexo)

FBu={yecE":3e:[0]]> X,31>0:e(0)=x", ' exists and equals Ay } (cono cerrado)
W = {E,} La clausura de la cdpsula convexa de E, (cono cerrado convexo)
E-{yeE:3e:[01] > X,31 > 0:¢(0) = x" & exists on [0,1}¢'(0) = Ay} (cono)
D= {y €E":IA>0:x"+Aye XVre [0,1]}, (conjunto de direcciones factibles) (cono)
D Laclausurade D ( cono cerrado)
A= {y € E" :Vg,ﬁ (x' )y <o, Vg/)1 (x)y < O} (cono convexo)
L= {y eE": Vg(x‘ )y + g(x‘) < O}, (abierto convexo)
A = {y eE":Vg,, (x‘)y <0,Vg,, (x‘)y < 0}, (conoonvexo)
M= {y €E":Vg, (x‘)y < O}, ( cono abierto convexo)

Relaciones de inclusion. Existen relaciones de inclusion entre los conjuntos recién definidos
las que quedan establecidas en el diagrama D1
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DI. Diagrama de relaciones de inclusion

Condiciones calificadoras. En la tabla que sigue se listan en forma abreviada, numerosas CC
extraidas de diferentes fuentes con referencias de donde han sido encontradas.
I°denota un subconjunto de X° arbitrariamente pequerio, abierto y convexo.

Tabla 1. Condiciones Calificadoras
Simbolo  Condicion Calificadora Fuente

GCQ DO=P Guignard. Generalized K-T conditions for math
Prog.Probl.In Banach spaces (1969). [6, p238]

ACQO'" DO=T Abadie.On the K-T theorem (1967) [1, p 32-36]

I
%!

SCQ D

Hestenes. Calculus of variations and opt.
Control (1959) [7, p35].

AHU? D=Ww Arrow,Hurwicz,Uzawa. CQ in maximization
Problems (1961). [2, p178]

KTCQ D = Khun-Tucker. Non linear programming
(1951). [9, p483]

HCQ D =FEn Arrow,Hurwicz,Uzawa (1961). [2, p177]




ZCQ D =D A Zangwill. (1969). [14, p40]

ACQ’ el 4220 Abadie. (1967).

LCQ xel’, L Luenberger. Optimization by Vector Space
Methods (1969). [10, p48]

MFCQ el M#J Mangasarian, Fromowitz. The Fritz John

Necessary opt. Cond. In the presence of....
(1967) [12, pp 43-44]

AHU' x*el’, A= Arrow,Hurwicz,Uzawa [2,p.183] (1961).
LICQ x"el’ Grad. delas comp.
activas de g en x* lineal- Hestenes. Calculus of variations. (1966).
mente independientes. [7, p29]
RCCQ x" el Comp.activas de g en x°
son lineales sobre E" o concavas Mangasarian (1969). [11,p. 103]
en x'.
KCQ x'el’ , g convexa, Karlin Mathematical Methods and
Jnop=0: pg(x)=0,vx e I° Theory in games (1959). [8, p201]
SLCQ x"el’ g convexa, Slater Lagrange Multipliers Revisited
Ixe X°:g(x)<0 a contribution to NLP (1950). [13]
STCQ x"el’ , g convexa,
Ix',x* e X :x' = x2%, Mangasarian , [11, p. 79]

g estrictamente convexa en x'

STAB x"el’ , g convexay Geoffrion, Duality in NLP:A Simplified

condicion A applications-oriented development
(1971) [4, pp6-7]

Condicion A:
Sea v(b) = inf ¥(x), para x e {x el’:g(x)< b}. La condicion es :v(0) finita, S(x*)= v(0),3e>0y M >0:
si b>0yb<e,entonces v(0)-v(b)< M”b”




Comentario. Las CC RCCQ , KCQ, SLCQ, STCQ , STAB , tienen su origen en conexior.
con teoremas de existencia de puntos de ensilladura. En este contexto no se requiere que
la funcidn objetivo 9 y la funcién vectorial de las restricciones sean diferenciables perc
debe ser X°convexo.

En nuestro contexto, asumiendo que 3 y g son diferenciables en x* y que x* pertenece a I’
no es necesario que X°sea convexo y esta CC puede ser usada en el teorema de
condiciones necesarias de K-T.

A partir del diagrama de relaciones de inclusion DI varias de las CC quedan
relacionadas por sus implicaciones segun el diagrama DI.

I

GCQ AHU
1 AN, 4 ) LICQ )
Not
HCQ | cQ SLCQ s ranked
STCQ
< "\ M]TD STAB_
KTCQ ZCQ LCO

DI. Diagrama de implicaciones.
e Observando que si x' €I’ = A' <D
el diagrama de inclusiones luce como el diagrama D2.

-

> —p T

D2 Diagrama de inclusiones

o —



Las relaciones de inclusion del diagrama D2 'y los teoremas que siguen modifican e,
diagrama implicaciones de las CC segun se ve en el diagrama DII
Teorema2 Si A+« yx el A =D

Luego AHU'=ZCQ

Teorema3. Si A'+Byxel’=>E=D
Luego AHU'= KTCQ

Teorema4. Si MO =>L#0
Luego MFCQ= LCQ

Teorema 5. (modificacion de un teorema de Mangasarian[11 p.79] )
STCQ=>KCQ que es la misma que SLCQ

Teorema 6. (modificacion de un teorema de Mangasarian [11 p.103])
RCCO = AHU'

Teorema 7. SLCO= LCQ

N

ACQ = AHU
/V
HCQ
KTC ZC
A /'
AHU
/ ! 2
RCCQ ACQ
MFCQ = LCQ
KCQ=SLCQ f
t LICQ STAB

STCQ
DII. Diagrama general de relaciones de implicacion



Comentarios sobre DII.

(1) Queda indicado que KTCQ implica HCQ, pero no la reciproca. (Ejemplo 9)

(2) Mediante una compleja demostracion se prueba que AHU' implica KTCQ. Estc
relacion no aparece en el trabajo de Mangasarian por lo que parece un resultadc
nuevo de Peterson.

(3) Las CC RCCQ, KCQ, SLCQ , STCQ, STAB, tomadas de la teoria de punto de

ensilladura y modificadas para adaptarlas a las condiciones necesarias de K-T muestra un
tratamiento no muy ortodoxo de las mismas, pero a juzgar por sus posiciones en el
diagrama de implicaciones ellas envuelven comparativamente fuertes hipétesis.

Por otra parte, en ciertas circunstancias es mds facil verificar una de estas condiciones
que una condicion calificadora tradicional.

(4) STAB difiere de las demds porque involucra la funcion objetivo 3. Esta dependencia es
inherente a STAB y no es posible eliminarla en el proceso de conversion de STAB desde su
origenes en la teoria de punto de ensilladura , al uso en la condiciones necesarias de

K-T.

(5) Como STAB no implica en general una CC previamente dada, es necesario probar que
ella es efectivamente, una condicion calificadora.

Caso en que X es convexo.

En este caso muchos de los conjuntos de los diagramas de inclusién D1 y D2 resultan iguales,
como se ve en el diagrama D3, haciendo equivalentes varias de las CC mostradas
anteriormente en el diagrama DII.

R

i
P=W=T=S=E=E=D T
f
f

{8

M

L

D 3. Diagrama de inclusiones para X convexo

Teorema 8 Si X es convexo entonces
(i) E escerrado (E=Fu-W)
(ii) D=P



A partir del diagrama D3 y teniendo en cuenta los resultados del teorema anterior el nuevc
diagrama de implicaciones queda como sigue (diagrama DIII).

HCQ= KTCQ= ZCQ= ACQ = SCQ= AHU = GCQ

T
1,

RCCQ ACQ

MFCQ = LCQ

KCQ =SLCQ LICQ

!

STCQ STAB

DIII. Diagrama de implicaciones para X convexo.

Nuevas inclusiones y condiciones calificadoras
Muchas mds CC pueden ser generadas mecdnicamente expandiendo los diagramas de
inclusion obtenidos anteriormente, si se consideran la capsula convexa {} , el cono

generado (), la clausura,”s , de algunos de los conjuntos definidos al comienzo y se tienen

en cuenta las propiedades siguientes que valen para cualquier subconjunto G de un espacio
vectorial lineal.

6=}

{G} es convexo

{G} no es necesariamente cerrado
6l=1

({G}) es convexo

{G)} es uncono

(

)={c)
~(6)
(G) es un cono

G) no es necesariamente cerrado

11. ©)=(6)

QIS
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A partir del diagrama DI de inclusiones, y aplicando estas propiedades se obtienen las
relaciones de inclusion que se muestran en las figuras D4a y D4b.

Cono
D Convexo
cerrado
._1 —_
A)=A

— 1

2 1
o - (4A) A
M)y=M=(L)= (L) 0 .
cono cerrado convexo peraciones.
% 2 () coning
A — closing

I (M)=(L)
- I
I M
L/

D4a. Diagrama de inclusiones expandido



D closed

convex
cone

?
isF={1r=p="Ast=-{rr}

7]
W={Eu} = { En} L

—
{er={g F \ /
o

— _ '\_
{ot={p}r L b} {qg} E

t ' \/‘

{D} D

\//'

D4b. Diagrama de inclusiones expandido

4 partir del diagrama de inclusiones D4b se pueden generar mecdnicamente las siguientes

nuevas CC:
D=FE L D =D
D=(E]} D={E] D ={D]}
D=(E] D=(p )

Con el diagrama de relaciones de inclusion D4a y la observacién que la clausura de la
conificacidn de un conjunto vacio es vacia, pueden generarse mecdénicamente CC pero cada
una es equivalente a alguna CC ya vista . Especialmente se obtienen



x'el (Az);t %) )
A AC
fel'. Axg Equivalente a 0

xel (Al);t@

o I Equivalente a AHU'
xel’, A'z2Q

xel’, L#Q
xel’, (M)»Q Equivalentea  L€2 v MFCQ
xel’, M@

En el caso que X es convexo el diagrama expandido D4b de relaciones de inclusion colapsa

segun muestra el diagrama DS5. De las CC nuevas indicadas mds arriba en esta situacién
resultan nuevas sélo las dos que se indican.

Nuevas CC
O =D
D = {D}
Cono |
D Cerrado
T convexo

={S}={S}=S={T} = (T} =

(E
:{EH}:{EH} = Eu= Eu =

V= {E}={E)= E= E = {E}
V=D

Fouthn lﬁ
l

—>

D = {D} Cono convexo

D5. Diagrama de inclusion expandido (de D4b) para X convexo



Ejemplos. Los ejemplos incluidos en esta parte muestran que los diagramas DII y DIII , de
implicaciones entre las condiciones calificadoras, son lo mds completo posible: No existen
otras implicaciones que las mostradas aqui.

En la Tabla A.1 se representa cada posible relacion de implicacion para el diagrama DII. La
tabla se interpreta del siguiente modo:Si en el rectangulo de la i-ésima fila y k-ésima
columna contiene un + , significa que la CC de la primera columna e i-ésima fila implica la
CC de la primera fila , k-ésima columna. Si el rectangulo contiene un nimero , éste
corresponde al ejemplo , indicado mds abajo, que muestra que la implicacion no es vilida.

Para el diagrama DIII , cada posible implicacion estd representada por la Tabla A.2 la cual
se interpreta en forma andloga a la anterior.

SCQ=ACQ
AHU

HCQ

KTCQ

ZCQ

AHU

ACQ
LCQ=MFCQ
LICQ

RCCQ
KCQ=SLCQ
STCQ
STAB

DI O W W [ (W W

--
N

Ol jonldajole v iw]w

-t
N

+

+ININ o oo oo oo ol o e

=+ |+ ]+ i+ jr ]+ |+ lo]+fojo]ofo

= J+ ]+ ]+ |+ |+ f+rj+rj+rjololulw]lw
Lol B N K K K K K P FXN PO PR PR PR

=i+ j+jaj+ ]+ j+jaoja]lewiw]wliwiw

=i+ i+ joj+ |+ jJojojojuwjwolw]lw]lw
= ININJF N ININ NN w]lw e lw
=J+ |+t jojojojojols]wjo vl lw

2+ e+ ]+ +l+]+1+]+le]e1+1s
Alt++l+]+]elsl+]+]+
Sl l+ e+ ]+l l+t+)+l+]+
M+ l+ 1+ el j+ ]+ )]s+l

= ININ]O |+

Ejemplo 1. X°=E', g(x)=x*,x*=0,0=0.
Ejemplo2. X°=F', g(x) = (x2 +x,x° + Zx)' ,x¥*=0,0= (— sgnx)]xl%
Ejemplo 3. X°=E? ,g(x)=(x2—x12 ,—x2+x12)',x*:0.

Ejemplo4. X°=E?, g(x)= (x2 +X,—x,+ X, xl)' , x*=0.



Ejemplo 5.  X°=[-L1], glx)=[1-(x+1} , 1-(x=1}]", x*=0.
Ejemplo6. X°=E', g(x)=(x,—x),x*=0,0=x

Ejemplo7. X°=E', g(x)=x*+x,x*=0,0=—x

Ejemplo 8. X° :(—oo,%j,g(x):—xz +x,x*=0

Ejemplo 9.
X°= {x € E’|vx, >0,

le > x; and 3 no positive integer n such that x, = x, tan "(%”)}, gx)=0,x*=0

Ejemplo 10. X°=E?, g(x)=x'x2,x*=0
Ejemplo 11. X° = {x eFE' |x =2"" for some positive integer n}U {O} , g(x) =-x, x*=0
Ejemplo 12. X°=E', g(x)=(x,2x), x*=0

Ejemplo 13. X°=E7?, g(x)=[(x, 1P +x2 -1, (x, +1f +x2 -1 ,x,2+(x2+1)2—1,x,2+(x2—1)2—1]',x*=0

TABLE A.2

Relaciones entre las CC para el caso X convexo

Implier

GCQ + 13 7 5 5 5 5 5 5
AHU + + 7 5 5 5 5 5 5
RCCQ + + + 5 5 5 5 5 5
ACQ + + 7 + 6 6 6 6 8
LCQ + + 7 + + 12 8 8 8
LICQ + P+ 7 + + + 8 8 8
KCQ + + 7 + + 12 + 12 2
STCQ + + 7 + + 2 + + 2
STAB 1 1 1 1 1 1 +
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