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comportamiento asintotico de los autovalores del problema de Dirichlet en regiones de
Jordan. 228
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PROLOGO.

La numeracion de las paginas del presente Capitulo 15 de las Notas "PROBLEMAS DE
CONTORNO II" parte III continua la de éstas. Véase esta coleccion I.T I n° 79, parte I,
(2002), I.T.I. n° 81, parte I1, (2003).

ABSTRACT.

We consider Dirichlet's problem in the classical sense for the Laplacian in a plane Jordan region
D with boundary J. If {ﬂj} is the set of eigenvalues of that problem, the counting function
N(A) =# {lj ) } satisfies H. Weyl asymptotic formula:

5(A) = N(1) - real

A =0(A). Related to the monotonic function N(A) is the spectral

Dirichlet series: P(z)=Z/1;z = I x“dN(x),Rez>1. Weyl's conjecture states that if J is
0

sufficiently regular then one should have &(A1) =BJ4 +0(«/I). This bas been proved, for

example, for regions with C* -boundary. The behaviour of P(z) follows from that of N(A) but
results about P(z) can be obtained without a priori knowledge of the counting function. A
theorem of A. Pleijel deals with this type of results. He proves that if D has a C* -boundary the
following formula holds:
*) Ziz _areaD 1  length] 1

A, dr z-1 87 z-1/2
In fact g(z) is meromorfic in a wider region and has simple poles at some negative half integers.
We show that (*) holds for a Jordan region with only C?-boundary showing so that if N(1)

admits a second term in its asymptotic formula then it is determined by the second term in
Pleijel's generalization.

This paper is, in a certain degree, of expository nature. In Section 1 we discuss some points
related to the Weyl and Weyl-Berry conjectures and collect some results on eigenvalues,
eigenfunctions and Green's kernel that hold for plane membranes.

Section 2 is complementary and there we prove that variational eigenvalues-and eigenfunctions-
and classical ones coincide for general Jordan regions proving then that in our framework we
can use the powerful results obtained by the variational method.

In section 3 we prove Pleijel's theorem for membranes with C?-boundaries. We present a
simplified proof for this case.

+ g(2), g(z) holomorfic at least in Rez > 0.

R.P.
Marzo 2004
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CAPITULO 15.

SOBRE UN TEOREMA DE A. PLEIJEL Y UNA CONJETURA DE H. WEYL:

COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LOS AUTOVALORES DEL PROBLEMA DE
DIRICHLET EN REGIONES DE JORDAN.

§1
INTRODUCCION. EL TEOREMA DE H. WEYL. A) El objetivo que perseguimos
es estudiar el comportamiento asintotico de los autovalores del problema de Dirichlet en
una region (conjunto plano, abierto y conexo) acotada D de contorno J=38D . Un
problema actual es determinar el segundo sumando de la expresion asintotica del

contador N(A)=#{1, : A, < A{=el nimero de autovalores del problema de Dirichlet que
no superan a A contados segin su multiplicidad. O por lo menos estimar la diferencia
entre N(A) y la primera aproximaciéon de su comportamiento asintotico que es

suministrada por un famoso teorema debido a Hermann Weyl. Para resolver algunos
problemas relacionados con los autovalores del problema de Dirichlet no es necesario
conocer el comportamiento asintético de los mismos sino que basta tener una
estimacion del comportamiento de algunas funciones asociadas con N(1), por ejemplo,

el de [e™dN(t) oelde [e™dN(e') = [v™dN(v) para x >&.
0 i

0

Diremos que una region acotada D es semiregular, o mas precisamente, & -semiregular,
£e(0,1], si para A(t)={zeD:dist(z,J)<t} vale |A(t)|=0(t°). Aqui |B|=m(B)
=medida plana exterior de Lebesgue de B. Si D es ¢ -semiregular, m(6D)=0.

Se define la dimension interior de Minkowski del contorno 8D, k = k(2D), como
log|4(?)
log?
k(@D) =inf {@ = 0:|4()| = O(**), t - 0 +}=1(@D) .

Si el limite precedente no existe podemos definir la dimension interior superior de
Minkowski como

k(0D) :=di1m oD=2- li_rg si el limite existe. Vale que
t

—_— log|A(t
(1) k*:k*(aD):=dim6D:2—liﬂ—2§|——£—)—l, f—0+

! logt
En este caso vale también el siguiente resultado (cf. [L]).
PROPOSICION 1. & *(@D) = /(D) = inf {&r > 0:|4()| = O(*),t > 0+}  [1,2] ¢
A =0@")}. Luego, si k*e[1,2)
entonces sup{n 10<n<2,]A@)|= O(t”)}= 2-k*e (0,1} yvalela
PROPOSICION 2. Si 0<g €(0,2-£*) entonces D es ¢ -semiregular.+

Notemos que vale [(0D)=2- sup{n 02,

Si J=0D es una curva cerrada de Jordan, es decir, D es una region de Jordan,
supondremos a J definida por funciones x(s), y(s), orientada en sentido positivo

(contrario a las agujas del reloj) con se [O, S ] S >0. SiJ es rectificable, m(J/)=0 y |J |
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denotara a la longitud de J, /g(J). En este caso supondremos § =|J

, O sea, §
representara al parametro longitud de arco. Si J es rectificable entonces A(¢)~¢ por lo
que D es 1-semiregular (Teorema de Steiner: existe ¢ >0 tal que ¢z < |A(t)| < |J |z‘+7zt2

si t es bastante pequefio). Notese que hay regiones de Jordan que no son semiregulares
para ningun ¢ € (0, l], (cf. [P]). Si ademas x(s), y(s) poseen A >0 derivadas continuas en
la longitud de arco diremos que D es h-regular.

Sabemos que para ciertas regiones acotadas D valen (H. Weyl),

2) /1n~%n, /1~I%[|N(/1) donde |D|=érea deD, n—>0,0<i—>w.

Para fijar ideas supondremos en los § 1y 3 que nuestra region D es de Jordan aunque

practicamente la totalidad de lo que sigue vale para regiones acotadas mas generales. Un
objetivo razonable es tratar de determinar Q y 7 en la expresion asintotica (cf. [L] y sus

referencias),

D
3) N(/l)~14—|/1+Q/1”=A/1+Q/1”,
T
en caso de que existan. Si el contorno J es suficientemente regular se tiene,
(4) N(A) = AA+BJA +0(/2) con 4 =|D|(47)", B=-|J|(47)".

En efecto, algunas regiones de Jordan de contorno C* (el circulo, la elipse) o

simplemente C%* (un rectangulo, un sector de un disco o de una elipse) son
contempladas por el siguiente teorema.

TEOREMA A (Kuznetsov). Si los autovalores del problema de Dirichlet pueden ser
hallados por el método de separacion de variables entonces la funcion de distribucion de

D J
los autovalores verifica N(1) = |4—|/1 - L—|«/I + o(«/z ).*
T T

El tercer sumando de esta expresion asintética puede mejorarse en algunos casos. Por
otra parte, para regiones de Jordan de contorno muy regular vale,

D J
TEOREMA B (Ivrii). Si J=8D €C* entonces N(A) = %z —yﬁ +o(\J1). ¢
T T
Estos teoremas resuelven afirmativamente la conjetura de Weyl que dice que puede
determinarse un segundo término en la expresion asintotica (2): N(A) = /1|D|/ 4 +o(4),
si D tiene contorno suficientemente regular. Con las constantes adecuadas el Teorema B
se demuestra en [I] para regiones D de R” con contorno € C* .

A continuacion conviene tener presente el siguiente teorema de caracter tauberiano (cf.

[T], [WD.

TEOREMA AUXILIAR. i) Sea ¢(¢)> 0,0 >0,x — 0,7 — . Entonces,
© T
[e™o(t)dt ~ iU = [t ~ 4
0 X 0

i1) Sea ademas @(x) no decreciente, p >1:

[2)

T(oc+1)

[eay~AT? = o(T)~4pT™

iii) Sea 0 <@(x) no decreciente. Entonces,
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0

T
[e™dot)~4/x = [t'p(t)dt~ AT Iy +2), y>-2.
0 0
La funciéon N(4), 0<A<oo, no negativa, a puro salto, continua a derecha, nula en

[0,/11), puede definirse como N(A)= Zl. Por (2) la serie Ze_;""‘ converge y define
<A n=l
@© T
una funcién f{x) en (0,0) que puede escribirse como j(x)=Ie”" dN(t)= £im Ie“"’dN @) .
0 4]
Vale entonces

PROPOSICION 3. N(/l)~|:f—)—l~/1, Ao = f(x)=ie"*‘ ~4|£|, x—>0+.
T pa TX

D : .
En efecto, pongamos A:|4—|. Luego de una integracion por partes obtenemos
T

f (x):x_(e""N (H)dt con N(t)~At. Un resultado de tipo abeliano nos permite ahora
0 <

afirmar que f{x)~x(4/x*), ((W], Cap. 8).
Por otra parte, si para x>0 existe /(x):=fe”“dN (#) y si ademas f(x)~A/x entonces
0

5

. Como N(t)T resulta, usando ii) del

T AT
(cf. ii7) del teorema auxiliar) j-N(t)dt~
]

mismo teorema auxiliar, N(¢)~At¢. Luego, para A —> o, x —> 0, vale la siguiente
implicacion tipicamente tauberiana,

PROPOSICION 4. fix)=>"e™ =[e™dN(t)~A/x = N(1)~A4A.

n=1 0

0

La transformada de Laplace de N(A), Z(¢)= J.e"“dN (A= Ze'ﬂ”' , también llamada
=1

0
JSuncidn particion, o la serie espectral de Dirichlet Z/l;s definida por la funcidén

P(s) = J- xdN(x),Res >1, pueden llevar a la expresion asintdtica de N(4), A > y
1+

permiten conjeturar la expresion mas fina del desarrollo del contador N. En efecto,
supongamos que vale N(4)=A4A4 +BJA +0(\/I) y que
a b
Z()==+—+0(""?), t40.
®) T )
Se deduce entonces que a=4, b= ézﬁ Vale, analogamente, el siguiente resultado,
LEMA 1. Si N(1)=AA+BJA+0o(1) vy P(s):il+ —
s—1 s-—
c'(s) holomorficamente prolongable a s >1/2 entonces a'= A, b'=B/2.

DEMOSTRACION. Sea F(x) = (B +0(1))vx = (B+ f(x))v/x . Entonces,

+c'(s), s>1 con
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£ 2]
P(s)= _Ai_ + Igim J x~°dF(x) . El limite es igual a cte.+ sj. Floxdx=
- 0

=cte.+Bs/(s - 1/2)+sjf(x)x"s-”2cbc B/2(s—1/2)+cte. +s(j+f)f(x)x 12y

=B/2(s-1/2)+ p(s)+q(s) con p(s) holomorficamente prolongable a Res>0 'y

T

q(s)=sff(x)x‘s‘1/2dx. Sea |f(x)|<e& si x>M >1. Entonces
M

‘[s 1/21
s>1/2. En s>1 vale, O:A_a+B/2_b+p(s)+q(s)—c'(s). Resulta
s-1  s-1/2
B/2-b'

inmediatamente que A4 =a'. Luego, 0= + p(s)+q(s)—c'(s). Por tanto, en

-1/2
s>1/2, b'-B/2=(p(s)+q(s)~c'(s))(s—1/2). O sea, para s+1/2,
esto para todo £ > 0. En consecuencia, B/2=5", QED.

-B/2|<el2 y

En [F] se prueba que si el contorno tiene dimension interior superior de Minkowski s,
D

k*=s, entonces la discrepancia (1) :=N(A) —L—ll >-" si 2>0>5,A>1(0).
T

Pero en ese caso D es una region ¢ -semiregular para € €(0,2—5) y existe un £ en ese

intervalo tal que A°" >Mﬂl_5,M =cte. s1 A>A, pues podemos hacer que

1>0/2>1-€/2>s/221/2, (cf Prop. 1y 2).
Teniendo en cuenta la siguiente Proposicion 5 podemos conjeturar que para regiones de

Jordan & -semiregulares vale §(4)=0(1)A""%, o sea, |5(A)|<MA™"? si 1> (e).
Para probar la conjetura bastara mostrar que vale (1) < MA™'% .

PROPOSICION 5. Si D es una regién (de Jordan) & -semiregular entonces existe una
constante M tal que la discrepancia §(4) > ~MA™'? si 1> 4,(¢) .+

DEMOSTRACION (cf. [F]). Sea W la descomposicion de Whitney de D en cuadrados
binarios semiabiertos. Designamos con S(7) a la union de los cuadrados de W de lado

k ©
27i=12,--- , por lo que S(k+1)cD\US(i) y D:US(k).Para k=2, Stk)c
1 1

AR \/5). Luego, si n(k)=#cuadrados en S(k), usando la hipotesis tenemos

n(k)2* < \A(z‘-" JE)' =0(27%).
Sean D(k)=la union de los interiores de los cuadrados en S(j), j=1,...,k y N(A,k) el
numero de autovalores de D(k) no mayores que A. Como D(k)c D vale

N(A,k)<N(A), (cf §2). Puesto que D(k) es union de cuadrados abiertos disjuntos
podemos estimar N(A,k) contando los autovalores de cada cuadrado componente. Si D

es un cuadrado de lado a vale que N(/l)—L—l—w(/D con O<U/(/1)<l ‘\/_ (el
T

Teorema A nos dice que (A1) :(lJ |+o(l))ﬁ /47x). En efecto, las autofuncxones del
problema de Dirichlet son de la forma (senmx x/a)(sennzy/a), salvo por un factor no

nulo, con autovalores 4,,, =7°(m* +n*)/a* de multiplicidad
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#{(m,n) 0<mm, m*+n’ =a’a,,, /7’ }
Entonces, N(A)=#F,F = {(m,n) 0<m,m; <ai/ 7[}.
Calculando el area de los cuadrados de lado 1 con vértice superior derecho en F' y
<r=aJil 72'} obtenemos:

contenidos en el cuadrante C = {

drea de los cuadrados= N(A) < =area de C.

Por otra parte, si utilizamos los cuadrados unitarios con vértice inferior izquierdo en F
obtenemos: drea de los cuadrados = N(A) > (zxr®/4)—-2r = (|D|/1/ 4r) - ’GDI\/I 2r,
qed. Entonces,

— 227 N
e s . N(A)=N(A,k) > Z Tﬁ n(i) =
im \_\R :Ei_i 22 (i) - /11/222-1"1(1.) >
Vs :3 vy SV o 1 -
£ "}7/ 'D' -ig 172 d i(1-g)
>0 20(2 Y~ & 0@ 2
—’z 47[ T kel 1 ’
Fig.1 \L_UJ [ ~ !Dl A—cA2*e 1 M2 pk(-6)
. BN ._-2‘—7'; ~CcA2 —-C 2 .
: : k-1 1/2 k [Dl t-€/2
Si elegimos 27 < A'° <2% obtenemos N(A) 2 Z——/l -MA™", QED.
/4

NB. A continuacion entenderemos en el sentido cldsico a las autofunciones y
autovalores del problema de Dirichlet: w, e C*(D)nC(D), w,=0 en aD,

—Aw, =1 w, enD. LaProposicion 5 es valida en este sentido, (cf. seccion 2).

B) Supongamos que A =—x7, y real positivo. Las soluciones radiales de Au+ Au=0,
u(p) :¢(] p|) son las soluciones ¢(p) de

1 d{ d¢

5) (p J 2'$=0, p>0.
pdp\” dp

SeaK(xp) =¢(p). (5) equivale a

(6) ld( dKj K=K"+ lK' K=0,r=xp>0.
rdr\ dr r

-rt

La funcién de Kelvin de orden 0: K, (r) ::I

e
V12 =1

dt, r>0, es solucion de (6). En

efecto,

Q) KI(r)-K,(r)= J\/z “le '"dt_—jJt_" ‘Kr‘g(r).

Otra soluciéon de (6) es la 51gu1ente funcién de Bessel modificada:
2n

(®) anmm:iéﬁy
n=0 R

Como K, (r) > cuando r -0+, K, e /, son linealmente independientes. Ambas
resuelven la ecuacién (p¢')'—q¢ =0 con p(r)=q(r)=r . Luego, el wronskiano
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w=w({, K)=——=220y KoL) _ W -
p(r) r dr ] r) rI0 (r)

Algunas propiedades de la funcion de Kelvin. K (r) = I(e”’ /N =1)dt=
1

@0

=I(e‘" / t)dt + I(e‘” (£ +t*Nt* =1 -1)dt. Llamando X(£7) al ultimo integrando,
1

1

© © 1 ©
tenemos, Ko(r) = [(e™ /t)dt + [ X(¢,r)dt = [(e™ /)dt + cte + | Xdt=
r i r 1

1 «©
=_logr +cte. + f (e =Dt 'dr + f Xdt=—logr+P(r) con P(r)eC'([0,»)).
r 1

Para r - 0,K,(r)= —logr+P(0)+O(r). Si r > &, >0 entonces 0<K,(r)=0(e™""?).
Semejante acotacion también vale para |K,'(r)| aunque 0> K,'(r)>-Me™'* con

M=cte.>0. También tenemos, rK,'(r)=0(1) sir >0y !

K T oar ¢ du n
,!KO(r)drz.]fmI It(t NE :'(!-(l—uz)l/z :E'

En el campo complejo vale K, (z) :%Hé‘)(e’””z)~e"1/2£ si |argz| <7z /2. Ademas,
Zz

six>0, H"(x)= _1_ j e= Mgy .
a

Sea Au— y*u=0, - A=y’ >0. Definimos el nucleo de Green G(p,q;/l) como:

Glp, q,/l)——K (lp-d)-H(p.g:4), p.geD
©) (a, +/1)H(p :4)=0, H(p, .;1)eC(D)
H(p,q;/l):-z;;Ko(ﬂp—qD siqgedD, peD

Vale el
TEOREMA 1. Sea D una region de Jordan. Entonces,

) Si ue C*(D)NCD), ¢ L*(D), (A+A)u=¢ en D, u=0 en 0D, entonces
u(p)=~[ G(p.4,4)#(q) dg , para todo pe D
if) G(p q, ) (q,p,/l), paratodo p,geD, p#q.
iii) Sean ¢eL”(D), peD, u(p) ::IDG(p,q;/l)¢(q)dq. Vale entonces: u<C(D),
u=0en Dy

Bu ou oG |
—e(C(D), =12, —=1—Ap,q;, A dq .
ot (D), i o) gap,.(” )8(q)dq

iv) Dada ¢ C' (D)NL*(D) sea
u(p)=-| Glp.4:1)$(9) dq
Entonces, u e C*(D)NC(D), (A+A)u=¢ enD, u=0en 8D
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v) Son equivalentes las proposiciones siguientes:

a) g (D), 4(p) = uf Glp.q:4)4(a) dq,

b) cC*(D)NC(D), —(A+A)p=pu¢ enD,$=0 en oD
vi) Si /, es la distancia de p a 0D entonces para todo g € D:

Ko (x1,) K,(zlp-4)
2r

0<H(p,qA)< 0<G(p,q A1) =222 2

27
vii) Sea M=diam D. Entonces

2 1 2 2
IBG (p.q:4)dg < ey I{JM}KO (xlqi)dq =C"(4) <.

viii) y*(A)=] L _G*(p,q:;A)dpdq < C*(A)|D| <o ¢
En realidad H(p,q;4)eC(DxD). Sus derivadas satisfacen, sobre compactos,

estimaciones con decrecimiento exponencial respecto de /.

C) Definimos para y =0, o sea para el operador diferencial A, a G(p,q) :=G(p,q;0)
como:

G(p,q;O)):Llog M -H(p,q), p,qeD, M =diamD,
27 |p—q| -
(10) < A, (H(p,g)=0 enD, H(p,)eC(D),
H(p,q):Llog si qedD, peD.
k 2z "lp-4

Si M es el diametro de D entonces 0 < G(p,q) < E}—log«i , (p,9)e DxD .
T

P-4
Vale la siguiente extension del Teorema 1.
TEOREMA 2. Sea D una region de Jordan. Para A-y*, x>0, A=-x" puede
definirse un nucleo de Green, G(p,q; 1), verificando las condiciones enunciadas en (9)
0 (10) seginsea y> 00 y=0tal que G(p,q;A) tiene las propiedades 7)-viii).

K
Ademas, sean en R*\{0}, E* (x =_0(—x|x|) si >0 E°(x):—ilog—l—. Vale, en
y
27 27 ||
el sentido de las distribuciones,
(11) (A-xHE* =65 .+

D) La equivalencia v) del Teorema 1 muestra que toda autofuncion ¢ del operador —A

lo es de una ecuacion integral con micleo simétrico positivo G(p,q)e L*(DxD), es
decir, de un operador autoadjunto G completamente continuo de tipo Hilbert-Schmidt:
(12) HGop=9¢.

Mas precisamente, para D como en los Teoremas 1 y 2, vale el

TEOREMA 3. Los autovalores del problema (—Au=Au en D, u=0 en 8D) son

positivos, de multiplicidad finita y, repetidos segin su multiplicidad, pueden ordenarse
en forma creciente,

(13) O<A<A <., A >w.
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Las autofunciones correspondientes: @,(x) (-A¢, =4 4,, ¢, =0 en 8D), pueden

elegirse reales y suponerse ortogonales y normalizadas: V2 =1,

Ellas pertenecen a C(D)~C® (D), forman un sistema ortonormal completo y satisfacen
la siguiente igualdad:

(14) Z¢ D) _ [6*(p,q)dg <C* <o0.

Si u=Gf, feL*(D), entonces el desarrollo de # en autofunciones converge absoluta y
uniformemente en D. ¢
NB. 1) Se deduce que este desarrollo vale, en particular, para las funciones # en

C*(D)NC(D), nulas en el borde y tales que Au € L”(D). Lo mismo puede decirse del
operador —A + z°.

11) Todas las soluciones de (A+ x)u =0, e C, son analiticas en D pues el operador es
analitico-hipoeliptico.

TEOREMA 4. D como en los teoremas precedentes. Las funciones ¢, (x),n=1, 2, ..,
también son autofunciones del operador metarmoénico —A+y’ pues A, >0 y
~(A+2A), =(1,-1)¢,, A=—x". En particular tenemos que el espectro del operador

P . 2 . .
metarmonico o_,, . esiguala o_, +". Si pe D, setiene,

.(p) _ .
(15) T [, Gr.¢: 1) 4,(9)dq
Si {cn} son los coeficientes de Fourier de G(p,.;1) respecto del sistema ortonormal

completo {@,} vale, para y>>0:

9,(p)
16 G(p,;A)=
(16) ¢, (G(p,.; ) = P
En consecuencia, de vii) sigue que, paratodo pe D,
¢,(p)
17 <C*(4 .
(17) Z_:‘ G2 (A4) <.

E) Valen los siguientes resultados sobre series de autofunciones.
TEOREMA 5. (Carleman). Sea D de Jordan. Sea {#,} el sistema normalizado de

autofunciones del problema de Dirichlet. Entonces, paratodo pe D, m>0,

760 )_ 1 (Qa)Cay)

(18) ﬂmﬂ A"Zd[ap]%apzazJ D2m+2 (m+1)!a la, I’
1 , 1 0¢,(p) 1,
(19) ;@ () 2 ;[ - ] e

TEOREMA 6. Sea D una region de Jordan.
i)y Sea pe D. La siguiente serie, sobre todo el sistema de autofunciones {g, },

(20) Z ﬁ ((iw (;{)) G(p.: 1) ~G(p.q) = F(p,q, ),
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converge absoluta y uniformemente en g D a la funcion continua en q: F(p,q; 1) .
iN)Si F(p,A)=F(p,p;A), vale

e Fep=iY P lm 6.4 0-G(p.)

F(p,A) es continua en Dx (C\o,) y para cada p es meromorfa en A. Sus Unicas
singularidades son polos simplesen =4 ,n=12,.. .¢

F) Al siguiente resultado nos referiremos como el Teorema de L. Garding y H. Weyl.
TEOREMA 7. Supongamos que k€ C*(D) y sea positiva en D> D, D, D regiones
de Jordan. Sea N(A;k) =#{autovalores de —(1/ k)A < A}. Entonces,

(22) lim M:ij(p)arp.o
ar

A+ A
| D) |
En particular, para £ =1 tenemos N(4;1)= N (/1)~Z—/1 . El teorema 7 debe ubicarse en
T
el siguiente contexto. Supongamos solamente que k(x)eC(D)NLip, (D) y que
k(x)>0 en D . El "operador de Sturm-Liouville" —k—(l—)Axu admite un sistema de
X

autofunciones reales {¢n}, Ap, + A kd, =0, ¢,

sucesion de autovalores reales {4}, 0<4, <1, <..<1 <., A — o Necesariamente

. =0, en correspondencia con una

los autovalores son de multiplicidad finita. Las autofunciones pueden normalizarse de
manera que J'¢,. (¥)@,(x)k(x)dx =0, y en ese caso forman un sistema ortonormal
D

completo en L*(D;k), es decir, respecto del peso & en D.

Como Corolario obtenemos el siguiente Teorema al que nos referiremos como teorema
de H. Weyl. _
TEOREMA 8. Sea D una regién de Jordan. Si pe D, n — o entonces

o 2.4 (p)
(23) A ~— 5
D D
En efecto, el primer limite se obtiene de A~ N (/l)l%i. El segundo sigue usando el

primero en la primera formula de (19), QED.

Las demostraciones de los teoremas en los parrafos B)-F) pueden verse, por ejemplo, en
[BP], parte 1. En esos teoremas no se introdujo ninguna hipétesis de regularidad del
contorno salvo por la continuidad propia de las curvas de Jordan. Pero esto no es poca
cosa pues hay regiones de Jordan con contorno J fractal, vg. el dragon de Knuth, donde
dim, J €(1,2),1g J =0 (cf [Z]) o también con contorno de area positiva, (F. Riesz).
En el parrafo 3 estudiaremos el caso de contorno C? siguiendo en parte a Pleijel, [P]],
quien supuso en su trabajo que oD C” .
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§2

L DEFINICION 1. Diremos que %, definida en la regién acotada U, no necesariamente
de Jordan, es una solucion débil de (-A+Au=f,u=0 en U con feL*(U), si

uec H,(U) y para toda ve H,(U) se verifica IVuvacbc+ﬂfuvcbc:Iﬁdx. N
U U

U
Recordemos que H}(U) es la clausura de Cy’ '(U ) respecto de la norma de H'(U).
TEOREMA 1 (de representacion de Lax-Milgram). Sea H un espacio de Hilbert y B
una funcional bilineal B: H x H —» R continua (|B(u,v)| < afju|,,|V],, ), coerciva ( esto es
34 >0 tal que ,8||u||2 < lB(u,u)j). Dada una funcional lineal continua F sobre H existe
un unico v € H tal que B(u,v)=F(WV)Vve H. «
Usaremos como H a H,(U) y como B a B,(u,v)=I(u,v)+y(u,v) con y=0,
I(u,v) = IVu x Vvdx . Esta B es continua y coerciva (cf. [A], p.158):

u

B )= [[Val e sl = B, |
TEOREMA 2 (ler teorema de existencia de solucion débil). Sea y >0 . Para toda
f e *(U) existe exactamente una solucién débil de (~A+p)u = f,u=0 en oU .+
DEMOSTRACION. Existe una Gnica u, € H, tal que VveH o) se tiene (Lax-
Milgram) B, (u,,v) = I(uf,v)+y<uf,v>=<f, v>. O sea,
[V, xVvdsc+y [u vdc= [ fodc. QED.
7] U

U

COROLARIO 1. 1) La aplicacién L)' : f €[> ->u, € H, es acotada.

2) L' como operador de L* en L* es completamente continuo.+
DEMOSTRACION. 1) Si f, = f,u, —u entonces B, (u,,v) > B, (u,v) y
(f,,v) > (f,v). Osea, L, es cerrada de dominio L*. En consecuencia,

”uf - “L;lf H) < K”fllz

2) La inmersion de Hy(U) en L*(U) es compacta, H, =< L*, pues U es una region

Ho

acotada, (cf. [H], T. 2.2.3). Por tanto el operador X = L;’ es completamente continuo de

L*(U) en I*(U), QED.

Veamos ahora el 2° teorema de existencia de solucion débil.
TEOREMA 3 (alternativa de Fredholm). El problema de contorno:
(1) (-A+Au=f,u=0en OU

tiene solucion débil (nica) para toda f € L® o bien existe una solucidén no trivial del

problema homogéneo:
(2) (-A+Au=0, u=0 en OU .

El espacio nulo N, correspondiente tiene dimension finita y el problema no homogéneo
(1) admite solucién débil si y solosi f LN, en [* .«
DEMOSTRACION. Sea A<0<y. VgeL*(U) existe u=L'geHy({U) que es la

unica solucion débil de (-A+y)u=g,u=0 en oU . El problema (1) se escribe como
(~A+y)u=(—-Au+f,u=0 en OU . u sera solucion de este problema si y solo si
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verifica: u=L'[(y-u+fl=(r~ AL u+L'f =Ku+h, o sea, si (I-Ku=h
donde h:=L'feH,cL*. Para encontrar una solucion u € H; a esta Gltima ecuacion
observemos que (corolario al teorema 2) el operador K = (;/—/1)L;1 es completamente

continuo de L*(U) en L*(U). Por la alternativa de Fredholm o bien existe una solucion
(Gnica) a (I —K)u =h para toda # de cuadrado integrable o bien existe un subespacio

N c I’ no trivial de dimension finita (maximal) tal que (/-K)N=0. (/-K)u=h
tendra solucién si y solo si ALN . Es decir, (-A+A)u= f,u=0 en oU tendra solucion
siysolosi L)' fIN en I*.

Observemos que N =N, .Enefecto, ve N siysoélosi v= L;‘ (y—A)v. O sea, sty solo

st (—A+7/)Ll:v, v=0 en 08U, que equivale a (-A+A)y=0, v=0 en OU, que
y—

equivalea ve N,.

Veamos que f1N, < L;‘ f1N . Sabemos que si ve N entonces ve N;, o sea,

[VvxVkde + A[vkdc =0 para toda ke H}. Luego, [VvxVL; fdx+A[vL} fde=0.

Por el Teorema 2, J'va VL fdx+ 7IvL;‘ fdx= Ivf dx . En consecuencia, Vve N,

(= A)| VL' fdc = [vf e porloque L,'f LN < f1N,, QED.

PROPOSICION 1 (regularidad de las soluciones). Si u es solucion débil de

(FA+pu=f,u=0en oU y feC®(U) entonces uc C*(U). +

DEMOSTRACION. Por ser solucion débil vale [VuxVvdsc+ufuvdc=[fvde para
U U

u
toda ve Hy(U). Por tanto, en el sentido de las distribuciones, ((~A+u)u—f,¢)=0

para toda @ € C; (U) . Por la hipoelipticidad del operador se tiene u € C*(U), QED.
TEOREMA 4 (caracterizacion de los autovalores). A) El infimo, positivo,

A, =inf {I(u,u):u e H,,|u|, = 1} se realiza en una funcién w, € Hy(U) que es solucion
deébil de (-A—A4)w, =0,w, =0 en OU . Se verifica ademas:

(3) I(w,v) = 4, (w,,v) paratoda ve H(U).

B) Existen w,,w,,---€ H, con
@ A, =inf{I(v,v):veH],
se realiza en w, . Ademas,

(5) Iw,,v)=2,(w,,v) paratoda ve Hy(U).+
DEMOSTRACION. A) Sea {v,}c H)(U),

2
) =1

n?vn

w,|l, =1, tales que, para n>1, el infimo

,=L{vww,)=0,i=L.,n-1}, 0<A<i,

V|

vn

,=1 tal que I(v,,v,)—> 4. Como

v, )+ z <I(v,,v,)+1<K <o debido a la inmersion compacta de

v'l

H)({U) en [*(U) resulta que existe una subsucesion convergente en L* a una funcion
w, . Seguiremos denotando a esa sucesion con {v"}. Para ella tenemos,
(6) 41 +e22((v, v+, v, N)=10v, +v, v, +v ) )+I(,-v, v, -V )=
2 2 12
> A4V, +vm|| +21"v,, ——vmu > 421||w1|| -£244 —¢.
De esto concluimos que
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@) I, +v, v, +v )—>44 yque I(v —v_,v —v_)—>0.

Del segundo limite sigue que v, —w, en H,(U). Veamos que w, es solucion débil.

I(w, +tp,w, +1tp)
.+ 20
F'(0) = 2((w,, @)~ (w,, @) (w,,w))=2(I(w,,0)— (w,,¢)4,) se anula. Luego, VveCy

vale I(w,,v)= A (w,,v) y por tanto vale Vv e Hy(U). I(w,,w,)>0 implica 4, >0.

Sea F(t)= >2A,peCy . F tiene un minimo en =0 y por tanto

B) Sea n> 2. Suponiendo hallados w,,+-,w, | sea {v,}c H, tal que [v,|. =1, v,1lw,,

n~1
i=1n-1, I(v,,v,)—=—4,  Por 3) y (5), {(v,,w;)=0. Razonando como antes

concluimos que existe una subsucesiéon de {v,}, que denotaremos de la misma manera,

tal que [v, - w,

, 0 para h—> oo, w 1w  i=1---,n—1,yque vale
7 v, +v, ,v,+v )Y—>44, I(v,-v, ,v,-v, )—>0.

m?>

De (7') sigue entonces que ||vh -w,

0 — 0 para h—> .

Sea peCy, w=0p—(p,w)w,—-—(p,w, )W, €H,. y es ortogonal en L’ a w,

lZ

i=1---,n~-1. La funciéon F(¢)=

> A tiene un minimo en ¢ =0 por

w, +ty

lo que F'(0)=0. Esto equivale a [(w,,w)—4,(w,w)=0. Como w, Lw, sigue que
I(W,,,(a)—/l"(wn,(p) =0 pues por 3) y (5): I(w,,w, )= /1,,<wi,wn>=0. En consecuencia,
Iw,,v)=2,(w,,v) para ve H,(U), QED.

TEOREMA S (completitud de las autofunciones). 1) 0 <A <4, — o,

2) {w,} es un sistema ortonormal completo en ?.
DEMOSTRACION. Paso 1. Sabemos por Corolario 1 al Teorema 2 que existe un
operador completamente continuo S =L : [* - I*, y 20, tal que

B,(Sf.v) = [VSf xVvdx+y[(Sf)vdc = [ fdc. Para v=Sg tenemos B,(Sf,Sg)=
= J. J3gdx=B,(Sg,5f) = I g5fdx . Luego S es simétrico. Por otra parte w, verifica

(8 A+yw, =4, +¥)w,,w,|,, =0,
y en consecuencia Yo - Sw,. Luego, u, = es autovalor de § para la
A +y A +y

autofunciéon w, . Como los autovalores de § tienen a O por unico punto de acumulacién
se deduce que 4, > .

N
Paso 2. Sea ueHy(U), w=u-)Y c,(uw,, con c,(u)={w,u). Vale wlw,,
1

2

n=1,..,N. Luego,

1w, w) > A, es decir, [(Z—’w)znwnz = . Pero, (cf.
N

o

N
u->y c,w,
1

g

N

2
- chwn

1

N
(5), 0 I(w,w)=1I(u,u)— Zcf}tn <I(u,u). Luego,
1

< ___1(;"“) >0, QED.

N
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TEOREMA 6 (minimax y maximin). Valen, con | en L* y para u,w,,v,e Hy DM,

I(u,u) _

3 J:

(9) OstuJ_wl,..I.l,w,,_l ”uHZ n >
(10) I(u, u)
dimM=n O;tueM ||u" n?
an fww) _a,

{vl,...,v"_l}lin.indep. Ozulvy,..,v,_

DEMOSTRACION. (9) ya fue demostrada. El sistema {wk / \/Z } es ortonormal en H,
respecto de la norma JI( ):\/B (,,.), (cf (5)). Veamos (10). Si M = [wj :jzl,..n],
Iuu) 264

2 2 =
O W

Si M es cualquier subespacio de dimensién n, existe w e M , wL[w ;i J=L.,n— 1].

u= ch € M , entonces <A, yel max= A serealizaen w, .

@

et Yl

Entonces, w = iciwi en L’ Por lo dicho, > (w,;v) > 7 >] L= .
M. e Zc

j=n

Veamos (11). Si Ozuelw,..,w,]~[v,..,v,,]" entonces u:Zc,.w,. y vale
1

Iuu) Q¢4

' : . I(u,u)
= —< A,. En consecuencia, max min ———=
in.indep. Oxulwv,..v <

Hu"z Zci {1 srrs Vg Hin.indep SR “u|

. , I(u,u)
v,=w,, i=1,..,n-1 entonces min
0=ulvy,...v, “u

<A,. Pero si

=4, y(11) sigue, QED.

DEFINICION 2. Sea o, el espectro de autovalores del operador —A
(-A-A)u=0,u=0 en OU , contados segin su multiplicidad.

TEOREMA 7 (monotonia de los autovalores). A) Sea D — £ . Entonces,

(12) VjA(E)<A(D) y Np(A) <Ny (4).

B) Sean D, E, U regiones acotadas, DU =0, DuU=FE . Si O'D={lj}, cru={ ‘j},
oe=1{u, | entonces 4, <supid,, A, }y N,(A)+N, () S Ny(A).

C) Si {D,. Q= lm} es una familia disjunta de regiones tales que para todo i, D, C E,

2

E region acotada, entonces Z Np (A)SN(A) »
1

DEMOSTRACION. A) Si M es un subespacio de H,(D) entonces es un subespacio de
H)(E) D Hy(D),(cf T. Aux., 11, este §). Usando (10) obtenemos: A (E)<A,(D).

B) Sea M=M,+M,, M,=[p, v, |cHI(D) vy M,=[, v, ]cH\U). Sea
u=v+v,veM, v'eM,. Entonces I(u,u)=I(v,v)+I(V',v') y por el teorema del
Iv,v)+I1(v',v) <

M=M+M, 0zueM Uv”2 +||le2

minimax tenemos 4, <
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max (v, )/ + max (0 ) PP

< min 5 5

s M+
St M,—{ W, ]},M w,',..,w,'} la Gltima expresion es menor o igual que
al, +bA',

> Luego, 4, Ssup{ﬂj,ﬂk'}, QED.

TEOREMA 8 (acotacion de las derivadas (cf. [E]). Si oU e C?, feL’(U), y
(—A+pu= f,u=0en 0U entonces
il <calis, e, |
Si f =0 entonces |ju],. <CU)|u|, y en particular |Vu|,, <MU)|u],.+
COROLARIO 1. Si oU €C? entonces w, e H* "Hy "C” .+
En efecto, es consecuencia del Teorema 8 y la Proposicion 1.

II. A continuaciéon probaremos que para una region de Jordan Dc R* arbitraria las
autofunciones clasicas y las encontradas por el método variacional son’esencialmente
las mismas. Para ello consideremos el problema de Dirichlet en el circulo unitario

= {z :|z}<1}. Sea p e C(U) . Notacion: ¢ = pe'® x=re® $=r"'e® =x/r*=1/x. El
nucleo de Green para el problema de Dirichlet en el circulo unitario U es

G(x,&) = —log ||1 ;" = ﬁog|x &|- log}f - log|§|] si. x2£=0.  Para

peC;(U) la funcidon u(x):=|G(x,E)p(E)dE es la solucion clasica de —Au=¢:
0

U
ueC*UHNCW), u(z)=0 si zedU = {z 2| = 1}, (cf. T.2, §1). Probaremos que u esta
en H,(U) . En este caso la solucion clasica es también solucion débil y por el teorema 8
tenemos u € Hy,(U)nH*(U) nC*(U) ~CU).
TEOREMA 9 (el circulo unitario). a) Si K(x,£) es igual al nucleo de Dirichlet en U,

G(x, &)= —1 og ll ~ ‘ , 0 a alguna de sus derivadas,
G x, - xlel=& )
( 8) = 2
2 h & [el-eed
(13) j|K(x,§)|d§sC<oo, j]K(x,§)|dxs0<oo,
cualesquiera sean x, £ en U.
bysi peCy (U) entonces u(x) = IG(x,§)¢(§)d§ pertenece a H,(U) .+

}, entonces se verifica

Para demostrar este teorema necesitamos el siguiente resultado:
LEMA 1. Si K(x,£), x, & e U, verifica (13) entonces w(x) = jK (x, M)@(y)dy verifica
U

(14) W@ <C?|g; -+
U
DEMOSTRACION DEL LEMA 1.
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()| = <(J|K(x,y

&) ([|K e ) < ClIK e d

[K(x.»)p(y)dy

" QED.

Por tanto, _”w(x)|2dx <C jdﬁrﬂK (x, y)'|qo(y)|2dy <C?|lp

DEMOSTRACION DEL TEOREMA. Como G(x,£) = O(loglx—£&)) y

aG___ 0 e 2 _ 2|2 _—_l x, =& _ (xll§|—§l/|§|)'§| _
5x—1-— dnox [loglx ‘fl 10g|§| log‘x §/|§| :| = 27[{|x—§|2 Ix|§|—f/|&f”2
:O(lxiﬂ) sigue a).

De a) se obtiene, en vista del Lema 1, que u < H'(U). Por B) del siguiente Teorema

auxiliar vale que u € H,(U), QED.

TEOREMA AUXILIAR. A) Sean D y F regiones tales que D — £ . Si extendemos a £

por cero las funciones en H,(D) se obtiene un subespacio de H,(E). Mas atn, si
Uu(x)=u(x),xeD; u(x)=0,xcE\D,

-az, ([A], Cap. II).

. o ou ~
entonces, en el sentido de las distribuciones, vale (5x—) =

1 H

B) Sean D una region de Jordan con contorno C' y € C(D), nula en el borde. Si
u e H'(D) entonces u € Hy(D), (cf [Tr], ChIII). «

LEMA 2. (norma de las derivadas de la solucion clasica). Sea D una regién de Jordan
con contorno J.

i) La solucion clasica ve C(D)NC?*(D) de —~Av=y, weCS(D), v=0 en 3D esta
en H'(D).

ii) Si JeC' entonces ve H,(D) y coincide con la solucion débil del problema
-Av=y,pyeC;(D),v=0endD .+

DEMOSTRACION. 1) Sea g la aplicacion conforme que lleva D en U y aplica
topolégicamente D sobre U, (T. de Riemann-Carathéodory). Sea @eCjU) y
®(z) =p(g(z)). Entonces ®eC; (D). Sea la u como en b) del teorema 9 y
v(z) =u(g(z)). Definamos,

(15) ¢=¢+in=g(2)=gx+iy) = g (x,y) +ig,(x,y).
2
Puesto que —A, u=p(5)eCy(U) resulta —A, v= (p(g(z))j—g :
'z
dg - . .
Como —= =0 en Dy es analitica alli; la funcién,
dz
(16) (5,3) = p(&(2) [ai] +(aij cC2(D)
l// ,.V . g : ax ax 0 .
O sea vale,
agl : agZ ’ ©
(17) —Av(x, y) = D(x, y). i e w(x,y) €C5 (D).
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v es entonces la solucion clasica de — Av = w(x, y), v| o = 0. Por otra parte tenemos,

2 2|dg[ 2 3(£,7)
(18) Vo =[(V,,u)e) ‘T.E =V, (&) ey
Luego, usando (14) resulta 'va P ”V L . <M ”(p” cwy Y la solucidn clasica de

—-Av=y(x,y), v=0enJestaien H'(D).

i1) sigue facilmente del teorema auxiliar, QED.

LEMA 3. Para D una region de Jordan con contorno JeC' son idénticos los
operadores G=L,' .¢

DEMOSTRACION. Si w es la solucion débil de —Aw =w(x,y), w=0enJ (cf. (16))y v
es la solucion clésica del problema entonces vV=w por el Lema 2. Por tanto tenemos,
v=Gy = L'y paratoda y de la forma (16) que en definitiva es para toda y € Cy (D).
Si CY(D)sw, — f en [? entonces G(w,)=L;'(v,) —>L;'(f) en H, ya G(f) en
L*. En consecuencia, G=L;', QED.

Sea D una region de Jordan con contorno Jy w € C; (D). Existen regiones de Jordan

n+l - Dn+] -

D, de contomo J,eC” con J, —>J tales que sopy =D, c D, cD
cD=D,, n=1, 2,.... (Por gjemplo, D, = {(x,y):G(xo,yo;x,y) > 5,,}, £, 40, donde
G(x,,y,;%,y) es la funcion de Green para D, (cf. [Ke])). Si v, es la solucion clasica en
D, de —Av, =y, v =0 en J,, tenemos que v—V_ es una funcién armoénicaen D\J,

continua en D . Luego,

V-V
n

| <sup ]v(z)lﬁ:;o—)O‘ O sea, v es el limite en L, y
zed

“=dn

\4

n

por tanto en L*, de ¥, . En particular tenemos que Vr

,SM <.

En la notacién anterior reemplazamos por u la v para denotar las soluciones débiles.
Tenemos entonces u, =v,. Veamos que ii) del Lema 2 vale con mas generalidad.
TEOREMA 10. Para D una region de Jordan con contorno J la solucidon débil » del
problema —Au=y , y e C; (D), u=0 enJ coincide con la solucién clasica v.¢
DEMOSTRACION. Tenemos,

(9 [[|va,[ ady = Vi, Vi, = [[Vu,Vu, = [yu, <[y,

D D,

un

, <My, =M.

Entonces,

i, |, <K <oo. Usaremos en Hy(D) la norma equivalente |- |, dada por el

producto escalar [(u,v)= IVu xVvdx . Definimos W, =u,, W =u,6—u,, de manera
D

N
que D W, =i, . Vale: W,eH (D,)oHy(D,.). En efecto, sea peCy(D,_,), por ser
1

las u,, soluciones débiles en los respectivos D, tenemos I(W ,p)= It//((p—(ﬂ)(ész.
D

N 2 - . ¥ ~
Entonces, en H)(D) vale Z:lWJlH1 :]uN[; <K? y en consecuencia Y W, =1,
1 0 ’ 1

converge en H (D) auna uc H (D) que es solucion débil. Como también %, =7, , la

sucesion {ﬁN} converge en L’ a la solucién clasica vy portanto u =v, QED.
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TEOREMA 11. i) (Identificacion de los operadores inversos). Para D una region de
Jordan son idénticos los operadores G= L;'.

ii) (Identificacion de las autofunciones). Sea {w,} la familia de autofunciones
normalizadas obtenidas con el método variacional para el problema de Dirichlet y
o, ={u,} su espectro asociado y sea {p,} la familia de autofunciones normalizadas
clasicas con su espectro o = {l,. } Entonces vale o, =o y para todo i los autoespacios
(de dimension finita) coinciden: N(u;)=N(4,). {(p,.} ~ {w,.}: cada autofuncion
variacional es una combinacién lineal de autofunciones clasicas contenidas en su

autoespacio: w, = ch% , €n casi todo punto, y reciprocamente. +

A=
DEMOSTRACION. Usando el Teorema 10 puede ahora repetirse la demostracion del
Lema 3 probando asi 1). ii) es consecuencia inmediata de i), QED.

Como las autofunciones del problema de Dirichlet en una regiéon de Jordan halladas por

el método variacional son indistinguibles de las obtenidas segun la definicion clasica es
legitimo el uso en la seccién 1 de los resultados del teorema 7 de esta seccion.
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§3
I. REGIONES CON CONTORNO REGULAR. LA SERIE DE DIRICHLET DE
LOS AUTOVALORES. Supondremos en esta seccion que D es una region de Jordan

de contorno C*?: J=0D es una curva de Jordan definida por medio de funciones
¥,(8),y,(s)eC? con versor tangente en todo punto (cf II este §). Nos interesa la
funcion

F(pA)=A2 0} (p) A,(4,-2) pues [F(pAdp=A3 1/ 4,(4, =), A=-1",x>0.
1 D 1

Recordemos que (cf. Introduccion, T. 6), F(p,q; 1) = G(p,q;A)-G(p,q) =
=K,(xlp-9)/2xr -H(p,q;2) - (1/27)log(M /|p—q)) +H(p,q).

Vimos que K,(x|p—4q)) = logﬁ + P(xlp - q|)— logM . Luego,
F(p,q,4)=-(log 2)/ 27~ H(p,q;A)+ H(p,q) + P(x|p —q|)/ 27 —(logM)/ 27 .
Para g — p resulta

(D FpA)= lim F(p,q,4)= ’
=—(log )/ 27 - (logM) /27 +H(p,p)— H(p, p; 1)+ P(0)/ 21
donde
(19 H(b,q;2)=K,(x|p-4q])/ 27 >0,9eD,be J.
Observemos que por ser K,(r) decreciente, por (1') y el principo de maximo para

funciones y —armoénicas, si pe D y g€ D entonces

) 0<H(p,q:-x") <max K, (x|p—q))/ 27 =K (x dist(q,J))/ 27 .
Necesitaremos estimar H (p, p; A) para y — . Pero si dist(g,J) > >0 tenemos
3) H(p,q;~x*)<C(8)e ™",

(cf. B) Intr.). Bastara entonces estimar H(p, p;A) en D ~(3D) 5 -
Nuestro objetivo es demostrar el teorema de Pleijel, o sea la siguiente formula (6), para

regiones de Jordan C? y para esto es esencial probar la siguiente formula (4). De (6)
podemos concluir que la distribucion de los autovalores determina el area de la region y
la longitud de su contorno.

Definimos, I= I H(x,x;—x*)dx y probaremos que
D

J
(4 1=u+0(135§‘—], 2.
8% x
NB. A Pleijel prueba en [P]] que si x,(8),x,(s) e C* se tiene
4" I=|/8x-1/61 +([c’ds)/5121° +O(U/ *),
J

donde c(s) es la curvatura del contorno y obtiene una expresidn mas fina que la de la
féormula (6) citada.

Supongamos (4). De (1) y (21) del §1 deducimos que para w = y* y C una constante

D d 1
glogw +C-]= _WZ———-. Por tanto,

adecuada vale I F(x,~w)dx =—
D i )’n ()ln + W)
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> 1 2 bl _1 logw
5 hw)y=-wy ———=—-"—logw +C—— +0(1)
©) W =W G v e g w7 HOW
Obtendremos a continuacion, integrando a lo largo de una curva y del plano w, que
1 dN(D) 1 Yo
6 — =4 , £(z) holomorfa en Rez >0.
(©) Z/lf, R e B P TALICIE L

O lo que es lo mismo,
TdN(/l) _opr o

6" +G(z), G(z) holomorfaen Rez>0.
A 4r z-1 8w z-1/2
Fig 2 {w
g w="
L 2 /’\
!

~— WL

agw=-7

7 es el contorno indicado en la figura 2 con r tal que 0 <r <inf(4,,1). Sea I' la region
a la izquierda de . Veamos (6).

La funcion k(w) = wZ—/l—al——) es meromorfa en el plano w con polos simples en
los puntos A,. Para a = -—1D|/ 4r, b= —|J|/8 y C constante, verificaen ¢ >0,
N k(-)=h(t)=alogt+bt™"* +qt)+C,

donde g(f) es una funcion continua en te(O ©) y tal que q(t)=O0("'logs) para

t > o, (cf. (5)). Consideremos la expresién Imdw donde s>1. Vale

1 k(w) =
® 2721'[ w’ 2711-"Z A, (A, —w) ZMZI:;[A(W i) Zl:

-5

A (t +4,)
(23) §1). Para la tltima igualdad en (8) observemos que la region I' es el limite, para
R — o, de la region contenida entre las circunferencias £ y K de radios 7 y R cortada a
lo largo del eje real negativo. Las integrales sobre X tienden a cero cuando R — o pues
s >1. La tltima igualdad en (8) sigue entonces del teorema de los residuos.

5
n

En efecto, sea #=|w|. La segunda igualdad se debe a que ZI dt <o, (cf.

Sean k':;/m{z:|z|<1}y l:y\{z:|z|<1}:l] +1, (ver fig. 2) con /, de —o a —1 donde
kW) 4

5

., 1
argw=rm ycon /, de —1 a —o donde argw =~z . La funciéon f,(s) = 2—.f
7
v
admite una extension entera. Entonces

©) DI RS | K+ 1,65)

Pero

27

246



5

W 21 W pow
- 2

(10) ﬁj@dw:L —f@dwﬁ&f)dw -

@

1 % e ; —senms ¢k(—t) , —senm ¢h(t)
- k __t t 5 1FSs _ IES dt — dt: dt=
7 A e I

1
© -1/2

_ —senm“‘alogt+C+bt di+ —sen:zsj-qt(st)dt'
1

T 1’ V4

El ultimo sumando en (10) define una funcién g,(s) con extensiéon holomorfa a
Rez>0. Luego,

0

2 1 senm palogt+bt™*+C
11 =
(1 Zl:/lf, /4 -1[ r
con g (z)=-f,(z)-g,(z) holomorfa en Rez>0. La integral es igual a
a b
=+ +
(s-1)° s-1/2 s-1

dt+g,(s),

por lo que el primer sumando a la derecha es igual a

_—a—I b/17/[2 +g,(s) en s>1 con g, holomorficamente prolongable a Rez > 0.
s-1 s-

Por tanto, en Rez >1 vale

(12) L ___a + bix +g(z), gholomorfaenRez >0.

=X z-1 z-1/2
Reemplazando los valores de a y & obtenemos (6), QED.
NB. Si N(A) admitiera un segundo término en su expresion asintotica por el Lema 1 §1

deberia ser N(1) =-al+2b1""/z+0(2"") = (D|/47)A “(|J|/4ﬂ)ﬁ+o(lllz).

II. COORDENADAS LOCALES. LA SERIE ESPECTRAL DE DIRICHLET. Para
tratar regiones de contorno regular conviene introducir coordenadas en un entorno del
contorno de la siguiente manera en la que imitamos a A. Pleijel, (cf. [P1], [B]).

Sea s el parametro longitud de arco sobre el contorno ./ medido a partir de un origen O.

Notaremos con y = y(s)=(y,(s),5,(s)), 0<s< |J , a los puntos de J. Supondremos

vy (s)eC 2([0, J b, ¥:(0)=y,(J]). Sea n, = ri=ri(s)=(#,,4,) el versor normal interior
en y. Supongamos J§ >0 pequefio y
Fig 3 sea / un intervalo con |I|<|J|.

Definimos la transformacion T-
(5,6) > x=y(s)+tn

en el rectangulo C(/) =1x (— 0, 5)
con imagen en la franja

Js = {e dist(x,J) <5}
del contorno. A  continuacion
usaremos la notacién & :=(£,£,)
para un punto del rectangulo C(J/) y x=(x,,x,) para su imagen en la franja J,. Esto
es, T se escribe como

e --E=(EE)

—

7=(n,,0) c
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T:8=(6,6,) = x=(x,%,) = (£). 5, (G + & (E).A,(6)), 0<& <[l], [&;]<d,

de manera que si £, =0 entonces su imagen esta en J. Dado 7 =(7,,0) su imagen se

representard por y = y(n,) para indicar que se encuentra en J.

Puede lograrse para un § suficientemente
pequefio que la transformacion dada por 7 para /

tal que |[/|=|J| sea un homeomorfismo entre el

rectangulo {:f =(£.,£,):0<& <&, < 5}, con
lados verticales identificados, y J,. En efecto,

1
€

como por hipétesis J es C?, la transformacion T
es C' y se reescribe ahora como (nbtese que

n, =(=3,(5):2 (), ni| =1 pues &, =s):
(13) T={xl(§):yl(§l)_§2})2(§l)
xz(g):yz(é:])"'gzy[(fl)

Su jacobiano B es el modulo del determinante de la siguiente matriz, J
A(x,x,) (6D —=63,(S) —2.(8)
14 — 2 =1-&,¢(¢).
i 3E.2) @) +EnE) w2

c(¢,) es la curvatura de J en el punto 7(£,,0)e.J . Por ser ¢ continua, 1-£,¢c(&) es

— 55 .
S Fiz. 4

positiva para |£,|<&, si § es bastante pequefio, por lo que en este caso

B=1-¢,¢(£,)>0 y T es localmente un homeomorfismo sobre su imagen.

Veamos que, posiblemente reduciendo &, T es globalmente un homeomorfismo.
Sean y(s)eJy & tal que T es un homeomorfismo de (s—2¢&,5+2¢)x(~5,5) sobre su

imagen U = T((s— 2g,5+2&)x (-0, 5)) que es un entorno de y(s).

Sea V = {xe U :dist(x,J\U) > 2dist(x, J)}. Entonces V" también es un entorno de y(s)
y existe 0<6 <5 tal que U= T((s—s,s+8)x(—5,g))cV. Como J es compacta
podemos cubrirla con un nimero finito {l7 s h=1-- N } de tales entornos. Si
6, = min 5,, vale que T es un homeomorfismo de {.f:(f,,fz):Osf1 <V} l&, <§1}

sobre J; . En efecto, sea xe.J;, veamos que existe un unico yeJ tal que

dist(x,J)=|x - y|. Supongamos que y, e y, verifican dist(x,J)=|x—y,| k=1, 2. Si
Y eUnJ, entonces por la construccion de ese entorno y, €U ~J. Escribiendo
V, = y(s,) y definiendo &, = xdist(x,J), (donde se tomara el signo + si xeD vy el
opuesto st x¢D) se deduce que x=7(s,,£,)=7(s,,£,). Como T es un
homeomorfismo en U resulta s, =s,, 0 sea y,=y,. Luego hemos probado que T es
biunivoco y sobre J; .

Dado x=y(&)+&,n(E) €F; definimos x, su simétrico respecto de J, como
‘)’e:y(gl)—fzni(gl) .
TEOREMA 1. Si J €C? entonces en Rez >1 y con G(z) holomorfa en Rez >0 vale
, tav) _pl 1 Y
(6 === —-C
A 47 z-1 8r z-1/2

1+

+G(z) .
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DEMOSTRACION. (Cf. [P1]). Por lo visto en I §3 basta demostrar la férmula (4):

J :
JH(P,P;—ZZ)dp =£l;—|+0(10#] . Recurriendo a (3) vemos que si F, =DnNJ,,
D x X

(15)  I=[H(x,x—z")dx = [H(x,x—g")dx+ [H(x,x-7")dx=
D F, D\F,
/|

= _Lhdfz J-H(x(é:), x(f);_lz)[l —c(&)E, ]a’é‘f1 + O(e—zhlz) '

donde suponemos #< 0, . O sea, h es tan pequefio como para que Vxe D con 0<&, <h
exista ¥ ¢ D . Tendremos ademas B= 'B’ =1-c(£)¢,>0 en ]*Th .

Si el contorno fuera el eje real y D el semiplano superior tendriamos (cf. (1')), para
b=(b,0)eJ, H(bq—x")=K,(x[p—q])/27, § el simétrico de g. Luego, por la
metarmonicidad de ambos miembros, vale H(&,q-x°)=K,(x|6-4q)/27 en
D={Im&>0}. Veremos que también en el caso que estamos ,considerando,

.. Ko(xx-p)
R(x,p)=H(x,p;~x") "*“0‘%

En efecto, vale (A, — 2R =0 en D, o sea, R es metarmoénica. Ademas, si x€J,
(16) [RCx, p) =K, (2l — )~ Ko (2|p ~ x|/ 27

Deduciremos de (16) que para p € F, vale, con M independientede p y x,

(17) |R(x, p)| s Minf(1/ y,e”**#""*) en xeJ.

Aceptando por el momento (17), sigue del principio de maximo para funciones
metarmonicas (que dice que éstas toman su maximo positivo y su minimo negativo en el
contorno) que (17) vale en x e D . Luego, si

R(p)=H(p,p;=2")-K,(xlp- )/ 2,

es pequefio para peF,, xe D .

tenemos
(18) |R(p)| < M inf(1/ g, *#?”)'*) para pe F,,.
Por tanto,

J-R(P)dp < _"|R(p)|dp < _HR(P)l L p. 1y} + _”R(P)V faise(pys)@p =T+ 1L,

P Fy F, Fy

Fie s donde (cf. (18)): I<M|Dle™**',
II<M'e/y. Tomando &= ilogz2
Cn x
v . %)=F 0 resulta,

I|R(p)|dp <C'/x*+C"(logx)/ x*.

~ x=gx, £ 3:])
\ | i

I5) I. I

P O sea, para y suficientemente grande
tenemos,
B lo
(19)  [IRHp=00)=2£.
DnJy, X

Veamos (17). Dado p e F,, sea V' un entorno de O € J, siendo O el punto medio del
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segmento pp (ver fig. 5). Suponemos efectuado un cambio de coordenadas cartesianas
tal que p=(0,x,), p=(0,-x,), JﬂV:{x=(xl,f(x1)):]x]|<§}, con
FOe)=ax? +o(x?).

Tomando ¢ >0 suficientemente pequefio se puede lograr que para |x1| <o
If(x)|<C |x1|2 con C independiente de p e F,. En efecto, si el parametro longitud de
arco se mide a partir de O, la ecuacién de J resultara en las coordenadas mencionadas:

{xl (5)= (1 (5) =y (0N} (0) + (¥, (s) — »,(0))y,(0)
X, (8) = =31 () = 31 (003, (0) + (¥, (5) — ¥, (003, (0)

Luego,  ¥,(s)=7,(5)7,(0)+ y,(5)y,(0) =1+ (3, (5) = 3,(0) 3, (0) + (¥, (s) - ¥,(0)),(0) ,
de donde se ve que existe £ >0, dependiente solo de J, tal que x,(s)>1/2 para ]s] <E.
Puede elegirse & <2h. Entonces, x; =x,(s) tiene una funcion inversa s =s(x,)<2x,
definida por lo menos en |x|<&=g/2<h y f(x)=x,(s(x,)). De las identidades

G ()%,(5) =1,(5), f (e, ()X (5)+ f'(x,(5))% (5) = ¥,(5) se deduce que f'(0) =0
£7(x)|<K en |[x,|<& con K independiente de O. Como alli f(x,) = ]"f"(t)(x1 —t)dt

resulta | f(x )|<(K /2)x!. Podemos reemplazar ahora el 4 de la formula (15) por
0 =¢&/2 sin que cambie la expresion de esa formula ni de las siguientes.

= Jx? +x2 . Vale,

(20) p>r/x/5.

Denotamos p =1

,,

En efecto, como (x, + f(x,))> =x} + f*+2x,f > % Y2 _ £? resulta

pr2xl+x;/2-C’x' > (xl +x3 )/2 si & es bastante pequefio.
Si notamos con Xel punto %= (x,,—f(x,)), tenemos ademas |x— p|=

se obtiene que Hx—p|—|x—f7||£ |x—£l = 2|f(x1)|.
Luego, si xe J NV,

(21) Ko (25

donde p es un valor intermedio entre lx—p| y |x~ f)| y en vista de (20) verifica
también la desigualdad 5 >r/2 (2|x,|/+/2 = dist(p,J)/2).

El ultimo miembro de (21) es igual a, (cf. §1),

|f( )| e *P2 < 2«/— If(x1)| e ¥P2

2| £ (x)| Sp
(22) ——xpK,' (xp)| s c—=— =
P | | ,/x +x
2
<o grurinli ¢ c'lx1 |e"”’2‘5 <c're ¥t < ot inf(i,(diamD)e'Zd“’(”’J)M).

Xl +x?
Si xeJ\V entonces pP-x=6/2=h/2yvale

(23) =K (z|p x|)+K (le x|) <c"e —zxhia <Civ inf(l/x,e—zdist(p,./)/‘i).

s,
De (22) y (23) obtenemos |R(x, p)| < sup(d,d")/ 2z <Minf (I/ z,e *" ), 0 sea (17).
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Calcularemos, para finalizar, lo que deberia ser la primera aproximaciéon ©® de
[Hp.pi~2*)dp.
F

Mlooa

@ = dep= IdflIKO(12§2)[1“C(51)§z]d52=

1
27 2

Fy

o )t _

]

_ 1L LT 2y
- !{21 !Ko(t)dt ZXZJ;hKO(t)dt}dfl +0(1/ 2%

1

o ]
[K,(@0)dtydé, +0(e 1 1)+ 0 x*)=(x >>1) = f—dl ¢ +O(L2j=
275 0 8% X

A
"2
0
J 0
u+O —lz— pues IKO (r)dr =Z Entonces tenemos
81 x 5 2

1 . J 1
(24) — [K,(x|p- Bdp = um( ; j
27 & 8x X
que junto con (19) prueban (4) y por tanto el teorema, QED.
NB. El teorema de Weyl para estas regiones resulta inmediatamente pues es
consecuencia de (6') y del siguiente teorema tauberiano.

TEOREMA 2 (Ikehara). Sea 0 <a(x) una funcion monétona no decreciente y sea

f(s):J‘x"sda(x). Si para Re(s)>1 la integral converge y si la expresion

1+

g(s) = f(s)- —A——l tiene un limite continuo sobre Res =1 entonces fim 2 = 4.+
s —

X=»00 X
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