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PROLOGO

Estas lecciones se iniciaron con un curso optativo que dicté en el primer semestre de
1994. El manuscrito original se formé con los apuntes tomados en clase por el Lic.
Edgardo Fernandez Stacco. Partiendo de ese material la Dra. Agnes Benedek redacté la
version final:
A. Benedek, E. Fernandez y R. Panzone, MATRICES NO NEGATIVAS, INMABB
(UNS-CONICET),I:'T 1. n° 35,(1994).
Las notas presentes son una variacion y ampliacion de aquellas.
El material se encuentra aqui o alld en el excelente libro:
R. A. Hom y Ch. R. Johnson, MATRIX ANALYSIS, Cambridge University Press,
(1985), 561 pes.,
o bien en,
E. Seneta, NONNEGATIVE MATRICES, Wiley, New York, (1973).
En su mayor parte es presentado también en
F. R. Gantmacher, MATRIZENRECHNUNG, VEB Deutscher Verlag der Wissen-
schaften, Berlin, (1958),
o en la ultima version de este clasico de la teoria de matrices editado por Springer
(1986) y titulado
MATRIZENTHEORIE.
El propésito del curso es, primero, demostrar el teorema de Perron probado
originalmente para matrices positivas, es decir, aquellas cuyos elementos son todos
positivos y a partir de alli presentar su extension, esencialmente debida a Frobenius, a
matrices primitivas. En segundo término explorar su espectro de autovalores.
Para su lectura es conveniente tener alguna familiaridad con la teoria de matrices, como
la que se logra en los cursos de algebra, o bien, tener a mano algun texto. A los citados
se puede agregar
A. C. Aitken, DETERMINANTES Y MATRICES, Dossat.

R.P.
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LA MATRIZ POSITIVA Y SU ESPECTRO
por Agnes Benedek y Rafael Panzone.

PARTE |

0. DEFINICIONES BASICAS Y NOTACION. Denotamos con M, (C) al conjunto

de matrices de » filas y m columnas cuyos elementos son numeros complejos. Si n=m
escribiremos M (C)en lugar de M, . (C).

DEFINICION 1. 1) Diremos que A es un autovalor de AeM (C) si existe un
autovector correspondiente A, es decir, un vector columna x # 0 tal que

(D Ax=Ax.

2) Diremos que el autovalor es simple si dos vectores verificando la ecuacién (1) son
linealmente dependientes.

3) Con o(A4) indicamos el conjunto de autovalores de 4 y lo denominaremos espectro
de 4.

4) El radio espectral de A, que denotamos con p(4), es el nimero

p(A) = sup{|/1| de o'(A)}.
5) Diremos que P €M, es una matriz de permutacion si sus elementos son ceros y
unos y tiene en cada fila y en cada columna exactamente un uno.
6) Diremos que Ae M, (C) es reducible si
ay n=1,A=0, o bien
b) n>1 y existen una matriz de permutacion P yunr, 1<r <n-1, tal que
PTAP= [B ¢ }

0 D

CeM ]

n—-r> n—r,r*

con BeM ,DeM

7) Ae M, se dice irreducible si no es reducible.

Sea P una matriz de permutacion y a,, el elemento =1 en la fila i. Entonces 7(i) es

it(i

una permutacion. Ademas, det(P)=xta,,-...-a =+1. Si con A" indicamos la

nt(n)

traspuesta de A vale que P~ = P™ (ver mas adelante); o sea, P es ortogonal.'
En una matriz reducible aparecen por lo menos 7n-1 elementos nulos. Consideremos el

sistema lineal Ax=y, A€M reducible, n >1. Sea A la matriz que aparece en 6):

~ B C ~
A=P AP = [0 D:| . Si definimos X =P"x e y=P"y resulta y = A X. Escribiendo

~ zZ ] w YL .
X :{ } y= {V}’ el ultimo sistema se reduce a

. g e tr T
! Cuando sea necesario escribiremos A" enlugarde A" .



Bz+CU=w
DU =V ’
que son dos sistemas de orden #—r y r respectivamente.

1. UN MODELO DE MIGRACION. Comenzamos tratando un modelo donde aparecen
naturalmente la matrices no negativas. Es un problema de migraciones entre n estados
vecinos C,, i=1,..n. Suponemos que entre los habitantes no hay ni muertes ni

nacimientos y que cada mes una proporcion fija g, ; de los habitantes de C; se traslada

m

a C,: C,—%—C,. Esto es, denotando con p{™ la poblacion de C; en el mes m,
(m) — <
a, ;. p;" =parte de la poblacion de C; que pasa a C; en ese mes.

Como la suma en 7 de estas partes debe dar toda la poblacion pﬁ.’”) , debe cumplirse,

>a,=1,0<a,<1, p™Y=a,p +a,p{” +..+a,p" . Escribiremos esto en forma
-1

[
b |

matricial. Sea 4= la,.j.] y p'™=| . |, m=0,1,... . Se tiene entonces:
P ]

(m+1) _A (m) _A A (m=-1)y _ _Am+l (©0) E 1 4 . 1 =2
p =Ap'™ = A(4p"" ) =...= p’. En el caso mas simple, n=2, tenemos,
- f ) .
A= oy con O0<a,Bf<1. Esta matriz tiene como autovalores
o _ :

A =1-a—pB,4,=1. Observemos que 1=|4,|>|4]|. Luego, el radio espectral de 4
verifica p(A)=1=autovalor de 4. Si ademas «,ff >0 entonces A es irreducible. (En

efecto, PT AP se obtiene de A efectuando la misma permutacion en filas y columnas.)
Ademas el autovalor p(A4) es simple. Supongamos solamente que a + >0 . Entonces

.. . 1
los autovalores son distintos y se verifica: x -—-{ } es autovector para A,=1, z :{ l}
a —
es autovector para 4 =1—-a— . En estas condiciones 4 es diagonalizable, es decir,
existe una matriz no singular § tal que S'AS es una matriz diagonal:

1 0
STAS=A= {O . ,8} . Dicha matriz es
.—a ——

e )
a -1 a+pla -pf

DEFINICION 2. Be M, se dice semejante a Ac M, , A~ B, si existe una matriz no
singular, S e M, tal que B=S7"4S .

A es diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal. Si S es unitaria (ortogonal)
diremos que B es unitariamente (ortogonalmente) semejante a A. B




La semejanza ~ es una relacion de equivalencia.

Para completar el ejemplo supongamos que 0 <& + 3 <2 . Esto implica que |4,|<1. Por

tanto, 4=SAS™", A" =SA"S™' . Estamos interesados en el comportamiento asintético

1 0
de la poblacion. Se calcula inmediatamente que A” = de donde
0 (l-a-p/)"
1 0
lim 4™ = S (im Ay s =8 - Ol |F A
0 0 a+fla «

0) (0)
lim p™ = lim (A" p©) = (lim A™)p*” = _pla: ;2 m

Hemos verificado en este caso los puntos del siguiente teorema.
TEOREMA 1. Sea 4>0.
1) p(A) esun autovalor: Ix = 01q Ax = p(A4)x .

2) Si A es irreducible entonces x>0.
3) Si A>0 entonces p(A4)>0 es simple y [———(A;i—) converge a una matriz de rango 1

cuyas columnas son proporcionales a x.

4) En todo caso vale que LZ A’ converge (media Césaro).m
. m 1

0 1 , 1 O
En efecto, st a+f3=2, o sea, si a=1,48=1: A:L }, Azjz{ } AV =4,

2. OTRAS NOTACIONES Y DEFINICIONES.
1) Sean A4,BeM, . Diremos que A>B si a,>b, para todo par ij. En particular

W= W=
- )=

Luego, *I—ZAj ——{
m-

llamaremos matriz positiva a A si Vij a; >0 . Analogamente diremos que 4 es no
negativa, A>0,s1 Vij a, 20 y A>2B st A-B>0.
2) Diremos que Se€M_ , r<n, es una submatriz principal de Ae M, si existen

1<k <..<k, <ntalesque s, =a,, .

1
n 2\2
A||2 = |a,.j| .
i,j=1

A| es la matriz cuyo elemento ij es la,.j| .

3)Sea AeM,_;

4)Si AeM,,,
EJERCICIO 1. i) |[420. |4=0<4=0.
ii) lad|=la|-|4| si acC.




ii1) {A+B|S|A!+IB|.

iv) 0 # A >0 no implica 4>0.

v) A,B>20,a,b>20=>a4+bB>0.

vi) A2B,C>20=>A+C=B+C.

vil) A2B,B>C=>A>C.

viii) Si x es un vector columna, |4x|<|4|x|.
ix) |4B| <|4|B|.

x) |4"|<|4]".

Xi) 0<A<B,0<C<D=0<AC<BD.
xii) A20=>4"20; A>0=>A4">0.
xili)A>0,02x>0=> Ax>0.

xiv) A20, x>0, Ax=0=>A4=0.

xv) |4|<|B|= 4], <|B
i ], = ..

EJERCICIO 2. La inversa de una matriz positiva no-singular tiene elementos
negativos.

2"

TEOREMA 2. Sean 4,8 €M tales que |A| < B . Entonces, p(4) < p(|A|) < p(B).m
DEMOSTRACION. Mas adelante se demostrara que para cualquier matriz AeM

p(A)= Iimq

m—a

A’"“o)”m. Usando este resultado el teorema sigue de x), xi), xv) y xvi) de

los ejercicios precedentes. En efecto, ‘A""£|A|m <B” 'y por tanto

], <], <l

) QED.

COROLARIO 1. Si 0< 4 < B entonces p(4) = p(|4)) < p(B).m

COROLARIO 2. Sea A>0,AeM, . Sea A una submatriz principal. Entonces
p(A) < p(A). En particular, Vi a, < p(A) .=

DEMOSTRACION. Sea 4eM .. Indicamos con A ala matriz que se obtiene a partir

de 4 si en ella se cambian los elementos que no figuran en A por 0. Entonces 0 < A<4
y por tanto p(/AI) < p(A). Observando que A y A tienen los mismos autovalores no

nulos, p(Z) = p(;l) y el corolario sigue, QED.
0 1
EJEMPLO. 4= [O O}; o(4)= {O},p(A) =0= ma:x{a,.,. = 1,2}.

COROLARIO 3. 0<A<B= p(A)<p(B).m
DEMOSTRACION. Por el corolario 2, p(B)>0. Entonces el corolario 3 vale en el
caso en que p(A)=0. Supongamos p(A)>0. Sea a>1 tal que 0<A<ad<B.



Usando el teorema 2 tenemos p(aA)<p(B). Como ap(A4)=p(ad) tenemos
0 < p(d)<ap(4) < p(B), QED.

3. MATRICES ELEMENTALES Y OPERACIONES CON ELLAS.

Consideremos las siguientes operaciones sobre matrices de M :

1) Intercambio de la fila i con la fila j,

2) Multiplicacion de la fila i por el escalar c,

3) Reemplazar la fila j por ella mas ¢ veces la fila 7.

Llamemos E, ; el resultado de aplicar a la matriz identidad / la operacion 1), M,(c) la

2)y §;,(c) 1a3). O sea,

r . . . . 1

B0 e 5,07

M (c)=|"

i
Dada una matriz 4e€M, la matriz producto E; ;4 es el resultado de aplicar 1) a 4,
M (c)A es el resultado de aplicar 2), §;,(c)A4 resulta de aplicar 3) a la matriz 4. Por
otra parte AE,; es el resultado de intercambiar las columnas i y j de 4, AM (c) de
multiplicar la columna / de 4 por ¢ y finalmente AS,;(c)de sumar a la columna 7 la

columna j multiplicada por ¢. Como toda matriz de permutacién P se puede obtener
efectuando un numero finito de transposiciones de filas de la matriz identidad, resulta
que P se puede escribir como producto de matrices: P=FE(1)E(2)....E(k), donde

E()=E,, . Pero, de E(j)" = E(j)" = E(j) resulta PT = P™' = E(k).. E(1).



DEFINICION 3. 1) Denotamos con 4* la matriz adjunta de A que se define como la
matriz traspuesta conjugada de 4: a;. =a;,

2) U e M, se dice unitariasi U*=U".m

4. CAMBIO DE BASE EN ESPACIOS VECTORIALES.
Sea V un espacio vectorial #» dimensional y B, = {vl,...,vn} una base en V. Esto es, todo

n
elemento x ¥ se puede escribir, y de manera Unica, en la forma x=> a v, a,€C.
j=1

Establecemos una correspondencia uno a uno entre los elementos de V' y los vectores
columna M, por medio de la aplicacion:
tr
x—)[x]Bl :[al,...,a,,] :
Sea T una transformacion lineal de ¥ en si mismo y B, = {w,,...,w,} otra base en V. Si

tenemos un vector xel expresado en la base B, y expresamos Ix en la base B,
tenemos por la linealidad: [7x];, ={T2ajvj} = {Zaijj} =>a, [ij ]B :
J B, J B, J :

n, t, - 1

11
Sea [Tv ; ]Bz = - |Ysg [T ]B, =| - - - |. Entonces,
.- t 1

ny nl : nn

[7xls, = 5,[T]s, [x]s,-

La matriz [T ]B. se denomina la representacion B, — B, de T. En particular, si B, =B,,

1n

habiendo identificado los elementos de ¥ con vectores columna, un operador lineal T
corresponde a la multiplicacion del vector [xlkl por la matriz , [r ],,l . Veamos ahora el

cambio de base. Para ello basta tomar 7=la transformacién identidad., /x=x. En efecto,

[xL, =[ix],, =5, 7] [x]s.,
B, [I]B, = l[vl ]13z ’""[vn]z;2 J

Reemplazando, [xlBl :[Ix],,l =g [r 132 [xl,g2 en la identidad anterior, resulta

[xks, = 5.l7Ls, 1L, [xL, vxev.

Luego, [1 ls, 5 [I ]Bz =matriz identidad y estas matrices no son singulares. Entonces,

donde

515 =(5 [1]5,)™". Ahora es de verificacion inmediata que:

[7x]s, = 5,17)s, [x]s, = 5, [T, 5,171, [xs,. 7, = 5,175, [T1s, x5,
de donde surgen, respectivamente,

Bz[T]B,=Bz[T]BZ BZ[I]Bl’ B,[T]BzzB,[[]Bz Bz[T]BZ'

En consecuencia,
B,[T]B, ) []]B2 BZ[T]BZ Bz[I]Bl .
Esta es una transformacion de semejanza entre representaciones de 7.



Dada una base B, y una matriz no singular S€M, existe una base B, tal que
5, [1 ]BI =S . En efecto, escribiendo S=[s,,....s, | donde los s; son vectores columna,

definimos v, €V’ mediante [vj ]B1 =s,. Como S es no singular, la familia {v,,...,v,} es

linealmente independiente y es la base B, requerida.

Sea VeM, (=C"). En V se define el producto escalar <x,y> : <xy>=y*-x =ijy_j.
Una base B, = {w, ,...w_}se dice ortonormal si < w,w,>=0,. Valeel
TEOREMA 3. Sea B, ={w,,..,w,} una base ortonormal. Entonces B = {vl,...,vn} es

una base ortonormal si y sélo si S:= ;. [r ]E] €s una matriz unitaria.m
DEMOSTRACION. Sea S la matriz

S S o Sy,
S S - 8
21 22 2n | _
S= _ =[s,..s,].
Snl : : snn
O 1

tal que, s, = [vj JBz' Como [wj ]Bz = 1 j Y, :ZS”wi' Luego,

0| n

I

<Y,V >=< Y S, W, s w. >=Y 5,5, =elemento rk de la matriz S%S.
i J i

Entonces, B, es ortonormal si y sélo si $*5=/, QED.

Enunciamos a continuacion un teorema que probaremos mas adelante.
TEOREMA 4, (Schur). Sea 4eM (C) con autovalores A4,,...,4 . Existe una matriz

unitaria U e M (C) tal que
U*AU =T =|t,|
es una matriz triangular superior, (esto es, £, =0 sij<i). Ademas, #, = 4,.

Si A y los autovalores son reales, U es real.m

5. IRREDUCIBILIDAD Y CONEXION.
DEFINICION 4. Diremos que A€M, tiene la propiedad FC (fuerte conexidn) si para

P#q1<p,q<n, existen k. ..k, 1<m<n, tales que k =p,k

m=9a, *0 para
j=1..m-1m

DEFINICION 5. Dada AeM, indicaremos con M(A4) la matriz [m,]] definida por:
m;=1sia;,#0,m;=0sia;,=0.m

EJERCICIO 3. Son equivalentes:

1) Ae FC 2) |[4le FC 3) M(A)e FC.



DEFINICION 6. Asociamos a cada matriz 4 € M, un grafo T'(4) formado por n
nodos B,,...,P, unidos por flechas (=arco orientado ) de la siguiente manera:

n

si a, no es cero se tiende un flechade F, a P, .m

-1 -2 1
EJEMPLO 3. Paralamatriz| O 3 4|, I'(4) sera el grafo de la siguiente figura.
0 S5 6

A la flecha que une un nodo a si mismo se
la denomina rulo o ciclo trivial.

N
PZ
8, DEFINICION 7. Por camino se entiende
una sucesion finita de flechas
@ PP PP, PP,

N a, Por longitud de un camino entendemos el
° nimero de arcos que lo componen.

B

)

Un camino que comienza y termina en un

mismo nodo, y no llega dos veces a ningun

nodo, se denominara ciclo. Diremos que el
grafo I'(4) es fuertemente conexo si para cada par de nodos F,, P, distintos hay un
camino que comienza en F, y terminaen P, . m

Dejamos al lector verificar que vale el
TEOREMA 5. A< FC siysolosi I'(4) es fuertemente conexo.m

EJEMPLO 4. Las siguientes matrices A4 y B son irreducibles, 4,Be FC,C ¢ FC y no
es irreducible.

A= “ H TA) @___;,@ TEOREMA 6. Sea Ae M, (C). Las
|V a— . . . .
2 siguientes proposiciones son
¢ 10 equivalentes:
B=|1 01 I'(B) a) A es irreducible,
0 1 0 pru——— ¥

2R b) (U+MA)™ >0,

c) (I +|4)™" >0,

@—-——9 g 4 T(4) esfuertemente conexo,
e) Ac FC.m

11
00 <)

C

Para la demostracion necesitamos el siguiente

LEMA 1. Sea m<n-1. (|4]"), >0 siy solo si existe un camino de longitud m que
partede F, yllegaa P, .m

DEMOSTRACION. (|4"), es suma de términos nonegativos de la forma

. |, | -Ja.. | . QED.
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6. Observemos que si hay un camino de £, a P,

entonces hay uno de longitud <n. En efecto, si un camino tiene longitud ># entonces



hay un vértice P, donde llega dos veces. Si se suprime el tramo que parte de P, por
primera vez y llega a B, por ultima vez, resulta un nuevo camino de F, a P, en el cual
no se repite el vértice P, . Después de suprimir en esta forma todos los tramos entre
vértices repetidos, en el camino no se repetiran vértices y tendra longitud <n.

) d). (I+A)™ =I+(n-D|4|+..+ "> 0 siy solo si para todo par ij,i# j, hay

un h, 1<h<n-1 tal que ([A| ) >0. En vista del lema, esto equivale a que hay un

camino de longitud menor que n desde F, hasta P, . La observacion precedente

concluye la prueba.

b) < ¢), se deja al lector.

d) < e), es el teorema 5.

Veamos que ¢)=>a), probando la contrarrec1proca Si A es reducible existe una matriz

de permutacion P tal que PTAP=4 con 4 tal que a, =0 si >r, j<r, para cierto r,

n-1

1<r <n. La matriz |A‘ tiene nulos estos mismos elementos. Entonces (/ + |A) no es

n—1

positiva ni lo es P7(/ +‘Z

)™ P =(PT (I +|ADPY™ =1 +|4)

n-1

Veremos que a)= d), otra vez probando la contrarreciproca. Sea (/ + |A)

no positiva.
Existen entonces p,q, p#q, tales que (jAIh)pq=O para A=1,...n-1. Entonces no hay

camino de P, a P, en el grafo I'(4) . Separamos los nodos en dos clases:

S, = {Pj P, =P, o existe un camino de P, a Pq}, S, = {Pj P ¢ Sn}-
Por hipotesis ambos son no vacios. Ademas no hay un camino entre un elemento de S,

yunode §,. O sea, a,=0si P, e§, y P,€§,. Renumeremos los nodos de manera

- ’:>’ﬁr} SZ:{EH"'"E}

una permutacion de {1,...n}. Entonces el grafo I'(4) con los

que

donde P. =P

J O'(J)’

vértices renombrados es el grafo correspondiente a la matriz 4 = {Zi,]} CON ;= Qyivoisn»

o sea, PAP" = Z, P" matriz de permutacién. Como en ese grafo no hay camino de
ningun nodo de §, a uno de S§,, vale: a,=0 para i>r, j<r. Luego, A es reducible,
QED.



6. NORMAS VECTORIALES.

Sea C" el espacio vectorial de las n-uplas de nimeros complejos ahora pensados como
vectores columna. Sabemos que todo espacio vectorial de dimension » sobre el cuerpo

de los complejos es isomorfo a ese espacio. Representamos con x los elementos de C”:

x=[x,..x .

DEFINICION 8. Llamamos norma en C" a una funcion |[|:C" —[0,0) tal que
) B0

2) |{=0=x=0

3) |le-d|=1¢|-|}¥| (homogeneidad )

4) |x+x|<|x|+[»| (desigualdad triangular)

Denotamos con B,(O):{x:||x||<r} y llamaremos bola unitaria al conjunto

m:{xznxusl}.l

TEOREMA 7. Dos normas |||, [ . ], sobre C” son siempre equivalentes. Esto es,

existen dos constantes positivas c,,c, tales que para todo xe C" : ¢ [x] <[] < c,[x] m
Demostraremos mas adelante este resultado y en un contexto mas general.

Sin demostracion enunciamos dos teoremas :

TEOREMA 8. Sea B la bola unitaria en C” respecto a la norma |- ||. Entonces este
conjunto B verifica:

a) B es acotado y cerrado, o sea, compacto,

b) B es equilibrado: ce C,|¢|=1,xe B=>cxeB, ,

c) B es convexo: si x,ye€ B entonces rx+(1-r)y e B, para todo nimero real re[0,1].m

Vale la reciproca. Un punto x se dice interior de un conjunto H si existe un nimero D>0
tal que para todo y de longitud 1 y todo d, 0<d<D, vale que x+dye H.

TEOREMA 9. Si Bc C" es un conjunto compacto, equilibrado, convexo tal que O es
un punto interior de B, entonces hay una norma tal que B es la bola unitaria respecto a

ellam
DEFINICION 9. Una norma se dice monétona si |y]<|x= |y <.

Una norma se dice absoluta si "x” = || |x! ” ..

TEOREMA 10. Una norma es monotona si y s6lo si es absoluta.m
DEMOSTRACION. Sea [| . || monotona, zeC”. Tomandox =z, y= |z| resulta [x| = | y| .

La monotonia implica entonces que x| <[y y [v|<|x]

osea, ] =]

Supongamos " absoluta. Sea ae[O,l]. Probaremos primero que: si
x=[x,...x,J €C" e y=[x,...x,,00,%,,..x,] entonces |y|<|x|. En efecto,

llamando z=[x,,...,.x, ,—X,,X,.,,....X,] tenemos |x

=|z| y por lo tanto |x|=||z|. Pero

10



_l—ax+1+a
= 2 2

monotonia de la norma, QED.

z. Por la desigualdad triangular: [[y|<||x|. De esto sigue facilmente la

1/2
DEFINICION 10. Normas usuales en C”: [ =[x, ], = (Z[xi lzj . Estos son

1/p
casos particulares de |x| = [lei]p ) donde el nimero real pe[l,©). Si p=w

entronces |x|_:= maxﬁx,.l i= 1,...,n}.l

7. NORMAS MATRICIALES.
Sea AeM (C). A la matriz 4 se la puede identificar con un elemento de C" y esa

identificacion respeta las operaciones de suma y producto por un escalar. Ya definimos
qué se entiende por una norma (vectorial) enM  (C) . Repetimos los axiomas 1) a 4) :

D[40,

2) [l=0 4=o.
3) el =lel 41

4 a8 < |4+
DEFINICION 11. Si una norma en M, (C) verifica, ademas de 1)-4),
5) [|48]| <||4] ||B]| (submuitiplicatividad),

diremos que ”l . m €s una norma matricial. m

NOTA. Sea m”l una norma matricial. Entonces valen:

i)si A=A =0, entonces |||A||| =

A <|l4|I°, v en consecuencia 1< l4]],
4

ii) en particular la matriz identidad / verifica H|I ”l >1,

i) 1< 1] = |4 47| <4l ] 4| Lueso, 47| 21/]4].

iv) I"A"m < ”[ Amk , 0 equivalentemente, m A;,I 1k

<4

1/2
PROPOSICION 1. Las normas |4, 322’%', l4, = (Z’aﬁr} son matriciales
i i

DEMOSTRACION. |4 B ="

iJ

2.axby
k

<X laul =4 1181,
1,7 Jm

2

. Aplicando la desigualdad de Schwarz,

)

Z a,b,
k

11



ol = 3 Sl | Sl )=t -

pemonces 7227, 2]~z

|-, no es matricial: sea J :‘1

EJERCICIO 4. Probar que HlAm = n"A”cao es matricial.

EJERCICIO 5. Sea U una matriz unitaria. Probar que si A€M, entonces
o], =4
EJERCICIO 6. Probar que ||A||p, 1< p<o, es matricial siy sélosi 1< p<2.

_=]40],, (||||2 es unitariamente invariante).

A una norma vectorial en C" n”, se le puede asociar una norma matricial mm en
M (C) definida para A€M (C) por
[“AI“ = sup{||dx|: x e C",|x|=1}.

La norma matricial asi definida se dice inducida por la norma vectorial dada.
EJERCICIO 7. Probar que

A
“|A||| = maxmAx“ : ||x" = 1}: sup{% X # O} =sup {"Ax“ : ||x” < 1}.
Verificar que |||m es una norma vectorial. De aqui, ||Ax”$”|A|”||x|| y “{AI” es la menor

constante £ tal que, para todo x de C, |4x]| <k||x]|. Veamos que es una norma matricial.
vate [} < 5| < Al 1. oo 45] <l Qe

OBSERVACION. Si ”H” es una norma inducida e / es la matriz identidad entonces
”l ! m=1. (Apliquese el ejercicio precedente).

Denotaremos con "H” a la norma inducida por "”F (Cuales son las normas inducidas
P

por |- |- 1.1 [..?

TEOREMA 11. Vale:

YRS S

1) ”|A|||w =Sup Zlav" = "AT ”1,00 ),
! J

iif) ”|A|”2 =sup W :Aea(4°A) } (a esta norma se la denomina también norma

espectral de A ).m
DEMOSTRACION. 7). Designemos con C(4) el miembro derecho de i) y escribamos

A=la,.,a,] donde cada a, e una matriz columna. Tenemos,

l4ax, = |xa +...+x,a,], SZIxj|||aj”] <C(A)|x|, - Luego, C(A)zl“A"ll. Para probar la

12



desigualdad contraria sea x=e¢,=el vector con x, =1 y x, =0paraj=k. Entonces
[, =1. 4x=a, implican |4x], /||, =Ja., <[l4]] . o sea, CC) <[]}

if) Designemos con C(4) ahora el miembro derecho de ii). Como antes,

|44, =sup>_x,a,
aw

<, supZ\a,.j'. Luego, C(4)> ”IA”Lo Para probar la desigualdad
iy

a,
contraria, sea £ la fila tal que C (A):Z’a,q.l y sea x el vector tal que x; :ﬁ si
J . A

a; #0, x, =1 en caso contrario. Entonces, ||x|_=1, mientras que

. [T,

Para ver iii), obsérvese en primer lugar que si A es autovalor de A" A4 entonces, para un

= Z{a,q.l. Luego, mA"L, > C(A), lo que prueba 7).
j

cierto vector no nulo x, A"Ax=Ax. De aqui, (Ax) Ax=x"A"Ax=Ax"x, o sea
2
_ ||Ax|2| .
[~

C(A). Para U una matriz unitaria fija. (recuérdese que {/ mantiene la norma y define una
transformacion inyectiva) valen las igualdades:
“IA f = sup{"Ax"i Nl = 1}: sup{x'A'Ax:"x"2 :1}: sup{x'U‘A'AUx:"x”2 = 1}.
Usaremos una matriz U tal que U A AU = D=diagonal. Tal U existe en virtud del

teorema 4 ya que una matriz triangular y autoadjunta es necesariamente diagonal. Los
elementos diagonales de D son los autovalores (no negativos) de A"A: 4.4 .

0. Luego, el miembro derecho de iif) esta bien definido. Lo denotamos con

X

Entonces, ”[AI”E = sup{x'Dx U, = 1}: sup{z /11.|le2 x|, = 1} =C(4)’, QED.
J

EJERCICIO 8. Sean Uy V unitarias. Entonces, |"UA V|||2 = mA

2 .

TEOREMA 12. Sj H|||| es una norma matricial entonces p(A4) < I“A”’l

DEMOSTRACION. Sea Aeo(4) tal que |l| =p(A)y x#0 tal que Ax=Ax. Sea X la
matriz [x,x,....x]. Entonces AX=A1 X'y se verifica que
Jxt= it = x] . Como x =0, pea)=lai<]a]. QD

COROLARIO. Para cualquier norma matricial p(4) <[ 4*||
DEMOSTRACION. El teorema de Schur implica que o(4*)= {/1" ‘de O’(A)}, de donde
sigue que p(4*) = (p(A)) < |“A"|“ QED.

8. MATRICES UNITARIAS, HERMITIANAS Y NORMALES.

13



DEFINICION 12. Dados »n vectores {xi = 1,...,n}c C" se dice que ellos forman una
base ortonormal si x;x, =5,.m

DEFINICION 13. U € M (R) se dice ortogonal si U’ U=/.m

TEOREMA 13. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
1) U es unitaria,

2)detU#0y U =U",

VU =1,

4) U" es unitaria,

5) Las columnas de U forman una base ortonormal de C”,

6) Las filas de U forman una base ortonormal de C”,

7) Para todo x de C" vale: (Ux) (Ux)=x*x, (o sea U mantiene la longitud euclidea).m

Dejaremos al lector probar las equivalencias de este teorema ya que la mayoria de ellas
sigue aplicando la definicién. Sélo observamos un hecho general que servird para ver
que 1), 2) y 3) son equivalentes:

SiA,Be M (C) y BA=I entonces detA =0y AB=I (0 sea B=A4"").
En efecto, Ax=0=>BAx=0=x. Luego, det4#0 y el sistema lineal Ax=y tiene solucion
(Gnica!) para cada y € C". Existe entonces una matriz B, tal que 4 B,=/ y se verifica
B=B(4A B,)=(BA)B,=B, . Luego, B=A"".
EJEMPLO 7. Si n=2 las matrices ortogonales se pueden escribir como

cosd senf 1 0
)= [— send cosH} [O - I]T(G) . o<lo2q]

EJERCICIO 9. Las matricas unitarias forman un subgrupo de GL(n,C) y las matrices
ortogonales un subgrupo de GL(n,R).

TEOREMA 14. 1) Si {U,} es una sucesion de matrices unitarias entonces existe una
subsucesion { U, } tal que elemento a elemento U, — U, que también es unitaria.
2) Si A es unitariamente equivalente a B, esto es, 3U unitaria tal que A=U*BU,
2 2 .
F= S es decir, 4], = 5], =

y

entonces Zla,j
y

1) es una consecuencia del teorema de Heine-Borel y es dejado al lector. Para demostrar
2) desarrollamos algunas herramientas.
DEFINICION 14. Se denomina polinomio caracteristico de 4 a

t-a, -a, .. -—a,

—a t—a ... —a
p,(ty=det(t] - A)=det| 2 e

-a, -—-a, .. I[—-a,

Vale, det(#/ —A)=(-1)"det(A—tI). Observando el desarrollo del determinante se
pueden precisar algunos coeficientes de este polinomio:

14



p,O=t" —tr(Ap™" +..+(=1)" detd,
(tr(4)=traza de A:=Zaﬁ ). St A,..,A4, son los ceros de este polinomio, ie., los

n

autovalores de A4, entonces:

PAO=(~2)..~1,).
Si la matriz B es semejante a 4, i.e., existe S no singular tal que B=S5"4S, entonces
p,()=p,(t). En efecto, esto sigue de (¢ —B)=S"'(tI — A)S , pues el determinante

del producto es el producto de los determinantes, (T. de Cauchy).
En particular, las trazas de dos matrices semejantes son iguales, y por el teorema 4,
iguales a la suma de sus autovalores (!)

DEMOSTRACION de 2) del TEOREMA 14. Ya,[ =3 (X a,a,) =tr(4"4)=
y J !
=tr(U"B'UUBU)=tr(U"B"BU)=tr(B"B)=_|b, f, QED.
i

DEFINICION 15. 1) Se dice que A€M, (C)esnormal si A"A=A4A4".

2) A se dice hermitiana si 4=A4".
3) A se dice unitariamente diagonalizable si U unitaria tal que U AU = D=matriz

diagonal . En simbolos A~D .

4) A se dice ortogonalmente diagonalizable, en simbolos A~ D, si 30 ortogonal tal que
O" A0 =matriz diagonal.m

Vale el siguiente teorema espectral para matrices normales:

TEOREMA 15. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) A es normal,

b) A~D,
c) ||A||;=Z(a,.j|2 = Z":‘ljr donde las A, son las raices de p, (1),
p

J=1
d) 3 n autovectores ortonormales de A.m

Para matrices hermitianas se puede decir mas:
TEOREMA 16. Si A es hermitiana entonces ademas de a), b), c¢) y d), valen:
e) todos los 1, son reales,

f)si Ae M (R) entonces A~D m
NOTA. Recordemos que iii) del teorema 11 dice que la norma matricial inducida por

I Iz, “H2 , verifica ”lA”E =p(A4"A) y A4 es hermitiana.

EJERCICIO 10. Sea 4 hermitiana tal que x"Ax>0 VxeC". Entonces valen:
1) a(4) c[0,0); 2) trd=0—=>A=0.m

9. PROBLEMAS.
Los problemas formulan, en su mayor parte, resultados que complementan la teoria que
estamos presentando.

15



1) Demostrar que si [a,.j]:AeMn(R), Za,.j =1 para i=1,..,n, entonces 1ec(4) y
-
e=[1,..,1]" verifica Ae=e. Si 34" entonces Y a, =1 para j=1..n. Dado un

polinomio f(¢) son iguales las sumas de los elementos de las filas de f(4).

2) AeM (R). Si Aco(A)NR, 0=xeC” tal que Ax=Ax, x=u+iv, u,veR",
entonces Au= Au, Av=7»Av.

(Es u 0 v un autovector de A? ;Son u y v autovectores de 4?.

All

3)Si 4= entonces 0(A4) =o(4,,)Uc(4,,).

22

4) La k-ésima funcion elemental en las » variables x,,...,x, se define como
k
S (x,x)= Y. Hxij :
IShi<ip<.<ipSn  j=i

Por ejemplo, S,(x,,...,x,)= > .x,, S, (x,...,%,) = x..X,.
7

Sean 4,,...,4, los autovalores de AeM (C) y p,(6)=(—-4)..(t—4,) el polinomio
caracteristico de 4. Vale:

p.O)=t"=8S (A, AN +S, (A, AN = S (4,.,4,).
5) Hay (Zj menores principales de orden k de A, (esto es, determinantes de

submatrices principales de orden k). La suma de ellos se denota con E£,(4). En
particular, E, =Y a,, E, =detd. Vale:
J

p,(O=1"—E (A" +E,(A)"™* - . £ E (A).
Luego, S,(4,,....4,)=E,(4).
6) Sea p(?) un polinomio, p(H)=a,t" +...+a,, con ceros 4,,...,4, . El momento k-ésimo
de {4,...,4,} es g, = A +..+ A . Si R es bastante grande y || > R entonces

1 1 A4 A
— =+ ++..
-1 t 1t

Por tanto,
f(t):=zn:(t A =Tt L, >R
=1

Vale: p'(H)=p(?) f¥). De esta igualdad sigue que:
nat" +(n-Da, "> +. .+a,= (ant” +..+a, )(nt‘1 S T TR +)
Luego, valen las identidades de Newton, si 1<k <n:
ka, , + 1A, ., + 14, o+ +pa,=0,
y también valen las siguiente igualdades, si k=1,2 ,...:
wa,+p, a4, i a, =0

16



7) Asumiendo que tr (4*) = u, (4) probar que son equivalentes las afirmaciones:

N tr(4*) =tr(B*) paratodo k<n

ii) A y B tienen los mismos autovalores.
(Sugerencia: como los polinomios caracteristicos son monicos, de las identidades de
Newton sigue que los momentos determinan los coeficientes y reciprocamente. Luego,

Pa(0)= py(0) siysdlosi u (4)=p,(B), k=12,.).
8) Si AeM (C) es unitariamente equivalente a una matriz triangular superior 7, los

. 2 14 7
elementos £, no estin univocamente determinados pero thi].’ si lo esta.
i<j
9) Sea j>n". Demostrar que A’ puede escribirse como un polinomio en potencias
<n® de A.
10) Sea T triangular y 4 unitariamente equivalente a 7. Entonces 7 es normal si y s6lo si

Aloes.
11) Si T es normal entonces 7 es diagonal (cf. Teorema 15).

17



LA MATRIZ POSITIVA Y SU ESPECTRO
PARTE 1l

10. MATRICES POSITIVAS. 1? parte del Teorema de Perron.
LEMA 2 1) AeM (R), A=20. Si Zaij =c, independiente de i, entonces

J

p(A) = “]Amuo , la norma inducida por |-|_ .

2) Si la suma por columnas es independiente de j, Za,.j =c, entonces p(A)= mAm1 N

1

1 1
DEMOSTRACION. 1) Vale, A|:|=c|:|. Luego, ¢ es autovalor. Entonces
1 1

p(A)=c= ”|A|”O0 . Como “H"m es matricial del teorema 16 obtenemos mA”Lo > p(4).
2) sigue por dualidad ya que p(4)=p(4") y “‘AT ‘”w = mAHL , QED.
TEOREMA 17. Sea A€M, (R), A20. Entonces:
N a ::ir}f Za,.j < p(4) <sup Zaij
i U

i) ir}f Zalj <p(A) < sgp Za,.j .m
DEMOSTRACION. Las cotas superiores resultan aplicando el teorema 16. Sea a >0.

a;

2%

k
del lema anterior con ¢ =« . Luego, a = p(B) < p(4) y se probO 7). La cota inferior en

Definamos b, =« . Entonces b; <a,, o sea, 0<B<A4. B verifica la hipOtesis

if >

i) sigue de /) usando nuevamente que p(A)= p(4"), QED.
COROLARIO. 1) 420, > a, >0 Vi= p(4)>0.
-

2) Si A>0 entonces p(A4)>0.
3) Si 4 es irreducible, 4>0, entonces p(A4)>0.m
En efecto, si 4 es irreducible entonces no puede tener una fila de ceros, QED.

TEOREMA 18. Sea 4>0, x> 0. Entonces:
i) inf Qa,x)/x < p(A) <sup Q- a,x)/x,
J g

ii) inf O a,/x)x, < p(A)<sup (D a,/x)x; m
/ i J i

DEMOSTRACION. Sea S la matriz diagonal s, =x,. Entonces S~ es la matriz

a,.jxj

diagonal (S7'), =1/x,. Tenemos, (S7AS),= Como p(S7'4S)=p(4),
obtenemos el teorema 18 aplicando el teorema precedente, QED.

COROLARIO. Sean A>0,x>0,c,$>0 tales que ax<Ax<fx. Entonces
a<p(A)<pB. Ademas, si ax<dx entonces a<p(4) y si Ax<[x entonces
p(A)y<p m

DEMOSTRACION. Las hipotesis del corolario implican que
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a<min(Q a,x;)/x, <max() a;x;)/x, <
i . 1 :
J 7

y se aplica el teorema 18. Si las desigualdades fueran estrictas entonces también se
verificarian con ¢ +¢ y f—¢ ytendriamos a <a+e<p(A)<B-e< B, QED.

DEFINICION 16. Dada una matriz 4e M (C), diremos que 4 es un autovalor de

multiplicidad algebraica L, si p ()= -1)"@¢-1,)..., Lz, 4 #4,,....
Diremos que A, es de multiplicidad geométrica K, si K=la dimension del subespacio
A=f{x Ax=Ax}m
En general no coinciden y vale: mult geom( A, ) <mult alg( A,) En efecto, sean «,,...,a,
vectores linealmente independientes que generan A. Sean f,,,,..., [, elementos de C”
tales que {qa,....a¢,0B¢.>-->5, } es una base en C". Si definimos
S = [al oy Brae ,B,,J:=la matriz cuyas columnas son los vectores «,,f3;, resulta §
no singular y AS=[ia,---Aa, 4B, --AB,]. Como S7'S=I, tenemos

AL 1 *
B=S8"48=|--- ! --{ donde la matriz identidad / € M, . Entonces,

0o : C

p.(0)=p,(t)=(t— 1) det[t/ —-C]. Luego, K <L, QED.

TEOREMA 19. Sea A4>0. Entonces p(4)>0, p(d)eoc(4) y Fz>0 tal que
Az = p(A)z m

DEMOSTRACION. En el corolario al teorema 17 se vid que p(4)>0. Sea Aec(4)
tal que |/1|:p(A). Entonces existe x distinto de 0 tal que Ax=Ax y vale:
p(A)x|=|Ax| = |4 =|4x| < 4]x|. Definamos 0<y:=A}x|- p(A)x|. Supongamos que
0= y. Entonces, 0<4y=A(A !xl)— p(A)A|x|. Si w= A|x| entonces w>0 verifica
p(A)z <Az. Luego, por el corolario al teorema 18, p(A4)< p(A), absurdo. En

consecuencia y=0, |x

>0 y por tanto el teorema queda probado con z=|x|, QED.

TEOREMA 20. Sea 4>0, 1€ c(4), A # p(A). Entonces || < p(4).m
DEMOSTRACION. Sea Ac€o(4) y A# p(A), con autovector x. Supongamos que

|| =p(4). En la demostracion del teorema 19 se probd que x| es autovector

Zaﬁ X
i

solo ocurre si todos los x; estan sobre un mismo rayo, esto es, existe & tal que,

correspondiente a o (4). Entonces vale: 'ﬂle =

= p(A){xj‘ =Y a,lx,|. Pero esto
x; =|x,le’” . Esto es lo mismo que x=|x|e”. Entonces |x| es también autovector para 1
lo cual implica que A es real, o sea, igual a p (4), absurdo, QED.

TEOREMA 21. p=p(A) tiene multiplicidad geométrica igual a uno.m

DEMOSTRACION. Supongamos que z,w, sean autovectores correspondientes al
autovalor p . Por la demostracion anterior sabemos que existen 8, ¢ tales que:
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ez=p>0,ePw=¢>0.

Sea 0<f = mg’nq—’ y sea re R" definido por r, :=q,~ f p,. Entonces, r >0 verifica
J .
J

Ar = pr , de donde se deduce que =0 o bien r>0. Como por la definicion de S, r tiene

una componente nula, debe ser 7=0. Entonces, g= 8p, o sea, w = f"?®z  QED.

Recolectando resultados parciales, y ya demostrados, tenemos,
TEOREMA de Perron (1° parte ) Sea 4e M, (C), A>0. Vale:

a) O0<p(A)eoc(A),

b) Ix>0:4x = p(4)x,

c) si p(A4)# A€o (4) entonces |A| < p(4),

d) p (A) es un autovalor de multiplicidad geométrica uno.m

COROLARIO. Sea 4>0. 3,x, >0 tal que Ax,=p(A)x, y Y. (x, ),- =lm
J

A este vector se lo denomina aufovector de Perron.

Dada A>0, A" es también positiva. Sea y, su autovector de Perron:

A"y, = p(4")y, = p(4)y,. Trasponiendo resulta

Yo A= p(A)y;.
Se dice entonces que y, es el vector de Perron a izquierda de A. A p(4) se la

denomina la raiz de Perron.
Damos un criterio para encontrar la raiz de Perron de A.
TEOREMA 22. Sea A positiva. Si x>0 es un autovector correspondiente a A

entonces A= p(A4) y x>0. O sea, x es el autovector de Perron salvo por un factor

positivo.m
DEMOSTRACION. Las hipétesis implican que Ax>0, de donde sigue que 1 >0, x> 0.

Ademas se verifica que Ax < Ax < Ax. Aplicando el corolario del teorema 18 obtenemos
A=p(4), QED.

11. PROBLEMAS.
1) Sabemos que si ”H" es una norma matricial y Aeo(4),4eM (C), entonces

|/1| < I“Am Sea f{z) un polinomio no constante; entonces existe un polinomio monico p(z)

tal que (z)=K z* p(z), K# 0, p(z2)=z" +a,_ z"" +...+a,, a, #0. Obviamente, para acotar

las raices de f{z) basta acotar las de p(z).
La matriz acompariante de p(z) se define como:

- an—l - an—2 - al - aO
1 0 0 0
0 1 0 0
(1) C=C(p)=
0 0 10
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Ella verifica:
pc(2) = p(2)
como se ve calculando det(z/—C(p)) por cofactores de la 1* columna. Luego, p(z')=0

implica |z| smC (p)|| cualquiera sea la norma matricial sobre M, (C). En particular, si

se usa ||||“ = ||||||1 vale (cota de Cauchy),
@) |z Smax{|a0|, 1+la |, 1+|a,).....1+]a,., }
Si ”HH = H||“m vale (cota de Montel),
3) |2 Smax{l,!a0]+|al|+...+ a,. ).
2) Sean
[0 0 .0 0} [-a,, -a,, -a, -a,
1 0 .00 0 0 0 0
S- 0 1 .00 ’ R 0 0 0 0
00 .. 1 0 (0 0 .. 0 o
Entonces, S*R=R*S$=0y ”|S * S|“2 =1, mR*Rm2 =lag| +-+a, [

Para demostrar esto ultimo probar primero que
2
4l = 4= All, = [l 44+,
usando que |Bf], =marly* B b, <[, =1}

Entonces,

ol =le~cl, =l 0+ + o, ~Js 512, <] s, + e .
Luego, vale (cota de Carmichael y Mason),

(4) 2| < Q+lay| +-+-+fa, [ )72

3) Sea ¢q(z2)=(z-Dp(2)=z"" +(a,, -1)z"+(a,,-a, )z +--+(a,~q)z—a,.
Como 1<|ay|+|a, —a,|+--+|a,., —a,,|+1-a,_],

(5) 2] < Jao| +|ay —ap|+++a,, —a, | +]1-a,.].

4) TEOREMA (Kakeya). Sea fiz)=a,z" +..+az+a,, a,2a,  >--->a, >0; entonces
f(Z)=0>|z]<1. =

(Sugerencia: usar (5)).

NB. Valen cotas por abajo, v. g.:

ja)

, (Carmichael y Mason).

2

)1/2

n

12. AUTOVALORES Y AUTOVECTORES.
Supongamos A’ =4, AeM (R). Consideremos x7 Ax = > a,xx, pensado como
5

funcién numérica sobre { x € R” : x" x =1}. Como este conjunto es cerrado y acotado, la
funcion continua x” Ax alcanza su mdximo A alli, o sea, 3y: y" Ay=A donde y"y=1,
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mientras x” Ax< A si x’x=1. O sea, la funcién f(x):=x"Ax—Ax"x<0 para todo

xeR" verifica Ay)=0. Ademas, las derivadas parciales de f(x) respecto de x;

verifican: V j 0= —a—f—(y) = iZ(aikxixk - ﬂZx,f)l = Z(Zajkyk - lyjj :
Ox Ox, x=y .
Vale entonces que Ay=A4y, o sea,

PROPOSICION. /1 es autovalor de 4 e y es uno de sus autovectores. Mas aun, A es el
mayor autovalor de 4.m

EJERCICIOS. 1) Si g(¢) es un polinomio entonces Ax=Ax x#0=>q(4)x=q(1)x.
Luego, o(q(4)) 2 {g(1):A € o(4) }= g(c(4)), (ver corol. 1 al teor. de Schur).

2) Sea AeM (C). A es singular si y solo si 0e o(4). (sugerencia: det4=0 si y solo si
dx#0 tal que Ax=0).

3) Si 347" (es decir, 4 no es singular) y A€ o(4) entonces 120 y A ec(4™).

4) A4 se dice idempotente si A> = A. Ver que en este caso A€ g(A4) implica A=0 o 1.
5) A se dice nilpotente si A° =0 para alglin g. Ver que en este caso o(4) = {0}.

6) Si A es hermitiana entonces o(A4)c R. (sugerencia: conjugar la identidad
x"Ax=Ax"x)

7) St p,(t) =det(t] — A) ver quedet(A—-u)=(-1)"p,(1).

8) Si Ae M (R) entonces p,(f) tiene coeficientes reales. Ver que si A es un autovalor
no real, 1 o(4).

9) Si TeM,(C) es trangular superior, es decir, ;=0 parai>j, entonces

o) ={t,:i=1...n}, detT =], .

10) p, () (cf 7)) verifica p,(O)=1"~(@r A" +---+(-1)"det 4). Como
p,()=0-A4)...0—4,), verque tr A 2/1 det 4 = Hzl

11) Probar que un autovalor 4 es de mult1p11c1dad algebralca ksi p,(A)=p', (D)=
=-=p (D=0, pP(A)=0.

12) Si Ae M (R), nimpar, entonces 4 tiene un autovalor real.

13) St Ae M, (C) entonces tr A” = Z}“T ,(sugerencia: usar teorema de Schur).

14) Si A es diagonalizable entonces g(A4) también lo es.

TEOREMA 23. A~D, D diagonal, equivale a que existe un conjunto de n
autovectores de 4, linealmente independientes. m

DEMOSTRACION. (= ). Sea S no singular tal que §™'4S =D . Entonces AS=SD. Si
escribimos S = [x,...x,], donde cada x, es un vector columna, tendremos A4 x ;=dx;.
Luego, cada x, es un autovector, siendo la familia {x,,...,x,} linealmente
independiente por ser S no singular.

(«<). Sea {x,....x,} una familia linealmente independiente de autovectores

correspondientes a los autovalores A4,,---,4,. Sea § la matriz S:= [x,---x,]. § es no
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singular y vale AS=[ Ax,---4,x,]=SD, donde D es la matriz diagonal d; =1, Luego

ST7AS =D, QED.
Enunciaremos sin demostrar dos interesantes teoremas.

TEOREMA 24. Sean 4 y B diagonalizables. Las proposiciones

i) AB=BA,

if) 35 no singular tal que S74S=D,, S"'BS =D,,

son equivalentes. m

Este teorema vale también para familias conmutantes. Es decir, familias de matrices que
conmutan dos a dos.

A 0
TEOREMA 25. Sea C:‘ o BI con AeM, , BeM,, (sumadirectade Ay B). C es

diagonalizable si y s6lo sid y Blo son. =

TEOREMA de Schur. Sea A€M (C). Existe una matriz unitaria U tal que U*YAU=T
es una matriz triangular superior tal que o(7)= {t,.,. = 1,...,n}. St AeM_ (R) y
o(A4) c R se puede elegir Ureal. m

DEMOSTRACION. Por induccion sobre n. Para n=1 es cierto. Supongamos que vale

X1

para n—1. Sea A4, €c(4) y x, =| : | un autovector de norma 1 ( esto es, Z’xﬂr =1).
7

X

nl

Completamos con vectores z,,...,z, hasta formar una base ortonormal { x,,z,,...,z,}
(método de Gram-Schmidt). Sea U, =[x, z, .-z, ]. U, es unitaria y vale,

k i

* * O

UAU, = [A‘lxI’AZZ"“’AZn]= B ’
z, 0

BeM, (C)y p,)=@—-A4)p,(t). Entonces, a(4)=c(B)v {ﬂq } Por la hipétesis
inductiva existe Ve M _ (C), V unitaria, tal que V*BV=T, =matriz triangular superior,
con elementos de o(B) en la diagonal. Definamos,

1 0 olff4 * . *|f1 o . o] [4 * *

o 0 0 o

- - B . v vV'BY |
0 0 0 0
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es la matriz T requerida. Si Ae M, (R) y A, € R entonces existe un autovector real x; y

en la demostracion anterior se pueden tomar z,,--- z, reales. Entonces, U, y B son

matrices reales y por la hipotesis inductiva ¥ tambien lo es. Por tanto, U es real, QED.
COROLARIO 1. Si ¢(¢) es un polinomio, entonces:

a(q(A)={g(1): e c(A)}=q(c(4)).m

DEMOSTRACION. Si A;T entonces q(A);q(T). Pero q(7) tiene en su diagonal
principal a g( 4,),....q(1,). Luego, estos son los autovalores de g(7) que por otro lado
son los de g(4), QED.

EJERCICIOS. 1) Demostrar que el teorema de Schur vale con 7 triangular inferior.
2) Demostrar que Zt;‘ esta determinada por 4 aunque la matriz 7 del teorema de Schur

i<j
no esta univocamente determinada.
3) Probar que el producto de matrices triangulares superiores del mismo orden es
triangular superior.

Enunciamos sin demostracion un complemento del teorema de Schur.
TEOREMA 26. Sea Fc M _(C) una familia conmutante de matrices. Entonces existe

U unitaria tal que para toda 4 en F, U*4U es triangular superior.m

Estamos ahora en condiciones de demostrar el

TEOREMA de Cayley-Hamilton. Toda matriz A€M (C)satisface su propio
polinomio caracteristico. Esto es, p,(A4)=0.m

Probaremos primero un lema.

LEMA 3. Sean Ry TeM (C) de la siguiente forma: 7 es triangular superior

0 *
R= ,
o il

donde 7, es triangular superior en M, _ (C). Entonces, R'=RT tiene la misma forma que

R sblo que la matriz O en el angulo superior izquierdo es de orden A+1.m
DEMOSTRACION. Obsérvese que las primeras k& columnas de R son nulas. Luego,
cada fila de R comienza con & elementos nulos mientras que las primeras 4+1 columnas
de T terminan con n-k ceros. Luego, RT tiene sus primeras k+1 columnas nulas,
ademas de ser triangular, QED.

DEMOSTRACION DEL T. DE CAYLEY-HAMILTON. Sabemos por el teorema de

Schur que existe U unitaria tal que U AU =triangular. Entonces, p,(4)=p, U TU)=
=U"p,(I)U vy bastara probar que p,(I)=0. Pero p, ()= -A41)...(t—A,1) implica
p.(D)=T-A1)...T-2,1)=T,...T,. Cada T, es triangular y su elemento (7,), es

nulo. Probaremos por induccién que R; =7;...7; tiene sus primeras j columnas nulas.

verificando 7,,,,,, =0y

En efecto, esto es cierto para j=1, y suponiéndolo para j, resulta cierto para j+1 como
consecuencia del lema. Luego, p,(T)=R, =0, QED.

COROLARIO 2 (al T. de Schur). tr 4 =>" 7 m
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DEMOSTRACION. Sigue del ejercicio 10, de los que preceden al teorema 23 y del
corolario 1 con g(f)=t*, QED.
OBSERVACION. Si A es equivalente a B entonces trd* =trB*. Como

dimM (C)=n?, las n®+1 matrices 4°,A4',....A" son linealmente dependientes.

Luego, A" es combinacion lineal de las potencias A’, j=0,...,n* —1. Pero el teorema
de Cayley-Hamilton nos dice que A" se puede escribir como combinacion lineal de las
potencias A’, j=0,...,n—1. (Es mas econémico!). En otras palabras 4" = q(A4) donde
q(2) es el polinomio de grado <n, q(t) =t" - p ,(1).

COROLARIO 3. Si k£ >n entonces A* se puede escribir como un polinomio en 4 de
grado <n.m

DEMOSTRACION. A4* =A4*"4" = 4*"q(A)= polinomio de grado <k. Reiterando,
obtenemos un polinomio de grado menor que n, QED.

COROLARIO 4. Si AeM (C) y det A#0 entonces existe un polinomio de grado
menor que n, g(¢), talque 47 =g(4) .m

DEMOSTRACION. Recordemos que p,(O)=t"+at™ +...+a, donde
a,=(—1)"detA. Si det A+ 0 entonces por un lado existe A~'y por otro lado a, es no
nulo. Multiplicando 0=p,(4) por A™' obtenemos 0=A""' +a,A" > +...a,_ I +a A",

(a, -

es decir, la tesis con g(?) = —;p”—(t)z , QED.
a"l

Vimos en el teorema 23 que si 4 tiene n autovectores linealmente independientes
entonces es diagonalizable mediante una transformacién no singular. El teorema de
Schur dice algo mas y algo menos: la transformacion puede elegirse unitaria pero se
asegura solo la triangularidad. Caso particular del T.23 es el siguiente

TEOREMA 27. Si AeM (C) tiene n autovalores distintos dos a dos entonces es

diagonalizable.m

DEMOSTRACION. Sea o(4)={4,...4,} vy sean x® ... x" los correspondientes

®....,x™} es un conjunto linealmente independiente. En efecto, si no

autovectores. { x

fuera asi habria un r>1 tal que {x®,...,x”} es linealmente dependiente pero

{x®,...,x"""} linealmente independiente. Sean (a,,...,r,)# 0 tal que
x4+t x =0,

Luego, @, #0 y («,,...,a,_, ) #0. Aplicando 4 a la igualdad precedente obtenemos
A x® ++a, A x7 =0,

Si multiplicamos la primera igualdad por A y lo restamos de esta ultima resulta

(4 —A)axV ++-+(4,_, - A)er, ,x"™ = 0. Esto lleva a una contradiccion, QED.

DEFINICION 17. 1) El espacio nulo de una matriz B es el conjunto de vectores x tales
que Bx=0. Si B es no singular, su espacio nulo constara sélo del vector 0.
2) Si Aeo(4) llamaremos autoespacio de A correspondiente al autovector 1 al

espacio nulo de 4~ A/ . Lo denotaremos con N, .
Osea, N, = {x (Ax= ﬂx}: {autovectores de 4 correspondientes a 4 } U {0}.
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3) Se dice que un subespacio W — C” es invariante por A st VxeW setiene AxeW .
O mas brevemente, AW c W .m
EJERCICIO. 1) N, es invariante por 4.

2) Un subespacio no trivial, invariante por A, minimal, es generado por un Unico
autovector de 4.

DEFINICION 18. De A€M (C) diremos que es defectiva si existe A€ o(A4) tal que

su multiplicidad geométrica es menor que su multiplicidad algebraica.m
EJERCICIO. 4 es diagonalizable si y solo si no es defectiva.
DEFINICION 19. Se dice que y es un autovector a izquierda de 4 correspondiente al

autovalor A si y"A=1y" .=

EJERCICIO. Son equivalentes las proposiciones:
i) y es autovector a izquierda de A correspondiente a 4,

if) y es autovector de 4" correspondiente al autovalor A ,
iif) ¥ es autovector de 4" correspondiente a A .

Recordemos la definicidon de vectores ortogonales en C":

DEFINICION 20. x, y € C" se dicen ortogonales si y*x=<x,y>=0.
TEOREMA 28. Sean A, (C, A # u, y autovector a izquierda de A correspondiente a

A, x autovector de 4 correspondiente a u . Entonces x es ortogonal a y.m
DEMOSTRACION. y* A= Ay* Ax = x implican y* Ax = /1<x, y> = ,u(x, y) . Esto solo
puede valer si (x, y)=0, QED.

EJERCICIOS sobre el teorema de Cayley-Hamilton. ;Donde fallan los siguientes
argumentos?

1) p, (1) =detlt/ - 4]. Luego, p,(A)=det|4] — 4|=det0=0,
2) p,(1)=0VAec(A4). Por el corolario 1 precedente p,(A4) tiene por unico autovalor
a 0. Luego, p,(A)=0.

13. CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE SCHUR.
El radio espectral no es una norma, pero...

TEOREMA 29. Sea AeM (C). Dado £>0 existe una norma matricial ”H” tal que

p(A) <4< p(4)+ m

DEMOSTRACION La primera desigualdad ya fue probada en el teorema 12 para
cualquier norma matricial.

Por el teorema de Schur, A=U * AU con A triangular, U unitaria. Definamos, para >0,
la matriz A, como la matriz cuyos elementos diagonales son: £,¢°,... " y los restantes

nulos. Entonces, A,' =A,,, y AA, es la matriz cuya columna j-ésima es la columna j-
ésima de A multiplicada por ¢’ para j=1,...,n, mientras que A, 4 es la matriz cuya fila j-
ésima es la fila j-ésima de 4 multiplicada por #’. Por eso A;'AA, es la matriz tiangular

superior cuyo elemento ij es A,.J.tf" siendo los elementos diagonales los autovalores de

A. Como los elementos no diagonales tienden a 0 cuando ¢ — +0 podemos elegir 70
tal que

o s, <supla|+e)= o).
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Definamos ahora la siguiente norma matricial:
|B| = |aiuBU *A,|| =||s7BS|| dondes=U*a, .
Entonces,
4] = | vav*a,

| =[x sa,

L , QED.

DEFINICION 21. Diremos que la matriz 4 es convergente si A —0 elemento a
elemento.m

Entonces, 4 es convergente si y solo si ”A" " —>0.
[

TEOREMA 30. 4 es convergente si y s6lo si p(A)<1.m
DEMOSTRACION Sea p(A) <1 .Por el teorema 29 existe una norma matricial tal que

|||A|" <1 y vale ”lA" m < |||A|“k — 0. Pero todas las normas son equivalentes, luego

HA" “w — 0. O sea, 4 es convergente.

Supongamos ahora que ”A" Hw —0. St Aeoc(4A) y x es uno de sus autovectores

<1y p(4)<1, QED.

COROLARIO 1. Sea AeM (C), e>0. IC=C(4,¢) tal que Vi,
(4%),|<Clo(4)+e) m

entonces 4“x=A"x -0, 0sea, Vj Ax; >0. Luego,

DEMOSTRACION Sea A = —i——— Entonces p(Z) :M—— <1.En

p(A)+e p(A)+e
consecuencia, A es convergente y (Zk)y — 0 para £ —> o, Vi, j. Como toda sucesion
) ~0 (4 )i
convergente es acotada existe una constante C que acota a l(A ),.j| =
(p(4)+¢)

COROLARIO 2. Sea ”H” una norma matricial. Entonces,
p (=im ||

DEMOSTRACION Por el teorem de Schur y el teorema 12, (p(4)) = p(4*) < ”IA""[

1/

1k
.a

k
Entonces p(A) SHIA"I . Por otra parte, usando el corolario anterior,

|Z" 'L — 0 para

k— oo . Luego, <C . Usando la

4%, <C y vale por la equivalencia de normas, [|4]

definicion de A resulta H|A"mw <(p(A4)+£)C"* . Sigue el corolario, QED.

Veremos que el corolario 2 vale en condiciones mas generales.

DEFINICION 22. Diremos que una funcién f sobre C" es una prenorma si f es a
valores reales y verifica:

1. fx)=0,
2. si x es no nulo entonces f{x)>0 (positividad),

3. flax)= (a’j(x) (homogeneidad, que implica f{0)=0),

4. f(x) es continua como funcién sobre C"=R*".m
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TEOREMA 31. Sean f,, f, prenormas. Existen constantes positivas m y M tales que
para todo x, mf, (x) < f,(x) <Mf,(x) . m

DEMOSTRACION. Sea Z':{zeC " |z|| :1} Y es un conjunto compacto y por el

teorema de Weierstrass la funcion A(z):= £(2)

(2
minimo m en ¥, ambos necesariamente positivos. Esto es, 0<m<h(z)<M paraz en Z.
La homogeneidad de f,, i=1,2, implica que A(az)=h(z) para a y z no nulos. Y el

, positiva en X, tiene un maximo My un

corolario sigue inmediatamente, QED.
COROLARIO 2. Si fes una prenorma en M, (C)=C " entonces

p(A4)= llm(f(Ak )”"
DEMOSTRACION. Sea S 4)= |||A I” una norma matricial. Por el teorema 31, aplicado
en C", existen constantes positivas m, M, tales que m }A" m < f(A Y <M NAkm . Osea,
(mmA"m)l/k < (f(Ak ))I/k < (M“Akl )l/k.

Usando el corolario 2 del teorema 30 obtenemos la tesis, QED.

EJERCICIOS.
1) Sea 4>0, no nula. Si existe y>0 tal que Ay= 1y entonces A=p(4).

2) Sea A>0, no nula. Si existe y>O tal que Ay= Ay entonces (cf. teor. 18 y su corolario),

1
p(A) = maxmm—Zaq X, = minmax— Za

x>0 ls:sr:x x>0 1<isn x T vy

3) Sea A>0, no nula. Si existe y>0 tal que Ay= Ay entonces A es semejante a una matriz
no negativa con las sumas por filas iguales.

4) Si A>0 y x es el vector de Perron de 4 entonces: p(A)= Za

‘J’J

14. SERIES DE MATRICES.
DEFINICION 23. Sea Ae M (C). A se dice estrictamente diagonalmente dominante

(mas brevemente, 4 € EDD) si se cumple que |a,|> R, : Z Iau| = Zlaul »

j*l

TEOREMA 32. (criterio de invertibilidad de Levy- Desplaques). Si A€ EDD entonces 4
es invertible. m

DEMOSTRACION. Sea D matriz diagonal tal que d,=a,. Tenemos que D™'4 es la
matriz cuya fila j-ésima es la fila j-ésima de 4 dividida por a ;. Si definimos
B=I-D"4 resultab ;=0, b, =—a, /a, parai#}].
R,
Calculamos mBIH :mabebijI: axﬁ<l Veremos en el corolario al teorema 34
53] i - a
J i

que en este caso (I - B)'] existe. Pero A=D(I-B). Luego, A~ existe, QED.

Completamos con algunos resultados sobre series de matrices.
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TEOREMA 33. Sea 4”eM,(C) VjeN y || una norma vectorial. Si la serie
N
Z”A(")" es convergente entonces existe 4= A" = lim > A" m.
s
DEMOSTRACION. Como todas las normas son equivalentes resulta

“A'Lo = sup{la,.jl 1<, j Sn}SM”AH YAeM, . Luego, Z'ag.")‘ SMZ"A(")“ <0
h

P

Vi, j=1,...,n, de donde sigue la existencia de Y a\” =a,, QED.
h

TEOREMA 34. Sea AeM (C), "H" una norma matricial, a, 20, heN. Si
ZahmAI"h <o entonces ¥ a,A” converge. m

DEMOSTRACION. Basta observar que Z“[ahA"mSZahmA”r<oo y aplicar el

teorema anterior, QED.
COROLARIO. Sea 4eM (C), ”I”I una norma matricial y ”|A|” <1. Entonces /-4

es invertible siendo (/ —A) ' =/ +A+---+ A" +--- =
DEMOSTRACION. La serie Z|||A|”h es convergente, luego, por el teorema 34, existe
B = Al/im(1+A+---+AN). Pero entonces AB=B-1, o sea, (/I -A)B=1, de donde

sigue que B =(/—A)™", (ver observacién a continuacion del teorema 13), QED.
h

EJERCICIO. 1) e = i% esta bien definida (4° =1).
h=0 .
2) Sea AeM (C), ||||" una norma matricial tal que ”|1 ——A|” <1. Entonces A es

invertible, siendo A™ =>"(/ - A4)" .

k=0
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LA MATRIZ POSITIVA' Y SU ESPECTRO
PARTE 1Ill

15. TEOREMA DE PERRON, continuacion.
TEOREMA 35 (de Perron, 2* parte). Sea 4e M, (C). Vale:

k= p(4
izquierda de A4, ambos para el autovalor p(A4), normalizados por la condicion

k
1) lim{—A—)} =L, donde L=xy" con x>0, autovector de 4, y >0, autovector a

X'y=1=y"x.
2) p(A) tiene multiplicidad algebraica =1.m
DEMOSTRACION. Veamos 1). Recordemos el teorema 22 que afirma que
necesariamente un autovector positivo corresponde a p(A4). Observemos que L; =x,y,
implica que Lx=xy"x=x(y"x)=x. O sea, x es autovector de L para el autovalor 1.
Ademas I* = (" )" )=x(y"x)y" =xy" =L, de donde L" =L para m=12,..y si
A= p(A), AL=Axy" = Axy" = AL =x(Ay" )=xy" A = LA . Entonces,
A"L=LA" =" L= p(A)" L,
de donde (4—AL)* = A* -24°L+ 2*L=A* - 2L y por induccidn
(A-AL)" =A"-A"L.
Sea ahora x#0 autovalor de 4 — AL . Entonces existe w =0 tal que (A—AL)w = 1w .
Aplicando L a ambos miembros resulta 0= zLw, o sea, Lw = 0, resultando Aw = w.
Hemos probado entonces que o(4 — p(A)LY\{0} co(4).
Veamos que vale ademas:
o(A= p(DHDNO}c (D \o(4)}.
En efecto, sea A= p(4). Si A es autovalor de 4— AL con autovector w, la
demostracion anterior nos dice que ALw =0. Nuevamente Aw =(A-AL)w=Aw y w es
autovector de A correspondiente a A= p(4). Por tanto w es muitiplo del vector de
Perron x. O sea, w =ax . Pero entonces, Lw = xy’ (ax) =ax # 0, contradiccion. Luego

A no es autovalor de 4— AL .
La inclusion o(4- p(A)L)\{0}c o(A)\{p(4)} implica que el radio espectral de

(A- p(A)L) es menor que p(A4). Luego, p(—-éT)—Lj<l y por el teorema 30,
P

(i - LJ ~> 0. Pero, (LJ -L= (i -LJ — 0 y 1) queda demostrada.
p(4) p(4) p(4)

Veamos 2). Sea k:= multiplicidad algebraica de A=p(A4). Por el teorema de Schur

podemos escribir: A=U"AU con A triangular superior cuyos elementos diagonales
son A,...,4,4,,,,...4,, siendo |Aj|</l para j=k+1,....n.

m
Por esta razon (Ej es triangular superior con elementos diagonales 1,...,1,

(A //1)"',...,(2,,//1)'" que, para m —» o convergen a 1,..,1,0,..,0. Como A" =U A"U
resulta de 1) que:
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L=U" - - - - -|U=UAU.

Como Uy U” son matrices de rango » y la matriz A tiene rango por lo menos £, resulta
que (rango de L)>k . Pero como Lw=(xy" )w=x(y"w)=fBx con fB=(y"w), sigue
querangode L esunoy 1>, QED.

Enunciamos un teorema que probaremos mas adelante utilizando el T. de Gershgorin..
TEOREMA (Ky Fan). Sean 4, B e M, (C) tales que B> |Al Entonces todo autovalor

de A yaceenla regiéﬁ: L"J{z eC: |z—a,.,.| <p(B)-b, }.l
i=]

OBSERVACION. Si 4 >0, podemos aplicar este resultado con B=4, resultando
o(4) CU{Z eC:lz—a,|< p(A)—a,.,.}.
=1

Este resultado es mas preciso que o(4) < B, ,,(0).

Mencionamos otro resultado interesante:
TEOREMA 36 (E. Hopf). Si 4>0, p(A4) # 1€ o(A) entonces

4 < max{a,j}—min{a,.j}q
o(A) max{au §+ min{aij.} '

DEFINICION 24. Diremos que una matriz A€ M, (C) pertenece a la clase £ de las

matrices estocasticas si A >0y Za,.j =1 para i=1,..n. Side E yA" € E, diremos que
j
A es doblemente estocastica, 0 mas brevemente, que Ac DE . m

EJERCICIO. Si U es una matriz unitaria y a, = ’u. :

,j‘ entonces la matriz la,.jJeDE.

Toda matriz de permutacion P pertenece a DE
TEOREMA 37 (Birkhoff). 1) SeaAe M (C), Ac DE. Existen matrices de permutacion

B,---, P, y constantes a,,---,4,,, 0<a, <1, Za]. =1 tales que A=aq,F, +---+a, P, .
)N’ -2n+2=(n-1)>+1.m

Antes de probar el teorema repasaremos algunas nociones sobre conjuntos convexos.
m

Si x,--,x,eC",4>0>4=1y x=Y Ax, entonces x se dice que es una
—

combinacion convexa de los x,. Un conjunto K = C” se dice que es convexo si dados

x,y€ K y un nimero a, 0<a<1, entonces ax+(1—a)y € K. Se puede probar que K es

convexo si contiene las combinaciones convexas de todo subconjunto finito de K. La
convexidad se mantiene por sumas e intersecciones:
K, +K,={z =x+y:xeK,,yeK,} esconvexosiK, y K, lo son. Idem K nK,.
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Llamamos cdpsula convexa de un conjunto K al menor conjunto convexo § que
contiene a X. La denotamos con Co(K). Se demuestra que Co(K)= {z z = combinacién
convexa de puntos de K }.

NB. Si £ es finito entonces Co(E)=Co(E).

DEFINICION 25. Sea K un convexo cerrado. Un punto pe X se dice punto extremal de
Ksi p=ax+(l—-a)y,x,y € K, 0<a<l sblo se cumple si x=y=p. &

Se tiene el siguiente

TEOREMA 38. Todo convexo compacto (cerrado y acotado) tiene puntos extremales.m
El siguiente es uno de los teoremas mas importantes del analisis convexo.

TEOREMA 39 (Krein-Milman). Si K es un convexo compacto y E:=familia de puntos
extremales de K entonces Co(E)=K.m

DEMOSTRACION del teorema de Birkhoff. El conjunto DE de matrices doblemente

estocasticas es un conjunto convexo compacto de C " Las matrices P de permutacion

son los puntos extremales de DE. En efecto, los elementos de una matriz 4€DE

verifican 0<a; <1. Entonces, si ABeDE, 0<a<l, P=aA+(1-a)B, resulta

p; =aa, +(1—a)b; y la Gnica manera que p, pueda valer 0 o 1 es que a, =b, =p;.

Veamos que si 4€ DE no es de permutacion entonces no es extremal en DE. 4 tiene un

elemento a,; €(0,1). Como Za,.lk =1, hay un j, #j, tal que O<g,, <1. Como la
k

suma de la columna j, es 1, hay un i, distinto de 7, tal que 0<a,; <1. Seguimos asi

hasta que aparezca un subindice ya encontrado anteriormente. Nos quedamos con la
secuencia de indices comenzando en el indice repetido cuando aparece por primera vez
y terminando cuando aparece por segunda vez. Tendremos asi una sucesion de indices
de la forma:

il.jl’ilj’l’i‘ljz"'.’ih—ljh—]’ih—ljl’
dos a dos distintos, tales que los elementos de 4 correspondientes a esos indices son
poSsitivos y menores que uno.

Sea a el minimo de estos elementos. Sea B la matriz cuyos elementos i, j, son iguales a
+1, los elementos 7, j,,, son iguales a —1, (j, = j,) y los restantes elementos nulos.
Definiendo A, :=A+aB, A. = A—aB resultan A, 20,4_20 y las sumas de sus filas y

columnas son iguales a +1. Luego, 4,,4. € DE. Como A=-;—A+ +%A_ sigue que A no

es extremal. El teorema de Birkhoff sigue ahora del teorema de Krein-Milman. QED.

16. LOCALIZACION DE LOS AUTOVALORES.
Vamos a demostrar el teorema de Gershgorin que nos dice por donde estan localizados
los autovalores de una matriz, A M, (C). Para ello enunciamos un teorema sobre la

dependencia continua de los ceros de un polinomio respecto de sus coeficientes.

TEOREMA 40. Sean n>1 y p un polinomio con ceros 4, , i=1,...,n,
px)=ax"+---+ax+a,, a, #0.

Entonces, para todo £ > 0 existe un § >0 tal que, para todo polinomio
q(x)=b,x" +---+bx+b,, |b,. —a,.| <90,
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hay una forma de enumerar sus ceros, u,---,4,, de manera que se verifique
A —|<e.m

COROLARIO. Los autovalores de una matriz 4 € M, (C) dependen continuamente de
los elementos de la matriz.m

TEOREMA 41 (Gershgorin). SeadeM (C) y R, (4) = Z’ajl . Vale:

ij
J=i

1) Los autovalores de 4 estan localizados en la region
GA)=fz |z —a,| < R, (4)}, (=unién de n discos).
i=l

2) Si k de estos discos forman una region G, (4) conexa maximal entonces en G hay

exactamente £ autovalores.m
DEMOSTRACION. 1) Sea 4 un autovalorde 4 y x =0 tal que Ax= Ax. Sea p tal que

‘xp' = max {[xil i=1...,n } Entonces, Ax, => a, x, implica que

P
J
(A-a,)x, = Zapjxj :
J=p

Usando la desigualdad triangular y la definicion de p: ll—-app”xp‘ <R, (A)lxp|. O sea,
A-a,|<R.(A). Luego, 1cG(A).

para algun p,

k
2) Supongamos que G, = U{|z—a,.,.| <R/(A) } es conexo, disjunto de G(A)\G, . Sea D
i=l

la matriz diagonal tal que d, =a,, i=1,...,n y B la matriz definida por A=D+8.
Definamos, A, =D+&B, 0<g<1. Tenemos R}(A4,)=&R)(A). Obsérvese que los
discos que forman la region de Gershgorin de A, tienen el mismo centro que los de
G(4) y radio menor. Luego, & discos de los que forman a G(4,) estanen G, y n—k
discos en G(A)\G, . Por el teorema 40 podemos numerar los autovalores de A, de
manera que A (4,) sea una funciéon continua de £ para cada i=1,....n, sobre el
intervalo [0,1]. Pero 4, = D y podemos suponer que 4,(4,)=a, .

Luego, si 4,(4,)€G, entonces A,(A,) pertenece a G, para todo £, 0<g<1. En
consecuencia, para ¢ =0 hay exactamente £ raices en G, . Pero entonces lo mismo vale
para todo ¢, en particular para £ =1. En efecto, el nimero de autovalores de A, en G,

es una funcion continua de ¢ (corolario del teorema 40), pero siendo a valores enteros
debe ser constante pues su dominio es conexo, QED.

La region G(A) se denomina la region de Gershgorin (para filas) de 4. Los discos
individuales en G(A4) se conocen con el nombre de discos de Gershgorin.

Observemos que A y S™'AS tienen los mismos autovalores aunque sus regiones de
Gershgorin son en general diferentes. Por ejemplo, si S es la matriz diagonal s, = p, >0

se obtiene que (S~'4S )y =D,a; / p; - Aplicando el teorema de Gershgorin a esta matriz
y a su traspuesta, se llega al siguiente
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COROLARIO. 2) 6(4) cG(S™4S) = U{ |z —a,|< iZ Pelay |}
=l 14

i ki

0 065 a5 =U -aul< p Tl /.|

i=1 ki

1 1
EJEMPLO. Sea A={O 2} Entonces o (4)={1,2}. Si aplicamos el teorema de

Gershgorin tenemos que G(4) es el disco de radio 1 y centro en 1. Sin embargo usando
el corolario obtenemos una acotacion que puede ser mejor:

O‘(A)c{z:lz—lls%}u{Z}.

1

Veamos la siguiente aplicacion:
TEOREMA 42 (Ky-Fan). Sea Ae M, (C), B >|4|. Entonces

a(A)cL_"J{|z—a,.,,}Sp(B)—bﬁ ! m

DEMOSTRACION. 1) Probaremos que vale la tesis en el caso B>0.
En este caso por el teorema de Perron existe x >0 tal que Bx = p(B)x . Entonces :

Y las|x, < 3[py|x, = (Bx), —b,x, = (0(B)=b,)x;.

J=i J=i
Por lo tanto, si aplicamos el corolario anterior con p, =x, obtenemos la tesis para el
caso B>0.
2) El caso B2|A| se puede reducir a este caso considerando la matriz positiva

B_.=B+¢l,que también verifica B, > A. Por 1)

sy J{z-a,|< pB)- B, +2) }

Pero para £ >0, po(B,)—(b, +&)— p(B)-b, ,y sigue la tesis, QED.

1

17. MATRICES NO NEGATIVAS, MATRICES IRREDUCIBLES Y MATRICES
PRIMITIVAS. TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS.
Recordemos el

TEOREMA 43 (de Perron). Si AeM (C), A>0, vale:
a) p(4)>0,

b) p(4)ec(4),

c) 3x>0: Ax= p(4)x,

d) p(A) es algebraicamente simple.

e) Si Aea(4) y 4+ p(4), entonces || < p(4),

f) i:pqu)] — L, L=xy", donde Ax=p(A)x, A"y = p(A)y,

x>0, y>0 x'y=1. =
Vamos a estudiar cuales puntos siguen en pie para A>0.
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EJERCICIO. Recurriendo a las matrices probar que, excepto

1| {1 O |0 1
0’10 1/ |1 O
b), el teorema precedente no vale si la hipétesis A4 >0 se reemplaza por 4>0.

Probaremos que, con modificaciones, valen a), ¢) y d). Comencemos con a) y ¢).
TEOREMA 44. /) Si AeM _ (C), A>20 entonces p(A)ec(4) y Ix=20, x=0, tal

que Ax = p(4)x.

ii) Si existe un entero k>1 tal que 4* >0 entonces p(4)>0 y Jx>0 tal que
Ax=p(A)x.m

DEMOSTRACION. #) Lo probaremos aproximando A por la matriz positiva
A(e)=A+eZ donde = tiene todos sus elementos iguales a 1 y £>0, a la cual se

aplica el teorema de Perron. Sea x(g) el vector de Perron de A(g) . Entonces, x(g)>0,
Zx(g),. = ||x(8)”] =1. El conjunto {x: ||x||] =1} es compacto en C". Podemos entonces
encontrar una sucesion {e‘k}i« 0 tal que x(g,), > x, >0 para todo i y k—> . Pero
Z X, = I{I_Zto ||x(£k )"l =1. Por tanto x # 0. Por otra parte, por el teorema 2,

p(A) < p(A(g,)) < p(A(e, ).
Luego, la sucesion p(A4(g,)) es monodtona decreciente y converge a un limite

P2 p(A). Ademas, Ax= px. Pero entonces, peo(A) y p<p(A). Osea, p=p(A).
ii) Sea x un autovector no negativo correspondiente a o= p(A4). Entonces

A*x=A(px)=p’x, .., A'x=p*x. Si A* >0 entonces, por el teorema 22, p* es su
raiz de Perron y x es un multiplo de su autovector de Perron. En consecuencia, p >0 y
x>0, QED.

EJERCICIO. Sabemos por el teorema 18 que si A>0, x>0 y Ax< fx entonces
0

1
A)<pB. Usando 4=
p(A)< p. Usando [02

1
} y x=|i0:| probar que el resultado no vale para

. . 1 &
x>0, x#0. Mostrar también que p(A4) = min max — E a;x;.
x>0 i X =
i Jj=1

Complementamos a continuacion el teorema 44.
TEOREMA 45. Sea Ac M, (C), A>0, A* >0. Entonces, p(4) es algebraicamente

simple y todo A€ o(4)\{p(4)} verifica |4| < p(4).m
DEMOSTRACION. Sabemos que o(4*)= {/1" ‘Ade O'(A)}. En consecuencia, si

p=p(A) fuera maltiple para 4, p* seria multiple para A*, contradiciendo d) del
teorema 43 de Perron. El resto sigue de e) de ese teorema, QED.

NB. Observemos que una matriz 4 que verifica A>0, 4 >0, tiene la propiedad FC.
1
Luego, por el teorema 6, es irreducible. La reciproca no es cierta: A=L Ojl es

irreducible pero ninguna de sus potencias es positiva.

Caracterizamos a continuacion esa clase de matrices irreducibles.

DEFINICION 26. 4>0 se dice primitiva si es irreducible y posee un solo autovalor
de médulo maximo.m
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TEOREMA 46. La matriz 4> 0 es primitiva si y sOlo si existe un nimero natural £>0
tal que 4* >0.m

DEMOSTRACION. <. Es el contenido del teorema 45 (ver NB a continuacion del
mismo).

— . Repasemos la demostracion de 1) teorema 35. O sea, del teorema de Perron 2°

parte: lim{%ﬂ =L=xy" . En dicha demostraciéon solo se usan los siguientes
m—»0 p

hechos: 1) p(A4)>0 es un autovalor geométricamente simple, 2) p(4) es el unico

autovalor de modulo maximo, 3) A (resp. A" ) tiene un autovector x >0 (resp. y>0),

correspondiente a p(A). En el proximo teorema de Perron-Frobenius se vera que 1)-3)

valen para toda matriz irreducible no negativa, en particular para matrices primitivas.
Aceptando esto podemos repetir la demostracion mencionada y concluir que

lim[—é—qﬂ =L=xy" donde x>0 e y>0 implican L>0. Entonces para m
P

m-->0|

suficientemente grande 4™ >0, QED.

Probaremos ahora los resultados del teorema de Perron que se mantienen validos para
matrices irreducibles.
TEOREMA 47 (Perron-Frobenius). Sea 4 >0, irreducible. Vale

a) p(4)>0,

b) p(d)ec(4),

c) x>0 tal que Ax=p(A) x,

d) p(A4) es algebraicamente simple.m

DEMOSTRACION. a) La hipotesis implica que o = miin Zaij,> 0. Por teorema 17, 1),
J

resulta p(4)2a >0.
b) Ya lo demostramos en 1) del teorema 44.
c) Ix>0, x =0, tal que Ax = p(A)x, (cf i) T.44). Luego, (] + A)"'x=(1+ p(4))""'x.
Pero por c) del teorema 6, la matriz (I + A)"" es positiva y por tanto (/ + 4)"'x>0. En
consecuencia, x>0.
Para probar d) necesitamos un lema.
LEMA. Si AeM, (C) y Aeoc(A) tiene multiplicidad algebraica k& entonces
1+ Ae o({ + A) con multiplicidad algebraica £&. Ademas, p(/ + A)<1+p(A4). S1 A>0
entonces p(I +A) =1+ p(4) .m
DEMOSTRACION DEL LEMA. Observemos que

p, (O =det]] - d]=det[¢+DI - + A)]=p,,, (¢t +1). Osea, p, O =]](t-1,)=

=H(s—(/?,j +D))=p,. . (8), s=t+1.

Entonces, si A es un cero de multiplicidad ¥ de p,(f), A+1 es un cero de
multiplicidad k¥ de p,, ,(s). También, o(/+4)= {u =1+1: 1€ O'(A)} y por tanto,
p(I+A)<1+p(A4). Si A>0 entonces p(A)eoc(A) yv 1+ p(4A)eoc(l +A). Luego,
p(I+A)=1+ p(4), QED.
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Demostracion de d). Si p(A) fuera de multiplicidad algebraica 4 entonces 1+ p(A4)
seria de multiplicidad algebraica k para /+A. Pero I+ A4 es positiva y 1+ p(4) es su
autovalor de Perron. Por teorema 35, 2), k=1, QED.

Agregamos a continuacion un resultado, €) del siguiente teorema, que complementa al
teorema de Perron-Frobenius en el caso de matrices primitivas (v. Def. 26).
TEOREMA 48. Si 4>0 es una matriz primitiva entonces valen:

a) p(4)>0,

b) p(4)ec(4),

¢) dx>0 tal que Ax=p(4) x,

d) p(A) es algebraicamente simple,

e) lim[%ﬂ =xy" =L donde x>0 es autovector de A para p(4), y>0 es
m-—>c0| p

autovector de 4" para p(4) tal que y'x=1.m

DEMOSTRACION. Para los puntos a)-d) ver teorema 47 y definicion 26. Para e)
recordar que ya notamos su validez en la demostracion del teorema 46, QED.

18. EXTENSION DE ALGUNOS RESULTADOS A MATRICES NO NEGATIVAS.

AUTOVALORES DEL MISMO MODULO.
Sea Ae M (R),A20,ae R, a 20 (v. Corol. del Teor. 18).
TEOREMA 49. /) Supongamos que 3 x>0, no nulo, que verifica Ax>a x . Entonces
p(A)za. '
ii) Sea x>0, no nulo, tal que Ax> p(A4)x.Si Iy>0 tal que y' 4= p(4)y" entonces
vale Ax= p(A)x .=
DEMOSTRACION. /) Sea A(g)=A+&eZ, (definicion en el teorema 44) . Entonces
A(g)>0 vy existe un vector y(£)>0 tal que y(g)" A(g) = p(A(g)) y(e)". Ademas
A(g)x—ax> Ax—ax>0. Multiplicando por y(g)" resulta:

0 < y(e)" (A(e)~a)x =(p(A(e))~a)y(e) x.

Luego, p(A(g))—a>0. Como los autovalores de A(g) convergen a los de A resulta
que p(A(g)) = p(A) e i) queda probado.
if) Por hipétesis, Ax—p(A)x>0. Si fuera #0, multiplicando por y’ resultaria
V' (Ax—p(A)x)>0. Pero y" (Ax— p(A)x)=(p(4)—p(A)y" x=0, contradiccion,
QED.

TEOREMA 50. Sea 4>0. Vale p(4)= méx min iZa,.jxj , (el minimo se toma
- X2 1 x, j
sobre los x; #0 y el maximo sobre los x no nulos).m

DEMOSTRACION. Sea x>0, no nulo, y sea & :=min -}—Za..x. (solo sobre los 7 con
. 7

¥y

vy
J

a<p(4).Si A>0, existe x>0, x#0, con Ax= p(A)x, (cf teorema 44). Entonces
el maximo de los « se alcanza sobre ese x y es p(4), QED.
NB. Comparese el Teor. 50 con el gjercicio a continuacion del Teor. 44.

x,#0). Entonces, ax,<» a;x;, Vi, o sea, ax<Ax. Por el teorema anterior
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Recordemos que el teorema 2 afirma que |C | <D= p(C)< p(|C |) < p(D). Veremos que

pasa si esas desigualdades son igualdades.
TEOREMA 51. Sean A,Be M (C), A=0, irreducible. Supongamos que |B|< 4 y

p(A)=p(B). Si A=e”p(B)eo(B) entonces existen nameros reales 6,,...,0, tales
e 0
que B=e?DAD™ con D matriz diagonal, D = .Osea, |[4|=|B| y
0 e'%
B=[b,]= e‘¢lei(6*'6‘)ak,].l
DEMOSTRACION. Existe x#0 tal que Bx=Ax. Entonces, |Bx|= p(A)x|<|B]|x|<

< AJx|. Por ii) del teorema 49 (la irreducibilidad de 4 asegura la existencia del y>0)

sigue que las desigualdades son igualdades y que |x| es autovector de 4 y de |B| Por el
T. de Perron-Frobenius resulta [x|> 0. Entonces estan bien definidos: ¢ =x, /|x,| y
vale x = Dlx|. Escribimos Ax =e'*p(4)x =" p(4) D|x|= Bx = BD|x|. Luego,

p(A)|x|=e D' BD|x| = §|x| . B=e"D'BD.
Observando la.matriz B =e™*D™'BD vemos que |B| = ‘E’ y las identidades anteriores

muestran que p(4)|x| = Ax|= E[xl , IEI < A . Entonces tenemos,

Zaij|x1" =Zbﬁ\xfl= Zbijle|
7 7 7
i

La ultima igualdad implica que b j’x j‘ es real y no negativo para cada ij. Luego, B>0.

Vi.

La primera igualdad junto con |x| >0y B<A4 implican B=4, ‘QED.
COROLARIO. Sea A>0, irreducible y p(4d)=Aeco(4) tal que [A]=p(4).

Entonces, A=e¢®DAD™ con D como en el teorema y e :—(/-1—)—. O sea,
P
i(6:-6)
a,z0> ) =1, ®=6,-6,. =

TEOREMA 52. Sea 4 >0, irreducible. Vale
i) Si S={1 =p(4), Ay s A ) €s la familia de autovalores (distintos) de A de
modulo  p(4) entonces cada A, es de multiplicidad algebraica uno vy
S = {ez”i””‘p(A):p =0,....k~-1 }

ily Si Aeoc(A4) entonces Ae*"?'* ec(A) para p=0,..,k-1 y con la misma
multiplicidad.m

DEMOSTRACION. Notemos el siguiente hecho. Sea 4

n-u

—e*%p(4)e S . Aplicando
el corolario al teorema 51 resulta 4 =¢e'* DAD™ . Entonces p,(f) es igual, salvo por un
factor constante, a p,, . (e"*1)=p,(e"*1). Luego,

(*) Aeo(4) siysolosi e*1eo(4) ycon la misma multiplicidad algebraica.
En particular, %S =S . Esto implica que
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(™ dados u,r e {O,...,k—l} existeun g e {O,...,k —1} tal que ei“‘l,,_q =1, =e*p(A).
Entonces, ¢, +¢, =¢,(mod 27). Esto prueba que {@, =0,4,,...,4,_, }=:G es un grupo
abeliano con la operacion suma (mod 2x) .

Supongamos los ¢ ordenados: 0=¢, <@ <---<@, , <27z Entonces, G, ={ h¢, :he Z}
(mod 27) es también un grupo abeliano con la operacion suma (modulo 27 )y G, cG.
Si estos dos grupos no fueran coincidentes habria un ¢, tal que A¢ <@, <(h+1)g4 y en
consecuencia 0<¢, —hg <g . Pero esto es un absurdo pues ¢, —hd € G y es menor
que 4, . Luego G =G, lo que prueba 7).

Para demostrar i7) basta aplicar (*), QED.

COROLARIO 1. Sea 4>0, irreducible. Entonces & es divisor de #{ﬂ co(4): 4 iO}.

Si A es no singular entonces £ es divisor de n.m
COROLARIO 2. Sea 4>0, irreducible. Sea 4™ = la.(."')l. Si hay & >2 autovalores de

U
modulo maximo, entonces, Vi=1,...,n, si m no es multiplo de k£, a'™ =0. En
particular, a, =0. m
DEMOSTRACION. Sea ¢=27/k, A=e"’p(4). A=e?DAD™ implica
A" =e™DA"D™" de donde a{” =e™a'™ . Como e™ =1 si m/k no es entero tiene
que ser ai™ =0, QED.
EJERCICIO. Sea 4 >0, irreducible.
i) Si a; >0 para algiin 7 entonces p(A) es el unico autovalor de médulo maximo.

01 1
ify Lareciprocano vale: A=1 0 1|, o(4)= {2,—1,—1}
1 10

Enunciamos algunos teoremas complementarios.
TEOREMA 53. Sea Ac M (R), A20, p(4)>0.Si Aeo(4) y [A|=p(4) entonces
Alp(A)=e? es una raiz de la unidad: e* =1 para cierto k, 1<k<n. Para
p=0,....k—1vale e”?p(4d)cc(4). =
NB. Pero puede ocurrir que no sean estos ultimos los unicos autovalores de modulo
maximo.
TEOREMA 54. i) Sea A>0, irreducible. Sean x>0, y>0 tales que x'y=1
Ax=p(A)x, A"y = p(A)y . Entonces (convergencia en media Césaro),
N m

limi [LJ =L=xy".

Noo N o3| p(4)
11) Existe C =C(4)>0 tal que

N m
Lz[_fi_} ;
N m=1 p(A)

'iii) Si ademas 4 es primitiva y 1>7> |/1|/ p(A), VAeo(4), 1+ p(4), entonces existe
C =C(A,r) tal que ”(A/p(A))"‘ —L” <Cr" m=12- m

s—g VN 21
N
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El siguiente teorema debido a Wielandt precisa la caracterizacion dada en el teorema 46.
TEOREMA 55. Sea Ae M (R), A>0. A es primitiva si y sblo si 4”2 >0.m

El exponente, en general, no puede disminuirse. Pero vale el siguiente resultado,
TEOREMA 56. Sea Ae M, (R), A>0, irreducible. Si todos los elementos de la

diagonal de 4 son positivos entonces A" >0 (y 4 es primitiva).m
DEMOSTRACION. Sea a:min{an,...ann} y D la matriz diagonal cuyos elementos

diagonales coinciden con los de 4. Sea B=A—D >0. Por ser 4 irreducible también lo

n-1
es B. Luego, A>al+B= a([ +£j . Portanto, 4" >2a"”" (1 +£j >0, QED.
a a

TEOREMA 57. Sea A€M, (R), A=0, irreducible. Sea { P, } la familia de nodos de
I'(4) . Denotamos con L, = {k1 (). k,( j),...} al conjunto de las longitudes de todos los
caminos dirigidos que comienzan y terminan en P, j=1,...,n (o sea de los ciclos). Sea
g, = maximo comun divisor de los elementos de L, . Vale:
A es primitiva si y s6lo si g, =1 paratodoj.m

DEMOSTRACION. L;# pues A4 es irreducible. Supongamos que 4 es primitiva.
Entonces, 4™ >0 para cierto m. A no tiene ninguna columna de ceros pues A" es
irreducible. Por tanto, 4™* >0 Vk>0. En consecuencia, L;> {m,m+1,...} lo cual
implica que g, =1.

Si por el contrario 4 no es primitiva entonces A tiene k>2 autovalores de médulo
maximo. Por el corolario 2 del teorema 52, si m no es un multiplo de & entonces

a,.(i’”) =0. Luego, L, c {k,2k,3k,...} para cada j=1,...,n. En consecuencia, g, es
divisible por k. Luego, g, 2k >1, QED. .

COROLARIO. Sea Ae M (R), A>0, irreducible. Si 4 no es primitiva entonces, para
todoj, g, >1 m

NB. Un teorema de Romanovsky afirma que si 4>0 es irreducible entonces los g; son
todos iguales al nimero de autovalores de 4 de modulo méaximo.

DEFINICION 27. Sea AeM (R), A>0, primitiva. y(A4) representa al indice de
primitividad de 4 que es el menor k tal que 4° >0.m

TEOREMA 58. Sean Ae M _(R), A>0, primitiva y s la longitud del ciclo mas corto
en I'(4). Entonces y(A4) <n+s(n—2).m

Aceptaremos este resultado para presentar una prueba del teorema de Wielandt.
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 55. Basta ver que y(4) <n’—2n+2 y esto para
n>1. Como 4 es irreducible hay ciclos en I'(4) . Si el mas corto tuviera longitud s y s=n
se presentaria una contradiccion con el teorema 57. Entonces s<n y tenemos

y(A) <n+s(n-2) <n+(m-1)(n-2)=n’-2n+2, QED.

Si algun elemento de la diagonal de A4 fuera positivo entonces s=1 y tendriamos
y(A) <2n-2. Este resultado se mejora con el siguiente que implica al teorema 56.

TEOREMA 59. Sea A M (R), A>0, irreducible. Si 4 posee d elementos diagonales
positivos entonces y(4) <2n—d -1.m
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LA MATRIZ POSITIVA Y SU ESPECTRO
PARTE IV

19. FORMAS CANONICAS. Supongamos dada una familia de entes en la que hay
definida una relacion de equivalencia. Diremos que tenemos una forma candnica
asociada si en cada clase de equivalencia es posible elegir un (o esencialmente un)
objeto. La idea es que a los fines que interesan deberia bastar con utilizar la forma
canodnica equivalente al elemento en estudio de la que se espera sea mas manejable. En
nuestro caso la familia es M (C), o bien M (R), y la equivalencia se define por la

semejanza entre matrices: A~ B <> 35:detS#0y B=SAS™" . Una forma canénica en

esta situacion es la llamada forma de Jordan que analizaremos. Si la relacion o se
definiera por la posesion del mismo polinomio caracteristico nos encontrariamos con
que A~B=Ax B, aunque la reciproca no es cierta. Si la relacion fuera =, en cada
clase de equivalencia tendriamos demasiadas matrices triangulares superiores para
utilizar como representante de la clase (cf. ejemplo 3) siguiente). La forma de Jordan es
una de ellas pero es esencialmente Gnica. Si bien las matrices triangulares superiores
tienen demasiados elementos, n(n+1)/2, para distinguir la semejanza, las matrices
diagonales, que son de Jordan, no tienen los necesarios para hacerlo. En efecto,
PROPOSICION. Una matriz de Jordan no es necesariamente diagonalizable.m

DEFINICION 28. 1) Un bloque de Jordan .J,(4) es una matriz triangular superior de
orden k de la forma, J,(1) =[],

A 1 0 0

0 4 1 0 0

0 0 4 1 0
(M J (D)=

0 00 . 41

00 0 . . 4
i) Una matriz J de Jordan de orden » es de la forma,
S, (&) 0 . 0

- [ YA € B

, n+n,+..+n,=n.
0 0 oI,
1) Una matriz A se dice no derogatoria si todos sus autovalores tienen multiplicidad
geométrica uno.m
Desafortunadamente la forma de Jordan no es estable para el calculo, lo mismo que el

rango de una matriz, pero si se la conoce se tiene mucha informacion sobre la matriz
dada originalmente.

Jtiene n— h unos. Sus autovalores 4, 4,,--- no son necesariamente dos a dos distintos.
Veamos la proposicion. Sea J=J,(4) un bloque de Jordan de orden £ mayor que uno.
Si fuera diagonalizable y semejante a la matriz diagonal D tendriamos J=SDS~' y
D=2I Luego, 02J-D=S(ANS"' -D=AI-D=0.

Si e, representa al versor columna que tiene un 1 en el lugar / vemos que J, (1) tiene

un solo autoversor: e,. O sea, es no derogatoria. Y la matriz J en ii), tiene k autovectores
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linealmente independientes de multiplicidad 1 correspondientes a A,4,,---, 4,

€,,€,.1,€,.. ., " - Es decir, hay solo un autovector por bloque. En efecto,
X, X X,
®) J, (Ax=(A+J,0)x=2x+J,0) |=4 |+
. . xn
X, X, 0

O sea, x es un autovector de J, (1) para el autovalor 4 si es un multiplo de e,. Por otra
parte, e, es el unico autovector para ese autovalor salvo por un factor no nulo.
Obsérvese que (J,(0))" =0 yque p, ,\(H)=(-A1)".

0 0
EJEMPLOS. 1) Sea A(g):ﬁ OJ‘ Su matriz de Jordan es J, = {O
£

0] .
] st £#0.
Pero la matriz de Jordan de A(O) no es J,,.

e 0 . .
2) B(g)= [O OJ tiene rango 1 para todo £ = 0 pero su limite, B(0), tiene rango 0.

0 1 0
3) V::[O O:|' Vz{o :j,a>0. No existe C tal que C*> =V . En efecto, o(C) ={0}

y la forma de Jordan, J, de C tiene ceros en la diagonal, por lo que C*=S8J°S™" =0.
El siguiente resultado mejora al teorema de Schur.
TEOREMA 60. Sea AeM (C) con autovalores distintos 4,,---4, de multiplicidades

n,---,n, . Entonces 4 es semejante, 4 =S7S"', a una matriz triangular superior 7 de la

forma
70 0
0 T, 0
4) T=
0 0 0 7,

donde 7, e M, es triangular superior con sus elementos diagonales iguales a 4, .

Si 4 es real lo mismo que sus autovalores entonces S puede elegirse real.m
DEMOSTRACION. Usando el teorema de Schur podemos suponer A=T=T%",
triangular superior, y los A,,---4, ordenados en la diagonal de 4, agrupados los iguales.
Dado el indice rs, sea £ la matriz cuyo elemento 7s sea 1 y los restantes nulos.
Supongamos r<s. Como ([-aE)I+aE)=I resulta I—aE=(I+aE)". Entonces
T® :=(I-aE)T"(I +akE) tiene los mismos elementos que 7™ salvo eventualmente
los de indice rs,r(s+1),--,(r = 1)s,(r —2)s,---. Ademas, ¥ =¢,_+a(t, —1_). Luego, si

1, #1, podemos elegir a tal que 7> = 0. Repitiendo este procedimiento se llega en un

paso j a una matriz T de la forma (4), QED.

TEOREMA 61. Una matriz triangular superior con elementos diagonales iguales a A
es semejante a una suma directa de bloques de Jordan con elementos diagonales iguales
a A. Es decir, a una matriz de Jordan J cuyos elementos diagonales son todos iguales a
A.m

No demostraremos esta Gltima proposicion.
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TEOREMA 62 (de Jordan). Sea AeM , (C).

i) Existe una matriz no singular S tal que 4 =S/S~' con.J una matriz de Jordan:

J. (&) o . 0
(5) J=J(4)= 0 Ik 0 , n=n+..+n,.
0 0o . J,(4)

if) Los autovalores 4, no son necesariamente distintos.

iit) Si 4 es real con autovalores reales entonces S puede elegirse real.

iv) La matriz de Jordan J=J(4) es tnica salvo por una permutacion de los bloques
diagonales.m

DEMOSTRACION. 1)-iit) son consecuencias inmediatas de los teoremas 60 y 61. No
demostraremos el punto iv), QED.

20. CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE JORDAN. Los elementos iguales a 1 en
J pueden modificarse. En efecto, vale el
TEOREMA 63. Sea AeM , (C).

i) Dado £ >0 existe una matriz no singular R tal que J = R'AR y

J, (4,€) 0 ) 0
0 J s . 0
) J=J(&) = n(%::€) con
0 0 -, (4, €)
(1l g 0 0]
0 4 ¢ 0
0 0 4 ¢ . O
) J.(4,e)= eM, (C) .

0O 0 0 . A ¢
000 . . 4
i1) SiA y o(A) son reales entonc—es R puede elegirse real.m

DEMOSTRACION. Sea D la matriz diagonal: diag(l,&,---,¢™"'). Supongamos que

W=S8"'AS sea una forma de Jordan asociada a la matriz 4 y R=SD. Entonces, el
elemento ij de Wes igual a ) (§7),, 4,8, yelde J =(D"'S™)A(SD) igual a
k1

S, — . . . .
Z( ,._1)”‘ 4,88’ ' . En consecuencia, J y W tienen los mismos elementos diagonales y
ki €

i =W, ne=l.g, QED.

El siguiente teorema de aproximacion, que es un corolario del teorema 63, afirma que
las matrices diagonalizables son densas en el espacio de matrices.
TEOREMA 64. Sean 4 =la, |e M, (C), §>0. Existe 4(5) <M, (C), diagonalizable y

con autovalores distintos, tal que
2
(8) Yla,-a,6) <5. =
if

los mismos ceros fuera de la diagonal mientras que J
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DEMOSTRACION. Sean 4=RJ(AR"' y J'=J'(4) una matriz obtenida de J(4)
modificando ligeramente sus elementos diagonales y de manera que estos sean dos a
dos distintos: Z|/1j—/1]."<5. Definamos: A(8)=RJ'R™', N(8)=R(J(A)-J)R".
A(S) tiene autovalores distintos, los de J, por lo que es diagonalizable y vale,

A-ABG)=N(©) vy ZIN ,.].‘2 <0 si £ es adecuadamente elegido, QED.

Si bien la forma triangular a la que se llega por medio del teorema de Schur es mas
imprecisa que la de Jordan tiene al menos dos ventajas: la matriz de semejanza es
unitaria y pueden triangularizarse simultaneamente todas las matrices de una familia
conmutante. Una consecuencia de este hecho es el siguiente

TEOREMA 65. Sean 4,Be M, (C). Si AB=BA entonces

%) o(A+B)co(A)+o(B). =
DEMOSTRACION. Sea {4+, 4,} la familia de autovalores de A y {1, --, ,} la de

B. Existe una matriz unitaria, U, tal que UAU ' =R, UBU™ =S son triangulares
superiores (v. teor. 26). Por tanto, y luego de reordenar los autovalores de la familia

{,ul, U, } que podemos suponer indicados de Jla misma forma, de
U(A+B)U™ =R+S vemos que
(10) A +u,i=1. n}=0c(4+B),

pues A+B y R+S tienen los mismos autovalores, QED.
NB. En general, en (9) no vale la igualdad y si A y B no conmutan puede no verificarse
la inclusion.

Recurriendo al teorema de Jordan puede darse una demostracion del siguiente
TEOREMA 66. Sea AeM (C),BeM, (C),AB=BA. Si A es.no derogatoria entonces

existe un polinomio p(?), y de grado a lo sumo n-1, tal que B= p(4) .=

21. ESTRUCTURA DE LA MATRIZ DE JORDAN Y EL POLINOMIO MINIMAL.

El nimero de bloques & en la forma de Jordan (5) asociada a la matriz 4 es el nimero de
autovectores linealmente independientes de 4 (y de J). En particular, si k=n, A es
diagonalizable.

La multiplicidad geométrica de un autovalor A es igual al nimero de bloques que
tienena A en su diagonal.

El nimero de veces que aparece A en la diagonal de J es su multiplicidad algebraica.
Por tanto, el conocimiento de los autovalores con sus multiplicidades no es suficiente
para determinar la matriz de Jordan. Es necesario conocer también el tamafio de los
bloques correspondientes a cada autovalor.

Como (J,(A)-AI)’ esnulasi j=k ynoloessi j<k puede verse que el orden de los
bloques esta relacionado con los rangos de ciertas potencias.

0o J.(0 J (0 0
EJEMPLO. 4=J,(0)* = 10 tiene por forma de Jordan a W= »(0)
0o 0 0 J(0)
J (0 0
sitk=2mya (0 si k=2m-1.
0 J,.400

En efecto, observemos en primer lugar que 4 y W tienen los mismos autovalores. Sea
k=2m; entonces rangoJ,(0)’ =k —s si s<k, rangoJ,(0)° =0 si s>k . En particular,
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rango A" = 2sup{(m — h),0} =rangoW" . Pero esta situacién no puede presentarse si la

forma de Jordan de 4 no tiene exactamente dos bloques del mismo orden. El caso
k =2m—1 se deja al lector.

Dada la matriz A€M (C), su polinomio caracteristico amiquila a A, es decir,
p,(A)=0 como afirma el teorema de Cayley-Hamilton. p,(¢) es de grado » y ménico.

Habra entonces un polinomio g(f), monico, de grado minimo, necesariamente <n, tal
que g(A)=0. Recurriendo al algoritmo de Euclides se prueba facilmente el

TEOREMA 67. Existe un unico polinomio moénico de grado minimo, q,(¢), que
aniquila a A. Su grado es a lo sumo ny ¢,(f) divide a p,(¢) y a todo polinomio que
aniquilaa 4A.m

Llamaremos a q,(¢) el polinomio minimal de A. Observemos que matrices semejantes
tienen los mismos polinomios caracteristico y minimal. En efecto, si A=SBS™"
entonces ¢,(A)=S8¢,(B)S™"' =0y inqB ,porloque g, =¢q,.

Ademas, p,(1)=0=¢q,(4)=0.En efecto, si Ax=Ax, x =0, entonces

0=¢q,(4)x=q,(A)x. Por tanto, q,(1)=0. En consecuencia, si p,(¢)= H(t -A)

i=1

con los 4, distintosy s, =n entonces

(1) q,0)=]J¢-4)" conl<r <s,.

i=l
Sean A=8JS"',J=J,(4), (v. (1)). El polinomio caracteristico de 4 es (t-1)" y
coincide con su polinomio minimal pues (J-AI)* %0 si 1<k<n, (J-AU) =0 si
k>n).
Apliquemos este resultado. Si 4=SJS" y J =J(A) la matriz de Jordan de A con

[/,(g) 0 }
J= r=s,
0 J

entonces g, (f)=(t—A)", con r el orden del bloque mas grande correspondiente a A .

En esta forma se obtiene el
TEOREMA 68. Sea 4 una matriz de orden 7 cuyos autovalores distintos son A,,---,4

Entonces, q, (l)=H(t—l,.)"’ donde r, es el orden del bloque mas grande de A
i=t

correspondiente al autovalor 4, .m
De este resultado sigue que A es diagonalizable si y solo si r,=1 para todo 4, . De otra

forma, una matriz 4 cuyos autovalores distintos son A4,,---,4_ es diagonalizable si y

solo si g(A4) =0 donde q(¢) = H(t -A4).

i=1
Para una matriz 4 de orden » vale que su polinomio minimal es a lo sumo de grado n
que es el grado de su polinomio caracteristico. Sin embargo vale el (cf. (1), §11),

TEOREMA 69. i) Todo polinomio moénico p(f)=¢"+a, t"" +..+a, es polinomio
minimal y polinomio caracteristico de su matriz acompafiante C =C(p).
i1) 4 es semejante a C(p,(¢¥))siysolosi q,()=p,(t). =
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22. LA MAYORIZACION. La nocion de mayorizaciéon es importante pues en la teoria
de matrices aparece naturalmente como la relacion significativa y precisa entre dos
conjuntos de nimeros reales, por ejemplo, entre las componentes de dos vectores.

DEFINICION 29. Si las familias de nameros reales ¢ ={a,,---,a,} y f={b,,---,b,}

tales que D a, =Y b,, se ordenan como a, <..<a, y b, <..<b, , diremos que S
k k

mayorizaa a, B>a,siparatodo k=1,.m, 3 b, 2> a, .m
h=1 h=1

Esto equivale a decir que la suma de k elementos distintos de la familia o tiene un
minimo que es menor o igual que la suma de £ elementos distintos de £, cualesquiera

sean ellos. El resultado siguiente es una caracterizacion de la relacion de mayoracion.
TEOREMA 70. Son equivalentes:

a) fra

b) Existe una matriz doblemente estocastica S tal que f=Sa .=

DEMOSTRACION. a)=>b) sera demostrada mas adelante. Veamos que b) = a). Sea
2eM, doblemente estocastica tal que S =ZXa. Sean y y x vectores ordenados en
forma creciente tales que y=Pf,x=0«a, Py O matrices de permutacion. Entonces
y=(PZQ")x donde S =PEQ" es doblemente estocastica como se deduce del teorema

de Birkhoff recordando que el producto de matrices de permutacion es de permutacion.
Si probamos que y>x entonces tendremos que B>« . Debemos ver que

k k k n k n k k
2.(y:~x)20 para todo k. Pero D (y,=X)=D. D 85,;X, = 2 X, =D 9 85,X — D X,.
i=l i=] i=l i=]

i=} j=1 j=1 =l

k n
Definamos, w{” =3 s, . Entonces, 0 <w!*’ <1, > w{) =k . En consecuencia tenemos,
i=1 Jj=1

k n k n n . k
>0 -x)= S, - Yt (= 3w )= 3w, —x)+ Y (5, —x,)=
i=l j=1 1=l J=i j=1 =1

k n k n
k k k k
=2 A=W x, —x;) ~ 2w (x, —x) =3 (1-wE)x, —x,) + D wF(x, - x,).
J=1 J=k+1 j=l j=k+1
Como las componentes del vector x estan ordenadas, las dos Gltimas sumas son no
negativas, QED

Cuando una matriz de permutacion P se aplica a un vector v se obtiene un vector
w=Pv cuyas componentes son una permutacion de las de v. Por otra parte sabemos
que una matriz doblemente estocastica es una combinacién convexa de matrices de

N N
permutaciéon: S = Z p.E,p > O,Z p; =1. De b) del teorema 70 se deduce entonces que
1 1

si f>a entonces [ es una combinacion convexa de permutaciones de o .

Naturalmente, si esto ocurre, construimos con las permutaciones de o una matriz
doblemente estocastica § de manera que S =Sa. Tenemos asi expresada en forma

ligeramente diferente la proposicion b) del teorema precedente:
B~ a siysolosi S esuna combinacion convexa de permutaciones de « .

Veremos un resultado debido a Schur, teorema 75, para matrices hermitianas: 4= A*,
que afirma que el conjunto de los elementos diagonales de 4 mayoriza al conjunto de
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sus autovalores. Recordemos que estas matrices tienen autovalores reales lo mismo que
sus elementos de la diagonal principal y que vale 4 = Za i= Zﬂj )
Citamos a continuacion algunos teoremas sobre los autovalores de este tipo de matrices.
TEOREMA 71 (de Rayleigh-Ritz). Sea 4 hermitiana. Si se ordenan los autovalores de
A, 4, <---< 2, valen,
i) 4x*x<x*Ax<A x*x paratodo vector complejo x,
i) A, =max x* Ax,

x*x=1
i) 4, =min x*4x. m

x*x=1

TEOREMA 72 (del minimax de Courant-Fischer). Sea 4 hermitiana. Suponemos

ordenados los autovalores de 4: 4, <---< 4 _. Entonces, para xe C", x*x =1,
a) 4, = min max x*Ax

WoWyp XL, Wy
b) 4, = max min x*Ax. =

b

veaWpy XLWpL W
TEOREMA 73 (Weyl). Sean A, B hermitianas y supongamos ordenados de menor a
mayor los autovalores de A, B y 4+B. Entonces,
1) Ay, (A+B)< A, (A)+4,(B), 1< jk<n, j+k>=2n+1,

i) A,(4)+ A4, (B)< A, (A+B), 1<jk<n, j+k<n+l. m

J+k =1

A la siguiente proposicion i) se la cita como el feorema de entrelazamiento de
autovalores (con la matriz orlada).

TEOREMA 74. 1) Sea a un niimero real. Dada la matriz hermitiana A consideremos su
matriz orlada

~ | A
(12) A :{ ‘ } .
y* a
A es hermitiana y sus autovalores estan vinculados con los de 4 en la siguiente forma:
(13) A<A<A <A <-<A <A,

i1) Sea dada una familia de nameros reales como en (13). Sea D = afiag[ﬂ1 ,...,/1"]. Existe

un numero real a y un vector y € R” tal que {i,. y) } es la familia de autovalores de

3 M)

~ | D
la matriz simétrica real 4 :{ r y} eM, (R).m
y a
DEMOSTRACION. Solamente probaremos i). Sea 1<k<n y x= {j,x eC",teC.

w
También w :[ } we (", ucC . Usando a) del teorema 72 obtenemos
u

2 . . x* Ax , , x* Ax
Ay = min max - > min max =

Bores W)= het) OFEL M Wty i) X ¥ X P Womeym o) 02 2L Winptyehary € X ¥ X

La ultima expresion es > A, . En efecto,

ny o 14 yiix - - 1x| . .
x*Ax:[x*t . ) :[x*A+ty* x*y+ta ) esigual a x* Ax si t=0 que es
y* a

9.
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x* Ax >
Por tanto, 9> mm max y 424,

Wyt 01wy, Wy JC

el valor de f cuando xle

n+l *

A
X
Usando b) del teorema de Courant-Fischer se demuestra que 4, <4,. Como 1<k <n

sigue 1) del teorema, QED.

TEOREMA 75 (Schur). Sea A<M (C), hermitiana. Entonces, f = {a i }>— a= {xlj }.l

DEMOSTRACION. Por inducciéon. El resultado es obvio para »=1. Supongamos n>1
y los autovalores ordenados de menor a mayor. Recordemos que Zaﬁ. = le. La
matriz B=P" AP, con P la permutacién que lleva la columna y la fila donde se
encuentra el elemento diagonal mas grande a la posicion n-ésima, es autoadjunta y tiene

los mismos autovalores que A4 pues P’ =P~ Sea A' la submatriz principal de B
obtenida eliminando la fila y la columna »n-ésima. Entonces B es la matriz orlada de 4'.

Por el teorema de entrelazamiento de los autovalores  tenemos:
k

k
A SA <A <A,<---<A,. Luego, D) 4 < Z/I‘,. si k<n. Por hipétesis inductiva,

1

k
S'>a'. Por tanto, z& <mmZa =m: Z mmy > Q
e

j=1

El siguiente resultado confirma la relacion intima del concepto de mayorizacion con las
matrices hermitianas, especialmente la existente entre la diagonal principal y los
autovalores.

TEOREMA 76. Sean a=[a,], A=[1], i=1,..n, vectores reales (ordenados en
forma creciente). Si a > A entonces existe una matriz simétrica real, 4 = la JEM n,
con autovalores { 4, } tal que paratodoi, a, =a, . m

En la demostracion del teorema haremos uso de la siguiente proposnclon auxiliar.
LEMA AUXILIAR. Sean n>2 y a=[a], b= [b,.], vectores de R” con sus

componentes ordenadas. Si b > a entonces hay un vector cen R™"' tal que
a <c <a,<c,<..<c,, <a,

ycon b>c donde b=[p,..5 J eR™.m
DEMOSTRACION. Si »=2 el resultado es trivial. Sea »n>2. Definamos
K= {d =ld,..d_ T }C R™ como el conjunto de vectores d que verifican

k k
a <d <a,.<d,_ <a, Zd,. <>'b, k=12,.,n-2.

El conjunto K es compacto y convexo. Es no vacio pues a=[a,,....a, ] esta en K.
n—1 n

Definamos en X la funcién f(d) = Zd, . Vale f(a)< f(b). Si encontramos un d tal
1

que f (I;) < f(d), una combinacion convexa, ¢, entre a y d, pertenecera a K y verificara

fleo=1 (5) . Este vector satisfara entonces la tesis del teorema. Por ser f continua en X,
existe me K donde ftoma su maximo. Este sera el d buscado. En efecto, m verifica

k k
I)m,<a,,, k=12,...n-1, > m<>b, k=12,.,n-2.
1 1
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Supongamos estrictas todas las desigualdades de II). En este caso no puede haber una
desigualdad estricta en I) pues si no podrda aumentarse una componente de m para
obtener m' en K, ain satisfaciendo I) y II) pero con f(m')> f(m), contradiccion. O sea,

si en II) se da siempre el signo < entonces en I) debe ser siempre =.
Luego, m=|a,,...,a,] y vale

n-1

Fmy=(Ya)-a,=(>b)-a =( Zb)+b ~a238,= /).

Entonces podemos elegir d =m .
Si no todas las desigualdades de II) son estrictas habra por lo menos un signo =. Sea r el
k mas grande donde aparece en II) la igualdad, es decir,

r r k k
> m=>b, D> m <) b parak=rtl,. . n-
1 1 1 1

En esta situcion y por las mismas razones que antes, debemos tener
m, :a,c+1 para. k=r+1,...n-1.

r+l

Luego, f(m)= Zm +Zm Zb +Za —-Zb Zb +Za Za Por tanto,

r+l1 r+2 r+l
r+l r+l

S(m)= Zb +(Zb Za)+Zb Zb >Zb +Zb Zb >Zb = sy, QED.

r+2 r+l r+2 r+l

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 76. Por induccion. Es tnv1al si n=1. Suponemos
demostrado el teorema para todos los vectores a y A de dimension n—1. Por el lema

auxiliar sabemos que existe un vector y € R™ talque a=[a,..a, =7y
LSSy, S Sy, <4,
Por la hipétesis inductiva existe una matriz simétrica real B = l Je M, (R),b, =

con autovalores [7,]. Sea T =diag[y,,...,7,.,]. Existe entonces una matriz ortogonal Q

T

y
eM (R),yeR" ,aeR con autovalores [/l ] Como a>A,a>y tenemos que
—1

trﬁ:Zl Za =0l +a= a+Za por lo que @ =a, . Pero

N [Q 0}[1" y}Q o {oro’ Qy_[B Qy}
0 1|y a| o 1| @) al| @) a

tiene los autovalores [/L] y los elementos de a en la diagonal principal, QED.

~ | T
tal que B=QI'Q" . Por ii) del teorema 74 hay una matriz simétrica real A :{ y}

Veamos una aplicacion de este resultado.
DEMOSTRACION DE QUE a)=b) EN EL TEOREMA 70. Por el teorema 76

sabemos que existe una matriz simétrica real B= lb,]J tal que Vib, =b,y {a,,---,a,} es
la familia de autovalores de B (cf. definicidon 29). Existe una matriz ortogonal O tal que
B=0DO*=0DO" con D=diag{a,,..,a,}. Sea S= [sij], s, =0;. S es doblemente

>'n

estocastica y vale b, = »_s,a, =(Sa),, QED.
k

La siguiente proposicion es una extension del teorema 74.
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TEOREMA 77 (principio de inclusion). Sean A€ M, (C), hermitiana y 1<r <n. Sea

A_ una submatriz principal de 4 (obtenida de 4 eliminando n-r filas y las columnas
con los mismos indices). Para todo £ tal que 1<k <r tenemos

(14) (A< (4)<4,,, (4) =

No demostraremos este principio aunque podria hacerse utilizando solamente el teorema
de Courant-Fischer.

Un corolario del mismo es el siguiente teorema 78.

(H) Sean Ae M, (C) hermitiana, 1<r<n y u,,...,u,, vectores ortonormales en C". Sea

9% r

B, =|u; Au,|e M, Esta matriz es igual a U* AU donde UeM,,, U=|uu,-u,]

*

u

+n—r

con U*U=leM, ;osea B, =| . [Au] -~-Au,]. Con estas hipétesis tenemos el

u
TEOREMA 78 (de separacion de Poincaré). Para los autovalores ordenados vale
(15) A A< BI<A,, (4, k=12, . rm
DEMOSTRACION. Si r=n el teorema no dice nada pues B, tiene los mismos
autovalores que A. Sea r <n. Entonces, extendiendo la familia {u,,...,#, } a la familia
ortonormal {u,,...,u, ,u,,,,....u, } podemos definir la matriz unitaria U = [, u, ---u"]. En
este caso B, = lu,.' Au j] es una submatriz principal de B, =U * AU . La tesis sigue ahora
del teorema 77, QED.

Sumando las desigualdades (15) obtenemos el siguiente corolario al teorema 78.
COROLARIO. Supongamos (H). Entonces, para Ue M, ,

— 4 *
(16) /11(A)+...+2,,(A)—mrlr:111€1M’ rU* AU
— ; *
(17) /1"_,+1(A)+...+/1n(A)—U_rgl=al.)_< , rU*AU . m

DEMOSTRACION. Veamos (16). (15) implica que
A1(A)+...+ﬂ,(A)SUqury'IrelM rU*AU .

Sien U =y, u,---u,] elegimos autovectores ortonormales correspondientes a los

u 4 . 0

1
autovalores menores de 4 tendremos: B, =| . [&u1 ---ﬂ,u,]= .. . | cuyatrazaes
u, 0 . 4

r

A (A)+...+ 2 (A4) y vale la igualdad en (16). Analogamente se prueba (17), QED.

Volviendo al tema de la mayorizacion tenemos el siguiente complemento al teorema de
Weyl.

TEOREMA 79. Sean 4, B hermitianas y supongamos ordenados de menor a mayor los
autovalores de A, By A+B. Entonces, si A(4) denota al vector de autovalores

ordenados de 4, vale
(18) AMA+B)y> A(A)+A(B). m
DEMOSTRACION. Usando (16) obtenemos

k
TAU+B)= min r(U*(U+B)= min 1 (U*AU+U*BU).
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La Gltima expresion es igual a min (rU*AU+ rU*BU)2

UMU=IeM,
k k
1 * 1 * —
> min ryJ AU+U‘(:}52M' trU*BU _\;,1,.(,4)+Z,1,.(B) .
Para k=n, UeM, y rU*AU=trA. Como tr(A+B)=trA+aB, se da la igualdad
entre las dos expresiones precedentes para £ =n, QED.

Otra consecuencia del teorema de Courant-Fischer es el siguiente
TEOREMA 80. Sea 4 M (C) una matriz hermitiana. Sea § = §, un subespacio de

C" de dimension positiva k. Supongamos ordenados los autovalores de 4. Si existe una
constante b tal que x* Ax > bx * x para todo x de S entonces

(19) A, 224, 2b.
Si existe una constante a tal que x* Ax < ax * x para todo x de S entonces
(20) azj, z2-2>1. =

DEMOSTRACION. Supongamos que la familia V={u,,...,u, ,} esté compuesta por

vectores ortonormales que generan S* . Entonces, por b) del teorema 72, tenemos
. x*Ax . Xx*Ax , , x*Ax
b < min = min < max min @ ——=4_,,.
OzxeS y* x OxxelV x¥*x Wi Woy Oxlwy,w,y X ¥ X
Utilizando a) del mismo teorema se prueba (20), QED.
COROLARIO. Si x*Ax>0 en § entonces por lo menos & autovalores son >0 vy si

x* Ax >0 en ese subespacio entonces hay por lo menos & autovalores >0 .

23. OTRA RELACION DE EQUIVALENCIA.

DEFINICION 29. Las matrices A, B se dicen *congruentes si existe una matriz no
singular S'tal que B=S45*m

La *congruencia define una relacion de equivalencia.

DEFINICION 30. Sea A€M (C) una matriz hermitiana. La inercia de A es la tripla
ordenada i(A4) = (i, (A),i_(A4),i,(4)) donde i ,(A) es el nimero de autovalores positivos
contados segun su multiplicidad e i_(A4) es el nimero de autovalores negativos también
contados segun su multiplicidad. i,(A4)=n—r =numero de autovalores nulos donde
r=rango(A)=1i_+i_.ElsignodeAesi —i_m

TEOREMA 81 (ley de inercia de Sylvester). Sean A,BeM (C), hermitianas.
i(A)=i(B) siysblo si 4 y B son *congruentes.®

DEMOSTRACION. Supongamos que los autovalores positivos vienen indicados antes
que los negativos y estos antes que los nulos. Sabemos que A=UGU* con

sziag[ﬂv...,ﬂn]. Sea D:diagl+\/z,...,+\[;t:,+,/—/1w,...,+,/—/1,.++,._,1,...,1] una

matriz diagonal con todos sus elementos diagonales positivos. Entonces,

I, 0 0
G=DYD=D| 0 I. 0|D donde I,=IeM,,,I.=~IeM,,, YeM,(R).
0 0 0

Vale, A=UGU *=SYS§* con S=UD. Y=Y(A) es la matriz de inercia de A y S es no
singular. Es decir, toda matriz hermitiana es *congruente con su matriz de inercia. La
demostracion del teorema se reduce entonces a probar que A es *congruente con B si y
sOlo si tienen la misma matriz de inercia. En verdad sélo debemos probar que
A=5SBS*=>Y(A)=Y(B). Si A y B son *congruentes entonces tienen el mismo rango
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por lo que basta ver que i (4)=17,(B). Sea {vl,...,v,.+( A)} una familia ortonormal de

autovectores de 4 correspondientes a los autovalores {A(A),...,/l,;( A)}. Sea E el espacio

i, 2
generado por estos. Si x=aVv +..+a, v, entonces x*Ax= Zla ].I A;>0. Luego,
1

0<x*SBS*x=(S*x)*B(S*x). Por lo que y*By>0 en todo y no nulo de S*E. Del
teorema 80 sigue ahora que i, (B) >1i, (A4) y por tanto que 7, (B) =1, (4), QED.

24. MATRICES DEFINIDAS POSITIVAS. Sea AeM (C) una matriz hermitiana.

Como x*Ax=x"A"x=(x*A4x)" =x*AxeC, vemos que para todo x, x* Ax es real.
que p

Esto caracteriza a las matrices hermitianas. En efecto, si escribimos
A+A* A-A* .. , )

B= 5 ,C= Y tenemos que B y C son hermitianas y A =8+iC. Si x*A4x es

real entonces x*Cx =0 para todo x y aplicando el teorema 80 todos sus autovalores son

nulos. Como existe una matriz unitaria U tal que C =U * DU con D la matriz diagonal

de los autovalores de C resulta que C =0. Luego, 4 = B hermitiana.

DEFINICION 31. Una matriz Ae M (C) se dice definida positiva si x+0 implica

x* Ax >0 . Se dice semidefinida positiva si x #0 1mplica x* Ax >0. Idem para definida
negativa y semidefinida negativa. Cuando no pertenece a ninguna de estas categorias se
dice que A es indefinida.m

Por lo dicho sabemos que una matriz definida positiva (semidefinida positiva) debe ser
hermitiana pues x* Ax es real. Si los autovalores {a’ j} de A, hermitiana, son positivos

(no negativos) y x # 0 entonces para cierta U unitaria vale
x*Ax=x*U*DUx=y* Dy =Zd,.|y,.i2 >0(20)con y=Ux.
O sea, Vx#0 x*Ax>0(=0) si y solo si D>0(>0). Por tanto su espectro, o(4), es
positivo (no negativo) si y solo si 4 es definida positiva (semidefinida positiva).
Luego, la traza y el determinante de una matriz definida positiva son positivos.

1 2
NB. Como muestra el ejemplo M=[2 1} una matriz puede ser positiva sin ser siquiera

semidefinida positiva. En efecto, (M) = {~1,3}.

Si 4 es definida positiva también lo son 4,A4* A" . También A~' es definida positiva
pues x=Ay=>x*A'x=y*A4*y.
Toda submatriz principal de una matriz definida positiva es definida positiva como se

ve facilmente. Por tanto los menores principales de la matriz son positivos. Por esta
razon también los elementos de la diagonal de un matriz definida positiva son positivos.

2
Y vale, g,a; >‘a,.jl .

El conjunto de las matrices definidas positivas es un cono positivo en el espacio
vectorial de todas las matrices. Mas generalmente, las combinaciones lineales con
coeficientes no negativos de matrices semidefinidas positivas son semidefinidas
positivas.
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St KeM,, entonces 4 definida positiva implica que K * AK € M, es semidefinida
positiva. Pero por ser 4 definida positiva tenemos x* K * 4Kx >0 <> Kx# 0. Entonces
K*AKx=0=>Kx=0 puesenesecaso x*K*AKx=0.0sea, K*AKx=0<> Kx=0.
Es decir, K * AK y K tienen el mismo espacio nulo como aplicaciones de C™ (en C” y
C" respectivamente). Por tanto tienen el mismo rango: rango(K * AK) = rango(K) . En
consecuencia, K * AK es definida positiva si y s6lo si rango(K)=m.

0 1
EJERCICIOS. 1) La matriz antisimétrica B:[ Lo

}, B" =-B es tal que si

X, —
x :{ ' :l entonces x*Bx =2Im(x,x,).
x2

Si x es real vale x” Bx = 0, real, pero B no es simétrica.

2) Supongamos que para AeM (C),xeC", pidiéramos Re(x* Ax) >0 para todo x no
nulo. Se prueba que esto ocurre si y solo si la parte hermitiana de A, H(A), es definida

positiva donde H(A)= —;—(A +A*). Si S(4)= %(A — A*) entonces A=H(A)+S(4),
(cf. inicio §24). S(4) verifica S(4)*=-~S(A), o sea, es antihermitiana..

25. RAICES Y CARACTERIZACIONES DE MATRICES DEFINIDAS POSITIVAS .
DEFINICION 32. Sea ¥ = {v,,...,v, } una familia de vectores en un espacio vectorial £

con producto interior (.,.}. La matriz de Gram de V con respecto a () es la matriz

G:[gij]EMk’grj :<Vjavi>-.

T
Si k =n =dimensién de E entonces Gx,,...,x, [ :Rijvj,vl >,._.,<ijvj,vn>} .
1 1

Sea A€M (C) una matriz hermitiana. Vale el

TEOREMA 82. 1) 4 es definida positiva si y solo si todos sus autovalores son
positivos. 4 es semidefinida positiva si y solo si todos sus autovalores son no negativos.
IT) A es definida positiva si y sélo si una familia de » menores principales de ordenes
decrecientes de n a 1, encajada (es decir, cada menor es el determinante de una
submatriz principal de la matriz del anterior) es positiva.

IIT) A es definida positiva si y solo si 4=B*B con B no singular, o sea, 4 es
*congruente con la identidad.

IV) 4 es semidefinida positiva con rango r si y sélo si hay n vectores en C”,
W= {wl,...,w"}, conteniendo exactamente r vectores linealmente independientes tales

que 4 es la matriz de Gram de W con respecto al producto interior euclideo.m

Las matrices definidas positivas dentro de la familia de las matrices hermitianas
representan aproximadamente el papel de los nimeros positivos en el cuerpo de los
complejos. Esa semejanza se comprueba en el siguiente teorema.

TEOREMA 83. Sean A semidefinida positiva y & un entero. Entonces existe una tnica
matriz hermitiana semidefinida positiva, B, tal que B* = 4. Ademas, B = q(4) donde ¢
es un polinomio, por lo que B conmuta con 4. A y B tienen el mismo rango, por lo que
una es definida positiva si la otra lo es. También, una es real si lo es la otra.m
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26. FACTORIZACIONES DE MATRICES COMPLEJAS. LA FORMA POLAR.

Sea AeM (C). La matriz hermitiana (semidefinida positiva) AA* puede
diagonalizarse por medio de una matriz unitaria X: AA*= XMX* de manera que
M =diag|py,,..., 1.}, ;24,20 Si escribimos X = [x,---x,],x, vector columna,
tendremos: AA*x, = u,x, . '

Sea u,=A,A,>0. Las raices de los autovalores de M resultan ordenadas de la
siguiente forma: 4, >4, >..24 >4, =..=0 (k<n) y podemos escribir M =A’,
A =diag[A,,...,A,] con A univocamente determinada por AA*, o sea, por 4.

Supongamos 4 no-singular. Si se verifica que 4, > u,,, para j=1,..,n—1, entonces los

9;

x; quedan determinados salvo por un factor d =e'”, de modulo 1, pues ”x i "2 =1.0

sea, si W es unitaria y vale AA4*=WMW * entonces W = XD donde D =diagld,,....d,].
Y todo W de esta forma sirve pues WMW* = X(DMD*) X* = XMX*= AA4*.
Si u; = u,, entonces fijamos una familia ortonormal de autovectores correspondientes

a p,;, de dimension la multiplicidad de 4, y esto para cada autovalor no simple.
Entonces, nuevamente, los x; quedan determinados salvo por un factor de médulo uno.

En ambos casos: 44* = XA’X * con M = A’ (no singular).

Definamos: Y =A"X*A4. Por lo dicho Y queda deferminada por X. Luego,
YY*= A" X*(AA* XN ' =K' X *(XAHAN' = A" X * XA = A"'IA =1 . Es decir, Y tiene
sus filas ortonormales por lo que es unitaria.

Si Ae M, (R) entonces X puede elegirse real por lo que resulta ¥ real.

En consecuencia, si det4 =0, existen X = X(A), XX*=7, Y =Y(A),YY*=17, ambas
reales si 4 es real, tales que

21) A=XAY.

Escribamos en esta situacion: 4 = XAY = (XAX*)(XY)=PU . Entonces, si x =0,

x*Px=(x*X)A(X*x)=v*Av= Z/lk|vk|2 >0,
y P resulta definida positiva. Por otra parte, P’ = XA’ X*= AA* o sea, P =(44*)"* la

unica raiz cuadrada definida positiva de AA* (cf. T. 83).

Ademas, por ser producto de dos matrices unitarias, U es unitariay como U=P"'4, U
queda univocamente determinada.

Si 4 es real, Py U son reales pues X e Y pudieron haberse elegido reales.

Llegamos asi a la_forma polar de la matriz A4,

(22) A=PU, P=~JAA*,UU*=1.

La matriz semidefinida positiva P que aparece en (22) se denomina valor absoluto (por
izquierda) de A.

Si A es no singular veamos que AA*=A* A< PU =UP. Es decir, 4 es normal si y
sOlo si Py U conmutan.

Si Uy P conmutan, teniendo en cuenta que P*=P y que UU*=1, resulta facilmente
que A es normal. Supongamos que AA* = A* A. Entonces, P> =U*P*U =(U * PU)*.
Esta es una matriz definida positiva lo mismo que las matrices P y U*PU que son raices
cuadradas de P’ . Por el teorema 83 tenemos P=U*PU por lo que Py U conmutan.
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Recolectando resultados, que son vdlidos aun para A singular, obtenemos,
TEOREMA 84. Sea A M, (C),rango(A)=k<n.

i) Existen una matriz unitaria X €M, , una matriz diagonal A con elementos
diagonales 4, >4, >..24, >4, =..=1, =0 yuna matriz ¥ €M, unitaria, tales que
(23) A=XAY .

ii) La matriz A esta univocamente determinada y o(A44*)= {/13 j= 1,...,n}.

ii1) Las columnas de X son autovectores normalizados de A4*.

1iv) Si AA* tiene autovalores distintos entonces X esta determinada salvo por un factor
D=diagld,,...d,],|d,|=1, ie, A= XAY =WAY', W = XD.

v) Dada X, la matriz ¥ queda univocamente determinada si rango(A4A)=n.

vi) Si 4 es real, X e Y pueden elegirse reales.

vii) 4 puede factorearse en la forma A=PU con P semidefinida positiva y U unitaria.
viii) Si 4 es normal entonces P y U conmutan.

ix) A puede factorearse en la forma A=V(Q con Q semidefinida positiva y } unitaria.m
(1x) resulta de factorear A* y recordar que si U es unitaria entonces U* es unitaria.)

NB. Es importante destacar que el teorema 84 puede extenderse a matrices
rectangulares: AeM,  (C).

Si en (23) escribimos Y=W* tendremos la descomposicion en valores singulares de la
matriz Ae M (C),

(29) ) A= XAW*.

Entonces A*=WAX* por lo que las columnas de W son autovectores de A*4. Los

elementos diagonales de A se denominan valores singulares de A y las columnas de X
(W) autovectores singulares a izquierda (derecha) de A.

Como o(P)’ =o(P?)=0c(AA*) resulta que los autovalores de la matriz P definida no
negativa son los elementos de la diagonal de A .

Si W=X entonces A es hermitiana. Por otra parte sabemos que si 4 es normal entonces es
unitariamente diagonalizable: A=UDU* donde D =diag|e,....,a,], o(4)= {a j.}
por lo que A4*=UDD*U . En consecuencia, si reordenamos los elementos diagonales
de DD* (multiplicando por una adecuada matriz de permutacidn que es una matriz
unitaria pues es real y P* = P™') obtenemos DD* = A’. O sea,

(25) (DD*), =a,a, =|a| =4, = %

Es decir, la factorizacion (24), A = XAW *, generaliza a matrices arbitrarias la
factorizacion A=UDU * para matrices normales, utilizando la raiz cuadrada no

negativa A, de Iafl en lugar del autovalor o .

Si tuviéramos la forma polar A=PU, como P es hermitiana existe V unitaria tal que

P=VAV*, A diagonal. Entonces obtendriamos la descomposicion en valores singulares
del siguiente modo: A=PU=V A(V*U)=V A W*.

Sea A no singular. Entonces A=PU=ZQ, U=P"'A,Z=AQ", Uy Z unitarias. La
descomposicion A=VAW* puede escribirse como A=(VAV*)(VW*)=PU.
Analogamente, A=(VW*)(W A W*)=Z( de donde surge que U=Z. En general es P 20,

pero, por lo ya visto, P =0 <> A es normal.
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EJERCICIO. Si A4 =VEW * con V'y W unitarias, £ =diag|o,,...,0,], 0,>...25,>0,

entonces VEW * es la descomposicion en valores singulares de la matriz 4.
(Sugerencia: Si la descomposicion es de la forma 4 =V"Z'W'* entonces £ =2X'. Como
AA*V =VY resulta V'=VD , D diagonal con autovalores de modulo uno.)

NB. Es posible trasplantar desigualdades en los valores singulares de matrices a
desigualdades en los autovalores y reciprocamente. Por ejemplo, sea 4 no singular con
¥, V, W, matrices como en el ejercicio precedente. Sean

~ 0 4| ~ |V -V
A= , U= .
A* O w W

Vv W

Entonces U* :{
—V* W*

} ~Lamatriz U/~/2 e M, (C) es unitaria. Vale,

~ X ~ . ~ .
24 :U|:O }U * En consecuencia, los autovalores de A son precisamente los

valores singulares de 4 y sus opuestos.

TEOREMA 85. Sean 4eM (C) y |||| una norma en este espacio. Entonces, para todo
£>0 existe una matriz B con valores singulares distintos y positivos tal que
|[4-B|<&.m

DEMOSTRACION. Basta demostrarlo para la norma euclidea. Sea VEW * una
descomposicion a valores singulares de 4. Sea T'=diaglo, +d,....0, +nd].

Si todos los valores singulares de A son iguales entonces para cualquier d>0 los
autovalores de X' son distintos y positivos. En caso contrario, eligiendo 0<nd <la
menor diferencia positiva entre los o,, llegamos a la misma conclusién que los
elementos de X' son distintos y positivos. Pongamos B=VX'W*. Los valores
singulares de B son los elementos de la diagonal de £' y B=B(d)—> A4 si d4 0. En
este caso, |4 - B(d)|, =[£-Z'(@)], =0, QED.

OBSERVACIONES. a) Como los autovalores de una matriz son unitariamente
invariantes, los valores singulares lo son también.

b) Si V es unitaria entonces A y AV tienen el mismo valor absoluto por la izquierda. En
efecto, si 4= PU es la forma polar de 4, entonces la forma polar de AV es AV = PW
con W =UV .

c) Sea P el valor absoluto por la izquierda de A. Entonces,

(25) Retrd=Re Y @, <Y |o|=> 0, =P
Como P es el valor absoluto por la izquierda tanto de A como de AV para V unitaria,
resulta que la desigualdad (25) se mantiene si reemplazamos A por AV :

(259 Retr(AV)<Y o,=trP  V V unitaria.
Sin embargo, si ponemos V=U* tendremos AV = P, por lo que para esa V-
Retr(AV)=wP.

O sea, V=U* maximiza el primer miembro de (25') y hace a AV semidefinida positiva.
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LA MATRIZ POSITIVA'Y SU ESPECTRO
PARTE V

27. MATRICES DEFINIDAS POSITIVAS, PROPIEDADES Y DESIGUALDADES.
El producto ordinario de matrices definidas positivas no es definida positiva, en

2 1)(2 1 55
general. Por ejemplo, AB =[1 JL 3} :[3 4} =C. A y B son definidas positivas
pero C no lo es pues es real pero no simétrica, aunque tiene autovalores positivos. El
producto de Hadamard, A-B, en cambio, es definida positiva si 4 y B lo son.
DEFINICION 33. Sean 4 =laijl, B:I_b,.j]. El producto de Hadamard de 4 y B es
AoB=lab, |m

El ejemplo precedente puede todavia clarificarse notando que el producto usual de dos
matrices hermitianas es hermitiana si y so6lo si ellas conmutan. En cambio, el producto
de Hadamard de hermitianas es siempre hermitiana.

TEOREMA 86 (T. de Schur del producto). a) Si 4 y B en M _(C) son semidefinidas

positivas entonces Ao B es semidefinida positiva.

b) Si A y B son definidas positivas entonces A< B es definida positiva.m
DEMOSTRACION. a) Sea rango(4)=k. Existe U unitaria tal que 4 =UAU * donde A
es una matnz diagonal con los autovalores de A en su diagonal. Supongamos que los

autovalores A, son positivos para j=1,...k. Consideremos el vector v, =+, 4u,
donde U = [u, ..u,]|. Entonces, {v1 yeees vk} es una familia ortogonal y vale

1) A=vy *+ . +vy *

Si m=rango(B) entonces B=ww, *+..+w,_w_* y obtenemos

k,m k.m
(2) AoB= (vow )V,ow )*=>D uu *.

i, j=1 ij=1
Cada uno de los sumandos es de la forma Ah*, 4 un vector, y es por lo tanto una matriz

semidefinida positiva por lo que (2) es semidefinida positiva.
b) En este caso &=m=n por lo que {v,,...,v,} y {w,,..,w_} sonbases de C".Si 4o B

>V,

fuera singular existiria x no nulo tal que (4 B)x=0. Por tanto,

n n 2
x*(AoB)x=) x*(uu,*)x= le*uijl =0.

i, j=1 i,j=1
Luego, cada término de la ultima suma se anula por lo que, para todo 7/,

* 2 * 2 v )* z
1x u,.j' :lx (v owj)‘ =|(xov,.) wj. =0.
Luego, el Gltimo parentesis es cero para todo i. Pero xov, =0=>v, *x=0=>x*v, =0,
para todo i, por lo que x*=x=0. Por tanto, 4> B es no singular, QED.

TEOREMA 87 (Fejér). A es semidefinida positiva si y solo si Zaijb,.j >0 para toda
i,j=1

B= [va semidefinida positiva.m

DEMOSTRACION. Supongamos 4 y B semidefinidas positivas y x = [1,...,1]". Por el

teorema de Schur 4o B es semidefinida positiva por lo que

0<x*(AoB)x= Zaijbij :

L,j=1
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Reciprocamente, si Zaij >0 para toda B= [b J semidefinida positiva utilizando
i,7=1

B:[)?,.xj]z ¢ |lx,---x,] con [x,---x,} € C" obtenemos

n

0< Za,.jb,.j = Za X.x.=x*Ax y A es semidefinida positiva, QED.

goiTy
i,j=1 i,j=1

TEOREMA 88 (desigualdad de Minkowski). Sean 4 y B definidas positivas.
Entonces,

3) (det(4+B))"" = (det(4))"” +(det(B))"" .m
DEMOSTRACION. Recordemos que A"? A™? son definidas positivas y que

C=HBH es definida positiva si H es hermitiana no singular. Ademas, notemos que By

C se determinan mutuamente: B=H 'CH ™.
Entonces, (3) vale si y solo si

(det A7"2)""(det(4+ B)) " (det A™*2)"" > (det )" + (det(4™"*BA™*))"" . O sea, si y

solo si (det(/ + 42B4™*))'"" > 1+ (det(4™?B4~"*)}"" De lo dicho sigue que (3) es
valida si y solo si, para toda B definida positiva,

(4) (det(/ + B))"" 21+ (det(B))""

Si {4} es la familia de autovalores (positivos) de B, {i+A4,} sera la familia de
autovalores de /+B. (4) se escribe entonces como

(5) f](1+ﬂ,.)2(1+:/21...1,,)".

Pero

©) A +3/4. 4,)" = Z(".J(H&’T'",

(7) H(1+A)— 1+ A+ A4+ D AAA, +.. Z":Z(j) .

i<k i<k<h

n
2(j) representa la suma en (7) con términos de j factores. Ella tiene [ j sumandos y

J

n-—l
el producto de todos ellos es igual a Hl - 1 (I_Iﬂ i . De la desigualdad entre
la media geometnca y la aritmética sigue que

=) Hzi ) por lo que E(])>{ )(1—[/1 ) y (7)=(6), QED.
¥l

El teorema de Minkowski, como el siguiente debido a Hadamard, versan sobre
desigualdades de expresiones numéricas asociadas a las matrices que, en general, no
tienen relacion con las desigualdades matriciales que puedan presentarse directamente
entre ellas.

TEOREMA 89 (desigualdad de Hadamard). Sea A:[a,.j]eM,, definida positiva.
Entonces,
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(8) detA<]]a,.
1

La igualdad se presenta si y solo si 4 es diagonal.m
DEMOSTRACION. Por ser definida positiva 4 es no singular y vale a, >0 para todo

-1/2

i.Sea D =diaglau_”2,...,am ] Luego,
detdA<a,..a, < detDAD<I.

Por tanto, bastard probar (8) para matrices B (=DAD) definidas positivas, con
elementos diagonales iguales a 1. En este caso (8) sigue de la relacion entre media
geométrica y media aritmética. En efecto, si {ﬂh} son los autovalores (positivos) de B,

. n A " B\ n
9) detB:HZis(ZTj =(7) =1:]T[bii.

En la desigualdad geométrico-aritmética anterior vale la igualdad si y solo si 4 =1

Vi, esto es, si y solo si B, hermitiana, es unitariamente diagonalizable a /. Pero esto
ocurre si y solo si B=/. O sea: en (9) detB=1 siysolosi B=1.

Luego, el signo = se presenta en (8) si y solo si DAD=:B =1,y esto ocurre si y solo
si A=D"'D™" = matriz diagonal, QED.

La desigualdad de Hadamard puede escribirse asi: (det A)l_[l <detdo/.
1

Se generaliza de la siguiente forma que no demostraremos.
TEOREMA 90 (desigualdad de Oppenheim). Si 4 y B son definidas positivas
entonces

(10) (detA)[ [ b, <det4-B.m
1

Una consecuencia del teorema 89 es el siguiente resultado también llamado
desigualdad de Hadamard.

TEOREMA 91. Sea B = lb,.].]eM , arbitraria, no singular. Entonces,

172
(11) det B] sH(Z’bijlz} .
i=l \_j=

La igualdad se presenta si y solo si las filas de B son ortogonales.m
DEMOSTRACION. Sea 4:=BB* y apliquemos (8):
2
=[1Zk[
t J

det 4] =|det BB* =det B <[> |8
j
Sigue (11) extrayendo la raiz cuadrada a esta expresion. Las filas de B son ortogonales
exactamente cuando A4 es diagonal, QED.

i

-
iy bﬁ

" n 1/2
Si hubiéramos usado A:=B*B habriamos obtenido [detBlSH(ZIbg.,zj con
j: i=1

igualdad si y s6lo si las columnas de B son ortogonales.

TEOREMA 92 (Ostrowski-Taussky). Sea 4 tal que A+4

*

sea definida positiva.

Entonces, det((4+A4*)/2) < |det A|. Vale la igualdad si y s6lo si 4 es hermitiana.m

No demostraremos este resultado. Veremos a continuacion algunas desigualdades
matriciales que se originan en la definida positividad.
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28. DESIGUALDADES MATRICIALES.
DEFINICION 34. Sean 4 y B matrices hermitianas. Escribimos A>B si A-B es
semidefinida positivay A > B si A—B es definida positiva.m

> define un orden parcial (no total) entre las matrices hermitianas pues es una
relacion reflexiva y transitiva. Vale (4> B)A (B> A)= A= B; en efecto, la matriz

hermitiana 4 - B debe tener todos sus autovalores nulos. Sin embargo no vale que

0 1 0
0 1\)'

B=
1

2
A>B y A#B = A> B, (ejemplo: A:O

Sea T arbitraria. Entonces,

(12) Ao B=>T*AT>T*BT .

Enefecto, x*(T*AT -T*BT)x=(x*T*)(4—-B)(Ix)20.

Sea T no singular. Entonces,

(13) A=B=>T*AT >~T*BT .

En efecto, x#0<> Tx#0, por lo que x*(T*AT -T*BT)x =(ITx)*(A- B)(Tx) >0 si
x#0.

TEOREMA 93. a) Sean 4 definida positiva y B semidefinida positiva. Entonces,

(14) A> B< p(BA')<1, A» B p(BA™) <.

Sean 4 y B definidas positivas. Valen,

b) Ab B B > A7,

c) Ab B=>detA>detB,irA>t B,

d) A> B= 4,(4)2 A,(B) si los respectivos autovalores son ordenados en el mismo

orden creciente.m

DEMOSTRACION. a) Existe una matriz X no singular tal que KAK*=17. La matriz
hermitiana KBK* es diagonalizable por medio de una matriz unitaria U: UKBK*U*=D
matriz diagonal real. Como UKAK *U* =UU* =1 hemos probado que existe una
matriz no singular C tal que 4=CIC* y B=CDC*. "

Entonces, B4~ =CDC*C*' C™' =CDC™". Por tanto los autovalores de BA™" son los
elementos diagonales de D. Veamos la primera de las desigualdades (14). A>B siy
solo si C(I = D)C* es semidefinida positiva y esto sucede si y sélo si / —D 1> 0. Pero
esto equivale a / —D > 0. Es decir, ningin autovalor de BA™ debe superar a 1y sigue
que A> B < p(BA™)<1. Analogamente se llega a la segunda desigualdad (14).

Las siguientes proposiciones b), ¢) y d) son consecuencias de a).

b) En este caso existe B™'. De A> B < p(BA™) <1 obtenemos

B'b A" o p(47'B)<1.
Pero p(A™'B)=p(BA™') como puede verse, por ejemplo, usando el Corolario 2 del

Teorema 30, porlo que A>B<> B > 47",

c) sigue de d). d) Es una consecuencia del teorema de Weyl. Probemos directamente
las desigualdades. Basta ver que si 4 es definida positiva y B semidefinida positiva los
autovalores ordenados verifican 4, (4+ B)> 1,(4).

O Este es un caso particular del siguiente teorema: si 4 y B son hermitianas y H es una combinacién
lineal real de ellas, definida positiva, entonces existe una matriz no singular, C, tal que C*4C'y C*BC son
ambas diagonales. Obsérvese que si quisieramos diagonalizar simultAneamente por semejanza
necesitariamos que las matrices conmuten.
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x*Ax x* Ax

A4 (A)= min max < min mé,x(

Wy Wy g €C7 X, Wy X ¥ X W Wy €C7 xlwy,own i\ X ¥ x

+ 4 (B)j pues
A;(B) = 0. Por el teorema de Rayleigh-Ritz la Gltima expresion es menor o igual a
x*Ax+x*Bx) x*(A+ B)x

x*x x*x x*x

/e Wi, Wy €C7 xlwy,.. W,

min max ( = min max ( j=/1,,(A+B),

QED.

Las matrices definidas positivas como factores tienen un comportamiento muy
interesante.

TEOREMA 94. Sean 4 definida positiva y B hermitiana. Entonces,

1) AB es diagonalizable con autovalores reales,

11) inercia(4B)=inercia(B).m

DEMOSTRACION. A™"*(4B)A"? = A"’BA"*=H es hermitiana, por lo tanto
diagonalizable: H =SDS™', D diagonal real con los autovalores de 4 en su diagonal.
Luego, AB es semejante a la matriz diagonal D. En particular tenemos:
inercia(AB)=inercia(D).

Por otra parte, H = A">BA4"? = A">B(A"*)* pues A"? es definida positiva. Por el

teorema de Sylvester H y B tienen la misma tripla de inercia e igual a inercia(D) que
es igual a inercia(4B) como vimos, QED.

NB. Lo notable en este analisis es que cualquier matriz C diagonalizable a una D real
es el producto de una matriz definida positiva y una matriz hermitiana.

En efecto, C = SDS™'=S(S*S* " )DS™"'=(SS*)(S™)*DS™')= AB donde 4=SS* es
definida positiva y B=(S™')* DS™' es hermitiana, qed.

El punto iii) del siguiente teorema es conocido como desigualdad de Fischer vy
generaliza a la desigualdad de Hadamard, la que puede deducirse de aquella.

A B
TEOREMA 95. Sea H :[B* C:| hermitiana, 4 y C cuadradas, no vacias. Entonces,
1) H es definida positiva si y s6lo si 4 es definida positivay C>B*A™'B.
i1) H es definida positiva si y s6lo si 4 es definida positivay p(B*4'BC™')<1.

ii1) Si H es definida positiva entonces det H <(det A)(detC).
DEMOSTRACION. i) =ii) por el teorema 93.

M N
i) Supongamos H definida positiva. Entonces, 4, Cy H™ :[Q R:, son definidas

.. ) M N| A B I 0
positivas. A partir de 0 = / obtenemos

R||B* C 0
_ -1 pxy-1
(15) o - (A-BC™'B¥*) N .
o (C-B*4™'B)”
MA+NB*=]
En efecto, por ejemplo, de despejamos N y obtenemos
MB+NC=0

M(A~BC'B¥)=1 .
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Por tanto, A—BC™'B* (A-BC'B*)",C-B*A"'B,(C-B*A4'B)"" son definidas
positivas. En consecuencia, C>B*A™'B. Veamos la reciproca. Supongamos 4 y
C —B*A™'B definidas positivas. Vale

16) { 1_1 OMA BH[ —A“B}:{A 0 ] }=K.
—B*(4™)* I||B* Cilo I 0 C-B*A™'B

Esto muestra que A y K son *congruentes. Luego, como K es definida positiva
también lo es H.

iti) De (16) obtenemos det H =detK = (det A)(det(C -B* A“B)). Pero
C=(C-B*A"'B)+B*A"'B por lo que C>C—-B*A"'B>0. Luego, por el teorema
93, det(C - B* 4™ B) <detC , QED.
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