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Resumen

En estas notas indicamos una construccién que permite a partir de un algebra
de Boole B y un ideal I de B determinar un algebra de Moisil n-valente M, (B, I),
axled y dada un algebra de Moisil n-valente axled L existe un algebra de Boole B
y un ideal I de B tal que el 4lgebra M,(B,I) es isomorfa a L. Aplicando estos
resultados construimos las siguientes dlgebras con un conjunto de m generadores
libres: Boole, Lukasiewicz trivalentes, Moisil n-valentes axled, Post n-valentes y
Lukasiewicz trivalentes monddicas.

1 Introduccion

Si X es un conjunto finito, notaremos con N[X] su nimero de elementos. Si A es un
reticulado distributivo acotado y 0 (1) son el primer y dltimo elemento respectivamente,
diremos que un subconjunto S de A es un (0, 1)-subreticulado de A si S es un subreticulado
de Ay 0,1 8.

Un &lgebra de De Morgan es un par (A, ~) donde A es un reticulado distributivo acotado
¥y ~ una operacién unaria definida sobre A tal que: ~ ~z =2z, ~ (x Ay)=~z V ~y.
Un algebra de De Morgan A en la cual se verifica x A ~y < y V ~ y, cualesquiera que
sean z,y € A se dice un algebra de Kleene.

Un 4lgebra de Boole monddica es un par (A,3) donde A es un élgebra de Boole y 3 :
A — A es una funcién, denominada operador existencial, que verifica 30 =0, zAdx =z
y Iz A Jy) = 3z A Ty, [5]. El operador Vz = —3 — x, donde —z indica el complemento
booleano de x € A, se denomina cuantificador universal.

Un 4lgebra de clausura es un par (A, C) donde A es un élgebra de Booley C': A — A es
una funcién que verifica C0=0; < Cz; CxVy)=CzVCy; CCz=Cz [5)]
Es bien conocido que si A es un 4lgebra de clausura entonces {z € A: Cz =z} esun
(0-1)-subreticulado A.

Si m > 2 un 4lgebra de Moisil n-valente L, [4], [2], es un 4lgebra de De Morgan donde
estan definidos n — 1 operadores 0;, 1 <7 < n — 1 que verifican:

L1) oy(z Vy) =0 Vo, 1 <i<n-—1

L2) oszV ~ozx=1,1<i<n—1
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(ojz) =02, 1<i<n—1,1<j<n-1
i(~

oz <ogr<...< 0,12

.
Q

T)=~0p_z,1<i<n-—1

)
4)
)

oy

)
L6) Sio;x =0y parai=1,2,...,n — 1 entonces = = .

Tambien diremos que L es un M-algebra n-valente. Toda &algebra de Boole es un
M-élgebra 2-valente y toda M-4lgebra 2-valente es un élgebra de Boole [2]. Un subconjun-
to S de L se dice una M-subdlgebra n-valente de L, 6 simplemente una M-subdlgebra, si S
es una subdlgebra de De Morgan de L que es cerrada con respecto a todos los operadores
05, 1=1,2,...,n—1.

Es bien conocido que si L es un M-4algebra n-valente y ponemos
Bi(L)={z € L: oz =z}

entonces By (M) = By(M) = ... = B,_1(M) y este conjunto es un algebra de Boole que
notaremos B(L).

Un M-élgebra n-valente monédica L, [4], es un M-4lgebra n-valente L donde esté4 definido
un operador unario 3 que verifica: 30 =0, z AJz =z y Iz A Jy) = Jz A Jy, Joyz =
oz, 1<i<n-—1.

Si B es un algebra de Boole finita con mas de un elemento, notaremos con A(B) al
conjunto de sus dtomos. Notaremos B,,, donde m € Z, m > 0 el dlgebra de Boole con m
atomos.

SineN,n>2 seaC, = {—JI : 0 < j <n-—1}. Considerado como subreticulado
n —
de los numeros reales, es claro que C, es un reticulado distributivo acotado. Definiendo

~ —1——‘7—yak( Jl)=0sik:+j<nyak( J1)=1sik+j2ndonde
— n—_

n—1 n—1
1<k<n—-1y0<Lj7<n—1, entonces C,, es un M-algebra n-valente.

Observacién 1.1 Si L es un M-dlgebra n-valente, y b € B(L) consideremos la seccién
superior S; = [b). Sabemos que Si es un reticulado distributivo, con primer elemento b y
dltimo elemento 1. Si x € S, pongamos por definicion ~; x = ~ = V b, entonces S es
un dlgebra de De Morgan.

Stz € 51 entonces b < x luego b= ;b < 04z y por lo tanto Sy es un M-dlgebra n-valente.
En forma andloga si consideramos la seccion inferior So = (b] y dado x € Sy definimos
~y x =~ Ab, entonces Sy tambien es un M-dlgebra n-valente.

Lema 1.1 Si L es un M-dlgebra n-valente y b € B(L), la funcidn : h(z) = A ~ b, es
un isomorfismo de [b) en (~ b].
2 Construccién

Dada un 4lgebra de Boole B y n € N, n > 3 consideremos el dlgebra de Boole

B"!'=BxBx...xB.

n—1 veces
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Sobre esta 4lgebra de Boole definamos el siguiente operador:

2 n—1

C(z1,22,...,Zn-1) :cl,\/:cz,\/xz, .,\/ T;
i=1 4=1 3=1

Entonces se prueba sin dificultad que (B™™!, C) es un 4lgebra de clausura, que M,(B) =
{z € B ': Cz =z} es un (0, 1)-subreticulado de B" !y

({,Ul,xz,. . ,$n_1) € Mn(B) = < <...< Ty
Definamos ahora un nuevo operador en B"!

~ (T, T2y Ty_1) = (—Tp_1, —Tp_2,-- -, — T, —T1).

Entonces M, (B) es un 4lgebra de Morgan, mas precisamente es un dlgebra de Kleene.
En efecto, si ¢ = (21,22,...,%n-1) € M,(B) entonces la j-ésima coordenada, 1 < j <
n—1,de ~ z es —x,_;, luego si z = (z1,2z,...,2,-1) € M,(B), las coordenadas de
TAN~TyzV~zsonx; N—Tn_;y2z; V—2_5, 1 <j<n— 1, respectivamente.
Sin—1esimpar, estoesn—1 =2¢t+1, entonces z; < x,_;y 2; < 2p—jdonde1 < 7 <t+1
luego (1) z; A —2p—j =0y (2) —2; V2z—j = 1,1 < j < t+1 Pongamosn—j = p,
entonces t +1 < p < n — 1y por (2) tenemos z, V —z,_, = 1, para todo p tal que
t+1<p<n—-1,lvegox; N—2,_; =0< 2 V—2z, ;, paratodo j talque,1 < 7 <41
Y2 N=Zpj <1=2 V —z,, para todo j tal que, t4+1 < 7 < n — 1. Luego
T A~z <2V ~2

Sin —1es par, esto esn — 1 = 2¢, entonces ; < Tpn_; v 2; < 2p—j donde 1 < j < ¢ luego
(3)z; AN—Zpj =0y (4) —2z Vzo; = 1,1 < j <t. Pongamos n — j = p, entonces
t<p<n-—1lypor(4) 2z V—z,, =1, para todo p tal que t < p < n — 1, luego
T N—=2p_j=0<2; Vz,_jparatodo jtalque 1< j<tyz; A—zp_; S 1=2; V2,
paratodo jtalquet < j<nmn—1. Luegoz A~z <2V ~ 2z

Vamos a definir una estructura de M-algebra n-valente en M, (B). Por los resultados de
Cignoli [2] toda M-algebra n-valente es un algebra de Kleene. Acabamos de probar que
M, (B) es un slgebra de Kleene sin utilizar los resultados de Cignoli.

Si(z1,%2,...,%n-1) € M,(B) pongamos por definicién:

Ui(xl,xg,...,xn_l) =($i,$i,...,.’17i), 1 S'&Sn—l,

claramente (z;, T;, . .., %;) € M,(B). Entonces se verifica sin dificultad que M,(B) es un
M-élgebra n-valente. Esta construccién es similar a la indicada por Moisil [6].
Observemos que

B(M,(B)) = {(z1,22,.--,Tn1) E B izy =39 =... = 1,1},

luego el dlgebra de Boole B(M,,(B)) es isomorfa a B.

Dado un ideal I de un algebra de Boole B consideremos el conjunto

M, (B,I)={(z1,29,...,%n-1) € My(B): —x1 Axy_y €I}
Probemos que M,(B, I) es una M-subdlgebra de M, (B). En efecto:
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1) 0=1(0,0,...,0),1 = (L,1,...,1) € My(B, ).

2) Siz = (z1,T2,...,%n_1) € M,(B,I) entonces ~ x € M,(B,I).
Por hipétesis —x1 A z,,1 € I. La primera coordenada de ~ z es —x,,_1 y la tltima
es —x1, luego —(—xp—1) A—21=—21 Axp_1 € 1.

3) Siz=(z1,%2,,Tn-1),Y = (Y1,Y2,---,Yn—1) € My(B,I) entonces
T ANy € My(B,I).
Por hipétesis —x1 AZp1 €1y —y1 AYn-1 € I. Luego:
—(z1 Ay1) A(@pot AYno1) = (=21 V =21) A (Zno1 AYnoa) =
(=21 AZpy AYn—1) V(= ATp_y AYn_1).
Como —z7 AZp_1 A Yn_1 < —21 A Z,_1y como por hipdtesis —xy Axp_1 €1 e
I es un ideal entonces: —x1 A Zp—1 A Yn—_1 € I. En forma andloga se prueba que:
Y1 A ZTyp—yg A Yp1 € I, luego z Ay € M,(B,I).

4) Siz = (z1,%2,...,%n-1) € M,(B,I) entonces o,z € M,,(B,I),paral <i<n-—1.
0% = (T4, T4y ..., %) y como —x; Ax; =0 € I, entonces o,z € M, (B, I).

Observacion 2.1 Se pruebs sin dificultad que:
1) M,(B,B) = M,(B).
2) B(M,(B)) = B(M,(B),I), para todo ideal I de B.

8) Si Iy e I, son ideales de B tales que I} C Iy entonces M, (B, 1) es una M-subdlgebra
de M, (B, I),

4) M,(B,{0}) C M,(B,I) C M,(B,B), cualquiera que sea el ideal I de B,

5) (z1,T2,...,%n1) € Mu(B,{0}) <= 1 = zp = ... = Tp—1 y por lo tanto
M, (B, {0}) es un dlgebra de Boole isomorfa a B,

6) Si I y J son ideales de B, entonces B(M,(B),I) = B(M,(B),J).

3 Algebras de Post y axled

Un M-éalgebra n-valente L se dice un algebra de Post n-valente si existen cy,cy,...,
Cp—2,Cn-1 = 1 € L, denominados los centros de L, tales que o;c; = O parat+j < n
y oic; =1parai+j > n.

Observemos que los siguientes elementos de M,,(B)

C1 = (0,0,...,0,1),
s = (0,0,...,1,1),
oy = (0,1,...,1,1),
ey = (1,1,...,1,1).

verifican las condiciones anteriores, por lo tanto M, (B) es un algebra de Post n-valente.
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Definiciéon 3.1 Un M-dlgebra n-valente L, n € N, n > 3 se dice azled si existen elemen-
tos ay,ay,...,a,—2 € L, denominados los ejes de L, tales que para todoi=1,2,...,n—1
y para todo j =1,2,...,n— 2:

(Al) Sii+j <n—1 entonces o,a; =0,
(A2) Sii+j =mn entonces 0,1z < 017 V 0ya;, cualquiera que sea x € L.
(4], pég. 177)

Es bien conocido que toda algebra de Post n-valente es un M-édlgebra n-valente axled.

Si L es un M-élgebra n-valente entonces [4]:

(A3) oias = 0,0, cualesquiera que sean t,s,u,v tales que t +s>nyu+v > n,
1<t us<n—-11<s,v<n—-2

(A4) 41 S az S L S Ap—-9.

n—1
(A5) = V (on-jz Aa;) V o1z cualquiera que sea = € L.
i=2

Por [4], pag. 192 sabemos que si L es un M-4lgebra n-valente y b € B(L) entonces
L = [b) x (b]. Por el Lema 1.1, [b) = (~ b] luego también tenemos que L = (~ b] x (b].
Observemos que si b = 0 entonces L = L x {0} y si b = 1 entonces L = {1} x L. Si
be B(L)\ {0,1} entonces N[[p)] > 1y N[(~b]] > 1.

Por [4], pdg. 193, sabemos que si L es un M-algebra n-valente axled entonces L =
[0n—1a1) X (0pn—101] donde [on_1a1) es un dlgebra de Boole y (0,—1a1] es un dlgebra de
Post n-valente. Supongamos que L no es un &algebra de Boole ni un 4lgebra de Post
n-valente, entonces o,_1a; € B(L) \ {0,1}. En efecto si 0,,_1a; = 0 entonces por (A3)
OiOn—i = Op_1a; = 0, para 1 < 4 < n— 1. Luego por (A2) 0, 12 < o9z V 0ian_; =
o1zV0 = 0oyz y como 01z < < 0,1 tenemos que o1& = & y en consecuencia ¢ € B(L)
para todo z € L, entonces L seria un algebra de Boole, absurdo.

Si op_1a7 = 1 entonces los elementos ¢; = a; parai=1,2,...,n— 2y ¢,_1 = 1 verifican
oic; =0parai+j <nyo,c; =1parat+ j > n. Luego L seria un algebra de Post
n-valente, absurdo.

Si L es un M-dlgebra n-valente axled finita, N[L] > 1 y b un dtomo de B(L). Como
b<1l=~0,_101V0O,_101 Y ~ Opn_101,0q_101 € B(L) entonces b <~ 0, _1a; 6b < 0,_104.

(C1) Sib verifica (1) b < ~ 0,_1a; entonces (b] = {0,b} = Cy. En efecto, si x € (b] esto es
(2) 0 < z < b entonces 0 < o1z < 01b = b, luego como b € A(B(L)) y o1z € B(L)
tenemos que (3) o1z =b 6 (4) o1z = 0. Si ocurre (3) entonces, (5) b = o1z < z. De
(2) y (5) resulta x = b. Siocurre (4) entonces, por (A2) z < 0p 12 < 1T VOip_; =
0 Voa,_; = 0;a,_; para todo 2, 2 <2 < n — 1, en particular si 2 =n — 1 tenemos
(6) z < gn_1aq. De (1), (2) y (6) resulta z < 0, 103 A ~ 0,30y =0, luego z = 0.

(C2) Sib verifica (1) b < 0, 101, 8€an ap =0, 6,1 =1y

Z={zj=a; Nb:0<j<n-—1},
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luego Z C (b]. Como a; < a;j41, 0 < j < n—2 entonces 2z < zjy1, 03 <n—-2. Si
existe j, 0 < j <n—2tal que z; = 2;,1 entonces 0,,_(;11)2; = Opn_(j+1)%j+1, €sto es
OTn(j+1)% ANb = dn_(j11)a501 Ab. Por (Al) tenemos (2) op_(j41ya; = 0. Por (A3)
tenemos (3) 0p—(j+1)@j4+1 = Tpn_101, luego de (2), (3) y (1) resulta b = 0,141 Ab =0,
lo que contradice que b es un 4tomo de B(L). Luego N[Z] = n.

Siz € (b], esto es 0 < = < b entonces 0 < o,z < o;b = b, para todo ¢ tal que
1<i<n-—1. Comobesun dtomo de B(L) y 0,2 € B(L) tenemos que:

para cada indice i, 1 <i<n—1, ojx=b 6 o,z =0. (1)

Si oyx # 0, para todo 4, 1 < ¢ < n — 1, entonces por (1) o,z = b, para todo
i, 1 <i<mn—1, luego por (A5) tenemos

n—1 n—1
x = \/(aja:/\an_j)Valw = \/(b/\an_j)\/b=b=zn_1 € Z.
=2 =2

Sea k, 1 < k < n—1, el mayor indice tal que oz = 0. Como o1z < 09z < ... < 03,
entonces
o;x =0 paratodo 7 talque 1 <7 <k. (2)

Sik=n—1, esto es 0, 12 = 0, entonces como z < 0,_1% tenemos que z = 0 =
29 € Z. Sil < k <n—2entonces por (1) y (2) 0,2 = b para todo i, 7 > k, luego

n—1 n—1 n—1
por (AS)x= V (ojzhanj)= V (bAan)=bA( V any), luego por (A4)
j=k+1 j=k+1 j=k+1
T=b Nan_(k+1) = Zn—(k+1) € Z.

Por lo tanto probamos que (b] = {0,bAay,bAay...,bA an_2,b}.

Por la Observacién 1.1, (b] es un M-dlgebra n-valente, donde ~g z; =~ z; Ab =
~ a; N\ b, para todo z; € (b].

Vamos a probar que (*) ~2 z; = z,—(j11), para 0 < j < n — 1, lo cuél es obvio para
j=06j=n—-1.8511<j<n—2y1<i<n-—1 entonces por L4) tenemos

(4) 0, ~zj=0;~a; Nb=~ 0,_;a; Nb.

Por otro lado
(5) TiZn—(j4+1) = 0iln—(5+1) Ab

Si(6) j < i entonces n — i+ j < n luego por (4) y (A1) tenemos
Oy ~2 25 =~ Op_i0j Ab=~0Ab=0.

De(6)j<i—1lluegon=mn—j)+j<(n—j)+i—1=i+n—(j+1),yporlo
tanto de (A3) y la hipétesis b < 0,_1a; tenemos

O',L'an_(j+1) Ab= Op—101 Ab= b,

luego

O ~2 2§ = 05Zn_(j+1), para @ < j.
Supongamos ahora quew (7) j > iluego 8) n—i+j>ny (9 i+n—(+1) <
n — 1 < n. De la hipétesis b < 0,,_1a; resulta (10) ~ o,_1a1 Ab=0. De (8), (A3) y
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(10):
O3~ Zj =~ Op_i@j Nb=r~0p_101 Nb=0,
y por (9) y (A1)
O'z'an_(j_,_l) Ab=0Ab=0.
Luego
O; ~2 Zj = OiZn_(j+1), para j > 1.
Ademés 0,29 = 0, 52,1 = b, paratodo i, 1 <i<n—1. Si1<j<n-2y
1 <i<n—1, tenemos que 0,2; = 0;(a; Ab) =0;a; Ab, luego si i+ j < n entonces
por (Al) o;a; = 0 luego o;2; = 0. Sii+ j > n entonces por (A3) y b < 0,_1a1
tenemos que 0,2; = 0ya; ANb=o0,_1a;1 Nb=0.
Por lo tanto acabamos de probar que (b] = C,,.

Si B(L) tiene m dtomos y b € A(B(L)) entonces ya vimos que b <~ 6,_101 6 b < 0,,_1a;.
Sean

j=N[{be A(B(L)):b< ~o0, 101} v k=N[{be AB(L)) : b < o,_1a:},

luego m = j + k.
Por el Lema 1.1, sabemos que [0,-161) = (~ 0p—101], luego

L = (~ 0y_161] X (0pn—101] (1)
y como
(~op101] = H{(b] :be AB(L), b <~ o,_101},
(On_101] = H{(b] :be AB(L), b< 0p_101}
entonces

L=C)xCk.

Esto generaliza nuestros resultados para las algebras de Lukasiewicz trivalentes con eje
[10], [1], y d4 una mayor precisién al resultado indicado en [4], pag. 293.

Sim,n € N, n > 3,y € By, y # 0 entonces M,(Bn, (y]) es axled. En efecto, sean
aj, 1 <j <n—2 los siguientes elementos de M, (Bm, (y]):

a; = (@, a2, - - . ,ai(n_l)),
tales que a;, =0, paral < h<n—jya;, =y, paran—j < h, esto es

ay = (0,0,...,0,y),
o = (0>O""ayay)a

Op.2 = (ana R 7y7y)'

Luego se verifica la condicién (Al). En efecto, si (*) 1 <i<n—-11<j<n-2e
1+ J < n entonces:

gia; = (aji,ajz-, . ,CL]',L') = (0,0, .. ,0)
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Supongamos ahora que ¢ + j =n;sit =1 noexiste j, 1 <j<n-—2talquei+j=n,
luego 2 <4 < n—1y por lo tanto

00 = 03Qp_; — (?/,3/; v ay) (1)

Siz=(21,%9,...,2n_1) € M,(B,, (y]) entonces

1 <293 < ... L Ty, (2)
—I1 A Tp1 € (y]a (3)
o = (T4, 24y ...,%;), paratodoi, 1 <i<n-—1. (4)

De (3) resulta —z; Azp_1 <y, luego z; V(—21 AZp_1) < 21 Vy,estoes zy Vi, < 27 Vy
.y como por (2) z; < z,_; deducimos que

Tp1 <1 V. (5)
Luego si, i+ j =n, 2 < i < n— 1 entonces por (4), (1) y (5):
oz Voa; = (1 Vy,1 VY,...,21 VY) > 0p1Z, (6)

luego se verifica (A2).

Sea A(Bp,) = {b1,b2,...,bm}, como y € By, \ {0} entonces y es supremo de t 4tomos,
1<t <m, de B,,. Supongamos que y = b; V by V...V b;. Entonces:

A(B(My(Bm, (y])) = {(bs, bs,...,b;) € B*1:1<i<m}. (1)
Por (I):
My (B, (y]) = (~ on-101] X (0n_101].

Como
NUn—ICLl:N(y:yw--,?/):(—ya—ya---a_?/):( \/ bk> \/ bk)"'v \/ bk)
k=t+1 k=t+1 k=t+1

entonces por (II) resulta:
N[{z € A(B(Mn(Bm, (y])) : 2 <~ op_1a1}] =m —t,
y como

i t t
an_la,l:(y,y,...,y):(\/bk, bk,,\/bk)
k=1 k=1 k=1

entonces por (1I) resulta:
N{{z € ABMy (B, (4])) : 7 < 0 a}] =1,
luego My (B, (3]) = O~ x CL.

Siy =0, esto es t = 0 entonces, My, (B, {0}) 2 Cy 'xC?'=Cr~B,,.SineN, n>3,
entonces M, (B,) = M,(Bm, Bm) = C5™™ x C* =2 C, luego N[M,(Bn)| =n™.
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Sin € N, sea BS™ el conjunto de todas las funciones isétonas de la cadena C,, en el
algebra de Boole By, luego sin > 3, M, (B,,) = BCn-1] y por lo tanto N[Bi,(,f"—ﬂ] =nm,
Sin =1, es claro que N[ngﬂ] = N[Bp] = 2™ y si n = 2 es fécil ver que N[Bi,?"]] =

> (%) - 2™ * = 3™. Luego tenemos
k=0

NBE=nm+1)™, neN.

Observemos que

(1) M3(Bam,{0}) = (C3)*" es un 4lgebra de Boole con un conjunto de m generadores
libres.

(2) Sip=3™ey € B,essupremo de t = 3™ —2™ 4tomos de B, entonces Ms(Bam, (y]) =
C?" x 03" 72" es un 4lgebra de Lukasiewicz trivalente con un conjunto de m gene-
radores libres [7],

(3) Mn(Bpm,(1]) = (C,)™" es un 4lgebra de Post n-valente con un conjunto de m
generadores libres,

(4) Siy es supremo de 3™ &tomos del dlgebra de Boole Bgm om entonces
M3(Bgm+2m, (y]) = sz X Cgm,

es el 4lgebra de Moisil n-valente axled con un conjunto de m generadores libres, [4].
Para el caso particular n =3, [7], [9].

Lema 3.1 Si L es un M-dlgebra n-valente entonces I = o,_1(0;7'(0)) es un ideal de B(L).

Dem. Observemos en primer lugar que = € I siy solosi (1) z = 0,1y donde y € o7 1(0)
esto es o1y = 0. Luego de (1) resulta que I C B(L).

Claramente 0 € I. Sean z1,29 € I luego 1 = op—1y1 con o1y = 0y T3 = Op_1¥y2 COD
o1y2 = 0. luego 2V y = 0191 V On_1Y2 = On_1(¥1 VY2) ¥y 01(11 V y2) = 1 V o1y = 0.
Luego z1 Vy, € 1.

Probemos que: Siz € I ey € B(L) verifica y < z entonces y € I. En efecto por hiptesis
T =0, 11 conox; =0y 0, 1y =01y =y. Seay; = z1 Ay luego (2) oyys = o111 Aoy =
0Ay =0. Ademds (3) on-1y1 = On_1(ZT1 AN Y) = 0p1Z1 Aop1y =z Ay =Yy. De (2) vy (3)
resulta que y € I. |

Si b € B(L) notaremos (blgzy = {z € B(L) : < b}. Es claro que (b]gz) = (b] N B(L).

Lema 3.2 Si L es un M-dlgebra n-valente azled entonces 0,_1(07'(0)) = (0n_1a1]s(1)-

Dem. En efecto como oia; = 0 entonces a; € o7(0) luego 0,101 € 0n_1(07"(0)) y en
consecuencia (0,-1a1](z) C Tn1(07(0))-

Sea y € 0,_1(07%(0)), luego (1) y = 0,11 con oyy; = 0. Por (1) y € B(L). Como L es
axled se verifica (2) y = o1ty < o191 V 0101 = 0V 0,101 = 0,-101. De (1) y (2)
resulta que y € (on_101]8(z)- [ |
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Lema 3.3 Si L es un M-dlgebra n-valente axled entonces la transformacion
a: L — M. (B(L), (0n-_101]5z))
definida por a(z) = (012,097, ... ,0, 1) es un isomorfismo.

Dem. Sabemos, 3], [4], que la transformacion « es un homomorfismo inyectivo. Probe-
mos que es suryectivo. Dado y = (y1,%2, ..., Yn—1) € M,(B(L), (0n_101]8(1)), esto es

1 <y <...<Yn-1, (1)

~Y1 NYn-1 < Op_101. (2)
Sea h tal que 1 < h <n—1, luego de (2) y (1) resulta que:

“NAY == AYn1 AYr < Op_101 AYp < Op1ay, paral <h<n-—1

y por lo tanto

U= VY=V (=Y AY) < Vo0 (3)
Sea
n—1
T = [\/(yk A Gn i)V Y1,
k=2

luego = € L. Entonces
n—1

Op% = [\/(yk A Opam_i)] V 4.
k=2

Si h =1 entonces como 1+ (n — k) < n — 1 resulta por (Al) que o1a,—x = 0, luego
o1 = Y. (4)

Si2 < h <n-—1, entonces si h < k tenemos que h+ (n — k) < n— 1y por lo tanto
teniendo en cuenta (A1) resulta que opan—r = 0, luego:

h

onz = [\/ (U A onan_k)] V 1. (5)
k=2
Pero por (A3) sabemos que
si t4+ s> n entonces oa, = 0,,_1a;. (6)

Luego de (5) y (6) resulta que

h h

onz = [\/ (g A on1a1)] Vo = [(\/ 96) A 0rad] V . (7)
k=2 B2
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Y por lo tanto teniendo en cuenta (1) tenemos que

Ot = (Yn A Tn_101) VY1 = yp A (G101 V 31). (8)
Luego de (8) y (3) resulta que

T = Yp, cualquiera quesea h, 2< h<n-—1 (9)

De (4) y (9) onx =y, cualquiera que sea b, 1 < h < n—1y por lo tanto a(z) = y, luego
a es una funcién suryectiva. |

Corolario 3.1 Si L es un dlgebra de Post n-valente entonces:
0n-1(01(0)) = (on-1c1]) = (1) = B(L) y por lo tanto L = M,(B(L), B(L)).

Si (B,3) es un &lgebra de Boole mondadica, (z1,%2,...,%n-1) € M,(B) y definimos:
(1, ®2,...,Tn-1) = (Iz1,I2y,...,32y_1)., entonces (Izq,Izy,...,31,_1) € M,(B).
Ademas:

E1) 30 = 3(0,0,...,0) = (30,30,...,30) = (0,0,...,0).

E2) (z1,%2,...,Zn_1) A (21, B0y .., Tp_1) =
(x1 ATz, 22 ATZ2y .. T ADTp_1) = (1, T2, -+, Tne1)-

E3) = ((:El) %2, Tp—1 N\ 3(?/1,?/2, s ay'n—l)) =
A(z1 ATy, 22 Aye,y ., Tno1 A Tynog) =
(3 ($1 A El:1/1) 73 (.’172 A 33/2) AR 3 (xn—l A 3yn—l)) =
(Fz1 A Jyy, Tz A Jys, ..., FTp_1 A Typ_q) =
(3z1, 32, .., Fxn_1) A Gyr, Fya, - -, Fgnor) =
Az1, 22,y Zno1) A (Y1, Y25 - - -3 Yn1)-

E4) 0};3(%1, Ta,... ,33”_1) = ai(Elxl, 3$2, e ,EILUn_l) =
(Fz;, 3y, ..o, Fag) = Wiy 4y ..., ) = Fo(®, T2y - .-, Tn1)-

Entonces (M, (B),3) es un M-élgebra n-valente monédica, que notaremos M M, (B).

Sea I un ideal monédico de B esto es: dx € I, cualquiera que sea = € I.

Sea x = (1, 22,...,%n—1) un elemento de M, (B,I) luego (1) —x1 A xp_3 € I.

Como (2) V— 29 Azy1 < —21 A Zy_g, € dado que I es un ideal, entonces de (1)
y (2) tenemos que V — 7 Az, € I. Y como I es un ideal monddico resulta que
AV -2y ANxy_q) € I, esto es —3zy A Jz,_; € I, luego Iz € M, (B,I), y por lo tanto
M, (B, I) es un M-élgebra monadica n-valente [4], que notaremos MM, (B, I).

Si (By, 3) es un 4lgebra de Boole monddica es bien conocido que K(B,) = {z € B, : 3z =
z} es una subélgebra de Boole de B, y que si y € B, entonces (y| es un ideal monddico
si y solo siy € K(B,).

Siy € K(B,)\{0} es supremo de t 4tomos de B, entonces la M-4lgebra n-valente monddica
MM, (B,, (y]) es isomorfa a C5~* x C!.

Sim e N,sean p =3m-23""1 ¢=22""m"1ly ¢t =p_gq. Si(B,,3) es un algebra de Boole
monédica tal que existe y € K(B,) donde y es el supremo de ¢ dtomos of B, entonces

MMs(By, (y]) = C§ " x C5 = C3 x C§°,

luego M Ms(B,, (y]) es el dlgebra de Lukasiewicz trivalente monddica, con un conjunto de
m generadores libres, [8].
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