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TRIVALENTES

Antonio A. R. Monteiro

Estas notas reproducen parte del curso [52] que dictara en la Universidad Nacional del
Sur, en 1968 el Dr. Antonio A. R. Monteiro asi como los seminarios (53], [59] sobre esta
teoria. donde presentd resultados originales.

Los primeros capitulos del curso contenian algunos resultados sobre conjuntos ordena-
dos, reticulados distributivos, dlgebras de De Morgan y dlgebras de Boole monddicas,
necesarios para el futuro desarrollo del curso, los mismos se encuentran en las siguientes
publicaciones del INMABB, [81], [66], [65].

En sus cursos y seminarios, como era habitual, el Dr. Antonio Monteiro planted diver-
sos problemas a resolver, entre ellos podemos citar aquellos que dieron origen a las tesis
doctorales de Roberto Cignoli [22], Luiz Monteiro [77] , Luisa Iturrioz [39], Manuel Abad
(1], Aldo V. Figallo [31]. Atn hoy sus resultados son citados en diversas tesis doctorales
realizadas en nuestra Universidad, y en otras Universidades Nacionales y Extranjeras.
En la bibliografia se citan diversos trabajos, que podemos decir sin temor a equivocarnos,
que tienen su origen en los temas desarrollados en el curso y seminarios citados ante-
riormente, asi como en reuniones de caricter informal del Profesor A. Monteiro con sus
discipulos.

Redactor: Luiz F. Monteiro

INMABB - CONICET -UNS
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Nota

R. Cignoli en su Tesis Doctoral (1969) Algebras de Moisil de orden n, [19],[22],
obtiene excelentes resultados sobre estas dlgebras que tienen como caso particular a
las algebras de Lukasiewicz trivalentes. En la bibliografia se indican 15 importantes
trabajos de este autor.

L. Monteiro en su Tesis Doctoral (1971) Algebras de Lukasiewicz trivalentes mond-
dicas, [76],[77), generaliza el concepto de las algebras de Lukasiewicz trivalentes.

M. Abad en su Tesis Doctoral (1986) Estructuras ciclica y monddica de un dlgebra
de Lukasiewicz n-valente, [52] generaliza el concepto de Algebras de Lukasiewicz
trivalentes monddicas.

En el excelente libro Fukasiewicz-Moisil algebras de V. Boicescu, A. Filipoiu, G.
Georgescu G. y S. Rudeanu, [15], se tratan casos mas generales que las édlgebras
de Lukasiewicz trivalentes. En el mismo que fue publicado en 1991 se encuentra
una amplia bibliografia (hasta 1989) relacionada con las dlgebras de Lukasiewicz
trivalentes.

En la bibliografia se encuentran trabajos publicados con posterioridad a 1989, y
tambien algunos anteriores a 1989 no citados en [13].
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2 CAPITULO 1

2.1 Definicién y reglas de cdlculo

La nocién de 4lgebra de Lukasiewicz trivalente, fue introducida y su teoria desarrollada
por Gr. Moisil [43], [45], [47].

Estas algebras desempenan en el clculo proposicional trivalente de Lukasiewicz un papel
andlogo al que desempeifian las dlgebras de Boole en el cdlculo proposicional clisico.

La siguiente definicién ! ([52], [54]) es equivalente a las que fueron indicadas por Moisil.

Definicién 2.1.1 Un dlgebra de Lukasiewicz trivalente es un sistema (L,1,~,V,V,A)
formado por 1) un conjunto no vacio L; 2) un elemento 1 € L; 8) dos operaciones
unarias ~ y V definidas sobre L; 4) dos operaciones binarias V y A, definidas sobre L
de modo que se verifiquen las sigquientes condiciones:

t—q

1) 1 Va =1, cualquiera que sea x € L,
L2

x A (xVy)=ux, cualesquiera que sean 1,y € L,

)
L3) 2 A(y Vz)=(z Ax) V(y Ax), cualesquicra que sean x,vy,z € L,
)

—

4) ~ ~ 1 =, cualquiera que sea x € L.

L3) ~ (& Ay) =~V ~y, cualesquicra que scan x,y € L,
L6) ~uV Ve =1, cualquicra que sea x € L,

L7) ~xAuw =~ AV, cualquiera que sea 1 € L,

L8) V(z Ay) =V AVy, cualesquiera que sean x,y € L.

El operador ~ se denomina negacion y la operacion ¥V se denomina operacion de posibi-
lidad. También diremos que L es un dlgebra de Eukasiewicz.

Uno de los primeros problemas que planted en su curso el Profesor Antonio Monteiro
fue determinar si estos axiomas eran independientes. Este problema fue resuelto por
L. Monteiro [67], quien probé que los axiomas L2 a L8 son independientes y que L1 es
consecuencia de algunos de los axiomas L2 a L8. Uno de los ejemplos indicados por L.
Monteiro en [67] motivaron a A. Monteiro a introducir en 1978 la nocién de dlgebra modal
tetravalente, quien propuso a I. Loureiro estudiar esta teoria. La misma fue desarrollada
por I. Loureiro en su tesis doctoral [42], defendida en 1983 en Lisboa.

Para identificar la definicién de A. Monteiro con las que fueron indicadas por Moisil debe-
mos poner ~z =Nz y Vz = uz.

Otra axiomatica para las dlgebras de Lukasiewicz fue indicada por A. Monteiro y L. Mon-
teiro antes de 1967, pero solo fue publicada en 1996, [60].

De los axiomas L1, L2 y L3, resulta por los axiomas indicados por M. Sholander [94] que
el sistema (L, 1, A, V) es un reticulado distributivo con tltimo elemento 1. De los axiomas

LEL propdsito de A. Monteiro fue indicar una definicion de las dlgebras de Eukasiewicz trivalentes por
medio de un menor nimero de aziomas que los que figuraban en las diversas definiciones de Moisil, pero
conservando las operaciones primitivas indicadas por Moisil.
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L1, 1.2, L3, L4 y L5 resulta que el sistema (L, 1,~, A, V) es un 4lgebra de De Morgan [13],
[14], [66] y por lo tanto 0 =~ 1 es el primer elemento del reticulado L.

Por lo tanto podremos definir un dlgebra de Lukasiewicz como un dlgebra de De Morgan
sobre la cual esté definida una operacién unaria que verifica L6, L7 y LS.

Supondremos conocidas y aplicaremos sin mencionarlas a todas las reglas de célculo
vélidas en las dlgebras de De Morgan. Vamos a indicar ahora algunas reglas de calculo
donde interviene el operador V.

L9)

L10)

L11)

L13)

L14)

L15)

L16)

L17)

r < Vz.
z=z Al=(porL6) =z A(~zVVz)=(zA~z)V(z A V) = (por L7) =
(~z AVz)V(z AVz)=(~z V) AVz < Vo

V1 =1.
Consecuencia inmediata de L9.

V0 =0.
0= (porL1)=0 Al=0A~0=(porL7)=~0AV0=1 A V0 = V0.

Si z < y entonces Va < Vy.
Sabemos que x <y < x =1z Ay, luego Vz = V(z Ay) = (por L8) = Va AVy
y esto equivale a Vo < Vy.

x VV ~rx=1
5 VYV ~a = (por Ld) = ~ (~ ) VV ~xz = (por L6) = 1.

V~V~a<n

D¢ L13 resulta ~ (1 V'V ~ x) = ~ 1 csto es ~ o A~ V ~ 1 = 0. Lucgo
V(~ & A~V ~a) = V0 = (por L11) = 0, y utilizando L8 tenemos que (1)
Ve~ar AV~V ~a=0.

Finalmente = = VO = (por (1)) =2 V(V~x AV ~V ~u) =

(2 VV ~ua) A VV ~V ~x) = (por L13)=1 A(x VV ~V ~ux) =

x VV ~V ~ & de donde resulta L14.

V~V~V~r=V~u

De L14 resulta que ~ 2 < ~ V ~ V ~ i, luego por L12 tenemos que:

(1) V~a<V~V~V~z Porotro lado si en L14 reemplazamos x por V ~ &
tenemos:

() V~V~V~z <V~ De(l)y (2) resulta L15.

V ~ Vz es el complemento booleano de V.

Si en L13 reemplazamos r por Vi obtenemos (1) Vo2 VV ~ Vz = 1. De L6
resulta ~ (~ = V Vz) = ~ 1 =0, esto es zA ~ Ve = 0y por lo tanto (2)
0=V0=V(zA~Vz)=(porL8) =Vz AV ~ Vz. De (1) v (2) resulta L16.

~ Yz es el complemento booleano de Vz.

De z < Vz reemplazando = por ~ Vz tenemos ~ Vz <V ~ Vz, luego

Vi A~ Vi < Vz AV ~ Vz = (por L16) =0, y por lo tanto (1) Vz A ~Vz =0
y en consecuencia ~ (Va A ~ Vz) =~ 0=1 esto es (2) Vz V ~ Vz =1. De (1)
y (2) resulta L17.
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L18) V ~ Vz =~ Vz.
Esto es una consecuencia inmediata de L16 y L17, ya que en un reticulado distri-
butivo si un elemento tiene complemento booleano el es tnico.

L19) VA~V ~z=~Vr~uz
Es una consecuencia de L18 reemplazando x por ~ .

L20) VVz =Vz.
De L18 resulta ~ V ~ Vi = ~~ Vz = Vi, y por lo tauto (1) V ~ V ~ Vi =
VVz. Sien L15 reemplazamos z por ~ x obtenemos (2) V ~ V ~ Va = V. De
(1) y (2) se deduce L20. ’

Un elemento © € L de un algebra de Lukasiewicz L se dice constante o wnvariante si
Vi = z. Representaremos por B(L) 6 B al conjunto de todos los clementos invariantes
de L. Por L20 resulta que Vz € B(L) cualquiera que sea x € L, luego en particular B0)
0,1 € B(L). El conjunto B(L) tiene ademds las siguientes propiedades:

B1) Siux,y € B(L) entonces x Ay € B(L).
En efecto por hipétesis Vi = 2, Vy =y luego V(i Ay) = (por L8) =V AVy =
€roANY.

B2) Siux € B(L) entonces ~ x € B(L).
Por L18 sabemos V ~ Vi = ~ Vi, lucgo si Vi = &, tenemos Vo~ = ~

B3) Siux,y € B(L) entonces x Vy € B(L).
Es una consecucncia inmediata de (B1), (B2) y el axioma LS.

Lema 2.1.1 S0 L es un dlgebra de Lukasiewicz y x € L entonces x es invariante sty
sélo st x es booleano. [43)

Dem. Es claro que 0,1 son elementos booleanos de L.

Sea x un elemento booleano de L y —z su complemento booleano estoes z A —x =0y
z V —z = 1. De estas condiciones se deduce inmediatamente que (1) Vi AV —2 =0
y (2) Vz VV —z = 1. Por lo tanto Vz es un elemento booleano cuyo complemento
booleano es el elemento V — z. Por otro lado (3) Vo =V Al =Vz Az V —1) =
(Ve Az) V(Vz A—z)=2 V(Vz A—z). Pero de —z < V — 1z se deduce, teniendo en
cuenta (1) que —z AVz <V -z AVz =0y porlotanto (4) —z AVz =0.De (3)y
(4) resulta que Vo = x.

Supongamos ahora que z € B(L) esto es Vo = z. Por L17 sabemos que Vi es booleano y
que su complemento es ~ Vz, luego como ~ Vi = ~ z podemos afirmar que ~x Az =0
y que ~x V=1, luego x es booleano y tiene por complemento booleano a ~ x. ||

Acabamos asi de probar que B(L) es un dlgebra de Boole.

L21) V(z Vy) =Vz V Vy.
De z <z Vy resulta por L12 que (1) Vz < V(z Vy)ydey <z Vyresulta por
L12 que (2) Vy < V(z Vy). De (1) y (2) tenemos:

(3) Vz vVy<V(z Vy).
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Por L9 sabemos que z < Vx y que y < Vy, luego z Vy < Vz VVy y en consecuencia
utilizando L12 tenemos V(z Vy) < V(Vz V Vy), y como Vz,Vy € B(L) resulta
por B3 que Vz V Vy € B(L) esto es V(Vz V Vy) = Vz V Vy, luego (4)
V(z Vy) < Vz VVy. De (3) y (4) resulta L21.

L22) ~V ~z V(Vz AV ~z)V ~Vz=1
~V e~z V(Ve AV ~z)V~Vz=
(~V~zV~Vz VVZ)A(~V~zV~Vzr VV ~z)=(porL17)=1A1=1

L23) V(z AVy)=Vz AVy.
V(z AVy) = (por L8) = Vz A VVy = (por L20) = Vz A Vy.

Vamos a definir un nuevo operador unario sobre L del siguiente modo:
Ar =~V ~zg

al cual daremos el nombre de operador dual de V 6 operador de necesidad. Esta termi-
nologia esta justificada porque valen las siguientes reglas de célculo:

L6") ~xz ANAz =0.
~r ANAr=~ax AN~V ~x=r~(x VV ~z)=(porL6) =~1=0.

L7) oV ~x=~uax VAL
~t VAt =~z V~V~r=~(x AV ~zx)=(porL7) =~ (z A ~a2x)=
(por Loy L4) =~z V.
L8) A(x Vy)=Ax VAy.
Ale Vy)=~V ~ (2 Vy) =~ V(~ux A ~y)=(por L8) =
~(V~a AV ~y)=~V~azV~V~y=Az VAy.
L9) Az < x. Por LY sabemos que ~ 2 <V ~ x, lucgo A =~ oV ~ & < ~~v o = 12,
Claramente toda dlgebra de Boole es un dlgebra de Lukasiewicz donde Vo =2y ~ @ =

— .

Dada una propiedad P valida en todas las dlgebras de Lukasiewicz daremos el nombre
de dual de P a la propicdad P’ que sc obticne intercambiando los ¢lementos 0 y 1 y las
operaciones V, V, A por A, A,V respectivamente. Sabemos que los duales de cada uno de
los axiomas L1 a L8 que hemos utilizado para definir el concepto de dlgebra de Lukasicwicz
son tambien validos en estas dlgebras, entonces podemos enunciar ¢l siguiente resultado:
St una propiedad P es vdlida en un dlgebra de Lukasiewicz entonces la propiedad dual P’
también es valida.

Como el operador V tiene las propiedades de un operador de clausura entonces es natural
definir los siguientes operadores:

Extx=~Vz, Intz=Ax,
Frz=Vz ANV ~z=V(xA~uz),

que se denominan exterior, interior y frontera respectivamente. Entonces la regla de
célculo L22 se puede escribir del siguiente modo:

L.23) Intz VFrz VEstz=1.

A esta férmula Moisil denominé principio del cuarto excluido. Observemos que:
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e Intx NFrz=Axz ANV AV~ =V A~V ~z AV ~z=(porLl7) =
Vz A0=0.

e Intz NExtz =AzAN ~Vr=Az ANA~z=(porL8) =A(z A ~1z)=
~Ve~@A~z)=~V(~vz Vz)=~(V~z VVz) =
~(V(~z VVZ)=~Vl=~1=0.

e Fro NExtz =V AV ~zA~Vz=0.

Vamos a demostrar que si (¥*) £ A ~ 2 = 0 entonces (i) Fr x = 0, (i) Vo = u,
(iii) Int x =2 y (iv) Ext x = ~ z. En efecto: (i) Frz =V (r A ~ 1) =V0 =0.

De (*) resulta que (**) z V ~ z =1, luego Vo = Vo Al = Vz A(
(Ve Az) V(V A ~2) = (porl9yL7) =2 V(x A ~x) =2, y por lo tanto
Ext x = ~ Vr = ~ 2. Ya vimos que (***) 0 = Fr & = Vo AV ~ x cntonces
Vear=V~x Al=(por(xx))=V~uz AlzV ~zx)=

(V~z ANz) VIV ~z A~z)=(por(x*xx)yLY) =0V ~ 2 = ~ 2 luego
Intr=Arx =~V ~u=r~~z=uz.

2.2 Algebras de Lukasiewicz con centro

Un elemento ¢ de un dlgebra de Lukasiewicz L se dice un centro de L, si ~ ¢ = ¢ (Moisil.
[43]). Este concepto coincide con el de dlgebras de Post, de orden 3. Al respecto ver
G. Epstein, The lattice theory of Post algebras, Trans. Amer. Math. Soc., 95 (1960),
300-317, y T. Traczyk, Awzioms and some properties of Post algebras, Colloq. Math., 10
(1963), 193-209.

Lema 2.2.1 Para que un elemento ¢ de un dlgebra de Lukasicwicz L sea un centro de L
es necesarto y suficiente que Ac =0 y Ve = 1.

Dein. Supongamos que ~ ¢ = ¢. Entonces por el axioma L6 y la propiedad LY tencmos
que
l=~c¢cVVec=cV Ve¢=Vc.

Por L6" y L9’ tenemos que
O=~cANAc=cANAc=Ac=0.

Supongamos ahora que Ac = 0y Ve = 1. Por L7 tenemos que ¢A ~ ¢ = ~ ¢ A Ve =
~cAl=~c luego ~c<c. Por L7, ¢V ~c=~cVAc=~c¢cV0=~c, esto es
c<~c. |

Lema 2.2.2 St un dlgebra de Lukasiewicz L tiene centro él es dnico.

Dem. Supongamos que ¢;y ¢g son centros de Lestoes Ve, = Vey =1y Acy = Acy = 0.
Entonces V(ci Acy) = Ve, AVe =1A1 =1y Aleg Aca) = Acy AAcy = 0A0 = 0.
En consecuencia ¢ = c¢; A ¢y es un centro de L luego, por el Lema 2.2.1 ¢ = ~ ¢ esto es
cgNcg =~ (ciNcy) =~V ~cy=c Ve y por lo tanto ¢; = . [ ]

Observemos que para probar el lema precedente G. Moisil utilizé el Lema 2.2.1 v el
que p p P y
principio de determinacién, que indicaremos a continuacién. Mas adelante (Lema 2.4.2)
veremos como el lema precedente se puede probar de otro modo.

Veamos algunos ejemplos de dlgebras de Lukasiewicz con centro
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Ejemplo 2.2.1 Sea T = {0,¢,1} un conjunto ordenado donde 0 < ¢ < 1, luego como T
es una cadena finita, T es un reticulado distributivo acotado. Definamos las operaciones
~,V,A por las tablas adjuntas:

! lz]~2]Vs|Az]

c 0] 1 0 0
c c 1 0

0 11 0 1 1

Ejeraplo 2.2.2 Consideremos el reticulado distributivo L cuyo diagrama de Hasse se
indica y en el cual los operadores ~,V,A estan dados por tabla siguiente:

[z]~z|Va][Ac]

0 1 0 0
al| g d 0
b | f e 0
. ¢ c 1 0
d c d d
c d e C
fl o 1 d
g a 1 c
1 0 1 1

Lema 2.2.3 Si L cs un Lukasicwicz algebra con centro ¢ yb € B(L) entonces:

cNANb=0 = b=1(.

Decin.  Es obvio que la condicion es suficiente. Si ¢ A b = 0 entonces:

b=1Ab=VecAb=V(c Ab)=0.

2.3 Algebras de Lukasiewicz con eje

Un elemento e de un algebra de Lukasiewicz L se dice un eje de L ([44], pag.88) si:
El) Ae=0,
E2) Vo < Az V Ve, para todo z € L.

Observemos que la condicién E2 es equivalente a cualquiera de las dos condiciones
siguientes ([77]) E3) Vi = Vz A (Az V Ve), E4) Vz V Ve = Az V Ve.
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Ejemplo 2.3.1 Consideremos el reticulado distributivo A cuyo diagrama de Hasse se
indica y en el cual se definen los operadores ~,V,A por medio de la tabla siquiente

/\ [L.glrvlem\AOmle;/Ven

1

al| d

/O N / oy c

d| a
\O / 5

11 0

Ejemplo 2.3.2 Consideremos el reticulado distributivo A cuyo diagrama de Hasse se
indica y en el cual se definen los operadores ~,V, A por medio de la tabla siguiente

<

R RO

OIS |
ol s~

1
/\\ “ T ] ~ | Vi ] Ax | Ax VvV Ve “
) Q@ o] 1 oo h
/O k a | J a a %
. b i b b '
h Q\O ! ¢ h g « {
dl g T 17 ‘
@9 by el f h 0 h
. fl e 1 « 1
> gl d J b J
(/j T ’ I « h h h
e i b 7 1 i
\ b ¢ il e |7 j
: / 1] 0
S0

2.4 Principio de determinacién de Moisil

Vamos ahora a indicar la demostracion del siguiente resultado, denominado Principio de
determinacidn de Moisil:

Si L es un algebra de Lukasiewicz y a,b € L son tales que
Va=Vby Aa = Ab entonces a = b.

Observemos que en las definiciones iniciales de algebra de Lukasiewicz indicadas por

Moisil, este principio era tomado como axioma, posteriormente Moisil [45] definié las

dlgebras de Lukasiewicz por medio de igualdades, a partir de las cuales probé este prin-

cipio.

Sea L es un &lgebra de Lukasiewicz , p,u € B(L) tales que p < u, y
L'=[pul={zxeL:p<z<u}

Dado z € L definamos:
~r=pV(uA~z).
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Observemos que p < p V(u A ~z) == 2. Porotroladox= z=p V(u A ~ ) =
(p Vu) AN(pV~z)=u A(pV ~z) <u Luego ~ z € L', cualquiera que sea z € L. Si
x € L' entonces p < z < wuycomo p,u € B(L) tenemos que p = Vp < Vz < Vu = u. Por
lo tanto si x € L' entonces ~ x,Vz € L'. Tenemos asi{ dos operaciones unarias definidas
sobre L'.

Teorema 2.4.1 El sistema (L', u,~,V,A,V) es un dlgebra de Lukasiewicz .

Dem. Es bien conocido que (L',p,u, A, V) es un reticulado distributivo con primer
elemento p y iltimo elemento wu.
Como p,u € B(L) entoncesp A ~p=0,pV ~p=T,uAN~u=0uV ~u=1.

e Seaz € L' entonces . =p V(u A~ (xz))=
pVnr~pPVur~z))=pVuA~p A(~u VI))=
(pVu) AN(pV~p) A(pV~u Va)=u Al A(~u V)=
u A(~u Va)=@unh~u) V(u Az) =0 V{u Az)=u Ax =z

e Sean 7,y € L', luegor Ny € 'y~ (z Ny)=p VA~ (z Ay)) =
p VU A~z V ~9y) =p Vu A~z V@ A ~ ¥y
pVuA~z) Vp Vuh~y)==1V =y

e Siz € L' cntonces Vo < wyporlotanto ~x VVr=p V(uA~ux) VVr =
p V(u VVE)AN(~x VVz))=p V(uAl)=p Vu=u. '

Size L entonces ~a AVe=(p V(uA~ux)) AV =
(p AVz) Vunh~z AVZ)=p VuA~x Az)=p V({(un~z) ANu Az)) =
pV@A~z) ANp V(u ANz))==2 A

e Scan x,y € L', lnegox Ny e L'y V(e Ay)=Vr AVy.

Observemos (ue en L' el operador de necesidad se define por =~ V =~ x, con x € L.
Utilizando que p,u € B(L), p < uy que p < Az < u, entonces si x € L' tenemos que:

Vamr==V{p VA ~z)=~(Vp V(VuA V ~z)) =
~pVuANV~n)=pVuA~{pVuA(fu AV ~ 1))
pVuA(~@A(~u VAz)=(p Vu) A(pV~p) AN(pV ~u VAz)) =
u AT A(PV~uVAZ)=u A(pV~u VAI)) =
(u Ap) V(unh~u) V(uAAz))=p VO V Az = Az,

Vamos ahora a demostrar el principio de determinaciéon de Moisil 2. Supongamos que
a,b € L verifican Va = Vby Aa = Ab. Como p = Aa < Va = u podemos considerar
el segmento L' = [Aa, Va] = [Ab, Vb]. Como Aa,Va € B(L) entonces por el teorema
anterior (L',u = Va,~,V,A,V) es un lgebra de Lukasiewicz, donde si z € I/, entonces
~ r = Aa V(Va A ~ z). Vamos a probar que el elemento ¢ de L', es un centro de
L' esto es que & ¢ = a. En efecto ¥ a = Aa V(Va A ~a) =Aa V(e A ~a) =

En esta parte cambiamos la demostracién de A. Monteiro, por otra més sencilla.
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(Aa Va) N(AaV~a)=a A(aV ~a)=a.
En forma andloga se demuestra que b es un centro de '] luego por el Lema 2.2.2, a = b.

Inmediatamente después de dar esta demostracion el Profesor A. Monteiro propuso a sus
alumnos que seria importante indicar una demostracion del principio de determinacién de
Moisil a partir de la axioméatica de las dlgebras de Lukasiewicz trivalentes. Este problema
fué resuelto en 1965 por L. Monteiro y publicado en 1969 en [73]. Como en esa publicacién
existen varios errores de imprenta, vamos a reproducir la demostracion.

Observemos que en toda dlgebra de Lukasiewicz L se verifica:

(I) t=(AzV~~z) ANV =(Vz A~z) VAux
En efecto:
(AxV~z) AVe=(V~z) AVe=(x AV2) V(~2 AVe)=2 V(tA~z)=ur
r=(AxV~x) AVe=(Azx AVz) V(~x AVZ)=Ar V(~x AVi).
Supongamos ahora que a,b € L verifican (II) Va = Vb y (III) Aa = Ab, entonces:
a Vb= (por(I))=(Ala V)V ~ (a V) AV(a Vb) =

(Aa VAb) V(~aA~b)) AN(Va VvV Vb) = (por (IT) y (III)) =
Aa V(~aAN~b)) AVa=(AuV ~a) AN(AaV ~b) AVa =
((AaV ~a) AVa) A(DaV ~b) AVa) = (por (IT) y (IIT)) =
((Aa v ~a) AVa) A(AbV ~b) AVb) = (por (I)) =au Ab.

Luegoa Vb =a Abyporlotantoa=a A(a Vb) =a Al AD)=a Ab=b A(u AD) =
b A{a VD) =b.

Como corolario del principio de determinacion de Moisil tenemos que:

Corolario 2.4.1 = <y s1 y sdlo st Ax < Ay y Ve < Vy.

Lema 2.4.1 Toda dlgebra de Lukasiewicz L es un dlgebra de Kleene, esto es se verifica
r A~z <yV~y, cualesquiera que sean x,y € L.

Dem. Queremos demostrar que (1) 2 A ~xz = (z A ~z) A (y V ~y). Utilizando L21,
L9 y L6 tenemos que

l=~y VVy<V~~y VVy=V(~y Vy)

y por lo tanto (2) V(~ y Vy) = 1. Luego utilizando el principio de dualidad tenemos
que (3) A(~z A z)=0. Ahora bien utilizando L8 y (2) tenemos:

4) V(xA~z) AyV~y))=V(EA~z) AV(YV~y) =

V(izA~z) N1=V(z A~ x).
Por otro lado de 123 y (3) resulta:

) Allz A~az) AyV~y)) =A@ A~z) NA[YV ~y) =
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0 NA(yV ~y)=0=A(z A ~zx).

De (4) y (5) se deduce utilizando el principio de determinacién de Moisil que se verifica
(1). ]

Una demostracion del resultado anterior, sin utilizar el principio de.determinacién de
Moisil fué indicada por L. Monteiro. Acabamos de ver que en toda dlgebra de Lukasiewicz
se verifica: (I) ¢ = (Aa V ~ a) A Va, cualquiera que sea a € L.

Seap=(x A~x) A(yV ~y), luego por (I)

p=(ApV ~p) AVp,
y por lo tanto (1) p <~z Az. Como Ap =0y Vp=Vz AV ~ z, entonces:
(2) p=~p AVp={((~2z Vz) V(~y Ay)) AVz AV ~z =
(~x AV AV ~z) V(z AV AV ~2) V(~y Ay AV AV ~ 1) =
(~x AVZ) V(e AV~z) V(~y Ay AVZ AV ~1) =

(~2 ANx) V(@ A~z) V(~y Ay AV AV ~1) =

(~x Ax) V(~y ANy AVz AV ~zx)>~1z AZ.
De (1) y () resultaque s A~ax=p=(xA~z) A(yV ~y).

Lema 2.4.2 S5i A es un dlgebra de Kleene y existe un clemento w € A tal que ~ w = w,
entonces el s dnico.

Demn.  Siz =~ z entonces por la condicion (K) tenemos

z=zA~z<wVr~w=wy w=wA~w<zVr~z=2z

Lema 2.4.3 Si L es un dlgebra de Lukasicwicz con cje ¢ entonces
1) w=AxV (e AVe AV ~x). (G. Moisil, [44])
2) x=(AxVe) AVe = (Ve Ae)V Az, (L. Monteiro, [76])
3) #=(AxV ~e)AVr = (Van ~¢) V Ax. (L. Monteiro, [76])
Decin.
1) Seaa =AxV (e AVz AV ~ 2) luego
(1) Aa=AzV(AeAVEAV ~2)=AzV (0AVZAV ~ 1) = Az,
Y
Va=AzV (VeAVz AV ~z)=(AzVVe)A (AzVVZ)A(AzVV ~ 1) =
(Az VvV Ve)AVzAl=(AzV Ve)AVzx.

Por la condicién E3 indicada anteriormente sabemos que Vz = (Az V Ve) A Vz,
luego (ii) Va = Vz. De (i) e (ii) resulta por el principio de determinacién de Moisil
la propiedad 1).
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2) De 1) resulta que z = (AzVe) A (AzVVI)A(AzVV ~ 1) = (AzVe) AV ALl =
(AzVe) ANV =(AzAVz)V (eAVz)=AzV (e AVzI).

3)Por2) ~ 2z = (A ~zVe)AV ~ zluego z =~~ 2 = (VA ~ )V Az =
(Ve VAZ) A (AzV ~e) =Vz A (AzV ~e).

Lema 2.4.4 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz tal que emiste un elemento e € L que
verifica las siguientes condiciones:

1) Ae =0,
2) x = (Ax Ve) AV, cualquiera que sea x € L
entonces e es un eje de L. (L. Monteiro, [76])

Dem.  Por hipotesis se verifica E1, y de 2) resulta que Vi = (Ax VvV Ve) A Vi esto cs,
sc verifica E3, que como vimos es equivalente a E2. Luego e es un eje de L. ]

Lema 2.4.5 Sic es un centro de un dlgebra de Lukasicwicz L entonces ¢ es un ¢je de L.

Den.  Por hipotesis Ac =0y Ve =1 luego, Ve < 1 = Az V Ve Esto prucha que ¢
verifica las condiciones E1 y E2, luego ¢ es un ¢je de L. [ ]

Lema 2.4.6 Si ¢ es un centro de un dlgebra de Eukasicwicz L entonces:
z=(AzxVc)AVe = (Ve Ac)V Az, cualquiera que sea 2 € L.

Dem. Consecuencia del Lema 2.4.5 y Lema 2.4.3, 2). n
Es claro que toda dlgebra de Boole es un dlgebra de Lukasiewicz, que tiene por cje al

primer elemento 0.

Lema 2.4.7 Sea L un dlgebra de Lukasiewicz que no es un dlgebra de Boole. Si e es un
eje de L entonces, e £ 0 y e # 1.

Dem. Sie =1 entonces Ae = 1 y no se verifica E1. Si e = 0 entonces por E2:
Vz < AzVVe=AzV0=Az, esto es Vo = Az para todo z € L y por lo tanto Vo =z
para todo x € L, luego L seria un algebra de Boole. ||

Lema 2.4.8 Az =0 st y sdlo st x < ~ .

Dem. SiAz =0, entonces como z = (Az V ~ z) AVz tenemos que z =~ z AVz <~ .
Six <~ zxentonces Az =Az ANz <AzA~z2=0. |
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2.5 Implicaciones

En estas algebras se pueden definir varias operaciones de implicacién, entre las cuales
figuran:

a— b=V ~a Vb, (1)
a>—b=(a—b) N(~b— ~a), (2)
a==b=A0~a VAbV(V~a AVD) V(Aa AbA~b). (3)

Estas operaciones se denominan implicacion débil, implicacidn contrapuesta ¢ implicacion
de Lukasiewicz e implicacion intuicionista (46, 48, 49].

Lema 2.5.1 a >—b=~a Vb V(V ~a AVb).

Dem. a>—b=(V~a Vb AN(VbV ~a)=

(V~a AVD) V(V~an~a) V(b AVE) V(bA~a)=

(Ve~ea AVE)V ~a Vb V(bA~a)=(V~a AV V~a Vb=

~a Vb V(V~a AVD). |

Lema 2.5.2 a = b=A ~aVbV (V~anVb). (A. Monteiro [59])

Decin.  En efecto de (3) resulta que:

(i) Ala=b)=A~aVAbBV(V~aAVbV (AaAADAA ~b) =
A~aVAbY(V~aAVh)=AA~aVbV(V ~aAVb)).

De (3) resulta que

(i) V(e =) = A~ aV VbV (V ~aA V)V (AaATVHAY ~ b) =
A~aVI[(AbV Aa) AN (ALY V) A(ABYV ~ )|V (V ~aAV ~ 1)) =
A~aV[(ADVAa)AVI)V(V ~aAV ~b) =

A~aV(ABAVD)V (AaAV)V(V ~a AV ~b) =

A~ aVALY (AaAVL)V (V~aAV ~D) =

A~aVALY (VOAN(AaVV ~a))=A~aVAWWVb=A~auV Vb=
A~aVVbV(V~aAVh)=V(A~aVbV(V ~aAVb).

Entonces, por el principio de determinacion de Moisil, de (i) ¢ (ii) resulta el lema. |

Observemos que o =>b=A ~aVbV (V ~aAVb) =
(A~aVbVV ~a) A(A~aVbVVb)=(V~aVb)A(A~aV Vb =
(. —b) AN (Va — V).

De (1), Lema 2.5.2 y Lema 2.5.1 resulta que:
ea=b<a>—b<a—b (4)

Si b = 0 entonces de tenemos que a = 0 = A ~a =~ Va, a > 0=~aqay
a — 0 =V ~ a. Entonces por (4) tenemos que:

~Va<~a<V ~a. (5)
Somos asi llevados a considerar las siguientes operaciones:
la=a= 0=~ Va, (Negacién fuerte), (6)

~a=a>—0, (Negacién), (7)
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[a=a— 0= V ~a, (Negacién débil). (8)

Esta terminologia se debe a Moisil. Si interpretamos los elementos de un &lgebra de
Lukasiewicz como un conjunto de proposiciones, los simbolos “A”, “V" y “~” como los
conectivos 16gicos “y”, “6”, “no” y “V” y “A” como “es posible” y “es necesario” respecti-
vamente. Moisil indicé el siguiente ejemplo para justificar su terminologfa. Supongamos
que a representa la proposicién “yo escribo” entonces tenemos:

e ~a = “yo no escribo,”
e Ja =~ Va = “no es posible que yo escriba” = “es imposible que yo escriba,”
o [=V ~a = “es posible que yo no escriba”.
luego por (5) tenemos:
la < ~a< e (9)

por lo tanto | es la negaciéon més fuerte, [ la negacién mas débil y ~ una negacion
intermedia entre las dos precedentes.

Observemos que de la siguiente desigualdad:
Aa < a < Va, (10)

s¢ deduce que
lu=~Ve<~au< ~Au=V ~u=[a (11)

La desigualdad (10) nos dice que Aa es una proposicion mas fuerte que o y que a os
una proposicion mas fuerte que Va, lo que estd de acuerdo con el sentido intuitivo. Por
(11) vemos que la negacion de la proposicién mas fuerte se transforma en la mas débil y
negacion de la proposicion mas débil se transforma en la mas fuerte.

En el Ejemplo 2.2.1 las tablas de las operaciones —, >— y == para el dlgebra de
Lukasiewicz T indicada en el mismo son:

[—l0fc[1]l>—T0fc[1][=T0]c[1]

0j1 111 011111 011111
ci1111}1 cle|l]1 cl0]1]1
110jci1 110)c |1 110jci1

Lukasiewicz estudié un cdlculo proposicional que tiene por matriz caracteristica el sistema
(T, ~, >).

Lema 2.5.3 (a = b) V (~ b=~ a) = a >— b. (Moisil)
Dem. Utilizando el Lema 2.5.2 tenemos:
(a=b)V(~b=~a)=A~a VbV (V~a AVB)VAbY ~a V (Vb AV ~a) =
~a Vb V(V~a AVb) = (porelLema 2.5.1) =a >— b,
[ |

Lema 2.5.4 (a >—b) >—b=aVb.
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Dem. (a>—b)>—b=~(a>—=b)VbV(V ~ (a>—b)AVb).

Como ~ (a>—b)Vb=(aAN~bA(AaVA~b) Vb=
(aN~bANDa)V(aA~bAA ~b) Vb= (~bAAa)V(aANA~bB)VD vy
Vea(a>=b)AVb=VaAV ~bA(AaV A ~b))AVb=

(VaAV ~bANAaAVO)V (VaAV ~bAA~bAVE) =V ~bAAaA Vb,

entonces:

(a>—=b)>—=b=(~bAAa)V (aANA~b)VDIV(V ~bAAaAVb) =
(DaN(~bV(V~bAVD))V(aAA~bB)VD=

(AaN(~bVV ~b)A(~bV VD))V (aAA~b)VE=(AaAV ~b)V(aANA ~b) Vb=
((AaVvbo)A(V ~bVD)V(aANA~b)=AaVbV (aAA ~b). Entonces:

1) Alla>—b) >—b) =AaVAbV (AaNA~b)=AaVAb=A(aVd)y

(ii) V((a >—b) >—=b) =AaV VbV (VaAA ~b) =

(AaVv VbV Va) A (AaV VbV A ~b)=(VbV Va)A (AaV VbV ~ Vb) =
(VavVb) N1 =VaVvVb=V(aVb).

De (i) e (ii) resulta por el principio de determinacién de Moisil que

(@ >—b)>—b=aVb. [ |

Corolario 2.5.1 (¢ >—b) >— b= (b>— a) >— «.
Lema 2.5.5 0 — b= a > (a>—b).
Dcin.  Por lo visto en ¢l Lema 2.5.1
a>—=(a>=b)=~aV(e>—=b) V(V~a AV(ia>—b)),

y aplicando nuevamente ¢l Lema 2.5.1
a > (e >—b) =

~aV~aVhV(V~aAVh) V(V~aA(V~aVVbV (V ~aA Vb)) =

~aVbV(V~a AV VV ~a=~a VbVV ~a=V ~a Vb=a— b
|

Este resultado nos permite pasar de la implicacion contrapuesta a la implicacion débil.
Vamos a indicar propiedades de las implicaciones débil y contrapuesta, algunas de las
cudles usaremos mas adelante.

Lema 2.5.6 La operacidn — tiene las siguientes propiedades:

ID1) Sia <b entoncesa — b =1,

ID2) a —1=1,

ID3) « — a=1,

ID4) 1 — a =a,

ID5)a— (b —a)=1,

ID6) Sia < b entonces c — a < c— b,
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ID7) Sia < b entoncesb — c < a — c,
ID8) a — (a A b) =a — b,
ID9) a — (b Ac)=(a—b) A(a— c),
ID10) (aAb) — c=a — (b — ¢),
ID11) a — (b —¢) =b — (a — ¢),
ID12) (aVb) —c=(a—c)A(b—>¢),
ID13) a — Aa =1,
ID14) an (e — b) =a A (~aVb),
ID15) (a — (b —> ¢)) — (6 — b) — (@ — ) = 1,
ID16) a — (b V) = (a — b) V (a — ¢).
Dem.
ID1) Sia<bentonces 1 =V~aVa<V~aVb=a—b
ID2) Es una consecucncia inmediata de ¢ < 1 ¢ ID1).
ID3) Es una consecuencia inmediata dec a < a ¢ ID1).
ID4) 1 —a=V~1Va=0Va=a.
ID5) Como a <V ~bVa=b— a entonces por ID1) resulta ID5).
ID6) Sia<bentoncesc —a=V~cVa<V~cVb=c—b

ID7) Sia < bentonces ~ b <~ ay porlotanto V ~ bVe <V ~ aVe, esto es
b—c<a—c¢

ID8) a — (anb) =V ~aV(aAdb) = (V ~aVa)A(V ~aVb)=1A(a — b) =a — b.

ID9) a — (bAc) =V ~aV(bAc)=(V~aVb) A(V ~aVc)=(a—b) AN(la — ¢).

ID10)( Ab)— =V ~(a Ab) Ve=V ~na VYV ~b Ve=V ~a V(b —c) =
— (b— )

ID11) ¢ — (b — ¢) = (por ID10)= (a A b) — ¢ = (b A a) — ¢ = (por ID10)=
b— (a— c).

ID12) (aVb) — c=V ~(aVb)Ve=(V~aAV ~b)Vc=(V~aVc)A(V~bVc)=
(a—c)N(b—c).

ID13) a — Aa=V ~aVAa=~AaV Aa=1.

ID14) an(a — b) = aA(V ~ aVb) = (aAV ~ a)V(anb) = (aA ~ a)V(aAb) = an(~ aVb).
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ID15) (a — (b—¢)) — (@ —b) — (e —¢)) =
Vela— (b—0)Vila—b) —(a—0c)=
Ve~ (VeaVb—c))V(V~(a—b)Via—c))=
(Aa AV ~(V~bVe))V(Aa AV ~b) VV ~a Ve=
(Aa ANAb AV ~¢) V(Aa AV ~b) VV ~a Vc=
(Aa A((Ab AV ~¢) VV ~ b)) VV ~a Vc=
(Aa A({(Ab VV ~b) A(V~c VV ~D)) VV ~a Ve=
(Aa AN(V~cVV ~b) VV ~a Ve=
(Aa VV ~aVe) N(V~e VY ~b VV ~aVe)=1Al=1

ID16) ¢ — (b V)=V ~a Vb Vc=V~a Vb VV~a Vec=(a—b) V(a—c)
|
Lema 2.5.7 La operacidn >— tiene las siguientes propiedades:
IC1) Sia <b entonces a >— b =1,
IC2) a >—1=1,
IC3) u >—a=1,
IC4) 1 >— u =a,
IC5) a >— (b >—a) =1,
IC6) Sia < b entonces ¢ >— a < ¢ > b,
ICT) Sia <b entonces b >— ¢ < a >,
IC8) a >— (aAb) =u >,
ICY) a >— (bA¢) = (a0 > b) A (u >— ¢),

IC10) (a b) > (b ) (a r o)) =1,

IC11) A(a >— b) >— (Va >— Vb) =1,

IC12) Sia >— b =1 entonces a < b,

IC13) u=bsiysolosia>—b=1yb>—a=1,
IC14) a >— ¢ < (aVb) >— (¢ VD),

IC15) ~a >— a = Va,

IC16) ~a >—~b=b>— a.

Dem.

IC1) Si (1) a < b entonces (2) ~ b < ~ a. De (1) resulta por ID1) que a — b =1y de
(2) resulta por ID1) que ~ b —~ a = 1 luego:
a>—b=(@e—bA(~b—~a)=1A1=1
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IC2) Es una consecuencia inmediata de a < 1 e IC1).

IC3) Es una consecuencia inmediata de a < a e IC1).

—_

ICS

)
)
C4) 1 =(1—a)A(~a—~1)=(porID4) =aA (VaV0)=aAVa=a.
) b =(V~bVa)A(VaV ~b) >aA Va=a, luego por IC1 resulta IC5.
) S

IC6) Si(1) a < bentonces (2) ~ b <~ a. De (1) resulta por ID6 que (3)c — a < c— b

y de (2) resulta por ID7 que (4) ~a —~c <~b—~c. De (3) y (4):
(c— a)A(~a—mc) < (c— b) A (~ b —nc)
estoesc>—a < ¢c>—b.

IC7) Si(1) a < bentonces (2) ~ b <~ a. De (1) resulta por ID7 que (3)b — ¢ < a — ¢
y de (2) resulta por ID6 que (4) ~ ¢ —~ b <~ ¢ —s~a. De (3) y (4):

(b—%(,’)/\(fvc——-)rvb)S((j,—r(;)/\(w(;—wva,)
estoes b > c<a>—c.

IC8) a >— (aAb) = (¢ —> (a A b)) A(~ (a Ab) —~ a) = (por ID8)=
(¢ — b) A ((~ aV ~ b) —~ a) = (por ID12)=
(a — b A (~a—~a)A\(~b—~a) = (por ID3) =
(a—= ) ANIA(~b—~a)=(a — b)A(~b—~a)=a>—b.

IC9) a>— (b Ac)=(a— (b Ac)) A(~(b N¢) —~a) =
Ve~a Vb AC)) A(VEAVE)V ~a) =

Ve~aVvb) A(V~a Ve) AM(VBV ~a)A (VeV ~a) =
Ve~aVd) AN(VbV~a) A(V~a Ve) AM(VeV ~a) =
a>—b) A(a>—c).

(
(
(
(

IC10) Como z >—y=~z Vy V(V ~z A Vy) entonces:

Vig>—y)=V~z VVy V(V~z AVy)=V ~z VVy, (1)
y
Alz>—y)=A~z VAy V(V~z AVYy) = (2)
(V~z VAY) AMA~z VVy).
Como ‘
~E>—y)=zA~y A(Az VA ~y),
entonces
V~(z>—y) =V AV~y AAz VA ~y) = (3)
(Azx AV ~y) V(Vz ANA ~y),
¥

A~(z>—y)=0z NA~y AN(Az VA ~y) =0z ANA ~1y. (4)
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Seana=a>—by f=(b c) (a ¢), luego por (1)
VB=V ~ (b>—c¢) VV(a>—c). (5)

Luego por (3) y (1)

VB=(Vb AV ~c ANAbVA~c)) VV ~a VVc=
(V~aVVe VVW) A(V~aVVeVV~e) A(V~a VVeE VAL VA ~c) =
(V~aVVeVVb) AL AN1=V ~a VVc VVb

Por (1) Va=V(a >—b) =V ~a V Vb luego
Va < V3. (6)
Por (2)
AB=(V ~(b>—¢) VA(a>—¢)) AA~(b>—c) VV(a>— c))
Luego por (3) y (1)
y=V~({b>—c¢) VAla>—c¢c) =
(Ab AV ~¢) V(VbAA ~c¢) VA ~a VAc V(V ~a AVc)
Por (4) y (1)
§=A~({b>—¢) VV(e>—c¢)=(A0 NA ~c¢) VV ~a VVc=

(Ab VV ~a VVe) AN(A~cVV ~a VVe)=V ~a VAD V Ve

Luego
A=~ N6

Por (2)
Av=Ala>— )=V ~a VA) AN(A~au VVD) <V ~a VAL

V~a VAb VVe=94,

y también

Aa=A~a VAb V(V ~a AVb) =
A~aV(Ab AN(V~cVAc) V(V~a ANVD) =
A~a V(Ab ANV ~¢) V(Ab AN Ac) V(V ~a AVD) <
A~a V(Ab AV ~c) V(Ab AN Ac) VAcV(V ~a AVD) =
A~aV(Ab ANV ~c¢) VAc V(V ~a ANVb) =
A~a V(AL AV ~c¢) VAc V(V ~a AVb AVe) V(V~a AVD ANA ~¢) <
A~ag V(Ab AV ~c) VAc V(V~a AVc) V(Vb AA ~c¢) =7,

entonces

Aa<~yANd=AS. (7)
De (6) y (7) resulta por el principio de determinacién de Moisil que a A § = « esto
es a < 3, luego por IC2 tenemos que @ >— (G = 1.
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IC11) Ala>—b)=A~aVAbV (V ~aA Vb), luego:
(i) ~Ala>—b) =VaAV ~bA(AaV A ~b). Ademis
(i) Va>—Vb=A~aVVbV(A~aAVb)=A~aV Vb
Luego (iiil) V~A(a >—b)=~A(a>—b) y
(iv) V(Va >— Vb) = Va >— Vb. Entonces por (i), (ii), (iii) e (iv) tenemos:
A(a >—b) >— (Va > Vb) =
~ Afla >—b)V (Va >— Vb) V(V ~ A(a >— b) AV(Va >— Vb)) =
~ Ala >—=b)V (Va >— Vb) V (~ A(a > b) A (Va >— Vb)) =
~ Ala >— b))V (Va > Vb) =
VaAV ~bA(AaVA~D)V(A~aVVb) =
(VaAV ~bAAa)V (VaAV ~bAA~B)VA~aV Vb=
(V~bAAG)V (VaANA~B)VA~aV Vb=
(VabVVD)A(V ALYV ~a))V((VaVA~a)A(A~bVA~aGa))=
AaVVBVA ~bVA~a=1.

IC12) Si (i) @ >— b = 1, entonces por el Lema 2.54 a Vb = (a4 >— b) > b =
por (i) =1 >— b = por (IC4) = b, luego a < b.

IC13) Si a = b entonces por IC3) tenemos que ¢ >—b=a >—a=1v b >— a =
b >— b = 1. Supongamos que ¢ >—b=1y b>— u =1, luego por IC12 a < b
y b < a,y en consecuencia a = b.

IC14) (aVb) >— (¢Vb) =~ (aVDB)VcVbV(V ~(aVE)AV(cVDY)) =
~(aVb)VeVbV(V~aAV ~bAV(cV D)) =
~(aVvbyVevVby (V~aAV ~bAVe)V(V~aAV ~bA Vb)) =
~ (aVh)VeV((V ~ aAV ~ )VO)A(DVV ~ D))V ((V ~ aAVB)VE)A(DVV ~ b)) =
~{aVvb)VeV(V~aAV ~c)V(V~aAVb) Vb=
((~aVV ~a)A{~aVVD)A(~DVV ~a)A(~bV Vb)) VeVbV(V ~aAVe) =
V ~aN(~aVVbVeVbV(V ~ aAVe) =~ aV (V ~ aAVb)VevbV (V ~ aAVe) >
~aVcV(V~aAVe)=a>—c.

IC15) ~a>—a=aVaV(VaAVa)=aV Va=Va.

IC16) ~a>—~b=(~a—~b) A(b—a)=b>—a.

Observemos que de las férmulas:
e a Vb= (a>—0b)>—1,
e a Nb=r~(~aV ~b),
o Va=n~ag>— a,

e g>—a=1,

surge que en un algebra de Lukasiewicz a partir de las operaciones >— y ~ se pueden
determinar la constante 1, y las operaciones V, Ay V, luego es posible definir un dlgebra
de Lukasiewicz como un sistema formado por un conjunto no vacio A, una operacién
unaria ~ y una operacién binaria >— a condicién de obligar a estos dos conectivos a
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cumplir ciertas condiciones. Al momento del dictado de este curso este era un problema
no resuelto.

e En 1983 A. Figallo y J. Tolosa [32] caracterizaron las dlgebras de Lukasiewicz como
un sistema (L,1,—,A,]), y para ello utilizaron un Teorema de representacion de
Moisil (ver pérrafo 4.5),

e En 1983 M. Abad y A. Figallo [5], de un modo diferente, obtienen los mismos
resultados,

e En 1983, A. Figallo y A. Ziliani caracterizan el célculo trivalente de Lukasiewicz en
términos de —, A, ], modus ponens y la ley de sustitucién, los resultados fueron
publicados en 1992, [33].

Estos fueron tres problemas propuestos por el Profesor A. Monteiro durante los cursos y
seminarios sobre algebras de Lukasiewcz.

e En 1986 D. Diaz y A. Figallo [30] caracterizaron las dlgebras de Lukasiewicz como °
sistemas (L, 1, [, >—), (L,1,],>—).

2.6 Algebras de Heyting

Definicion 2.6.1 Un dlgebra de Heyting es un reticulado H con primer elemento Oy
dltimo clemento 1, en el cual para cada par ordenado (a,b) de elementos de H cziste un
clemento ¢ € H tal que:

AHl) a A <D,
AH2) Sia ANax < b entonces x < .
Ver por cjemplo [62] y [90].

Para indicar ¢l clemento ¢ notarcmos ¢ = a = by se dice que ¢ es la implicacion
intuicionista de a y b.

En 1963 Gr. Moisil [48] prohé el siguiente resultado:
Teorema 2.6.1 Toda dlgebra de Lukasicwicz es un dlgebra de Heyting.

Dem. La siguiente demostracién se debe a A. Monteiro. Moisil define la implicacion
intuicionista por

a=>b=A~a VAb V(V~a AVb) V(Aa AbA~Db).
Pero vimos en el Lema 2.5.2 que .
a=b=A~aVbV(V~aAVb).

AHl) ¢ A(a=b) <b.
En efecto
a ANla=bl=a AN(A~aVbV(V~anVb))=

(@ NA ~a) V(a Ab) V(a AV ~a AVD)
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y como a A A ~ g =0 tenemos que
(1) a ANla=b)=(a Ab) V(a ANV ~a AVD).

Por el principio de determinacién de Moisil probar AH1 es equivalente a probar que (2)
Via Ala=1b)) <Vby (3) A(a A (a=b)) < Ab.
De (1) resulta

Vie ANa=b))=V((a Ab) V(e ANV ~a AVD)) =

(Va AVD) V(Va AV ~a ANVb)=Vau AVb< Vb
También de (1) resulta

Ala NMla=b))=A{u ANb) V(a ANV ~a AVb)) =

(Aa NAb) V(Aa AV ~a AVD) =Aa NAb < Ab.

Probemos ahora que:
AH2) Si (4) ¢ Az < bentonces (5) z < a=b.
Por el principio de determinacion de Moisil (4) equivale a

Va ANV =V(e ANx) < Vb, (6)

Ao ANAx=A(a ANx) < Ab (7)

y probar (5) equivale a demostrar que

Vi < V(e =) (8)
y
Az < Ala = b). (9)
Pero
Vie=b=V(A~a VbV (V~au AVD))=
A~aVVbV((V~aAVb)=A~aVVb
y

Ala=b)=AA~aVbV(V~aAVb)=A~a VAb V(V~a AVD)) =
(A~a VAbVV ~a) N(A~a VAL VVD) =
(V~a VAD) AN(A~a V VD).
Por lo tanto las condiciones (8) y (9) se escriben bajo la forma
Vz < A~a V Vb, (10)
Az < (V~a VAD) NA ~a VVD). (11)
Esta tltima condicién es equivalente a probar que

Az <V ~a VA, (12)
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Az <A ~a VVb (13)

Vamos a probar que (10), (12) y (13) se deducen a partir de (6) y (7).
De (6) se deduce
~Va V(Va ANVz) < ~Va VVb

esto es
~Va AVz=(~Va VVa) AN(~Va AVz) < ~Va VVb=A~a VVb
y por lo tanto
~Va AVz<A~a VVb (14)

Luego como

Axr < Vi <~Va AVz (15)

de (14) y (15) resulta que
Ar<A~a VVby Vo <A~uau VVbloque prueba (13) y (10).

De (7) resulta
~Aa V(Aa NAz) < ~Aa VVb=V ~a VAD

luego
Ar <~ Aa VA <V ~a V A},

lo que prucha (12). ||
Ya vimos en ¢l parrafo anterior que la negacion intuicionista de un elemento @ de un
dalgebra de Lukasiewicz os

lt=0=0=A~2=~Vu

y por lo tanto

Nr =~ V(&) =~V (~Vz) =AVz = V.

Por lo tanto el operador V se puede obtener a partir de la negacion intuicionista.
En toda dlgebra de Lukasiewicz se verifica V(z Ay) = Vz A Vy entonces

Nz Ay) =11z Ally (1)

férmula que vale en todas las dlgebras de Heyting.
Como en toda édlgebra de Lukasiewicz se verifica V(z V y) = Vz V Vy entonces

1=z Vy) =11z V]ly (2)
pero esta féormula no vale en todas las dlgebras de Heyting. En efecto:
Ejemplo 2.6.1 Sea H el dlgebra de Heyting H indicada en la figura siguiente, [62], en-

tonces [](a Vb) =]1d =10=1y |la V]]b=]bVlc=c¢ Vb= f, lo que prueba que (2) no
vale en todas las dlgebras de Heyting. ‘



Algebras de Lukasiewicz Trivalentes 23

H O 1 = “ 0 a b ¢ d f g 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1

a b 1 b 1 1 1 1 1

/\/O b c ¢ 1 ¢ 1 1 1 1

¢ b g b 1 g 1 g 1

\/\\O a |0 ¢ b ¢ 1 1 1 1
fll0 a b ¢ g 1 g 1

\o/ g 0 ¢c b ¢ f f 1 1

1 0 a b ¢ d f g 1

Por lo tanto las dlgebras de Lukasiewicz son dlgebras de Heyting particulares.
Definicién 2.6.2 Un dlgebra de Heyting se dice trivalente si se verifica:

(T) ((ec=¢c)=b) = ((b=>0a)=b)=b) =1
Lema 2.6.1 En un dlgebra de Heyting la condicion (T) es equivalente a cualquiera de las
siguientes condiciones: ([69], [70])

(T1) (lae=b) = (((b=0a) = b) =>b) =1,

(
(T2) (b =0a) =b) = ((Jlu= b) = b) =1,

)
)

(T3) b= (la =b) A((b= a) => ),
)

(T4) b= ((a = (4,) = b) A((b=a) = 1).

El siguiente resultado fue obtenido por L. Monteiro en 1963, y expuesto ese mismo afio
en el seminario dirigido por A. Monteiro [53], pero recién fue publicado en 1970, [74].

Teorema 2.6.2 Toda dlgebra de Lukasiewicz es un dlgebra de Heyting trivalente.

Dem. Como jla=b=A~a=b=Va Vb V (Va AVb) =Va Vb

y
b=0a)=b=(A~bVaV(V~bAVa))=b=

A~(A~bVvaV(V~bAVa)) VOV (V~(A~bVaV(V~bAVa)) AVb) =
(Vo AA~a AN(Ab VA ~a) VOV (Vb AV ~a A(AbVA~a) ANVb) =
(Vb AA~a) Vb V(Vb AV ~aA(AbVA~Qa))=
(Vb AA~a) VOV (VOA YV ~a ANAD) V(Vb AV ~a ANA ~a)=
(Vb AA~a) Vb V(AD AV ~a) V(Vb ANA ~a) =
(Vb AA~a) Vb V(AL AV ~a) =

y como Ab AV ~ a < Ab < b tenemos que

b= a)=b=(Vb ANA ~a) Vb,
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entonces
(la==b) A((b==a)=>b)=(Va Vb) A((Vb NA ~a) Vb) =
(Va AVb AA~a) Vb= (Va A~Va AV Vb=0 Vb=,
lo que demuestra que se verifica (T'3). ||

Dada el 4lgebra de Lukasiewicz indicada en el Ejemplo 2.3.1 a saber:

1 [e[~=][Va] [=]0]a]bld[e[]]
/O\ 0] 1 0 O |1(1f(1]1]1}1
b d al d a e |dl1]|1|d{dll
/\/O bl e 1 b 10|la|lldjd]|1l
o _a e d{ a d d |lajae|b|1|b]1
\O/ e b d e lalalljl 1)1
0 1] 0 |1 1 [0]alb|dle]l

El subconjunto L' = {0, b, 1} es cerrado con respecto a las operaciones A, V, =, ] y no es
cerrado con respecto a ~, por lo tanto en general la operaciéon ~ no se puede expresar en
funcion de las operaciones A, V,=>,]. Este ejemplo fué indicado por A. Monteiro en su
seminario de 1963 y propuso, durante el mismo, caracterizar las dlgebras de Lukasiewicz
por medio de los conectivos A, V,=,~ . Este problema fué resuelto ese mismo ano
por L. Monteiro, quien utilizé para ello la teoria de los filtros primos. Luego el Profesor
A. Monteiro (ver [61]), puso el problema de obtener el mismo resultado de una forma
puramente algebraica y L. Monteiro obtuvo el siguiente resultado en 1969, (74].

Teoremna 2.6.3 Si en un sistema (L, 1, ~,V, A\, ==) que verifica los aziomas:

(r=y) Ny =y,
= (y ANz)=(r=19y) N(a = z),
r AN(r=y)=u Ny,

)
)
)
)

5) (1 Vy) = z=(x=2) ANy =2),
) (r=2)=y) = (y =)= y) = y) =1,
)
)

)

ponemos por definicion D) Va = ~ x = x, entonces el sistema (L,1,~,V,V, N) es un
dlgebra de Lukasiewicz y ademds

a=>b=A~aVbV(V~aAVb).

Como las dlgebras de Lukasiewicz son 4lgebras de Heyting entonces, ver por ejemplo [90],
pag. 55 podemos afirmar que
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D
(&1

Teorema 2.6.4 Si en un dlgebra de Lukasiewicz L existe \/ y; entonces existe \/ (z Ay;)
iel icl

D) = A\ y=\(z A

i€l iel

y ademds

Vamos a indicar una demostracién de la formula (D) que no presupone el conocimiento
de la teorfa de las dlgebras de Heyting y que fué indicada por L. Monteiro, [77].

Sea y = \/ yi, luego de y; < y para todo 7 € I resulta que
i€l

(S1) z Ay <z Ayparatodoi € [
Probemos que:
(S2) Sitverifica (1) z Ay; <tparatodoi € I entoncesx Ay <t
Para ello nos basta probar, utilizando el principio de determinacion de Moisil que
Az Ny) <At y V(r Ay) <Vt
csto ¢s que
Ar ANAy < At (2)

}7
Vi ANVy <Vt (3)

De (1) resulta que
Ve~xVy;=V e~z V(e Ay) <V~ Vi, paratodor € 1
luego y; K Ve~ Vi, SV o~z Vi, para todo 2 € I v en consecuencia
y=VMSV~wVT
el

y por lo tanto
Az Ny<Ax AN(V~z Vit)=Azx Nt <t

Luego Az A Ay = A(Az Ay) < At, lo que prueba (2).

De (1) resulta que
Vi ANVy; < Vt, paratodoi € I

luego
V~z VVy =~Vz V (Ve AVy;) <~ Vz V Vi, paratodoi & ]

y por lo tanto
y; < Vy; < ~Vz VVy <~ Vz V Vi, paratodoi € I,
luegoy = V y; <~ Vz VViyporlotanto Vz Ay < Vi A(~ Vz VVE) =Vz AVE < Vi

i€l
luego Vz A Vy = V(Vz Ay) < Vt, lo que prueba (3).

De (S1) v (S2) resulta:
\/(ac ANyi)=1x A \/y,i.

i€l i€l
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2.7 La definicién de Moisil

Como dijimos anteriormente el concepto de 4lgebra de Lukasiewicz fue introducido por
Gr. Moisil en sus trabajos de 1940 [43], y 1941 [44], e indic6 una simplificacién de su
definicién en 1960 [47] que vamos a indicar a continuacion.

Definicién 2.7.1 Un dlgebra de Lukasiewicz trivalente es un sistema (L,1,~,V,V,A)
formado por 1) un conjunto no vacio L; 2) un elemento 1 € L; 8) dos operaciones
unarias ~ y V definidas sobre L; 4 ) dos operaciones binarias V y A, definidas sobre L
de modo que se verifiqguen las siguientes condiciones:

1) (L,0,1,A,V) es un reticulado distributivo con primer y dltimo elemento, esto es

=

0) 0 Az =0, cualquiera que sea € L,

M1) 1 V z =1, cualquiera que sea z € L,

M2) z A (zVy) =z, cualesquiera que sean I,y € L,

M3) z Ay V2)=(z Az) V(y A z), cualesquiera que sean %,y,2 € L,

1) Ademds

=

4) ~ (z Vy) =~z A~ y, cualesquiera que sean I,y € L,
M5) ~ (z Ay) =~z V ~y, cualesquiera que sean &,y € L,
M6) ~ ~ x = z, cualquiera que sea T € L,
M7) V(z Ay) = Vi A Vy, cualesquiera que sean 7,y € L.
M8) V(zVy) = Vz V Vy, cualesquiera que sean &,y € L.
M9) z A Vz =z, cualquiera que sea z € L.
M10) VVz = Vz, cualquiera que sea T € L.
M11) ~V ~ Vz = Vz, cualquiera que sea z € L.
Mi12) ~z Az =~z AVEZ, cualquiera que sea = € L,
M13) ~V~z V(Vz AV~z)V~Vr=1, cualquiera que sea T € L.

En 1.1 probamos que si adoptamos la definicién 2.1.1 entonces todos los axiomas de MO a
M13 se verifican. Para probar la equivalencia de las dos definiciones como los axiomas L1
a L5y L7, L8 figuran en la definicién de Moisil nos basta probar que se verifica el axioma
L6, esto es que ~ z V Vz =1. De M4 resulta claramente que:

Si z <y entonces ~y < ~T. (1)

Probemos que
~V~z <z (2)

En efecto por M9 tenemos que y < Vy cualquiera que sea y € L, luego ~ = < V~z
luego por (1) y M6: ~V ~z <~z =1,
Por (2) y M9 resulta que

~V~z<x< Vi (3)
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Teniendo en cuenta M11, entonces M13 se puede escribir
Vz V(Vz AV ~z)V ~Vz=1,
luego
VzV~Vz =1 (4)
De (2) y M13 resulta que
zt V(V AV~z)V~Vz=1
esto es
(zV~Vr VVZ) A(zV~Vze VV ~u)=1

luego por (4)

TV e~V VV ~ux=1. (3)

Reemplazando x por ~ x en (3) tenemos que ~ Vi < V ~ x y por lo tanto tenemos
finalmente que ~ = V Vi = 1, lo que termina de probar la equivalencia de las dos
definiciones.

2.8 Nuevos Ejemplos

Recordemos la siguiente definicion: Un par (B, 3) formado por un dlgebra de Boole By
un operador nnario 3, denominado cuantificador existencial, definido sobre B se dice un
algebra de Boole monddica [34, 35], [65] st se verifican:

E0) 30 =0,
El) & A3z =z,

E2) 3(x AJy) =3z A Jy.

Es bien conocido que en toda dlgebra de Boole monddica se verifican:

E3) 31 =1,

., 33 = 3z,

E5) Siz <y entonces 3z < Fy.
En las algebras de Boole mondadicas se denomina cuantificador universal al operador
definido por Vz = —3 — z, donde —z es el complemento booleano de z.

Se plantea el problema de saber si existen dlgebras de Lukasiewicz cuyos elementos son
subconjuntos de un conjunto dado.

Ejemplo 2.8.1 Sea I un conjunto, no vacio, y ¢ una tnvolucidn de I, esto es una fun-
cion de I en I que verifica p(¢(x)) = x para todo z € I. Claramente ¢ es una biyeccion
que verifica ™1 = ¢. Sabemos que (P(I),I,0,N,U) es un dlgebra de Boole.

Definamos sobre P(I) un operador V del siguiente modo:
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(1) Vi =0,
(2) Siie I entonces V{i} = {i, (i)},
(3) i X € P(I), X #0 entonces VX = |J V{i}.

i€X

Observemos que V{i} = V{p(i)} y que si X € P(I) entonces VX = yx{z,go(z)} =
U {ipu Uleli)} = X U p(X).

ieX
El opemdorV tiene las siquientes propiedades:

(4) X CVX, para todo X € P(I).
VX =XUp(X) 2 X.

(5) V(X NVY) = VX NVY, cualesquiera que sean X,Y € P(I).
VXNOVY) = (XNWY)Up(XNVY) =(X NVY)Up(XN Y UpY)) =
(VYU (oV)T) = (V) Ul 19Y) = (XUACINTY =
N .

De (1), (4) y (5) resulta que (P(I),V) es un dlgebra de Boole monddica.

Para cada X € P(I) = 2! pongamos ~ X = Co(X). Como ¢ es una biyeccién de E,
entonces:

(6) ¢(CX) = Cp(X), para todo X € 2.
(7) (X NY) = p(X)Ne(Y), cualesquiera que sean X,Y € ol
(8) ¢(XUY) = p(X)Ug(Y), cualesquiera que sean X,Y € of,

Luego, ver por ejemplo [14], [66], es bien conocido que:
(9) ~~ X =X, para todo X € 2f,
(10) ~ (X NY) =~ XU ~Y, cualesquiera que sean X,Y € 2l

(11) ~I=0.

Por lo tanto el sistema (2!,N,U,~,I) es un dlgebra de De Morgan.

Probemos que el operador W verifica los Aziomas L6y L7.

L6) ~ X UVX = I, cualquiera que sea X € P(I).

En efecto VX = iEJXV{i} = z,g{({i} U {e(i)}) = U {iy U U {p(9)} = X Up(X). Luego
~XUVX =lp(X)UXUp(X)=1.

L7) XN~ X =~ X NVX, cualguiera que sea X € P(I).

~ XAVX = Cp(X) N (X Up(X)) = (Co(X)NX)U Ce(X) Ne(X)) = Co(X)NX) Ul =
Co(X)nX=~XNX.
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Para que el sistema (P(I),I,~,V,N,U) sea un dlgebra de Lukasiewicz es necesario y su-
ficiente que se verifique:

L8) V(X NY)=VXNVY, cualesquiera que sean X,Y € P(I).

Vamos a probar que se verifica L8 si y sdlo si ¢(i) = i para todo © € I, y por lo tanto
en este caso ~ X =0X yVX = X U p(X) = X cualquiera que sea X € P(I), entonces
(P(I),V) es un dlgebra de Boole monddica con cuantificador discreto.

Supongamos que existe i € I tal que j = (i) # @ entonces V({i} N {j}) = =
Vi{ep = {1} U{e(i)} = {iJu {5} = {5} v V{j} = (i} U {el)} = iU {i } = {f J}
Luego V{i} NV {j} = {i,j} # 0 y por lo tanto no se verifica L8. Supongamos ahora que
©(i) =1 cualquiera que sea i € I entonces es claro que se verifica LS.

Por lo tanto el sistema (P(I),I,~,V,N,U) no es en general un dlgebra de Lukasiewicz,
pero pueden existir subconjuntos S de P(I) tales que (S,I,~,V,N,U) es un dlgebra de
Lukasiewicz. Por ejemplo sea I = {a,b,c} y ¢ : I — I definida por p(a) = a, ¢£(b) =
¢, p(c) =b.

P(I) es un dlgebra de Boole con & dtomos cuyo diagrama indicamos a continuacion, donde

A={u}, B={b}, C={c}, D={a,b}, E={a,c}, F=1{bc}.

H;|~X1VXH

I

D/E F

L
N

0

= | O o] | O | ~
~| e~~~ e S

~| ) | | Qf Uy

Como ¢ no es la identidad entonces P(I) no es un dlgebra de Lukasiewicz pero se verifica
sin dificultad que el subconjunto S = {0, A,C, E, F,I} es un dlgebra de Lukasiewicz .

Definicién 2.8.1 Si I es un conjunto, no vacio, ¢ una involucion de I, y para cada
X € P(I) definimos los operadores ~ yV del modo indicado anteriormente entonces a
todo subconjunto S de P(I) tal que (S,I,~,V,N,U) es un dlgebra de Lukasiewicz, daremos
el nombre de dlgebra de Lukasiewicz de conjuntos determinada por ¢ ¢ mas sencillamente
dlgebra de Lukasiewicz de conjuntos.

Este ejemplo de algebra de Lukasiewicz es el més general, pues probaremos mas adelante
que toda algebra de Lukasiewicz es isomorfa a un algebra de Lukasiewicz de conjuntos.

Observaciéon 2.8.1 Considerar el dlgebra de Boole P(I) es lo mismo que considerar el
conjunto B! de todas las funciones de I en el dlgebra de Boole B = {0,1}, que algebrizado
punto a punto es un dlgebra de Boole cuyo ultimo elemento es la funcidn 1(3) = 1 para
todo i € I. Dada f € B! si definimos (Vf)(i) = f(3) V f(9(3)), para todo i € I, entonces
se prueba sin dificultad que (B, V) es un dlgebra de Boole monddica.

Dada f € B definiendo (~ f)(3) = —(f(v(3))) para todo i € I entonces (BY,1,~,A,V)
es un dlgebra de De Morgan. FEs fdcil ver que se werifican los aztomas L6 y L7. Si
(1) = J # 1, consideremos los siguientes elementos de B':
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1, sixz=i v 1, siz=e@E) =7
f(‘”)“{o, six #1 g(l>—{0, stz # (i)

Entonces (f Ag)(z) = 0 para todo = € I y por lo tanto (V(f A g))(x) =0 para todo z € I.
Por otro lado (Vf AVg)(z) =1 para ¢ =1 6 = = j, luego en general no se verifica que

V(fAg)=V fAVg.

Ejemplo 2.8.2 Este ejemplo fue indicado por Gr. C. Moisil. Sean K y B = {0,1}
dlgebras de Boole y F = KB el conjunto de todas las funciones isétonas de B en K. Cada
elemento f € KBl se puede representar del siguiente modo f = (f(0), f(1)). Pongamos

por definicion ~ f = (—f(1),—f(0)) y Vf = (f(1), f(1)). Se verifica sin dificultad gue
(KBl 1~V A,V) es un dlgebra de Lukasiewicz.

Sea Ix = {O a,b,1} un dlgebra de Boole con dos dtomos a y b. Los elementos de KB
los operadores ~, V y el diagrama de Hasse se indican a continuacidn:

L f [ ~F[VFi]
\\am

AV
NN

Q
Q| = e
S | e | | e [ e | ] N

—_
=

= o
Qi | O

joal B
e e | e | [N P | e

—
Q2

olo|o

—
~

o O €

S

—_| | | | [ —
SRS
) Rl B R B N i R R =

()
o

e | A f e | = N | e N [
P P P PN P PN P e Lo
—_ || | ]~

0, a )’ b a,
/O a, 0,0) | (1,1
(0,0) b, 0,a) | (1,1
1, 0,0) | (1,1

Esta misma construceion fue considerada por A. Rose en A lattice-theoretic characteriza-
tion. of threc-valued logic, J. London Math. Soc. 25 (1950), 225-259.

2.9 3-anillos

Sca A = {0,1,2} ¢l anillo de los enteros madulo 3, entonces las tablas de + y . son

[+lof1]2][ lofr]2]
0Jo 1]2][0]0]0]0
1|12 0|[1]0]1]2
sl2(0[1][2]0]2]1

Por lo tanto este anillo verifica (i) 3z = 0, (ii) 2% = z y (iii) zy = yz. En virtud de la
condicién (ii) resulta que todo polinomio de dos variables es de la forma

P(z,y) = a+ bx + cy + da* + ey® + foy + gzy + hay® + iz?y’.

Vamos a tratar de definir operaciones de infimo y supremo sobre el conjunto A de forma
tal de transformar A en la cadena indicada en la siguiente figura, entonces A y V estan
dadas por las tablas siguientes:
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o1 Intol2f1] [v]of2]1]
l 010]J0]0 0]0]2]1

2 21022 212121
lo 1021 11111
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Para determinar las operaciones de infimo debemos resolver el siguiente sistema de ecua-

clones: )
0A0=0= P(0,0) =a,

0A2=0=P(0,2) =a+2+e,
ON1=0=P(0,1) =a+c+e,
2A0=0=P(2,0)=a+2b+d,
N2=2=P2,2)=a+2b+2c+d+e+ f+2¢+2h+1i,
2A1=2=P2,)=a+2b+c+d+e+2f+g+2h+i,
1A0=0=P(1,0) =a+b+d,
IN2=2=P(1,2) =a+b+2c+d+c+2f+2¢g+h+1,
INl=1=P(L,1)=a+b++c+d+ f+g-+h+i

Por (1) tenemos a = 0 lucgo reemplazando en las ccuaciones (2)-(7) tenemos:

0=2c+e,
O=c+e,
0=2b+d,

2=204+2c+d+e+ f+29+2h+1,
4+c+d+e+2f+g+2nh+14,
0=b+d,
2=b+2c+d+e+2f+2g9+h+1,
l=b+c+d+f+g+h+:

N
I

Sumando (10) y (11) tenemos 3¢ + 2¢ = 0 esto es 2¢ = 0 y por lo tanto e = 0. Luego
de (11) resulta ¢ = 0. Andlogamente sumando (12) y (15) tenemos 3b + 2d = 0 y por lo

tanto 20 = 0 y en consecuencia d = 0, luego por (15) resulta que b = 0.
Reemplazando esto valores en (13), (14),(16) y (17) tenemos

2=f+2g+2h+i

2=2f+g+42h+1,
2=2f+294h+1,
l=f+g+h+i
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Sumando (19) y (21) obtenemos 2g + 22 = 0 y por lo tanto:

0=g+1 (22)
Sumando (18) y (21) obtenemos 2f + 2¢ = 0 y por lo tanto:

0= f+: (23)
Sumando (20) y (21) obtenemos 2h + 2 = 0 y por lo tanto:

0=h+i. (24)
De (24) y (21) obtenemos:

l=f+g. (25)
De las ecuaciones (22), (23) y (24) resulta que ¢ = —g, i = —f e ¢ = —h. Por lo tanto
g = f = h. Luego d (2)resultal—f+g—f+f——‘7fyp0rlotantof 2yen

consecuencia h = g = 2.
Reemplazando en (21) tenemos 1 =2+ 2+ 2+ ¢ y por lo tanto 7« = 1. Obtenemos asi

(1) = Ay=2zy+22% +2zy° + z?y? = 2y + 2zy(z + y) + 27
Andlogamente obtenemos:
(8) aVvy=z+y+ay+ iy +oy’ + 207y

Efectuando los caleulos correspondicentes tenemos que:

(z Ay)? = 2y? = (2y)?

(r Vy)? = (22 + %) = 2% + 222 + ¢~
Por la mancra en que fucron definidas las operaciones A y V sobre A podemos afirmar
que A es un reticulado distributivo dado que A es una cadena.

Vamos a definir dos operaciones unarias en A en forma tal que A sea “igual’ al dlgebra
de Lukasiewicz indicada (‘n cl Ejemplo 2.2.1. Todo polinomio de una variable es de la
forma P(x) = a + bz + cx?. Luecgo si @ es el polinomio que le corresponde a ~ se deben
verificar:

1=Q0)=ua (2)
2=0Q2)=a+2b+2%c=a+2b+c=1+2b+c¢ (3)
0=Q(l)=a+b+c=1+b+c (4)

De (3) v (4) resulta que 2 = 2+ 3b+ 2¢ y por lo tanto 3b + 2c¢ = 0 esto es 2c = 0 y en
consecuencia ¢ = 0. Luego reemplazando en (4) tenemos 0 =1+4+6+0=1+ by por lo
tanto b = —1 = 2. Luego (II) ~ z =2z + 1.

Si R es €l polinomio que le corresponde a V se deben verificar:
0=R(0)=ua
1=R(2)=a+20+2%c=a+2+c=2+c
l1=R(l)=a+b+c=b+c

De (6) vy (7) resulta que 2 = 3b + 2c esto es 2 = 2c y por lo tanto ¢ = 1, luego de (7
resulta 1 = 14 by por lo tanto b = 0. Luego (III) Vz = z?.
Vamos a probar que ~ y V verifican los axiomas de las algebras de Lukasiewicz:
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AS) ~zV~y=~(z Ay).
~(z Ay)=142(z ANy) =1+ 222y + 22%y + 2xy? + z%?) =
1+ zy + 2%y + 2y + 2222
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~xV o~y = (142z) V(142y) = 14+22+142y+(1422) (1+2y) +(1+z+22) (14+2y) +
1+20)1+y+y)+20+2+22) 1 +y+ 47 =9+2w+2y+1+2y+2w+wy+
1+2y+w+2my+x2+2m2y+1+y+y' +9’E+91y+91y +’7+2y+2y2+2;1:-}—

2y + 2zy* + 2z + 222 y—l—‘):cy =1+ zy + 2%y + zy? + 20%% =

749z + 9y + Toy + 322 + 3y? +4zy? + 422y + 222 = 1 + 2y + 22y + 29% + 222 y2.

A6) ~z VVz =1

~ X VVL—(l—t—‘)z)Va:‘ =14+2x+ 22422 +‘73:+(1+:7:+:1:2)m2+(1+2:I:):1:2+

20 +z+2?)2? =14+ 1 +22% + 20 + 222 + 222 = 1.
A7) ~ux ANz =~z AV.

~ L /\1—9(1+‘7.L)L+()(1+.L+I‘) +2(1 + 22)? + (L4 &+ 2H)a? = 2 + 22

2& + 222 4 21 + 242 —+—1+c + o+ 2 =2L2+12

~ I AV = (1—{—‘71) = r)(l—i—‘)l)z +‘>(1—}-1—}- ) 9( :).1:2—}—(1—4-.1:—}—;1:2);1'2

S w4 2 +‘>1+‘71 + 2% f o+ a? + o +a? =2+

A8) V(x ANy) = Vi AVy.
Sabemos que (1 A 1/) = z%y? lucgo V(r A 1/) (1 /\ 1/)‘ 2y
Vi AVy =22 Aqy? 2 +‘>121/ + 222 4wty = aPy?

Ademads 2 es el centro de A pués ~2=224+1=1+1=2

+

Sca (A, +,-,1) un anillo conmutativo con unidad. Con 0 notarcmos cl clemento neutro
k) 1

con respecto a la operacion “+47. Notaremos xy en vez de = -y. Un anillo 4, conmutativo

con unidad (1) que verifica 3z = 0 y 2* = x, cualquiera que sea z € A, se denomina un

3-anillo.

Teorema 2.9.1 (Gr. C. Moisil) Si A es un 3-anillo, entonces definiendo las operaciones

A, V, ~ gy V sobre A por las formulas (1), (S), (II) y (III) indicadas precedentemente,

sistema (A,1,~,V,A,V), es un dlgebra de Eukasiewicz centrada.
Dem. Para ello vamos a probar que se verifican los axiomas de Sholander [94]:

(S1) zA(zVy)=2z(xVy)+22%(xVy)+ 22z Vy)?+i(zVy)?

(1) 9w(:c\/y) = 916((L'+7/+J:y+17/(1+y)+9m y?) = 222 4+ 2xy + 222y + 223y + 2222 + 2342

222 + zy + 29% + 22%y + 222 2.

(ii) 222 (xVy) = 222 (z+y-+ay+ay(s+y)+20%y?) = 2034202y 4223 y+ 202y + 223y +12)2

2z + 2zy + 2zy? + 2%y + 222

De (i) e (ii) resulta (:94)2z(z V y)? + 2z%(z V y) = 2z + 23;'2.
(iv) 2z(z V y)? = 2z(2? + y? + 22%?) = ‘7'1: + ‘71:y + :vy = 2.
(v) #3(z vV y)? = 2% (2% + 9 + 22%?) = 2% + 2%y% + 20%y? = o2
De (iil), (iv) y (v) resulta:

A (zVy)=220+22°+2z+ 2% =1.

(82) zA(yVz)=(zNz)V(y Az

el
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sA(yVz)=2z(y Vz)+22Hy V) +2u(y V) + 200y V)=
21y + 2 +ya+u‘ +u‘+‘>yz)+2:c2(y+z+yz+yzz+yz2+2yzzz)+

2 (y? + 2% + 2%2%) + ‘7'132(3/ +z + y*2?)

2zy + 2zz + 2zyz + ’7fzy + 2zyz? + ’7T7/2 22 4 202y 4 222z + 202yz + 22%y%z + 2x%y?2% +

121/2 2+‘71y +252% + 1y’ 2+‘7x2y2+912 Pyptyt? = 2xy + 22z + 22y + 22 + 2%yt +
22 4+ 22y + 22%2 + 2zyz + 2ayz? + 2aytz + 2xy?2? + 22%yz + 2x%y%2 + 2x%y2>.
/\a’) (y /\:r:) (zAz)+ @y Ax)+ (2 Az)(y Ax)+ (2 Ax)(y Ax)+

(

(= Aoy A o) +2(: Aoy A

(i) z /\q:=‘>ccz+‘>u + 22%z + 222,

(i) y z = 2zy + 2xy? + 222y + 2ty

(111)( %)(y A ) = 22yz + 2y’ 2+‘7'L yz + 2x2y2?,
(iv) (= )(U/\J)—"W + 2ay? 2% + 2uPy2? T2ty
(v) (= /\m)(y A x)? = 229z + 27y%z 2 4 2a2y%2 +72y2 2
(vi ) (z Az)(y A 1)? = 2x%y?2?%, luego de (i) a (v1) re%ulta que:

( ) (y/\z)—‘71q+‘77‘,+‘>7y +’)71,2+”1 y? 4 2222 + 222y + 2222 4 22y + 2wyt +
Qry?z + 2ay?z? + 2xtyz + 222%9% 2 + 22%y2?

En forma andloga a la indicada anteriormente se prueban las propiedades A4 - AS.
Ademads poniendo ¢ =1+ 1 es el centro de A. |

Teorema 2.9.2 Si (A,1,~,V,A,V), es un dlgebra de Lukasiewtcz con centro ¢ y defini-
mos:

vty =(~Vr AAY)V (~Vy ANAZ)V (Vo AVYy AV ~a AV ~y)V

<(' A <(~ Vi AVy AV ~y)V(~Vy AVe AV ~z)V (Az A Ay))),
ry = (Ax ANAY)V (Ve AVy AV ~a AV ~ y)V
((- A ((A.,: AVY AV ~y)V (Ay AVE AT ~ ;,:)>)
entonces el sistema (A, 1,0,4,-) es un 3-anillo. Moisil [44].

Si (A,1,0,4+,-) es un anillo conmutativo con unidad (1) tal que «*

En efecto:

= 1 entonces 6 = 0.

x4y =(r+y)(r+y) (v +y) =xre+ rey + 2yr + 2yy + yrx + yry + yyr + yyy

luego
;L'—}—'y=1:+.7;my+mym+fz:;qy+ya:x+y:cy+yy$+y

y por lo tanto
ray + ryr + ryy + yrr + yzy +yyr =0

entonces para r = y tenemos que P+ 42+ +13=0estoesbz=z+ 1+
r+r+2x+z=0,luego —x = dz.

En forma similar a la indicada anteriormente se prueba que si en un anillo conmutativo
con unidad que verifica 2® = 2 definimos:

()  zAy=2xy+ 22y + 229" + 22y? = 2zy + 2zy(z + y) + 2%y
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(S) zVy==z+y+zy+iy+ay’ + 22507

entonces (4,0,1,A,V) es un reticulado distributivo acotado.
Definiendo ~ z = 1 + 5z y Vz = z? entonces (A,1,~,V,A,V), es un &lgebra de
Lukasiewicz: Ademads e =1+ 1 es el eje del dlgebra A.

Teorema 2.9.3 Si (A,1,~,V,A,V), es un dlgebra de Lukasiewicz con eje e y definimos:
t+y=(~Vr AAYV (~Vy ANAZ)V (Vo AVy AV ~xz AV ~y)V
<e A ((N Vi AVYy AV ~ )V (~Vy AV AV ~2)V (Az A Ay))),
.y = Az NAy)V (Ve AVy AV ~ 2 AV ~ y)V
(e A ((A:L' AVYy AV ~y)V (Ay AVz AV ~ ;1:)))
entonces el sistema (A,1,0,+,-) es wn anillo conmutativo con unidad tal que 2* = .

Moisil [44] )

2.10 Construccion de Algebras de Lukasiewicz a partir de Al-
gebras de Boole monadicas

En los parrafos anteriores hemos cncontrado analogias entre las dlgebras de Boole mo-
nadicas y las algebras de Lukasiewicz, pero tambien existen diferencias fundamentales,
asi por ejemplo el principio de determinacion de Moisil no vale en las algebras de Boole
monddicas. En ctecto consideremos el dlgebra de Boole monadica indicada en la signiente
figura:

ol “ € | Jx LV.’L‘ H
/ \ 0| 0|0
a4 O O b a1 0
\ / b 110
S0 1111

Entonces tenemos que 3a =3 =1,Va=Vb=0y a # b.
Esto nos sugiere la idea de identificar dos elementos a y b de un dlgebra de Boole monddica
si se verifican:

Ja=3db y Va =Vb,

y en este caso notaremos a = b. Es claro que esta relacién es una relacién de equivalencia.
En el ejemplo anterior existen tres clases de equivalencia, a saber C(0) = {0}, C(a) =

{a,b} y C(1) = {1}. Consideremos el conjunto cociente A = A/ =. Es natural pensar
que A es la cadena cuyo diagrama se indica.

o C(1)
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Sabemos, como lo indicamos anteriormente, que sobre el conjunto precedente se puede
definir una estructura de dlgebra de Lukasiewicz.

Observemos que la relacién “=” no es compatible con la operacién de “V” definida sobre
A. Enefecto a = aya = by sin embargo aVa =a £ 1 = aVb Esto significa
que el “supremo” en A debe ser definido de un modo especial. A. Monteiro determiné
una construcién general, que denominé construccién £ que permite definir un 4lgebra
de Lukasiewicz L(A) a partir de un élgebra de Boole Monddica A. Por analogia con
las dlgebras de Lukasiewicz, si A es un dlgebra de Boole monadica podemos definir la
implicacion débil por:

r—y=d—12 Vy,

y la tmplicacion contrapuesta por
r>—y=(x-—y) ANy — -
Entonces es natural definir en A las siguientes operaciones:
rUy=(x>—y) >—vy
rNy=—(—xU-—y).
Observemos que . >— y=(3—xVy) A(ByV —z), luego
sUy=@>—y)>—y=3—-(e>—y)Vy) AQyV —(z >— 1)) =
(Ve AT =) VIV=yATr) VYA ByVv ¥z A—y) VIV —-yAx)) =
(Ve AT —yATY)V VAT —y AV A —y)V (Ve AT =y AV -y Az)V
(V—yA3eATyY)VV—yATeAVeA=y)VV =y AT AV —yAx)V
(WA3Y)V(yAVEA —y) V(Y AV —yAx) =
(Ve A=y ATy)V (VoA —y)V (Ve AY = y)V
OV(V—yAYr)V(V—yAx)VyvVOVv0=
(Ve AT —yATy)VVeA=y)VIVeAY —y)V(V—yAx)Vy
y como Vi AV —y < Va A —y y tenemos que
rUy=NeAT—-yAJy)VVeA—y)VV-yAz)Vy=
(VA= y ATy vV (F—yA)V (Vo V) A (—y V) =
Ve AT—yATyY)VV—yAz)V((VzVy) Al)=
(VeAnT—yATy)V(V—yAz)VVZVy
y como Yz A 3 —y A Jy < Va entonces

rUy=VzVyV(z AV—y)=

VzVvyVz) A\WzVyvVV—y)=(xVy ANz VyVvV—y).

Por lo tanto tenemos que:
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D1) zUy=VzVyV(zAY —y),
D2) zUy=(zVy)A (Ve Vy VY —y).

Luego zNy = —(~zU—y) = —-(V—zV-yV(-zAVy)=-V—-zAyA(zV-Vy) =
JzAyA(zVI—y)=FzAyAz)V@EzAyAT—y)=(zAy)V(EzAyAT—y) =
y Alzv Bz Ad—y)=y AlzV3z) Az Ad—y)=TzAyA(zVI~y)

Por lo tanto tenemos que:
Cl) zNy=3JzAyA(zVI—y),
C2) zNy=(zAy)V({ErAyAT—y),

Definicién 2.10.1 Dados dos elementos a y b de un dlgebra de Boole monddica A diremos
que son equivalentes y notaremosa =b sia>—b=1yb>—a=1

Lema 2.10.1 (I) a>—b=1yb>— a =1 equivale a (II) Ja = 3b y Va = Vb.

Dem. Como a>— b= (a — b)A(=b—> —a)=(3—aVb)A(IbV —a) entonces si
se verifica (I) tenemos que 3—aVb=1,3-bVa=1,3bV—-a=1,3aV—-b=1y estoes
equivalente a (1) Va < b, (2) Vb < a, (3) b< Fa, y (4) a < 3b. (1) y (2) son equivalentes
aVa < Vby Vb < Va, luego Va = Vb. (3) y (4) son equivalentes a 3b < 3a, y 3b < Ja, esto
es Jda = 3b. n

Para probar que la relacién = es compatible con las operaciones N y U, L. Monteiro [68]
demostrd que:

Lema 2.10.2 (1) Iz nNy) =3z ATy, (2) HzUy) =3z vy, (3) ¥(zNy) =V AVY,
(4) V(zUy) =Vz VVy.

La relacién “=” es una relacién de equivalencia compatible con las operaciones —, 3, M
y U. Consideremos el conjunto cociente £(A) = A/ =, y representemos por C(z) la
clase de equivalencia que contiene al elemento = € A, entonces si ponemos por definicién
I=C(1), ~C(z) = C(~z), VCO(z) = C(3w), C(z) N C(y) = C(z Ny), C(z) UC(y) =
C(z Uy), entonces tenemos el siguiente teorema de A. Monteiro:

Si (A,3) es un dlgebra de Boole monddica entonces el sistema (L(A),I,~,V,N,U) es un
dlgebra de Lukasiewicz.

Nota del redactor

1) La demostracién del teorema precedente recién fué publicada en 1967, [60], pero los
resultados fueron expuestos en el curso dictado en 1963, [52] y en [55].

2) En la misma el Profesor A. Monteiro utiliz6 la teoria de los N-reticulados, (ver H.
Rasiowa [89]) y en particular los resultados que establecié sobre los N-reticulados
semi-simples.

3) Los resultados sobre los N-reticulados semi-simples solo fueron publicados en 1995
en los Informes Técnicos Internos nro. 50 del INMABB, y luego en 1996 en las
Notas de Légica Matemética 40, [63] también publicadas por el INMABB.
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4) Como en el enunciado del teorema precedente solo intervienen nociones relativas a
la teoria de las 4lgebras de Boole monddicas el Profesor A. Monteiro propuso a sus
alumnos encontrar una demostracién del mismo, sin utilizar los resultados de los
N-reticulados.

5) Este problema fué resuelto por' L. Monteiro y L. Gonzdlez Céppola y publicado en
1964, [68).

6) Posteriormente el Profesor A. Monteiro [55] demostré el siguiente resultado: Da-
da un algebra de Lukasiewicz L existe un dlgebra de Boole monédica A tal que
L(A) es isomorfa a L. El mismo fué expuesto en 1966 en un Seminario [59]. En
la demostracién, que serd indicada en el parrafo 6.7, utiliza un teorema de repre-
sentacién de las dlgebras de Lukasiewicz por dlgebras de Lukasiewicz de conjuntos,
que serd indicado en el parrafo 6.6, en cuya demostracién interviene el axioma de
eleccion. Este teorema de representacion solamente fué publicado en 1995 en el Nro.
45 de los Informes Técnicos Internos del INMABB, y posteriormente en 1996, en las
Notas de Logica Matematica Nro. 40 del INMABB [63].

L. Monteiro indicé una demostracion puramente algebraica del resultado precedente
y expuso la misma en un Seminario dirigido por el Profesor A. Monteiro [59], rea-
lizado en 1966. El mismo fué publicado cn 1978, [80].

~I
S—r

Observacion 2.10.1 57 A es un dlgebra de Boole monddica, notaremos
K(A)={r e A:3zx =u},

entonces si k € K(A) esto es 3k = k tenemos que VC(k) = C(3k) = C(k), esto cs
C(k) € B(L(A)). Reciprocamente, si C(k) € B(L(A)) esto es VC(k) = C(k), por lo
tanto C(3K) = C(k), lucgo 3k =k, de donde resulta en particular que V3k =V, esto es
3k = Yk y por lo tanto Ik =k y cn consccucncia k € K(A).

Sean ki, ky € K(A) y supongamos que C(ky) = C(k2), luego ky = ko, por lo tanto ky =
E”i] = Elmz == /mz

Entonces si A es finita tenemos que N[B(L(A))] = N[K(A)]. Ademds las dlgebras de
Boole B(L(A)) y K(A) son isomorfas. En cfecto si ki, ky € K(A) son tales que ki < ky
entonces k1 V ky = ky y por lo tanto teniendo en cuenta el Lema 2.10.2 Ik U k) =
Iy V3Iky = ky V ke = ko y andlogamente V(ky U kg) = ky, luego ky Uky = k2 y en
consecuencia C(ky)UC (ky) = C(kyUky) = C(ky), esto es C(ky) < C(ky). Reciprocamente
51 C(ky) < Clky) esto es C(ky Uky) = C(ky)UC(ky) = C(ky), luego ki Uky = kg y por lo
tanto en particular (k) U ky) = ko, esto es ky U ky = ky, luego ky < ks.

Supongamos que A es un dlgebra de Boole monddica finita, no trivial, y representemos
por A(A) el conjunto de todos los dtomos de A.

Si 2 € A notaremos (C(z)] = {C(y) € L(4) : C(y) < C(z)}.
Lema 2.10.3 Sia € A(A) N K(A) entonces (C(a)] = {C(0),C(a)}.

Dem. Claramente {C(0),C(a)} C (C(a)). De a € K(A) resulta que C(a) € B(L(A)).
Si C(z) € (C(a)], esto es C(z) < C(a) entonces C(z Na) = C(x) N C(a) = C(z) luego
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N a =5y en particular 3(z N a) = Iz, luego por el Lema 2.10.2 3z A Ja = 3z y como
a € K(A) tenemos que Iz A g = Jz luego 0 £ dz < a de donde resulta por ser a es un
dtomo de A resulta que (1) Iz =06 (2) 3z = a. Siocurre (1) entonces = = 0 y si ocurre
(2) como 0 <z < Jzr=ayaesun dtomo tenemos que z =0 6 = = a. n

Lema 2.10.4 Sik € K(A) y (C(k)] = {C(0),C(k)} entonces k es un dtomo de A.

Dem. En efecto supongamos que (1) 0 < y < k, dondey € A, luego C(0) < C(y) < C(k)
y por lo tanto C(y) = C(0) 6 C(y) = C(k), estoes (2) y =06 (3) y = k. Si ocwre (2)
entonces en particular 0 = 30 = Jy > y luego y = 0. Si ocurre (3) entonces en particular
(4) k =Vk =Vy <y. Luego de (1) y (4) resulta que y = k. [

Lema 2.10.5 Sia € A(A) ya ¢ K(A) entonces (C(3a)] = {C(0),C(a),C(Fa)}.

Dem. Como 0 < a < Ja, entonces C(0) < C(a) < C(Ja) luego {C(0),C(a),C(3u)} C
(C(30)].

Supongamos ahora que C(x) € (C(Ja)], esto es C(x) < C(Ja) y por lo tanto C(xUJa) =
C(x)UC(Ja) = C(Ja) lucgo U Ja = Ja y en particular I V Ju = I(w U Ja) = Ja. Por
lo tanto 0 < Fr < Ja y como Ja es un dtomo de K(A) y Jo € K(A) tenemos que (1)
dr =06 (2) 32 = Ja. Siocurre (1) entonces . = 0 y por lo tanto C(x) = C(0). Si ocurre
(2) entonces como 0 < Va < Jr = Ja y Ja cs un atomo de K(A) v Vo € K(A) tenemos
que (3) Vo =006 (4) Vi = Ja.

Como a € A(A) y a ¢ K(A) centonces Ya = 0, lucgo si ocurre (3) tenemos que (5)
Ve = 0 = VYau. De(b) v (2) resulta que 2 = a y por lo tanto C(x) = C(a). Siocurre (4)
cutonces C(Va) = C(Ju) = C(3x) esto es AC(x) = VC(x) y por lo tanto C(w:) € B(L(A))
luego VC(x) = C(x) esto es C(Jx) = C(x) y porlo tanto x = Ju. Luego cn particular
Va = 3z y en consecuencia x € K(A) esto es (6) Vo = 2. De (6) y (2) resulta que 22 = Ju
y por lo tanto C(x) = C(Ja). u

Ejemnplo 2.10.1 Consideremos la siguiente dlgebra de Boole monddica A

donde los operadores A y V estdn indicados en la siguiente tabla
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[z [0]ai[ar]asfas[b]c[d]e[f[g[h]i[j[k[1]
rl0|layla | F1 FIDl g EVE|f]l 7|17 k]|1
Ve | O|lay |as | O | O |blai|a|as | flar|b|bljlk]|1

entonces los elementos de L(A) son 0 = C(0) = {0}, a = Cla) = {a}, b= C(b) =
{b}, c = Claz) = {as}, 1 = C(j) = {4}, k=C(k) ={k}, f =C(f) = {f},

1=C(1) = {1} ye = C(as) = {as, a1}, d = C(c) = {c,9}, g = C(d) = {d,e}, h =
C(h) = {h,i}. Entonces el diagrama de Hasse de L(A) es el siguiente:

P

J
k
h cbo f
d d>/
) g

yN
o\(B )

0

a

y las operaciones de ~ y V¥V estan indicadas en la siguiente tabla:

H X H()]a]b](:|d,|(z|g|h,|jlf1k}1||
~a N1 k| flilyglh]dlejcibla]0
Ve |0ablelgifliEITG1 K]

Nota El algebra de Boole monddica indicada precedentemente es el dlgebra de Boole
monadica con un generador libre [33], [79] v £(A) es como vercmos mas adelante cl

algebra de Luksiewicz con un generador libre. Este ejemplo nos haria sospechar que se
verifica:

Si M(G) es el dlgebra Boole monddica con un conjunto G de generadores libres entonces
L(M(G)) es el dlgebra de Lukasiewicz con un conjunto de generadores libres de cardinal
wgual al cardinal de G.

Veremos mas adelante que esto solamente vale si G es un conjunto finito con un solo
elemento.

2.11 Subalgebras

La nocién de subalgebra permite obtener nuevas dlgebras de Lukasiewicz a partir de un
algebra de Lukasiewicz dada, de acuerdo a la siguiente definicién: Una parte, no vacia, S
de un algebra de Lukasiewicz A se dice una L-subdlgebra de A si es invariante con respecto
a las operaciones ~, V y V.
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Lema 2.11.1 Toda L-subdlgebra de un dlgebra de Lukasiewicz es un dlgebra de Luka-
stewicz.

Se comprueba facilmente que una L-subdlgebra de A puede definirse como una parte
no vacia de A que es invariante con respecto a cualquiera de los siguientes grupos de
operaciones: (1) ~, V, A, (2) ~, A, V, (3) ~, A, A.

Para ello basta tener en cuenta que Vz = ~ A ~ z, Ax = ~ V ~ z y las leyes de De
Morgan. Es claro que si S es una L-subdlgebra, entonces 0,1 € S.

Por lo tanto si S es una L-subélgebra de A tenemos:
{0,1} C SC A.

Es claro que la interseccién de L-subdlgebras de A es una L-subdlgebra de A. La nocién
de L-subdlgebra generada por una parte G de B, que notaremos SL(G), se define en la
forma habitual y se prueba que SL(G) es la menor L-subdlgebra de A que contiene a G.
Es claro que SL(B) = {0,1}. Si SL(G) = A, se dice que G ¢s un conjunto de generadores
de A.

Si G C A, notaremos con PF(G) la familia de todas las partes finitas de G, entonces:
Lema 2.11.2 SL(G) = {SL(F): F € PF(G)}.

Dem.  Sca X = | J{SL(F) : F € PF(G)}. Si F C G como G C SL(G) entonces
F C SL(G) y por lo tanto SL(F) C SL(G) para todo subconjunto de G, en particular
para todo F € PF(G), luego: (i) X € SL(G). Probemos que (i) SL(G) € X. Para cllo
probaremos que (ila) G € X ¢ (iib) X es una L-subdlgebra de A.
(iia) Sea g € G luego {g} € SL({gy}) C X, y por lo tanto G = J {y} C X.

gew
(iib) Como 0,1 € SL(F) cualquiera que sea F' € PF(G), entonces 0,1 € X. Seanz,y € X
entonces x € SL(F), y € SL(F,) donde Fy, Fy, € PF(G), por lo tanto Fy U Fy, € PF(G).
De F) C FiUF, y F, C FiUF, resulta que SL(F|) € SL(F\UF,)y SL(F,) C SL(F\UF,),
luego z,y € SL(Fy U F,) y por lo tanto x Ay, x Vy € SL(F, U F,) C X. Es claro que si
x € X entonces ~ x,Vz € X. n

Si G tiene un solo elemento G = {g}, notaremos SL(g) en vez de SL({y}) ysi G = Y U{x}
notaremos SL(Y,z) en vez de SL(Y U {z}).
Observemos que si G = {g} entonces

0,1,9, ~g,9N ~g,V(gA ~ g),Vg,V ~ g,Ag, A ~ g,gV ~ g,A(gV ~ g) € SL(y).

Mas adelante veremos que si G = {g} entonces N[SL(g)] < 12.

El Profesor A. Monteiro, propuso encontrar una expresién “sencilla” para los elementos

de SL(S, g).

Lema 2.11.3 Si A es un dlgebra de Eukasiewicz , S una L-subdlgebra de A, y g € A
entonces

SL(S,g9) = {(s1ANAG)V (82 AA ~ g)V (83 AVGAV ~ g)V (sS4 AgA ~ g) : $1,82,83,84 € S}.

(L. Monteiro)
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Dem. Sea
So={(s1NAg)V(s2ANA ~g)V (ssAVgAV ~g)V (s4AgN ~g): 51,52,83,84 € S}.

(1) So € SL(S, g).

En efecto si y € Sy entonces

(1) y=(s1ANAg)V(s2ANA ~g)V (ssANVgAV ~g)V (sa AgA ~ g)

donde (2) s1,52,53,54 € S. De (2) resulta (3) s1,92,83,84 € SU{g} C SL(S,g). Como
g € SU{g} C SL(S,g) entonces (4) Ag,A ~ g, VgAV ~ g, gh\ ~ g€ SL(S,g). De (3),
(4) y (1) resulta que y € SL(S, g).

(II) SL(S, g) C So.

Para ello probaremos que:

(IIa) SU{g} C So, v (IIb) Sp es una L-subdlgebra de L.

Empezemos por observar que como:

AgVA ~ gV (VgAV ~g)V(gNh ~g) =AgVA~gV (VgAV ~g) =

(AgVA ~gVVOANAgVA ~gVV ~g)=1A1=1 entonces cualquiera que sea
@ € L tenemos que

t=2ANl=@EANAYV(EANA~GV(EAVGAV ~g)V{zAgNh ~g),
lucgo si s € S se ticne que s € Sy y por lo tanto (i) S € Sy. Como
(LAAGVOANA~QV(OAVGAV ~g) V(1A GA ~g) =

AgV (gN ~g) =(DBgV g N (AgV ~g) =g A (gV ~g) =y

entonces (ii) g € Sy. De (i) e (ii) resulta (ITa). Probemos (ITh). Secan @,y € Sy esto cs
= (51 AAG)V (52 AD ~ )V (53 AVGAV ~ )V (54 AgA ~ g),
COLL Sy, 89,83, 5 €ESy
y={AAGV (L AA~g) V(s AVGAT ~g)V (tiAgh ~g),
con ty,ty, ts, t4 € S luego
eVy =W NAG)V (e ANA ~g)V (o3 AVgAV ~ g)V (vg AgA ~ g)

donde v; = s; Vt; € S para ¢ =1,2,3,4, luego z V y € Sp.
De x € S resulta que

Vi =(Vsi ANAg)V (Vsg AA ~ g)V (Vss AVGAV ~g)V (Vsg AVgA V ~g) =

(Vsi ANAg)V (Vsa AA ~ g) vV ((Vsg VVs)) AVGAV ~g) V (0A gA ~ g)

y como Vs; € S para i« = 1,2, 3,4 resulta que Vz € S;.
De z € Sy resulta que

~w=(~$1VV~g)/\(~Sz\/Vg)/\(NSgVANgVAg)/\(NS4VgV~g).
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Para simplificar las notaciones pongamos ~ s; = b; para ¢+ = 1,2, 3,4, entonces:

~r=b1VV~g)A(baVVg)A(bgVA~gVAg)A(byVgV ~yg).

Sean
y=(b1VV~g)A(bsVA~gVAg)
Yy
z=(by VVg) A (bs VgV ~ g).
Entonces:

y= (b1 Ab)V(BIAA ~ )V (b1 AAGIV(V ~ gAb)V(V ~gANA ~g)V(V ~gAAg) =

by AbB)V (BIAA~g)V(IDIANAG)V (V ~gAbs) VA ~g=
by Ab)V (B ANAGV(V ~gAb) VA ~yg=
[(by Abs) A(AgV V ~ @)V (i AAG)V (V ~gAby)) VA~ g=
By ANy ANAGV (b A3 AV ~ )V (ByAAG)V (V ~gAby) VA ~g=
(OINAG VIV ~gAb) VA ~yg

Y
2=(by Nby)V (by A g) V (Do ~ g) V (Vg A b))V (Vg A g)V (VA ~ g) =

(b2 A b)YV (b2 Ag) V (b2A ~ g) V (Vg Aby) VgV (gA ~ g) =
(br A b))V (b2~ g) V (Vg Aby) Vg =
[(ba Aba) A~ gV VGV (A ~g) V (VgAb)Vy =
(b2 AbaA ~ g) V (by Abs A VGV (baA ~ g) V (Vg Aby) Vg =
(bah ~ g) V(b4 A V)V y.

Luego
~x=[biAAG)V(V ~gAb)) VA ~ gl A[(bah ~g) V (by AVyg)V g] =

(by AAG A baA ~ g)V (by AAG A by AV g) V(b AAg A g)V
(V~gAbgAbaA ~g)V (V ~gAbsAby AVG)V (V ~gAbsAg)V
(A~gAbA~g)IV(A~gANb AV V(A~gAy)=
(bt ANAg Aby) V (by AAg) V (bg AbaA ~ g)V
(V~gAbgAb AV V(~gAbsAg)V(A~gAby) =
(b1 A Ag)V (b AbyA ~ ) V(V ~ g Ab3s Aby AV GV (~ g A by Ag)V (A ~ g Aby) =
(by AAG)YV [(bs AbaA ~ g) AN(A ~ gV Vg)|V
(b3 NDy AV ~ g AV GV (bsA~gAg) V(e AA ~g) =
(by AAG) V (b3 AbaA ~ gAA ~ g)V (b3 AbaA ~ g A V)V
(by ADy AV ~ gA VGV (bsA~gAg)V (g ANA ~g) =
(by ANAG)V (b3 Aby ANA ~ g)V (bs AbaA ~ g A g)V
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(s Abs AV ~gAVg)V (bsA~gAg)V (b ANA ~g) =
(by A Ag) Vv [((bs Ab2) V b2) A ~ )]V [((bs Ab2) V B)A ~ g Ag]V (b5 Aby AT ~ g ATg) =
(by NAGYV (b)) ANA ~g) V (bgA ~gAg)V (bs ANby AV ~ g AVg).
Luego como by, ba, b3, by € S tenemos que ~ z € Sp. |

Sea A un 4lgebra de Lukasiewicz, S una L-subdlgebra de Ay g € A.
1) Si g € B(A) entonces SL(S,g) = {(s1 A g) V (s2/A ~ g) : 51,52 € S}.
2) Si Ag =0, luego g <~ g entonces:

SL(S,g) = {(s; ANA ~g)V (s AVg)V (s3N\g):s1,82,83 €S}

3) Sic es un centro de A, entonces como A ~c=Ac=0,VcAV~c=1AVc=1
y ¢A ~ ¢ =cresulta que: SL(S,¢) = {(s1V (s2A¢) 81,8 €S}

Vamos a indicar una forma de determinar SL(G) en el caso en que G es un conjunto
finito, no vacio, de un dlgebra de Lukasicwicz A.

Sea G = {¢1,92,---,gn}, consideremos:
e S, =S5L(g))
o Sy = SL(SI:.(JZ)

* Sn = SL(Sw—la,(]n)
Demostremos que S, = SL(G). En cfecto de la construcion anterior resulta gue:
{gnt €S C S U{ge} CSL(S),g2) =5 C...CS,,

por lo tanto (1) G C S, y como por construccion (2) S, es una L-subdlgebra, de (1) y (2)
resulta SL(G) C S,,. De g; € G resulta que S; C SL(G), luego S, U {g2} € SL(G), por
lo tanto Sy = SL(S), ¢2) € SL(G),..., S, = SL(Sn-1,9n) C SL(G).

Sabemos que si b € B(L) entonces ~ b es el complemento booleano de b. Si b € B(L),
notaremos con b*, a cualquiera de los elementos b 6 ~ b.

Lema 2.11.4 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz, X C B(L), X finito entonces SB(X) =
SL(X).

Dem. Si X =0, entonces SB(0) = {0,1} = SL(D).
Supongamos que X = {z,zs,...,2,}. Como SB(X) es una L-subélgebra de Lukasiewicz
de L tal que X C SB(X) entonces SL(X) € SB(X). Sea b € SB(X), si b = 0 es

evidente que b € SL(X). Si b # 0 entonces es bien conocido que b = \/ my, donde

k=1
n

my = N\ 2%, Como z*; € SL(X) para todo ¢, 1 < ¢ < n, entonces my € SL(X) para
i=1

todo k, 1<k <r, luego b e SL(X). |
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Corolario 2.11.1 Si A es un dlgebra de Lukasiewicz, X C A, X finito entonces
SB(AXUVX)=SL(AX UVX).

Dem. Es una consecuencia del Lema 2.11.4, pues AX U VX es un subconjunto finito
de B(A). ) n

Lema 2.11.5 9i A es un dlgebra de Lukasiewicz, ¢ € A y S una L-subdlgebra de A que
verifica Vg,~ Ag € B(S), entonces B(SL(S, g)) = B(S).

Dem. De la hipétesis deducimos que:
(1) Ag, & ~g, V(gh ~ g) € B(S).
Si z € B(SL(S,g)) = SL(S,g) N B(L) entonces Az =z, y
z=(s51ANAg)V (sgANA ~ g)V(s3AVgAV ~ g)V (s4 AgA ~ g), donde s1,53,53,54 € S,
luego
z=Az=(As; AAG)V (Ass ANA ~g)V (As3s AVgGAV ~ @)V (Ass AAgGA A ~ g)
y como Asgy AAgA A ~g< gAA ~ g=0, entonces:
z2=(As1 ANAG)V (Dss ANA ~ g)V (Asg AVgAV ~g).

De As; € B(S), para i = 1,2,3 deducimos, teniendo en cuenta (1) que z € B(S).
Como S C SL(S,g) entonces sabemos que B(S) = SN B(L) C SL(S,9) N B(L) =
B(SL(S,g))- =

Lema 2.11.6 3i A es un dlgebra de Lukasiewicz, G = {g1,92,...,9n} C A ¥
Lo = SB(AGUVG), Ly = SL(Lo,g1), Ly = SL(L1,92),. .., Ln = SL(Ln-1,9n)
entonces: L, = SL(G) y B(SL(G)) = SB(AGUVG).

Dem. Por construccién tenemos Lo C Ly C --- C L,y ¢: € L;, 1 < i < n, luego
G C L, y por lo tanto SL(G) C L,.

Como AG, VG C SL(G), entonces AG U VG C SL(G), luego: (1) SL(AGUVG) C
SL(G).

Por hipétesis G es un subconjunto finito, entonces por el Corolario 2.11.1:

(2) SB(AGUVG) = SL(AGUVG).

De (1) y (2) tenemos Ly = SB(AG U VG) C SL(G), luego como g; € SL(G) tenemos
Ly = SL(Ly,g1) C SL(G). De g; € SL(@), y Li-1 € SL(G), 2 < % < n, tenemos
L; = SL(L;i_1,9;) € SL(G), 2 < i < n. Esto prueba que L, = SL(G).

Vimos que Ly = SB(AGU VG) C SL(G), luego

Lo = Ly N B(L) C SL(G) N B(L) = B(SL(G)).

Como Vg;,~ Ag; € B(Ly) = Lp C L; € --- C L,, parat = 1,2,...,n, entonces
por el Lema 2.11.5, B(L;) = B(SL(Lg,91)) = B(Lo) = Lo, y por lo tanto B(L;) =
B(SL(Lj-1,95)) = B(Lj-1) = Lo, 2<j <. u
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Lema 2.11.7 52 A es un dlgebra de Lukasiewicz, G C A, y L' = SL(G), entonces el
subconjunto AGUVG de B(L) verifica: SB(AGUVG) = B(L'). (A. Monteiro [52])

Dem. En 1994, L.Monteiro, obtuvo la siguiente demostracién, que fue indicada en [63].
La misma es mas simple que la obtenida por A. Monteiro.

Sea G' un subconjunto del dlgebra de Lukasiewicz A, entonces vimos que:
SL(G) = | J{SL(G"): G' € G, G’ finito}.

Vamos a probar que: B(SL(G)) = SB(AG U VG). Como AGUVG C B(A) y
AG U VG C SL(G), entonces AG U VG C SL(G) N B(A) = B(SL(G)), luego
SB(AG U VG) € B(SL(G)). Si b € B(SL(G)) entonces b = Ab y b € SL(G), luego
b€ SL(G') donde G' € G y G’ es finito, entonces por el Lema 2.11.6,

B(SL(G")) = SB(AG'UVG') C SB(AGUVG),
y como b € B(SL(G")) tenemos que b € SB(AG U VG). n

Corolario 2.11.2 §i G es un conjunto de generadores del dlgebra de Lukasicwicz A, esto
es SL(G) = A, entonces B(A) = SB(AG U VG).

Lema 2.11.8 Sic es el eje de un dlgebra de Lukasiewicz L, S una L-subdlgebra de L tal
que e €S, yux € L verifica: Ax, Ve € S entonces x € S. L. Montciro, [76]

Dem.  Es una consceuencia inmediata de las hipétesis y de que en un dlgebra con eje
todo clemento & se puede escribir como 2 = (Az Ve) AV, |

Observemos que la reciproca de este lema no es valida. En efecto consideremos ol dlgebra
de Lukasicwicz A indicada en ¢l Ejemplo 2.3.1. El subconjunto S = {0,1} es una
L-subdlgebra de A que verifica la condicion indicada en el lema precedente. Dara cllo
basta ver la tabla indicada de los operadores A y V, y sin embargo ¢ € S.

Lema 2.11.9 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz con centro ¢ y S una L-subdlgebra de L
entonces las siguientes condiciones son equivalentes: L. Monteiro, [76)]

I) S verifica si Ax, V2 € S entonces . € S.
II) c€8S.

Dem. (I) — (II). Como Ac =0y Ve = 1 entonces por (I) ¢ € S. (II) — (I). Como ¢
es un cje de L que pertenece a S, entonces por el lema precedente es claro que se verifica
(I). |

Lema 2.11.10 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz con eje e y S una L-subdlgebra de L
que verifica (1) B(L) € S y (2) e € S entonces S = L. L. Monteiro, [76]

Dem. Dado x € L entonces Az, Vz € B(L) luego, por (1) y (2) podemos afirmar que
r=(AzVe)AVz €S |

Lema 2.11.11 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz con centro ¢ y S una L-subdlgebra de
L entonces SL(S,c) = L si y sdlo B(L) C S. L. Monteiro, [76]
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Dem. Si SL(S,¢) = L, como SL(S,c) ={z € L:z =35 A (s V ¢), donde 51,53 € S}
entonces si b € B(L) € L = SL(S,c) tenemos que b= s1 A (s2 V¢) con 81,82 € S luego
b=Ab=A(s; A(s2 V) =As; AN(Asy V Ac) = Asy N (Asy V0) =Asy AAsy € S.

Si B(L) C S C SL(S,c) comoc € SL(S,c) entonces por el Lema 2.11.10 SL(S,c)=L. 1

En el IX Latin American Symposium on Mathematical Logic realizado en la U.N.S. en
1992, M. Abad, L. Monteiro, S. Savini y J. Sewald [9] presentaron un trabajo donde
determinaron el nimero de subdlgebras de un 4lgebra de Lukasiewicz L, no trivial, el
nimero de subédlgebras isomorfas a una subélgebra de L y el nimero de subdlgebras de
I no isomorfas. Ademds indican un método para construir todas las subalgebras de L.

2.12 Algebras de Lukasiewicz completas

Un algebra de Lukasiewicz L se dice completa si el reticulado L es completo.

Lema 2.12.1 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz con eje e tal que B(L) es un dlgebra de
Boole completa, entonces L es completa. (L.Monteiro, (1968))

Dem.  Dado un subconjunto F = {a;}er © L consideremos los siguientes subconjuntos
de B(L):
Fo={Aa}ier ¥y F\ = {Vauilier-

Como B(L) es completa existen los siguientes clementos:

(1) ao = /\Au,.i €eB(L) y (2) e = /\Vu,.i € B(L)

iel i€l

Considercmos el clemento (3) a = (g V ¢) A ay. Vamos a probar que a es el infimo del
conjunto F. De (3) resulta (4) a <ag Vey (5) u < ay.

De (4) resulta (6) Aa < Aap V Ae = Dag V 0 = Aag = (por (1)) = ao.

De (1) resulta que (7) ap < Aa; para todo i € I, luego de (6) y (7) tenemos que
(8) Aa < Ag, para todo i € I.

De (5) resulta (9) Va < Va; = (por (2)) = a,. Por (2) tenemos (10) @) < Vu; para todo
i e I, luego de (9) y (10) resulta (11) Va < Va, para todo i € I. ,

De (8) y (11) se concluye por el corolario del principio de determinacion de Moisil, (ver
Corolario 2.4.1) que (S1) a < a; para todo & € I.

Probemos que (52) Si ¢ € L verifica © < a;, para todo 7 € I, entonces r < a.

De z < a;, para todo ¢ € I, resulta (12) Az < Aag;, para todo i€ I,y (13) Vz < Va,,
para todo @ € I.

Como Az, Vz € B(L) entonces de (12) y (1) resulta (14) Az < ag y por lo tanto
Az Ve<ag Ve.

Por (13) y (2) tenemos (15) Vz < a1 luego de (14) y(15) resulta que z = (Az Ve) AVz <
(ap Ve) Nay = a. |

Corolario 2.12.1 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz con centro tal que B(L) es un dlgebra
de Boole completa entonces L es completa.

Como toda 4lgebra de Lukasiewicz es en particular un 4lgebra de De Morgan entonces
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Lema 2.12.2 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz y existe el supremo (infimo) de una
familia, no vacia, {a;}scr de elementos de L entonces tambien existe el infimo (el supremo)
de la familia {~ a;}ic; y ademds

/\Naiz’”\/ai, y \/Na,-,=~/\a,7;.

i€l icl iel i€l
Lema 2.12.3 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz, y eviste a = \/ a; entonces existe \/ Va,

i€l i€l
y ademds Va = \/ Va,.
icl

Dem. De a =V a; resulta que a, < a para todo 4 € I luego:
i€l :
(S1) Va; < Va para todo ¢ € I.
Probemos que (S2) Si (1) Va; < « para todo 7 € I entonces Va < z.
De (1) resulta que Va; < Az para todo i € I y como a; < Va,; para todo 7 € I, tenemos
que a; < Az para todo 7 € I y por lo tanto a = \/ a; < Az luego Va < Az < z. De (S1)

i€l
y (S2) resulta Va = \/ Va,. ]
13
Corolario 2.12.2 Si L es un dlgebra de Lukasicwicz, {b;}ic; C B(L) y cuiste b = \/ b,
il
entonces b € B(L).
Dem. Vb= V(V )= (por Lema 2.12.3) = \/ Vb = \/ b =b. n
il i€l il

Corolario 2.12.3 Si L es un dlgebra de Lukasicwicz completa, entonces el dlgebra de

Boole B(L) ¢s completa. (L. Monteiro, [71]).

Lemna 2.12.4 Si L oes un dlgebra de Lukasicwicz, y caiste a = \ a; y Aa; = 0 para todo
il
i € I entonces Aa = 0. (A. Monteiro, [39]).

Dem.  Por hipotesis Aa; = 0 para todo @ € I, por el Lema 2.4.8 esto es equivalente
a a; <~ a; para todo i € I, luego como toda dlgebra de Lukasiewicz es un dlgebra de
Kleene tenemos que

; =a; AN~ a; < a;V~a; =~ a;, cualesquiera que sean 4,j € [
i > Uj i) 'R s )

y por lo tanto (1) ¢ = \ a; <~ a; para todo j € I. Por el Lema 2.12.2, sabemos que

i€l
(2) ~a= A ~a; De (1) y (2) resulta que a <~ a luego por el Lema 2.4.8 Aa=0. B
i€l
Lema 2.12.5 Si L es un dlgebra de Lukasicwicz, y existe a = \/ a; entonces también

i€l
eriste \/ Aa; y ademds:
i€l
A(\/ CLZ') = \/Aai.

el icl

(A. Monteiro, [59].)
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Dem. La demostracién que indicamos se debe a L. Monteiro, [76]. Al respecto ver A.
Monteiro [61].

Por hipétesis a; < a para todo i € I luego (S1) Aa; < Aa para todo 1 € I. Probemos que:
(S2) Si t € L verifica Aa; < t, para todo ¢ € I entonces Aa < ¢.

De (1) Aa; < t, para todo i € I resulta que (2) Aa; < At, para todo 2 € I.
Para cada i € I sea (3) @), =~ At AAa Aa;, luego teniendo en cuenta (S1) y (2), podemos
afirmar que:

Ad, =~ At AAa AAa; =~ At ADa; <~ At NAE =0,

esto es (4) Aa; =0 para todo 7 € I.
Por el Teorema 2.6.4 de (3) resulta que (5) \/ a} = \/(~ At AAa Na;) =

i€l iel
~ At ANAa A(\ a;) =~ At AAa Aa =~ At A Aa.
icl
Por el Lema 2.12.4 de (4) y (5) resulta que A(V af) = 0 esto es A(~ At AAa) =0, luego
i€l
~ At A Aa =0y por lo tanto Aa < Af < L. |

Como consecuencia de resultados anteriores tenemos

Lema 2.12.6 Si en un dlgebra de Lukasicwicz L eaiste ;. entonces también existen
. gL

iel
A Vi, A\ Ay, y ademds

iel iel
AVy=V(Au) vy Ny =a(Aw)

€] i€l i€l i€l

Dada un 4lgebra de Lukasicwicz L consideremos el conjunto A(L) = {x € L : Az = 0},
este conjunto no es vacio dado que 0 € A(L).

Lema 2.12.7 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz con eje ¢ entonces e es un cota superior
de A(L). (A. Monteiro (1969))

Dem. Como L tiene eje entonces y = (Ay V e) A Vy, cualquiera que sea y € L. Sea
x € A(L), esto es Az =0, luegox = (Az Ve) AVz=(0Ve) AVe=eAVz<e N

Lema 2.12.8 Si L es un dlgebra de Eukasiewicz y e € A(L) es una cota superior del
conjunto A(L) entonces e es un eje de L. (A. Monteiro (1969))

Dem. Por hipétesis tenemos que (1) Ae =0y (2) Si Az = 0 entonces = < e. Probemos
que:
(a) Siz <~ Ve entonces Ax =, estoesx € B(L).

Siz <~ Ve entonces (3) A~z < 7 <~ Ve. Como A(z A ~ z) = 0 entonces por (2)
resulta que (4) A ~ 2z < e < Ve. De (3) y (4) resulta que z A ~z <~ Ve A Ve =0,
estoes A ~ x = 0y por lo tanto 2V ~ x = 1, lo que prueba que z € B(L) esto es
Azr = z.

De z A ~ Ve <~ Ve resulta por (a) que:

(b) A(z A~ Ve)=zAN~ Ve.
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(¢) z=Az V (z A Ve), cualquiera que sea z € L.

Enefecto z =z Al =z A(VeV ~ Ve) = (x AVe) V(zA ~ Ve) = (por( ) =
(x AVe) V(AzA ~ Ve) = (xz VAz) AV ~ Ve) A(Ve VAz) Al=x A(zV ~
Ve) A (Ve VAz) =z A (Ve VAz)=(z AVe) VAxz.

(d) Az V(e ANVz)= Az V (z AVe), cualquiera que sea x € L.

En efecto (5) A(Az V(e AVz))=Az V(Ae AVz)=Az V(0 AVz) = Ax.

(26 A(Az V (z AVe))=Az V(Az AVz)=Az.

(7) V(Az V(e AVz))=Az V (Ve AVz)=V(Az V(z AVe)).

De (5), (6) y (7) resulta por el principio de determinacién de Moisil que se verifica (d), y

de (¢) v (d) tenemos que
(8) z=Az V(e ANVz),

De (1) y (8) resulta por el Lema 2.4.4 que e es un eje de L. |

Teorcma 2.12.1 Toda dlgebra de Lukasiewicz L completa tiene eje.
(A. Monteiro (1969))

Deain. Sca A(L) = {ei}ier, esto es (1) Ae; = 0 para todo « € I. Como L es un
reticulado completo entonces existe (2) e = \/ ¢;. De (1) y (2) resulta por el Lema 2.12.4

i€l
= A(V &) = VAc¢; = 0. Lucgo e € A(L) y por (2) es la cota superior de A(L),
i€l i€l
entonces por el Lema anterior ¢ es el ¢je de L. ]

Corolario 2.12.4 Toda dlgcbra de LBukasicwicz finita tiene cje.

Vamos a indicar ahora un cjemplo de un dlgebra de Lukasiewicz que no tiene ¢je. Consi-
deremos ¢l conjunto IN de los nitmeros naturales y el dlgebra de Lukasiewics T = {0, ¢, 1}
indicada en ol Ejemplo 2.2.2. Sca L = TN ¢ conjunto de todas las funciones de IN en
T, algebrizado punto por punto. Notarcmos con 0 ¢l primer clemento de esta dlgebra
de Lukasiewicz, csto cs 0(z) = 0 para todo x € IN. Sca § ¢l conjunto de todas las
funciones f : IN — T tales que f(x) = ¢ para x € F C IN, F finita, cventualmente vacia.
Claramente S es una L-subalgebra de L.

Consideremos A(S) = {f € S: Af = 0}. Entonces f € A(S) == f(x) € {0,¢} para
todo = € IN. Probemos que ¢l conjunto A(S) no tiene dltimo elemento. Si f € A(S)
entonces existe una parte finita F C IN tal que

f@-):{o’ para z & F

¢, para x € F
Scay € N\ Fyh:IN— T definida por

0, para = ¢ FU{y}
M) = {c, para T € FU{y}"

Entonces h € A(S) y f < h, luego A(S) no tiene ultimo elemento y por lo tanto no tiene
eje.
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3 CAPITULO I1

3.1 Homomorfismos

Definicién 3.1.1 Una funcién h de un dlgebra de Lukasiewicz A en un dlgebra de Luka-
siewicz A' se dice un homomorfismo de A en A, si verifica las siguientes condictones:

H1) h(z Vy) = h(z) v h(y),
H2) h(~ ) =~ h(z),
H3) h(Vz) = Vh(z).

Si h es suryectiva diremos que h es un epimorfimso y si h es biyectiva diremos que h es
un tsomorfismo.

Diremos que un dlgebra de Lukasiewicz A’ es una lmagen homomorfica de un dlgebra de
Lukasiewicz A si existe un epimorfismo de Acen A Sih es ademds biunivoca diremos
que A es isomorfa a A"y notaremos A=A

El siguiente lema se prucba sin dificultad.

Lema 3.1.1 Sih: A— A esun homomorfismo entonces:

aw

4) hiz Ay) =h{z)A h{(y).
(1) =1,
(o) = 0,

v

2
Q

Wz — y) = h(w) — My),
H8) hx >— y) = h(x) >— h(y),
HOY h(x == y) = h(x) = My),

H10) h(Ax) = Ah(x),
H11) h(Fr 2) = Fr h(z),

H12) h(Ezt z) = Ext h(x)

El siguiente resultado se prueba sin dificultad:

Lema 3.1.2 Si L y L' son dlgebras de Fukasiewicz y b es un homomorfismo de L'en L'
entonces h(B(L)) € B(L') y la restriccion b de b a B(L) es un homomorfismo booleano
de B(L) en B(L').

El objetivo central es la determinacién de las imagenes homomérficas de un algebra de
Lukasiewicz por medio de una construccién intrinseca efectuada sobre A.

Si L es un 4lgebra de Lukasiewicz entonces id;, es un homomorfismo suryectivo, luego L es
una imagen homomorfica de L. Si L' es un 4lgebra de Lukasiewicz con un solo elemento,
L' = {1’} entonces la transformacién h : L — L' definida por h(z) = 1, cualquiera que
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sea ¢ € L es un homomorfismo suryectivo luego L’ es una imagen homom(’)r?[/@ de L.
Estas dos im4genes homomorficas de L se denominan imégenes triviales de L.

Sih:A — A es un homomorfismo se denomina nicleo de h al siguiente conjunfo:
Nuc (h) = h™'(1) = {a € A: h{a) =1}.

Claramente este conjunto tiene las siguientes propiedades

D1) 1 € Nuc (h),

D2) Si a,a — b € Nuc (h), entonces b € Nuc (h).

Lema 3.1.83 Si A y A’ son dlgebras de Lukasiewicz y h es un homomorfismo de A en A',
entonces h(a) = h(b) si y solo si a >— b € Nuc (h) y b >— a € Nuc (h).

Dem. h{a >— b) = h(a) >— h(b) = h(a) >— h(a) = 1 luego a >— b € Nuc (h).
Anélogamente de h(b >— a) = 1 resulta que b >— a € Nuc (h).

Reciprocamente si @ >— b € Nuc (h) y b >— a € Nuc (h) entonces 1 = h(a >— b) =
h(a) >— h(b) y 1 = h{a >— b) = h(a) >— h{b), luego por la propiedad IC13 indicada
en el parrafo 2.5 tenemos que h(a) = h(b). |

Diremos que una parte D de un lgebra de Lukasiewicz L es un sistema deductivo si
D1) 1€ D,

D2) Sia,a — b € D, entonces b € D. modus ponens
Lema 3.1.4 Todo sistema deductivo D de un dlgebra de Lukasiewicz L es un filtro de L.

Dem. Las propiedades de la operacién — que vamos a citar fueron probadas en el
parrafo 2.5.
Probemos en primer lugar que si D es un sistema deductivo entonces se verifica:

(C1) Si b € D entonces a — b € D para todo a € L.

En efecto de b € D y por la propiedad ID5 sabemos que b — (2 A b) = 1, luego de D1 y
D2 resulta que a — b € D.

F1) D #0.
Obvio, ya que 1 € D.

F2) Sia,be€ D entoncesaAb e D.
Por la propiedad ID8 sabemos que a — (¢ A b) = a — b. Como a € D resulta por
(C1) que a — b € D, esto es a — (aAb) € D, luego como a € D resulta por D2)
que aAbe D.

F3) Siae Dya<bentoncesbe D.
De a < bresulta por ID6 que 1 =a — a < a — b, luegoa — b=1¢€ D y como
a € D resulta por D2 que b € D.
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Observesios que existen filtros que no son sistemas deductivos. En efecto en el dlgebra de
Lukasiewicz T indicada en el Ejemplo 2.2.1, [¢) = {c,1} es un filtro y no es un sistema
deductivo pués c € [e),c—0=1€[c)y0¢lc).

Un filtro F de un &lgebra de Lukasiewicz L se dice un A-filtro si verifica: Si f € F
entonces Af € F. )

Lema 3.1.5 Un subconjunto D de un dlgebra de Lukasiewicz L es un sistema deductivo
st y solo si D es un A-filtro.

Dem. Ya sabemos que todo sistema deductivo es un filtro sistema deductivo. Sead € D
entonces como por ID13 d — Ad =1y 1 € D resulta por D2 que Ad € D.

Supongamos ahora que (1) D es un A-filtro de L luego 1 € D. Si (2) a € D y (3)
a —> b € D entonces de (2) y (1) resulta que (4) Aa € D. Luego como D es un filtro de
(4) y (3): AaA(a—b) € D. Pero AaAfa—b)=AaA(V~aVbh) =(AaAV ~
a)V(AaAb) =0V (AaAb)=AaAb, estoes AaAb€ Dy como AaAb< bresulta por
ser D un filtro que b € D. u

Consideremos ahora una nocién introducida por H. Rasiowa en el estudio de las dlgebras
de Nelson y que podemos también definir en las dlgebras de Lukasiewicz.

Definicién 3.1.2 Un subconjunto D de un dlgebra de Lukasiewicz L se demomina un
filtro de primera especie si verifica:

R1) D #0,
R2) Sia,b e D entoncesaAbe€ D,
R3) Sia€ D ya—b=1 entonces b £ 1)

Lema 3.1.6 Un subconjunto D de un dlgebra de Lukasiewicz L es un sistema deductivo
st y solo si D es un filtro de primera especie.

Dem. Empezemos por observar que un “filtro” de primera especie es un filtro, para ello
basta probar que si (1) a € D y (2) a < b entonces b € D. De (2) resulta por resulta por
ID6 que 1 =a — a < a — b, luego (3) a — b =1 € D luego de (1) y (3) resulta por
R3quebe D.

Si D es un sistema deductivo entonces claramente se verifican las condiciones R1, R2 y
R3.

Supongamos ahora que D es un filtro de primera especie. De Rl resulta que existe d € D
luego como d — 1 = 1 resulta por R3 que 1 € D. Probemos que se verifica D2, esto es:

Si a,a— b€ D entonces b€ D.

De las hipétesis resulta por R2 que (1) (& — b) Aa € D. Pero (2) ((a — b) Aa) —
b = (por ID10) = (a — b) — (a — b) = 1, luego, de (1) y (2) resulta por R3 que
be D.

También podemos indicar la siguiente demostracién: ya vimos que D es un filtro. Si
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a € D entonces como a — Aa = 1 resulta por R3 que D es un A-filtro y por lo tanto
un sistema deductivo. |

Veamos ahora otra forma de definir un sistema deductivo.

Diremos que una parte D de un dlgebra de Lukasiewicz L es un sistema deductivo con-
trapuesto

Cl) 1e D,

C2) Siag,a >— b€ D, entonces b € D.

Lema 3.1.7 Un subconjunto D de un dlgebra de Lukasiewicz L es un sistema deductivo
st y solo si D es un sistema deductivo contrapuesto.

Dem. Supongamos que D verifica D1 y D2, luego se verifica C1. Supongamos que
4, a >— b€ D. Como a>—b=(a—b)A(~b—~b) <a—by D esun filtro
entonces a — b € Dy como a € D resulta por D1 que b € D.

Supongamos ahora que D verifica C1 y C2, luego se verifica D1. Supongamos que (1)
a €Dy (2) a— be D. Vimos en el Lema 2.5.5 que (3) @ — b =a >— (a >— b)
luego de (1) v (3) resulta por C2 que (4) e >— b€ D,y de (1) y (4) resulta por C2 que
beD. |

Vemos asi que las dos implicaciones — y >— dan origen a los mismos sistemas deduc-
tivos.

Lema 3.1.8 Para que un filtro D sca un sistema deductivo cs necesario y suficiente que
se verifique (C4) Sia,a —>> b=~a Vb€ D cntoncesbe D.

Dean. Supongamos que el filtro D es un sistema deductivo y que (1) « € Dy
(2) a —» b = ~a Vb e D. Entonces como D es un filtro a A (~a VD) €D,
pero

a A(~a VD) =(uA~a) V(e Ab)y=(a NV ~a) V(e ANb)=

a ANV ~a Vb)=a A{a —b),

luego a A (~a Vb) € Dy comoa A(~a Vb) <a— bresulta por scr D un filtro que
(3) a — b€ D. De (1) y (3) resulta por ser D un sistema deductivo que b &

Supongamos ahora que D es un filtro que verifica la condicion (C4). Como D e€s un filtro
entonces se verifica D1) 1 € D. Probemos que se verifica D2), esto es que si (4) a € D'y
(3) @ — b € D entonces b € D. En efecto de (4) y (5) resulta por ser D un filtro que
a AMa—b)eD,peroa Afa— b =a A(V ~a Vb)=(a AV ~a) V(e Nb) =
(@A ~a) V(e Ab)=a A(~a Vb). Porlotanto (6) a A(~a Vb) €D,y como
(7) o A(~a Vb) <~ a Vb entonces de (6) y (7) resulta por ser D un filtro que
0« —>>b=~a VbeE D, luego por (C4) resulta que b € D. |

Si X es un subconjunto de un 4lgebra de Lukasiewicz L notaremos AX = {Az: 1 € X}
yVX ={Vz:z € X}

Vamos a indicar a continuacién las relaciones que existen entre los sistemas deductivos de
un 4lgebra de Lukasiewicz L y los filtros del 4lgebra de Boole B(L).
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Lema 3.1.9 Si D es un sistema deductivo de L, D 0\ B(L) es un filtro de B(L) y
DnNB(L)=AD =VD.

Dem.

F1) 1€ DN B(L). Obvio ya que'1 € D, B(L).

F2) Supongamos que z,y € D N B(L), esto es (1) z,y € Dy (2) 7,y € B(L). De (1)
resulta por ser D un filtro que (3) z Ay € D, y de (2) resulta por ser B(L) un élgebra
de Boole que (4) z Ay € B(L). De (3) y (4) concluimos que z Ay € DN B(L).

F3) Supongamos que (5) z € DN B(L) e (6) y € B(L) tal que (7) = < y. De (5) resulta
en particular que (8) € D, luego de (7) y (8) resulta por ser D un filtro que (9)
y€ D,yde (9)y (6) ye DNB(L).

Sea f € DN B(L) esto es (10) f € Dy (11) f € B(L). De (11) resulta que Af = f,
luego por (10) tenemos que f € AD. Supngamos ahora que f € AD, luego f=Ad
con d € D, y como D es un sistema deductivo, luego un A-filtro tenemos que Ad e D
y como Ad € B(L) tenemos que f = Ad € D N B(L). Andlogamente se prueba que
DnB(L)y=VD. |

Recordemos los siguientes resultados de la teoria de reticulados:

Lema 3.1.10 Si R es un reticulado distributivo, con primer elemento 0 y iltimo elemento
1, X € R entonces

(a) el filtro generado por X es el conjunto

n
F(X) = {y € R : existen z1,%3,...,Zn, € X tales que /\:{:1; <y}

i=1

(b) Si el conjunto X wverifica que (I) “c Ay € X cualesquiera que sean T,y € X,”
entonces
F(X)={y € R: existe z € X tal que z < y}.

Si 0 ¢ X entonces F(X) es un filtro propio de R.

Lema 5.1.11 Si L es un dlgebra de Eukasiewicz y X un subconjunto de B(L) que verifica
la condicién (1) indicada en el lema anterior entonces F(X) es un A-filtro.

Dem. Como X verifica la condicién (I) entonces por el Lema 3.1.10 (b), si y € F(X)
existe z € X tal que (3) z < y. Como z € X C B(L) tenemos que (4) Az = z, entonces
por (3) ¥ (4) resulta = = Az < Ay, luego por el Lema 3.1.10 (b), tenemos que

Ay € F(X). ||

Corolario 3.1.1 Si Q es un filtro de L entonces F(AQ) y F(VQ) son A-filtros de L.

Dem. Sean z,y € AQ, luego = = Aqi, ¥ = Agq, donde ¢1,¢2 € Q, luego t Ay =
A(gi Agz) y como g1 Agy € Q, tenemos que Ay € AQ. Luego por el Lema 3.1.11 F(AQ)
es un A-filtro de L. Anslogamente se prueba que F(VQ) es un A-filtro de L. [ |
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Lema 3.1.12 Si Q es un filtro de L entonces B(L)NQ C F(VQ).
Dem. Sibe B(L)NQ entonces b = Vb e VQ C F(VQ). n

Representemos por D(L) y F(B(L)) los conjuntos de todos los sistemas deductivos de L
y de todos los filtros del 4lgebra de Boole B(L).

Lema 3.1.13 La transformacién o : D(L) — F(B(L)) definida por o(D) = D N B(L)
es un isomorfismo de orden del conjunto ordenado (D(L),C) en el conjunto ordenado
(F(B(L)),C) y a™(Q) = F(Q) donde Q € F(B(L)).

Dem. Yavimosen el Lema 3.1.9 quesi D € D(L) entonces a(D) = DNB(L) € F(B(L)).

1) Si Dy, Dy € D(L) son tales que D1 C D; entonces (D) € a(Ds).
Esta propiedad es obviamente verificada.

2) F(AD) = F(D N B(L)) = D. Por el Lema 3.1.9 sabemos que AD = D N B(L).
Si D € D(L) entonces DNB(L) C D y en consecuencia F(DNB(L)) € F(D) = D.
Sid € D entonces Ad € DN B(L) C F(DN B(L)) luego como Ad < d tenemos que
d € F(D N B(L)).

3) « es suryectiva.

En efecto dado Q@ € F(B(L)) como @ verifica la condicién (b) indicada en el Lema
3.1.10 tenemos que F(Q) € D(L). Luego o( F(Q)) = F(Q)NB(L). Como @ C B(L)
entonces Q = Q N B(L) C F(Q) N B(L). Reciprocamente si y € F(Q) N B(L) en
particular y € F(Q) luego por el Lema 3.1.10 existe z € @ tal que £ < y, y como
y € B(L) tenemos que (1) Vz < Vy=y. Dez € Q, z < Vz y Vz € B(L) resulta
que (2) Vz € Q. De (1) y (2) resulta que y € @, luego F(Q) N B(L) C @, y por lo
tanto o F(Q) N B(L)) = Q.

4) Si Dy, Dy € D son tales que a(Dy) C «(Ds) entonces Dy C Dp. Por hipétesis
D, N B(L) C Dy N B(L), luego por 2) D; = F(Dy N B(L)) € F(DyN B(L)) = D,.

Acabamos asi de probar que « es un isomorfismo de orden.

Si Q € F(B(L)) entonces a (F(Q)) = F(Q) N B(L). Probemos que F(Q) N B(L) = Q.
En efecto como Q C F(Q) entonces si h € Q C B(L), tenemos que h € F(Q) N B(L).
Reciprocamente si x € F(Q)NB(L) entonces existe t € @ € B(L) talquet < z,yt = Al
Luego t = At < Az. Como Q es un filtro de B(L), t € Q y t < Az entonces At € Q, ¥
como z € B(L), Az = z luego z € Q. Luego a(F(Q)) = F(Q) N B(L)) = Q y como a es
biunivoca tenemos que F(Q) = o™ 'a(F(Q)) = o (Q). |

3.2 Algebras cocientes

Vamos ahora a indicar como se determinan todas las iméagenes homomérficas de un dlgebra
de Lukasiewicz L por medio de una construccion intrinseca efectuada sobre L.

Lema 3.2.1 Si D es un sistema deductivo de un dlgebra de Lukasiewicz L y d € D
entonces x >— d € D cualquiera que sea ¢ € L.
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Dem. Comod<z>—d=~2z Vd V(V ~z AVd),d€ Dy D es un filtro entonces
z>—deD. n

Dado un sistema deductivo D de un 4lgebra de Lukasiewicz Ly a,be L
notaremos a = b (méd. D) si: (Cl)a>—beDyb>—a€ D.

Lema 3.2.2 Para que a = b (méd. D) es necesario y suficiente que se verifique cualguiera
de las condiciones siguientes:;

(C2) (a>—b) A(b>—a)€ D,
(03) a— b, ~b—~a b—a, ~a—~be D,

(C4) Ezisted € D tal quea ANd=0b Ad.

Dem. (Cl) <= (C2). Por el hecho de que D es un filtro es claro que la condicién
(C1) es equivalente a (C2).

(C1) <= (C3). Como por definicién a >— b = (a — b) A (~ b —>~ a). Como D
es un filtro entonces ¢ >— b € D equivale a @ — b, ~ b —~ a € D, y andlogamente
b>—a€ Dequivalea b — a, ~a—~be& D.

(C4) <= (C3). Supongamos que existe d € D tal que a Ad = b A d luego
b>— (a ANd) =b>— (b Ad) luego por IC9 y IC3

O>—a) Nb>—d)=b>—b) Ab>—d)=1 A(b>—d)=b>—d

esto es (1) b >— d < b >— a. Pero como d € D resulta por el Lemma 3.2.1 que
(2) b >—€ D, luego de (1) y (2) resulta por ser D un filtro que (3) b >— a € D.
Anédlogamente de ¢ >— (@ Ad) =a >— (b Ad) sededuce (4) a >—beDyde(3)y
(4) se concluye (C1).

Supongamos ahora que se verifica (C1), luego como D es un A-filtro tenemos que
d=A((a >—b) A(b>— a)) € D, esto es

() d=(V~a VAY) A(VbVA~a) AN(V~b VAa) A(Va VA ~b)
y efectuando los cdlculos tenemos que
d=(V~a AV ~bAVa AVb) V(A~a AA~Db) V(Aa AAD).
Luego como d € B(L)
Ald Na)=Ad ANAa=d NAa=0 VO V(Aa ANAb) =Aa ANAb=A(aAb).

Anélogamente se prueba que A(d A a) = A(a Ab) y por lo tanto:
(II) A(d Aa)=A(d AD).
De (I) resulta que

V(d ANa)=Vd AVa=d AVa=(V~a AV ~b AVa AVb) V V(Aa AAD),

y que
V(d Ab)=Vd AVb=d AVb=(V~a AV ~b AVa AVD) V V(Aa A Ab).
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Luego (III) V(d Aa)=V(d AD).
De (II) y (III) resulta por el principio de determinacién de Moisil que a Ad =b Ady
como d € D, hemos probado que se verifica (C3). |

Técnicamente la condicién (C4) es mas simple que las demés.

Probaremos ahora que la relacién = es una relacién de equivalencia, y para ello utilizare-
mos la condicién (C4).

(E1) a = a (mdd. D).

ComoleDya ANl=a Al se verifica E1.

Claramente se verifica

(E2) Si a = b (méd. D) entonces b = a (méd. D).

(E3) Sia=b (méd. D) y b= c (méd. D) entonces a = ¢ (méd. D).

Por hipdtesis existen dy,dy € D tales que a Ady =b Ady vy b Ady = ¢ Ady luego
a Ndy Ady = b Ady; Ady y b Ady Ady = ¢ Ady Ady y en consecuencia a Ady Ads = ¢ Ady Ady
y como dy Ady € D entonces se verifica (E3).

Si utilizaramos la condicién (C1) entonces las demostraciones son las siguientes:
(E1) Como por IC3 ¢ >— a =1 entonces a = a (méd. D).
Claramente se verifica (E2).

(E3) Por hipétesis (1) ¢ >— b € D, 2) b > a € D, 3) b >— ¢ € D,y
(4) ¢ >— b e D. Por la férmula IC10 sabemos que

(5) (a b) ((b ¢) (a ¢))=1€D.

Lucgo de (1) y (9) resulta por D2 (modus ponens) que

6) (b c) (a ¢) € D.
De (6) v (3) resulta nuevamente por D2 que
(7) a >—c€ D.

En forma andloga de

(¢ >—b) >— ((b a) (e a))=1€ D.
Utilizando (4) y (2) se deduce que
(8) ¢ >—a€D.

Probemos ahora que la relacion “=" es compatible con todas las operaciones, utilizando
la condicién (C4).

(E4) Si a = b (mdd. D) entonces ~ ¢ =~ b (moéd. D).

Por hipétesis existe d € D tal que a ANd =b ANdluego ~aV ~d=~bV ~dy porlo
tanto (~aV~d) NAd=(~bV ~d) NAdestoes (~a ANAd) V(~dANAd) =

(~b ANAd) V(~dAAd)y como ~ dAAd = 0 tenemos que ~ a AAd = ~ bA Ad, luego
como Ad € D resulta que ~ a =~ b (méd. D).

(E5) Sia =b (mdd. D) entonces Va = Vb (néd. D).

Por hipétesis existe d € D tal que a Ad =b Adluego V(a Ad) = V(b Ad) esto es
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Va AVd=Vb AVd luego como d < Vd, d € Dy D es un filtro tenemos que Vd € D,
luego Va = Vb (méd. D). '

(E6) Sia=a (méd. D) y b= (méd. D) entoncesa Vb=a' VY (méd. D).

Por hipétesis existen dq,dy € D tales que a A d; = ad ANdiyb ANdy =V ANdy
luego a Ady Ade =da ANdy Adpyb ANdy Ndy = b Ady Adpy en consecuencia
a Ady Ady = a' Ady Ada y b Ady Ade = b Ady Ady luego (a Vb) Ady Ady = (a' V') Ndy Ad2
y como di Ady € D resulta que a Vb=d V¥ (méd. D).

Que la relacién “=" es compatible con A es una consecuencia inmediata de una de las
leyes de De Morgan y de que “=”" es compatible con ~ y V.

Veamos ahora como se demuestra lo anterior si utilizamos la condicién (C1).
(E4) Por hipétesis a >— b€ D y b>— a € D, luego como por IC16

~ag>—s~b=b>—ay ~b>—~a=a>—b

resulta inmediatamente que ~ a =~ b (méd. D).

(E5) Por hipétesis @ >— b € Dy b >— a € D, luego (1) Ala >— by € Dy
(2) A(b >—a) € D. |

Por IC10 sabemos que (3) A(a >— b) >— (Va >— Vb) =1 € D lucgo de (3) y (1)
resulta que Va >— Vb € D. En forma andloga se pruchba que Vb >— Vb € D.
Probemos ahora: (A) Si e = o (méd. D) entonces a Vb =a' Vb (méd. D).

En cfecto:

(a Vb) >— (d" V by={(~aAN~b)V a Vb V(V~a AV ~bA (Vd' v Vb)) =

(~aA~b) Vd VOV (V~a AV~bAVE) V(V~a AV ~b AVD)) =
(~a A ~b) Vd' V[(V ~a AVd) Vb) A(V ~ bVb)] V[((V ~ a AVD) Vb) ANV ~ b Vb)] =
(~aA~b) Vd V(V~a AVE) VD) V(V ~a AVD) Vb=
(~aA~b) Vd V(V~a AVA) VDY) V(V~a AV =
[(~a VV ~a) A(~a VVb) A(~bVV ~a) A(~bVVb)] Va' Vb V(V ~a AVd') =
[V ~a A(~a VVb) A(~b VV ~a)] Va' Vb V(V~a AVd) =
V~a A(~a V)] Vd Vb V(V~a AVE) >
~aVd V(V~a AVd =a>—d

y como a >— d’ € D de la desigualdad precedente resulta que (a Vb) >— (@ vb) € D.
En forma analoga se prueba que (¢/ Vb) >— (a Vb) € D.

(E6) De a = o (méd. D) resulta por (A) que a Vb=a Vb (méd. D)y de b=V (mdd.
D) resulta b Vo' =¥ Va (méd. D), luego a Vb=d V¥ (méd. D).

Dado un sistema deductivo D de un &lgebra de Lukasiewicz L, al conjunto cociente de
L por la relacién de congruencia “=" lo notaremos por A/=6 A/D. Siz € L a la clase
de equivalencia que contiene al elemento z la notaremos Cp(z) ={ye L :y= z} 6
simplemente por C(x).

Siz,y € Ly algebrizamos el conjunto A/D por

(1) Clz) v Cly) = Clz Vy); (2) C(z) AC(y) = Clz Ay)
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(8)~C(z) =C(~z);  (H)VC(@@)=C(Va) (51 =C0)

entonces en virtud de lo demostrado precedentemente el sistema (A’ = A/D, 1, V,~,V, A)
es un algebra de Lukasiewicz a la que denominaremos algebra cociente de L por D.
Claramente la transformacién b : A — A/D definida por h(a) = C(a) es un homo-
morfismo, denominado homomorfismo natural, de A sobre A/D, que tiene por nucleo
a D. En efecto, sea N = h™'(1’). Probaremos que N = D. Si z € N entonces
C(z) = h(z) = 1" = C(1), luego = = 1 y en consecuencia existe d € Dtalquez Ad=1ANd
estoes z Ad=dy por lo tanto d < =z, luego como d € D'y D es un filtro tenemos que
x € D. Reciprocamente sea x € D entonces como d Ad =1 A d resulta que d = 1 (méd.
D), luego d € C(1) = 1" esto es h(d) = 1" luego d € N.

Recordemos, ver por ejemplo [81], que si E, E’ son conjuntos no vacios y f es una funcion
de E sobre E' entonces la siguiente relacién, definida sobre E:

a,b€ E, a Rsb sss f(a) = f(b)

es una relacién de equivalencia. Representemos por C (a) la clase de equivalencia con
respecto a Ry que contiene al elemento a € E, esto es:

Cla)={be E:b Ry a} ={be E: f(b) = fla)}.

Recordemos aun que si R es una relacion de equivalencia sobre un conjunto E se deno-
mina conjunto cociente de E por R al conjunto de todas las clases de equivalencia con
respecto a R, Este conjunto se representa por la notacion E/R.

Consideremos la transformacion ¢ : E — E/R definida por ¢(x) = C (x). Es bicn cono-
¢ido que ¢ esta bien definida ya que si x = y entonces o(x) = C(z) = Cly) = o).
Ademas ¢ cs suryectiva, ya que dado 2’ € E/I csto cs, 2’ = C(x) con x € E y entonces
plx) = C(x) = a'. Por lo tanto E/IR ¢s una tmagen de E por intermedio de .

£ s¢ denomina la transformacion canonica (“conforme a las reglas”) o natural de E
sobre E/R.

Vamos a demostrar (ue toda imagen de E se puede obtener de este modo, esto s con-
siderando una relacion de equivalencia R sobre E y construyendo cl conjunto cociente

E/R.

Lemna 3.2.3 Si f, - E = E, fa: E - E—-2, fi(E) = Ey, y Ry, C Ry, (esto cs,
a Ry, b= a Ry, b)entonces existe una dnica funcidn h de By en Ey tal que ho fi = fo.
Si fo( E) = Ey entonces h es suryectiva.

Recordemos como se define h. Dado a; € E; = fi(E), luego a; = fi(a) con a € E'y por
lo tanto fa(a) = ag € E». entonces se definine h(ay) = ag = fa(a).

Lema 3.2.4 Si f|(E) = E), f2(E) = Ey, y R, = Ry, entonces E; y E5 son coordinables.
Lema 3.2.5 Si f(E) = E, entonces E' = E/R; es coordinable con Ej.

Por lo tanto, todas las imégenes de un conjunto, no vacio, E se obtienen (a menos de una
biyeccién) considerando relaciones de equivalencia R sobre E y construyendo E/R, dado
que: 1) si R es una relacion de equivalencia definida sobre E entonces E' = E/R es una
imagen de E y 2) si E’ es una imagen de E existe una relacién de equivalencia R definida
sobre E tal que E' es coordinable con E/R.
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Lema 3.2.6 Sean L, L,, Ly dlgebras de Lukasiewicz, hy : L — Ly hy : L — Lo tales que
hi(L) = L1, y Nuc (h1) C Nuc (hy). Entonces existe un homomorfismo h : Ly — L2. Si
ademds ho(L) = Ly entonces Ly es una #magen homomdrfica de L1.

Dem. Nuc(h;) C Nuc(hy), equivale a decir que Ry, C Ry,, luego por el Lema 3.2.3 la
transformacién h : Ly — Ly definida por A(a;) = hy(a), donde hy(a) = a; es una funcién
de L, en Ly que verifica h o h; = hy y ademds h es unica. Probemos que en este caso h
es un homomorfismo.

H1) h(ay Vv by) = h{a1) v h(by).
Sean a,b € L tales que hi(a) = a3, hi(b) = by entonces h(ay) V h(b)) =
h(hi(a)) V h(h1(b)) = ha(a) V ha(b) = ha(aV b) = (ho hy)(aV b) = h(hi(a Vb)) =
h(hy(a) vV hi(b)) = h(a, V by).

H2) h(~ a1) = h(~ hi(a)) = h(hi(~ a)) = ha(~ a) = ~ hy(a) = ~ ((ho h))(a)) = ~
(h(hi(a1)) =~ h(ar).

H3) h(Va)) = MVh(a)) = h(h(Va)) = hy(Va) = Vihy(a) = V((h o y)(a)) =
V(h(hi(ay)) = Vh(a)).

Si hL) = L2 entonces por ¢l Lema 3.2.3 la funcién b es suryectiva. |

Lema 3.2.7 Scan L, Ly, Ly dlgebras de Lukasicwicz, hy © I — Ly hy : L — Ly epimor-
fismos tales que Nuce (hy) = Nuc (hy). Entonces Ly y Ly son dlgebras de Lukasicurics
150mMOTfOS.

Dem.  Nuc(hy) = Nuc(hy), equivale a decir que Ry, = Iy, luego por ¢l Lema 3.2.4 la
transformacion h : L, — Ly definida por h(a,) = hy(a), donde hy(a) = a; es una biyeccion
de Ly en Ly. Por el Lema 3.2.6 » ¢s un homomorfismo, lucgo h es un isomorfismo. ||

Corolario 3.2.1 Si L y L' son dlgebras de Euksaiewicz y h es un homomorfismo de L
sobre L' entonces L' es isomorfa a L/Nuc (1).

Dem. Sea F' = Nuc (h), luego F es un sistema deductivo de L y en consecuencia L” =
L/Nuc (h) es un élgebra de Lukasiewicz. Ademds ¢(2) = Cyye ny() €s un epimorfismo
de L en L" tal que Nuc (¢) = F = Nuc (h) y por lo tanto L” = L/Nuc (h). ]

Acabamos asi de probar el siguiente resultado de A. Monteiro, ([52]:
Todas las imédgenes homomorficas de un dlgebra de Lukasiewicz L se obtienen (a menos
de isomorfismo) considerando sistemas deuctivos D de L y construyendo L/D.

Lema 3.2.8 Si L y L' son dlgebras de Lukasiewicz, h : L — L' es un homomorfismo,
G C L tal que SL(G) = L entonces SL(h(G)) = h(L). Esto es si G genera a L entonces
h(G) genera a h(L).

Dem. Sea S’ = SL(h(G)), luego S’ es una L-subdlgebra de L', y en consecuencia
S = h7(S') es una L-subalgebra de L. Ademis (1) G C S pués si ¢ € G entonces
h(g) € h(G) € S’ y por lo tanto g € A™1(S") = S. De (1) resulta que L = SL(G) C Sy
por lo tanto L = SL(G). Como h es una funcién de L sobre A(L) tenemos que h(L) =
n(S) = h(h1(8")) = S = SL(h(G)). |
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Corolario 3.2.2 Si L y L' son dlgebras de Lukasiewicz, h : L — L' es un epimorfismo,
G C L tal que SL(G) = L entonces SL(h{G)) = L'.

Lema 3.2.9 Sean L y L' dlgebras de Lukasiewicz. Para que un epimorfismo h: L — L'
sea un isomorfismo es necesario y suficiente gue Nuc (h) = {1}.

Dem. Supongamos que h es un isomorfismo entonces si @ € Nuc (h) esto es h{a) =
1 = h(1), luego como h es biunivoca @ = 1. Supongamos ahora que (1) Nuc (h) = {1} y
que h(a) = h(b) luego 1 = h{a >— b) = h{b >— a) y por lo tanto a >— b,b >—a €
Nuc (h) luego @ >— b =1 =0b >— a y en consecuencia a = b. N

Si X es un subconjunto de un 4lgebra de Lukasiewicz L notaremos ~ X = {~z:z € X}.

Lema 3.2.10 Si R es una relacién de congruencia definida sobre un dlgebra de Lukasie-
wicz L entonces:

I) C(1)={z € L:z R1} es un sistema deductivo.
IT) Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) aRb.
2) a—b ~a—~b b— a, ~b—~ae€ C(1).
3) Ezisten € C(1) tal queaAn =>bAn.

I C(1) =~ C0) ={~z:z € C(0)}.
Dem.

I) Como 1 R1 entonces F1) 1 € C(1).
F2) Sean z,y € C(1),luegoz R 1, y R 1,y como R es compatible con A tenemos
que zAy R 1A1=1, porlotanto z Ay € C(1).
F3) Siz € C(1), entonces t R1 y comoy R yy R es compatible con A tenemos
quez Ay R 1Ay=y. Porlotantosiz <y donde y € L tendremos que t Ay =2z
y por lo tanto x R yy como z R 1 tendremos, dado que R es una relacién de
equivalencia, que y R 1,estoesy € C(1).

Observemos que basta que R sea compatible con A para que C(1) sea un filtro.
F4) Siz € C(1) esto es z R 1 luego como R es compatible con A tenemos que
Az R Al =1, y por lo tanto Az € C(1). Acabamos asi de probar que C(1) es un
sistema deductivo.

IT) Probemosque 1 —2; 2—3; 3 — 1.
1 — 2) De a R b resulta por ser R compatible con V que:
1=V~aVaRV~aVb=a-—b,

por lo tanto a — b € C(1). De a R b resulta por ser R compatible con ~
que ~ a R ~ b luego como R es compatible con V tenemos que 1 = VaV ~
a RVaV ~ b=~ a—~ b por lo tanto ~ ¢ —~ b € C(1). Andlogamente
se prueba que b — a,~ a —~ b€ C(1).
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2—-3)Dea—b ~a—~beC(l)yb—a, ~ b —~ a € C(1) resulta por ser
C(1) un filtro que a >— b,b >— a € C(1), luego

n=(a > b)A(b>—a) € C(1),

y se prueba en forma andloga a lo indicado en el Lema 3.2.2, que aANd =bAd.

3 — 1) Supongamos que existe n € C(1) tal que a An =bAn. De n € C(1) resulta
n R 1, luego como R es compatible con A tenemos que a A n RaNl=ay
bAn R bA1l=b,y como por hipitesis a An = b A n resulta que a Rb.

III) z € C(1) = xR1 <= (porser R compatible con * ~ ") ~2R ~1=0
— ~z2€C(0) & xe~C(0).

Por lo tanto podemos afirmar que existe correspondencia biyectiva entre los sistemas
deductivos de un dlgebra de Lukasiewicz L y ol conjunto de las congrucncias definidas
sobre L.

3.3 Construccion de sistemas deductivos

Vamos a indicar métodos para obtener sistemas deductivos de un dlgebra de Lukasiewlicz.
En la elaboracion de una teorfa deductiva, como se presenta en matemadtica, se considera
un conjunto H de enunciados, a cada uno de los cnales se denomina axiomas O hipotesis.
Los enunciados que figuran en H no son, cu general, tautologias del caleulo proposicional
y por cso se dice que son verdaderas por hipotesis.

Qe trata de obtener “consecuencias [dgicas” a partir de las hipotesis que fignran cn H, lo
que se hace por medio de “demostraciones™ en las cuales se deben respetar las reglas de
la logica.

Esta situacion ticne su contrapartida en el estudio de las dlgebras de Lulkaslewicz de
acuerdo a la definicién (ue vamos a indicar.

En primer lugar vamos a considerar el caso en que H es una sucesion finita de elementos
de un dlgebra de Lukasiewicz L.

Definicién 3.3.1 Dada una sucesion hy, hy, ..., h, de elementos de L se dice que x € L
es consecuencia de la sucesion indicada y notaremos hy, hy, ..., ho -z 51

i

(hy Nhy Ao, Ahy) — o =1

El concepto intuitivo que tenemos de una consecuencia logica es de tal naturaleza que si
I es una consecuencia de la sucesién hi, ha, ..., h, entonces, si alteramos el orden de las
hipétesis, entonces = también es una consecuencia de la nueva sucesion asi obtenida. Esto
es lo que indicaremos en los siguientes resultados:

Lema 3.3.1 Si hy,ha, ..., he_1,hig, Rks1, - - -, hn B @ entonces
hl,hg, ey hk_l,})/k+1, hk, ey hn -

Dem. El lema es evidente, dada la propiedad conmutativa del infimo. n

A partir de lema precedente, por procedimientos triviales, se prueba:
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Lema 3.3.2 Si hi,ho, ... ho b2 y k1, ko, ..., kn es una permutacion de los elementos
hy,hy, ..., hy entonces ki, ka, ... kn .

Vemos asi que el hecho de que = sea consecuencia de las hipétesis que figuran en una
sucesién no depende del orden de las mismas, sino solamente de las hipétesis del conjunto
en cuestién.

Podemos entonces reemplazar la definicién precedente por la siguiente:

Definicion 3.3.2 Dada un conjunto finito, no vacio, H = {hy, ha,..., h,} de elementos
de L diremos que © € L es consecuencia de H y notaremos (hy, hy, ..., hy) F T 86

(hy ANhy Aoy Ahy) — 2 =1.
Lema 3.3.3 Si (hy,hy,...,h,) & o entonces (ho, by, he, ... hy) F x.

Dem. Como )
h,() A ]7,1 A 11,2 VAN /\]7.7, S ]L] A hz VAN /\h'n

entonces teniendo en cuenta la hipétesis (b A he A ..., Al,) — x =1y la propiedad
ID7 de — tenemos que

T=(hy Ahy A..., Ahy) — 2 < (hg ANy Nhay A..., Ahy) —
lo que prucha ¢l lema. n

Definicion 3.3.3 Diremos que © € L es consecuencia de la parte vacia de L siw =1y
notaremos @ =, esto es P o <= 2 =1

Definicion 3.3.4 Dada una parte H de un dlgebra de Lukasicuicz L, diremos que x es
una consceuencia de H, st es una consecuencia de una parte finita de H y notaremos

HE o

Dada un subconjunto H de un algebra de Lukasiewicz L notaremos por C(H) el conjunto
de todas las consecuencias de H. A este operador denominaremos operador de consecuen-

ci.

Dado un subconjunto H de un algebra de Lukasiewicz L, daremos el nombre de sistema
deductivo generado por H a la intersecciéon de todos los sistemas deductivos que contienen
a H, y lo notaremos D(H). Dado que L es un sistema deductivo que contiene a H y que
la interseccién de sistemas deductivos es un sistema deductivo, entonces el operador D
estd bien definido. Claramente D(H) es el menor sistema deductivo que contiene a H.
La definicién de D(H) no es constructiva ya que hace intervenir la familia de todos los
sistemas deductivos que contienen a H.

Teorema 3.3.1 Si H es un subconjunto de un dlgebra de Lukasiewicz L entonces

D(H) = C(H).

Dem.
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e Primer caso: H =§. Por definicion C(§) = {1}. Por otro lado como {1} es un
sistema deductivo, y es el menor sistema deductivo de L entonces estd contenido en
cualquier otro sistema deductivo luego D(@) = {1}.

e Segundo caso: H # ().

(A) C(H) es un sistema deductivo.
D1) 1 € C(H). En efecto como H # (} existe h € H y como h — 1 = 1 resulta
que 1 € C(H).
D2) Siz € C(H) y x — y € C(H) entonces y € C(H).
Por hipétesis:

(A\h)—a2=1 heH 1<i<n (1)
i=1

(/\kj)——>(:1;——>y):1, kieH 1< ;<m (2)

j=1
m

n
Pongamos h = A\ b, y k = N\ kj, entonces
il i

J
h— =1 (3)
h— (6 —y) =1, (4)
Como ¢ — 1 =1 de (4) resulta que
h— (h — (r —y)) =1, (5)
Inego teniendo en cuenta la propicdad IDY de —, (5) se escribe
(h Nk) — (& —y) =1, (6)

Por ID15 sabemos que
((h AR) — (5 — ) = (b A k) — ) — (b AR) — ) =1 (7)
Luego como por ID4, 1 — ¢ = a, de (6) y (7) resulta que
((h AE) — ) — ((h AK) — ) =1 (3)
Por ID10 sabemos que
(h Ak)—z=(k Ah)— 2=k — (h — 1) (9)
y como por (3) h — 2 = 1 tenemos
(h ANEk)—z=1 (10)
Luego como 1 — a = a de (9) y (10) resulta
(h AK)—y=1 (11)
esto es

(/\h.i ANN\E) —y=1 (12)
i=1 j=1

donde h; € H, 1 <i<nyk;€H, 1<j<m,yporlotantoy € C(H).
De D1) y D2) resulta que C(H) es un sistema deductivo.
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(B) HC C(H).
Sea h € H, luego como h — h = 1 resulta que H h, esto es h € C(H).

De (A) y (B) resulta
(C) D(H) € C(H).

(D) C(H) C D(H).
Si z € C(H) entonces

(Ahi) —z=1, heH 1<i<n (13)

i=1
luego como h; € H C D(H) para 1 <4 < ny D(H) es un filtro resulta que
/\ ki € D(H). (14)
i=1
De (13) y (14) resulta por modus ponens que z € D(H).
De (C) y (D) resulta que D(H) = C(H). n

Tenemos asf una manera constructiva de obtener sistemas deductivos generados por un
conjunto dado. Vamos ahora a probar un resultado denominado “Teorema de la deduc-
cidn” que fue probado por primera vez, en la légica clésica, por Alfred Tarski y Jacques
Herbrand.

Teorema 3.3.2 Teorema de la deduccién
HU{z}tly < HbFz—y

Dem. Si H =0 entonces H U {z} = {z} luego HU {2} = {z} by <= ¢ —y =
1 <= (2 — y. Supongamos ahora que H  §.

La condici6n es necesaria Si H U {} I y entonces existen g;,gs,...,9, € H U {z} tales
que
n
(Ag) —y=1 (1)
i=1
Sea G = {g1,92,...,9n}. Tenemos tres casos a considerar

e Primer caso: g; € H para todo4, 1<i< n.
Luego como por ID10

(No) — (@ —1) =2 — (Au—y) @

Como a — 1 =1, de (2) y (1) tenemos que

(Ao) — (2 —y) =1 (3)

i=1

con g; € H paratodoi, 1<i<n,luego HUF z — y.
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e Segundo caso: ¢g; =z paratodoi, 1 <2< n.
Luego de (1) tenemos que

_93——’9=(/n\91:)—*—>y=1 (4)

=1

y en consecuencia h — (z — y) = 1, cualquiera que sea h € H, luego
HUFz —y.

e Tercer caso: GNH # 0y Gn{z} #0.
Supongamos que G N H = {hy, ha, ..., h,} entonces por (1) tenemos que

1=(/\g¢)——+y=((/\h¢) Az) —y (5)

i=1
Luego por ID10
(Ah) — @z —y) =1
=1

donde h; € H para1 <i<r,yporlotanto HFz —y.

La condicién es suficiente Supongamos que H + & — y entonces existen hy, ha, ..., hn €
H tales que

(Ab) — (& —y) =1 (6)

i=1

luego por la ID10
(A\m) Ne) —y=1 (7)

i=1

estoes HU {z} F y. u

Dado un sistema deductivo H de un algebra de Lukasiewicz L y a € L notaremos, para
simplificar la notacién, D(H, a) al sistema deductivo generado por el conjunto H U {a}.

Teorema 3.3.3 Si H es un sistema deductivo de un dlgebra de Lukasiewicz L ya € L
entonces

DH,a)={z€L:a— x € Hj}.

Dem. Como H es un sistema deductivo tenemos que C(H) = D(H) = H, y por el
teorema anterior sabemos que D(H,a) = C(H U {a}) luego

r € D(H,a) < z€C(HU{a}) += HU{a}lz <

HF(a—1z) < a—zcCH)=H
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3.4 Aritmética de los sistemas deductivos

Vimos que la determinacién de todas las imagenes homomoérficas de un dlgebra de Lukasie-
wicz L se reduce a la determinacién de los sistemas deductivos de L. Vamos a estudiar
las propiedades de la familia D(L) de todos los sistemas deductivos de L. Es claro que
(D(L), C) es un conjunto ordenado. -

Entre los sistemas deductivos de un algebra de Lukasiewicz L figuran L y el conjunto
{1}, que son diferentes si L tiene mas de un elemento. Claramente la interseccion de
sistemas deductivos es un sistema deductivo. Un sistema deductivo D de un &lgebra de
Lukasiewicz L se dice propio si D # L.

Lemna 3.4.1 Si D es un sistema deductivo propio de un dlgebra de Lukasiewicz L en-
tonces a A ~a ¢ D, cualgquiera que sea a € L.

Dem. En efecto si a A ~ a € D entonces como D es un A-filtro, 0 = A(a A ~a) € D
luego D = L. |

Denominando “contradicciones” a los clementos de la forma a A ~ a, entonces en las
algebras de Lukasiewicz ningtn sistema deductivo propio contiene contradicciones.

Lema 3.4.2 Si A = {D;}ie; ¢s una cadena de sistemas deductivos de un dlgebra de
Lukasicwicz L entonces D = |J D; es un sistema deductivo de L.
i€l

Dem.  Como 1 € D; cualquicra que sca 7 € I entonces: D1) 1 € D.

Probemos que: D2) Siw € Dy x — y € D entonces y € D.

De € D resulta que existe j € T tal que x € D; y de x — y € D resulta que existe
I tal que o — y € Dy,. Como D;, D), € Al y Al es una cadena entonces (i) D; € Dy,
6 (i) Dy, € D,. Supongamos que ocurre (i), entonces w0 — y € D), y como Dy cs
un sistema deductivo tenemos que y € Dy, v en consecuencia y € D. Si ocurre (i) la

demostracion es andloga. |
Sca D un sistema deductivo propio de Ly a € D, notaremos
D(D,u)={D'e D(L): DC D'.a ¢ D'}
Es claro que D € D(D, a) y que (D(D,a), C) es un conjunto ordenado.
Lema 3.4.3 El conjunto ordenado. (D(D,a),C) es inductivo superiormente.

Dem. Debemos probar que toda cadena A de elementos del conjunto D(D, a) tiene una
cota superior en D(D, a).

Sea Ao = {D; }ier una cadena de D(D, a) y consideremos el conjunto D' = | J D;, entonces

i€l
por el Lema 3.4.2 tenemos: (1) D’ € D(L), ademds (2) a ¢ D', ya que a ¢ D; cualquiera
que sea i € I. Como D C D, para todo ¢ € I entonces (3) D C |J D; = D', y por lo tanto
i€l

de (1) y (2) resulta que (4) D' € D(D,a), y de (3) y (4) que D’ es una cota superior de
K. que pertenece al conjunto D(D,a). Por lo tanto el conjunto ordenado (D(D,a),C) es
inductivo superiormente.

Observemos que D' es un sistema deductivo propio de L ya que a ¢ D’ |
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Como el conjunto D(D,a) es inductivo superiormente, por el lema de Zorn, podemos
afirmar que este conjunto tiene por lo menos un elemento méaximo.

Si L es un 4lgebra de Lukasiewicz no trivial y a € L, tal que a # 1, entonces D = {1} es
un sistema deductivo de L que no contiene al elemento a. Sea

D(a) =D({1},a) = {D' € D(L): {1} C D',a ¢ D'} = {D' e D(L) : a ¢ D'}.

Esto es, si a # 1, D(a) representa la familia de todos los sistemas deductivos de L que no
contienen al elemento a.

A cada elemento maximo de este conjunto ordenado daremos el nombre de sistema de-
ductivo ligado al elemento a y lo notaremos D,.

A cada elemento maximo del conjunto D(0) daremos el nombre de sisterna deduc-
tivo maximo, esto es los sistemas deductivos méximos son los elementos maximales
del conjunto ordenado de todos los sistemas deductivos propios. Si L es un dlgebra de
Lukasiewicz, con mas de un elemento, notaremos con M(L) al conjunto de todos los
sistemas deductivos maximales de L.

Lema 3.4.4 Para que un filtro F(z) = [z) de un dlgebra de Lukasiewicz L sea un sistema
deductivo es necesario y suficiente que x € B(L).

Dem. Si[z) es un sistema deductivo esto es un A-filtro entonces de z € [z) resulta que
Az € [z), esto es z < Az, luego Az = =, esto es € B(L). Reciprocamente si z € B(L),
sea y € [z) luego z < y y en consecuencia ¢ = Azr < Ay, luego Ay € [z) lo que prueba
que [z) es un A-filtro, esto es un sistema deductivo. |

Lema 3.4.5 Sea D € D(L) ya ¢ D, entonces si M es un elemento mdzimo de D(D, a),
M es un elemento mdzimo de D(a).

Dem.

1) D(D,a) C D(a).
Sea D' € D(D,a), luego (i) D C D' e (ii) a ¢ D'. De (ii) resulta que (iii) a # 1,
luego D' € D(a).

2) Supongamos que M es un elemento méximo de D(D, a), en particular M € D(D, a)
entonces por 1) tenemos que M € D(a). Si M no fuese un elemento méximo de
D(a) existirfa (i) C € D(a) tal que (ii) M C C.

De (i) resulta (iii) a ¢ C. Por hipétesis (iv) D C M, luego de (ii) y (iv) tenemos (v)
D c C. De (v) y (iii), resulta por ser C un sistema deductivo que (vi) C € D(D, a).
Luego tenemos que M € D(D,a), M méximo, C € D(D,a) y M C C. Absurdo !!!

Observemos que la reciproca del lema precedente no es verdadera. Para ello consideremos
el slgebra de Lukasiewicz L indicada en el Ejemplo 2.2.2, donde B(L) = {0,1,d,e}, y
cuyo diagrama se indica en la figura A. El conjunto ordenado (D(L), C) est4 indicado en
la figura B. Los elementos del conjunto D(a) estan indicados con e, por lo tanto [d) y [e)
son los elementos méximos de D(a).

El conjunto D([d), a) tiene un sélo elemento que es {d), luego [e) es un elemento mdximo
de D(a) y no es maximo de D([d), a) ya que [e) ¢ D([d),a).
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o
\ 1) ={1

Figura A Figura B

L f g D(L)
e [d [e)

Definicion 3.4.1 Un sistema deductivo D de un dlgebra de Lukasiewicz L es comple-
tamente irreducible s:

CI1) D es propio,

CI2) Si{D;}icr es una familia de sistemas deductivos de L y tal que D = (} D; entonces
i€l
eziste un indice i € I tal que D = D,.

D es irreducible si:
R1) D es propio,

R2) Si D, y D, son sistemas deductivos de L tales gue D = D; N D, entonces D = D,
6 D= D,

De acuerdo a la definicion precedente es claro que todo sistema deductivo completamente
irreducible es irreducible.

Lema 3.4.6 Para que un sistema deductivo de un dlgebra de Lukasiewicz L sea comple-
tamente irreducible es necesario y suficiente que él sea ligado a algin elemento de L.

Dem. Necesaria. Sea C un sistema deductivo completamente irreducible, luego C es
un sistema deductivo propio y por lo tanto existe por lo menos un elemento a ¢ C. Sea
D un elemento maximo de D(C,a) luego C C D. Por el Lema 3.4.5 D es un sistema
deductivo ligado al elemento a. Luego para cada z ¢ C existe un sistema deductivo

D,, ligado al elemento z tal que (1) C C D,. Probemos que C = () D,. Por (1)
z¢C
resulta que (2) C C ﬂ D,. Probemos que (3) (] D, C C, esto equivale a probar que
z¢C
Cc c [ ﬂ D,) = U ED Sea y € OC esto es y ¢ C luego como y ¢ D, tenemos

que y € CD c y UD De (2} y (3) resulta C = () D, y por lo tanto como C es
z¢C z¢C
completamente irreducible existe z ¢ C tal que C = D,.
Suficiente. Dado un sistema deductivo D, ligado al elemento y, como y ¢ D, entonces
D, es propio. Supongamos que D, = ﬂ D; donde {D;}ic; es una familia de sistemas
i€l
deductivos de L. Como y ¢ D, existe ig € I tal que y ¢ D,,, luego D;, € D(y). Ademas,

D, =\ D; C D, y como D, es un elemento maximal de D(y) resulta que D, = D,,. B
i€l
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Lema 3.4.7 Todo sistema deductivo propio de un dlgebra de Lukasiewicz L es intersec-
cion de sistemas deductivos completamente irreducibles.

Dem. Sea H un sistema deductivo propio de L, luego existe z € L tal que z ¢ H. Por
lo tanto, existe un elemento méximo M de D(H, ) y en consecuencia M es maximo de
D(z) esto es M = D,. Ademas H C D,.

Luego, para cada z ¢ H existe un D, tal que H C D, y por lo tanto H C [ D,.

Probemos que (1) () D, € H. i
Probar (1) es equi\arfllznte a probar que CH C 0( ) D,) = |J UD,. Sea y € CH entonces
y & H luego, y ¢ D, y en consecuencia y € CD;&HU CD:gH

Luego H = () D,, donde los sistemas deductivo:ﬂ;)x son completamente irreducibles
cualquiera qume¢ I:ea z ¢ H. n

Corolario 3.4.1 Todo sistema deductivo propio de un dlgebra de Lukasiewicz L es in-
terseccion de sistemas deductivos irreducibles.

Dem. Basta observar que todo sistema deductivo propio completamente irreducible
es irreducible. |

Vamos a probar que en las 4lgebras de Lukasiewicz las nociones de sistema deductivo
completamente irreducible, sistema deductivo irreducible y sistema deductivo méximo
son logicamente equivalentes. Para ello vamos a comenzar por probar:

Lema 3.4.8 Todo sistema deductivo irreducible P de un dlgebra de Lukasiewicz L, es un
filtro primo.

Dem. Por hipétesis P es propio. Supongamos que zVy € Py consideremos los sistemas
deductivos Dy = D(P,z), D2 = D(P,y),luego D =D, ND; # %, PC Dy yPC Dyen
consecuencia P C Dy N Ds.

Probemos que DN Dy C P. Seat€ DN Dy, estoest € D(P,z) yt € D(Py), luego
por el Teorema 3.3.3 tenemos que: (1) z —t € Py (2) y — t € P, luego como P es
un filtro de (1) ¥ (2) resulta que (3) (x — t) A (y — t) € P, pero por la propiedad
ID10 (z — t) A(y — t) =(z Vy) — t y por lo tanto (4) (z Vy) — t € P, luego
como por hipétesis (5) z Vy € P, de (4) y (5) resulta t € P.

Acabamos asi de probar que P = D; N Dy, luego como P es irreducible resulta que (6)
P=D;6(7) P= D, Luego como z € D, ey € Dy tenemos que z € P 6y € P por lo
tanto P es un filtro primo. n

La reciproca de este resultado no es, en general valida. Si consideramos el lgebra de
Lukasiewicz T indicada en el Ejemplo 2.2.1, entonces [¢) es un filtro primo de T y no es
un sistema deductivo pués c € [¢) y 0 = Ac € [¢).

Lema 3.4.9 En un dlgebra de Lukasiewicz L todo sistema deductivo propio es intersec-
cion de filtros primos.

Dem. Por el Corolario 3.4.1 sabemos que todo sistema deductivo propio es interseccion
de sistemas deductivos irreducibles y por el Lema 3.4.8 todo sistema deductivo irreducible
es un filtro primo. n
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Lema 3.4.10 Todo sistema irreducible D de un dlgebra de Lukasiewicz L es un sistema
deductivo mdximo.

Dem. Sea M € D(L) tal que (1) D C M y (2) m € M. Como por el Lema 3.4.8 D es
un filtro primode 1 =m VV ~m=1¢€ Dresultaque 3) me D 6 (4) V~me D. Si
ocurre (3) entonces M C D, luego por (1) tenemos M = D Si ocurre (4), entonces de (4)
y (1) resulta que (5) V ~ m € M. De (2) resulta por ser M un A-filtro que (6) Am € M,
luego por (5) y (6) tenemos que 0 = Am AV ~m € M y por lo tanto M = L. n

Corolario 3.4.2 En las dlgebras de Lukasiewicz, las nociones de sistema deductivo com-
pletamente irreducible, sistema deductivo irreducible y sistema deductivo mdzimo coinci-
den.

Dem. Para ello basta observar que

e Por la Definicién 3.4.1 todo sistema deductivo completamente irreducible es un sis-
tema deductivo irreducible.

e Por el Lema 3.4.10 todo sistema deductivo irreducible es un sistema deductivo ma-
Ximo.

e Todo sistema deductivo méximo es un sistema deductivo ligado al primer elemento
del dlgebra luego por el Lema 3.4.6 es un sistema deductivo completamente irre-
ducible.

Corolario 3.4.3 En las dlgebras de Lukasiewicz, todo sistema deductivo propio es inter-
seccidén de sistemas deductivos mdzimos.

Dem. Consecuencia inmediata del Lema 3.4.7 y del Corolario 3.4.2 n

Corolario 3.4.4 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz no trivial entonces {1} es la inter-
seccidn de todos los sistemas deductivos mdzimos de L.

Vamos ahora a caracterizar los sistemas deductivos maximos de un 4lgebra de Lukasiewicz,
esto es a los sistemas deductivos completamente irreducibles.

Teorema 3.4.1 Para que un sistema deductivo C de un dlgebra de Lukasiewicz L sea
completamente irreducible es necesario y suficiente que ezista a ¢ C tal que para todo
z ¢ C se verifiguex — a € C.

Dem. 8Si C es un sistema deductivo completamente irreducible, entonces él estd ligado
a algiin elemento a ¢ C, esto es C es un sistema deductivo méximo entre los sistemas
deductivos que no contienen al elemento a. Sea z ¢ C'y consideremos el sistema deductivo
D = D(C,z). Luego C C CU{z} C D(C,z) y (1) a € D(C,x), pués caso contrario C
no serfa un sistema deductivo méximo entre los que no contienen al elemento a. Por el
Teorema 3.3.3 sabemos que (2) D(C,z) = {y € L: z — y € C}. Luego de (1) y (2)
tenemos que £ — a € C.

Reciprocamente supongamos que C es un sistema deductivo que verifica: existe a € L
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tal que (1) a ¢ C y (2) para todo = ¢ C se verifica £ — a € C. Probemos que C es un
sistema deductivo ligado al elemento a. Caso contrario existiria un sistema deductivo D
tal que (3) C C Dy (4) ¢ ¢ D, luego si z es un elemento que verifica (5) z € D y (6)
x ¢ C, de la hipétesis resulta que (7) £ — a € C luego por (3) tenemos (8) z — a € D
y de (5) y (8) resulta que a € D, absurdo. |

Corolario 3.4.5 Para que un sistema deductivo propio M de un dlgebra de Lukasiewicz
L sea mdximo es necesario y suficiente que si (I) x,y ¢ M entonces x —> y € M.

Dem. Si M es un sistema deductivo méximo entonces él est4 ligado a cualquier elemento
z & M, luego por el Teorema 3.4.1 tenemos que z — y € M cualquiera que sea y ¢ M.
Sea M un sistema deductivo propio que verifica (I). Sea z ¢ M y probemos que M estd
ligado a z. En efecto dado y ¢ M entonces por el Teorema 3.4.1 podemos afirmar que M
esta ligado a x. n

Teorema 3.4.2 Para que un sistema deductivo propio M de un dlgebra de Lukasiewicz L
sea mdzimo es necesario y suficiente que para todo x € L se verifiguex € M 6V ~x € M.

Dem. 8iM esméximo entonces por el Corolario 3.4.2 es un sistema deductivo irreducible
luego por el Lema 3.4.8 es un filtro primo luego de ¢ VV ~ z =1 € M resulta que
t € M6V ~x € M Seax ¢ M entonces de la hipétesis resulta que V.~ z € M y
como V~z<V~z Vy=z— y, cualquiera que sea y € L, entonces como M es un
filtro tenemos que * — y € M cualquiera que sea y € L y en particular z — y € M
cualquiera que sea y ¢ M, luego por el Corolario 3.4.5 M es un sistema deductivo
maximo. |

Recordemos que toda dlgebra de Boole B puede considerarse como un &lgebra de Luka-
siewicz particular, donde Vz = z, cualquiera que sea x € B, y por lo tanto ~ z es el
complemento booleano de z, esto es ~ £ = —z y en consecuencia V ~ z = —z.

En este caso la nocién de sistema deductivo coincide con la nocién de filtro. En efecto
sabemos que todo sistema deductivo es un filtro, y si D es un filtro de B como en este
caso Az = z para todo z € B entonces claramente D es un A-filtro esto es un sistema
deductivo. Por lo tanto en este caso la nocién de sistema deductivo maximo coincide con
la nocién de ultrafiltro, por lo tanto como corolario del teorema anterior tenemos:

Teorema 3.4.3 (Teorema de Stone) Para que un filtro propio U de un dlgebra de Boole
B sea un ultrafiltro de B es necesario y suficiente que dado x € B entonces x € U ¢
-z eU.

El siguiente teorema es un caso particular del teorema indicado por L. Monteiro en 1971,
para las dlgebras de Lukasiewicz monédicas [77].

Teorema 3.4.4 En un dlgebra de Lukasiewicz L los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

1) M es un sistema deductivo mdzimo,
2) Sia¢ M, existe m € M tal que Aa Am =0,
3) SiAa Vbe M entoncesa € M 6be M,
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4) Sia ¢ M, entonces V ~a € M,
5) Sia,b¢ M, entoncesa —beEM yb—ac M.

Dem. 1 — 2) Consideremos el sistema deductivo
D =D(M,a) = F(M,Aa) ={z € L: m AAa <z, dondem € M}.

Sim A Aa # 0 para todo m € M entonces D serfa un sistema deductivo propio tal que
M C D, absurdo.

2 — 3) Sia ¢ M, por 2) existe m € M tal que Aa Am = 0. Como b Am = (Aa Vb) Am €
M, entonces b € M.

3 — 4) Como Aa VV ~a=1€ M, entonces por 3) V~a€ M.

4 — 5)Sia¢ M, entonces V~a€ Myporlotantoa — b=V ~aVbe M.
Anélogamente se prueba que b — a € M.

5 — 1) Si M no fuese maximo existe un sistema deductivo M’ tal que M C M’ C L.
Sean (i) a € M'\ M e (ii) b€ L\ M', luego a,b ¢ M y por lo tanto de 5) se deduce en
particular que @ — b € M y por lo tanto (iii) a — b € M'. De (i) e (iii) resulta que
b€ M', lo que contradice (ii). [

Lema 3.4.11 Si M es un sistema deductivo mdzimo de un dlgebra de Lukasiewicz L
entonces

(M N B(L)U(~ MNB(L)) = B(L) y (MnB(L))N(~MnB(L)) =0.

Dem. Sea X = (M N B(L))U(~ MnNB(L)) luego X C B(L). Seab€ B(L),sibe M
entonces claramente b € X, si b ¢ M entonces por el lema anterior V ~ b € M, pero
como b € B(L) entonces ~ b € B(L) luego ~ b € M y en consecuencia b €~ M y por lo
tanto b €~ M N B(L) luego b € X.

Sia e (MNB(L))N(~ MNB(L)) entonces (1) a € B(L), (2) a € M y (3) a €~ M luego
de (3) resulta (4) a =~ m con (5) m € M, luego (6) ~a =m € M y por lo tanto de (2)
y (6) a A ~ a € M, absurdo, pues vimos que ningun sistema deductivo propio contiene
contradicciones. |

Corolario 3.4.6 Si M es un sistema deductivo mdzimo de un dlgebra de Lukasiewicz L
ybe B(L) entoncesbe M ¢ ~b€ M.

Lema 3.4.12 D(X) = F(AX).

Dem. (a) AX CD(X) Sea y € AX esto es y = Az donde (1) z € X. Como (2)
X C D(X) de (1) y (2) resulta z € D(X) y como D(X) es un sistema deductivo tenemos
que y = AX € D(X).

Como D(X) es en particular un filtro de (a) resulta (I) F(AX) € D(X).

Probemos que (b) X C F(AX). Dado # € X entonces Az € AX C F(AX), luego
Az € F(AX) y como Az < x y F(AX) es un filtro tenemos ¢ € F(AX).

Probemos que (c) F(AX) es un A-filtro. Sea y € F(AX), luego por el Lema 3.1.10

existen (3) z1,22,...,2, € AX tales que A\ z; <yluego A Az=A(A\z) <Ay y
i=1 i=1

- i=1




-1

t

Algebras de Lukasiewicz Trivalentes

como Az; € B(L) tenemos que (4) /\ z < Ay. De (3) y (4) resulta que Ay € F(AX).
i=1
De (b) vy (c) resulta que (II) D(X) C F(AX). [

Notaremos D(a) para indicar el sistema deductivo generado por el conjunto {a}. A todo
sistema deductivo generado por um conjunto con un sélo elemento se denomina sistema
deductivo principal. Vimos en el Lema 3.4.12 que si X C L entonces D(X) = F(AX )
luego si X = {a} tenemos que D(a) = F(Aa) = {x € L: Aa < z}. Como Aa < 1
1=~ Aa VAg< ~Ag Vz=a— I entonces

Da)={z€L:a— z=1}.

Es claro que D(1) = {1} = D(P). Vamos a probar que si X ¢s un subconjunto finito, no
vacio, de un dlgebra de Lukasiewicz L entonces D(X) es un sistema deductivo principal,
mas precisamente:

n

Lema 3.4.13 D({a;,ay,...,a,}) = D(A @i).

i

I

Dem.  Sea a = A g, probaremos que D({ay,ay, ... dn}) = D(u). En etecto por el
1= 1
Lema 3.4.12 tencmos que

D({ay,az, ... an} = F(A({ar, an, ... an}) = F({Aay, Aay, ... CAay b,

Y por la teorfa de reticulados sabemos que F({z,y}) = F(e A y) luego
F({Aar, Day,..., Aay}) = F(\ Ba) = F(A(/\ @) = F(Aa) = D(a).
i1 Pl

Adaptando la terminologia de Tarski, indicada en una construccion analoga, podemos
denominar sistemas deductivos  aziomatizables a aquellos que tienen un nimero finito de
seneradores. En general en una teorfa deductiva, se toma un mimero finito de proposi-
ciones by, ha, . . ., ha que son verdaderas por hipétesis y se trata de deducir consecuencias
l6gicas a partir de las hipétesis. Esta situacion tiene su contrapartida en el dlgebra al
considerar un nimero finito de elementos hy, hy, ..., h, y cstudiar el sistema deductivo
generado por el conjunto {hy, by, ..., hna}, estoes D({hy, hay ..o ha}).

Como es natural admitir como verdaderas las proposiciones hy, ha, ..., hn, que €s 1o mismo

n
que admitir como verdadera a h = A\ h;, entonces se tiene que el conjunto de consecuen-

=1 R
cias de hq, ha, . .., hyn coincide con el conjunto de las consecuencias de h = hy A ha,..., ha,

esto es:

D({h1,hay... hn}) = D(hy Aha,... ha).

Es natural dar el nombre de sistema deductivo no aziomatizable al que no tiene un numero
finito de generadores.

Observemos finalmente que si L es un dlgebra de Lukasiewicz entonces el conjunto orde-
nado D(L) es mas precisamente un reticulado distributivo acotado y completo.
En efecto si Dy, Dy € D(L) y ponemos por definicién:
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® Dl ﬂDgleﬂDg
L D1UD2:D(D1UD2)

entonces D M Dy y Dy LI Dy son el infimo y el supremo de los sistemas deductivos Dy y
D,. El primer y tltimo elemento de D(L) son {1} y L son respectivamente.
Para probar que el reticulado es distributivo resta probar que:

D, M (Do U Dy) = (DM Dy) L (D11 Dy),

cualesquiera que sea Dy, Dy, D3 € D(L).
Esto es

D, 1 (D(Dy U Dy)) = D((D1 N D2) U (Dy N Ds)) = D((Dy N (D2 U Ds)),
luego, teniendo en cuenta el Lema 3.4.12, debemos probar que
DN (F(A(DyU D3)) = F(A(D; N (Do U Dy)),
0 sca
D| N (F(ADZ U AD‘;)) = F(AD] N (ADZ U AD;))
En cfecto utilizando la teorfa de filtros en reticulados distributivos acotados (ver por
cjemplo [81]):
D\ N (F(ADyUADs)) = F(D)N(F(AD,UADy)) =

F(D) N (F(AD,) U F(ADy)) = (F(D,\) N F(AD,)) U (F(D,) N F(ADy)) =
(D, N D(Dy))U (D, M D(Ds)) = (D, M Dy) U (D, M D).

Ademads como siempre existe (] D; cualquicra que sea la familia F = {D, },e; de sistemas
€1

deductivos de L. entonces (ver por cjemplo [90], pag. 42) también existe ¢l supremo de

F y por lo tanto ¢l reticulado es completo.

3.5 Filtros primos y sistemas deductivos

Este parrafo conticne resultados que fucron indicados por A. Monteiro en un Sceminario
de 1963, [33] y publicados en 1996, [63], [64].

Representemos por P(L) el conjunto de todos los filtros primos de un dlgebra de Lukasic-
wicz L y por p(L) el conjunto de todos los filtros primos minimales de L, esto es el
conjunto de los elementos minimales del conjunto ordenado (P(L),C). Por lo tanto P es
un filtro primo minimal, si P es primo y si no existe ninguin filtro primo que sea una parte
propia de P.

Si P € P(L) es bien conocido que ¢(P) = 0 ~ P € P(L). La funcién ¢ se denomina
transformacion de Birula-Rasiowa, [13], [14], y verifica ¢(¢(P)) = P cualquiera que sea
PeP(L)ysi P,Q e P(L) entonces P C Q <= ¢(Q) C o(P).

Vamos a estudiar las relaciones entre los filtros primos de un algebra de Lukasiewicz L y
los sistemas deductivos maximales de L.
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Lema 3.5.1 i L es un dlgebra de Eukasiewicz entonces:

(a) Sib¢ P.e P(L) ybe B(L) entonces ~b e P.

(b) Si F es un filtro propio de L y b € F N B(L) entonces ~ b¢ F.
Dem. -

(a) Sabemos que ~b VVb=1€ Pycomobe B (L) entonces Vb = b y por lo tanto
~b Vb=1¢ P, luego como P es un filtro primo y b ¢ P resulta que ~ b€ P.

(b} Si~ b€ F entonces b A ~ b € F, pero como b € B(L) entonces bA ~b =0y por
lo tanto F = L, absurdo.

n
Lema 3.5.2 Si P € P(L) entonces F(VP) e M(L) y F(VP)C P.

Dem.

1) F(VP)CP.
Probemos que (i) :VP C P. Seat € VP, entonces t = Vp, donde p € P. Como

p < Vp =ty P es un filtro, entonces t € P. Como (ii) P es un filtro, entonces de
(i) v (ii) deducimos 1).

2) Por el Corolario 3.1.1, F(VP) es un sistema deductivo. Probemos que es un sistema
deductivo maximal.
Supongamos que existe M € M(L) tal que: (1) F(VP) C M. Probemos que (2)
M ¢ P. De (1) resulta que existe un elemento m € L tal que (3) me M\ F(VP),
entonces como M es un sistema deductivo de (3) deducimos que (4) Am € M.
Como Am < m, teniendo en cuenta (3) resulta (5) Am ¢ F (VP).
Si (6) M C P, entonces de (4) resulta, Am € Py por lo tanto Am = VAm € VP,
luego Am € F(VP), lo que contradice (5).
De (2) resulta que existe z € L, tal que (7) z € M \ P, entonces (8) Az € M, (9)
Az ¢ P.
De (8) resulta teniendo en cuenta el Lema 3.5.1 (b), que (10) ~ Az ¢ M. De (9)
y el Lema 3.5.1, (a) ~ Az € P, luego ~ Az = V ~ Az € VP, y por lo tanto
~ Az € F(VP) C M, lo que contradice (10).

Lema 3.5.3 Todo filtro primo P de un dlgebra de Lukasiewicz L contiene un y solo un
sistema deductivo mazimal.

Dem. Por el Lema 3.5.2 sabemos que existe un sistema deductivo maximal contenido en
P, a saber F(VP). Sean M, M’ € M(L) tales que M C P, M' C Py M # M'. Entonces
existe z € M\ M’ 6 existe x € M'\M. Siz € M\ M' entonces Az e MyAz ¢ M'. Como
M es un sistema deductivo maximal entonces L = D(M', Az) = {y € L :~ AzVy € M'},
luego ~ Az € L = D(M',Az), esto es ~ Az = ~ AzV ~ Az € M', y como M' C P
tenemos ~ Az € P. Como Az € M C P, entonces Az € Py por el Lema 3.5.1(b),
~ Az ¢ P. Contradiccién. Siz € M'\ M, tambien llegamos a una contradiccién. |

Es bien conocido que
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Lema 3.5.4 Si A es un dlgebra de Kleene y P es un filtro primo de A entonces P C ¢(P)
6 p(P) C P.

Lema 3.5.5 Si P € P(L) entonces F(VP) C p(P).

Dem. Supongamos que (1) F(VP) € ¢(P) = C ~ P, entonces existe (2) m € F(VP),
(3) m ¢ p(P).

De (2) deducimos (4) Am € F(VP) y como Am < m de (3) y (4) resulta (5) Am ¢ ¢(P).
Como L es un algebra de Kleene sabemos que todo filtro primo P de L, es comparable
con @(P).

Si P C (P), entonces como F(VP) C P, tenemos F(VP) C ¢(P), lo que contradice
(1). Entonces (6) ¢(P) C P.

Como Am V ~ Am = 1 € p(P) y ¢(P) es un filtro primo, entonces teniendo en
cuenta (3), tenemos ~ Am € @(P), y por (6) tenemos ~ Am € P, luego por (4)
0=AmA~AmeP.

Demostracién de L. Monteiro. Sea m € VP, entonces m = Vp, donde p € P. Como
~pVVp=1¢& ¢p(P)y ¢(P) es un filtro primo entonces ~ p € ¢(P) 6 Vp € ¢(P).
Si~pe€ o(P) =L ~ P, entonces ~ p ¢ ~ P. Esta contradiccién muestra que
m = Vp € ¢(P). Acabamos as{ de probar que VP C ¢(P), luego F(VP) C p(P). N

Lema 3.5.6 Si P € P(L), P C o(P) y Va € P entonces a € p(P).

Dem. Por hipétesis (1) P C ¢(P), y (2) Va € P. Supongamos que (3) a ¢ ¢(P), luego
a € ~ P, esto es, (4) ~a € P. De (2) y (4), tenemos: a A ~a=VaA ~a€ P, luego
a € P,y entonces por (1), a € ¢(P), contradiccién. |

Lema 3.5.7 Si P € P(L) verifica p(P) C P entonces F(VP) = ¢(P).

Dem. Por el Lema 3.5.5, sabemos que (1) F(VP) C ¢(P). Supongamos que F(VP) C
¢(P), entonces existe (2) a € p(P) tal que (3) a ¢ F(VP). Si~ Aa=V ~a€P
entonces como por el Lema 3.2.1, PN B(L) C F(VP) tenemos que (4) V ~ a € F(VP).
De (1) y (4) deducimos que (5) V ~ a € ¢(P) = Q € P(L). Como por hipdtesis
@(P) C P entonces (6) Q = ¢(P) C ¢(¢(P)) = ¢(Q). De (5) y (6) resulta por el Lema
3.5.6 que ~ a € ¢(Q) = P y por lo tanto a ¢ p(P) = Q, lo que contradice (2). Luego
(7) ~ Aa ¢ Py como AaV ~ Aa =1 € P € P(L) tenemos que Aa € P, y por lo tanto
Aa € PNB(L) y como por el Lema 3.2.1 PN B(L) C F(VP) tenemos que Aa € F(VP)
y como Ae < a resulta que a € F(VP), lo que contradice (3). n

Lema 3.5.8 Si P € P(L) verifica P C ¢(P) entonces F(Np(P)) = P.

Dem. Sea Q = ¢(P) luego de la hipétesis tenemos que ¢(Q) = ¢(¢(P)) C ¢(P) = Q,
entonces por el Lema 3.5.7 F(VQ) = ¢(Q) esto es F(Vp(P)) = P. ||

Corolario 3.5.1 Si P € P(L) entonces P € M(L) ¢ p(P) € M(L), esto es si P es un
filtro primo de L entonces P 6 ¢(P) es un sistema deductivo mazimal.

Dem. Como L es en particular un slgebra de Kleene tenemos que (i) ¢(P) € P 6 (ii)
P C ¢(P). Siocurre (i) entonces por el Lema 3.5.7 tenemos que F(VP) = ¢(P). Pero
por el Lema 3.5.2 sabemos que F(VP) € M(L)y F(VP) C P.
Si ocurre (ii) entonces por el Lema 3.5.8 tenemos que F(V(P)) = P. Pero por el Lema
3.5.2 sabemos que F(Ve(P)) € M(L) y F(Vp(P)) C ¢(P).

|
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Corolario 3.5.2 M(L) C P(L), esto es todo sistema deductivo mdzimo de L es un filtro
primo de L.

Dem. Sea M un sistema deductivo maximal, entonces existe U € U(L) tal que (1)
M CU. Como U(L) C P(L), entonces U es un filtro primo y como ¢(U) es comparable
con U, tenemos necesariamente (2) ¢(U) C U. Luego por el Corolario 3.5.1 p(U) es un
sistema deductivo maximal, y como por el Lema 3.5.3 existe un tnico sistema deductivo
maximal contenido en U, tenemos que M = o(U) € P(L). [
Los siguientes resultados son bien conocidos:

Lema 3.5.9 Si R es un reticulado distributivo con primer y dltimo elemento (0 y 1 res-
pectivamente), entonces las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) U es un filtro mazimal de R.
(b) Dado x ¢ U existe uw € U tal que z Au=0.

Lema 3.5.10 Si R es un reticulado distributivo con primer y dltimo elemento (0 y 1
respectivamente), entonces las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) P es un filtro primo minimal de R.

(b) P =R\ I, donde I es un ideal mazimal de R.

y las condiciones siguientes son equivalentes:
(¢c) I es un ideal mazimal de R. (d) Dado p ¢ I existe g€ I tal quepV g =1.

Lema 3.5.11 (I) p(L) C D(Z); (II) p(L) = M(L). Esto es todo filtro primo minimal
de L es un sistema deductivo de L y el conjunto de los filtros primos minimales de L
coincide con el conjunto de todos sistemas deductivos mazimales de L.

Dem.

(I) Sea P € p(L). Si0 € AP, esto es 0 = Ap donde p € P, luegop ¢ L\ P = 1.
Entonces por el Lema 3.5.10 (d), existe g € I, luego ¢ ¢ P, tal que 1 = pV g, luego
1=A(pVqg)=ApVAq=0V Aq=Ag<gq,ypor lo tanto ¢ =1 € P. Absurdo.
Tenemos asi que 0 ¢ AP de donde se deduce teniendo en cuenta el Corolario 3.1.1 y
el Lema 3.1.10 (b), que: (*) F(AP) es un sistema deductivo propio de L. Probemos
que P = F(AP). Seap € P, como Ap < py Ap € F(AP) entonces p € F(AP),
luego P C F(AP). Supongamos que P C F(AP), entonces existe un filtro P que
verifica (1) £ € F(AP), tal que (2) z ¢ P. De (1) resulta que existe p € P tal que
(3) Ap < z. De (2) y (8) deducimos (4) Ap ¢ P, ycomo ApV ~Ap=1¢€ P,
tenemos que (5) ~ Ap € P. Como Ap € F(AP) y P C F(AP), de (5) deducimos
~ Ap € F(AP), y entonces 0 = Ap A ~ Ap € F(AP), lo que contradice (*).

(II) a) Sea P € p(L) entonces por (I) P es un sistema deductivo. Supongamos que existe
M € M(L) tal que P C M, entonces existe (1) z € M tal que (2) z ¢ P. Entonces
B)Az e My (4) Az ¢ P. Como Az V ~ Az =1 € P, de (4) tenemos que
~ Az € P, y entonces (5) ~ Az € M. De 3) y (5): 0 = Az A ~ Az € M.
Contradiccion.

b) Sea M € M(L) entonces por el Corolario 3.5.2, M € P(L). Si M ¢ p(L),
entonces existe (1) P € p(L) tal que (2) P C M. De (1) resulta por (II} a) que
P € M(L), lo que contradice (2).



80 A. Monteiro

Corolario 3.5.83 Todo filtro primo de un dlgebra de Lukasiewicz L contiene un tnico
filtro primo minimal de L.

Dem. Por el Lema 3.5.3 cada filtro primo contiene un y solo un sistema deductivo
maximal, y por el Lema 3.5.11 (II), el conjunto de los sistema deductivos maximales de
L coincide con el conjunto de los filtros primos minimales de L. =

Lema 3.5.12 Si P € p(L) y P ¢ U(L) entonces existe un y solo un P' € P(L) tal que
P C P', y mds precisamente P’ = o(P).

Dem. Sea P € p(L) , sabemos que (1) ¢(P) C P 6 (2) P C ¢(P). Como ¢(P) € P(L)
y P es un filtro primo minimal la condicién (1) no se puede verificar. Sea U € U(L), tal
que ¢(P) C U, entonces p(U) C ¢(p(P)) = P, luego como P es un filtro primo minimal
debemos tener que ¢(U) = P, luego U = ¢(P).

Entonces ¢(P) es un ultrafiltro que contiene P. No puede ocurrir que ¢(P) = P, pues
por hipétesis P ¢ U(L), entonces :

P C ¢(P) y ¢(P) ultrafiltro.

Sea P’ € P(L) tal que (38) P C P'. Vamos a demostrar que (4) P' C U = p(P). En efecto
si P' € U existe (5) p € P' tal que (6) p’ ¢ U. De (6) , ver Lema 3.5.9 (b), deducimos
que existe (7) u € U tal que (8) uAp’ = 0. Siu € P entonces 0 =uAp' € P, y por lo
tanto P’ = L, contradiccién. Como P’ € P(L) entonces por el Lema 3.5.2:

(9) F(VP) e M(L) y (10) F(VP')C P

Por el Lema 3.5.11 (II), p(L) = M(L), entonces (11) P € M(L). Por el Lema 3.5.3
sabemos que cada filtro primo de un algebra de Lukasiewicz contiene un y solo un sistema
deductivo maximal, entonces de (9), (10), (11) y (3), tenemos que: (12) F(VP') = P.
De (5) resulta (13) Vp' € VP’ C F(VP') = P. Como P C ¢(P) =U y P € M(L), por
el Lema 3.5.3 tenemos que P = F(VU) C U.

De (7) resulta (14) Vu € F(VU) = P,y de (8), (13) y (14): 0 = V0O = V(uAp') =
Vu AVp' € P, contradiccién. Entonces P' C U = p(P).

Supongamos que P’ C U = ¢(P), entonces tenemos P C P' C U, luego

P=¢U) Cp(P)Cep(P)=U

De ¢(P') C U, deducimos que existe u € U tal que u ¢ ¢(P'). Sabemos que P’ y
@(P') son comparables. Supongamos que P’ C ¢(P'). Como u A ~ u < u entonces:
i) ~u A Vu=uA ~ué oP). Deu¢ p(P) deducimos ~ u € P' y como
Vu € F(VU) = P C P/, entonces ~u A Vu € P’ C ¢(P’) lo que contradice (i).

Si (P') C P, tambien llegamos a una contradiccién.

Entonces U = ¢(P) es el tnico filtro primo que contiene a P como parte propia. |

Corolario 3.5.4 Si P € p(L) y P ¢ U(L) entonces el dnico filtro propio F que contiene
a P como parte propia es F = ¢(P).
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Dem. Sea F un filtro propio tal que: (1) P C F, y supongamos que F ¢ U(L),
entonces existe (2) U € U(L) tal que (3) F C U. De (1) y (3) tenemos: P C U, de donde
deducimos por el Lema 3.5.12 que U = ¢(P). Sea (4) z € U\ F.

Como F = ({P' : P e P(L),F C P'} y z ¢ F, entonces existe P’ € P(L) tal que (5)
FC Py (6)c¢P.De(4)y (6)tenemos P' # U = ¢(P). De (1) y (5): (T) P C P".
Entonces existe un filtro primo P, diferente de ¢(P) que contiene P como parte propia,
lo que es imposible por el Lema 3.5.12. n

3.6 Algebras cocientes por sistemas deductivos principales

Si L es un 4lgebra de Lukasiewicz y u € L, vamos a indicar una construccién que permite
determinar el dlgebra gociente L/D(u).

Si p,u € B(L) son tales que p < u, L' = [p,u] = {r € L : p < z < u}, y ponemos por
definicién ~ ¢ =p V (~ z Au), para ¢ € L', entonces probamos en el Teorema 2.4.1 que
el sistema (L', u,~,V,A,V) es un algebra de Lukasiewicz .

Luego si u € L, y L' = [0, Au] = (Au] entonces L' es un élgebra de Lukasiewicz donde si
zel,~z=0V(~z NAu)=~2z AAu.

Lema 3.6.1 E! dlgebra de Lukasiewicz L/D(u) es isomorfa al dlgebra L' = [0, Aul.

Dem. En efecto dado z € L, sea h{z) = = A Au, luego como 0 < z A Au < Au
entonces h es una funcién de L en [0, Au). Ademds dado y € [0, Auf esto es 0 < y < A,
con y € L entonces h(y) =y AAwu=y. Por lo tanto h es una funcién suryectiva que deja
invariantes los elementos de [0, Au]. Ademés

H1) h(zVy) = (zVy) AAu=(z AAu) V(z AAu)=h(z) Vh(y).

H2) ~ h(z) =~ (z AAu) =~ (z ANAu) NAu=(~zV ~Au) ANAu =
~z A Au = h(~ ).

H3) Vh(z) = V(z AAu)=Vz AAu=h(Vz).

Como

Nuc (h) = {z:h(z) =Au} ={z € L:z AAu=Au} =
{z € L: Au <z} = F(Au) = D(u),

y el niicleo del homomorfismo natural de L — L/D(u) es D(u) tenemos por el Lema 3.2.7
que las 4lgebras L/D(u) y [0, Au] son isomorfas. n

Lema 3.6.2 Si C es una cada clase de equivalencia (méd. D(u)) entonces C N [0, Auj
contiene un tnico elemento.

Dem.

1) CN[0,Au] # 0. Sea z € C, luego: h{z) AAu= (z AAu) NAu =z AAu, y como
Au € D(u) resulta por la condicién C4 indicada en el Lema 3.2.2 que h(z) = 7 (méd.
D(u)) luego como z € C tenemos que h(z) € C y por lo tanto h(z) € C N[0, Aul.
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2) El elemento es tinico. Supongamos que z,y € C N [0, Au] luego (i) z,y € C y
(ii) z,y € [0, Au]. De (ii) resulta por el lema anterior que h(z) =z y h(y) = y. Por
(i) tenemos que ¢ =y (mdéd. D{(u)), luego por la condicién C4 indicada en el Lema.
3.2.2, £ Ad=y Ad con (iii) d € D(u), luego

(iv) = Ah(d) = h(z) AR(d) =h(z Ad)=h(y Ad) =h(y) Ah(d) =y A h(d).

Pero por (iii) como D(u) = Nuc (h) tenemos que (v) h(d) = Au, luego de (v) y (iv)
resulta que £ A Au =y A Au y como por (ii) z,y < Au tenemos que z = y.

m
Lema 3.6.3 Siz € [0, Au] entonces Cpy(z) = [,z VV ~ u]. ( L. Monteiro (2002))

Dem. Seay€[z,z VV ~u], luego ) z<ye(ii)y<z VV ~u.
De (i) resultaque 1 =V ~2 Ve < V~z Vy=x— yluegoz — y =1y porlo
tanto

z — Yy € D(u). (1)

De (ii) resultaque 1 =V ~y Vy<V~y Vz VV ~u,luegoV~y Vz VV ~u=1
y por lo tanto
AuAN(V~y Vz VV ~u) = Ay,

esto es

Au AN(V~y Vz)=(Au AN(V~y Vz)) V(Au AV ~ u) = Au,

y por lo tanto
AM<V~yVrs=y-——z

luego como Au € D(u) tenemos que
y — z € D(u). (2)

De (i) resulta que ~y <~z yporlotanto 1 =VyV~y<VyVr~z=~y—~z
luego ~ y —~ z =1 y por lo tanto

~y —~z € D(u). (3)
De (ii) resulta que ~ z A Au < ~ g, luego
(VzV~z) A(Vz VAu) =Vz V(~z ANAu) <V V~y=n~g —~y

luego
Au<<Vz VAuL ~ 1 ——n~ 1y,

y como Au € D(u) tenemos que

De (1), (2),(3) y (4) resulta por el Lema 3.2.2 que y = z (méd. D(u)) esto es y € Cpy(x)-
Reciprocamente si y € Cpw)(z), donde (a) 0 < z < Au, esto es y = = (méd. D(u)),
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entonces por el Lema 3.2.2 existe d € D(u) = F(Au) tal que z Ad =y Ad y por lo tanto
T ANd ANAu =y Ad A Au luego como d € F(Au) esto es Au < d y por (a) £ < Au
resulta (b) £ =y A Au luego como y A Au < y tenemos que (c) z < y. De (b) resulta
que

VeuVe=V~r~uV(y AAu)=V~u Vy

ycomoy <V ~u Vytenemos que (d) y <z VV ~ u. De (c) y (d) tenemos que
zly<z VV~uestoesy€[r,z VV ~ . |

Este lema generaliza el resultado que L. Monteiro indic en [81].
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4 CAPITULO III

4.1 Algebras simples
Definicién 4.1.1 Un dlgebra de Lukasiewicz L se dice simple si:

S1) L contiene mds de un elemento,

S2) Toda imagen homomdrfica de L contiene un solo elemento 6 es un dlgebra isomorfa
a L, esto es las dnicas imdgenes homomdrficas de L son las triviales.

Lema 4.1.1 Un dlgebra de Lukasiewicz L es simple si:
S’1) L contiene mds de un elemento,

S’2) los dnicos sistemas deductivos de L son D(1) = {1} y D(0) = L.

Dem. Sea L un slgebra de Lukasiewicz simple luego se verifica $’1). Sea D un sistema
deductivo de L. Por hipétesis L/ D es isomorfa a L 6 a un 4lgebra con un sélo elemento.
Sea h el homomorfismo natural de L en L/D. Si L & L/D, entonces Cp(z) = {z} y
como Cp(1) = D tenemos que D = {1} = D(1). Si L/D tiene un sélo elemento entonces
Cp(z) = L cualquiera que sea z € L, luego D = Cp(1) = L = D(0).

Reciprocamente si L es un 4lgebra de Lukasiewicz que verifica S’1 y S’2, entonces se
verifica S1 y las tnicas imdgenes homomérficas de L son L/D(1) y L/D(0) que son
isomorfas a L y a un dlgebra con un sélo elemento respectivamente. B

Corolario 4.1.1 8i L es un dlgebra de Lukasiewicz simple entonces {1} es un sistema
deductivo mazimal de L.

Lema 4.1.2 Un dlgebra de Lukasiewicz L es simple si:
S”1) L contiene mds de un elemento,
S72) B(L) = {0,1}.

Esto es un dlgebra de Lukasiewicz L es simple si y sdlo si el dlgebra de Boole B(L) es
simple.

Dem. Supongamos que L es un dlgebra de Lukasiewicz simple y que existe (1) b € B(L)
tal que (2) b # 0y (3) b # 1. Sabemos que D(z) = F(Az) cualquiera que sea z € L.
Luego por (1) D(b) = F(Ab) = F(b). Por (2) D(b) = F(b) # L y por (3) D(b) = F(b) #
{1} = D(1). Entonces no se verifica S’2, absurdo.

Reciprocamente supongamos que el dlgebra de Lukasiewicz L verifica S”1 y $”2. Sabemos
que D(1) es un sistema deductivo . Sea D un sistema deductivo tal que D # D(1) luego
existe (1) d € D tal que (2) d # 1. De (1) resulta (3) Ad € D y por "2 tenemos (4)
Ad =06 (5) Ad = 1. Como Ad < d, si ocurriera (5) entonces d = 1 lo que contradice
(2) luego debe ocurrir (4). De (3) y (4) resulta 0 € D y por lo tanto D = L= D(0). W

Corolario 4.1.2 Si D es un sistema deductivo de un dlgebra de Eukasiewicz L, con mas
de un elemento, la condicidn necesaria y suficiente para que L/D = L' sea simple es que
D sea un sistema deductivo mazimal de L.



Algebras de Lukasiewicz Trivalentes 85

Dem. Supongamos que L' = L/D es simple, luego I’ es un 4lgebra con mas de un
elemento y por lo tanto D es un sistema deductivo propio y por el Lema 4.1.2, B (L) =
{0, '}, Sea h el homomorfismo natural de £ — L/D, como H(Vz) = Vh(z) emtonces
h: B(L) — B(L/D). Ademis D = h™}(1') e I = h™(0') es un ideal del reticulado Z,
B(L) C DUI, AD = DN B(L) es un filtro propio de B(L) y se prueba sin dificultad que
Al = 1IN B(L) es un ideal propio de B(L). Ademds ADNAI =8y ADUAI = B(L)
luego AD es un filtro primo de B(L) esto es AD es un ultrafiltro del 4lgebra de Boole
B(L), luego por el Lema 3.1.13 F(AD) es un sistema deductivo maximo de L y por el
Lema 3.1.13, F(AD) = D.

Supongamos ahora que D es un sistema deductivo méximo de L, Iuego D es propio y en
consecuencia L' = L/D tiene mas de un elemento. Sea ¥’ € B(L/), tal que ¥ # 1’ y h el
epimorfismo natural de L — L/ D, luego existe b € L tal que h(b) =¥ y como ¥ € B(I')
tenemos que b € B(L} y b % 1. Como D es un sistema deductive miximo sabemos por
el Corolario 3.4.6 que (1) b € D 6 (2) ~ b € D. Si ocurre (1) entonces 1’ = h(b) = ¥,
absurdo, luego ocurre (2} y por lo tanto ~ & = h{~ b) = 1’ y en consecuencia & = 0.
Luego B(L') = {0/,1'} esto es L' es simple. u

Del corolario anterior resulta la importancia del estudio de los sistemas deductivos maxi-
mos para determinar las dlgebras simples.

Vamos a representar con B un &lgebra de Boole con dos elementos y con T el algebra
de Lukasiewicz centrada, con tres elementos, indicada en el Ejemplo 2.2.1. El siguiente
lema es un caso particular del lema indicado por L. Monteiro en 1971, para las algebras
de Lukasiewicz monddicas [77].

Lema 4.1.3 Si L es un dlgebra de Eukasiewicz, con mas de un elemento, entonces las
stgutentes condiciones son equivalentes:

1) L es simple,
2) Cualquiera que sea a € L, a # 1 entonces Aa = 0,
3) L¥B6L=T.

Dem. 1 — 2) Por el Corolario 4.1.1, M = {1} es un sistema deductivo maximal
luego si a # 1 esto es a ¢ M luego por el Teorema 3.4.4, existe m € M = {1} tal que
0=Aa Am=~Aa Al=Aa.

2 — 3) Primer caso: L\ B(L) =, esto es L = B(L). Entonces si (i) b € B(L) e (ii)
b # 1, por (i) Ab = by de (ii) resulta por la hipGtesis que Ab = 0, lo que prueba que
B(L) ={0,1} y por lo tanto L =~ B.

Segundo caso: L\ B(L) # §. Entonces si ¢ € L\ B(L) tenemos que (i) ¢ # 0 y (ii) ¢ # 1.
De (ii) resulta por la hipétesis que (iif) Ac = 0. Si ~ ¢ =1 esto es ¢ = 0 lo que contradice
(i), luego ~ ¢ 5 1 resulta por la hipétesis que A ~ ¢ = 0 esto es (iv) Ve = 1. Por lo
tanto tenemos que cualquiera que sea ¢ € L\ B(L), c es un centro del lgebra L y como
el centro es vinico L = {0,¢,1} = T.

3—1)Si L =B 6 L =T entonces L tiene mas de un elemento y los dnicos sistemas
deductivos de L son D(0) y D(1). n

Observemos que B es isomorfa a una subélgebra de T.

Lema 4.1.4 Si M es un sistema deductivo mazimal de un dlgebra de Eukasiewicz I
entonces L/M =B ¢ L/M = T.
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Dem. Como M € M(L) entonces por el Corolario 4.1.2, L/M es un algebra de
Lukasiewicz simple, luego por el Lema 4.1.3,3) L/M B 6 L/M = T. n

Lema 4.1.5 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz finita, con mds de un elemento, entonces
F(b) es un sistema deductivo mdzimo de L si y sdlo sib es un dtomo del dlgebra de Boole

B(L). (L. Monteiro, 2002)

Dem. Sea F(b) es un sistema deductivo maximo, en particular es un sistema deductivo,
luego por el Lema 3.4.4 tenemos que b € B(L). Supongamos que existe z € B(L) tal que
0 <z <bluego F(b) C F(z) C F(0) = A, y como por el Lema 3.4.4 F(z) es un sistema
deductivo y F(b) es méximo resulta que F(z) = F(b) 6 F(z) = F(0) estoes z = b 6
z =0, lo que prueba que b es un 4tomo de B(L).

Reciprocamente supongamos que b es un 4tomo de B(L). Sabemos que D(z) = F(Az)
cualquiera que sea = € L, luego de b € B(L) resulta que D(b) = F(Ab) = F(b). Como
b # 0 el sistema deductivo F(b) es propio. Supongamos que (1) D es un sistema deductivo
tal que (2) F(b) € D Como D es un filtro y L es finita (3) D = F(z), con z € L De (2)
y (3) tenemos F(b) C F(z) y por lo tanto (4) z < b luego (5) 0 < Az < Ab = b. Como
b es un dtomo de B(L) y 0,Az € B(L) entonces (6) Az =06 (7) Az =b. Como z € D
y D es un sistema deductivo tenemos que (8) Az € D. Si ocurre (6) de (6) y (8) resulta
0 € Dy por lo tanto D = L. Si ocurre (7), como b = Az < z entonces por b = z y por
lo tanto D = F(b), lo que prueba que F(b) es un sistema deductivo méaximo. |

Por lo tanto podemos afirmar que si L es un algebra de Lukasiewicz finita, con mas de
un elemento, el nimero de sistemas deductivos maximales es igual al nimero de 4tomos
del dlgebra de Boole B(L).

4.2 Producto Cartesiano

Dada una familia de dlgebras de Lukasiewicz { L;} 1, sea L = [] L; el producto cartesiano
i€l
de la familia de conjuntos {L;}:cs, esto es el conjunto de todas las funciones « : I — {J L;
i€l

tales que en cada elemento ¢ € I toman un valor z(i) = z; € L;. Se dice que z; es la
coordenada de indice ¢ del elemento z € L y se nota z = [z]icr, ¢ = (23], T = (Ti)ies ©
T = (2171,)

Representemos con 0; y 1; el primer y tltimo elemento respectivamente de las 4lgebras
Li, i € I.Sean 0 = (03)icr, 1 = (Li)ier y dados = = (z;)icr € L, ¥ = (4:i)ier € L, pongamos
por definicién:

V=V az)en ~ x=(~ T)ict, 2AY= (i AN¥i)ier, TVY= (T V Yi)ier-

Se prueba sin dificultad que (L,1,~,V,V,A) es un 4lgebra de Lukasiewicz a la que se
denomina producto cartesiano o directo de la familia de 4lgebras de Lukasiewicz
{Li}ier. Cada uno de los conjuntos L; recibe el nombre de i-ésimo eje de coordenadas

6 i-ésimo eje . S8i L; = L, Vi € I, entonces [] L; es el conjunto de todas las funciones
i€l

de I en L. En este caso se nota L! en vez de [] L;. Si el conjunto I es finito, por ejemplo
i€l
I={1,2,...,n} entonces se utiliza cualquiera de las notaciones siguientes:

HLZ o} 'L1XL2X...XL7,
i=1
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En este caso si z € [] L entonces: z = (z(1),2(2),...,2(n)) = (21,22, .., 2Zn)-

i=1

Es claro que Ly X Ly # Ls X Ly, pero Ly X Ly y Ly X Ly son dlgebras de Lukasiewicz
isomorfas. Tambien se prueba sin dificultad que Ly x (Ly X Lg) = (L; X Lg) x Ls.
Observemos que si L, L' son 4lgebras de Lukasiewicz y f es un elemento fijo de L entonces
el subconjunto Cy de L x L' definido Cy = {(f,y) : y € L'} es un élgebra de Lukasiewicz
isomorfa a L', definiendo ~ (f,y) = (f, ~ ¥), V (f,y) = (f, Vy) y si f’ es un elemento
fijo de L' entonces Cp = {(z, f') : ¢ € L} € L x L' es un algebra de Lukasiewicz isomorfa
a L definiendo ~ (z, f') = (~ =, ), V (z,f) = (V 2, f).

4.3 Factorizacion de un algebra de Lukasiewicz con eje

Observemos que:

e Toda élgebra de Boole A es un 4lgebra de Lukasiewicz donde Vz = Az = z para
todo = € A y reciprocamente.

e Si A es un 4lgebra de Boole entonces e = 0 es el eje del dlgebra de Lukasiewicz A,
pués Ae=e=0y (Axz Ve) AVz = (z V0) Az =z para todo z € A.

e Si c es un centro de un algebra de Lukasiewicz L entonces ¢ es un eje del dlgebra
de Lukasiewicz L.

e En lo que resta de este parrafo vamos a considerar algebras de Lukasiewicz que no
son algebras de Boole ni dlgebras con centro.

Gr. Moisil [44], pdg. 66-90 indic6 el siguiente teorema

Teorema 4.3.1 Toda dlgebra de Lukasiewicz con eje es el producto cartesiano de un
dlgebra de Boole por un dlgebra de Lukasiewicz con centro.

Para probar este teorema, Moisil utilizé algunos resultados de la teorfa de anillos (ver
parrafo 2.9).

L. Monteiro, [77] indic6 una demostracién més simple de este teorema, utilizando sola-
mente resultados de la teoria de las algebras de Lukasieiwcz.

Recordemos el siguiente resultado de la teoria de reticulados distributivos. Sea R un
reticulado distributivo con primer elemento 0 y iltimo elemento 1. Si z € R notaremos
[z)=F(z)={ye R:z2<y}y(z] =I(z) = {y € R: y < z}. Es bien conocido que estos
conjuntos son respectivamente un filtro y un ideal de R que se denominan filtro principal
e ideal principal. Ademés F(z) es un reticulado distributivo con primer elemento z y
dltimo elemento 1 e I(x) es un reticulado distributivo con primer elemento 0 y dltimo
elemento z. Notaremos con B(R) el conjunto de todos los elementos booleanos de R,
luego {0,1} C B(R). Si z € B(R) notaremos con —z su complemento booleano.

Lema 4.3.1 Si R un reticulado distributivo con primer elemento 0 y 4ltimo elemento
1 ybe B(R)\ {0,1} entonces R es isomorfo al producto cartesiano de los reticulados
distributives I(b) e I(—b) esto es R 22 I(b) x I(—b).
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Lema 4.3.2 Si R un reticulado distributivo finito no trivial y reducible entonces R =
¢

H}(ad, donde A(B(R)) = {a;,as,...,a:}.

Recordemos que el isomorfismo de R — I(b) x I(—b) se define del siguiente modo h(zx) =
(z Ab,x A—b).

Lema 4.3.3 Si L es un dlgebra de Eukasiewicz yb € B(L)\{0,1} entonces L = L/F(b)x
L/F(~b). (L. Monteiro, [77])

Dem. Recordemos que si b € B(L) entonces su complemento booleano es ~ b. Como
b, ~ b € B(L) entonces sabemos que F(b) y F(~ b) son sistemas deductivos y que ademés
por el Lema 3.6.1 L/F(b) = I(b) y L/F(~ b) = I{(~ b). Luego por el Lema 4.3.1 el
reticulado distributivo L es isomorfo al reticulado distributivo

I(b) x I(~b) = L = L/F(b) x L/F(~ b).

Como la funcién h indicada precedentemente es un isomorfismo de reticulados tenemos
que

1) h(0) =0,
1) h(1) =1,
1) h(z Ay) = h(z) Ah{),
IV) h{z Vy) =h(z) V h(y),
Probemos que
V) h(Vz) = Vh(z).

En efecto VA(z) = V(z Ab,z A ~b) = (Vz AVHVz AV ~b) =(Vz AbVEA~b) =
h(Vz).

En forma anéloga se prueba

V1) h(Az) = Ah(z).

Luego como h verifica las propiedades (I) a (VI) por los resultados de L. Monteiro [75]
que h respeta el operador ~ y en consecuencia h es un homomorfismo de dlgebras de
Lukasiewicz y como h es biyectiva entonces h es un isomorfismo. B

Lema 4.3.4 El producto cartesiano de un dlgebra de Boole por un dlgebra de Lukasiewicz
con centro es un dlgebra de Lukasiewicz con eje.

Dem. Si B es un &lgebra de Boole y C es un algebra de Lukasiewicz con centro ¢
entonces se prueba sin dificultad que el elemento e = (0,¢) € B x C es un eje del dlgebra
de Lukasiewicz B x C. ]

Lema 4.3.5 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz y a € L verifica Aa = 0 entonces el
dlgebra cociente E = L/F(Va) es un dlgebra de Eukasiewicz con centro. (L. Monteiro

[77])
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Dem. Vamos a probar que ¢ = C(a), donde C(a) indica la clase de equivalencia, méd.
F(Va), que contiene al elemento a, es el centro del 4lgebra cociente £ = L/F(Va). En
efecto probemos que ~ C(a) = C(a) esto es que ~ a = a méd. F(Va). Para ello basta
observar que las siguientes condiciones son equivalentes dos a dos:

(1) Aa=0 <= porLema248a<~a <= a=aA~a <> porl9,a=a AVa=
aA~a < porL7,a=~aAVa <> ~a=améd. F(Va). n

Lema 4.3.6 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz con eje e entonces el dlgebra cociente
B = L/F(~ Ve) =L/F(A ~e) es un dlgebra de Boole. (L. Monteiro [77))

Dem. Vamos a probar que AC(z) = C(z) cualquiera que sea z € L, estoes que Ax =z
méd. F(A ~e).

Como L tiene eje entonces z = (Az Ve) AVz = Az V(e AVz) cualquiera que sea z € L,
luegor AA~e=(Az AA~e)V(ieANA~eAVz)=(Az ANA ~e) V(0 AVZ) =
Az AA ~ ey porlo tanto Az = z méd. F(A ~ e). |

Vamos a probar ahora el Teorema 4.3.1. Sea L un algebra de Lukasiewicz con eje e que
no es un algebra de Boole ni un 4lgebra con centro, entonces Ve # 1y Ve # 0, pués
si Ve = 0 entonces ¢ = 0 y L serfa un &lgebra de Boole, lo que contradice una de las
hipétesis. Si Ve = 1 entonces e serfa un centro de L lo que contradice la otra hipétesis.
Tenemos as{ que Ve € B(L) \ {0,1}, luego por el Lema 4.3.3 podemos afirmar que

L= L/F(~Ve) x L/F(Ve)

donde por el Lema 4.3.6 L/ F(~ Ve) es un algebra de Boole y por el Lema 4.3.5 L/F(Ve)
es un algebra de Lukasiewicz con centro.

Observacion 4.3.1 o Si L es un dlgebra de Lukasiewicz con centro, luego con eje,
entonces es evidente que L = P x L donde P representa un dlgebra de Boole con un
solo elemento.

o Si L es un dlgebra de Boole, entonces L = L x P donde P representa un dlgebra de
Eukasiewicz centrada con un sélo elemento.

Lema 4.3.7 Si L es un dlgebra de Eukasiewicz finita no trivial y diferente de B y de T
t
y A(B(L)) = {ay,aq,...,a;} entonces L = [](a;].
4=1

Dem. Por hipétesis B(L) es finita no trivial y B(L) # {0,1}, luego por el Lema 4.3.2
¢
§=1

Observacién 4.3.2 Sea (A, 3) un dlgebra de Boole monddica finita, conn dtomosn € N,
y supongamos que el dlgebra de Boole K(A) = {z € A : 3z = z} tiene h dtomos 1 <
h < n. Si la particién { X1, Xa, ..., Xn} de A(A) asociada a K(A) es tal que: N[X;] =1
para 1 < i < k y N[X;] > 1 para k+1 < ¢ < h, entonces los dtomos de K(A) son

ki= \ zi, 1 < i< h. Porlo visto en la seccidn 2.10 sabemos que L{A) es un dlgebra de
zeX;
Lukasiewicz tal que las dlgebras de Boole B(L(A)) y K(A) son isomorfas luego B(L(A))

tiene h dtomos, y los dtomos de B(L(A)) son C(k;), 1 < 4+ < h. Ademds vimos que

(C(k:)] 2 B ¢ (C(ks)] = T luego de las hipétesis hechas y el lema anterior tenemos que:
h

L(A) = [[(C(k)] = BF x Th*.

i=1
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4.4 Producto subdirecto de algebras de Lukasiewicz

Dada una familia {L;}:cs no vacfa de slgebras de Lukasiewicz, consideremos el 4lgebra de

Lukasiewicz P = [] L;. Dado i € I consideremos la proyeccién II; (proyeccion i-ésitna)
i€l

de P sobre L; definida por I;(a) = a; € L;. Sabemos que II; es un homomorfismo de

reticulado de P sobre L; tal que II(1) = 1; y II(0) = 0;. Ademds si a € P entonces

~ TL{a) =~ a; = O({~ a;)) =O(~ a), V(a) =V a; = I((V &;)) = II(V a) por lo

tanto cada proyeccién i-ésima es un epimorfismo de P en II(L;).

Definicién 4.4.1 Si S es una subdlgebra del dlgebra de Lukasiewicz P = [] L; tal que
el

I1;(S) = L, para todo i € I, entonces diremos que S es un producto subdirecto de las

dlgebras de Lukasiewicz L;.

Lema 4.4.1 Toda subdlgebra S del producto cartesiano P = ] L; de dlgebras de Lukaste-
i€l
wicz es un producto subdirecto de dlgebras de Lukasiewicz.

Dem. Para cada i € I sea L} = II;(S). Dado que las proyecciones son homomorfismos

de P en L; entonces L) es una subdlgebra de L;. Sea P’ = [] L; y II; la proyeccion
i€l

i-ésima de P’ en L;. Probemos que S es producto subdirecto de P, esto es que 1) S

una subélgebra de P’ y 2) TI}(S) = L! cualquiera que sea ¢ € I. Por la definicién de

P' es obvio que se verifica 2). Dado s = (s;)ier € S, como s; = II;(s) € L;, entonces

s = (as)ics € P' = [ L. Por lo tanto S es un subconjunto de P, y en consecuencia 5 es
icl
una subélgebra de P’. =

Definicién 4.4.2 Se dice que un dlgebra de Lukasiewicz L es subdirectamente re-

ducible si L es isomorfa a una subdlgebra L' de un producto directo P = [] L;, en forma
i€l
tal que:

1. I (L") = L;, cualguiera que seat € I.
2. Ninguna de las proyecciones es un isomorfismo.

Un dlgebra de Lukasiewicz se dice subdirectamente irreducible si no es subdirecta-
mente reducible.

4.5 Teorema de representacién de Moisil

Conocidas las dlgebras simples, a partir de ellas podemos construir otras dlgebras con las
técnicas elementales, indicadas anteriormente. Las imagenes homomorficas de las dlgebras
simples, no conducen a nada nuevo.

Resta por lo tanto, hacer productos cartesianos y determinar subélgebras de esos produc-
tos, esto nos conduce naturalmente a la siguiente definicién: Un 4lgebra de Lukasiewicz
se dice semisimple si ella es isomorfa a un subproducto directo de dlgebras de Lukasiewicz
simples.

Teorema 4.5.1 (Teorema de representacién de Moisil) Toda digebra de Lukasiewicz L,
con mds de un elemento, es subproducto directo de dlgebras de Lukasiewicz simples.
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Dem. Siel dlgebra de Lukasiewicz L es simple el teorema es evidentemente verificado.
Supongamos que L no es simple, entonces B(L) # {0,1} luego existe b € B(L) tal que
b#0,b+#1yporlotanto ~b &€ B(L)y ~b#0, ~b+# 1, luego existen sistemas
deductivos méximos M; y M; tales que b € My y ~ b € M,. Ademds M; # M, pues si
M; = M entonces b, ~ b € M, lo que contradice el Corolario 3.4.6. Por lo tanto si L no
es simple existen por lo menos dos sistemas deductivos méximos diferentes. Sea M(L) el
conjunto de todos los sistemas deductivos méximos de L. Para cada M € M(L) sea hy
el epimorfismo natural de L — L/M. Sabemos que si M € M(L) entonces L/M =B 6
L/M = T, luego como B es isomorfa a una subdlgebra de T podemos suponer que para
cada M € M(L), hy es un homomorfismo de L en T. Sea F = TM@)| ya sabemos que F
es un algebra de Lukasiewicz. Vamos a probar que L es isomorfa a una subélgebra A de
F. Para ello, consideremos la siguiente transformacién: dado f € L pongamos ¢(f) = F
dounde F estd definida por:

F(M) = hu(f), paratodo M € M(L),
luego F' € F. Entonces

H1) o(f Vg)=¢(f) V(g), para f,g € L.
Sean k = f Vg, ¢(f) = F, ¢(g) = Gy p(k) = K, luego K(M) = hy(k) =
ha(f Vg)=hu(f) Vhulg)=F(M) VGM)=(F VG)(M) lo que prueba HI.

H2) ¢(~ f) =~ ¢(f), para f € L.
Sean g =~ f, ¢(f) = F, y ¢(g) = G, luego G(M) = hu(g) = hu(~ f) = ~
hu(f) =~ F(M) = (~ F)(M) lo que prueba H2.

H3) ¢(Vf) = Vy(f), para f € L.
Sean g =V f, ¢(f) = F,y ¢(g) = G, luego G(M) = ha(g) = hu(V ) = Vhu(f) =
VF(M) = (VF)(M) lo que prueba H3.

Acabamos asi de probar que ¢ es un homomorfismo y por lo tanto A = ¢(L) es una
subdlgebra de F.

@ es inyectiva. Sean f, g € L tales que (1) f # g, o(f) = F y ¢(g) = G. Para probar que
F # G debemos probar que existe por lo menos un M € M(L) tal que F(M) # G(M). De
(1) resulta por el principio de determinacién de Moisil que (2) Vf # Vg 6 (3) Af # Ag.
Si ocurre (2) entonces (2a) Vf £ Vg 6 (2b) Vg £ Vf. Supongamos que ocurre (2a)
(en el otro caso la demostracién es andloga). De (2a) resulta que D = F(Vf) es un
sistema deductivo y que Vg ¢ D, por lo tanto D es un sistema deductivo propio y en
consecuencia sabemos que D es interseccién de sistemas deductivos maximos, luego existe
un sistema deductivo méximo M tal que D C M y Vg ¢ M y en consecuencia Vf € M
y Vg ¢ M, luego 1 = hy(Vf) = V(hm(f)) vy 1 # hu(Vg) = V(hm(g)) por lo tanto
V(hu(f)) # V(ha(g)) y por lo tanto F(M) = hu(f) # hu(g) = G(M).

Si ocurre (3) entonces (3a) Af £ Ag 6 (3b) Ag £ Af. Supongamos que ocurre (3a)
(en el otro caso la demostracién es andloga). De (3a) resulta que D = F(Af) es un
sistema deductivo y que Ag ¢ D, por lo tanto D es un sistema deductivo propio y en
consecuencia sabemos que D es interseccidon de sistemas deductivos maximos, luego existe
un sistema deductivo méximo M tal que D C M y Ag ¢ M y en consecuencia Af € M
y Ag & M, luego 1 = hpy(Af) = A(hp(f)) vy 1 # hu(Ag) = A(hw(g)) por lo tanto
A(ha(f)) # A(hu(g)) y por lo tanto F(M) = hy(f) # ha(g) = G(M).
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Acabamos asf de probar que la subédlgebra A de F es isomorfa al dlgebra L.

Para probar que ¢ es biunivoca también podemos proceder del siguiente modo: Sean
[9 €L, o(f) = F,y ¢(g) = G, y supongamos que F = ¢(f) = ¢(g) = G, esto es
F(M) = G(M) para todo M € M(L), luego hy(f) = hu(g) para todo M € M(L).
En consecuencia 1 = hy(f) >— hu(g) = hae(f >— 9) v 1 = hu(g) >— hu(f) =
hu(g >— f), esto es f >— g,9 >— f € (ha)"}(1) = M para todo M € M(L) y

como [] M = {1} entonces f >— g=1=g>— f y por lo tanto f = g. n
MeM(L)

Teorema 4.5.2 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz finita con mds de un elemento, que
no es simple, y My, My, ..., M, sus sistemas deductivos mdzimos entonces:

L=L/My x L/Myx---x L/M,.

Dem. Sea F = [] Li, con L; = T, para i = 1,2,...,n. Sabemos que la aplicacién
i=1
¢ : L — F, definida por: ¢(f) = F, donde F(M;) = hyp,(f), parai =1,2,...,n, es un
n

homomorfismo de L en F y que como () M; = {1} entonces ¢ es biunivoca. Observemos
i=1

que L/M; x L/My % --- x L/M, = [[ L/M; C F
i=1

Probemos que ¢ es suryectiva. Como L es un 4lgebra de Lukasiewicz finita con més
de un elemento que no es simple, entonces B(L) es un &lgebra de Boole finita con més
de un 4tomo. Sean by,b,,...,b, los stomos del dlgebra de Boole B(L) entonces M; =
F(b;) 1 < i < n es el conjunto de todos los sistemas deductivos méximos de L y L; =
L/M;, 1 < i < n son &lgebras simples. En forma aniloga a la indicada en el Teorema

n
4.5.1 se prueba que L es isomorfa a una subdlgebra del dlgebra F = [] L; donde el

i=1
isomorfismo en cuestién se define por ¢(z) = (has, (%), har,(z),-. ., har, (z)) donde hy,
indica el epimorfismo natural de L sobre L; = L/M;. Probemos que en este caso ¢ es
suryectiva. Dado y = (yy,%s,...,%) € F entonces para cada y; € L; existe z; € L tal que
n

ha(7:) = yi. Sea @ = \/(z; Ab;). Como b; € B(L) entonces hy,(b;) € B(L;) = {0,1}
=1
n
luego hag;(b;) = O para j # i y har(b;) = 1. Por lo tanto kg, (z) = hag,(\ (z: A b)) =
i=1

V (hagy(@3) Abagy (B:)) = hagy (25) A, (b;) = hag, () A1 = hag,(2;) = y;. Lo que prueba

i=1

que ¢(z) =y.

Todo sistema deductivo D de L es en particular un filtro y como L es un reticulado dis-
tributivo finito todos sus filtros son principales, luego D = F(z), con € L y como D es
un sistema deductivo y z € F(z) = D resulta que Az € F(z) y por lo tanto D = F(b)
con b € B(L). Por otro lado sabemos por el Lema 4.1.5 que M es un sistema deductivo
maximo de L si y solo si b es un dtomo de B(L). Ademés (1) L/M; 2B 6 (2) L/M; =T
para 1 < i < n. Podemos suponer que M, My, ..., My son sistemas deductivos que
verifican (1) y My.4,..., M, son sistemas deductivos que verifican (2).
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Observemos que puede ocurrir que en L no existan sistemas deductivos que verifiquen (1)
6 que no verifiquen (2), pero siempre existen sistemas deductivos que verifican alguna de
las dos condiciones.

n
Entonces el ntimero de elementos de [[ L/M; es igual a 2% x 3% n
T d=1

4.6 Algebras de Lukasiewicz inyectivas

Definicién 4.6.1 Un dlgebra de Lukasiewicz C se dice inyectiva si cualquiera que sea el
dlgebra de Eukasiewicz L y S una L-subdlgebra de L entonces para todo homomorfismo
h:S — C eviste un homomorfismo H : L — C que estiende a h, esto es H(s) = h(s)
para todo s € S.

A. Monteiro en el curso dictado en 1963, [52] propuso a sus alumnos determinar las
4lgebras de Lukasiewicz inyectivas y conjeturd que ellas eran las dlgebras de Lukasiewicz
completas y centradas. L. Monteiro, publicé un trabajo en 1963, [71], probé la conjetura

anterior y que este resultado es una consecuencia de un importante teorema de R. Sikorski
[91].

Dado que toda 4lgebra de Lukasiewicz es un reticulado distributivo con primer y ultimo
elemento entonces es claro que:

Lema 4.6.1 El producto cartesiano de dlgebras de Lukasiewicz completas es un dlgebra
de Lukasiewicz completa.

Teorema 4.6.1 Toda dlgebra de Lukasiewicz L es isomorfa a una subdlgebra de un
dlgebra de Lukasiewicz completa y centrada.

Dem. Si L es trivial entonces claramente L es completa y centrada. Si L es simple
entonces sabemos que L = T 6 L & B y en este tltimo caso B = {0,1} C T. Si L no
es trivial, y no es simple entonces por el Teorema 4.5.1 sabemos que L es isomorfa a una
L-subalgebra del dlgebra de Lukasiewicz P = TM() donde M(L) es el conjunto de todos
los sistemas deductivos maximales de L y como P & [| Tu donde Ty = T para
MeM(L)
todo M € M(L), y T es un 4lgebra de Lukasiewicz completa entonces por el Lema 4.6.1
P es completa. Como el producto cartesiano de dlgebras de Lukasiewicz centradas es un
algebra de Lukasiewicz centrada entonces P es centrada. |

Teorema 4.6.2 Un dlgebra de Lukasiewicz C es inyectiva si y sélo si C es completa y
centrada. L. Monteiro, [71]

Dem. Solamente vamos a indicar las lineas generales de la demostracién. Supongamos
que C es inyectiva, entonces el Teorema 4.6.1, C es isomorfa a una L-subdlgebra S de
un 4lgebra de Lukasiewicz completa y centrada A. Sea f un isomorfismo de C en Sy
consideremos el isomorfismo h = f~! : § — C luego como C es inyectiva h se puede
prolongar a un homomorfismo H : A — C. Dado {z;}icr C C entonces {f(z)}ier €S C

A, luego como A es completa existe s = \/ H(z;) € A. Se prueba que H(s) € C es el
icl

supremo de {z; }icr, luego C es completa. Si ¢ es el centro de A se prueba que H (c) es un

centro de C.
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Supongamos ahora C es un élgebra de Lukasiewicz completa y con centro ¢, que A es
un &lgebra Lukasiewicz, S una L-subdlgebra de Ay h : § — C un homomorfismo.
Consideremos las dlgebras de Boole B(A), B(S) y B(C). Como C es completa sabemos
por el Corolario 2.12.3 que B(C) es un algebra de Boole completa. Sea f la restriccién
de h al conjunto B(S) luego f es ur homomorfismo booleano, luego por un teorema R.
Sikorski [91] existe un homomorfismo booleano F : B(S) — B(C), que extiende a f.
Probamos que la funcién H : A — C definida por H(z) = (F(Az) Ve) A F(Vz) es un
homomorfismo de A en C que extiende a h. ]

Este resultado fué generalizado por R. Cignoli en 1975, [24] quien obtuvo el siguiente:

Teorema 4.6.3 Un dlgebra de Kleene es inyectiva si y sélo si es un dlgebra de Post
trivalente y completa.
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5 CAPITULO IV

5.1 Algebras libres

En esta seccién vamos a determinar el dlgebra de Lukasiewicz L, con un nimero finito
n de generadores libres y a probar que el nimero de elementos de este dlgebra estd dado
por:

N(L,) = 2% 3" -%.

Definicién 5.1.1 Dado un nimero cardinal o > 0 diremos que L es un dlgebra de
Eukasiewicz con o generadores libres, si

L1) L contiene un subconjunto G de cardinal o tal que SL(G) = L,

L2) Toda aplicaccién f : G — L', donde L' es un dlgebra de Lukasiewicz arbitraria, se
puede prolongar a un homomorfismo hy, necesariamente dnico, de L en L'

En estas condiciones diremos que G es un conjunto de generadores libres de L y un dlgebra
de Lukasiewicz se dice libre si tiene un conjunto de generadores libres. Para poner en
evidencia el nimero cardinal o notaremos L = L.

Como la nocién de slgebra de Lukasiewicz est4 definida por medio de igualdades, sabemos
por un resultado de Garret Birkhoff [12], que existe y es tinica (a menos de isomorfismos)
el 4lgebra de Lukasiewicz L, con un conjunto de generadores libres G = {¢:}ier de cardi-
nal dado a.

Vamos a estudiar las algebras L,, donde m es un nimero natural > 1, esto es
G= {glag%" . ,gn}'

5.2 Determinacién del dlgebra de Lukasiewicz L, con n genera-
dores libres

Los siguientes resultados fueron indicados por A. Monteiro en 1966, [59], y las demostra-
ciones recién fueron publicadas en 1998 [64].

Ya vimos que si L es un algebra de Lukasiewicz, no trivial, entonces L es isomorfa a una

subdlgebra de
I oM

MeM(L)
y que si el conjunto M(L) es finito entonces L =[] L/M. Vamos a demostrar que el
MeM(L)
conjunto M(L,) es finito de donde resultara que el conjunto de sus filtros primos es finito,
v sabemos que este conjunto determina L,. Por el Lema 4.1.4 si M € M(Ly) entonces
L,/M =2Bé L, /M = T. Identificando algebras isomorfas tenemos que L,/M = B 6
L,/M=T

Sea M un sistema deductivo maximal de L, y has el homomorfismo natural de L,, sobre el
&lgebra cociente L, /M. Como G = {g1,92,---,0n} s €l conjunto de generadores libres de
Ly, y hay es el epimorfismo de L, en L, /M, entonces por el Lema 3.2.8, h um{G) es un con-
junto de generadores de L,/M. El epimorfismo hy determina una aplicacién fdeGenT,
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precisamente la restriccion, g, de ha al conjunto G, esto es f(g) = hu(g) = hat(g),
cualquiera que sea g € G. Luego como L,/M =T 6 L,/M = B, tenemos que f : G — T.
Pongamos por definicién: /(M) = by, luego ¢ : M(Ly,) — TC. Recifprocamente, si f
es una aplicacién de G en T, entonces existe uno y sélo un homomorfismo hy de L, en
T que prolonga f. Sea M = Nuc (hy). Es claro que hy y f coinciden sobre G y por lo
tanto la restriccién de hy al conjunto G es una funcién de G en T que coincide con f,
luego ¥(Nuc (hs)) = f, lo que prueba que la funcién v es suryectiva. Esto ya muestra
que el conjunto M(L,) es finito, pero vamos a probar que existe una correspondencia
biunivoca entre los sistemas deductivos maximales de L,, y las aplicaciones de G en T.
En efecto, sean My y M, dos sistemas deductivos maximales de L, y hyy, @ Ly — Ln/M;
Y hat, © Ln — Ly /M; los respectivos homomorfismos naturales. Sean f; y f2 las restric-
ciones de hyy, y hag,, respectivamente, al conjunto G, luego fi : G — T, fo: G — T.
Supongamos que ¥{(M;) = ¥(Ms) esto es que fi(g) = fa(g), cualquiera que sea g € G.
Luego, hag, (g) = fi(g) = f2(9) = hap(g). La funcién f; = f; admite una dnica extension
a L, y como hy, y ha, son extensiones de f, entonces hyy, () = hag, (), cualquiera que
sea ¢ € L,. Por lo tanto My = M.

Acabamos asi de probar que existen tantos sistemas deductivos maximales como aplica-
ciones de G en T. El ntimero de aplicaciones de G en T es 3" y por lo tanto existen 3"
sistemas deductivos maximales distintos en L,,, esto es 3" filtros primos minimos distintos.
Determinemos el ntimero de sistemas deductivos maximales M, tales que L,/M = B. En
este caso, el homomorfismo natural hy; aplica L, sobre B y por lo tanto la restriccién f
de Ay a G es una aplicacién de G en B= {0,1}.

El ntdmero de tales aplicaciones es, evidentemente, 2". Veamos que el conjunto de estos
sistemas deductivos maximales de L,, coincide con el conjunto de los ultrafiltros de L,,.
En efecto, sea M un sistema deductivo maximal de L, tal que (1) L,/M = By
h : L, — B el homomorfismo natural. Sea U un ultrafiltro tal que (2) M C U. En
el Corolario 3.5.2 probamos que M = ¢ (U) luego ~ M = (U.

Sea § = MU~ M = M UCU. Vamos a demostrar que S es una subdlgebra de L, que
contiene a G. En efecto:

(I) GC S. Sea g € G, si g€ M entonces g € S. Si g ¢ M entonces por (1) hp(g) =0
y por lo tanto hpy(~ g) =~ hpu(g) = 1 luego ~ g € M y en consecuencia
geE~ MCS.

(II}) S es una subalgebra. Sea s € S luego s € M 6 s € ~ M. En el primer caso
~ 8E~ M C S. En el segundo s =~ m donde m € M luego~ s=me M CS.
Sean s,t € 3, luego podemos tener los siguientes casos (a) s,t € M, (b) s,t e~ My
(c)se M,te~ M.

(a) En este caso como M es un filtro, sAt€e M C S

(b) s =~ my conmy € M yt=~ myconmy€ M, luego sAt =~ (m3Vmy)y
como M es un filtro, m; € M y m; < my V my tenemos que my Vmg € M y por lo
tanto sAt € ~ M.

(c)t=~ mconmé€ M, luego sAt=8sA~ m=~ (~ sVm). Comom €& M,
m <~ sVmy M es un filtro tenemos que ~ sV m € M y en consecuencia
sAt e~ M.

Para demostrar que S es una subdlgebra sdlo nos falta demostrar que::
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(II1) S verifica “Si s € S entonces Vs € S.”

Para ello vamos a demostrar en primer lugar que B(L,) N (U \ M) = §. En efecto
si existiera b € B(Ly,) N (U \ M) entonces (d) b € B(L), (e} b e Uy (f) b ¢
M. Sabemos que si b es un elemento booleano de un &lgebra de Lukasiewicz, su
complemento booleano es precisamente ~ b (ver [17], [74]), luego de (d) resulta que
(g) bV ~ b =1 € M. Por el Corolario 3.5.2, M es un filtro primo de Ly, luego de
(g) y (f) resulta que ~ b€ M, luego (h) be~ M = CU. De (e) y (h) se concluye
que 0 =~ bAbe& U, absurdo.

De B(L,) N (U \ M) = 0 resulta que B(L,) C LU\ M) = CUUM =S, yen
consecuencia se verifica (III).

Por lo tanto como S es una subélgebra de L,, que contiene a los generadores de L,, tenemos
que § = L,, esto es MUCU = MU (U \ M)UCU y por lo tanto U\ M C M UCU, luego

U\M = (U\M)n(MUTU) = (MUCU)n(MULU) = (UntMnU)u(UNCMNLU) =0

De U\ M =  resulta que U C M y como M C U tenemos finalmente que M=Uyen
consecuencia M es un ultrafiltro.

Recfprocamente, si un ultrafiltro M es un sistema deductivo, entonces M es un un sistema
deductivo maximal. En efecto si M' es un sistema deductivo tal que M C M’ C L,
entonces M’ serfa un filtro propio que contiene a M como parte propia lo que contradice
que M es un ultrafiltro. Probemos en este caso que L,/M = B. Si L,/ M =T,y
huy es el epimorfismo natural de L, — T, entonces hy (1) = M, y existe a € L, tal
que hy(a) = c. Ademas U = hy;([c)) es un ultrafiltro de L, tal que U # M, luego
M = h3}(1) C hy}(le)) = U, absurdo. Por lo tanto L,/M = B.

Luego existen 2", sistemas deductivos maximales que son ultrafiltros y por lo tanto 3" —2"
sistemas deductivos maximales que no son ultrafiltros.

Para cada sistema deductivo maximal M que no es ultrafiltro, L,/M = T. Ademés hemos
demostrado que cada sistema deductivo maximal M estd contenido propiamente en unoy
s6lo un ultrafiltro U. Por lo tanto, el diagrama de Hasse del conjunto de todos los filtros
primos de L, es el siguiente:

oo ob il

- o ~ >
nVan

om 3nr2n

Y en consecuencia, L, es el producto cartesiano de las cadenas indicadas en el siguiente
diagrama de Hasse:

r
\
4
\

De donde resulta finalmente
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N(L,) = 22" .33"-2"

El diagrama de L, fue indicado en el Ejemplo 2.3.2.

R. Cignoli y A. Monteiro indicaron una construccién geométrica de las dlgebras de Luka-
siewicz con un conjunto arbitrario de generadores libres [57], que serd expuesta en el
capitulo VL

L. Monteiro, A. Figallo y A. Ziliani [85], indicaron una construccién de las 4lgebras de
Lukasiewicz con un conjunto ordenado de generadores libres.

5.3 Algebras de Moisil con un nimero finito de generadores
libres

Las 4lgebras de Lukasiewicz trivalentes con eje, ver seccién 2.3, fueron introducidas por
Gr. M. Moisil [44]. A estas dlgebras A. Monteiro denominé élgebras de Moisil trivalentes
o algebras de Moisil.

Es claro que si L, L’ son 4lgebras de Moisil, e eseje de Ly h : L — L’ es un homomorfismo
entonces h(e) es un eje de h(L).

Si L es un 4lgebra de Moisil notaremos con SM(X) la subalgebra de Moisil de L generada
por X. Claramente si L es un élgebra de Moisil y e su eje entonces, SM(X) = SL{XU{e}).

Como la nocién de ilgebra de Moisil se puede definir por medio de igualdades, sabemos
por un resultado de Garret Birkhoff [12], que existe y es dnica (a menos de isomorfismos)
el 4lgebra de Moisil M, con un conjunto de generadores libres G = {g;}ic; de cardinal
dado a.

Representemos con M, el dlgebra de Moisil con un conjunto G = {91,92,---,9n} de
generadores libres.

5.4 Determinacién del algebra de Moisil M, con n generadores
libres

Para ello vamos a seguir, en general el método indicado en el parrafo 5.1.
Vimos que si L es un algebra de Lukasiewicz, no trivial, entonces L es isomorfa a una

subalgebra de
II o
DeM(L)

y que si el conjunto M(L) es finito entonces L= [[ L/D.

DEM(L)
Sabemos que si D € M(M,) entonces M,,/D = B 6 M,/D = T. Identificando algebras
isomorfas tenemos que L,/M =B 6 L,/M =T

Sea M;(M,) = {D € M(M,) : M,/D = B} y My(M,)) = {D € M(M,) : M,/D =T}.

Si D € M(M,) sea hp el homomorfismo natural de M, sobre el 4lgebra cociente M, /D.
El homomorfismo hp determina una aplicacién f de G en B, precisamente la restriccion,
hp, de hy al conjunto G, esto es f(g) = hp(g) = hp(g), cualquiera que sea g € G.
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Pongamos por definicién: 94 (D) = hp,, luego 91 : Mi(M,) — B€. Reciprocamente, si
f es una aplicacién de G en B, entonces existe uno y sélo un homomorfismo hy de M, en
B que prolonga f. Como hf(M,) = SL(h;(G)) y la Gnica subélgebra de B es la propia
B entonces hs(M,) = B, esto es h; es un epimorfismo. Sea M = Nuc (hy). Es claro que
hs y f coinciden sobre G y por lo tanto la restriccién de hy al conjunto G es una funcién
de G en B que coincide con f, luego ¢4 (Nuc (hs)) = f, lo que prueba que la funcién 9,
es suryectiva. Vamos a probar que 1 es biunivoca. En efecto, sean Dy, Dy € M, (M,,),
my : M, — M,/Dy y my : M,, = M, /D, los respectivos homomorfismos naturales. Sean
fi ¥ fo las restricciones de m; y ms respectivamente, al conjunto G, luego f; : G — B,

fQZG—ﬁB.

Supongamos que 3, (D;) = 11(D2) esto es que fi(g) = fa(g), cualquiera que sea g € G.
Luego, m1(g) = fi(g9) = f2(g) = ma(g). La funcién f; = f» admite una tnica extension a
M, y como m, y mp, son extensiones de f, entonces my(x) = ma(z), cualquiera que sea
z € M,. Por lo tanto D; = Ds.

Acabamos asi de probar que el nimero de elementos de My{M,) es igual al nimero de
funciones de G en B, y sabemos que este nimero es igual a 2.

En forma ansloga si D € Ma(M,) y m es el homomorfismo natural de M, sobre el
algebra cociente M,/D = T, entonces el homomorfismo m determina en este caso una
aplicacién f de G en T, precisamente la restriccién, myg de m al conjunto G, esto es
f(g) = myc(g) = m(g), cualquiera que sea g € G. Poniendo por definicién: YD) =
mg,entonces 1y : Ma(My,) — TC. Reciprocamente, si f es una aplicacién de G en T,
entonces existe uno y sélo un homomorfismo hy de M, en T que prolonga f. Como
hs(M,) = SM(hs(G)) = SL(hs(G) U {c}) v la tnica subdlgebra de T que contiene al
centro de T es la propia T entonces hs(M,) = T. Del mismo modo que el anterior se
concluye que 1, establece una biyeccién entre My(M,) y el conjunto de todas las funciones
de G en T y sabemos que este conjunto tiene 3" elementos.

Acabamos asi de probar que:
M, =B¥ x T,

por lo tanto el nimero, N(M,) de elementos de M, es:

N(M,) = 27" .33

Una determinacién del dlgebra de Moisil M(a) con un conjunto G de generadores libres
de cardinal o fué indicada por A. Monteiro, antes de 1976 (ver [78]), pero sus resultados
solamente fueron publicadas en 1998, [64]. Vamos a indicar los mismos donde hemos
introducido pequefias modificaciones, siguiendo nuestros resultados publicados en [78].
Sea e el eje de M(a) y pongamos B(a) = M(a)/F(~ Ve), P(a) = M(c)/F(Ve).
Entonces L. Monteiro probé, ver parrafo 4.3, que:

M(a) = B(a) x P(a),
y que ademés que
e B{a) es un algebra de Boole,

e B(a) es isomorfa a B = {z € M(a): z <~ Ve},
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e P(a) es un algebra de Lukasiewicz con centro,
e P(a) es isomorfa a C ={z € M(a) : z < Ve},
o h(z) = (zA ~ Ve,z AVe) es un isomorfismo de M(a) en B(a) x P(a).

Dado = € M(c) se verifica sin dificultad que hi(z) = zA ~ Ve es un epimorfismo de
M(a) en B(a).

Vamos a probar que B(a) es un algebra de Boole con un conjunto de generadores libres
de cardinal .

Si M es un 4lgebra de Moisily X € M notaremos con SM(X) la subélgebra de Moisil
de M generada por X.

Sea B* un 4lgebra de Boole con un conjunto de generadores libres G* de cardinal @. Como
G y G* tienen el mismo cardinal existe una biyeccién f : G — G*, luego como M(a) es un
4lgebra libre, f se puede extender a un tnico homomorfismo H : M(a) — B*. Como G es
un conjunto de generadores de M () entonces por el Lema 3.2.8, SM(H(G)) = H(M(e))
y como SM(H(G)) = SM(f(G)) = SM(G*) = B" resulta que H es un epimorfismo.

(I) La restriccién de hy al conjunto G es inyectiva.

Fn ofecto sean g, g € G tales que hy(g) = hi(g') esto es gA ~ Ve = g A ~ Ve, luego

H(g/\NVe)=H(g'/\~Ve),

esto es

H(g)A ~VH(e) = H(g') A ~ VH(e).

Como H es un homomorfismo, transforma el eje e de M(a) en el eje de B que como
sabemos es el elemento 0, luego tenemos que

H(g) A ~ V0 = H(g) A ~ V0,

esto es
H(g) = H(J)
y como H es una extensién de f tenemos
flg)=£(g)

de donde resulta por ser f inyectiva que g = g'. Luego de (I) resulta que el subconjunto
hi(G) = Gp de B(a) tiene el mismo cardinal que G. Ademds como h, es suryectiva, por
el Lema 3.2.8, SM(m(G)) = l(M(a)) = B(a).

Vamos a probar que Gp es un conjunto de generadores libres de B(a). Para ello sea Aun
4lgebra de Boole, f': Gp — Ay fr = flohy, luego f1 es una funcién de G en Ay como
M(a) es un élgebra libre, f1 se puede extender a un homomorfismo Hy : M(a) — A.
Observemos que:

(I1) Nuc (h1) € Nuc (Hy).

En efecto si by (x) = 1 esto es 1 =z A ~ Ve entonces

1= Hl(.'L'/\ ~ VC) = H](x) N~ VH;\(C) = Hl(a:) A~V0= H](.’B) Al = H](.’B)

De (II) resulta por resultados de la teoria de homomorfismos, ver Lema 3.2.6, que existe
un dnico homomorfismo H; : B (o) — A tal que Hyohy = Hi.
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(I11) Ha(g') = f'(¢’) para todo ¢’ € Gp.

En efecto dado ¢ € Gg = M (G), existe g € G tal que hi(g) = ¢’ luego Hy(¢") =
Hy(ha(g)) = (Haz 0 ha)(g) = Hi(9) = fi(g) = (f' o m)(g) = f'(h(9)) = F'(¢)-

Acabamos asi de probar que B(a) es un 4lgebra de Boole con un conjunto G de gener-
adores libres de cardinal igual al cardinal o de G.

De un modo anélogo se prueba que

e La transformacién ha(z) = & A Ve es un epimorfismo de M(c) en P(a),
e hy(G) = G¢ es un conjunto de cardinal o,

e G¢ es un conjunto de generadores libres del dlgebra centrada P(a), esto es del
4lgebra de Post, de orden 3, P(a).

Del resultado precedente resulta que M(n) es isomorfa al producto cartesiano del 4lgebra
de Boole con n generadores libres por el dlgebra de Post con n generadores libres luego
M(n) = B¥ x T*" y en consecuencia

N(M,) = 22".3%"

como ya habfamos indicado anteriormente.
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6 CAPITULO V

Vamos a indicar como se construyen todos los epimorfismos entre dlgebras de Lukasiewicz
finitas y a determinar su nimero (L. Monteiro (2003) [83]).

6.1 Imagenes homomérﬁcés de un algebra de Boole finita

Si B y B’ son algebras de Boole, notaremos con Hom(B, B') (Epi(B, B)) el conjunto de
todos los homomorfismos (epimorfismos) de B en B'. Notaremos con By, un élgebra de
Boole con n dtomos, donde n € Z, n > 0. Sib € By, y V' € B, sea Epi®)(B,,, B,) =
{h € Epi(Bum, Bn) : h(b) = b'}.

Con A(B,) notaremos el conjunto de los dtomos de B, y si b € By \ {0} notaremos
A(b) = {a € A(B,) :a < b}.

Dadas B, ¥ Bn, si m < n entonces Epi(By,, By) = .

Es bien conocido que si f : A(B,) — A(B,,) entonces la funcién h; : B,, — B, definida
por '

hy(x) = \/{a € A(B,) : f(a) < x},

verifica:

A1) hy € Hom(By, By),

A3) hy es suryectivo siy solo si f es inyectiva, (92, 93],

(

(A2) Siue A(B,,) entonces hy(a) =0 siy solosia ¢ f(A(B,)),
( ‘

(

A4) Iy es inyectivo sty solo si f es suryectiva 92, 93).

Si h € Epi(B,,, B,) cutonces dado b € A(B,) sabemos que [b) es wn ultrafiltro de B,
y que B7H([D)) es un ultrafiltro de By, luego h=H([b) = [a) con a € A(B,,). Ademas
Nuc(h) C la). Sea f: A(Byn) — A(B,,) definida por f(a) = b, entonces f es inyectiva y
]l,f = /.

Ademds existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto FI(A(B,), A(Bm)) de
todas las funciones invectivas de A(B,) cn A(B,,) y ¢l conjunto Epi(B,,, B,). Para cllo
basta considerar la funcion ®(f) = hy.

Si X es un conjunto finito notaremos con N [X] su ndmero de elementos.

Pongamos por definicion

m)
Vien = (m —mn)!

0, st m < n.

sim>n

b

Entonces:
J\T [EZ)%(B’IYI 5 B7I )] = ‘/;n,’n-

Lema 6.1.1 Sea h € Epi(B,, By) donde m > n > 1 entonces
(A5) Sia € A(By,), entonces h{a) =0 ¢ h(a) € A(Bn),

(A6) Sibe A(B,), entonces existe un nico a € A(B,,), tal que h(a) = b,
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(A7) Si h es inyectivo entonces h(a) € A(B,), cualquiera que sea a € A(Bp,).

El item (A6) del lema precedente fué demostrado por M. Abad y L. Monteiro en [2], y los
items (A5) y (A7) por los mismos autores en [7]. Una demostracién diferente fué indicada
por L. Monteiro y A. Kremer en [88].

Otra forma de demostrar lo anterior es la siguiente. Sean m > n > 1. Si h € Epi(By,, B,)
sabemos que el dlgebra cociente B,,/Nuc (h) es isomorfa a B,, y como By es finita
Nuc(h) = [z), con z € B,,. Ademés By, /[z) = (x] luego N[(z]] = N[B,] = 2". A.
Monteiro demostrd, [81] que si B es un dlgebra de Boole y F' un filtro de B entonces toda
clase de equivalencia médulo F es coordinable con F. Por lo tanto N[(z]].t = N[B,,] esto
es 2".t = 2™ y por lo tanto t = 2™, Luego dado ¥’ € B, ¢l conjunto {b € B,, : h(b) =V}
tiene 2M™~" elementos.

Si B, es una imagen homomérfica de B,, entonces existe & € B,, tal que (x] = B, y en
consecuencia z es supremo de n dtomos de B,,. Existen (',',') elementos de B,, que son
supremo de n dtomos de B,,. Sea F, el conjunto de todas las secciones superiores [%)
donde z es supremo de n dtomos de B,,. Notaremos con Aut(B,) cl conjunto de todos los
automorfismos del dlgebra de Boole B,,. Si v € Aut(B,) cntonces v ¢s en particular una
biyeccion de A(B,,) y por el item (A7) del Lema 6.1.1, o transforma atomos en dtomos
de B, y claramente existen n! biyecciones de A(B,), luego N[Aut(B,)] = nl.

Si h € Epi(Bupy, By) cntonces Nuc (h) € F,. Sea 3 : Epi(By, B,) — F, definida por
A(h) = Nuc(h). Es claro que si « € Aut(B,) cntonces « o h € Epi(B,,, B,). Dado
() € F, consideremos F71((x]), lucgo N[~ ((x])] = n!y por lo tanto '11.!.('{)') =Vin =
N[Epi(By,, B..)].

Sib€ Bpn\{0} yh € Epi(By,, B,) cntonces h(b) = 06 h(b) # 0. Si b’ = h(b) = 0 entonces
el namero de elementos de Epi(b’())(B,,,_, B,) ¢s igual al nimero de funciones inyectivas de

A(By) en A(B.,) \ A(b) esto es:
N{Epi"(Bm, Bu)] = Vin-v14@)n:

v si b = h(b) £ 0, [77) entonces

N{Epi®" (B, Bn)] = Vinn — Vin-NiA@) -
Dados b€ B,, y &' € B, \ {0} entonces h;(b) =¥ siy solosi f(A(b)) C A(b), lucgo

N[Epi®) (B, Bn)] = Viviaeyvaw)i-Vin-NAG)n-NAG);

Si b # 0 entonces h(b) = 0 si y solo si f(A(B,)) C A(Bn) \ A(D).
Lema 6.1.2 Sim > n, h € Epi®")(B,,, B,), dondeb € B,,\{0}, b € B,\{0'} entonces:
(A8) Sia e A(b) y h(a) # 0 entonces h(a) € A(V).
(A9) Sia¢ A(b) y h(a) # 0 entonces h(a) & A(b').

Dem. Sia € A(b) esto es a < b entonces h(a) < h(b) = V' luego si hia) # 0,
h(a) € A(B,) y por lo tanto h{a) € A(V).
Supongamos que h{a) < b = h(b) luego h(a) = h{a) A h(b) = h(a Ab), por lo tanto
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a=a Ab (méd. Nuc(h)). Como B, es finita Nuc (h) = [f) con f € B,y por lo tanto
(WaAnf=aAbAnf De0<anf<ayact A(B,) resulta que (2) a A f=a 6 (3)
a A f = 0. Siocurre (2) entonces por (1) tenemos que a = a Ab A f < b, absurdo. Si
ocurre (3), como h(f) =1 tenemos que 0 = hO0) = hia A f) =h(a) ANR(f)=a N1=aq,
absurdo. Luego h(a) < V. ' [ |

De (A3) y el Lema 6.1.2 resulta que si h € Epi(B, B,) entonces f = ®~1(h) verifica:

(C1) f € IM(A(Bn), A(Bm)),
(C2) fLAQ®)) < AD),
(C3) fA(=V)) € A(=b)-

Si h € Hom(Bm, B,,) entonces (1) S = h(By,) es una subdlgebra de B, y por lo tanto (2)
h(Bm) = Biconl1<t<nym2t Sea A(S) = {s1,52,.-.,5(}

De (1) y (2) resulta que h € Epi(By, S) entonces a g = d~1(h) € IM(A(S), A(Bm)) ¥
(3) hg=h.

Como {A(s1), A(s2),.--,A(s)} es una particion de A(B,) entonces si b € A(B,) existe
i1 <i<ttal que b€ A(s;), esto es b < s;.

Definamos una funcién f : A(B,) — A(B,) del siguiente modo: f (b) = g(s;) siy solo si
b € A(s;). Claramente si alguno de los conjuntos A(s;) tiene més de un elemento, f no
cs inyectiva. Observemos que de acuerdo con Ja definicién de f se tiene que f(A(Bn)) =
g(A(S)). POr (A1) by = @(f) € Hom(Bm, B,). Veamos que hy = h. Por (3) es suficiente
probar que h, = h, y para cllo que hip(a) = h,(a) para todo a € A(By). Sia € fLA(S))
csto es a = f(b) con b € A(S), pero por definicedn F(b) = g(s;) con b € A(s;). Luego
hp(a) = s,y hy(a) =s;. Sia g f(A(S)) entonces he(a) =0y hy(a) = 0.

Si m < n tenemos que N[Epi(By,, By)) =0,y sih € Hom(B,y,, By) entonces h(By,) ¢s
una subdleebra boolcana de B, tal que 1T < N[A(H(B,))] <m < n.

Es bien conocido que las subdlgebras hoolcanas de B, se corresponden biyectivamente con
las particiones del conjunto A(B.,), vy que el mimero de subalgebras de B, con f atomos

1<t <nes
=1

S (=1 ="
P(n.t) = =0

t!
Por lo tanto si S es una subdlgebra de B,, con t atomos donde 1 < t < m < n cntonces
existen Vi, epimorfismos de By, en S, luego sim < n

N[Hom(Bm, Bn)] = > P(1,t).Vin
t=1
Observemos que si m > n entonces
n-—1
N{[Hom(Bm, B,)] = N[Epi(Bum, B)| + > P(n,t).N[Epi(Bm, B)] =
t=1

n—1

Vi + > P(10,1).Vine

=1



Algebras de Lukasiewicz Trivalentes 105

6.2

Imagenes homomodrficas de un algebra de Lukasiewicz

Sea L un algebra de Lukasiewicz finita, entonces

(T)
(B)
(P)

(E)

L=B' xT* donde jkeZ j>0,k>0.
Sij =k =0 entonces L es trivial, esto es tiene un solo elemento,
Sij>1, k=0 entonces L es un dlgebra de Boole con j dtomos,

Si j =0, k > 1 entonces L es un algebra con centro y B(L) es un algebra de Boole
con k dtomos,

Sij > 1, k > 1 entonces L es un dlgebra de Lukasiewicz con eje, que no es un
algebra de Boole ni un algebra con centro. El eje es la (j + k)-upla

e=(0,0,....0,¢,...,¢)
———— e —

Por lo tanto

. B(L) es un dlgebra de Boole con j + A dtomos, cuyos clementos son

([)1,[)2,... b bj.l,...,[)J}k),

LGB

donde b; =0€e B ={0,1} paal <i<jyb e{0,1} C Tparaj+1<i<j+h.
Dado b € B(L) scan

JO)y={i:by=1,1<i<j}, y Kb)={i:b=1j+1<i<j+hk},

luego 0 < N[J(b)] < jy 0 < N[K(b)] < k.

Si 7 y k£ no son similtaneamente nulos entonces L es un algebra de Lukasiewicz finita no
trivial. Sabemos que las imdgenes homomorficas de L estan determinadas por los filtros
[b) donde b € B(L), y que el dlgebra cociente L/[b) es isomorfa al dlgebra de Lukasiewicz
(b = {zx € L: 2z <b}. Luego como B(L) tiene 2/ % clementos: (C) existen 2/"* imdgenes
homomérficas de L. |

(B)

(P)

(E)

Sij > 1, k=0, entonces L tiene 2/ imagenes homomérficas, que son algebras de
Boole.

Sij =0, k> 1, entonces L tiene 2 imigenes homomérficas, que son dlgebras con
centro.

Sij>1, k> 1, entonces L tiene 27** imigenes homomérficas, que son algebras

con eje.

(E1) Si N[K(b)] = 0, entonces (b = BNVl por lo tanto hay (), 0 < ji < j
imégenes homomoérficas de L que son dlgebras de Boole con j; atomos, y en to-
tal tenemos 2/ imagenes homomérficas que son algebras de Boole. Observemos
que si N[J(b)] =0, entonces L/[b) es un dlgebra trivial.
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(E2) Si N[J(b)] = 0, entonces (b] = TNE®! por lo tanto hay (), 0 < ki < K
imagenes homomorficas L' de L que son élgebras con centro tales que B(L')
es un algebra de Boole con k; atomos, y en total tenemos 2% imégenes ho-

momérficas que son 4lgebras con centro. Observemos que si N[K(b)] = 0,
entonces L/[b) es un lgebra trivial, que coincide con el algebra trivial indica-
da en (E1). '

(E3)Si1<j=NJO]<jylshk= N[K(b)] < k, entonces L/[b) = (b] =
BNU®) % TNIKO) es yna imagen homomérfica con eje, que no es un dlgebra
de Boole ni un algebra con centro.

Por lo tanto el nimero de estas imagenes homomorficas es:

o - 1)2 ()= -ne-y

Como cn uno de los casos (E1) y (E2) obtenemos una misma imagen ho-
momérfica, ¢l dlgebra trivial, si j > 1y k > 1, en total tenemos:

o4 (2= 1) (2 1) (P —1) =2 4 (2 1)1+ (P 1) =2 (2 1)Y=
o (1428 1) =2 .2F =27"F,

imagenes homomorficas lo que habiamos determinado en (C).

6.3 Epimorfismos

Si Ly L' son dlgebras de Lukasiewicz, notaremos con Epi(L, L") ¢l conjunto de todos los
epimorfismos de L en L.

Lema 6.3.1 Si L y L' son dlgebras de Lukasicwicz con ejes ¢ y € respectivamente y
H € Epi(L, L") entonces H(e) =¢'. Si h = Hp,) entonces h € EpitVY)(B(L), B(L").

Dem. (1) AH(e) = H(Ae) = H(0) =0

Sea y € L', lucgo como H es suryectiva existe x € L tal que H (z) =y, luego (2) Vy =
VH(z) = H(Vz) < HAz vVe) = H(Az) V H(Ve) = AH(z) VVH(e) = AyV VH(e).
De (1) y (2) resulta que H(e) es eje de L' y como el eje es unico H(e)=¢€'.

Ademés h(Ve) = H(Ve) = VH{e) = Ve'. [

El sicuiente lema generaliza los resultados de L. Monteiro [71, 77] y el lema 4.1 de L.
Monteiro, M. Abad, S. Savini y J. Sewald [87).

Lema 6.3.2 Si L y L' son dlgebras de Lukasiewicz con ejes e y e’ respectivamente y
h € Epitve¥e)(B(L), B(L')) entonces la transformacion H : L — L' definida por
H(z) = (h(Az) V') AR(Vz) verifica (1) H es una extension de h, (I1) H € Epi(L, L"),
y (II1) H es la tnica extensiot de h.
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Dem. (I) En efecto sib € B(L) entonces Ab = Vb = b, luego:
H(b) = (h(Ab) V e') Ah(Vb) = (h(b) Ve) Ah(b) = h(b).

(la) H(x Ay) = (h(A(x Ay) Ve) ANr(Ve Ay) = (h(Az AAy) Ve) AR(Ve AVYy) =
(Az) Ah(Ay)) Ve') AR(Vz) AR(Vy) = ((h(Az) Ve') A(h(Ay) Ve') AW(Vx) AR(Vy) =
(Az) Ve') Ah(Vz) A (R(Ay) Ve) ANh(Vy) = H(z) ANH(y).

(h

(n

(IIb) Como H extiende a hy Vi € B(L) entonces (1) H(Vz) = (V).

(2) VH(z) = V((h(Ax) Ve') ANh(Vz)) = (Vh(Az) VVe') AVA(Vi) =

(h(Az) v Ve') A R(Vz). Como Vi < Ax V Ve, Vi,Ax,Ve,Az V Ve € B(L),
Vz < Az VVey h es un homomorfismo booleano que verifica h(Ve) = Ve’ tenemos ue
(3) h(Vz) < h{(Az Vv Ve) = h(Az) V h(Ve) = h{(Az) vV Ve'. De (2) y (3) resulta que
(4) VH(z) = h(Vz). De (1) y (4) resulta VH(z) = H(Vx).
(

1Ic) Por definicion (5) H(~ z) = (Rh(A ~ ) V &) A h(V ~ 1), luego

AH(~z) = (h{(A ~2) VAe) AWV ~z) = (WA ~x) VO) AWV ~ux) =

WA ~x) AWV ~x) =h(A~ux),y

VH(~ux)=(WMA ~x) VVe) AWV ~x) = (A ~x) VI(Ve) ANV ~ 1) =

(WA~ VVe) AV ~ux))ycomoV ~x <A~z V Ve tenemos que:

(6) VH(~ x) = IV ~ x). Como h es un cpimorfismo booleano, entonces si b € B(L)

tenemos que (7) h(~ b) =~ h(b), luego ~ H(x) = (~ h(Ax) A ~ )V ~ h(Vr) =

(W~ Ax)N ~¢') V h(~ Vi), y por lo tanto:

(8) A ~ H(x) = (A~ Ax) NA ~ ') VAW~ Vi) =

(h(~ Ax) AN ~ V') Vh(~ Vi) = (~ WMAz) N ~ h(Ve))V ~ h(Vr)
[h(Ax) VE(Ve)) AW(Ve)] =~ h((Ax VVe)AVE) =~ (V) =

y(9) V~H(x)=(Vh(~Azr) AV ~¢') VVh(~ Vi) =

(h(~ Az) A ~ Ac') V h(~ Vi) = (I~ Ax) A ~0) V h{~ Vi) = h(~ Ax) VI~ Vi) =

h(~ Az) = h(V ~ ).

De (5) y (8) resulta (10) AH(~ ) = A ~ H(x) y de (6) y (9) resulta (11) VH(~ 2) =

V ~ H(x). De (10) y (11) resulta por ¢l principio de determinacion de Moisil que se

verifica H(~ ) =~ H(x).

(IId) Dado y € L' entonces y = (Ay Ve') A Vy, como Vy, Ay € B(L') y h ecs un
epimorfismo bhooleano existen by, by € B(L) tales que h(b) = Ay y h(bz) = Vy. Sean
by = by Nby € B(L), by = by Vb, € B(L) yw = (bg Ve) Aby € L. Luego Ax =
(Abg \% Ae) A Ab4 = (bg vV 0) A b4 = bg A b»l = b;; = bl A bg, Y Vi = (Vb& \% V(’) A Vb,l.
Luego h(Axz) = h(by Aby) = h(b)) ANh(by) =Ay ANVy =Ay,y

WVz) = h((Vby V Ve) A Vby) = (h(Vbs) V h(Ve)) A (Vb)) = (Ay v Ve)) AVy) y
como Vy < Ay V Ve’ tenemos que h(Vz) = Vy, luego H(x) = (h(Az) Ve') A(Vz) =
(Ay Ve') AVy =y, lo que prueba que H es suryectiva.

(IIT) Si H' € Epi(L, L") verifica H'(b) = h(b) para todo b € B(L) entonces

(_N Vi) = h(A ~ ),

H'(z) = (AH'(z) Ve') AVH'(z) = (H'(Az) Ve') NH' (Vi) =
(h(Az) V') ANh(Vz) = H(z).
|

Corolario 6.3.1 Si L y L' son dlgebras de Lukasiewicz centradas cuyos centros som ¢ y
¢ respectivamente y h € Epi(B(L), B(L')) entonces la funcion H : L — L' definida por
H(z) = (h(Az) V') ANR(Vz) es ul tinico epimorfismo de L en L' que extiende a h.
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Dem. Basta observar que todo centro es un eje del dlgebra y que h(Ve) =h(l) =1 =
Ve |

Lema 6.3.3 §i L y L' son dlgebras de Lukasiewicz con ejes e y € respectivamente, en-
tonces los conjuntos Epi(L, L") y Epi¢"«¥¢)(B(L), B(L")) son coordinables.

Dem. Sih e EpiVe¥<)(B(L), B(L')), entonces por el Lema 6.3.2, la funcion:
H(z) = (h(Az) V') Ah(Vz)

verifica H € Epi(L,L'). Si ponemos d(h) = H, entonces por el Lema 6.3.2, (III) 4 es una
funcion.

Si H € Epi(L, L) por el Lema 6.3.1, tenemos que h = Hip(1) € EpiVeVe)(B(L), B(L'))
v por el Lema 6.3.2 la extensién de h a L es el epimorfismo H, luego & (h) = H, lo que
prucha que § es suryectiva.

Si b B € Epit™=V¢)(B(L), B(L')) son tales que h 7 h' entonces existe b € B(L) tal que
h(b) # k'(b). Si Hy H' son los homomorfismos extensién de h y k' respectivamente
entonces H(b) = h(b) # h'(b) = H'(b), luego § es inyectiva. |

~

Scan L y L' algebras de Lukasiewicz finitas, no triviales, luego L = B x TF v L' =
B x T*. donde j,k,j', k' > 1. Probamos que H € Epi(L,L') si y solo si h = Hip(1) €
EpiS=Y<)(B(L), B(L)) lucgo f = ®'(h) FI(A(B(L)), A(B(L))) debe verificar las condi-

ciones (C2) y (C3) indicadas anteriormente, esto es
FIA(VE) C A(Ve) vy fIA(~ V) € A(~ Ve). (1)
Lucgo como N[A(Ve)] = k, NJA(Ve)] =K, N[A(B(L)) \ A(Ve)] = j y NIAB(L))\
A(Ve)] = j' para que ¢l conjunto de las funciones inyectivas de A(B(L')) en A(B(L))
que verifican (1) sea no vacio ¢s necesario y suficiente que k > £y j > j'. Entonces por
lo visto precedentemente:
N{Epi(L, )] = NEpi=S)(B(L), B(L'))} = Visr - Vi )

Observemos (ue:

. , . ~ 1
e Si L v L' son algebras con centro ¢ y ¢ respectivamente, esto ¢s L=Tky [/ =Tk
entonces

N|Epi(L, L)) = N[Epi""(B(L), B(L))] = N[Epi(B(L), B(L))] =
VNaBL)NABEY) = Vik-
» Si Ly L' son algebras de Boole, esto es L = Bi y L' = B’ entonces
N(Epi(L, L)) = N[Epi®®)(B(L), B(L'))] = N(Epi(B(L), B(L'))] =

VNIABL)LNIABELY) = Vigr
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Si L es un algebra de Lukasiewicz finita, no trivial, sea P(L) el conjunto de sus elementos
primos y ¢ : P(L) — P(L) la transformacién de Birula-Rasiowa [14] . Si L’ es un dlgebra
de Lukasiewicz finita, no trivial, una tuncién f : P(L') — P(L) se dice una H-funcién, (8|
si f es biunfvoca y verifica f(Vp') = V£(p'), f(o(p')) = ¢(f(¢')). M. Abad y A. Figallo [8]
probaron que existe una biyeccién entre las H-funciones y el conjunto Epi(L, L'}, donde
aparentemente L y L' son dlgebras de Lukasiewicz con eje que no son dlgebras de Boole ni
slgebras con centro. El niimero de elementos de Epi(L, ') determinado por estos autores
coincide con el que indicamos en (2).

Claramente es mas dificil construir H-funciones, que funciones inyectivas de .A(B,) en
A(B,,) que verifican las condiciones indicadas en (1).

Observacion 6.3.1 Si L = BY x T*, sea b € B(L) tal que 1 < N[Jb)] = ji < Jj ¥
1 < N[K(b)] =k, < k. Supongamos por ejemplo que
b=(1,1,...,1,0,0,...0,1,1,...,1,0,0,...,0). (1)
N— —

jl k]
~
-~

J k

Luego el conjunto (b] tiene 291 351 elementos. Sabemos que (b] es un dlgebra de Lukasiewicz
y que L/[b) = (b]. Ademds (b] tiene por eje al elemento

e =(0,0,...0,¢,0,....¢,0,0,...,0), (2)
J C 1
~—
luego
Ve = (0,0,...0,1,1,...,1,0,0,...,0). (3)
~ \/_"'/\ ~
J R ki
*
Si . € (b] entonces
o= (r, T, .., 2,,0,0, .0,y Uk 0,0, ,0) (4)
y %

y como la negacidn en (b],, (ver seccion 8.6)estd dada por ~ x =~ x N b tenemos que

%a;:(le,w:Ez,...,N:rj;,(),O,...O,Nthy-z,...,Nykl,O,(),.‘.,O) (5)
M ¥
luego
%Ve'z(1,1,...,1,0,0,...0,0,0,...,0). (6)
SN——— —_—
J1 k
7

Si x € (b] entonces por lo indicado en la seccion 4.3

Lf[b) = (b] = (b)/[~ Ve') x (8)/[Ve)
donde (b]/[~ Ve') es un dlgebra de Boole y (b]/[Ve') es un dlgebra de Lukasiewicz con
centro. Como (b]/[~ Ve') = (= Ve, y (b]/[Ve') = (Ve') tenemos que N[(~ Ve']] = 27

y N[(Ve]] =35, luego
L/[p) = B/ x T,
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Lema 6.3.4 Si L y L' son dlgebras de Lukasiewicz, H : L — L' un homomorfismo y
h = Hp(1) entonces: L. Monteiro [77]

1) H(B(L)) C B(L') y h: B(L) — B(L') es un homomorfismo booleano,

3

(
(2
( B(L') C H(L) entonces h es un epimorfismo de B(L) en B(L'),
(

)
) H queda univocamente determinado por h,
) S
) S

4 H(L) € B(L') entonces h = H,p( verifica h(Az) = h(Vz) para todo x € L.
Reczpmcamente, st g B(L) — B(L') es un homomorfismo booleano que verifica
9(Ax) = ¢g(Vz) para todo = € L, entonces g se extiende a un iUnico homomorfismo

H:L— L tal que H(L) C B(L),

(9) Si L tiene eje e, entonces H(L) C B(L') siy sdlo st H(e) =0. Sig: B(L) — B(L")
es un homomorfismo booleano que verifica g(Ve) = 0, g se extiende a un nico

homomorfismo H : L — L' tal que H(L) C B(L'),

(6) Si L' es un dlgebra con centro ¢, todo homomorfismo booleano g : B(L) — B(L') se
crtiende a un dnico homomorfismo H : L — L.

Dein.
(1) Es una consccucncia inmediata de las propiedades de los homomorfismos.

(2) Si Hy H' son homomorfismos de L en L' tales que b = Hyp(p,y = H(,;(L) = I/ ecntonces
(1) AH(x) = H(Ax) = h(Axz) = W(Ax) = H'(Ax) = AH'(x), y andlogamente
(2) VH(x) = VH'(x). De (1) y (2) se deduce por ¢l principio de determinacion de
Moisil que H = H'.

(3) Dado ¢ € B(L') como B(L') € H(L) entonces ¥ = H(x) con x € L, lucgo
Ax € B(L)y h(Aw) =H(Aw)=AH(x) = Al =V,

(4) Si H(L) C B(L') cutonces AH(x) = H(x) = VH(x) cualquicra que sca = € L,
lego (Ax) = H(Ax) = AH(x) = H(x) = VH(x) = H(Vzx) = (V).
Sig: B(L) — B(L') ¢s un homomorfismo booleano que verifica g(Ax) = g(Vx) para
todo & € L, pongamos por definicion H(x) = g(Ax), para todo 2 € L. De acuerdo
con esta definicion H(x) € B(L'), cualquiera que sea = € L, luego H(L) C B(L').
Ademas, si b € B(L) entonces H(b) = g(Ab) = g(b). Finalmente probemos que H
es un homomorfismo. '
H(z Vy) =g(Ax Vy)) = g(Az V Ay) = g(Az) V g(Ay) = H(z) V H(y).
H(Vz) = ¢(AVz) = g(Va) = H(z) = VH(z).
H(~ 7) = g(A ~ @) = g(~ Va) =~ (V) =~ H(z).
Si H': L — L' es un homomorfismo extensién de g que verifica (1) H'(L) C B(L)
entonces H'(Ax) = g(Azx) = H(x) luego AH'(z) = H(z) y como por (1) H'(z) €
B(L') tenemos que H'(z) = H(z).

(5) Sabemos que 2 = (Az V e) A Vz, cualquiera que sea x € L, luego si H(e) = 0
entonces H(r) = (H(Az) VH(e)) NAH(Vz) = H(Az) NH(Vz) = H(Az) € B(L) y
por lo tanto H(L) C B(L'). Reciprocamente, como H(e) € H(L) C B(L') tenemos
que AH(e) = H(e) luego H(e) = AH(e) = H(Ae) = H(0) = 0. Observemos que
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en este caso h(Ve) = H(Ve) = VH(e) =0.

Sig: B(L) — B(L') es un homomorfismo booleano tal que g(Ve) = 0, como
Vz < Az V Ve, para todo = € L entonces g(Vz) < g(Ax) V g(Ve) = g(Ax), luego
como g(Az) < g(Vz) tenemos que g(Az) = g(Vz) para todo = € L. Luego por (4)
g se extiende a un tinico homomorfismo H : L — L' tal que H(L) C B(L').

(6) El homomorfismo H se define por H(z) = (9(Ax) V') Ag(Vz). (L. Monteiro [71]).
La unicidad también fué probada por L. Monteiro, [75]. Si F' es un homomorfismo
de L en L' que extiende a h entonces F(x) = (AF(z) V) AVE(z) =
(F(Az) V') AF(Vz) = (h(Az) V') AR(Vz) = H(x).

El lema 4.1 indicado en [87] es un caso particular del lema precedente.

Lema 6.3.5 Si L y L' son dlgebras de Eukasiewicz con ejes ¢ y ' respectivamente,
h e Epit¥>VYB(L),B(L")) y H € Epi(L,L') es el epimorfismo extension de h entonces:

(a) v € Nuc(H)={re L:H(x)=1} =
Ax, Vi € Nuc(h)=1{be B(L): h(x) =1},

(b) Si hy,hy € EpiS-Y“NB(L),B(L)) y H\,Hy € Epi(L, L") son los epimorfimos

extension de hy y hy respectivamente entonces:

Nuc (hy) = Nuc (hy) <= Nuc(H;) = Nuc(H,).

Dem.
(a) x € Nuc(H) += H(z) =1, luego h(Ax) = H(Ax) = AH(x) = 1y
h(Vz) = H(Vz) = VH(z) =1 esto es Ax, Vi € Nuc (h).
— Si Az, Vi € Nue (h), esto es h(Ax) = h(Vx) = 1 entonces
H(x) = (h(Az) V) ANR(Ve)=(1 V) Al=1
(b) - Siz € Nuc(H,) entonces por (a) tenemos que:

Az, Vi € Nuc(hy) = (por hipétesis) = Nuc (hy) luego por (a) x € Nuc (Hy).

~ Si b € Nuc(h,) entonces Ab = Vb = b € Nuc (h), luego por (a):
b € Nuc (H,) = (por hipétesis) = Nuc (Hy) luego por (a) b= Ab=
Vb € Nuc (hy).

Lema 6.3.6 Si L y L' son dlgebras de Lukasiewicz con ejes e y e’ respectivamente, ¥

h € EpitV>Ve)(B(L), B(L')) entonces el epimorfismo extensidn H verifica:
(a) Si Az =0 entonces H(z) < e y (b) H(z) =0 <= h(Vz)=0.

Dem. (a) H(z) = (h(Az) V&) Ah(Vz) = (h(0) V) An(Vz) = (0 Ve) ArVz) =
e ANh(Vz) <.

(b) Si H(x) = 0 entonces h(Vz) = H(Vz) = VH(z) = VO = 0. Si h(Vz) = 0, luego
H(z) = (h(Az) V') Ah(Vz) = (h(Az) Ve') X0 =0. |
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6.4 Extension de homomorfismos

En 1965 A. Monteiro [56], indicé un teorema sobre extensién de homomorfismos entre
4lgebras de Boole, que generaliza resultados de R. Sikorski [91]. Utilizando estos resul-
tados de A. Monteiro, en 1970 L. Monteiro [75] estableci6 resultados similares para las
4lgebras de Lukasiewicz.

Lema 6.4.1 Para que una funcidn h de un dlgebra de Lukasiewicz L en un dlgebra de
FLukasiewicz L' sea un homomorfismo es necesario y suficiente que se verifiquen :

e 1(0) =0, h(l) =1,
o h(z Ay) =h(z) A(y), h(z Vy)="h(z)Vh(y),
o W(Az) = Ah(z), h(Vz) = Vh(z).

Definicién 6.4.1 Una funcién d de un dlgebra de Lukasiewicz L en un dlgebra de Luka-
siewicz L' se dice un semihomomorfismo si

(D1) d(1) =1,
(D2) d(x Vy) =d(x) Vd(y),
(D3) d(Va) = Vd(x). .

Lema 6.4.2 Sid es un semihomomorfismo de un dlgebra de Lukasicwicz L en un dlgcbra
de Lukasicwicz L' entonces

(P1) Siw <y entonces d(x) < d(y),

P2) d(Ax) < d(x),

~d(r) < d(~ &),

Teorcina 6.4.1 Si L es un dlgebra de Lukasicwicz , S una subdlgebra de L, C un dlgebra
de Lukasicwicz inyectiva, d un semihomomorfismo de L en C, h un homomorfismo deS
en C tal que (D) h(s) < d(s) para todo s € S, entonces ewiste un homomorfismo H de L
en C tal que (1) H prolonga a h; (II) H(x) < d(z) para todo = € L.

Teorema 6.4.2 Si d es un semihomomorfismo de un dlgebra de Lukasiewicz L en un
dlgebra de Lukasiewicz inyectiva C y si ag € L\ {0} entonces eriste un homomorfismo
H de L en C tal que:

(1) H(vao) = d(Va,(,).,
(2) H(x) < d(z) cualquiera que sea x € L.
L. Monteiro utilizé los resultados indicados en este trabajo [75], en su Tesis Doctoral [76],

para establecer un teorema de representacién funcional de las dlgebras de Lukasiewicz
monadicas, similar al indicado por P. Halmos [34] para las dlgebras de Boole monddicas.
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6.5 Construccion de las algebras de Boole libres a
partir de las algebras de Lukasiewicz trivalentes libres

Los siguientes resultados de A. Monteiro, recien se publicaron en 1995 en los Informes
Técnicos Internos del INMABB, nimero 42. En 1996 fueron publicados en las Notas de
Légica Matemaética 40, [63].

Observacién 6.5.1 Si L es un dlgebra de Lukasiewicz, X C B(L), notaremos con Fp(X)
al filtro del dlgebra de Boole B(L) generado por el conjunto X. Es claro que Fp(X) =
F(X)Nn B(L).

Sea L = L(c) el dlgebra de Lukasiewicz con un conjunto G = {g; : ¢ € I'} de generadores
libres de cardinal o, VG = {Vy; : i € I} y F = Fg(VG). Consideremos el dlgebra de
Boole cociente B = B(L)/F y representemos por Cg(b), la clase de equivalencia de B(L),
que contiene al clemento b € B(L). Entonces:

Teorema 6.5.1 B = B(L)/F es un dlgebra de Boole que tiene por generadores libres los
elementos Cp(Ay,), i € I, y el cardinal del conjunto G* = {Cp(Ag;) - i € I} es igual a
(X.

Demn.  Probemos que:

I) F ¢s un filtro propio de B(L).
proj

Si F = B(L), cutonces 0 € F, y por ¢l Lema 3.1.10 resulta gue existen elementos
Vi, Vi, ..., Vg, € VG tales que:

n 14

0 ='/\ Vg, = V(/\ gi.), v por lo tanto : /\ gi, = 0.
k=1

kel kool
Sea f la transformacion de G en el dlgebra de Lukasiewicz T = {0, ¢, 1}, definida por:
flg:)) =1, paratodoi e

entonces existe un homomorfismo h de £ en T que prolonga f y en consecuencia:

n

0= h(0) = (A 9:) = A\ hlge) = A Flgn) =1

k=1
Esta contradiccién prueba que F' es un filtro propio de B(L). Probemos que:

(I1) Si j,k €I, y j+#k entonces las clases de equivalencia Cg(Ayg;), Cp(Ags)

son distintas.?

En efecto supongamos que Cp(Ag;) = Cp(Agy), entonces tenemos que:

Ag; Nt =Ag, At, donde t € F. (1)

3Nota del redactor: En este pdrrafo, a partir de este punto, cambié las demostraciones por otras mas
simples.
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Consideremos la transformacién f de G en el dlgebra de Lukasiewicz T, indicada en el
Ejemplo 2.2.1, definida por:

¢ si 1=k
f(gi):{ , 1e1.
1 si 15k

Esta transformacién se puede prolongar a un homomorfismo h de £ en T, que verifica:
h(Vg:) = Vh(g:) = Vf(g:) =1, paratodo i €l (2)

Sea D = h™'(1) el nicleo del homomorfismo h, luego Vyg; € D, para todo ¢ € I, y por lo
tanto por el Lema 3.1.10, tenemos

F = Fp(VG) C D. (3)

De la definicién de f resulta f(gs) = ¢ y como por hipétesis j # k, entonces f (g;) =1,
luego

W(Ag) = Ah(gy) = Af(g;) = Al =1 (4)

h(Age) = Ah(ge) = Af(gr) = Ae) = 0. (5)

De (1) deduciinos que:
W(Ag; Nt) = h(Dgr A1),

csto ¢s

AL{g;) A R(t) = Ah(gr) A D(t).

Lucgo por (4) y (9):
h(t) = 1A R(t) =0 AD(t) = 0. (6)

Como t € F entonces por (3), tenemos que h(t) = 1, lo que contradice (6). Esta con-
tradiccion prueba que se verifica (II). Luego podemos afirmar:

El conjunto G* = {Cp(Ag;) 1% € I'} tienc el cardinal o

Sea ¢ el homomorfismo booleano natural de B(£) sobre B = B(L)/F, estoessib € B(L)
entonces p(b) = Cp(b). Por ¢l Lema 3.2.8 el homomorfismo ¢ transforma cada conjunto
de generadores de B(L) en un conjunto de generadores de B = B(L)/F. Por el Corolario
2.11.2 sabemos que B(L) = SB(AG U VG), luego:

{Cp(Ag): i€I} U {Cp(Vg): i€}

es un conjunto de generadores de B = B(L)/F. Pero como, para todo i € I, la clase de
equivalencia Cg(Vg;) = Cp(1) = F es el dltimo elemento de B = B(L)/F, no necesi-
tamos considerarla un generador, y podemos entonces afirmar que G* es un conjunto de
generadores de B = B(L)/F.

(III) Toda aplicacién f' del conjunto G* C B en el édlgebra de Boole B = {0, 1} C T, se
puede extender a un homomorfismo booleano i’ de B = B(L)/F en B.




Algebras de Lukasiewicz Trivalentes 115

Comnsideremos la aplicacién f de G en T definida por las siguientes condiciones:

NS si f'(Cp(Agi)) =1
Flg:) = {c si f'(Cp(Agi)) = 0.

En consecuencia tenemos:

Vf(g:) =1 para todo i€ [ (7)
’ 7'(Cs(Agi))
_J1 si f'(Cp(Agi)) =1
Ay = {o si f/(Ca(Bg)) =0
esto es:
Af(g) = f(Cp(Ag:)), para todo i € I. (8)

La aplicacién f de G en T, se puede prolongar a un homomorfismo H de £ en T. Luego
por (7) tenemos:

H(Vg)) =VH(y:) =Vf(g) =1 (9)

El ntcleco N = H7!(1) de este homomorfismo es un sistema deductivo de £, y por (9)
tenemos VG C N, luecgo F(VG) C N, y por lo tanto de acuerdo a lo indicado en la

Obscrvacion 6.5.1,
F=F;(VG)=F(VG)NB(L)C NNB(L)C N,

luego

H(F) = {1}. (10)

Por el Lema 3.2.8 sabemos que el homomorfismo H transforina clementos booleanos de £
en elementos booleanos de T, y como B(T) = {0, 1}, entonces tenemos que H(B(L)) =

{0,1}.

Sea h la restriccién de H al conjunto B(L), entonces podemos afirmar que h es un homo-
morfismo booleano de B(L) sobre B(T) = {0,1} C T, y por (10) tenemos h(F) = {1}.
Observemos que

“Si xz,y € B(L), = € Cp(y), entonces h(zx)= h(y)".
En efecto, como z € Cg(y) tenemos: =z Ad=yAd, donde d€ F, luego
h(z) =h(z)ANl=h(zANd)=h(yAd) =h(y) A1 =h(y).

Del resultado precedente resulta que si para cada x € B(L), definimos h'(Cg(z)) = h(x),
entonces h' es una funcién de B = B(L)/F sobre B(T). Es facil probar que h’ es un
homomorfismo booleano. Vamos a probar que h' prolonga f’, esto es que:

P'(Ce(Agi)) = f(Cs(Agi)), para todoi € I.
Usando (8) tenemos que:

W(Cp(Ag:)) = h(Ag) = H(Ag:) = AH(g:) = Af(g:) = f/(Cr(Ags))-
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Probemos ahora que G* es un conjunto de generadores libres de B = B(L)/F.

(IV) Toda aplicacién f del conjunto G* en un 4lgebra de Boole Boole A, se puede
prolongar a un homomorfismo booleano de B = B(L)/F en A.

Si A tiene un tnico elemento, es evidente que se verifica (IV). Si el dlgebra de Boole A es
isomorfa al algebra de Boole {0,1} entonces de (III) resulta que se verifica (IV).
Supongamos ahora que A tiene més de un elemento y que A no es simple, entonces es bien
conocido que A es isomorfa a una subélgebra de Boole A’ del dlgebra de Boole P = I1 A4;
jeJ
donde A; = A/M;, y {M; : j € J} es el conjunto de todos los filtros maximales de
A. Ademés sabemos que A; = {0,1} para todo j € J. Si (z;)jes € P sabemos que la
t-projeccién de P sobre A, t € J, estd dada por II; ((azj)jeJ) = Iy.
Sea «a el isomorfismo de Aen A’y f* = ao f luego f*: G* — A’, y si g* € G* entonces
(g") = ¢ = (gj)jes- Sea f; =10 f*, j € J. Entonces f; : G* — A; ~{0,1} luego por
(I11) cada f; puede extenderse a un homomorfismo booleano h; de B = B(L)/F sobre
A;.
Sca h la funcién de B = B(L)/F en P definida por h(z) = (h; (z)),c,- Es evidente que
h es un homomorfismo booleano. Probemos h prolonga f*. En efecto:
M) = (s (6" = (5 (Do = (0 (G (6 Wyes = (1 (9),)) ., =
(95)jes = 9" = f7(¢"), cualquicra que sea g* € G™.
Como h(G*) = f*(G*) C A" entonces o' (h(G*)) € a=!(4") = A. Como a~ by hoson
homomosfismos cutonces o=! o I es un homomorfismo de B = B(L)/F cn A. Trobemos
que o' o b s una extension de f. En cfecto (a7 o B)(g*) = o7 (M(g*)) = o7 (f(97)) =

o (oo ) (9) = T(g"). n

Nota del redactor: En ¢l caso en que G es finito y N[G] = n € N, sabemos que:
N[£] = 22" x 3% 2" y que N[B(L£)] = 2", Por los resultados precedentes

» 2'”
N[B(L)/F3(VG)] =2°.
Por otro lado sabemos que todas las clases de equivalencia (inoédulo F(VG) ) de B(L)
tiene ¢l mismo nmimero de clementos, luego:

NBW) _ 2

2" = N|B(L)/Fp(VG)] = N[Fp(VG)] N[Fp(VG)]

Esto prucba que el nimero de elementos de cada clase de equivalencia es: 2*"~%".

6.6 Representacion de un dlgebra de Lukasiewicz por un algebra
de Lukasiewicz de conjuntos.

Dada un 4lgebra de Lukasiewicz L, sea E = P(L) y para cada = € L pongamos S(z) =
{P € E:z¢c P}, entonces la transformacién S, que se denomina la transformacion de
Stone, es una funcién de L en el conjunto P(E) = 2%, de todas las partes de E. Sabemos
que (2%,M,U,(, E) es un lgebra de Boole y por los resultados de Stone sobre reticulados
distributivos que:
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zAy)=S8(z) N S(y)

b

(4) S(zVy)=5(x) U Sy),
y que el reticulado distributivo L es isomorfo a L' = S(L).

Los siguientes resultados de A. Monteiro, que fueron expuestos en un Seminario dictado
en 1966 [59] solamente fueron publicados en 1996 [63].

Para cada X € 2%, pongamos ~ X = [y(X), donde ¢ indica la transformacion de
Birula-Rasiowa (ver parrafo 3.5). Como ¢ es una biyeccion de E, entonces:

(5) @(CX) = Cp(X), para todo X € 2F.

(6) (X NY) =¢(X)Ne(Y), cualesquicra que scan X.Y € 27

(7) (X UY) =¢(X)Up(Y), cualesquicra que sean X, Y € 27,

Por la teoria de las dlgebras de De Morgan, ver por cjemplo [14], [66], es bien conocido
ques:
Lema 6.6.1 Si X, Y € 2 entonces:

8) ~~X =X,

(9) ~(XNY)=~ XU ~Y,

(10) ~E=10

) ~
)
(11) S(~ ) =~ S(x), cualquiera que sea x € L.

Como (28,n,U, E) es un reticulado distributivo con primer elemento § y 1ltimo elemento
E, entonces por (8), (9) y (10) el sistema (2¥,N,U, ~, E) es un algebra de De Morgan
y por (11) resulta que (L' = S(L),N,U,~,E) es una subalgebra de De Morgan de 27,
y como L’ es un reticulado isomorfo a L entonces L y L' son algebras de De Morgan
Isomortas.

Consideremos el operador V definido sobre 2¥ por:
(i) VP =90,
(i) V{P} = {P, o(P)}, para todo P € 2F.
(i) Si Cc X CE, VX = PUYV{P}.
€/

Por lo indicado en el Ejemplo 2.8.1 sabemos que (2¥,V) es un élgebra de Boole monédica
y que VX = X U o(X).

Si X = {P} donde P € E, notaremos VP en vez de V{P}. Observemos ademds que
Vyo(P) =VP.

Vamos a probar ahora que en L' el operador V verifica los axiomas L6, L7 y L8 (ver
péarrafo 2.1).
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L6) ~ X UVX = E, cualquiera que sea X e 2F.
~ XUVX =Cp(X)UXUp(X)=E.

L7) ~ X N X =~ X NVX, cualquiera que sea X € 25,
X AVX = Lo(X) N (X Up(X)) = X NCp(X) =~ X NX.

Lema 6.6.2 VS(Vx) = 8(Vz), cualquiera que sea T € L.

Dem. Siz € L, entonces Vz € Ly por lo tanto S(Vz) € L' = S(L). Como (2F V)
es un 4lgebra de Boole monédica tenemos que S (Vz) C VS(Vz). Sea P € VS (Vo) =

U vQ= U {Q »(Q)} Entonces existe Q € S(Vz) tal que P € {Q,9(Q)}, lo

QeS(Va) QeS(Vr)

que equivale a decir que existe (*) @ € S(Vz) tal que: (1) P=0, 0 (2) P =¢(Q). En
el primer caso tenemos que P € S(Vz). Si se verifica (2), supongamos que o(@Q)=P¢
S(Vz), esto es Vo & P = ©(Q) = L ~ Q entonces Vz € ~ Q, luego ~ Vz € Q, y por el
Lema 3.5.1 (b), Vz ¢ Q, lo que contradice (¥). [ |

Lema 6.6.3 VS(z) = S(Vx), cualquicra que sea v € L.

Dewm. Como x < Vau, entonces S(x) € 8 (V), luego teniendo en cuenta que el operador
W es monotono v ¢l Lema 6.6.2: V(S(x)) CVS(Vi) = S(Vi).

Sea P € S(Vi), esto cs (i) Vo € I Como L es cn particular un dlgebra de Kleene,
sabemos (ue @(P) es comparable con I7. Supongamnos que (ii) p() € P. Por el Lema
3.1.12 tenemos que (iil) PN B(L) € F(V D), luego de (i) ¢ (iil) resulta (iv), V& € F(VDP).
De (i) resulta por el Lema 3.5.7 que (v) F(VDP) = o(I), lucgo por (iv) y (v) tenemos
(vi) Vi € (D). Por (i) tencmos que Q) = @(P) verifica Q C P = o) = »(Q)
luego como Vi € p(Q) = I resulta por el Lema 3.5.6 que « € o(Q) = Iy por lo tanto
D e 8(x) CVS(x), entonces I € VS ().

Si P C (), como Vi € I’, entonces por ¢l Lema 3.5.6 tencmos @ € p(), esto es
2(D) € S(a), lnego {p(I), I} = V(D) CVS(x), luego P € VS (). |

Lema 6.6.4 L8) V(X NY) =VX NVY, cualesquicra que scan X, YeL =5(L).

Daein. Sean X.Y € L', lucgo X = S(z), e Y = S(y), donde 2,y € L. Lucgo
V(X NY)=V(S(x) NS(y) =V(S(x A y) =S(V(x Ay)) =S(Va AVy) =
S(Vx) NS(Vy) =VS(x) NVS(y) =VX NVY. |

Como (L' =S8(L), E,~, N, U) es un dlgebra de De Morgan, donde V verifica L6, L7y L8
deducimos que (L' = S(L), E,~,V,N,U) es un lgebra de Lukasiewicz y como Ly L' son
algebras de De Morgan isomortas, por el Lema 6.6.2, resulta que L'y L' son dlgebras de
Lukasiewicz isomortas.

Vamos a probar una serie de resultados que seran utilizados en el parrafo 6.7.

En el dlgebra de Boole monddica (2E,V) el cuantificador universal se define por:
AX = [V (X, paratodo X C E.

Lema 6.6.5 5S¢ X C E entonces:

(1) VCX =V ~ X.
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(2) ACX =A ~ X.

Dem. (1) V~ X =Vlp(X) = Cp(X) Upo(X)) = ¢(CX) U bp(p(X)) =
o(CX)UCX = VLX.
(2) A~ X =0VE ~ X = (por (1)) =V~~ X =(VX = AlX. u

Corolario 6.6.1 Si X € L' entonces VOX € L'

Dem. Si X € L/, entonces como L' es una subalgebra de De Morgan del lgebra de
De Morgan 2F tenemos que ~ X € L. Luego como L’ es un dlgebra de Lukasiewicz
V~Xel.

Por el Lema 6.6.5, VOX =V ~ X, y por lo tanto tenemos que VOX € L. |

Lema 6.6.6 Si X C E entonces A X =X Ng(X)=~V~ X.
Dem. AX =CVCX =C(CX U £ (CX)) = XNCp(CX)) = X Np(CLX) = X Ne(X).

AX =C0VEX = (X Up(CX) =Cp(X Up(CX)) =~ (CXUplX)) =~ (VLX) =
~V~ X ' u

Corolario 6.6.2 51 X C E entoncesVX =~ A ~ X.

Dem. ~ A ~ X = (por el Lema 6.6.6) =~~V ~~ X =VX. |
Corolario 6.6.3 Si X € L' entonces AX € L.

Dem. Si X € L entonces ~ X € L, luego V ~ X € L', y en consecuencia
~WV ~ X € L'. Lucgo por ¢l Lema 6.6.6, AX € L. [ ]

Corolario 6.6.4 Si X € L' entonces ACX € L',

Dem. Si X € L/, entonces ~ X € L', entonces por el Corolario 6.6.3, A ~ X € LI/,
luego por el Lema 6.6.5, 2) : ALX € L. |

Lema 6.6.7 Cualesquiera que sean X,Y € L', se tiene:
(1) V(XUY)=VXUVY.
(2) A(XUY)=AXUAY.

(38) A(XNY)=AXNAY.

Dem. Como (2€,V) es un dlgebra de Boole monddica es bien conocido que se verifican
(1) v (3), cualesquiera que sea X,Y € 2%.

Como (L', V) es un &lgebra de Lukasiewicz cuyo operador de necesidad es por el Lema
6.6.6, A entonces si X,Y € L' se verifica (2). ||

Lema 6.6.8 Si X, Y € L' entonces V(X NLY)=(AXNV~Y)UNVXNA~Y)=
VXNV~ YNAXU~Y).
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Dem. V(X NCY) = (por definicién)

(XNCY)Up(XNCY)=(XNEY)U (p(X)Ne(lY)) =

(X U(X)n (LY UplY)Nn (X UelY))n (e(X)UlY) = (por definicién) =
VX NVEY N (X UelY)N (X UeplY)) = (por Lemas 6.6.5(1) y 6.6.6) =
VXNV ~YNA(XUpCLY)) = (por definicién de la negacién ~) =
VXNV ~Y NA(XU ~Y).

Como X,~Y € L' entonces A(XU ~Y)=AXUA ~Y, luego

V(XNLY)=VXNV~YN(AXUA ~Y)=(AXNV ~Y)UNVXNA ~Y).
|
Corolario 6.6.5 Si X,Y € L' entonces V(X NCY) € L.

Dem. Por hipétesis: (1) X € L', y (2) Y € L. De (1) deducimos (3) VX € L. De (2)
resulta (4) ~Y € L' y por lo tanto (5) V ~Y € L.

De (1) y (4) resulta (5) XU ~ Y € L', luego por el Corolario 6.6.3: (6) A(XU ~Y) e L.
De (3), (5) v (6) resulta, por el Lema 6.6.8 que V(X NCY) € L. |

6.7 Caracter universal de la construcciéon £ de las algebras de
Lukasiewicz.

Si (M, 3) es un dlgebra de Boole monddica. Vimos en el parrafo 2.10 que a partir de M,
mediante la construceion £, se obticne un dlgebra de Lukasiewics £(M). (A. Montciro,
[60], L. Monteiro, [68].) Vamos a demostrar ¢l siguiente resultado de A. Monteiro que
fuera expuesto en un Seminario dictado en 1966 [59] y solamente publicado en 1996 [63].

Teorcma 6.7.1 Dada un dlgebra de Lukasiewicz L, caiste un dlgebra de Boole monddica
M tal que L{(M) ¢s isomorfa a L. ver ([61], pag 206), [80].

Es bien conocido que:

Lema 6.7.1 Si A e¢s un dlgebra de Boole y R un subreticulado de A, tal que 0,1 € IR,
entonces la subdlgebra booleana de A generada por R, es ([90], pag. 74):

SB(R)={reA:x= \/(y,; A —z;), donde y;, z; € R}.

=1

Sca L un 4lgebra de Lukasiewicz, no trivial, y E = P(L), el conjunto de todos los filtros
primos de L, vimos en el parrafo 6.6 que (2¥,V) es un édlgebra de Boole monddica, y que
L ¢s isomorfa al dlgebra de Lukasiewicz L' = S(L) C 2%, donde S es la transformacion
de Stone. Como L' es un subreticulado del dlgebra de Boole 28,y 0, E € L', entonces

SB(L)={X €2”: X = J(v;n(Z), donde Vi, Z; € L'}.

i=1

Vamos a probar que: (SB(L'),V) es una subdlgebra monddica del dlgebra de Boole
monddica (2F V).
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Lema 6.7.2 St X € SB(L') entonces VX € L.

Dem. Si X € SB(L'), entonces X = |J(V;NCZ;) donde Y;, Z; € L', luego VX =

i=1

v(Jvin(z)) = U V(Y n(Z). Como por el Corolario 6.6.5, V(Y; NLZ;) € L', para
i=1 i=1
todo 4, 1<i<mn,y L esun subreticulado de 2% tenemos que VX € L. [ |

Corolario 6.7.1 (SB(L'),V) es una subdlgebra monddica del dlgebra de Boole monddica

(28, V).
Dem. En efecto, si X € SB(L'), entonces por el Lema 6.7.2, VX € L' C SB(L'). &
Corolario 6.7.2 V(SB(L')) = A(SB(L")) C L'.

Dem. Como SB(L') es un algebra de Boole monddica, ¢s bien conocido que

V(SB(L')) = A(SB(L")), y por el Lema 6.7.2, V(SB(L')) C L". ]

Si X, Y € 2% entonces, ver parrafo 2.10, si definimos X UY = AXUY U(XNALY) y
XNY =vVXNYn(XUuVlY), en [68] probamos, que:

Lema 6.7.3 Si X, Y € 2%, entonces
(1) V(XUY)=VXUVWVY.
(2) V(XNY)=VXNVY.
(3) A(XUY)=AXUAY.
(4) A(XNY)=AXNAY.
Lema 6.7.4 51 X, Y € L' entonces XUY € L.

Dem. Por el Corolario 6.6.3, AX € L', y por el Corolario 6.6.4, ACY € L', luego
como X UY = AXUY U (XNACLY) y L' es un algebra de Lukasiewicz, tenemos que
AXUYU(XNACY)e L. |

Lema 6.7.5 Si X, Y € I’ entonces A(XNLY)=A(XN ~Y)=AXNA ~Y.

Dem. A(XnN LY)=AX n ALY = (por Lema6.6.5 (2)) =
AX N A~Y =AXN~Y). m

Consideremos la relacién de congruencia “=" definida sobre SB(L'), (ver parrafo 2.10)
del siguiente modo:

X, YeSB(L), X=Y siysdlosi VX =VY y AX =AY,

Si X € SB(L') notaremos C(X)={Y € SB(L'): Y = X}
Sea L(SB(L')) = SB(L')/ =, entonces A. Monteiro, [60], L. \/Iontelro [68], probaron
que:
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Lema 6.7.6 (£(SB(L')),C(E),~,V,N,U) es un dlgebra de Lukasiewicz, donde los ope-
radores estin definidos por ~ C(X) = C(CX), VC(X) = C(VX), C(X)NC(Y) =
C(XNY)yC(X)uC(y)=C(Xuy).

Vamos a probar que £L(SB(L')) y L son 4lgebras de Lukasiewicz isomorfas.
Lema 6.7.7 Si X, Y e L' yX =Y entonces X =Y.

Dem. De X.Y € L', resulta por ser (L', V) un 4lgebra de Lukasiewicz que VX,VY € L'
y por el Corolario 6.6.3 AX,AY € L'. Por hipotesis VX = VY, AX = AY, y como
V y A son los operadores de posibilidad y de necesidad del algebra de Luka,swvvlcz L,
entonces por el principio de determinacién de Moisil tenemos que X = Y. n

Lema 6.7.8 Si X,Y € L' entonces existe un dnico Z € L' tal que X N Cy = Z.

Dem. Sea Z = (AXN~Y)U (X NA ~7Y), entonces es claro que Z € L.

(1) VZ =V(AXN ~Y)UV(XNA~Y) =

(AXNV~Y)U((VXNA ~Y) = (por Lema 6.6.8 (2)) =V(X N CY), y

(2) AZ = (por Lema 6.6.7 (2) = A(AXN ~Y)UA(X NA ~Y) = (Lema 6.6.7, 3)
(AXNA~Y)UAXNA~Y)=AXNA ~Y = (por Lema 6.7.5) = A(X nLY),
luego Z = X NLY.

De (1) y (2) deducimos que X NCY = Z y por el Lema 6.7.7, Z es Gnico. [ |

Lema 6.7.9 Si A,B € SB(L') entonces AUB=AUBUA(AUB).

Decin. Dor ¢l Lema 6.7.3:

V(AUBUA(AUB)) =VAUVBUVA(AUB) =VA UVBUA(AUB)=V(AUB)U
A(AUB)=V(AU B).

A(AUBUA(AUB)) = AAUABUAA(AUB) = AAUABUA(AUB) = A(AUB).
|

Corolario 6.7.3 Si A,.Be SB(L), X, Y € L' yA= X, B=Y, entonces AUB = Z,
donde Z € L'.

Dein. Vimos en ¢l Lema 6.7.9 que AUB = AUBUA(AUB). Por las hipétesis A = X,
B =Y. tencmos quc AUB = XUY yentonces ALLBUA(AUB)= X UY UA(AU
B). Finalmente observemos que como AU B € SB(L*) entonces por el Corolario 6.7.2
A(AUB) € L', luego por ¢l Lema 6.7.4, Z = X UY UA(AUB) € L' Lucgo AUB = Z,
donde Z € L. |

Lema 6.7.10 Si A € SB(L'), criste X € L' tal que A= X.

Dem. Sea A € SB(L'), entonces A = U X; donde X; =Y;n0Z;,eY;, Z, € L, para
=1
1<i<mn. Porel Lema 6.7.8, A, =W, , dondeWEL’ paral <i¢<mn.

Sin =1, entonces el lema es ev1dentemente verificado. Supongamos que 2 < n. Por el
Lema 6.7. 8 X; =Wy y Xy = Wy con Wy, W, € L', luego por el Corolario 6.7.3, tenemos
que: (1) X3 U Xe = H,, donde H; € L.

Como (2) X3 = Ws, con W3 € L' entonces de (1) y (2) resulta por el Corolario 6.7.3, que:
X; U X, U X3 = H,, donde Hy € L. Aplicando este razonamiento, n — 1 veces tenemos

que: | X; = H,_1, donde H,_1 € L', lo que termina la demostracion. [
i=1
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Lema 6.7.11 La transformacién H de L en L(SB(L")), definida por H(z) = C(S(z)),
verifica:

(1) H es biunivoca,

(2) H es suryectiva.

Dem. (1) En effecto si H(z) = H(y), esto es C(S(x)) = C(S(y)), entonces S(z) = S(y),
y como S(z),S(y) € S(L) = L', entonces por el Lema 6.7.7, S(x) = S(y), y como S es
biunivoca resulta que = = y.

(2) En efecto dado C(A) € L(SB(L')), donde A € SB(L'), por el Lema 6.7.10, sabemos
que existe X € L' = S(L) tal que X = A, entonces como X = S(z), donde =z € L,
tenemos que H(z) = C(S(z)) = C(X) = C(4). |

Lema 6.7.12 La transformacion H verifica:
(3) H(x Ay) = H(x) N H(y).
(4) H(x Vy) = H(x) U H(y).
(5) H(~ ) = ~ H(x).
(6) H(Vi) = VH(z).
Dern.

(‘)() S(x)NS(y)) = (Lema 6.7.3,(2)) =

V(
VS () NVS(y) = (por Lema 6.6.4) = V(Sg:u) NS(y)).

(b) A(S(x)MS(y)) = (por Lema 6.7.3, (4)

AS(x) N AS(y) = (por Lema 6.6.7 (3)) = A(S(x) NS(y)).

e (a) y (b) resulta que S(z) N S(y) = S(x) N S(y), y entonces H(x Ay) =
((5§ /}{'()g = C(S(z) N Sy)) = CS) N SEY) = C(S(x) NCSw) =

(4) (c) V(S(z) U S(y)) = (por Lema 6.7.3 (1)) =
VS(z) UVSS(U) (por Lema 6.6.7 (1)) = V(S(z) US(y)).

(d) A(S(z) US(y)) = (por Lema 6.7.3 (3)) =
AS( ) UAS(y) = (por Lema 6.6.7 (2)) = A(S(z) US(y))
e (¢) y(d) resulta que S(z) U S(y) = S(z) U S(y), y entonces H(x V y) =
(( gfﬁ \ ?E/); = C(S(z) US(y)) = C(S(x) U S(y) = C(S(x) U C(Sy) =
(5) VS(~ z) = (por Lema 6.6.1 (11) =V ~ S( ) = (por Lema 6.6.5, (1)) =V{(z), y
AS(~ z) = (por Lema 6.6.1,(11)) = S(z) = (por Lema 6.6.5, (2)) = Al(z).

Entonces S(~ z) = [S(z) y por lo tanto H(~ z) = C(S(~ x))
~ O(S(z)) = ~ H(x).

(6) H(Vz) = C(S(Vz)) = (por Lema 6.6.3) = C(VS(z)) = (por Lema 6.7.6) =
VC(S(z)) = VH(z).
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Por el Corolario 6.7.1 M = SB(L') es un algebra de Boole monadica y por los Lemas
6.7.11 y 6.7.12 tenemos que: el algebra de Lukasiewicz L es isomorfa a L(M), lo gue
prueba el Teorema 6.7.1.

Como dijeramos anteriormente este resultado fué demostrado de un modo diferente por
L. Monteiro [80].

6.8 TUna construccién del dlgebra de Lukasiewicz con n genera-
dores libres

Sea M, el lgebra de Boole monadica con n generadores libres, es bien conocido, [35],
[79] que M, es un 4lgebra de Boole con 2" - 22"-1) 4tomos y que K(M,) es un élgebra de
Boole con 22" — 1 dtomos. Ademas la particién de los dtomos de M asociada con K(M,)
tiene (*) (2’") clases con ¢ atomos de M, 1 <@ < 2™

Sea L = L(M,), entonces por lo indicado en la Observacién 2.10.1 las élgebras de Boole
B(L) y A(M,) son isomorfas.

Sabemos que el dlgebra de Lukasiewicz L, con n generadores libres tiene 27 - 33—
clementos v que B(L,) tiene 3" atomos, luego si L = L, tendriamos que R(L) = B(L,)
luego 22" — 1 = 3", y csto solo se verifica para n. = 1. Luecgo sin > 1 tenemos que las
dlgebras de Lukasiewicz £(M,,) y L, no son isomorfas.

Veamos como podemos obtener Ly, a partir de £(M,), cuando n. > 1. Por (*) y lo indicado
cn la Observacion 4.3.2 sabemos que

L(M,) = BY x T2V =12

Si
b=(1,1,...,11,1,...,1,0,0,...,0),

Y v
Qn gn _9n
.

~
227: — =97

entonces por la Observacion 6.3.1

L‘(Mn)/[[)) = (b] o~ BZ" x T:;”_zu.

6.9 Sistema determinante de un algebra de Lukasiewicz

La demostracién de los siguientes resultados que indicamos sobre dlgebras de De Morgan
y dlgebras de Kleene se pueden ver, por ejemplo, en [66].

Si M es un algebra de De Morgan, y X C M,sea ~ X ={z € M : ~ z € X}. Si
P € P(M) entonces sabemos que p(P) = L ~ P, es una transformacién, denominada
transformacién de Birula-Rasiowa [13], [14], de P(M) en P(M), que verifica

(1) o(p(P)) =P,y (2) Si P,Q € P(M) entonces P C @ si y solo si 9(Q) C ¢(P).

Lema 6.9.1 Si P € P(M) entonces:
(1) ~2€P <= ¢ p(P), (2)~z¢P = z€¢P).
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Si K es un élgebra de Kleene, entonces se verifica que
Si P € P(K) entonces: P C ¢(P) 6 ¢(P)C P.

Representemos con P;(K) el conjunto de todos los filtros P € P(K) tales que P C o(P).
Luego P(K) C P(K).

Como toda dlgebra de Lukasiewicz L es un algebra de Kleene, entonces si b € B(L),
entonces el complemento booleano de b, que notaremos —b, es igual a ~ b, esto es —b =
~ b. La demostracién, de A. Monteiro, fue reproducida, sin ningin cambio, en [17]. Una
demonstracién mas simple fue obtenida, como se indica en [61], por L. Monteiro, [74].

Si R es un reticulado distributivo finito, no trivial, esto es con mds de un elemento,
representaremos por II = II(R) el conjunto ordenado de los elementos primos de R.

. . / . . . . N ..

Teorema 6.9.1 Si Ry R son reticulados distributivos finito, no triviales, tales que I =
/ 7 . B . ! .

II(R), IT = II(R') son conjuntos ordenados isomorfos entonces R y I son reticulados

1somorfos.

. 7 . N . . e
Dem. Seca f:II — II' un isomorfismo de orden y pongamos por definicion:

0, s =1
H(x) = .
Viflp) :pell,p<u}, siz#0

! . . . .
cntonces se prucba que H @ ! — R cs un isomorfismo de reticulado y que H(p) = f(p),
para todo p € 1L |

Corolario 6.9.1 Todo reticulado distributivo R finito, no trivial, estd determinado a
menos de 1somorfismos. por el conjunto II = II(R) de sus elementos primos.

Sea X un conjunto ordenado, un subconjunto Y de X se denomina seccién inferior
de X,siY =0 6 siverifica Siy € Y yx < y entonces x € Y. Los subconjuntos
(z] = {y € X : y < z} son secciones inferiores de X.

Representaremos por S(X) el conjunto de todas las secciones inferiores de X.

Teorema 6.9.2 Si X es un conjunto ordenado finito, existe un reticulado distributivo
finito R tal que los conjuntos ordenados X y II(R) son isomorfos. (G. Birkhoff.)

Dem. Es bien conocido que (S(X),N,U, 8, X) es un reticulado distributivo con primer
y ultimo elemento. Como X es finito entonces el reticulado distributivo S(X) también es
finito.

Se prueba sin dificultad que II(S(X)) = {(z] : € X}, y que si ponemos (z) = (z], para
todo z € X entonces 3 es un isomorfismo de orden de X en II(S(X)). |

Definicién 6.9.1 Sea X un conjunto ordenado finito. Diremos que x € X estd ligado
ay € X, st existe una sucesion finita ay, as,- -, a, de elementos de X tales que a, =
T,an, =Y, Yy a; es comparable con a;iq, 1 <4 < n— 1. Para indicar que a es comparable
con b, notaremos a || b , y para indicar que x estd ligado a y notaremos z = y.
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Siz # y z,y € X, podemos suponer que los elementos a;, 1 <1 < n, verifican
Gy —7-é g, ¢ # j) 1 S 177 S n.

Es bien conocido que la relacién = es una relacién de equivalencia definida sobre X. Sea
K(z) = {y € X : y = z} la clase de equivalencia que contiene al elemento z € X. Ob-
servemos que: Siy ¢ K(z), entonces y es incomparable con todos los elementos de K (z).
Sean K (z1), K (#2), - . . , K (24) las clases de equivalencia. Es bien conocido que los subcon-
juntos K(z;), 1 <1 < n, de X son conjuntos ordenados conexos, que podemos tambien
denominar componentes conexas de X, y que el conjunto ordenado X es la suma
cardinal de los conjuntos ordenados K(z;), 1 < < n, esto es:

X = i I\;(.’Iii).
i=1

Observemos ademads que los conjuntos K (x;) son disjuntos dos a dos, y que cada elemento
(*) a € K (z;) es incomparable con todo b € K (w;) si i # J.

Podemos suponer que los elementos z;, 1 <4 < n son elementos maximales del conjunto
ordenado X. En efecto cada K (1) es un conjunto ordenado finito, entonces exist m €
R (), m clemento maximal de K (x;). Veamos que m tambien es un elemento maximal
de X. En efecto si # € X verifica m < x, como m € K(x;), entonces por (*) m es
incomparable con todo clemento y € K(x;), 7 # % luego = € K(z;) y como m cs un
elemento maximal de K (z;) tenemos que x; = m. Esto muestra que m cs un elemento
maximal de X. Entonces podemos escribir:

X = ZI{(:I:,L-),

i=1
donde los 2, 1 <4 < n son clementos maximales del conjunto ordenado X.

Lema 6.9.2 Si R es un reticulado distributivo finito, no trivial, donde el conjunto orde-

nado I = TI(R) de sus elementos primos cs isomorfo al conjunto ordenado X = X+ Xy y

si Rii i =1,2 es un reticulado distributivo cuyo conjunto de elementos primos s isomorfo
I')

a X,;; i =1,2 entonces R c¢s isomorfo a Ry X Iy.

Si R es un reticulado distributivo finito, entonces sabemos que P € P(R) si y solo s
P=F(p)={z € R:p<x}, dondep eIl =TII(R).

Sea A un dlgebra de De Morgan, cn este caso la transformacion ¢ de Birula-Rasiowa de
P(A) en P(A), induce una transformacion ¢ de IT = II(A) en II del siguiente modo:
@(p) = ¢, sty solo si p(F(p)) = F(q)-

La transformacion 1 tiene las siguientes propiedades:

1) ¥(¢¥(p)) = p, cualquiera que sea p € I
2) p < gsiysolosi¥(g) < y¥(p), donde p,g € IL

Esto significa que v es un anti-isomorfismo del conjunto ordenado 1I sobre II de periodo
2. Diremos que el par (II(A),)) es el sistema determinante del dlgebra A.

Definicién 6.9.2 Denominaremos espacio de Birula-Rasiowa a todo par (X, ) formado
por un conjunto ordenado X y una transformacion o de X en X tal que:
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~]

1) af{a(z)) = z, caulquiera que sea x € X.
2) z <y sty solo sia(y) < a(z), donde =,y € X.

Es claro que o es una aplicacién biunivoca de X sobre X, y que el sistema determinante
de un algebra de De Morgan es un espacio de Birula—Rasiowa.

Definicién 6.9.3 Dos espacios de Birula-Rasiowa (X, ), (X', o) se dicen isomorfos si
existe un isomorfismo de orden f de X sobre X' tal que f(a(x)) = o' (f(x)) para todo
xr e X.

Teorema 6.9.3 Si (A, ~) es un dlgebra de De Morgan finita, no trivial, y si
(Il =TI(A),¢) es su sistema determinante entonces:

~z=\/{pel:y¥(p) £ x}.
50], (51), (58], 66,
Si ponemos IT, = {p € IT : p < &} entonces L. Monteiro [66] probo que:

Lema 6.9.3 Si (A, ~) es un dlgebra de De Morgan finita, no trivial, y si

~ = \/{p cll:pev(Il-1I1,)} = \/{p cpell—y(Il,)} = \/{‘t/'(q) g €I -11,}.

. ' ’ . .. ..
Teorcipa 6.9.4 Si (A, ~) y (A ,~") son dlyebras de De Morgan finitas. no triviales, tales
. . ! 1 ! . .
que sus sistemas determinantes (IT=TI(A), ), (Il = (A ), ) son espacios de Birula
. . . - ! ! . o
Rasiowa isomorfos, entonces las dlgebras de De Morgan (A, ~) y (A, ~) son isomorfas.

Corolario 6.9.2 Toda dlyebra de De Morgan. finita, no trivial, (A, ~) estd determinada,
a menos de isomorfisinos, por su sisterna determinante (I = TI(A), ¢).

El resultado precedente fué enunciado en 1960, [50] y su demostracion fué indicada
en 1962, [51], [58], [66]. Segtn sus propias palabras [61] A. Monteiro indica que la
demostracion dada en 1960 era muy complicada.

Teorema 6.9.5 Si (X, «) es un espacio de Birula -Rasiowa finito, existe un dlgebra de
De Morgan (A,~) finita, tal que su sistema determinante (II = II(A),v) es un espacio
de Birula-Rasiowa isomorfo a (X, a). [66]

Dem. Sabemos que S(X) es un reticulado distributivo tal que II(S(X)) es un conjunto
ordenado isomorfo a X. La transformacién o : X — X induce une transformacion
Y II(S(X)) — II(S(X)) del siguiente modo: ¥((x]) = (a(z)], para todo 2 € X.

Para cada seccién inferior Y de X poongamos (ver Lema 6.9.3):

~ ¥ = Jtw((e)) : (3] € TS(O) \ Ty}

entonces se prueba que ~ Y = X \ o(Y). Vamos a probar que ~ Y es una seccién
inferior de X. En efectosi ~Y = X \ a(Y) = 0, entonces ~ Y es una seccién inferior.
Si~Y =X \aY) #0,sea (1) pe X\ ), yz € X tal que z < p. Luego (2)
a(p) < afz). Siz ¢ X \ a(Y), entonces = € (V) esto es © = afy’), donde 3y € Y, luego
(3) a(z) =y €Y. Como Y € S(X) entonces de (1) y(2) deducimos que a(p) € Y y
entonces p = a(a(p)) € a(Y), lo que contradice (1). Ademds:
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) ~X=X\aX)=X\X=0

2) ~ (~Y)=X\a(~Y) =X\ alX \ a(Y)). entonces como « es une biyeccion de
periodo 2, tenemos que: ~ (~Y) = X\ (a(X)\ Y =X \(X\Y)=XnY =Y.

3) Como « es biunivoca entonces ~ (YNZ)=X\a((YNZ)=X\ (aY)Na(Z)) =
(X\ea)Uu(X\a(2)=~YU~Z

entonces (S(X),~) es un algebra de De Morgan. Veamos que los espacios de Birula—
Rasiowa (X,a) y (II(S(X)),v) son isomorfos. Ya sabemos que la transformacién
3: X — TI(S(X)), definida por B(z) = (z], = € X esun isomorfismo de orden. Por la
definicién de 1, tenemos que: B(a(z)) = (a(z)] = ¥((z]) = ¥(B(z)), lo que termina la
demostracion. |
Sea A un 4lgebra de De Morgan finita, no trivial, IT = TI(A) el conjunto de sus elementos
primos y II = >~ X, donde X, 1 < i < n,son las componentes conexas de II. En general
i=1
si p € X; no podemos afirmar que Y(p) € X, pero en las dlgebras de Kleene finitas
fCneImos (que:
P(X) =Xi, 125,

puds ¢ (p) || p para todo p € 1L

Sca A un dlgebra de De Morgan finita, no trivial, (II = TI(A), ) su sistema determinante
n

y II =5 K(p;). Bs claro que sip,¢ € II, p = ¢, entonces ¥(p) =~ Y(q), luego:

=

1) si ¢)(p) € K (p) entonces (K (p)) = K(p).
IT) si ¢ =1(p) ¢ K(p) entonces (K (p)) = K(q), y (K (p) + K (q)) = K(p) + K(g).

Diremos que (K (p).¢) y (K (p) + K(g),) son componentes Y-conexas de (I1,7), y que
los espacios de Birula Rasiowa

(K (p).v), (K(p)+ K(q).v)

son indescomponibles.
En ¢l caso donde A es un dlgebra de Kleene toda componente conexa de TI(A) es una
componente Y-conexa de TI(A).

Lema 6.9.4 Si A es un dlgebra de De Morgan, no trivial, y su sistema determinante
(Il = TI(R),%) es isomorfo al espacio de Birula-Rasiowa (X,a) donde X = X7 + X»,
(X)) = Xy, a(Xy) =Xy ysi Ay =12 esun dlgebra de De Morgan cuyo sistema deter-
mianante (IL(A);, ;) es isomorfo a (X;,a); i=1,2, entonces A es isomorfa a Ay x A,

Definicién 6.9.4 Denominaremos espacio de Kleene a todo espacio de Birula-Rasiowa
(X, ) donde cada © € X es comparable con a(z).

Lema 6.9.5 Para que un dlgebra de De Morgan finita A sea un dlgebra de Kleene ¢s
necesario y suficiente que su sistema determinante (I = T(A),¢) sea un espacio de
Kleene.
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Dem. Es claro que la condicién es necesaria. Veamos que es suficiente. Siy A ~y =0,
. entonces la condicién de Kleene es verificada. Supongamos que y A ~ y # 0. Para probar
que la condicién de Kleene es verificada es suficiente probar que:

{pell:p <yA~y} C{gell:q <2V ~z}.

Sea p € I tal que (1) : p < y A ~ y. Por hipdtesis (2) ¢(p) < p, or (3) p < ¥(p).
Si (2) es verificada entonces por (1) tenemos : ¥(p) <y A ~ y, entonces en particular
P(p) < ~y = \V{w(g) : ¢ € T\ 1L}, de donde se deduce, dado que ¥(p) € T, que
¥(p) < ¥(qo), donde go € IT\ II,,. entonces go < p y por (1) tenemos go <y A ~y <y,
luego go € II,, contradiccién. Entonces la condicién (3) debe verificarse. Si ¥(p) £ z
entonces ¢(p) € I\ II,, luego (4) : ¢(p) < ~ z < zV ~ z. De (3) y(4) tenemos
p<zV~z Si(p) <z entonces p<z<zV o~z [ ]

. N . ! U - . -
Teorema 6.9.6 Si (A,~) y (A ,~) son dlgebras de Kleene finitas. no triviales, tales
. . ’ ! i .
que sus sistemas determinantes (II = TI(A),v), (I =TI(A),¢") son espacios de Kleenc
. . L, ’ . .
isomorfos, entonces las dlgebras de Kleene (A, ~) y (A',~") son isomorfas.

Corolario 6.9.3 Toda dlgebra de Kleene finita, no triviel, (A,~) es determinada, a
menos de isomorfismos, por su sistema determanante (IT = TI(A),¢).

Teorcma 6.9.7 Si (X, ) es un espacio de Kleene finito, cxiste un dlgebra de Kleenc
(A, ~) finita, tal que su sistema determinante (I1 = [I(A), ) es un espacio de Kleene
isomorfo a (X, ).

Observacion 6.9.1 1) §i X = {z}, entonces a(w) =, y A = {0,1}, donde 0 < 1,
~0=1yn~1=0.

2) §i X = {a,y}, donde x <y, a(x) =y y ay) = x, entonces A = {0,¢,1}, donde
O<e<l, ~0=1, ~1=0,y~c=c.

Sea L un dlgebra de Lukasiewicz finita, entonces (P(L), €) es un conjunto ordenado finito,
y:

P(L) =) K(F),

donde los P;, 1 < 4 < n son elementos maximales del conjunto ordenado (P(L),C).
Vamos a probar que K(P) = {P,¢(P)}, cualquiera que sea P € P(L), P elemento
maximal de P(L), esto es P € U(L). Como U || ¢(U), cualquiera que sea U € U(L),
entonces K(U) = {U,¢(U),...}.

Es claro que V = {U € U(L) : U € p(L)}, W = {U € U(L) : U ¢ p(L)}, es una
biparticién del conjunto U{L).

SiU eV, (1) UeU(L)y (2) U € p(L). Como L es un algebra de Kleene entonces (3)
UC oU)6é(4) o(U) CU. De (1) y(4) 6 de (2) y (4) tenemos: U = ¢(U). Sea P € K(U),
donde U € V. entonces existe una sucesién Py, Py, . .., B, de elementos de P(L) tales que:
P,=U, P,=P,y P | Py, P # P,y 1<i<n-—1 Porhipétesis U || P», entonces
si U C Py, como U es un ultrafiltro tenemos: P, = U. Si P, C U, como U es un filtro
primo minimal tenemos: P, = U. Entonces P = U, cualquiera que sea P € K(U), luego



130 A. Monteiro

K(U) = {U}.

SiUeWw, (1) Ue UL)y (2) U ¢ p(L), entonces existe (3) M € p(L) tal que (4)
M C U, entonces M € K(U). Por (4) tenemos que M ¢ U(L). Por el Corolario 3.5.4
sabemos que (6) (M) es el tnico filtro propio que contiene a M como parte propia.
De(5) y (6) deducimos que U = @(M), esto es M = ¢(U).

Veamos que en este caso:

Lema 6.9.6 i) SiQ||U yQ # U entonces Q = M.
i) St Q|| M yM+#Q entonces Q =U.
ii) Si U € W entonces K(U) = {U, p(U)}.

Dem.

i) Como @ || U, Q # U y U es un ultrafiltro de L entonces QCU.
Si Q ¢ p(L), entonces existe P; € p(L) tal que P, € ¢ C U, lo que es imposible
por el Corolario 3.5.3. Entonces tenemos que @ € p(L), luego: @, M C U,
Q, M ep(L), Q,M ¢ U(L) y entonces por el Corolario 3.54, Q = M = e(M).

i) De Q || M, resulta Q € M 6 M C Q, y como @ # M, tenemos mas precisamentet
QC MO6M C Q. Pero M es un filtro primo minimal entonces debemos tener
M C Q. De (4) deducimos que M ¢ U(L) y como M € p(L) resulta por cl
Corolario 3.5.4 que Q =U.

iii) Sca U € Wy P € K(U), entonces existe una sucesion Iy, Iy, ... , I de clementos
de P(L) tales que: Py =U, P, =P,y P || Piyy, Ii# Py 1<i<n—1 Como
Dy || U, Py # U, entonces por (i) P, = M. Como M =T || 3y I # I, entonces
por (i) tenemos Py = U. Entonces K(U) = {U, ¢(U)}.

Entonces si L s un algebra de Lukasiewicz finita, no trivial, las componentes conexas de
P(L) son de la forma (A) {F(p)} = {$(F(p))} 6 de la forma (B) {F(p), p(F(p))}, donde
p € II, p elemento minimal de IT. Entonces el conjunto ordenado IT es la suma cardinal de
conjuntos ordenados IT;, 1 <47 < n donde cada II; es una cadena con un O dos elementos.
Observemos ademas que en ¢l caso (A), como F(p) = ¢(F(p)) entonces ¢(p) = p, y en el
caso (B) F(q) = ¢(F(p)) C F(p) entonces p < ¢y ¥(g) = p-

Observemos que si L ¢s un algebra de Lukasiewicz tenemos que:
Vi = /\{b € B(L):x<b}; Az = \/{b €B(L):b<z}, z€L

3 . ! Vd . 3 . . .
Teorema 6.9.8 Si L, L' son dlgebras de Lukasiewicz finitas, no triviales, tales que sus
. . / ! 1 . .
sistemas determinantes (I1 = IL(L), ), (I =II(L ),4") son espacios de Kleene tsomor-
s . . 1 .
fos, entonces las dlgebras de Lukasiewicz L y L son isomorfas.

Dem. Sabemos que la funcién H : L — L' definida en el Teorema 6.9.1 es un isomorfismo
del algebra de Kleene L en el dlgebra de Kleene L' ( ver Teoremas 6.9.4, 6.9.6).
Probemos que H verifica (*) H(Vz) = VH(z), para todo x € L. Es claro que si 2 =0,
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(*) es verificada. Supongamos que z # 0. H(Vz) = H(A{b:be B(L), x <b}) =
AN{H®) : b€ B(L), = < b}y VH(z) = \{b : b € B(L'), H(z) < ¥}. Probemos que
{H®): b€ B(L), c <b} ={b : b € B(L'), H(z) < ¥}, de donde resulta (*).

Seay € {H(b): b€ B(L), © < b}, luego y = H(b), donde b € B(L), z < b. Como H es
un isomorfismo de reticulado y b € B(L), entoncesy = H(b) € B(L') y H(z) < H(b) = y.
Reciprocamente si b € B(L') y H(z) < b, como H es suryectiva b = H(b), donde
b € B(L), tenemos asi que H(z) < H(b), de donde resulta que = < b. |

Corolario 6.9.4 Toda dlgebra de Lukasiewicz finita, no trwal, estd determinada, a
menos de isomorfismos, por su sistema determanante.

Recordemos la definicién y el resultado siguiente (ver [17], [18]) : Si K es un algebra de
Kleene, diremos que el conjunto B(K) de elementos booleanos de K, que es un algebra
de Boole, es:

e relativamente completo superiormente si verifica: Six € A entonces existe

A{b€e B(K):x<b}en B(K)y Vo= A{be€ B(K) :x < b}.

e scparador si verifica: Six,y € Ky y € x, entonces existe b € B(K) tal que x < be
y£€b dexiste b € B(K) tal que O <y y b € .

Teoremna 6.9.9 Si K es un dlgebra de Kleene tal que el conjunto B(K) de sus clementos
booleanos es relativamente completo superiormente y separador, entonces cuiste una tdnica
estructura de dlgebra de Eukasiewicz sobre K, [17).

Observemos que los operadores V oy A son definidos por:
Vi = /\{b € B(K):x<b}; Ax= \/{b €B(K):b<uz}, €K

Lema 6.9.7 Si K es un dlgebra de Kleene finita, no trwial, y su sistema determanante
(I = TI(K), ) es isomorfo al espacio de Kleene (X, ) donde X = X, 4 Xy, (entonces
a(Xi)=X;, 1=1,2) ysi K;i=1,2 es un dlgebra de Kleene cuyo sistema determinante
(II(K),¢s) es isomorfo a (X;,a), i =1,2 entonces K es isomorfa a K| X R.

Lema 6.9.8 Si K, Ky son dlgebras de Kleene finitas, no triviales, y B(K,), B(Ky) son
relativamente completas superiormente y separadores, entonces K; x Ky es un dlgebra de
Kleene y B(K x K3) es relativamente completa superiormente.

t
Teorema 6.9.10 Si (X, ) es un espacio de Kleene finito, no trivial, tal que, X = 3 Y,
=1
et ’
{yi}, aly:) =yi, si 1<i<s,
Y. =
{zi,wi}, 2z <w;, az) =w;, ofwy) =z, si s+1<1<t

existe un dlgebra de Eukasiewicz A finita, no trivial, tal que su sistema determinante
(I1 = TI(A),) es un espacio de Kleene isomorfo a (X, @)
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Dem. Sea A;, 1 <t, el dlgebra de Kleene tal que II(4;) es isomorfo a Y;, entonces (ver
Observacién 6.9.1):

{Oiyli}a NO'IZ]-'I,, si 1_<__7’S'Sa
Ai:
{0;8:, L}, ~0,=1;, ~t;=1t;, si s+1<1<1

Luego
{L}, si1<i<s,
II(4;) =
{ti:lj}’ si s+1 S 7 <t

t
Tenemos asi que A = [] A; es un algebra de Kleene.
i=1

A, si1<i<s,
Como B(A4;) =

{0;,1:}, si s+1<4 <4,

son conjuntos relativamente completos superiormente y separadores entonces por cl Lema
6.9.8, B(A) cs un conjunto relativamente completo superiormente y separador, luego por
el Teorema 6.9.9 existe una unica estructura de dlgebra de Lukasiewicz sobre A.
Probemos que (IT = II(A4),¢) v (X, ) son espacios de Kleene isomorfos. En clecto cs
bicn conocido ¢ue:

I(A) = {(a1,... . au tgi1y. - a) donde a; € TH(A;) ya; =0, j#Fi, 1 <5<t

Scan h,, 1 < i < t, isomorfismos de Y; sobre IT(A;). Es facil ver que la transformacion
¢ TI{A) — TI(A) se define del siguiente modo:

Sip=(ay,...,d004 1, a;) € II{A) entonces a; € II(A,) et a; =0, j #4, < j <t
Entonces ¢(p) = (di,...,dg,dgi1,....dy), donde d; = 0si 1 < j <t j #F4,yd =
hi(a(x)), donde = € Y, v hy(x) = a;.

Siz € X, entonces € Y;, donde 1 < 4 < ¢, pongamos por definicion H (1) = a € II(A),
donde a; = 0si j # 4y a; = hy(x). Es facil ver que H es un isomorfismo de orden de X
sobre TI(A). Ademds H(«()) = ¢(H(x)). En efecto si x € Y] entonces () € Y;, luego
H{(x)) = a € TI(A), donde a; = 0si j # iy a; = hi(a(x)), y como la coordenada 7-ésima
de H(x) es hi(x), entonces la coordenada i-ésima de ¢ (H(z) es hi(a(y)) donde y € Y y
Ii(y) = hi(x), luego y = x y cntonces h;(a(y)) = hi{a(x)), y las otras coordenadas son
iguales a 0, entonces H(cw(z)) = (H(x)). |
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7 CAPITULO VI

En la Reunion Anual de la U.M.A. de 1964, A. Monteiro y R. Cignoli [57], presentaron los
resultados que vamos a indicar a continuacién. Los detalles de los mismos nunca fueron
publicados. La técnica utilizada es similar a la indicada en 1961, para las dlgebras de
De Morgan libres, por O. Chateubriand y A. Monteiro, [16] (trabajo que fue realizado
durante una estadia de A. Monteiro en la Universidad de Buenos Aires).

En 1979 R. Cignoli publica un trabajo [25] que generaliza los resultados indicados en [57].

7.1 Introduccién

Sea T un conjunto no vacio y ¢ una involucién de T. Para cada X C T pongamos (ver
Ejemplo 2.8.1):

~ X = C¢(X) (1)

VX = X Ug(X) (2)

Las operaciones que acabamos de definir verifican (ver Ejemplo 2.8.1):

e X =X B  ~0=T (4)
~T =10 (B) 5  ~(XUY)=~XN~Y (6)
~(XNY)=~ XU ~Y (M XcCvx (3)
V@ =0 (9) : VT =T (10)
V(XUY)=VXU VY (11)  ; ~XUuvx =T (12)
~XNVX=~XnNX (13)  ;  VXNVY)=VXnNnVY (14)

Por (3), (4) y (6) resulta que el sistema (27,N,U, ~, T) es un dlgebra de De Morgan.
De (11) resulta que

(A) Si X CY entonces VX C VY.
Luego como X NY C Xy XNY CY por (A) resulta que
V(XNY)CVX y V(XNY)C VY

y por lo tanto:
(B) V(XNY)CVXNVY.

A. Monteiro probé (ver Ejemplo 2.8.1) que la inclusién:

VXNVY CV(XNY) (15)
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sc verifica si y solo si ¢ es la funcién identidad de T'. Luego el sistema (2T N, U,~,V,T)
es un algebra de Lukasiewicz si y solo si la involucién ¢ que define a ~ y V por medio
de las férmulas (1) v (2) es la funcién identidad de T. En este caso ~ concide con el
complemento (en T) y V es el operador identidad de 27 sobre 27 luego es un algebra
de Boole, esto es un &lgebra de Lukasiewicz trivial. Pero pueden existir subdlgebras S
del &lgebra de De Morgan (27N, U, ~,T) tal que la relacién (15) se satisface para todo
par de elementos X,Y € S, y en este caso S es un algebra de Lukasiewicz no trivial (ver
Ejemplo 2.8.1).

Lema 7.1.1 Sea T un conjunto no wvacio, ¢ una involucién de T y {Gi}ier una familia
de subconjuntos de T. Para que exista un dlgebra de Lukasiewicz L de subconjuntos de
T determinada por @ (ver pdrrafo 1.8) tal que G; € L para todo ¢« € I es necesario y
suficiente que la familia {G;}ie; verifique:

Demn.  Es claro que la condicién es necesaria. Vamos a probar que es suficiente. Para
cllo, para cada 7 € I, vamos a considerar los siguientes conjuntos:

G, =GnN~G, (16) ) Gl =V(Gin~Gy) (17)

Giemv~G, (8 ; Gl=~VG "

Usando (1) v (2) es facil ver que:
(a) G! = G, Lp(Gl),
(b) GE=(G.n Lp(G)) U (p(Gi) N CGY),

(¢) G?

(d) G! =Cp(G;) NG,

::i =GN YC(GL)v

Vamos a probar ¢ue:

G; =Gl UG (20)  ; ~Gi=G,UG] (21)
~Gl=GluGtUGt (22) ; ~GI=G}UGH (23)
~ G} =G?UGH (24) ; ~G!=GlUG? (25)
VG! =G? (26) ; VGI=G? (27)
VGE =G3 (28) . VGi=GY (29)

(20) GIU G} = (Gin Bp(G)) U(Ginp(Gy)) = GiN (Cp(Gi) U ¢(Gy)) = G:NT =Gy,
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Co(Gi) =~ Gi,

(22) GLUGHUGH = (por (21)) = G3U ~ G; = (G N p(G))U ~ G =
(GiU ~ Gi) N (p(G)U ~ G “~G‘ N (p(G)) ULp(Gy)) =~ GiNT =~ G!.
(23) GIU G = (Ginp(Gi) U (Cp(Gi) NCG:) = (Gi U Bp(Gi)) N (p(G:) UEG,).
~ G} =Lo[(Gi N Cp(G)) U (p(G:) NCGY)] = (Cp(Gi) U Gi) N (CG; U ().
(24) GIUG! = (Gin Lp(Gy)) U (¢(Gi) NCG:) U (p(Gy) NCG)) =
(Co(G) NT) U (p(G:) NTGy) = C(G) U LG,
~ G} =Lp(Ginp(Gy)) = Cp(Gy) U LG..
(25) GIU G} =(GinCp(Gy)) U (p(Gi) nCGi) U (GFW( ) =
((Gin (Cp(Gi) U p(Gi)) U (¢(G:) NCGy) = (GiNT) U (¢(Gi) NCG)) =

GiU (p(Gi) N
C

G; U»@( i)-
~ G} =Gy =

CG;) =
£(G) NG = G, U p(G).
(26) VG| =Gl U ¢(G]) = (G:NLp(G)) U (¢(G:) NLGi) = (por (b)) = G2
(27) VG} = GIUp(GY) = (por (b)) = GIU(¢(G)NCGHU(GiNTe(G)) = GIUG? = G2,
(28) VG} =GP U o(G)) = (G p(G)) U (£(G)NG) =Ging(G) =G}
(20) VG = G U (G = (Cp(G.) N LG, U (CGi N Cy(G,)) = LGs N Cp(G) = G

Mediante los conjuntos G¥, i € I, 1 < p < 4 vamos a construir una familia de subconjuntos
C;; de T, del siguiente modo:

Cy=(e,NGHUENGHU(EINGH U (eINGY (30)

donde 5? es igual a @ 6 T. Lucgo para cada i € I tenemos a los sumo 2! conjuntos Cij
diferentes. Moisil ([43], pdg. 441) probé que para cada i € I cxisten exactamente 12
conjuntos Cj; diferentes, luego 1 < j < 21

Sea L el subreticulado del reticulado distributivo (27,N,U) generado por los elementos
Ci;. Vamos a probar que el sistema (£,T,~,V,MN,U) es un dlgebra de Lukasiewicz de
subconjuntos de T (determinada por ¢) que contiene a todos los Gy, i € 1.

(I) GTe £, paral <p <4

En efecto:

(I1) Siel =T ye? =& =&t = entonces G =Cj; € L.

(I12) Siel =T y & =&} =&} =0 entonces G‘Z Cij € L.

I3)Sie}=Tye; = 6z = ¢; = entonces G3 Ci € L.

(I4) Sie} =T y ; =¢] =} =0 entonces G} = Cj; € L.
(II) G;, ~G; € L.

3) y (20) podemos afirmar que G; = G} UG? € L.
4) y (21) podemos afirmar que ~ G; = G U G? € L.

(III) ~ G € £, para1 < p < 4.
Es una consecuencia inmediata de (I), (22), (23), (24) y (25).
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(IV)

(V1)

(VII)

A. Moniteiro

0T e L.

Siel =g =¢?=¢; =0 entonces § = Cj; € L.

Por (26) VG, = Gé, luego por (12) T = VGIU ~ G} = G?U ~ G} y por (I) y (1II)
G2U~GleLestoesT € L.

™M

[y

~ C.L'j e L.
4
Como Cy; = J (€7 NGY) de (6) y (7) se deduce que:
p=1
4
~ Cy =Y~ eu~aGl). (31)
p=1

Por (III) sabemos que ~ G} € L, para 1 < p < 4, por lo tanto para cada ¢ € I y
cada p, 1 < p < 4 existe un indice j, tal que:

~ C;f = Ci'jp' (32)
Lucgo, por (31) tencmos:
4
~ CU = ﬂ(’\“ 55-' U C’ij,,)- (33)
.ol .

Teniendo en cuenta (4), (5) v la definicién de los 7, tenemos que ~ &) U Gy, es
igual a T 6 Cyj,, y como T,Cij, € L de (33) resulta que ~ G cs la interseccion de
un mimero finito de elementos de £, lnego ~ Ciy € L.

Qi X € £ cutonces ~ X € L.

Si X € {0, T} entonces por (4) y (3) ~ X € {0,T}.
Es bicn conocido (ver por ¢jemplo [12]) que todo X € £\ {(, T} es de la forma:

m
X = U ﬂ Citr.s)i(r,9)

r=1l sl
luego, por (6) v (7) tenemos que:
m g
~ X =U~ Cesie
r=1 s=1

de donde resulta teniendo en cuenta (V) que ~ X € L.

El sistema (£, T, N, U, ~) es un algebra de De Morgan de subconjuntos de T

Por construccién (£,N,U) es un reticulado distributivo de subconjuntos de Ty por
(V) L es cerrado por la operacién ~, por hipotesis T € L y teniendo en cuenta (3)
y (6) resulta (VII).
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4
Como Cy; = |J (€f N GY) por (11) tenemos que
p=1
4
VCy = Vg nay). (34)
o

Por (9) y (10) &% = V&7 luego por (14) tenemos que:

V(ENGY) =Vein VG =" NVGL. (33)
Luego de (34)y (35) tenemos que:
V(G = (EJ1 NVGHU (EJZ NVG?) U (5j NVGHU (sj1 NVGY))
y por (26) a (29) resulta que:
VCi;=(NGHU(EGNGHUEINGH U (! NGY)

osto os

VC, =@NGHu((s;Uue)NGHU (I NGHU (NG
y por lo tanto VC;; € L.

(IX) V(GYNGY) = VG NVG", i

J 1 7

J
Si 2 < ¢ < 4, entonces por (2
aplicando (14) tenemos

el
7

) a

<p,g <4
9) tenemos que VG! = G? y por 1o tanto

1
(2

V(GINGY) =V(GINVG) =VGEINVG, 2<pyg<4 (36)

Intercambiando Gt y G? tenemos que (36) es vdlida para todos los 4,7 € I 'y p # 1,

g# 1.

Por (B) sabemos que:
V(GiNGj) C VG, NVG,.

Por otro lado usando la hipétesis del lema
VGINVG =V(GiN~G)NV(GiN~G)) C

7

luego (36) también es valida para p = g = 1.
(X) V(C; N Ck,) VCi; N V.
4

Sean Cj; = U (8N GY) y Cu = U (e] N G}) entonces tenemos
p=1 qg=1

4
CiyyNCr = U (”pqﬂGpﬂGk) donde afq

Pg=1

Sy
3
~
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Como Ve!f = &]] entonces usando (11), (14) y (IX) tenemos

4 R 4
V(Ci; N Cr)) = U (I NV(GINGY) = U (¥ NVGINVG)) =
pg=1 p,g=1

4 4
U nveh) n N VG = V0, N VCa.
p=1 g=1

(XI) Si X € £ entonces VX € L.
Si X e{0,T} entonce< por (9) y (10) tenemos que VX € {0,T}. Si X € L\{0.T}

entonces X = U ﬂ Citrs)j(rs) luego por (11) y (X)

r=1s=1

m Ny

— U ﬂ VCIZ(T,S)J("’S)

=] 5=1
luego teniendo en cuenta (VIIT) tenemos VX € L.

(XII) Elsistema (£,T,~,V,N,U) ¢s un algebra de Lukasiewicz.
Por (VII) tenemos que el sistema (£, T, ~,N,U) es un dlgebra de De Morgan y por
(XI) £ e¢s cerrado por la operacion V. Los axiomas L6 y L7 son una consecuencla
de (12) y (14). Para probar L8 podemos razonar como cn la demostracion de (XI).

(IT) y (XII) prucban el lema. [ |

Observacion 7.1.1 Vamos a probar que L = SL(G).

Si L' es un dlgebra de Lukasicvicz de subconguntos de T determinada por ¢ tal que

(1) G, € L' para todo i € I, entonces (2) L C L.

Por (1) resulta que GY € £'.1 < p < 4 y por lo tanto (8) Cyy € L. Lucgo 51 X € Ly
mo T

X e {0, T} entonces X € L. Si X € L\AD, T}, tenemos que (4) X = | () Cigre)irs)-
v lso ]

De (3) y (4) resulta que X € L', lo que prueba (2). Luego L es la menor subdlgebra gue

contiene a G = {G,}ier y por lo tanto L = SL(G).

7.2 Construccién geométrica de las algebras de Lukasiewicz
libres

Dada el conjunto ordenado D = {0,1}, donde 0 < 1, sea B = {0,1} x {0,1},[16], luego
cl conjunto ordenado B tiene el siguiente diagrama

ps = (1,1) Sea ¢ : B — B definida por la siguiente
/ \ tabla:

O ;=
\/ x Po | P1| P2 | D3
po = (0,0) () || ps | p1 | p2 | po

P2 =
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Observemos que si b = (z,%y) € B entonces ¥ (b) = ¢((z,y)) = (1 —y, 1, —x).

Sea I un conjunto de cardinal ¢ (c # 0) y consideremos el conjunto E = [] B;, donde
il

B; = B para todo ¢ € I.

Sea E’ el conjunto de todos los elementos (z;):c; € E tales que no tienen similtaneamente

las coordenadas pg y p3.

Si (;)ier € E' definamos una funcién ¢ : E' — E' del siguiente modo:

p(x) = (Y (:))ier,

donde ¢ es la involucién de B indicada precedentemente. Claramente ¢(x) € E' y » es
una involucién de E’. Luego por lo indicado en el parrafo anterior, las férmulas (1) y (2)
nos permiten definir las operaciones ~ X y VX para todo subconjunto X de E'.

Para cada i € I, sea G; el conjunto de todos los & = (2;)je; € E' tales la i-¢sima
coordenada z; es igual a py 6 p3, ¥y G = {Gi}ics-

Counsideremos el siguiente clemento de E': ¢ = (e;)ies donde e¢; = py para todo i € I,
lucgo e € G; cualquiera que sea i € I, por lo tanto todos los conjuntos G; son no vacios.
Analogamente el elemento f = (fi)ier donde f; = py para todo 4 € I, de E' pertenece a
todos los G, i € I.

Si (1) j sea x = (xp)hes € £ definido por (2) x; = py y (3) 2, = ps para todo k # j,
luego de (1) y (3) z; = p3 y por lo tanto & € G,. De (2) x ¢ G; por lo tanto G; # Gj.
Esto prucha que G e I tienen la misma cardinalidad.

Observacion 7.2.1 Teniendo en cuenta la definicion de ¢ tenemos que: st € Gy, esto
es 1y € {p2, pa} entonces Y(x;) € {P(p2), ¥(ps)} = {p2.po}, luego:
o(G))={x € E 1x,€{pnp}} y~X=00(G) ={x € E :u, € {p,ps}}

Seax € X = V(GiN ~ G)NV(G;N ~ G;) = GI NG luego por (17) tencmos que:

(4) x € (GiN ~ G U (p(G)NECG)) y (B) x € (GjN ~ G;) U ((G;) NLGy).

De (4) resulta que (6) © € GiN ~ G, 6 (7) = € p(G;) N CG,.

De (6) resulta que z; € {p2,ps} y por la Observacion 7.2.1 x; € {p1, ps}, lnego x; = p3.
De (7) resulta por la Observacién 7.2.1 que x; € {ps,po} y como = € UG, tenemos que
;i € {po, 1}, luego x; = po.

Andlogamente de (5) resulta que x; = p3 6 x; = po.

Por lo tanto si ¢ € X tenemos que (a) x; = p3 6 (b) z; =po y (¢) z; = p3 6 (d) x; = po.
Como x € E’ entonces no se pueden verificar (a) y (d) y tampoco (b) y (c).

Luego si € X y se verifican (a) y (c) entonces x; = x; = ps, y si se verifican (b) y (d)
entonces x; = I; = Pp.

Luego si x € X tenemos que z; = x; = pg 6 &; = T; = P3.

Como

Y =V(GiN ~ G NGN~G)) = (GiN~G;NGN ~ G U (p(G) N LG N e(G;) NCGY)
entonces y € Y equivale a

yEGN~GNGN~G; 6 yeeG)NLGNeG;)NnLG,
y teniendo en cuenta la Observacion 7.2.1, esto equivale a:

vi € {p2,p3}, vi € {p1,p3}, y; € {P2,p3}, ¥; € {P1,p3}
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5}
Y € {p2,po}, ¥s € {po,pa}, v; € {2, 10}, yj € {po,p3}

esto es y; = y; = p3 0 y; = yY; = Do, luego

Entonces por el Lema 7.1.1 existe un dlgebra de Lukasiewicz £ de subconjuntos de E”,

determinada por ¢, que contiene todos los conjuntos G;, 7 € I.
Por la Observacién 7.1.1, £ = SL(G), donde G = {G;}icr.

Teorema 7.2.1 L es el algebra de Lukasiewicz con un conjunto de generadores libres de
cardinal c.

Dein. Para ello debemos demostrar que dada un édlgebra de Lukasiewicz arbitraria A y
una funciéon f: G — A, f se puede extender a un homomorfismo h : £ — A.

Si A tiene un sélo elemento, A = {0}, entonces f(G,) = 0 para todo 7 € I y por lo tanto
la funcién A(z) = 0 para todo = € £ es un homomorfismo que extiende a f.

Si A tiene mds de un elemento, sabemos (ver parrafo 6.6) que A es isomorfa a una
subdlgebra A de un dlgebra de Lukasiewicz de subconjuntos de un cierto conjunto T,
determinada por una involucién o de T, donde &~ X = Cra(X) y VX = X U (X)), para
todo X CT.

Sca f: G — A entonces para cada i € I f(G;) = H;, donde H; € A esto es H; C T.
Dado X C T, sca Ky : T — D = {0,1} la funcion definida por:

1 soteX
I\"_\' (f) = {

0 sitédX
Observemos que (*) Rg,.v (1) =1 — Ky (1).
Consideremos ahora la funciéon K; : T — B definida por:

Ki(t) = (K, (1), Ka, (1)),

luego por la definicion de = y (*) tenemos que

(1) Ki(t) = (B, (1), Kgpan) () = (Ky, (1), 1 = Koy (1))

Probemos que (2) Ky, ((t)) = Koy ().
En cfecto Ky, (a(t)) =1 <= a(t) € H; <= t=a(a(t)) € a(H;) < Kyuy(t) = 1.
De (2) resulta reemplazando t por a(t) que: (3) Ky, (t) = Koy, (a(t)).

Como en [16] definamos K : T — E' por:

K(t) = [Ki(t)]ies-

Observemos que:

[Ki(t)lier = K(t) € G; <= K;(t) € {(1,0),(1,1)} —

(K (t),1 = Koquy (1)) = (1,0) 6 (Kp,(t),1 = Kamy(t)) = (1,1).
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Luego:
KHi(t) =1 y 1- I(a(Hi)(t)) =0

K'H,i(t) = 1, y 1-— Kva(Hi)(t)) =1

y por lo tanto
(C) K(t)e G; < Ky, (t) =1.

Es claro que K es una funcién de T en E. Para probar que K es una funcion de T
en E' debemos probar que para cada t € T, el elemento K(t) = (K;(f))ic; no tiene
simultaneamente las coordenadas pp y p3. Supongamos que existe t € Ty dos elementos
i,j € T tal que K;(t) = pp y K;(t) = p3, entonces por la definicién de las funciones K;
tenemos que:

t¢ H, y tey(H) _ (1)

(¢ H y t¢o(H) ()

Pero las condiciones (I) y (II) se contradicen. En efecto de (II) resulta t € H; y t €~
H;, Twego t € H;N ~ H; y como toda algebra de Lukasiewicz es un dlgebra de Kleene,
tenemos que ;N ~ H; C H;U ~ H; y por lo tanto t € H,U ~ H;, lo que contradice (I).

- - <. . .. at oy .
Como K cs una funcién de T en E’ si definimos b : 27 — 27 por A(X) = K7'(X) para
todo X C E’, entonces cualesquicra que sean X, Y C E' se verifican:

MXNY)=hX)NhY), (111)

MXUY) =h(X)ULY), (IV)

WE') =T. (V)

II(BL’/X) = IX——l(CEIX) = Crp[\"—_l(X) = E]]I(X) (VI)

Luego h es un homomorfismo de De Morgan de 2" en 27 si y solo si
h(~ X) == h({X), paratodo X C E".
Esto es, si y solo si, para todo X C F’
hCop(X)) = K- Carp(X)) = Cra(E~ (X)) = Cra(h(X)),
luego por (VI) esto equivale a probar
CrK~(p(X)) = Cra(K~'(X)), para todo X C E

esto es
(4) K Y¢(X)) = a(K~' (X)), para todo X C E'.

0 sea
h(p(X) = a(h(X)), paratodo X C E’ (VII)

Probemos que se verifica (4). En efecto t € K~ p(X)) < K(t) € p(X) =
(5) $lK(1)) € w(6(X)) = X. Pero como p(K(2)) = p([K.(£))) = [(Ki()] entonces (5)
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equivale a (6) [Y(Ki(t))] €
Pero como por (1) Ki(t) = (I&H (t),1 — Kym,)(t)), entonces

BE(D) = (1= (1 = Koy ()1 = K, () = Fagaro (0.1 = K (1))

y por lo tanto utilizando (2), (3) y (1) tenemos que

Y(Ki(t) = (Kn. (o)), 1 = Koy (@(1)) = Ki(a(t)).

Luego (5) equivale a K (a(t)) = (Ki(a(t))) € X lo que equivale a a(t) € K~'(X) esto es
t € a(K1(X)).

Acabamos asi de probar que (AI) h es un homomorfismo de De Morgan de 2F" en 2T,
De (VI)y (VII) se deduce

W~ X) = h(Cpe(X)) = Crh(e(X)) = Cra(h(X)) == h(X). (VIII)
Ademads de la definicién de V, (IV), (VII) y la definiciéon de V tenemos que:
WMVX) =X Up(X)) =h(X)Uh(p(X)) =MX)Ua(h(X)) =Vh(X) (IX)

De (ITI), (IV), (V), (VIII) y (IX) resulta que:
(AID) h es un homomorfismo de £ en A.

Probemos ahora que (AIII) b prolonga a f, esto es que

I'\"I(G,;) = h(G;) = f(G;) = H;, paratodo G; € G.

En cfecto t € H; == L, = 1 teniendo en cuenta (C) esto equivale a K(t) € Gy, 1o que

cquivale a t € K=YG,) = (G,).

Finalmente probemos que (ATV) h(£) € A. Por (AIl), h(£) ¢s una subdlgebra del dlgebra

o7 v como SL(G) = £, entonces h(G) genera a h(L), esto es SL(h(G)) = (L) y como

W(G;) = f(Gi) = Hi € A, para todo i € I entonces h(G) C A luego ML) = SL(G) C A,
|

lo que termina la demostracion.
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