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PROBLEMAS DE CONTORNO II
por A. Benedek y R. Panzone

PROLOGO.
Estas notas constituyen una continuacion, pero en varias variables, del texto de los
autores “PROBLEMAS DE CONTORNO, . Lecciones sobre métodos y resultados
basicos de la teoria de Sturm-Liouville y algunas de sus generalizaciones, Notas de
Algebra y Analisis n° 13, INMABB(UNS-CONICET), (1985).
En estas lecciones se estudian problemas de contorno de ecuaciones diferenciales en
varias variables. En su mayoria estos problemas estan planteados para ecuaciones de
segundo orden en regiones planas de Jordan. El presente volumen esta dividido en dos
partes y cada una de ellas en capitulos y apéndices.

R.P.
Bahia Blanca. Febrero 2003
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CAPITULO 10
OPERADORES FORMALMENTE HIPOELIPTICOS

10A. Sean Py Q polinomios en n variables de grado <m, u=(u,,...,4,).

DEFINICION 1. Diremos que P <( si existe una constante C tal que, para todo M

SeR",

< Cé(f) . Recordemos que Q(f) = [ZlQ(y)(é)rJ donde Q('u)(f)

|4
designa a 6_{‘_‘?...65—?Q(5) =i DHO(E) .+
PROPOSICION 1. i) existe C = C(n,m) tal que P(£ +n)<(1+Cln)" P(£),

iy P<Q equivale a P(&) = (Z \P<ﬂ>(§)|2)”2 < CO(&) paratodo £ € R™ .+

DEMOSTRACION. Por la formula de Taylor:
(10.1) PE+m)=Y e P&, ¢, =1/u!
u

Luego, P({+1) = Z%D”P(f). También,

(10.2) PE+m) =D " PHP () parala|<m.
u

Entonces, (P(£ +7))’ < ZDW@{ + e, “P“‘"’”(éf)\] -Y(fPeef +)

Sigue que

(10.3) (P& +1))° s{1+ c;nV] p
0z|vij<2m

que prueba 7).
Sea A= {n(a) €R":|a|< m} una familia de vectores de la bola abierta unitaria indexados

I (P(&))*,

con los multiindices («,...,a,) tal que sea distinto de cero el determinante 7(n7) de

ln(’,‘,)ls [(n(a))l"‘.(n(a))z“?. ....(n(a))"”"l. Una tal familia existe pues el polinomio z(77)

no puede anularse en un entorno de cero sin ser idénticamente nulo.
Entonces (cf. (10.1),

(10.4) {P(df +ay) = 2 CMe P () Ny €4

es un sistema de ecuaciones lineales en las incognitas P*(£), de determinante no nulo
y por ello existen coeficientes R, ,, que solo dependen de 4, verificando

(10.5) P¥(E) = D Ry (P& +110y).

|a}jgm

De (10.5) sigue que existe una constante C, =C,(4,m,n) tal que
(10.6) P(&)<Cysup|P(£ +7,).

acA
Si P <0, obtenemos de (10.6) e i),

ﬁ(ej) <C, sup‘P(f + n(a))‘ <(, sup|§(¢' + N SC .@(5) , 0 sea, la proposicién i7), QED.
acd acAd
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Una consecuencia inmediata de la prop. 1 es que la relacion < es transitiva:
O<P,P<R=>0<R.

Se prueba en [Sc], pg. 46, que si O es mas débil que P, Q < P, entonces, para todo &
entero no negativo,

(10.7) A+ 0&) < A+ P&).
Maés aun, si O, <A, O, <P, entonces Q,0, < PP, (cf. [H], pg. 71).

Si un operador a coeficientes constantes lo notamos con P(D), decir que es hipoeliptico
equivale a decir que para todo multiindice 4 #0 y £ real vale, (cf. Cap. 7, 7F),

P('u)(f)
PE)
También, P(D) es hipoeliptico si y solo si existe a >0 tal que
, PP(&) -a n
(10.7°) > SM|E[" para £ R, |E|21, M=M(P).
a0 | P(&)

Sea QcR" un dominio. Supongamos a,(x)eC”(£2) para todo multiindice

u=(pty,.pt,) tal que |ul =g + .+ g1, <m.
DEFINICION 2. El operador diferencial
(10.8) P(x,D)= Za#(x)D"
fuf<m
se dira formalmente hipoeliptico en Q si
i) es hipoeliptico el operador a coeficientes constantes P(y, D), cualquiera sea yQ,

cuyos coeficientes son las funciones a, evaluadas en el punto y,

ii) para todo par y,zeQ: P(y,£) < P(z,£), es decir, existe una constante C tal que
o

o&l . 0L

O sea, IP(y,d_’;’)l SCZ’P(#)(Z,QE)

NB. Recurriendo a los Teoremas (4.1.3) y (4.1.6) de [H] podemos deducir que:
si a verifica (10.7") para un operador P hipoeliptico y P<Q,0 <P entonces O es

hipoeliptico y con la misma a vale (10.7”) para Q.

IP(, &) <CY P(z,&)| paratodo £ e R?.

*

La funcién uwe*(Q) se dira una solucion débil de P(x,Du=f si para toda
¢ Cy(Q) setiene (f,¢)=(u,P*(x,D)@#))=(u, Y, D"(@,8)).
|uf<m
Vale el siguiente teorema fundamental:
TEOREMA 1. Si P(x,D) es formalmente hipoeliptico en @ y feC®(€2) entonces

toda solucion débil de P(x,Du=f esta en C®({)) y es, por consiguiente, una
solucién. ¢
Del teorema 1 se deduce el siguiente Teorema 2. Pero antes recordemos /a formula de
Leibniz:
(10.9) P(DXau) =" (D*a)(P“ (Dyu)/ ! .

H
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TEOREMA 2. Sean P(x,D) formalmente hipoeliptico en Q y feC®(Q). Si
u € D'(Q) satisface P(x,D)u = f en el sentido de las distribuciones entonces # es una
solucion débil. Por tanto pertenece a C*(€2) y es una solucion ordinaria. ¢
DEMOSTRACION. Para todo ke N, P(x,D)(1-A)" es formalmente hipoeliptico, (cf.
(10.7)). Dado el dominio acotado Q= Q'cQ, sea peCy (Q) tal que ¢=1 en Q'
Vale entonces en Q': P(x,D)¢gu)=f. Como ¢uecS'(R") puede escribirse como:
¢u=(1-A)"v para cierto k y cierta funciéon v continua de crecimiento lento (cf. [S],
vol. II. p.104). Luego, (P(x,D)((1-A)Y'v)= f en O, ve [*(Q)"), implican, en vista del
teorema 1, ve C*(Q") y portanto u € C* ('), QED.

10B. Si P(D) es un operador a coeficientes constantes y S es un nimero real,

. ©rn R s 2
definimos: |¢|P’S =|P(D)¢|; para peC;(R") y donde |p|_ ::Q¢(§)fz(l+|§) Sdﬁ) :
También, H;(Q)=la completacion de Cy(Q) en la norma |.|, .. H;(Q) es un
espacio de Hilbert: (w,v),, = I W(f)?(&j'P({)F(lHﬂ)zs dé. Lo denotaremos

indistintamente con f, ((€2).

Vale el siguiente resultado:
TEOREMA 3. Si Q es un dominio acotado entonces () < 2 implica

0(D)], < C(Q.0.PYP(D)¢], paratoda peCy(Q)
Este teorema en el caso S =0 es el teorema 2.3.5 de [H]. El caso S =k, £=12,..., es
una consecuencia directa de este resultado ya que |¢|s z‘(l—A)S ¢‘0. No daremos la

demostracién general aqui.

En particular, como 1<P se tiene |¢| <C|P(D)g|,. En consecuencia:
H}(Q) < H*(Q) y la inclusién es continua.

Los elementos de H*(€) son facilmente identificables como distribuciones. Mas ain,
H?*(Q) c espacio de distribuciones temperadas y la inclusion es continua, (cf. [H], T.
2.2.1). Luego, esto mismo le ocurre a H 3 (Q).

También vale (cf. [Sc], p. 25):

ﬁHf,(Q)cﬁHS(Q)cc”(Q).

De [P(D|’ = [[PEWE] a+g)*"de <Clm&)f d¢ =C| |w(x)|2dx, resulta que:
siw=gu, peCy(Q), ue ’(Q), entonces we H,".

Denotaremos con (J, u#)(x) a la convolucion de # con una contraccién de una funcion

J(x)e Co (x| <) tal que 0< j(x), j J(x)de=1, j(x)= j(-x):

(10.10) (L)) = [u(y) j(x‘y ]s‘"a%u*/;,

&

donde j ()= j(t/e)e™". Vale el siguiente resultado clave que usaremos en la
demostracion del T. 1, (cf. (10.7%)).
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TEOREMA 4. Dados yeQ, s real, P(x,D) formalmente hipoeliptico de orden m,
sean P(D)=P(y,D_) y a como en (10.7’). Entonces existe N, entorno de y en €2, tal
que si

i) u es solucion débil de P(x,D)u=f, f e C*(Q)),

ifyparatoda ¢ Cy(N,), duecH,
entonces para cada una de esas ¢ se verifica:

e c(Ny,s,P{lq»fL + 2 D) J

alm>

S (pu)

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1. Sea b=a/m. Si para toda ¢<C;(Q),
pue H°(Q) (vimos que siempre existe una s con tal propiedad) entonces, por el

Teorema 4, { J . (¢u)| R s} es una familia acotada por una constante independiente de ¢ .

Del T. de Banach- Saks sigue entonces que
J (@u)+..+J (Pu)

k
Como J (pu)——;—>pu en L[}, v=¢u Luego, v=gu esta en H;(Q). Iterando el

—>ven H,(Q).

argumento llegamos finalmente a que ¢ueﬂH,‘;(Q)CC‘"(Q). Por tanto u es
5=0

infinitamente diferenciable en un entormo de y, QED.

10C. A continuacion probamos algunos lemas necesarios para la demostracion del T. 4.
LEMA 1. Sean ¢ C,;’, ve H*(R") . Entonces

(10.11) oy, <|é|| M, +C @9,
DEMOSTRACION. Basta verlo para ve S .

s{fdf

A4

v

1/2

a+feh* | =

L
} +

)s]dn

1

@z )
< { j d¢
+ { j d&
Sea W(£) = W(E)1+|E

1 =Clg=i], =Cpool, <ol ol =9l bl =M.

Ademas, si x,y son numeros reales 0 < x, y, vale con cierto x', x'e (x, ),

v

[8m)>(& —n)dn

1

(27)"

v -ma+lg-n

)’ dn

G o -nbas-¢

) +(1+|¢

2 1/2
} =1 +1,.

)’ . Entonces

W \Y

S

(10.12) l(l +x)° -(+y)’|= ‘s(x = A+ < e =yl sup((l +x), A+ ) )
y también
s-1
(10.12%) (lfi] < (tpe—
1+y
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Luego, el corchete en /, no supera a |s{{7|(1+|£ -7 )l de donde

) A+

S - s-1 ~ 51
1013)  Is <2|7,) (el +1b" = (emfa + ) <
. S|l + ) QED.
(2”)n s ?
LEMA 2. Sean ve H*'(R"), ¢ C(R"). Existe una constante C = C(g, s, n) tal que
(10.14) Ve@v)—¢J ()| <Ch|_ -+

DEMOSTRACION. Recordemos que Jv=v*j , j(x)=g"j(x/g). Luego,
(JEv)A =(j.)".v , donde (jEY(f) = j(&£). Tenemos entonces,

J, (¢v)-¢J, ()| = ‘(zw*[é* AL 0)}(1 +)e
Pero,

(10.16) [43* (3~ 6 G)}aﬂf Y = [~ mis€ - )~ jeeo))a+e
< ()l ).

) < =) A+, (ef (10.120),y

(10.17) (e —m)~ SO+ <C+[n).

Aceptando por un momento (10.17), obtenemos de (10.15) y (10.16):

6T, v—J ($V), < “ d(a+|. @n)pa+|.p

Sea £ =(¢,,...,¢,,....£,) . (10.17) es consecuencia de las siguientes desigualdades,

. e -my-je))| e, fle e~ o =

i< oj et 1 .
e i<x,&>€ + x); el<r],x>¢ dx!
_f {( o, j i Jj)m, }

x| + [|]dx) = Oy . QED.

(10.15)

)S

2

)Y'dn <

pues valen (1+ |§

)l"“l“

=C(9, n,s)|vL_] , que es la tesis.

_l_J‘e—i<x.\f>€ axi(j(x)(eiq/,)bf _ 1))dX'| =
h

<

ig

J
: |77| (I‘Gx
h

PG| c
P& e
u#0 ycierto a>0. Sean b=a/m, srealy O <P . Entonces, si QO es acotado existe

C=C(s,P,0,9Q) tal que para todo ¢ C;(QQ),
>lowy|, <c(Pnyg], +igl ).+

1
a

LEMA 3. Sea P(D) hipoeliptico de orden m con

para & real, |§|>C,

|u>0
Para la demostracion de este lema veremos algunas proposiciones.
PROPOSICION 1. Sean r=#{a: | < mj y 6, .. ,6,eR" tales que

det ‘91.“ #0 . Entonces existen numeros reales A,..., 4 , dependientes de {6,},

|a|sm, 1<isr

tales que (0% (&)= 4,0(£+16,) paratodo te R y paratodo & € R” .+
j=l
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ea

En efecto, la existencia de tales {6,} sigue del analisis del polinomio det

|afsm, 1sisr’
(cf. Apéndice B). En esta situacion, de los desarrollos de Taylor:
O +10,)= > (t6,)* Q&) /a!, j=1,..r, se deduce que
|et|<m
O¢+16) .. 6
tla|Q(a) &) _

~ detjo7 |,

QED.

PROPOSICION 2. 0<P= Y oW (&) <C Y |P® (&), para todo R y

|ufsm |pfsm
todo r>1.¢

En efecto,

tl“lQ(“)(g)l <Y1 foc+1))< CZ P& +16)| <

<Cc' > M IP("‘*") (5)‘ <Cc"y
a,|a+plsm !7|

COROLARIO. Sea P hipoeliptico y O < P . Entonces, paratodo p#0:

QED.

’Q(”)(§)| <c &) , donde b=—, acomo en (10.7°), m el grado de P.*

(1+jgh” m
DEMOSTRACION. [P%(¢)| < C (lp (é ))a Sea r=(1+|¢)"" Entonces, de
+
z|Q<f‘>(e:)| < z""Q“‘)(g)‘ < C[ + Zt"'|P(’"(§)|} y la tesis sigue de (10.7°), QED.
(4)
s+lule <CZ|1) ) (D)¢ s+|,ulc

En efecto, aplicar prop. 2 con £ = (1 + I [T .
DEMOSTRACION DEL LEMA 3.
Utilizando la prop. 3 con ¢ =5, obtenemos:

ZIO(#)(DW‘ < Z|0(;:>(D)¢

:+[y|b

Hufp

<CY|P“X (Dyg|

R

=) ( |P<*‘>(5)|2]<1 tleyerds < clewf +of).

Por otra parte

| | =0
pues el paréntesis en la integral no supera a C. (jP(.f)|2 +1X1 +|£)*, QED.

DEMOSTRACION DEL T.4. Sea V ={0(£):0(&)<P(y,£)}. Este es un espacio
vectorial de dimensién finita, N, con una base {P(&),..P,(&)}. Si

P(x,D) = ﬁcj (x)P,(D) y P(D)=P(y,D), escribimos

=
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‘ﬁbj (¥)P,(D) = P(x, D)~ P(D).

Entonces, ¢,(x) y b,(x) son funciones indefinidamente diferenciables en x. En efecto,

REY) .. REY)  RE™ | RE™)
: . L B | .
P €D o B RLE™Y | | BLE™)
Pe€®) o BNV REMY BT . . B(E)

es un polinomio# 0 si detB = 0. Luego, por induccidn sigue que det|Pj 4 ("))‘ #0 para
cierta familia {.f(") }C R".

N
Del sistema P(x,£%)=c (x)P (%), k=1..,N, se deduce entonces que

¢,(x)eC” paratodo. Para estos P, vale que (cf. T.3):
(10.18) I (D)wL <C,|P(D)w|, paratodo we H};(Q).

N
Sea €2, una esfera en 2 de centro y tal que Z|b1 (x)l < é—é— paratodo xe€Q,. Sea N,
J=1 0

un entorno de y tal que N, C I_Vj cQ,.
Queremos demostrar que paratodo ¢ € C7(N,), s € R, se verifica

(10.19) P(D)J (pu)), < C[|¢ £l + Z |P(D)(uDﬂ(p)| }

,uSm

donde C=C(N,,s,P), u es una solucion débil de P(Dyu=feC™ (), b=a/m,
P(D)=P(y,D) es un operador hipoeliptico de orden m para el cual vale (1>a>0):
p@

PO o,
P(£)
Notemos que gpue H, _, equivalea P(D)(pu)e H_,, eimplica: P,(D)(pu)e H__,,

(10.20) sup sup |£]°

|E2t m2jaj>0

también, en virtud de que b <1, vale |¢ou|P ’ S](pu

Ps—b "’

Sea ve Cy(Q) y recordemos que Q(D)(uv) = z (O(“) (D)uXD" ) Tenemos:
(10.21) (P(D)Jou,v) = (u, 5 P* (D)ng) -

=, 7 P*(x, DYJ )~ (4,52 b,(x)P, (D) * (Jv)).

N
Si definimos F, (D) =P(y,D) y b,(x) =1, entonces P(x,D)= Zb (X)P, (D). Luego,

P*(x,D)(pw)= ZP *(D)b,wP) = ZZP 0 (D), ) o

(x,D)w, de donde

j=0 u=0
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PP*(x,D)yw=P*(x,DXpw)- ZZP

J=0 u#0
Reemplazando en el altimo miembro de (10.21), obtenemos:

(1022)  (P(DM,pu)=(u,P* (5, D)F ) -3 T Dﬂ(”P ) (D)B, J,¥)

j=0 u=0

- (u, ¢(Zb (P, (DN* I V) =(f,0J.v) - ZZ(u Du(pP 0 (DB, J,v))

- ((Z b, (X)P (D))(up),J.v).

Sea e C; () talque w =1 en N_y, 0 <y <1. Como el soporte de ¢ esta contenido
en N, en el ultimo miembro de (10.22) podemos reemplazar b, por v, =yb,,
obteniendo asi la identidad en D'(Q)) :

N
(1023)  P(D) (pu)=J (9 f)= 2./ (w,P,(D)ou))-

j=l

-2 S ML, P (DY@ )1 ).

Pero, e
(10.24) 7w, P, (D)pw) <
<Y, P, (D)pw)-w 7, (B, (D)ow) +|p 1. (P, (D)) <
<C'|P(D)u)| _ P (D)),  (DYow)| =
=Clp, (D)), +|w, | V.B,(D)ou),
Luego, de (10.23) sigue que

PO, 0w, <lp 1], +CIIROYow),, + Sl |LIE OV 0w, +

m

U,y P (DYuDp)),
J=0 |u|>0
Usando (10.18) obtenemos ahora

\P(D)J, (pu)|, < _+C'P(D)pu)|_, +%|P(D)JE(¢)u)|S +

U (v, P D)D)

7=0 |ul>0

En virtud del Lema 3 y la desigualdad s—1<s-54, se obtiene
1
POV (o), <lo 7|, +C 7., PO(D)uD p)) <

jO/J)O

<lp 1], +CIPDYow)|_,+C"Y > |P#(DyuD p)| <

j=0 | >0
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<lpf
<lpfl,+CY [P(DYwD*9)| , , QED.

|uf<m

+C |P(D)(¢u)|s_l+C"’|Z’: Py e)| | +uD 9| )< (13)

10D. El espacio Hcoincide con el espacio B,, definido en el Cap.7, para

k=(1+|£)*, de norma ||u“27k = (ﬂﬁk
fundamental £ con las mejores propiedades locales establece que (cf. Cap.7):
dado un polinomio P(¢) existe £ < D' tal que P(D)E =6, E/cosh|x|e B, ;.

2 . . .,
d&)'? . El teorema de existencia de solucion

De esto se deduce que E € B:o"% . Es decir, ¢k € B ; paratodo ¢ e Cy . Ademas que
ueB

Entonces vale la
PROPOSICION 4. uc H,, ¢,y €Cy = y((u)*E)eB,

soporte de # compacto = u * E € By |lp(u* E)”p,kﬁ <C (¢)”u||P‘ L

pk> kP

.
1]y P

Sea u=P(D)v, veCy (x| <R). Luego, Exu=E*P(D)§*v=35+%v=v. Por tanto,
%4 i SC@p

[lera+i

v )’ tenemos

i =| LeconzeCy r=1en |x<I.Sik=(1+[¢

y B dE <M Jul’

Sea ahora w=Q“ (D)v, veCy (x| <R). Entonces, del corolario a la proposicion 2

sigue la:
PROPOSICION S. Sean P hipoelipticoy QO < P . Entonces, st z##0,

0¥ (DW| <C,lP(DW,, . *

En efecto,

(10.25) |w[ = j Y2 gE < C2

2
Zlva .

HOPE a+fe

OO @[ 1+

Y*dE sczj

159



CAPITULO 11
EL TEOREMA DE H. WEYL - SEGUN GARDING - PARA EL OPERADOR
—(1/k)A EN UNA REGION DE JORDAN.

1TA. Queremos estudiar el operador A+ Ak en una region de Jordan D, para este
operador suponemos kecC(D)nLip, (D), k>0 en la clausura D de D. Y
precisamente el problema de contorno:

~(A+ARYD=f, @ =0.
En el caso en que k sea idénticamente igual a 1 usaremos las minasculas 1 y @.
Sea A<0, -A=t=y*. Eloperador (cf Cap.8),
(11.1) (6v)(p) = [G(p.g: M@YK (g)dg,

D

2P D
(112)  G(p.gih) =G(p.q)+ Ay 2B D _ 5 gy 1 gin),
. N (A, —A)
(-(/k)AD, =A@, ©,| =0) lleva L*(D;k) en C(D) y es completamente

continuo.

Si Dy,p = {u € C(D) 1| =0, —(A+ Ak)u e [*(D)}=
={ueC(D)u|, =0, AucI}(D)}=D
entonces el operador —(A+Ak):D,,,, — L*(D) es cerrado.
DEFINICION 1. T,w =G (w/k) .+
Luego, T, =—(A+Ak)"' y G(p,q;A) es el micleo de Green del problema:
—-(A+ARu=f, "|au =0.
En particular, u(p)=T,7(p) = [G(p,q;A) f(9)dq.
D

NB. Si keC'(D) entonces G es completamente continuo de L?(D)~ L*(D;k) en
H(D)=W,*(D) y es el inverso del operador —(1/k)A+¢ con dominio, (cf. Ap. G):
D, ={heW} :Ahe I}(D)}. +

A+0

DEFINICION 2. G, =G® =GP oG . +
Sea g"(p,q) = G(p,q; A) k(q). Entonces, respecto de la medida de Lebesgue, G,
tiene por nucleo a

(11.3) £(p.9) =82 (p.9)= [ (0.1NgP (r.q)dr .
D

Resumiendo, si ve I*(D),
G™)(p)=[2"(p.9)¥(9)dg
D

(114 {Gwp) =g (p.9)¥9)dq

—(%+A)G,(1)v=v ; (%+A)2G,v:v.
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Como % =G"(® ) tenemos, uniformemente en D , (cf. Cap. 8),

m

> @)/ [ =00).

De las propiedades conocidas de G, (11.2) y (11.3), sigue que
g,€C(DxD).
Por otra parte, de G (A, —A)®,) = T,(—(A + Ak)® ) = ®_ se deduce que
G((A,-A'® )=0, .

Utilizamos el simbolo = para indicar que la convergencia de una serie es uniforme.

TEOREMA 1. g(p.9)=k@A(p.9)cC(DxD) y A(p.g)=y LulP)Puld)

=] (Am - /\)2 ’

p.qeD .+

DEMOSTRACION. Repetimos aqui la demostracion del teorema de Mercer, [RN]. Sea

g (%))
A(x,y) === Luego,
k()
@, (x)
(11.5) — = [A(x, ), (y)dm(y), dm(y)=k(y)dy .
(Am - A) D
Definimos:
(11.6) (Af)x) = [ ACx,p) f()dm(y), f e X(Didm), xeD.
D

Notese que J:=0D puede tener area positiva independientemente del hecho que
@, =0 en.Jy que exista un nicleo de Green G, .

Sea {¢,} un sistema ortonormal completo en D respecto de la medida m tal que ¢ =D,
en D, ¢ =0 en D\D, i=12,.., y donde las ¢ con indice i <0 | si hubiere, se
4
(A, =AY
A(x,y)=A(y,x) y A(x,y)=0si xeJ o yeJ, setiene A@ =0 . Los restos

A,(x,y)= A(x, p) =2 18,()8,(»), (x,y)e DxD,

=1

anulan en D. Entonces, A¢ =y = i2l. Si i<0, como

son iguales para cada x, a

4,060)= 3 16, () en I(Dm).

i=n+1

Ademas, [ 4,(x.)/ (/) dm(x)dm(y) = Y sfe,(F)f 20, y como 4,(x,y) es

DxD i=n+l
continua en D x D sigue que 4, (x,x)>0 . Es decir, A, (x,x)=A(x,x)— Zui# (x)=0,

i=l

y por tanto,
ACex) 23 gl (x).
1=1

Ademas,
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(11.7)

s(iu,#(x)j[imf(y)js

<A 4 () MY 1 ().

> 4 (), )

O sea, Z 1, (x)$,(y) converge, fijado y, uniformemente en x, y fijado x,

=m

uniformemente en y. Sea
B(x,y) =3 i (¥ ).
Entonces, "
[BGe.y) 1) dm() =3 1 () (/).
Por otro lado, A(x, )= 0(1) implica )

(A7) = tim A(ic, Qr j(x) =3 1 64 0)

Luego, para toda f, .f(B(x, )= A(x,y)) f(y)dm(y)=0, lo cual implica B=A4 .
D

En consecuencia, A(x,x)= B(x,x) :Z 4.¢°(x), para toda x en el compacto D . Del
=1
i 2
teorema de Dini se concluye entonces que Z U, ¢ (x,x)—— A(x,x) para N — o

i=l

De (11.7) obtenemos ahora que Z U, §.(x)$(y) converge uniformemente a una

i=1

funcién continua en D y precisamente a B(x, y) = A(x, y), QED.

11B. Supongamos que k sea una funcion o —Holder continua en D . Sea D una region

de Jordan tal que D> D y sea k una extensién o —Hélder continua de k de D a D
(cf. [Mt]) tal que

inf £ =inf k, supk =supk .
El problema de contorno Aw + Akw =0, wlab =0, posee infinitos autovalores:
0<A, <A,<. <A —+wo correspondientes a autofunciones {Cbm} que forman un

sistema ortonormal completo en [*(D,k). El operador
6™vkp) = [6(p.g: M@V dg, 1=-A 20,
D

es completamente continuo de I*(D,k) en C(B) y verifica, en el sentido de las
distribuciones, para toda ve [*(D,k): -AG V)= —tkGPv+kv.
Sea Y =C; (D) y definamos para f,ge¥:

(118 a(f.)=(5+01.8) = lim 3 (A +06,(en(8)

Entonces, a,(f,g)=a,(g./); &, (/)13 cn(f) =t|7|} 2 tGnf Of
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Completando Y respecto de a,(.,.) se obtiene un espacio de Hilbert X identificable con
una variedad lineal de L*(D). Por otra parte, como

GP® =@ /(A -N),
si feY vale

(11.9) a,(GPf.GPf)= I S GRS lede =32
Luego, para A<-1:
(11.10) a(GVf,GY < =~

Cm(f)

1 supk

L1 < a(f, f)=Ma,(f,[).

Es decir, si =1, G admite una extensi(')n de Y a X, lineal y acotada, que verifica (cf.

(11.8)):

(11D (G L. N=(f.1)e>0 st f=0.

Por otra parte, el operador positivo G satisface en Y a la relacion:
a,(GVf, ’

(11.12) (GO £.GO )= sup 2GS g _ Sl

get a:(g’g) g&}' a(gag)
la cual, naturalmente, vale aun para f € X . Analogamente,

(11.13) G,(GOh, GVh) = sup .l
ser a,(g, g)

Como ¥ oY, si h= f e entonces, por (11.12) y (11.13), tenemos,:
(1114)  [f(GOfkde=a,GPf,GON) <4, GO f.COf) = [ £GP fkds.
D D

he X .

Definimos: GO (h)y = x,G"(x,h). G es un operador positivo en L*(D,k) que en
virtud de (11.14) verifica alli: G® >G®.

Luego, sus autovalores guardan la misma relacién (cf. §A1, Apéndice al Cap. 11):
(11.15) 4, =y, paratodo /.

De GO®, = @, (—(A/k)+1)®, = (A, +1)D, resulta g, (A, +1)=1. Por tanto,
1 y - . .
TRl SN [ AT A
> sup{GPg.2), ‘g, =1.g L 2o®1... 25D, |2

- S0 ondloll —1 o _ 1
Z{h,,._,hff}fgw,k)s“p{((}f £.8):lgl, =L g Lh . f2p = T

Si en lugar del operador —%H hubiéramos utilizado en (11.8) a su cuadrado y en lugar

de GV, en (11.9),a G, =G®, habriamos obtenido que en L*(D,k) vale:

(11.16) G 2G,.

TEOREMA 2. Paratodo pe D, A,(p,p) >2A4.(p,p).*

En efecto, la tesis es consecuencia de la siguiente desigualdad valida paratoda f et :

(G, =G [, = [ F(P)k(p)dp | l4,(.9)~ 4.(p. )] (@)k(9)dg 2 0, QED.
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NOTA. Sean ucC(D), u|, =0,y (-A+Ak)u=0 en D'(D). Como kueC(D),
resulta w € C'(D) y por lo tanto Au e Lip, (D) y u es una solucién. De acuerdo con el
teorema 5, Ap. M, debe ser # =0 . En consecuencia,

ucC(D), u|,, =0, —(A/k+A)u:icm(u)(Am ~A)®, =0=>c¢ (u)=0 V m.

m=1

No es cierto en general para un sistema ortonormal {® }completo en D que

N
de(l)m —55—>0 en D'(D) implica d,=0 Vm. Por ejemplo, ®, =cosmx,

m=1

m=012.. en (0,7) verifica

%+icosmx:§5m ,
m=1 —a0

pero la serie se anula en D'(0, 7).

11C. En esta seccién queremos demostrar los siguientes teoremas.
TEOREMA 3. Supongamos que D sea un recinto de Jordan, o un abierto con la

propiedad G. Sea k€ C*(D)NC(D), k>0 en D . Entonces, paratodo p,qe D vale

o0,k
(11.17) lim tg,(p,q)=""’—(m.'
t >0 4
TEOREMA 4. Supongamos ademas que k€ (C®(DD) y es positiva en una region de

Jordan D > D > D . Entonces
(11.18) lim ([ g,(p, p)di =—— [ k(p) dp .
1o 4r s,

TEOREMA 5. (H. Weyl). Sean k£ y D como en el Teor. 4 y sea
N, =# {autovalores de — (1/ k)A menores que /1}.

Entonces,
. N 1
11.19 Iim ——~=—\k%k dp .+
(11.19) Jim = 47{!(11)11
T.4=T.5: Por el Teor. 1 podemos reescribir (11.18) de la siguiente forma:
) , 1
11.20 A+ " =—\k(p)dp.
(11.20) 2 (A, +1) 4m£<p)p
Pero,
- P -2 o -2 . N(o) T -3
YA, +07 = [(s+0)7dN(s) = lim [(s+1)7dN(s)=lim( ~+2[(s+1)” N(s)ds),
m=} 0 g 0 ge (G-+t) 0

Como Z(Am +1)? <, dado & existe o, tal que para todo o > o,

m=1
. L 2N(c;)—Ngo—o)
Og<A <o (Am + t)u (O- + t)

N(o)
(o+1)

gf(s +1)2dN(s) “T

>0.

Se deduce entonces que tiende a cero para o — o y por tanto que

2

N(s)
(s+1)°

1
ds ~ k dp .
Smi (p)dp
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Aplicando ahora el teorema tauberiano del apéndice H (Teor. 2) resulta:
s
N(s)~ —[k(p) dp. QED.
4z 3

Para demostrar los Teoremas 3 y 4 necesitamos algunos resultados previos que pasamos
a demostrar.

11D. Sea zeD fijo; denotaremos con B(y;z,x) a la solucion fundamental del
operador

b,(D,) = (- (A, /th(z))+1)".
Precisamente, b,B = 0 (x — z). Transformando Fourier esta igualdad se tiene,

2 2
{———M + 1] B=em,
1k(z)

y por tanto, recordando que y = Jr , obtenemos,

3 1 ez<x-—z,y> 3 k(Z)t e1<x—:,_v>l k(z)

- 2 J. 2 2 dy = 2 I 2 »
@7)" 2 (b /tk(2)+1) Qm) i (O +1)

iz z o..k
(11.22) Blrzy) 5 Mo _d Ok
! CAn 2 +|}’|“)- ar

(11.21) B(x;z,x)

>

donde &, . es la delta de Kronecker. Podemos ahora aplicar el T.1 del apéndice a este

capitulo a p(y):M(l+ly|2f, donde P(x)=B(x;z x), para obtener de (11.21) la

formula (11.23). Como u=4, B(x;z,.)e L'(R*)NC=(R*\{z}). La funcion ¢, (x) de
esa formula se define como

1 si ]a|<2
e ()= .. .
x~| i Si |a|22

O] e, (xk(2)(x—2))
1+ x,/k(z)|x —zp¥

si x,z e U =abierto, acotado y tal que U — D, N entero positivo.
Entonces, dado £ €(0,1), se tiene:

oM (1+ zlx - z‘)'” Si |a| <2,
OM(1 + ;(‘x - zl)“N (x|x - z|)2"‘a"€ si Ja|=2.

(11.23) D®B(y;z,x)=

(11.24) DEB :{

Si t>1 obtenemos de (11.24), paratodo N >0, y>1, |a| <4:
(11.25) DIB=0Mx A+ zlx— )™ (z|x - 2))°, s=(2-|a]-£)n0.

También, si o =0,1, de la primera igualdad en (11.24) obtenemos:

(1126)  DZB=0(x)xpx—2 1+ xpx—2D™ =002~z "+ e -2,
y la segunda, si |a| =234y h= ‘a| — 2, se escribe como:

11.27) DZB=0(x)x(1+ z|x - zl)_N (z|x - zl)"h_e .
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2
11E. Sea b(D_) = J—I-Axﬂ . Luego,
th(x)
(11.28) B(D.Ju = — Nu+—2 orad Aux grad—— +
' 4 k() 7k(x) S

1 1 2Au o o D
+—t2k(x) (A k—(xijAu - %00 +u = Zba (r; x)( zm J

Si definimos b,(x;&,x)= > b, (¥;x)é* , al hacer y — o tendremos,

|a|<4

N . A |
(11.29) b, ( ,f,x)_kz—(x)+k—(x;+l_ Hx_)ﬂ .

NB. Tanto b, como B no coinciden con sus homénimos en el trabajo de Gérding citado
en las referencias.

11F. DETERMINACION Y ESTIMACION DE UNA SOLUCION FUNDAMENTAL
DEL OPERADOR 5(D.).

Comenzaremos describiendo el procedimiento con el que obtendremos una solucion de
la ecuacionen xe U :

B(D ) (1:2,x)=0(x~z) en D'U), zelU=U cc D
Supongamos que f sea la distribucion:
(11.30) Bx;2,%):=(b.(D,)-b(D,))B(x;2.x), xeU\{z}.
De lo visto sabemos que S es una funcion en U \{z}. Veremos mas adelante que
B(x;z,)e L'(U) (lo mismo que B(x;.,x)). También veremos que satisface (11.30) en
D'(U) . Esto es, paratoda ¢ C; (U),

(1131)  [B(s2,x)¢(x)ebx = [b.(D,)B(x 2, x)p(x) — [ B(x : z,x)b" (D, ) (x)die,

[B(x: 206" (D) d(x)dx = 4(z)~ [ Blx: z.x)p(x)dlx.

En otras palabras, para z fijo en U, tenemos
b(D,)B(x;z,x)=6(x—2z)- B(x;z,x) en D'(V).
‘Esto sugiere que es posible que encontremos I" bajo la forma
I'(x;z,0)=B(x;2,0+V (x1,2,x),
donde V debe ser entonces solucion de
(11.32) b(D W (x;z,x)=p(x;z,%) en D'(U).
Para resolver (11.32), observemos las siguientes identidades, consecuencias de (11.31) y
del teorema de Fubini. Sean wel'(U), ¢eC;(U). Entonces, aceptando que
Be(C(DxD), (cf. la prop. 1 siguiente), y la estimacion (11.42), tenemos:

| [ [u2)Bx:z, x)dz} b'(D)p(r)de= | u(z)( [BCr. z,x>b‘<Dx)¢(x)abc]dz =

U\U

=| u(z)(qs(z) - [B(x:z, x)aﬁ(x)asc]dz = ¢(z>[u<z> - (B, z)u(t)dtsz |

166



Entonces, si llamamos
V()= [ Bz xpu(z)dz,
U

(11.33)
T(x)=u(x)- [ Btz 0)u(z)dz,

resulta: [V (x)b"(D,)p(x) dx = j T(x)¢(x) dx . O sea,

(11.34) b(D)W =T en D'(U).
Comparando (11.34) con (11.32) vemos que para resolver nuestro problema es
suficiente encontrar u(y;z,x) tal que

(11.35) Bz,x) = u(x;2,%) - [ Blx; 6, x)u(x,z,0) dt

Entonces, de (11.33) seguiria que
(1136) V(xizx)= [Brtxu(zz 0 dt
U

seria una solucion de (11.32) y tendriamos que

Iz 2,x)=B(x;z,x)+V(x;2,%)
seria una solucion de
(11.37) (DI (x;z,x)=0(x—2z).

REGULARIDAD DE B(y;z,x). En la notacion de las distribuciones que aparecen en

lo que sigue de esta seccion omitiremos su dependencia de y =¢"? >0 cuando esto no
dé lugar a confusion. La funcion

i<x,y>

1 e
S(x,¢) = , dy, ceR",
(27)” ,;[(yl2 /c+1)°

resuelve la ecuacion (—-A_/c+1)>S =8(x), (cf. (11.21)). Como el operador diferencial

en cuestion es eliptico, S(x,c) es una funcién analitica en xeR? \{0}, (cf.

[Hormander], p.114 o bien Cap.7). Fijado x, es una funcién analitica en ¢ =0, por lo

que es analitica en (x,c) e (R*\ {0}) x R™ . Por otra parte, la transformacion:
DxRWNfr=z} >R x(R*\{0})  definidapor (z,x)— (th(z),x~z2),

es indefinidamente diferenciable. Por tanto, S(x-z,tk(z)) es indefinidamente

diferenciable en x,ze€ D, x = z. Luego, de S(x—z,tk(z))= B(x;z,x) sigue la

PROPOSICION 1. B(z,x)e C*((DxD)\{x = z)NC(Dx D).+

En efecto, que B(z,x)e C(DxD) sigue del teorema de Lebesgue de la convergencia

dominada aplicado a la primera integral en (11.21), QED.

DETERMINACION Y ESTIMACION DE £. (11.30) puede escribirse de la siguiente
manera:

(11.38) Bx)= Y, b, N0/ 7)B(z, %),
|4
pues, de (11.28) tenemos,
(11.39) (D)=, (D" 7™ =k ()N / 2*) -2k (2)(A) 27) +1,
lal<4 :
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(11.40)  B(D,)= b, (x)D*/ ™) = k2 (x)(A / 2*) - 2k (x)(A/ %) +1+

|x|<a

+l|ii grad—l-—xgradA}+ 1 (ALJ AZ:I _
X Lk(x) " k(x) 2 xk(x) k(x)) x
Estimaremos a continuacion los sumandos

S,=(..-b, (x)XD“ / xlal)B(z, x).
Si |or|=0,1 entonces S, =0.

Si |a| =3, b,, =0 y por tanto de (11.27) se obtiene, para y >1,
oM

11.41 S = ,
( ) x— z|l+5(1 + zlx—z)¥

[21
£
4
uniformemente enx, ze U .

Si 'al:Z, ZSa: 2 2 —A—B— ,1 A ! iB,yusando otra vez
]2 k(x) k(A 2’ X k(x) \k(x) \x

(11.27) obtenemos nuevamente (11.41).

Si |a| =4, tomando en cuenta la regularidad de £ y que U < D, volvemos a obtener la

estimacion (11.41).
Luego, uniformemente en (z,x)e U xU y para y =1, vale,

C
(11.42) |B(z,x)| < - —.
X (1+ x|x—z|)
PROPOSICION 2. B(z,x)eC*” ((DxD)\{z = x}). Ademas, tanto S(.,v) como F(v,.)
estan en una cierta bola de L'(U), cualquiera sea y >1 y el valor del parametro
velU .+

lre

X—z

DETERMINACION Y ESTIMACION DE u. De (11.42) se obtiene,

C2
11.43 s I\ = 3 l+e N
( ) I:B(X §9:16% )' z-gqx__yHy_ZD (1+ZIX—Z|)

En consecuencia, usando (11.43) y (*) del apéndice a este capitulo con a=fB=1+¢,

obtenemos:
s nafs o ET o
U y4 IX—zl (1+le—z|) o

- C2M22+£
N 12€|x—z|l+€(1+z|x—z|y ’

uniformemente en (x,z) e UxU con M= I l yl_l_gdy . En general,

|y|£diam D

(11.44)

(1145) [ BC.Y0) s [ BO, Y0 ) [ B2 2) BO X)) | <
CnMn—lzn(Hs) :L(Q Jn 1
% x—z|l+g(l+)(|x—z|)N M\ x° |x—z|l+€(l+,x|x—z|yV .

Luego, para la constante OQ=CM2"° >0y y*=21+Q vale
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(1146)  u(z,x):= B(z,x)+ [ Bz, ), x) dy + [ Bz v)av [ B(v, y)B(y, x) dy+...=

_ o (9 )
Ix—z|l+g(l+}(|x—z[)N Z;(ZEJ ’

uniformemente en (x,z)eUxU . Ademas la serie de valores absolutos define una
funcion v(z,x) que satisface la misma estimacion (11.46) y tenemos la
PROPOSICION 3. Sea y“ >1+Q =1+CM2"° Entonces, u(.,x) y u(x,.) pertenecen

a una bola de L'(U) deradio O(y ™). Idem para la funcién v.*

x -0 x
PROPOSICION 4. Sea y°>1+( . Entonces la funcién u(z, x)|x—z|l+€ es acotada y

m=]

En efecto, i(%j -9 SQ(1+Q), QED.

l+e

continua en 7 = (U xU)\ {x = z}. Lo mismo le ocurre a v(z, x)lx -z
DEMOSTRACION. Si xe B,(X), zeB,(Z) y |X —Z|>2r, entonces la estimacion

(11.42) permite demostrar que

1(x,2)= [ B(x, »)B(y,2) dy = [ B(X.3)B(y.Z) dy,

o sea, [ es continua en (x,z), x# z. La estimacion (11.44) y el mismo procedimiento
aseguran que el siguiente sumando del segundo miembro de (11.46) es continuo en

. . . l+e , .
(x,z), etc.. Luego de multiplicar la serie por |x—z| " vemos que é€sta tiene por

m=1

mayorante, salvo por un factor constante, a Z(QLJ = O( lc ] , QED.
x V4

DETERMINACION Y ESTIMACION DE I' Y ALGUNAS DE SUS DERIVADAS.
~l-&
e Y-z
(1147) ¥(z,%) = [B(y,x)u(z,»)dy =0(x*)| i
H o+

2= P A+ 2|y -2
__ 0™ | & __OMx™
U+ ghe—2D™ 5y 2™ A+ xpe—z)”

PROPOSICION 5. Sean T =U xU\{x =z}, °>1+(Q. Valen las siguientes
estimaciones para ['(z,x) = B(z,x)+V(z,x), (z,x)eT :

vy =

« ox")
D°T SEELA Sy - =0,1
 1(z,%) Arf—a)"” lel=01,

a C (Zz ) M M

En efecto, se deducen usando (11.47), (11.24) y (11.27), QED.
PROPOSICION 6. Con las mismas hipétesis de la prop. 5 valen: ¥V (z,x)e C(U xU),

DV (z,x)e C(NHNL(T) si |o|<1,
DIV (z,x)|x—z e C(TYNL*(T) si
DIV (z,x) e~ e CAYNL(T) si |a|=3.

a|:2,
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Lo mismo vale para el nucleo I'(z,x) .+
DEMOSTRACION Recordemos que B(z,x)=0(), DiB=0(1) si |a|=1, que

2
D”‘B:% si |@|=2 03 con M(a)=0 o1y que u(z,x):—o%-
(Zx_ZV' (x|x—2))

Entonces resulta (cf. (11.47) y la proposicion 1): ¥ e CU)NL*(U) y si |a|=1,
D2V (z,%) = [u(z, y)DSB(y, x)dy € C(YN L(T).
) _

Definamos para |o|=

(11.48) W,(z,x) = [u(z, )DIB(y,x)dy .

u

Luego, de las proposiciones 1 y 4 y de (*) del apéndice sigue que W, € C(T) y que
W, (z, 0~z =0(Q) si ]a| =2,/ =0 si fo|=
» —z|>2r, utizando el T. De Gauss obtenemos,

.. o= ] e j DB, eI~ fim [u(z,y)dy [ DFB(.x)g(x)cbe =

fx-vizn

= Ju(z,») dy[ (-1 B(y, )DZp(x)cbx =<V (z,%),(-1)| D*h(x) >=< DIV (2, ), p(x) >,

Osea, W, (z,x)=DV(z,x), QED.
COROLARIO. Sea ¢ € Cy(U). Si || <3,
D* j B(t,x)(t)dt = j DX B(t,x)p(t)dt € C(TYN L (T) .

Lo mismo vale para el nacleo I'(7,x).¢

DETERMINACION Y ESTIMACION DE " y I'". El operador adjunto de &(D,) se
define de la siguiente manera:

1 1 (u 2 (u

Luego, b"(D,u= Y b,(x x)[ Dlal Ju =
|‘1|<4 X

(—j——A( j+u+—gradA( jxgradl*‘
k k) x k X k k
+L4A(1)A(Zj 4 graduxgrad——z—uA(lj

X k) \k) x° k x k

Por tanto, si b,(x;&,x)= Y b,(x;x)* entonces al tender z a infinito tendremos

jarl<a

(11.50)

by (0,&, %) = [Iﬂ ] (ct. (11.29)). Definimos
B (x;2,%) = (b1(D,)~b"(D,)B(x:2,%) = (b.(D.) - b"(D,))B(x;2,x) =
=SB (0 -b (z,x)( =i JB(z,z %).

s
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Entonces, omitiendo el parametro y en el argumento de 3°, obtenemos:

(11.51) B'(z.x) = o)

x— le A+ zpx -z ’

e
uniformemente en x,zelU = U ccD y x=21. O sea, B satisface la misma
estimacion que f. En efecto, la demostracion de (11.51) procede a lo largo de las
mismas lineas que (11.42) utilizando las acotaciones (11.24)-(11.27). Precisamente,
para || = 2,3,4 puede usarse (11.27) y si |a| = 0,1, (11.24). Sin embargo, para acotar los
dos ultimos sumandos en (11.50) conviene observar que vale
1 < 1 _ o)

(l + x|x - ZI)M1 (1 + Z|X— z|)N x|x - z| (1 + Z|x - z|)N ,(Elx— z
Se puede deducir ahora la
PROPOSICION 7.

u'(z,%)= B2, 0)+ [ Bz 0B 1 x)dy+ ..,

x,zelU.

l+g ?

V'(z,%)= [u'(1,2)B (x,y)dy

["(z,x)=B(z,x)+V"(z,x) ,
tienen propiedades semejantes a las de w, V'y ' respectivamente. ¢

11G. I'(z,x) ES UNA SOLUCION FUNDAMENTAL DEL OPERADOR 4(D,). El
procedimiento descripto al comienzo del §11F para hallar I’ serd correcto si se
demuestra (11.31) y la existencia de u(z, x), solucion de (11.35), tal que u(z,.)e L'(U).
Esto ultimo es lo que afirma la proposicion 3. Veamos entonces que
[ Bz.0)¢(x)dx =[ B(z,x)(b,(D,)~ 6" (D)(x)dx (cf. (1131)). Sea @ un multiindice
u U

||
y &,, j=12,..., multiindices tales que ‘81,:1, Zs,:a. Luego, si ,Bj:Zf:,,

J=1 >F
¥, = &, , tenemos |yj|+|,81.':‘a[—1 y
i<y
] _
(11.52) (D7u)p— (~1y'u(Dg)=—-> " (-1)' D (D" ¢ D"u),
j=1
como se ve desarrollando el miembro derecho. Consideremos

Iy = [BG0#xd— [B(zx)b.(D,)~b"(D,))p(x)dx

U\Bs(2) U\B,(z2)
De (11.30) y (11.52) obtenemos 7, = [{(5.(D,)—b(D,)B(z,x)}p(x)dx

U\Bj(2)

- [BEx.D) -5 D)) = T [C,y(x,2)DIB(z, ¥)DEP(x) do, (x).

U\By(z) |BU7I<3 |z-x}=s
Los sumandos con |7| <2 son, en virtud de (11.24), O(5"*). Si |;/| =3 entonces =0
1 1
- =0(5).
£ k%x)j ©)

Luego, la integral correspondiente es O(5'), {S% I, =0 siguey (11.31) vale.

y de (11.39), (11.40) y (11.27) obtenemos que C,, = O(
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Analogamente se demuestra que I (y;z,x) es una solucién fundamental del operador
b (D,).
NOTA. Paratoda ¢ C;(U):

[T (2, 0)B(D,) ¢(x) dx = §(2) = [T 2,¥)b" (D, ) p(x) e,

y sl
(F n)(x) = If(z;z,x)n(z)dz entonces <77,¢>=<I'n,b"¢>. Es decir, s6(IT'n)=7n.
U

Como b es un operador hipoeliptico, si 7€ Cy (U) resulta que T'neC”(U). Ademas
(cf (11.37), T(x;2,)eC(U\{z}).

11H. TEOREMA 6 (Garding). Sea C(f,g) una funcional bilineal real asociada al

operador 5(D,) :(1—IE—SAJ , t>1, definida en L*(D)x L*(D) tal que
X

(11.53) {’C(f’g)ISK”f ,lgl,, paratoda f,g e L’ (D), reales,

Cbdw)=C(¢,b"w)=(d,w), paratodap,ycC; (D), reales

Entonces, dado V' =V cc D, existe un nucleo continuo en V' xV', o(x;y,x), tal que

(11.54) Clpw) = [[o(x:y, )b (y)dxdy
paratoda ¢,y € C; (V). Este nicleo es unico y de la forma
(11.55) o(1:y,X) =T (1:3.%) + (X y,%)
conreC(FxV)yyr= O(j) sl x e y pertenecen a un abierto V,, D>V, ooV .
Ademas verifica:
b
(11.56) o(x,y,x)= —M—N uniformemente en V
A+ zlx-¥)
(11.57 lim G(Z—;f)’xlzéxyk—(fl,paratodo xel .+
¥ X ’

Antes de demostrar este teorema veamos como se deducen de él los teoremas 3 y 4.
Notemos antes que las funciones que aparecen son reales.
DEMOSTRACION DEL T.3. De (11.4) obtenemos

BDIG f=1fsi fel’(D); CG(D))=¢ sipeCy(D).
Para @, ¢ reales, definamos:

(11.58) C(g.w)=("G o.v) .
Entonces,

Cogw)=(@v)=0br'Gey)=C($b'y), |

Clg.w) = [[1*8.(r, (e () edy.
Del T.1 se deduce:

28,0 0080mw () dead| =[S e, @)e, w10, +0 7| <
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@ ) (s cuwiky )"
< . S < k|. <M .
(S| (ST ), v,
O sea, 1°g,(y,x) esun nucleo o(x;y,x) . Entonces

tg,(x,x)=c(y;x,x)/ x> =0Q0) enU cc D,

(11.59) kx , QED.
1g,(y,x) >4, 4(—7[),

DEMOSTRACION DEL T.4. Como ya vimos una funcional bilineal puede definirse
por C(g,w) = (tzG,¢, w) para ¢, € C(D) donde G es el operador definido en el

§11B para un recinto D >> D . Entonces, g,(x,x)=0(Q) en D.

Como el T.2 implica que
(11.60) O)=tg,(x,x)21g,(x,x)=0 en D,

sigue inmediatamente de (11.59) que tIg, (x, x)clx—T)Il-fk(x)cix, QED.
D 2 D

I1I. PROPOSICION 8. Sean xeB,.(x,), z€B,(z,), |x,—z|>4r, |a|=4. La
funcion DT (x;z,x) es integrable en B, (x,)x B.(z,), y define una aplicacion continua
de Br(ZO) €n Lz(Br (xl') ))’

DIT(x;2,.): B,(z)) = [*(B,(x,)) si x27,.*
DEMOSTRACION. Definamos

P(x,d)=b(D)=| ——— A+t |of - A+s :(—lA] LNy
k(x) k(x) k k
Sea ¢ e Cy(B,,(x,)) real. De la desigualdad de Garding (en el apéndice cf. (85)) sigue
que
2 1
B, <My (P8, 8)+ M|, = M, (P, b)+ o] (M, — M 1) + 2M (- -Ag.6) <

<My (Pg,8)+ g, M, - M)+ M 14| |¢]
En efecto,

| (A¢)%dx = j div(($/ k) grad §) dx — [ grad ¢ x grad (4/k) dx =

= _j|grad¢|2 %—M grad ¢ x grad (1/k) dx < —j¢ gradg x grad (1/k) dx=0(g| |4 )

Por otra parte, |¢5|]2 = f|¢5|2(1 Hx)? dr <|g| |¢

y por tanto

22

3/2p,1/2 2

81,14, <14, W, " <sldf; + 7"l
s SMo(Pg.0) +|g], (M, —M 1) + Mt (el + 7|

¢

' Sean a,b>0, 0<s <1. Valeque: a’'*b"? <gb® +a’c™"?  Enefecto, sean a > 0,b=1,

3/2 -1/3

/
Separando los casos a < g’ yaz £*” vemos que:a " <g +a’s

obtenemos la desigualdad general.

. Por homogeneidad
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Haciendo ¢ = obtenemos (para ¢ >

2t 2
2

|‘¢2—2SM0(R¢,¢)+|¢,§(M1 _Motz +(2 ;14)1/3)‘

)

En consecuencia, si f es bastante grande

o, <C,(Pb.9), C, =2M,,
es decir, el operador uniformemente fuertemente eliptico P, satisface (84) del apéndice.
Sea ahora B=B, (x,), b=0B, u_ (x)=w(x)I'(x;z,x), donde w €C,(B,,(x,)), w=1
en B,(x,) . Entonces u, (.)€ H,(B) paratodo z € B,(z,), (cf. Nota precedente).
La aplicacion,

H,(B)—> H,(B)yxH,,,(b)xH,,,(b)
definida por P:v — (Pyv, vfb,év/ 0n), 17 =normal exterior a b, es continua (cf. iii) §A4
del apéndice). Por otra parte

H,(B)ycH,(B), H(BYcH_,(B), H,,,(b)yc H,,,(), H,,,(b)c H,,,(b):
ysi t> x.; laaplicacion ‘
P H,(B)—>H ,(B)xH,,,(b)yxH,,,(b)

es sobre, biunivoca y bicontinua (cf. iv) §A4 del apéndice).
En consecuencia, P es biunivoca en H, (B) y sobre un subespacio [ de

H,(B)xH,,,(b)xH,,,(b). Ademas,
P(x,Dyu=w Pl +Q(x,D) =Q(x,D),

donde Q es un operador de orden <3. Aplicando el teorema del grafico cerrado
obtenemos

.|, <MIQCx. D) (x;2,.)],,
pues u se anula en el borde b. De la proposicion 6 se deduce ahora que u_ es continua
como funcién de ze B, (z,) a valores en H,(B). Y de esto sigue la tesis, QED.
COROLARIO. Si x> y,, b(D) es un operador uniformemente fuertemente eliptico
que satisface la siguiente relacion de coercividad
4, <Mx* Re(b(D)g,4),
con M= constante independiente de ¥ y ¢ C;(D) .+

11J. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE GARDING. Si un nucleo continuo
¢(x;y,x) define una funcional lineal como en (11.54) entonces es tnico. Si ademas es

de la forma (11.55) entonces de la proposicion 5 y (11.22) siguen (11.56) y (11.57).
Resta entonces por demostrar que existe un nucleo continuo para la funcional C si las
igualdades y desigualdades en (11.53) son satisfechas.

LEMA 1. Sean V, :I}l ccl, :Voz ccl, :VD3 cc D. Supongamos x=y, x, yeV,, y
que e Cy(V;), w=1 en V, . Entonces
(1161  T'e)-Tr0=p30= [T, @)W (x2))d, .0

v\,

“* El corchete indica que la distribucion en ¢l encerrada es funcién y definida en z # x .
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DEMOSTRACION. Sean f(z)=I(y,z), f'(z2)=T"(x,2), 6 C2¥,\{y), #=1en
un entorno Hdex, ¢ € Cy (V,\{y}), ¢ =1 en un entorno del soporte de ¢
La siguiente funcion:
8@ =W @ -4)f (e Cr W),
es tal que
sg=l"w M+l -0,
pues 5" f" se anula en z = x . Entonces,
bg=lp"w b -0 7
con el segundo sumando en C; (V). En efecto,

407 ((A-9) )=~ f").

Ademas,
T'ey)=f0)=g()=<f.b'g>.

De lo dicho sigue ahora que

<fb'g>= < LB W < £, (-9 >=p(r 1)+ < 1)) f =
=p(y,x)+<(1-8)f",b(¢, f)>.

Como b(4, f) se anula en un entorno del soporte de ¢, la Gltima expresion es igual a
PO, X)+ < f7,5(8, 1) >= p(y, ) +($ )x) = p(y,x) + T (y,%),

osea, I (x,y)= p(y,x)+I'(y,x), QED.

COROLARIO. La funcién p(y,x) es continua en ¥, x V,.*

En efecto, esto se deduce recurriendo a las proposiciones 1, 6 y 7, QED.

Definimos, utilizando la notacion,
I'(f.8)=[[T"(w,x) f() g)aude= ["g)x) f(x)de =< f,T°g>, f.gel (),

(11.62) C'(f.8)=C(f,.&)-T"(/.8).

De (11.53) y la Prop. 6 sigue que |C'(f,g)|< K'|f],lgll, - Bajo las mismas hipotesis que
en el lema 1 tenemos,

LEMA 2. Existe una funcién continua c'(t,s) € C(V; x¥}) tal que

(1163)  C@w)=[[c )y (s)dtds— p(g,b' (uT"v)),
donde g, e Cy(V,), ueCy(V,), #=1 enun entorno de V.,y

(11.64) p(f.8) = [[ P %) £ () g(x)dy .

DEMOSTRACION. Obsérvese que 'y e C*(V,) y 8" (uT"w)e C2(V,). De (11.53) y
(11.61) obtenemos (cf. Nota 11G):
C'(bpy)=<p,w>-<bpTy>=<gy>-<gy>=0.

Luego, :
(11.65) C'(bg,w)=0,
(11.66) C'(g.b'w)=-p(g,b"y).

Enefecto, C'(4,b'w) =<gy >~ [[T1.0)¢(») By )(x)dxdy +
@) -T" (Y8 B w)(x) dedy =
=<by>=<by > [[p0X)O)E Y )x)dedy =~ p(g,b"y) .
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Recordando que b y 4" son hipoelipticos, de (11.65) y (11.66) concluimos que si
¢,w €Cy (V) entonces

(11.67)  C'(g,w)=C'(@-b(uL§),w —b"(uI"y)) - p(#,0" (uT"w)).
Definamos, para x,yel, zeV,,

(11.68) { p(x,2) = b(D, N1 - u(2))T (x,2)) = b(D, (1 - () (x,2))
' p'(z,y)=8"(D)(1- ()" (y,2)).

p(x,z)=0 para z en un entorno de 7, . Como 5(D,)[[(x, z)]: 0en zeV,\V,, xeV,
resulta

(11.68") p(x,z)=-b(D, N u(2)(x,2)) = |Z|; A, (DD u@)|D1TLx,2), |B|<4lr<3.
pl>0

De las proposiciones 6 y 7 se deduce que p(x,z) define una funcién continua en
V, xV,, nula para z en Vl oz fuerade V,. Luego, ¢—b(ul'¢)=

=b(T'$)~b(uT ) = bY1 ~ ) [T(x, )y f= 6D, [ (1~ ()T (x, 2) P =
= j b(D, (- ()T (x, 2)Db(x)ddx = j p(x,2)p(x)dx . O sea, si z€V,,

(11.69) (BT HXo) = j $() plt,2) dt

Analogamente, para z €V,
(11.70) (=" UTW)X2) = [w(s)p' (z.5) ds
l/

Entonces, C'(¢~b(uT )y —b"(uTy)) = C'([$ p d. [ p'ds) =
7y A

=C'(lim ) ¢(t,)p(t,. A, lim Y w(s, )P (.5.)8,)=(H).
iy k.l
De la continuidad de C' y de la de p se deduce que la funcion

(11.71) (1,8)=C'(p(t.).p"(.5),  (Ls)eV xV,
es continua en (1,5). Como Y 4(1,)p(1;,x)A,; converge en L*(V,) a I¢(t) p(t,x)dt | la

L

U’

expresion (#) es igual a lim>> > C'(p(t,,.), p" (.5, U)W (s)A, A, =
= [[C'(p(t,),p" () (s)dids = [[c'(t,)p()w (s)dids, QED.

LEMA 3. Las mismas hipotesis que en los lemas precedentes. Existe un nucleo
continuo o(z,y), (z,y)eV, xV,, tal que

(11.72) P(@,b"(uT" W)= @) = p@(), [ Dw(t) dr) »
DEMOSTRACION. v(z) :=b"(uT"w)(z)-w(z)= > B, (2)D 11(z)D! (T"y)(2)
140

se anula en V| y puede escribirse en la siguiente forma (cf. corolario prop. 6 y nota al
pieen 11 w(2)=[[b (D)W (1,2) - w(2b" (DT (1,2)|w @yt =
= [lo" DT @ Dy

En consecuencia, si definimos (cf. 11.68),
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(11.73) o(z,y)=b" (DY) (3,2)) si(z,y)e,\F)xV,,
. o(z,y)=0 si (z,y)eV xV,,

resulta que el niicleo o es continuo y que v(z) = Io(z,t)w(t)dt . Luego,

P(8,6" (")) = p(¢(x), [o 2.0y w (@) i), QED.

Para completar la demostracion del Teorema 6 de Garding definamos:
(1174 Axy)=[oy)p(x2)dz = [p(x2)0(y) dz.

Entonces (cf. (11.64), p(¢(x). [o(z, )w(») dy) = [Alx, )b (y) dy = AB.w) .
Recurriendo a (11.74), (11.72), (11,71) y (11.67) obtenemos,
(11.75)  Cow) =T (@) +C'(@,w) =T"(B,w) +c' (B, w) - p(d,1) — U, ¥),

Clp.w) = [[eCr:x. )W () de dy,

(1176)  c(x,y) =T"(y,x)+c'(x,y) = p(x,y) = Ux,y) € C(; x 1)), QED.
Definamos:
(11.76) r(x,y)=c'(x, )= p(x,y) = A(x,y),

y d =dist(V,V,\V;) donde el abierto ¥, contiene la clausura del abierto V. Queremos
ahora estimar el crecimiento de la funcioén continua r(x,y)e C(V, xV,) en funcion del
pardmetro y . De (11.68) y las estimaciones derivadas de I" se deduce que

oM
11.77 X, y)y=————.
(11.77) p(x,y) Ut zd)”
Idem p°. De (11.73) y (11.68) sigue que, salvo por los dominios de definicion:
o(z,y)=p'(z.y).
Luego, de (11.74) obtenemos (cf. prop. 5):

(11.78) Ax, y) = J Vfr‘(z, x)-T(x,2))o(z, y) d= = fo% .
Recordemos qﬁe
(11.79) p(x,y) = j_F(x, " (DI (7, 2)|dz

El corchete en (11.79) es semejante a ¢ aunque definido con una funcién auxiliar  en

lugar de la funcién u utilizada en la definicion de p°. Luego, valen las mismas
estimaciones que en (11.78). Luego,

(11.80) p= O—(NQ.
y4
Finalmente,
(11.81) ' )| =[C'(p (). p" G < Ko ) PG| = 0 ™).

Hemos probado entonces la
PROPOSICION 9. r(x,y)=c'(x,y)~ p(x,y) = A(x, ) e CV, xV) y r=0(x™").
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CAPITULO 12

ANALITICIDAD DE LAS SOLUCIONES DE LA ECUACION P(D)u =0 PARA
P(D) ELIPTICO.

12A. Sea Z= {77 eC":P(n)= 0} y d(&) =dist (£,Z), donde P es un polinomio asociado
a un operador hipoeliptico, (cf. Cap. 7). Diremos, por ejemplo, que d(£)~ || si existe
una constante M >0 tal que M ~'|[f| <d(&) <M|¢

Los operadores diferenciales que consideramos en este capitulo son todos a coeficientes
constantes, (cf. Cap. 7, seccion 7G).

TEOREMA 1. Sea P(D) eliptico de orden m. Entonces, para £ € R",

para I(SI suficientemente grande.

(12.1) d(&)=[¢].»
DEMOSTRACION. Se sabe que, para £ € R",
(12.2) d&OY P @) pe) " ~1.

a0

Por otra parte, si |£]>>1:

PO\ M M 2 My [P @] < Kl

Luego, si [£]>>1: Z‘P(”‘)(f)/P(g”)r/la| <K'/||. De las observaciones hechas sigue el

223V}

teorema, pues, Si e Z entonces -£12d(&), cuando es bastante grande
p 4] 0 y 23

Co—&|< 2|£]. QED.

12B. Sea y € R”. Definimos p(y) como el infimo de los o que verifican

(12.3) < y.& 5| <Cld(&)+1)°

para todo £ € R" y cierto C. Sea demuestra, y esto no es trivial, que para un operador
hipoeliptico se alcanza el infimo, es decir p(y) es un minimo. Ademas, como
d(&) < M|E| para |¢] grande, necesariamente p>1si y#0.

En el caso eliptico que nos interesa, se deduce del teorema precedente que p(y)=1 si
y # 0. Resulta inmediatamente que

(12.4) oy, +1,y,) <sup(p(y,), p(y,)) .

2
EJEMPLO. Sea P(D):axi— 9 ~=iD, +D;. Luego, P(r)=ir,+7,. Sea 1,=x, +iy,,

1 2

7, = x, +iy, . Entonces

P(t)=0cirt,=-1. &y =xI -y, x, =-2x,y,.
¢ =&+ 200 + (2 -y (6 x40k
£=0 = [f—r|2 :(x22 +y§)2+(§2—x2)2+y22 >cfl, >0,
fz—x2|22|x2| y |§2—x2
£,=0 > ‘f—rlz =& —r,{z +]rz|2 =|¢ —Tl|2 +n| =0 =& ) +y] +[o| 2 M,

como se ve tratando separadamente los casos |£, —x,|<|&|/2 vy | - x|>]é]/2.

En consecuencia,

£|>>1, como se ve

considerando los casos

< 2|x2|.

3

Entonces,

178



3

& =0 [E|<Cd@)+1), d(&)<|e
£ =0 E|<K@E)+1)?, dE)<|E”.

La ultima desigualdad sigue de la precedente cadena de igualdades cuando 7, =&,
En consecuencia, p toma distintos valores para direcciones distintas.

12C. LEMA 1. Existe una sucesion de subespacios
{O}: G,cG,c..cG, =R",
y una sucesion numérica: p, < p, <...< p, tal que
yEGj \Gj—l = p(y)= P
DEMOSTRACION. G, = { y:.p(y)< p} es un subespacio (cf. (12.4)) y el resultado

sigue inmediatamente, QED.
Si elegimos un sistema ortonormal de vectores de manera que G ; sea generado por

€, €, ... C4mg, >
podremos elegir una cadena de n subespacios distintos, para los cuales los p s
correspondientes verifiquen:

<P, <. .<p,.
El teorema fundamental en este trozo de la teoria es el siguiente
TEOREMA 2. Sea P hipoeliptico en Q, u e D'(Q) tal que P(D)u=0. Entonces
ue(C”(Q) ysi K< Q es un compacto, existe una constante C =C(P,u,K,Q) tal que
paratodo xe€ K ytodo &

(12.5) D u(x)| < Cl e

n

Si P es eliptico entonces p, =1 para todo /.

COROLARIO 1. Si p, =p, =...= p, =1 en el teorema anterior entonces u es analitica
en Q.+
DEMOSTRACION DEL COROLARIO. Sea x, €KX, tal que S, (x,):= la esfera con

centro x, y radio £ c K. El moédulo de la suma de los términos de orden m del

desarrollo de Taylor alrededor de x,, en un punto xeS_(x,), esta acotado por:

&

(Recordemos la notacion: al=a!..a,!'y a® =, .a,™)
Cm+laa X—x m aa
| o <C(Ce)" Y. —<Cy(C'e)"m""*.
@fom ol e
h h

En efecto, por la formula de Stirling: " <M ——hj <M~/he" , de donde

h' - hh—l/Ze

> EXiSM"e"’ > Jle..a,) < M"e'"m”/z#{a:|al :m}sM"m”’ze”'n"'.
|

. . 1 .
Entonces la serie de Taylor converge absolutamente si 8<E. Las mismas

desigualdades muestran que el término del resto tiende a cero en este caso, QED.

12D. Solo demostraremos el teorema 2 en el caso en que P(D) sea eliptico y para esto
nos apoyaremos en el siguiente
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TEOREMA 3. Sean Q abierto acotado en R”, Q, :={xeQ:d(x, oQ) > 5} para
6>0, P(D) eliptico, 6,>0 h=1,2,..n, j un entero no negativo y u tal que
P(D)u =0 . Existe una constante C = C(P,Q) tal que para h=1,2, ..

(126) 267 [|P9(D)D}u ] d<Cis 2125‘2'“' | lP(”‘)(D)u, dx .+

az0 Q,s,,us Q&,,
DEMOSTRACION DEL T.2. Supongamos n=2. Podemos suponer también que para
cada 3, u(x)’sMﬂ<oo en (). Sea c=c¢, +c,+0J, donde 1>c¢,,8, >0 y tales que

K cQ,_. Aplicando (12.6) con & =C% y observando que para algin a, con |a|=
J

P(D) =cte. #0, obtenemos
57 j |D/u { dx<C“'§"’Z§ il j }P“”(D)u' dx = C’”[ J 25_7'“' ﬂP(“)(D)u’ dx
Q41

Reemplazando u por Dju y Q, por Q 5y+c,» CON 72 en lugar de —'— obtenemos

(,//Cl )2, C]kﬂ(k/cg )21:2 J‘(S -2|ex|

s Q,,

I Nk 2
[|pt Dsu
£)52¢rl¢c1

Es decir,_ st B=(J,k),
j D] de <3 gy (52

rszQ

P (Dyuf d

1’(”)(D)u| de <M, CI g

Sabemos que si ¢ () entonces (T. de Sobolev),

60|’ <MZ [l ay .

Luego, sobre K|
Deue) <M > D= ru(y[dy .
[7]sn Q
Para xe K vale,
}D“u(x), <M"Z Clal+l7l+|(a +7, )'("'”‘)(a +77)2(a )
|7[<n

. 1
En consecuencia, }D"u(x)l <M,C If'a" < Clah a®, QED.

12E. A continuacion demostraremos algunos lemas que seran usados en la demostracion
del teorema 3. En el resto del capitulo P(D) denota un operador eliptico. Con respecto

a la notacién véase la Def. 3 del Cap. 7.
=l

LEMA 2.- Para todo u € C(R") vale
(12.7) 28‘2'“' <MY g
DEMOSTRACION. El primer miembro cize (12.7) esigual a
[ &P @ae)a+eleh ™ de = lz:(f)lz{Za'Z'“' P(“)(«f)lz}(l +elE) e 0de,
=0 az0

P Dy

s5,€

IP(“)(D)u

.
s+l,g

s+1
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salvo por un factor constante. Bastara entonces mostrar que
{Z g7 p (5)]2}(1 +elg)? <MY e Hpe )
az0 a

1+¢&)¢]
1+2d(®)

{ e Hp@ e }(lwd(f)) <M Zs‘z’“‘bP“’)@l

La desigualdad se satisface con M'=4 si ed(£)<1. Si £d(£)>1 entonces
(1+£d(£))* <4(ed(£)), Luego, teniendo en cuenta (7.23) del Cap. 7,

{zg Wl pe ) }(l+sd(e:)) <4[Ze‘z'“'lf’(“)(f>| J@d@)

ax0

Como

~ 1, es suficiente ver que

<4K (Zs‘z'“' 1P&)) (d(£)) ! j(ad@))z =

a#0

= 4K(Z (ed (&) )]P(f)f <M'|P(&)[, QED.

az0

LEMA 3. Sea P(D)u=0 en S, = { |x|<£} Sean ¢ C7(S,) y s entero no negativo.

Si denotamos con ¢°(x) a @(x/ 8) tenemos
(128) e "1""| <MZ£ 2 [ ‘P(“)(D)u, dx

az0
con M independiente de w y de ¢ .
DEMOSTRACION. Sea s = :| “|l, - Recordando que

QDYuw) =3 (D w)Q (D)/ B!
p

se obtiene

(12.9) PO (DY ug®) = Z Dﬂqf
p

< Mzg‘“'“'*"")HD/’gﬁ“ j IP(”‘”’) (Dl dix.

a+ (D ¢) a+
Z ¥ pf ﬂ)(D) Z !ﬂ] = ¥ pt ﬁ)(D)

—"]a|

Para demostrar (12.8) para s >0 procederemos por induccién. Supomendola cierta para
s, demostrémosla para s+1.
Por lema 2:

Z g A

az(

P (D) g

'P

< -2|a|
s+lg Cl;;)g
Pero, si =1 en el soporte de ¢, y € C’(S,), entonces por (12.9),

P(DYug) = Z(D,,,f’) PODYy ).

Nl < C'[Z g l
€ a=»0

Luego, ”

y el lema sigue, QED.
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LEMA 4. Sea P(D)u=0 en §,, 0 <& <1. Existe una constante M independiente de &
y u tal que

ZZ 2| J'

P (DD, u)( dx<MZg'2'“' j IP(")(D)u‘ dx

az0 S.r2
DEMOSTRACION. Si ve C;(R"),
2 2 z 2
€ I|Dlv|dx: gl de< |

Sean g CJ(S)), p=1en S,,,, v:i=P(D)ug®). Entonces

82-" 1 £ zafx S“ € z y
225_2| dx<zg_2|“| ‘ <por lema 3 <
a=l
<MY g j P‘“)(D)u‘ dx y el lema sigue, QED.

az0

12F. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3. Sea yeQ;,, vy SE:{x:|x— y|<g}.

Entonces, del lema 4 obtenemos
A=g"3 g7 j P)(D)D, u] desMY s | |P<“>(D)u{ dx=B.

[ £3)] l-" ;|<,:/7 az() |,: y|

P (DY }«1; ,
P("‘)(D)(D,u)lz}ck .

"IS,]e> > e
az0

Luego,

-2
=

jAdy< dey<Mj{ 1S,

Qg Qs

& revel

Pongamos 5 8+8/2 es decir, £ =25/3. Luego,

2 -2|a| 2 5
(V2] ononfaszm | 2] oo s

Qsl s az( azl

Por tanto, | 3 57*P@ (D), u)‘ dc < 57M, j >

az0 ()51 a=0

P (Dyu| dix
Q05
y tenemos el teorema para j =1, QED.
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CAPITULO 13
ALGUNOS TEOREMAS DE INMERSION.

13A. En los resultados que consideramos en este capitulo un espacio de Sobolev
W™*(Q)) se aplica en forma continua en otro definido sobre el contorno de Q y
obtenido del primero por restriccion al borde de sus elementos mas regulares. Si s es un
namero real, H°(R") designa al espacio de las distribuciones ueS' tales que

1/2
= ((ij 1!17 2(1+|x|2)saﬁcj es finita,

(O sea, para k(x) :(1+|x;2)’/2, H*(R")=B,,(R"), cf. Cap. 10, §10B y Cap. 7, Def 3).

Si s =m entonces

(13.1) (u) = /10425,,.“Dau“z .

define una norma equivalente a |.| . Designaremos, si m es un entero positivo, con

U

u (=F,,u) es una funcion tal que su norma [

H"(Q) a W™*(Q). (13.1) es la norma con la que el espacio W™2(R"), o en general
W™*(€Q), esta munido, (cf. [A]).
St Q=R entonces C;, ()= {u|Q ‘u GC:(R")} es denso en H"(R") y podemos
definir una aplicacion lineal y :Cy, - Cy(R™"), mediante
w(x')=u(x'0), x'=(x,,...x, ).

Esta aplicacion y lleva continuamente H™(R;)NCy, en H™"*(R™") y su extension
continua a H"(R”) es una suryeccion. En efecto, vale el
TEOREMA 1. /) Sea m>1, ue C;(R"). Entonces, para Q= R,

pul, . <Chl,.  C=Conm)
ii) y se extiende en forma unicaa H™(R") y y(H™(R!))=H™"*(R"") .+
DEMOSTRACION. /) Sea v(x',#) = (F .., u(.,t))(x"). Entonces,

]v(x',0)|2 =v(x',0)9(x',0) = - f %(v(x',t)ﬁ(x',t))dt =-2 Reiav—(axt'”—) v(x',1dt

R™

o0

2 1\ 2 2
I |O 1 \ m—l/Zdl_
bl =(55] Jreofasieyiavs

1/2

1\ 2 2 mal g, . 2 W2am g
Sz(g) U|av/az| a+) dxdt] UM A+ x]) dxdt]

El ultimo integrando es igual a (i(?j[x‘]zj|v|2 => calF - (D“u)lz. Luego, salvo
J

‘a+ |x'[2)’"dx' esta acotado por

=0 |a[§m

por un factor constante, ﬂv(x',t)

> ﬂlD"‘u

R™

2 2
(', 0)dx' < M| .

Analogamente,
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(D“u)’ por lo que I|8v/at| (1+|x| )" dx' esta

S oo - 3
=0\J

acotado por M' ||u|| En consecuencia, <C ”””i,

NB. Obsérvese que se pudo haber utilizado S en lugar de C; en la definicion de y y el

m-1/2

Teorema 1.
if)Sea ve S(R™) y

(132)  Kv(x)= e D ag

2 )" @ 4
El operador X tiene las siguientes propiedades:
1) Kv(x',0)=v(x"),

2) Kve S(R"),

3) KV ey < ClMo
4) y(Kv)=v.

En efecto, 1) es obvia y 1) 2)=4). Veamos 2)
(13.3) Zb 97U i ot

2124

C=C(n,m),

(Rn—l) >

y por tanto

X’ D% (Kv)(x) =Y ¢ " x, /" j el "'¢"2)§'“' x5 AHET )™ HEYdE = (1)

Veamos ahora 3). Sea |a|<m, a = (@.a,):

D*(Kv)(x)= Fc', x= M (e DO 4y 50 |

2ssa,

[|D Kv(o)| e = de [l kv, x, ) dx'<
a o

0 Rn—l
. 2. gl . .
Haciendo el cambio de variable x, =1(1+[¢])™"?, el tltimo miembro es igual a:
-2tzt2a,,—4j

“ (1 I d —di =
D R e

= Z J' .a A(g)l (1+|f| )% 1/2d§J' -2 23, gy <

<C ﬂv(g |+ g

if) sigue ahora facilmente, QED.

n‘zje_x§(1+|§llz)§'a' (a+ lg'lz)"n'j {}(f')‘ dé'.

2j<a,

13B. Sea Q un dominio acotado de contorno I' que es una variedad C* que deja a un
lado a €. Precisamente, para cierto cubrimiento finito {VJ };,:1 de ) y para cada

j=1,..,N, existe un sistema de coordenadas en V, tal que
QO =" y) €V, v, > £} £,eC”.
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Por medio de una transformacion C®, ¢,,
referimos Q(1V, a una semiesfera (o esfera) fija
del espacio R". Por ejemplo, ¢, se define
localmente, salvo factores, por x,=y,—f,()'),
x'=y'. Suponemos dadas las aplicaciones ¢,,

j=1..,N, junto con la familia {V}f=0 tal que

J

N —
J¥, 2Q. Suponemos dada también una
=0

particion de la unidad para Q constituida por una familia de funciones ¢; € C7'(R"),

N —
Jj=0,.,N, tal que D ¢, (x)=1 para xeQ y soporte de ¢{; cV,. En particular,

j=0

N

ZCj(x):l si xeI'. Si ({,h)op, e H*(R™") para todo j con h definida sobre T
j=t

podemos definir una norma H*(I') por medio de

N 2
(13.4) LIRS (LT
=
es decir, que hc H*(I') exactamente cuando [k i{ o <©.

TEOREMA 2. Existe un operador continuo y:H"(Q)—>H™" () tal que si
ueC;y(R"), y(u[o) = u|l_ . Este operador es unico. ¢

DEMOSTRACION. La continuidad de y sigue de las estimaciones siguientes,

2
H™(R™ < C"f "u”ix'"'(()) :

I, 2)20,¢,0)

2
ez, SE|E )00,

La unicidad de y resulta de la densidad en H ™ () de las restricciones de las funciones
de C;(R") a Q, QED.

13C. En R podemos definir el operador y’ : H™(R”) — H™ 7 *(R™") por medio de

j
(13.5) yfu::;{gx’jj, m>j.

Para definir en 2 un operador analogo podemos utilizar coordenadas locales tales que
las curvas x'=cte. se correspondan con las normales a I'. Como esas coordenadas
locales pueden elegirse de manera que las distancias entre puntos en una normal

coincidan con las distancias de sus homdlogos sobre la normal correspondiente a I' (cf.
Cap. 2), resulta
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o’u _o9) :
(136) (av.’}°¢i—7——.m>].

n

Definimos

_ oY
(13.7) y’u:yo( j u.
ov
Vale entonces el
TEOREMA 3. y/ : H™(Q) — H™’""*(T') es una aplicacion continua y sobre.

DEMOSTRACION. De (13.7) sigue, como en el Teor. 2, que 7’ es un operador lineal

y continuo. Veamos que es sobre. Aceptemos por un momento la siguiente proposicion,
(cf. Teor. 4).

LEMA 1. Sea veCy(B™"). Entonces existe weC‘”(E) con sopw C B" tal que
o'w

ax]

(x',0) =v(x"). Ademas,

w“ : <K “v

HM(R:I Hm—_)‘l/Z(Rn—l} . ¢

N N
Sea veC®(IN); V:ZVC, :Zv,. . De acuerdo con el lema existe w, < C™(B}) con

i=1 i=l
o’w,

7

N
=v, 2@, Definamos u =) w, o, . Entonces

=1

du (oY } e Y 1
— - (_] (w‘ °(ﬂi])=p0r(]3-6)= 2[(5—] W,Jo(p,' :Zu, .

1= n

x, =0

Luego, de (yu)o @, = (u @, )(x',0), obtenemos,

o'u NoooooX L L X
Y 3or |7 27 =2 e o) o =2y, =,

i=l =1 =1
y de esto el teorema sigue, QED.
TEOREMA 4. Sea we H™'*(R™"). Si
(=1)) eI g ey
(272_)n—1 ks (1+|§|!2)J/2

(13.8) K (w)= ag',

entonces
N KweC*(RDHNH™ (R]),
ir) ”K W

H™/(RT) < C“W“H""”Z(R"_l) ’

17i) 7{(5)%) (Kjw)} =wen H™'?,

J
iv) Si we Cy(B™") entonces KweC®(B)y w(x‘):[[axi] Kjw}(x',o)» ¢

n

DEMOSTRACION. i), ii). Sean « tal que [a|<m+ j y
(13.9) a=a(x',x, £ )=i<x" &> —xn(1+’§'|2)”2.

Como x, >0, la infinita diferenciabilidad de (13.8) es consecuencia de que ae C*(x):
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(DK, W)= ¢, [W(E) &= Q+fefy"ede

Rll—l
Por ser la transformada de Fourier una isometria en Z* tenemos:
Ip°x wf, =
:de,, j |DaKjw(x',xn)2dx'=chdxn j WE') & (L+ | )2 g™ 2d§':
0 R*! 0 R
2 A 2 (a,,—j)/‘.zz .m “2x, (4|2 .
=c; [ pe arlef) =2 de fe v, =
R™! 0
=c' [l el alefy =g se [l fa+efyass
R'l-l Rn—l
P P ¥

v). Si ueH"‘(Rf)ﬂC“’(R_:) entonces u(x',x, +&)—u(x',x) en H"(R) para
g4 0. Luego, y(u(x',x,+&))—m en H™*(R""). Como yu(x',x, +€))=u(x'¢)

se tiene u(x',e) > yu en H™''?. Por otra parte, u(x',g) = u(x',0) pues u y todas sus
derivadas son continuas hasta el borde. En consecuencia, yu =u(x',0).
De (13.8) y (13.9) obtenemos para K = K,

o 1 e
(13.10) G)T{(Kw)_(zﬁ)"_l je wdé&'.

Si weCy (R™') entonces (13.10)e C*(R?)~H™(R") . Entonces,
@/ 0x,) Kw)=((8/x,)’ Kw)x' 0) = w(x'),

y V) sigue inmediatamente. /ii) sigue de i), i) y iv), QED.
NB. El operador K, del T.4 no coincide con el operador K del T.1.

Rn-|

13D. TEOREMA 5. Son equivalentes las siguientes proposiciones:
NueH"(R'), yu=0, j=01,..m-1,
i) ue HJ'(R),

0 si x,<0 :
DEMOSTRACION. i) = i). Sea ¢, —>u en H", ¢ eCy(R"). Entonces
O=y'¢g, >yuen H"'? si j<m-1.

. u si x,>0
ifl) u ::{ pertenece a H"(R") .+

i) = ). u(x',x,—g)—7p—>u(x',x,) en H"(R"). Por tanto, en H™(R"),

v, =u(x',x, — &)

" —u(x',x ).
Como sopv, esta contenido en R} y a distancia positiva de x, =0, v, es aproximable
por funciones de C; (R”) .
i) = iii). Probaremos que D%u = (D"‘uj. Sea ¢, e C;(R"),
¢, >uen H"(R]).
Entonces,
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Deii($) =& (xD"¢) = lim + j ¢, D°pdx' dx, =

= lim jD &, § dx' dx. +Z+ [ (D, ) 0)D7 D p(x',0) ki
i=0 R™!
Pero, fD“¢,, ¢afx—>fD“u¢dx y
pe
I (Dn¢h Xx ,0)D?$(x' ,0) dx', salvo por un factor constante, es igual a
Rn—l

<7'd,,D?$(x',0)>—0 pues ', — y'u en }(R™") y y'u=0.
O sea, <D, >=<(D"u),$>, QED.

13E. Veamos ahora una extension del T.3.

TEOREMA 6. Sea 7(u) = (;/Ou,y‘u,...,;/”'"u). Entonces
m-]

(13.11) ;7:H"’(Rf)—>HH’""“”2(R"“)::H,
j=0

es continua y sobre. ¢
DEMOSTRACION. La continuidad de 7 sigue del T.3. Sin embargo, aun es necesario

probar que y(H™)=TI. En efecto, sea (g,,8,,..£,,,) €1 y definamos u por medio
de:

(13.12)  u(x'.x,))=

J‘ anws(é: )dé: aZ:i<x”é-"> _xn(l_*_’é:.lz)l/:’

B (2 )n_ Rt s=0
donde los w_ quedan determinadas por g,,...,g,_, de la siguiente forma. Como debe ser
(13.13) v’u=g,,

y por otra parte,

y’u—i : ¢[ (1+eT)" ‘(}v(&)dé—

pons (2 )n ] R,,_x

S HOD o ey,

5=0 (j —S)'
las w’s deben satisfacer las siguientes relaciones

8o =W,
g =w —F" (wo(1+}§'lz)”2):
g, = 2w, =27 (o, A+ )2 e P vy a4 ),

De esto se deduce que las w’s quedan determinadas por las g's y que
w, € H™"2(R™") para t=0,..,m-1. Con estas w’s definimos u (cf. (13.12)) la que
satisface (13.13) si j=0,...m—-1.

Veamos ahora que uc H™(R) . Sea
(13.14) U:xjj'we“dg'.

Entonces,
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2

de"”Danzdx' = Cadenjdx"I(gxa—Jan (x;e"‘"(l’”’;"z)m) ' e g =
0 o :

2

=C, den [a < (Parseval)
0

sna, . o
(chx:—k (1+|§||2)(an—k)/2je—xn(1+|§I )1/2§|a we1<x,§> dg'
k=0

5

jafx [ae

(sf:c xs"‘(1+|§| ) —k)/zj 5, (14"} >“2|§,||a'|w
k

sAna,®

<C', 3 [, fle (1+ls"lz)(‘“"")’2e"‘"“*"f"z""»‘v(f')rdf's
k=07
<C", 5 f >+l B Liind X 2R 504 l>‘”afx <
k=0 gn-1

J'(1+|§| )]a| —k+k— s—1/2

k R'l—

En consecuencia u € H™(R), QED.

COROLARIO. Sean Q un abierto acotado, Q=T una variedad lineal C* tal que Q
yace aun lado de I', y’ :=y<(0/0v)’ . Entonces el operador 7 =(»",7',....y™") lleva

m—1
continuamente H " (Q) sobre HH'"‘"”Z(I") K
j=0
(La demostracion es semejante a la del T.3).

Hm:l/l <.

13F. Sea € como en el corolario precedente, a, € B°(Q)= el espacio de funciones
acotadas indefinidamente diferenciables con todas sus derivadas acotadas.

(13.15) P(x,D)y= Y a,(x)D*, P, (x,D)= Y a,(x)D*.

al<2m al|=2m
P(x,D) se dice uniforrlneizmente Sfuertemente eliptico I(Lll.f.e.) en € si existe ¢, >0 tal
que para todo x € () y para todo £ € R":
(13.16) ReP,, (x,E) 2 ¢ ¢
P debe ser de grado par para que su parte principal P, verifique (13.16). Un resultado
debido a Garding afirma que

Peufe =paratodo ucCy(Q): < K Re(P(x, Dyu,u) + M|ul..

”u”i{’"(c}) HO(Q)’

K y M constantes. En esta situacion
2
(13'17) ||u||H"'(Q) HOY(Q)®
TEOREMA 7. Sea P(x,D) un operador que satisfece (13.17) con M =0 vy tal que
todos sus coeficientes tienen derivadas de orden <m acotadas.
i) El operador 7:u — (P(x,D)u,yu) es continuo y biunivoco de H"(Q) sobre

H™(Q)x ﬁH"'-f-”Z(r) :

=0

i) Lo mismo vale para este operador 7 y los espacios H]'(Q) y H ™" (Q)x {O}.0
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Para demostrar el teorema veamos antes una version compleja del Lema de Lax y
Milgram. Sea £ un espacio de Hilbert y E' su dual. Si ecE y e'cE', <e'\e>

representa la antidualidad de E y £E' definiendo una funcional continua
sesquilineal: < €', 4e 5= u A <e',e>. Pensando en espacios de funciones esa funcional

podria escribirse como Ie'(t) e(r)dt.

Sea a(u,v) una funcional sesquilineal continua definida en £ x E (lineal en u, antilineal
en vy tal que |a(u,v)| <Mllu||v]). Supongamosla coerciva, es decir, que exista ¢, >0
tal que para todo u € E :

(13.18) lau,u)| 2 ¢, Ju}.

El lema afirma que A definida por < Au,->=a(u,’) es biunivoca y sobre de E en su
antidual. En efecto, |a(u,v)|=|< Au,v>|<M|ul)]v| implica que |Au|_ <M|u|, . Por
otra parte de (13.18) sigue que |Au|,, 2c,|u|,. Es decir, 4 es inyectiva y de rango

cerrado. Por otra parte, si A" se define por

<AuyvS=auv)y=a(vu)=<Avu>,

como antes se tiene que A  es uno a uno. En consecuencia, el rango de 4 es denso.
Luego, 4 es sobre, QED.

DEMOSTRACION DEL T.7. Sean E=H](Q), ' =dual de E, welk' y
ve(C () E . Entonces, I''=H ™"(Q) cD'(Q) y

(13.19) <u',v>=u'(v).
Ademas,
<u',v> '
(13.20) Jief. = sup | " -, @
Hr

En efecto, vale la
PROPOSICION 1. (H](QQ))=H ™(Q)c D'(Q) .+
DEMOSTRACION. Si u'ceantidual de H; (€2) entonces u' es representable por una
weH]: u'(v)= (w,v)Hg, . Por otra parte, C;(€2) es denso en H[(QQ) por lo que #'
puede representarse como una distribucion de D'(QQ) .
Si ve Cy(Q),

W) e = IZ [D*wDv dx = [HZD"wa J(G), w, e’

ajem afm

Luego, #'= > D*w,_ en D', y en consecuencia '€ H™" con

|afsm

il =i (T 207 fe = (Clwal)* =ly =l sy
Reciprocamente, si u'c H™" entonces u'= » D*f, . f. €L’y u'(¥)=> £, (D).

|a|5m

Por tanto,

@) < ISP < VD M -
ey SN2 D%, =uf=

ii) Definamos, para u,v € C; ()

y esto implica nu'l

QED.

H™?
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(13.21) a(u,v):=(P(x, D)) = [uP'(x,Dyvdc= ¥ [a,, D*u D?vae= Ol M,
|

Q

algm

Por hipotesis, |a(u,u)|>c, ||u”:' Del lema de Lax-Milgram sigue ahora que para toda

ue HJ existe exactamente una f'e H ™" tal que
(13.22) a(u,v)=f'(v),
y estas f' llenan ese espacio.
Luego, dada f'e H™™ hay exactamente una » € H tal que para toda ve C; (Q):
(P(x, Dyu)(®) = [uP'(x,D)v dsc = f'(¥).
Osea, P(x,Du = f'en D'(Q2).Esdecir, P(x,D)H] =H™".
La demostracion de la segunda parte del T.7 se concluye recurriendo al T.5 que muestra
que 7(H7(Q)={0}.

D) Siyu=0, P(x,Du=0 y uc H"(QQ) entonces uc H; (Q) (cf. T.5)y de ii) resulta
u=0. O sea, la aplicacion es biunivoca.

m-l1

Sea (go,u8m)E[[H™ (). Existe veH™(Q) tal que W=(gy, &)

i=0
(Corolario al T.8). Luego, V=P(x,DyveH "(2). Dada FeH "(2) existe
we H(Q), tal que P(x,D)w=F -V . Entonces, u =v+we H"(Q), P(x,Dyu=F,
yu = v,y la aplicacion es sobre.
La continuidad de 7 sigue del corolario al T.6 y de la acotacion de D”a,, paratodoa y
todo B tal que |a|<m. En efecto,

P(x,Dyu= Y a,D*u= Y a,D*(D%u)
|ajs2m |a|<2m

con o = [a/2]. Luego,

(13.23) P(x,Dyu= Y D?(b, D"u),

ﬂ|Sm
}'|Sm

con b, € C*(1L”. En consecuencia, los paréntesis en (13.23) son funciones en I’ con

normas menores o iguales a ”u" = Por un factor constante, por lo que

2 1/2
lpul, - <(Zlen07fl,) <K, QED

13G. Sea ahora Q una variedad »— dimensional
conexa compacta con borde 0Q2=T", como en 13B.
DEFINICION 1. Diremos que p es un operador de

borde de orden transversal v si p:C*(Q)— C*(I)
viene definido por (pu)o y™' = p*(uoyx™") donde,
para uc C(Q) y w=uoy™', setiene:

(13.24) p*w= > aZ(x,,...x, HD*W)(x,,...,x,,,0),

alsp
sy

con af e C*(R™") .+
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4y v son los menores nimeros que pueden utilizarse en la definicion la que por otra
parte suponemos consistente (cf. Apéndice al Cap. 11):

(13.25) prWyoxo 7 =pf(wogoz™).

C™(Q) es el espacio de las funciones C* en Q tales que junto con todas sus derivadas
son prolongables con continuidad hasta el borde. Gracias a un teorema de Whitney
sabemos que C*(Q) coincide con la familia de restricciones a Q de las funciones en

C*(R"). De la misma manera definimos, para todo m>0, H™(Q) como la clase de

restricciones a Q de las funciones en H "'(R") con la norma:
e, =0 Y0 o, U =

En nuestro caso, si m es ademas entero> 0, existe un operador extension de H™(Q) a
H"(R"), (cf. 13A). De esto sigue que: si m es un entero no negativo H™ () =H"(Q)

y [,

También vale que si p es un operador de borde de orden x y de orden transversal

S -

v <m =entero entonces p lleva continuamente H"(Q) en H™*"?(3Q)). En efecto,
basta demostrarlo para ueCy(R") y con Q=B,. Sea p=aD*, acCI(R™).
Entonces,

(aD=u)x,,...x,,.0)=a* D= (™ @)).
Como y™ lleva continuamente H"(R") en H™*V*(R"') y D* lleva este espacio
continuamente en K™ 1! (R™"), resulta que D* lleva H™(R") en
™2 (R « HE 2 (R ged.

13H. Sea Q=R’, P un operador diferencial homogéneo, eliptico, a coeficientes
constantes y p,,p,,...,p, operadores de borde también homogéneos y a coeficientes
constantes con 2u = ordende P=:m .

PROPOSICION 2. Sea n>2, 0=£'eR™. Si #{4:P(£',1)=0,ImA>0}=yu (los
ceros contados con su multiplicidad) entonces g es independiente de &' y también
#{1:P(£',2)=0,ImA <0}=ys. Ademas, m=2y .+

DEMOSTRACION. Como para £ € R" vale |P(&)|2c,é|” con ¢, >0, tenemos que,

para 0% ¢£'e R™' | el polinomio en 7: P(£',7), no se anula en el eje real. Por otra parte,
P, 7) =0 ()" +Q ()™ +..+0,(L")

con O, homogéneo de grado /. La elipticidad y homogeneidad de P implican que
O, =const. #0 y que P(-&',—-1)=(-1)"P(&', 7). Si u(&") es el namero de raices 7 de
P(&',7)=0 con Im7 >0 entonces p(—&")=m— pu(&'). Ademas, u es independiente de
&' debido a la continuidad de las raices en los coeficientes y a que R \{0} es conexo.
Luego, m=2u(£'), QED.

La proposicion no vale para n=2: el operador de Cauchy-Riemann D, +iD, tiene
asociado el polinomio & +i&,.
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DEFINICION 2. P=(P,p,,..,p,) se dice un sistema de contorno eliptico si toda
solucion no trivial de Py =0 de la forma

(13.26) u(x)=w(x,)e " £20,

no es acotada en R’ .+

La definicion 2 es funcional y podria reemplazarse por una condicién algebraica sobre
los polinomios intervinientes en P. En efecto, para ilustrar esto supongamos que
n=3,ordende P =m, P eliptico P = P(x) = P(x',x,). Luego,

P(Dyu =™ P(&', D, yw(x,) =0
implica, en el caso que P(£',1)=0 tenga m raices distintas A, h=1..,m, que

w(x, )= ZA ; ((f')eil’x" . Si u es acotada en x, >0 entonces debe ser A4 ; =0 para los j
J=1

tales que ImA, <0. Puesto que, si &'#0, u(x)=w(x )e* es una solucion de

u
Pu =0 siysolosi u= [Z 4 (&)e™ je’“f"” y

j=1
g 1(Ajx, +<&'x">)
(13.27) <pu=3 AT, =0, h=1..,u, donde[, =p,(e ),
Jj=1

el sistema P sera eliptico si y solo si para todo &'#0 el sistema de ecuaciones (13.27)
en los A4, no tiene soluciones no triviales. Esto equivale a que para todo E'#0 el
determinante det(I",' j)¢0. Esta condicion algebraica reemplazaria entonces la

condicion funcional de la definicion 2.
DEFINICION 3. P= {P(x,D),pl (x,D),...p, (x,D)}, xeR", se dice eliptico en el

punto x, =(x',,0)€ AR si ('){P“(xo,D),p,"(xo,D),...,p; (x, D)} es un sistema eliptico.
Si x, € R] debe ser P°(x,,D) eliptico.*
DEFINICION 4. P:{P(x,D),p,(x,D),A..,py(x,D)} es un sistema eliptico en Q

cuando para cada parche de coordenadas Q , con borde,

P7.pt...pt)

TEOREMA 8. Sea P un sistema eliptico en Q de 6rdenes m = 2u,m,...,m, y orden

es eliptico en B_ ¢

transversal de p, menor que m. Sea

u

ME@Q)=H Q[ JE™™ ().

j=
Entonces, P: H" () > M () continuamente, y
N)siueH"™(Q) y Pue C*(Q)xC*(I)x..xC*(T') entonces u € C(Q),
if) N = {u eH"(Q):P(u)= O} es un subespacio de dimension finita de C*(Q),
iif) R=P(H"(2)) es un subespacio cerrado de M (Q) y de codimensién finita. +
(Para la demostracion, véase [H], Cap. 10)

© OQ° designa la parte homogénea de orden méximo de Q.
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CAPITULO 14
REGIONES PLANAS ISOESPECTRALES

14A. En 1966 M. Kac, [K], popularizé un interesante problema. Pregunté si dos
tambores no iguales pueden sonar de la misma manera. Técnicamente la pregunta se
formula asi:

K) ¢los autovalores del Laplaciano para el problema de Dirichlet de una region plana
determinan la region? .

La respuesta es no. Planteado el problema de otro modo se formula asi:

) ¢dos regiones planas acotadas no congruentes pueden ser isoespectrales para el
problema de Dirichlet?.

Observemos que decir que dos regiones planas tienen el mismo espectro significa que
tienen los mismos autovalores para el problema de Dirichlet y estos contados segun sus
multiplicidades.

La respuesta a I) es si, [GWW], y en este capitulo exhibiremos dos tales regiones pero
no siguiendo el tratamiento original de Gordon, Webb vy Wolpert sino la presentacion
que hace Conway en su libro [Cw] donde utiliza un método de demostracion debido a
Buser.

14B. Sea 4 una region de Jordan en el plano complejo, simétrica respecto del eje real
(te. (x,y)e A= (x,~y)e 4 ), tal que I = A {(x,O) xe R}, (su mterseccion con el eje
real), es un intervalo. Sean G = {(x,y) €A y> O} y G= {(x,y) ed y< O}.
El principio de reflexion de Schwarz dice que una funcién W(z), holomorfa en G,
continua en G U/ y que toma valores reales en /, puede continuarse a G definiendo en
A=GuUIUG una funcién holomorfa W,(z) tal que

W,(z)=W(z),Imz >0,

W,(z) =W (z), Imz <0.
De este teorema se deduce el principio de reflexion para funciones arménicas: Si Vxy)
es armonica en G, continua en G U/, nula en J, entonces existe H(x,y) armoénica en A
que coincide con V'en G U/ vy tal que para todo punto en A vale: H (x, y)=—H(x-y).

Es importante notar, (cf. Teorema 2) que esto vale también para autofunciones del

Fig 1 problema de Dirichlet.
I o
14C. Los poligonos I y II son congruentes y por
tanto i1soespectrales. Ellos resultan de la unidon
esencialmente disjunta de 7 triangulos
congruentes a un trniangulo equilatero 7. (cf

Fig.4). Los poligonos I’ y I’ resultan de la
union esencialmente disjunta de 7 triangulos congruentes a un triangulo escaleno T (cf.

Fig.5). O sea, estos poligonos tienen la misma
Fig.2 area pero como los lados mas largos de cada uno
r iy de ellos tienen distinta longitud no son
congruentes A pesar de esto ellos son también

isoespectrales, como veremos.
Por deformacion de Iy II se obtienen I y II’. En
este caso los menores angulos interiores de 7 son

z/4 'y m/3. Si fueran 27/9 y /3
obtendriamos las regiones no congruentes isoespectrales de la F 1g. 3.
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14D. Vale el siguiente resultado

TEOREMA 1. i) Sean D una region de Jordan, F € C(D), f € C(éD) . Entonces existe
u (anica) tal que u € C(D)~C' (D), Au=F enD’(D),u=fen D.

ii) Si F e C' (D)~ L*(D) entonces u € C*(D)C(D).

DEMOSTRACION. Utilizando el T. 3 del Cap. 1 §K vemos que es suficiente demostrar
el teorema para f =0. Sea

(14.1) u(p)=-[G(p,q9)F(g)dq .

D
i1) De iv) del T. 3 del Cap. 1 concluimos que u definida por (14.1) es solucion del
problema Au=F, u=0 en el contorno, con u € C*(D)~C(D), siF € C'(D)~L*(D).
1) Si solamente sabemos que F eC(D) entonces solo podremos afirmar que (14.1)

satisface la condicion de contorno y que ueC(—ﬁ)mC "(D), (cf iii) T. 1, Cap. 3).
Veamos que Au=F en el sentido de las distribuciones. Existe una sucesion de

funciones ¢, €C*(D,),D,o>D tal que @, —»F uniformemente en D. Sea

u,(p)==[G(p,9)0,(q)dq. Luego, para pe D,
D

(14.2) |, —u)(p)| < [|G(p.9)

D

?.(9) - F(q)ldq <

@, F

P

v, —F|_ IIG( p.9ldg <C|D|.
D

(cf. vii), T. 1, Cap. 3). Por tanto, u, >u
acotadamente y en L'(D). O sea, en D’(D).
Luego, de Au, = ¢, para todo n se deduce que

H"

Au=F en el sentido de las distribuciones,
QED.

Sea 4 una regién como en 14B.
TEOREMA 2 (de reflexion de las autofunciones). Sea ¢ una autofuncidn

correspondiente al autovalor 1 en la region G:

(14.3) peC*(G)NC(G), Ap=Ad, $=0endG.
Entonces, ®@ definida por _
(14.4) D(x,y)=¢(x,y) en G, O(x,y)=—¢(x,~y) en G,

es una autofuncion en la region 4 para el problema de Dirichlet y el autovalor A .
DEMOSTRACION. Sea F'e C(4) . Definimos F (x,,%,) =—-F(x,,—x,). Si Fes tal que

(14.5) Fx,x,)=~F(x,~x,)= F(x,x,)
y f s una funcién continua en 84 que también verifica (14.5), o sea f = f en 84,

entonces la funcion H € C'(4) ~C(4) que es solucion (cf. T.1) del problema:

(14.6) AH=F, H| =f,
verifica (14.5). En efecto, H (x,,x,)=—H(x,—x,) satisface
(14.7) AH =F=F, ﬁLM:f:f.

Entonces, A(H -H )=0,(H ~-H )'aA =0. Luego, ¥ :=H —H es una funcién arménica

en A, continuaen 4, que se anula en el contorno y por tanto ¥ =0. O sea,
(14.8) H(x,x,)=~H(x,,—x,).
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(14.8) implica que H se anula en I.
Sea ahora ¢ como en (14.3) y ® como en (14.4). Sea F=A0 endy f=0en dd y

H la solucién correspondiente de (14.6). Entonces, en G, H satisface AH =F con H=0
en el contorno de G. En consecuencia, H=¢ en G. Como H verifica (14.8), vale H=®

enA.
O sea, @ verifica AD=A® en 4, ®=0 en 04 y pertenece a C'(4)~C(A4). Pero

entonces F = A® pertenece a este espacio y ® € C*(4)C(4). O sea, ® es una
autofuncién para el autovalor A del problema de Dirichlet en 4, QED.

14E. En esta seccion definimos una biyeccion de las autofunciones de la region I
correspondientes al autovalor A4 con las autofunciones de las regién II asociadas al
mismo autovalor. En las siguientes figuras 4 y 4bis se muestra a estas regiones divididas
en tridangulos equilateros con sus tres lados diferenciados de manera que cada uno es

congruente de una sola manera con otro y de tal forma que los triangulos se tocan segun
lados del mismo tipo y de manera que los tridngulos lindantes se presenten

simétricamente. Demostraremos que si N, N7 son los autoespacios en cuestion existe

una inyeccion T: N; — N, por lo que dim( N )<dim( N). Esto bastara pues el

a=60° P=75° Y =45°

procedimiento puede repetirse de II a I simplemente observando que II y I se
intercambian por una reflexion. Pero que dim(N;)=dim(N.) lo sabemos pues las
regiones son congruentes. Lo interesante radica en que el procedimiento puede repetirse
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en regiones obtenidas por deformacion de I y II como I’ y II” en la figura 5, con lo que
se responderia negativamente al problema K) planteado por M. Kac. En la Fig. 5 los
lados gruesos son los mas largos de los triangulos y los punteados los mas cortos.

Sea ¢ una autofuncion para el problema de Dirichlet en I correspondiente al autovalor
(real) A:

(14.9) Ap=A¢ enl g=0Oen 61

Cada letra con su signo en la Fig. 4 indica la restriccion de ¢ al triangulo donde esa
letra se encuentra. Como ¢ se anula en los lados del contorno puede prolongarse a lo
largo de cada uno de ellos en forma C? y satisfaciendo (14.9), como fue mostrado en el

principio de reflexion de autofunciones. Por ejemplo, en el tridngulo superior de I en la
Fig. 4, ¢ =c se prolonga, a través del lado punteado y del de linea fina, por funciones

que denotaremos simplemente como —c, ignorando el argumento, pero recordando
cuando haga falta el tipo de lado por donde se realiza la extension. Esto es justamente lo
que distinguira a una extension de la otra. Naturalmente ¢ no tiene por qué anularse en

el lado grueso y por alli se prolonga como — 4.
En la hélice II de la Fig. 4 se muestra como de ¢ se obtiene una autofuncion y para el

mismo autovalor A para esa region, o sea, que resuelve:

(14.10) Ay =Ay enll,

(14.11) w=0en OIL

Se comienza definiendo = A+ B+C en el triangulo central. Pero las funciones 4, B,
C pueden extenderse como —d, — B, — b, respectivamente, a través de la linea punteada.
Por tanto, definimos  =-d-B—B en el tridngulo a la derecha del central. A través
del lado de linea gruesa, 4, B, C, se extienden como —c, ~d, —C, por lo que definimos
w =-c—d~-C en el tridngulo a la izquierda del central, y asi continuamos. De lo dicho

sigue que (14.10) resulta satisfecha.
Pero observando las prolongaciones hacia el exterior de II vemos que también queda
satisfecha (14.11).

Las restricciones de y a los triangulos que forman 11 las llamaremos m, n, p, g, M, N, P.
Las definimos algebraicamente asi:
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(q=4+ B+ C
M=-d -B -b
N=-c -d -C
(14.12) P=—A4 -a -d
m=c+ A+ b
n=c+ a+ B

p=C+ a+ b

Como ya notamos cada una de las funciones de la derecha en (14.12) satisface la
ecuacion diferencial (14.10) en el tridngulo correspondiente y es continua hasta su
borde. También se ve que la funcion g se extiende en forma C* como M a través de la
linea punteada ya que lo hacen sus sumandos: 4 como —d , B como —B y C como-b.
Siguiendo asi se verifica que  satisface (14.10) en todo I

w =0 en cada cada segmento del borde de II; p. ej., m se anula en el lado fino de su
triangulo pues alli se anula cada uno de sus sumandos mientras que en el lado grueso
c+A=c—(—A4)=0 y b es cero. Siguiendo asi se verifica que i satisface (14.11).

Si miramos las ecuaciones (14.12) como un sistema lineal en las variables A, B, C, a, b,

¢, d su matriz M tiene determinante no nulo, luego la transformacion 7 es uno a uno,
QED.

1 1 1 0 0 0 0] q

0 -1 0 0 -1 0 -1 M

0 0 -1 0 0 -1 -1 N
M=|-1 0 0 -1 0 0 -1 P

1 0 0 o0 1 1 0 m

0 1 0 1 0 1 0 n

(0 0o 1 1 1 o o] p
detM =24

No es dificil despejar 4, B, C, a, b, ¢, d como combinacion lineal de m, n, p, g, M, N, P
para luego demostrar directamente que la aplicacion es sobre. Vale que
-64A=-29-M-N+2P-2m+n+p
-6B=-2g+2M ~-N-P+m-2n+p
-6C=-2g-M+2N-P+m+n-2p
6a=—-q+M+N-2P-m+2n+2p
6b=-q-2M+N+P+2m—-n+2p
6c=—q+M -2N+P+2m+2n—-p
6d=-—q-2M -2N-2P-m-n-p
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APENDICE al CAPITULO 11

Al. Sea A un operador lineal en un espacio de Hilbert, simétrico y completamente
continuo. Si (Af,f)>0 para todo feH entonces se dice que 4 es positivo y

escribiremos 4>0. Vale que: A4 >0 siy solo si
o(A)\ {O} =0 ,(A)=familia de autovalores positivos del operador.
Si K es solamente simétrico y completamente continuo entonces

Kf:zﬂx(f>¢z)¢, con K¢i:/u;¢n ||¢,":1, |ﬂ1l2|/12|2.._,

Obien, (Kf,f)=> u' 2+Zyi'l(f,¢,.‘)(2, HoSp, <..<0<<py<p

Ademas,

(f.4")

p: =sup{KF, )| f|= 1 (f.47) =0.i =12, .n—1}.
Si este supremo resultara <0 entonces no existe 4 . En caso de existir vale que
uy =, inf sup{(Kf, 1):| /| =1 (f.h)=0,i=12, .n-1}.
El infimo es alcanzado en {hi Q= 1,2,...,n—1}: {¢,.* i=12,....n— 1}.
Sea K=K +K,, K, simétrico y completamente continuo. Entonces,
Hprgr S M, + 45, Ademas, si K, =420, 40, cada valor propio de K es mayor o
igual al valor propio del mismo rango de X, .

Siademas #o,(4)= N <o, se tiene: ‘ﬂ,,m

Slyhl,', p=12 ..

A2. Sean a,b>0 y 0 <a < f. Entonces, (az:/? 32"(a'”+b'”).
' a

En efecto, si a <b tenemos

(a+b)* _(+a/b)*(a)™ _2°
a“b? a’ b T af

ysib<a,
(a+b)* (1+b/a)* <£Zi
a®b? b? b’

QED.

En consecuencia,
1 2% 1 1
* < —+— |
) a’b? ~ (a+b)* (aﬂ bﬂ)

A3. TEOREMA 1. Sean 1< N entero, 1>¢>0, a=(a,,a,), x=(x,,x,). Si p(£) es
un polinomio de grado x con coeficientes acotados por ¢, y

| 1 |< 6

PO a+le”
entonces P :=(1/p)" coincide en R*\ {O} con una funcién indefinidamente
diferenciable. Ademas, si x 20,

. (x) W s p-le] <2,
DP(x)|<C(¢c,,c,,N,e,a) —2—= donde e,(x)= .
| ’ v @ +|xDN } 1 si u- ‘a| >2.
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DEMOSTRACION. Sea f =(f,,5,). Entonces
D{(&" 1 p(£) < Cle, e, )+ [g)/ ™,
y por tanto, si u+|f|—|a|>2 entonces (Df(é"‘" /p(gg))y (x)=x’D*P(x) es una

funcidn continua y acotada en R® que tiende a cero en el infinito. En particular, para
todo @, D*P(x) es una funcién continua en RZ\{O} por lo que pertenece a

C*(R*\{0}). Luego, si |82k, = (3+|a]- 1)V 0 , entonces
(82) (21 @) | =" DPeo| <
Ahora bien, si u—la|>2 entonces k£, =0. Sumando en los £ con |,B|:N y tomando
en consideracion el caso 8= 0, obtenemos de (1):
D% P(x)| < Cley. . N, a) (1 + )™

Si |B|=1y |B|> k,, entonces

[DEE™ 1 p(&)aE =0.

p

(En efecto, supongamos por ejemplo que B =(1,0)+ f'; en este caso el integrando es

) 0 [ &7 1 ,
1 ala(—D,” ——— (| donde el corchete es O ——— |, T=pu+|fl-1-|a|22.
. Oé[ 5(,0(5)]} ((1+|§|)’J A=l
. 0
P 1 L |dE, | —.. =0.
or tanto, la integra J- &, J- (35,[ ]dfl )

En consecuencia, para |,6’| 2k, v1 vale

/D*P(x)= [ DL/ pEe = dg = [DEE™/ p))e "= ~1)de

R?

Ifl) < Z(Jx”fl)w, obtenemos para u +|B|-|a| > 3,821V k,,

(83) [xﬂD“P(x), <C j —I)CDQ—df <C'lx

(g
Si u —|a| <2, sumando los [ tales que |,6| =k, =3+ |a| —u (=1), obtenemos de (83):

Como ’e'i<‘5"‘> - 1| <inf(2, |x

I-¢

I-ky-€

jD“P(x)| <C'(c,,¢,, N, e,a)l %
,B| =k, + N , obtenemos,

A+p)" D" P(x0)| < C(cy,,, N g, )] ™07 = O e QED.

Utilizando esta estimacion y sumando los # tales que

COROLARIO 1. Sea >2. Entonces P(x)e L'(R*) y (I/p) =P+

DEMOSTRACION. Por el T. 1, P(x) coincide en R’ \{O} con una funcion
feL'(R*). Entonces P=f+T, con T una distribucion de soporte C{O}. Luego,
1/ p(&)=F (f)}E)+q(£), g un polinomio. Como necesariamente q(.f)—mj»o,

sigue que g=0. En consecuencia, P = f, QED.
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A4. 1) Definimos para m y s reales (cf. [H], p. 51):
Hm,s (R") = BZ,k,,,_, >

donde %, ,(£)=(1+E[" )1+
Banach H,, (R") de una funcién de prueba es
. 2 172
o= (Jloer . @)
Un espacio funcional normado para el semiespacio de R"con &, >0 se define como:

H, . (R)={ueD'(R}):FUeH, (R") tg. U=u en R’} con lel,,, =inf |

2y &'=(&,,-..&,.,0). La norma en el espacio de

o

m,s’

Cy (R")|.. es denso en H,M(R_: ) mientras que C;(R’) es denso en el siguiente

espacio de distribuciones:
f}m_s(ﬁ,‘:—): {u eH, (R"):sopu CE}
que es un subespacio cerrado de H , (R").
H ms (E), en general, no esta contenido en D'(R’) aunque por definicién H s (E ) es
un subespacio de D'(R]), topologicamente incluido. Con el anterior establecen una
dualidad, < H , (R_; ) H _,.._-S(E) >, talquesi ue C7(R") y ve CJ(R}) entonces
UuFdx'S”u v”w .

m.s

Valen los siguientes teoremas.
TEOREMA 2. ue H,, (R)) siysolosiue H,_ . (R') y la derivada en la direccién

2
(R;). Ademss: “u%s e

2 2

x,, Du, pertenece a H

+ ”Dnu” < ||u

2
. ¢
m-1,5 m-1,5+1 m-1.s ms

TEOREMA 3. Sean 0< j <m enteros. La aplicacion de C°(R") en Co(R™,
u—> (Dlu)(x,,..x,_,0)
se extiende continuamente a A, | (1—2,,T ):

H, (R —>H,,, (R

COROLARIO 2. Sea a =(q,,...,2,), a, <m . Entonces
D% H, (R)>H,, s (R™)
define una aplicacion sobre tal que si u € Cy'(R"):

(D*u)(x',0)

¢
m,s

< ”u
m+s-|aj-1/2
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i) Introducimos ahora el concepto de variedad n-dimensional, C*, compacta coﬁe.a,\ o ""'
contorno. Esta es una variedad Q que admite un cubrimiento finito F por parches “F&;
coordenados abiertos, homeomorfos a esferas o semiesferas de R" tales que las ‘
intersecciones de dos de ellos tienen imagenes (en las esferas o semiesferas) que se

aplican entre si en forma C” de manera que los diagramas correspondientes se cierren.
Sea o = {Q z} el sistema de coordenadas. y € F' = {;( Qe a)} representa la aplicacion

que lleva Q, cQ sobre (NZZ c R". F es completa pues para toda y hay una funcién

¢Z€:C§’(§~21), no negativa, tal que para todo xeQ vale: Z¢z(x(x))>0.

TEF
Supondremos que con la variedad vienen definidas las familias @ = {Q Z} y {¢l }

DEFINICION 1. u € L;*(Q) pertenece a H (Q) si Vy, ¢,.(uox ') e Hx(fll) K
Vale que {1¢Z.(u oy )l xeF } es una familia de seminormas para H () que permite

=X e wer ™

YEF

Esta norma proviene del producto escalar: (u,v) = Z(¢Z'(” ox )¢, (vor ))s .

ZEF
Se dice que w € C*(Q) si uoy ' € C” paratoda y . Podemos ahora definir el concepto

definir la norma || : ”s: "u

de operador diferencial P sobre €. Sobre cada Q , debemos tener un operador
diferencial P*(D), a coeficientes C*, vinculados por la relacion de coherencia:
P*vyoxx, =P (veri2,').
Se verifica que P4 (uox, " )o x, 2, =P*(uo x;'). Definimos P en u<c C*(Q) como
(Puyoyx ' =P*(DYuox™).
Orden de P es el sup {orden de P* (D)}.
X

NB. Un resultado debido a Peetre afirma que una aplicacion lineal de C*(Q) en

C* () tal que para todo u: sop Pu Csopu , es un operador diferencial.*

Sean W=0Q y R)= {(xl,...,xn)eR" X, :O}. Sea p un operador diferencial de
contorno que lleva C*(Q) en C*(W) definido por (pu)o y™ = p*(uoy™"), con la
correspondiente relacion de coherencia, donde p?*(x, D) tiene sumandos de la forma
at(x)D*, x:(xl,...,xn_l,O)eRfﬂﬁl. Se define orden transversal de p como el
sup {an : D) en p* tiene coeficiente no nulo}. Asi que orden > orden transversal .
e
iii) Sea ahora m=2y el orden de P=P(x,D), un operador diferencial sobre Q, donde
Q es una variedad n-dimensional C”, compacta y sumergida en R". O sea, Q\W es

un abierto acotado de R”. Sean p,,..p

. operadores diferenciales de contorno de

ordenes transversales m,,...m, con m ,<m para todo j. Recordemos que si

(P,p\»...,p,) define un sistema eliptico de contorno (cf. [H], pg.254), la aplicacion
C“’(Q) U — (P(u)>p1 (u)""apy (u)) = (f’j;"'wflu)

se extiende a una aplicacion continua
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H,(Q) > H,(Q)x Hm—ml—l/Z(W) X...X Hm—m”—llz ),
con rango cerrado y codimension finita, (cf. [H], pg.260, o Cap 13).

iv) Sea P=P(x,D) como en iii). Supongamos que para toda ¢ e C; (Q\W),

(34) |¢|i <C, Re(P(x,D)p,8),, donde C, >0 no depende de ¢.
LEMA 1. Si P(x,D) satisface, para toda ¢ C; (Q\W),
(85) 4., < Cy Re(P(x,D)¢, ), +C|d];.

entonces P(x,D)+ A satisface (84) para A suficientemente grande.*

J
Sea v la direccidon normal exterior a Q sobre W, y escribamos: y’u =

b _j=o’ 1’
V]
..., —1. Entonces, (cf. Cap.IIl de [Treves], o Cap.13),

v H(Q)—>H, W)

Definamos, P (w) = (P(x,D)u,y’u,....y*"'u) . Luego,
a1
PH,(Q)->H_ (x][][H

7=0
La aplicacion P, si P satisface (84), es biunivoca, sobre y bicontinua.

).

p-j-1/2

v) DESIGUALDAD DE GARDING. Sean £ un abierto acotado y P un operador
eliptico en £ de orden par m=24>0,

8
P(x,D)= Y a_(x) D" (D, =—i—
|azrs:m Ox;

J

).

Los coeficientes a, seran funciones indefinidamente diferenciables en E. Ellas y todas
sus derivadas de orden < u se supondran acotadas alli. Supondremos también que P es

uniformemente fuertemente eliptico. Esta condicion se define mediante el simbolo
principal del operador:

P (x,5)= 2 a,(x)¢".

La condicion exige la existencia de una colnlstante ¢, >0 tal que
ReP, (x,&) 2co|§|m, xek,{eR".
TEOREMA 4. Bajo las hipotesis mencionadas existen dos constantes positivas N, y
N, tales que para toda ¢ € C; (E):
(86) 4], < N, Re(P(x,D)g. ), + NJgl.,, -+

En (86) puede reemplazarse ’¢|ﬂ_1 por |#|, cambiando la constante V,. En efecto, dada
g >0 existe h=h(g) tal que

1<e(+)+h1+)™*, xeR".

b

Luego,
o, =] |¢3|2 Ay ae < |¢3|2 (+ ") &+ hyx = £l + hig, .
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. 1
En consecuencia, si £ =——, tenemos
1
4,

(87 *2—” < Ny Re(P(x,D)¢,4), + N, h ||

2
0

AS. TEOREMA 5. a) Sean p y o constantes no nulas tales que p,o<2, p+o>2.

Entonces existe una constante ¢, tal que

J‘ dz < c .
epe=2flz=)" ey

b)Si 0<o,p<2, p+o<2 ydiamD <o entonces existe una constante c, tal que

paratodo x,y e R?
[— & e,
ope—7"lz—y"
(cf. [G&], p. 198, op. Cit. Ap.M).
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APENDICE C.
PARTICIONES EN CUBOS Y MEDIDAS SINGULARES.

Sea J=0" un cubo de lado uno en R™. Este cubo y los que intervengan en las

particiones finitas que apareceran pueden suponerse de lados paralelos a los ejes y
semicerrados.

Sea J una funcion nonegativa, superaditiva, definida sobre N
cubos contenidos en Q: g
1) ZJ(A )<J(A) si A5 A, ylos A, 1o se solapan. —

i=1 i lf
Sea J la familia de esas funciones de conjunto. J e Jsedice | _ﬁ o T_ o ﬁ
singular si para todo £ >0 existe una particion S de Q en ! :

cubos tal que para cierta subfamilia H de S vale

) 2. J(A)<e, Y |Al<e, donde |A| es la medida de Lebesgue de A.

AeH AeS\H

Utilizando la desigualdad de Holder se ve enseguida que si J,, J,e J entonces
JPJ? e Jsi 6el0]]. De aqui se deduce que si J, es singular y 6 e (0,1), entonces
J2J)? es singular.
DEFINICION 1. Sean s>0, Je J, Suna particion de Q en cubos, #S :=ntmero de
cubos de S. Definimos

G,(J;8) = sup{lAs }.0
Si partimos los lados de Q en 2" lados iguales se genera un particion 7T que divide a Q
en n=#T =2™ cubos congruentes y valen las relaciones:

AeT

Luego, G, (J;T) < —=~ J(O) @ . Sin embargo tenemos el

nS (#7’)3
LEMA 1. Sean s>0 y J €. Para todo entero positivo 7 existe una particién S tal que
#S<ny

>

G(JS)<CJ(Q])_ T o c=Cims) .o
s+ (#S)H-

DEMOSTRACION. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que J(Q)=1. Dada
una particion £ de Q llamaremos extension elemental de ¥ a aquella particidén que se
obtiene subdividiendo en 2" cubos iguales a los A€ X que verifican

2"1.!
Sea S, = {Q} Y S, la extension elemental de S;. Llamemos g ; =G,(J;S,). Entonces
g.
4 g0=J(Q)=1, gj+132—,,i,~
En efecto, un elemento A €S, que se subdivide da lugar a 2™ cubos A' tales que
IAI- | | . En consecuencia, }AI J(A) < <g; /2”“
A'cA
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Obsérvese que de (4) y la definicion de G, se deduce que la sucesion de extensiones

elementales consecutivas es infinita y por tanto que #S ; Too.

Sea n, =#§,, T, = {A €S, :A se subdivide al pasar a § ., } t, =#T,. Entonces, n, =1
y t, =1. Ademas, n,, =n -1 +2"t, =n +(2" ~1)t, y por tanto

(5) n;—n, =2" =Dt +4 +..+1,).

De (5) sigue también que n, —n, 22" ~1>n, para;=1,2,..., 0 sea que

n,
(6) n,—n, 27’ para j=12 .. .

Para acotar a ¢, necesitaremos el siguiente resultado:
h

h
PROPOSICION 1. Sean x, >0, y,>0, > x, <1, > y <1. Si existe 7>0 tal que,

=] i=1

para todo i, x,y’ >7 entonces ' <1.+

DEMOSTRACION. i < S x iy <(Sx (S ) <1, QED
1=1

Si Ae7, vale |A

SJ(A)>;’;. Ademas »"J(A)<1, >’|A|<I. Aplicando primero la

A(—TJ AcTy

proposicion 1 y luego repetidamente (4), obtenemos,

ms -ms(h-j-1)
(7) tj*‘s-z—s 1 < ml s...sz :
g 8na 278, &
De (5), (7) y (6) sigue que para #=1, 2, ..., vale
)
(2'" _1)22 s A
n, 0 C'(m,s)
(8) 7£nh—nos | < .
g g

s+
Luego, g, < [—2£J ,h=1,2,... . Dado n>1 existe A tal que:
n

h

m
n,<n<n,, K <2"n,.

Entonces, g, < —Es— donde C =C(m,s)=(C'(m,s)2™")**, QED.
n

1
ns+l ?

y esto vale también cuando se consideran solamente particiones S que refinan a una S,
dada.

Hemos probado que para toda Je_J se tiene

(9) I,(J)=inf G,(J,8)= O(
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s+l

LEMA 2. SiJ es singular entonces /,(J) = mf G,(J,8)= o( 1 j

DEMOSTRACION. Sea §,, S§,, §,, .. una cadena de sucesivas extensiones
elementales donde S, es una divisién en cubos dada. Para mejorar el resultado ya
obtenido conviene estimar mas ajustadamente a ¢,. Como para Ac7, se tiene

|A|" J(A) > g,27™ de la Prop. 1 resulta que

1
tj(zg_”ijﬁl < Z|A $

i s 1 s L
= J(A)H =Y AT I(A) T+ 3 |A[ I (A)

AeT; AcA AeB

donde A={A:Ac AeS,, |A|<J(A)), B={A-acAes, |A]= ).

Luego,
(&) (;'A'J (;Jw) () ()

[ZIAU (Z/(A)) s[ZlAl] [Z/(A)] ‘<2[Z

Acd AeB Acd AeB A8,

snl

A'[/\J(A')jm =D

En consecuencia, usando (4) y para j <A, vale

ms ms(gi1-h)
(10) l;osgz__‘l)svlsz—~1 .Hl.
gj gh
Por tanto, si  A=1, 2,... (cf. (5), (6)),
(11) %"—s(2’"—1)(z0+t, +_..+th_1)sM.
g

]
Por ser J singular, dado & >0 existe S, tal que D <& . Partiendo de S, obtenemos:

s+
(12) g, s[—l—] C"(m,s)g:—g(—”—?%s
n, 2"n,y
Recordemos que valen: n, Too para AT y n,, <2™n,. Luego, para toda nxn,
existe #tal que n, <n<2"n, y vale ilslgf,. G,(J,9<g,.
Resulta entonces, usando (12), que

I,(Jy=inf G,(J,5) < C(m,s) <C(m s)

(2 n, ): nm

Luego, hemos probado que para n>n, vale la desigualdad: 7 (J) <

€. De aqui

C(m,s)
ns+l

el Lema 2 sigue facilmente, QED.
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APENDICE Q.
FORMAS CUADRATICAS POSITIVAS CON DOMINIO DENSO.

Q1. NOTACION. D(B) designara el dominio del operador By R(B) su rango; si A
denota una forma cuadratica, designaremos su dominio con d(4).¢

Sea A una forma cuadratica con d(4) = clausura d(A)=H, A(x,y)=A(y,x), parala
que existe m > 0 tal que para todo x e d(4):

(D) A(x,x) > m(x,x).

DEFINICION 1. 4 se dice cerrada si respecto al producto escalar (x,y), = A(x,y) la
variedad lineal d(4) es un espacio de Hilbert A .+

En este caso, como |y|" <m™|y|’, si x, >x en Hy {x,} es de Cauchy en la norma

”'”A entonces

x, x|, =0 para n—o.

TEOREMA 1. Sea 4 una forma cuadratica cerrada. Entonces existe un unico operador
autoadjunto, positivo, biunivoco, T, tal que D(T)=d(A4), R(T)=H , A(x,y)=(Tx,Ty).

Ademas, si xe D(T*) e y ed(A) entonces A(x,y)=(T"x,y).*
DEMOSTRACION. Vale
| <[l < e/ Nm)Iol,. paca e, yer,

Luego, por el teorema de representacion de F. Riesz tenemos que existe Bhe H , t.q.

@ (h,y)=(Bh,y), = A(Bh,y) paratodo ye H,,
con  |Bh|<|BH|, [N <[hl/m pues |BH], <A/ Vm.
Entonces, si y = Bh en (2),

(3) (Bh,h)=(h,Bh)=(Bh,Bh) , = ||Bh||i1 =(h,Bh),

paratodo he H . Ademas, si he H, vale ||Bh“A < ||h||/\/; < ||h||1 /m.
De (2) obtenemos que si B4=0 entonces 4 =0 ; precisamente,

h#0=>(Bh,h), =|H|" >0.
O sea, B es un operador lineal, acotado, biunivoco, autoadjunto, positivo, con dominio
H yrango R(B)c H ,. Podemos entonces definir B'"'* | acotado, autoadjunto, biunivoco
y positivo: B> :H — H con R(B"*)> R(B).
También B{ o, = B' 44 €S autoadjunto, acotado y biunivoco en /.

Veamos que

4) RB"™)=H,.

Dado zed(A) existe {x"}cd(A) tal que B(x,) >z en H ,, pues B(H) es denso en
en A, (y en H). Entonces,

ﬂB(xn —xm)nf1 =(x,—x,,B(x,—x,))= HB”Z(x" —x,,,)u2 — 0 para m,n > oo,
y por lo tanto existe xe H tal que B'’x, — x. En consecuencia, Bx, > B'’x=z y
R(B')oH,.
También R(B"?)c H,. En efecto, sea xe H y {x,} una sucesion tal que B"’x, — x.
Sea z, :=Bx, € H . Luego
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z,— 2| = AB(x, - x,),B(x, - x,)) = (x, — x,,, B(x, ~ x,,))=

2
_ 1/2 :
—"B (x, —xm)” —>0 st n,m—>o.
Entonces existe z € H , tal que z, — z en ese espacio. Ademas

z,=B"*(B"?*x, ) — B"?’x, y por tanto B"*x=z¢c H, y (4) queda probada.
n n yp A

Definamos : T :=(B"*)" =B™"?. Sean x,he H , entonces
A(B"*(B"?h),B""*x)= A(Bh,B"*x)=(h,B"*x) = (B"*h,x).

Si escribimos y = B'?h resulta A(B'"*y,B"?x)=(y,x) con ye H, xc H .

Entonces, para y, € H ,: HB” vl =|.

B"?y —B"?z enHyen H,. Luego,

L= . De esto sigue que si y, — z en H entonces

”B” zz”A = || paratodo ze H

y también se concluye que 4(B'’a,B'"*b) =(a,b) paratodo a,bec H .

Como T = B™"'? sigue que paratodo x, y e d(A4), A(x,y)=(Tx,Ty).

Finalmente, para yed(4) y xeB"*(H,)=B(H)=D(T*)cH, se tiene
(T*x,y) = (Tx,Ty) = A(x, y), QED.

En vista del teorema 1 cabe la siguiente definicion:
DEFINICION 2. Dada una forma cuadratica cerrada 4 con dominio d(A4) llamaremos

A también al operador 72 ¢

O sea, A=B™". De esta manera, D(4)=B"*(H,) y A(x,y)=(Ax,y) para xe D(A4),
yed(A). Entonces, A"* =T es un operador biunivoco con dominio R(B'"*)=H, y
rango R(A"?)= R(T) = D(B"*)=H.

TEOREMA 2. Sean A y A4, n=1,2,... , formas cuadraticas de dominios tales que
d(A,)cd(A4) y d, =d(A,) esdenso en H, (=d(A4)). Si paratodo xed,,

m(x,x) < A(x,x)< A,(x,x) > A(x,x), n—> o,
entonces.

lim A A7 (A" A7) (x)=I(x)=x paratodo xe H .+

n—»0

DEMOSTRACION. /) Caso A=1. Entonces, d(A)=H y

Como en este caso m =1 tenemos

)

A,‘,/zx“ — x| para xed,.

Ao = (4,x,%) - 245, x0)+ (5, 0) = [(A-24" +Dd(E, (A)x,x) <
1

< T(l -Dd(E ()x,x)=(4,%x,x)—(x,x) >0 si n—>w.

Por otra parte A,'"* es acotado de dominio H con liA; ”2'

lsl,pues

A:,/ler =(4,x,x)> ||x”2 .

En consecuencia, si y €d,, (cf (5)):
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(6) 4y -)| =
y también ||A;1y—y“—>0 para n— o, yed,.

4=y <|d -4y ->0

Luego, de "A; Y 2“ <1 ”A; ‘ ” y la densidad de d, en H, se deduce que paratodo xe H :
@) A'x=4]""(4"Yx>x.

if) Caso general. Observemos que del teorema 1 sigue que A."? es acotado de dominio
H y rango d(A )cd(A). Ademas A" es cerrado de dominio d(4) y rango H. Por
tanto, A'°A4;"? es cerrado de dominio H y en consecuencia acotado. Lo mismo vale
para (4'?47"*)" .
Reemplacemos H por H ,. En este caso cada forma A, genera un operador autoadjunto
V, (correspondiente al original operador 4 ) en el espacio de Hilbert H, de manera
que V. 'x — I fuertemente (cf. (7)) donde (véase i)),
VI d(A4)—>d(4).

Sea hed(A) y Whi=x=A4]"2(4"*4;"*) A"*he d(A,). Tenemos, para h,y € d(A):

A, h,y)= (AW b 4 y) = (A h, A" y) = Ah,y) .
Luego, W, juega el papel de B en (2) y por tanto V,, de rango d(A), es su inverso:
WV k=k paratodo ke D(V,)=d(A) . Entonces,

n.n

(8) AV k,y)=A4,(k,y).
Ademas, de i), st hed(A):

AW = h W h—hy=|A"W,h- A"h
Entonces, “(Al/ZAn—l/Z(AI/ZA;l/’.Z)‘ _[)Al/?.h

resulta que
A" A V(A" A7) x — x paratodo xe H, QED.

2
—0.

—0 para n—>o. Como A"*(d(A)=H

Q2. NOTACION. Sea Q un abierto de R", los puntos de R™ seran denotados con
x=(x,..,x,). a y f designaran m-uplas de enteros no negativos: « =(,,....«,, ),

Iaf|:z;aj . D*=D..D; donde D, :=%. L?(€% k) denotarad al espacio L? de
=

J
funciones a valores en C*, éste con la norma pitagérica. H"(Q) =W, (€)= el espacio

de distribuciones en L*(Q) con sus derivadas de orden menor o igual a # también en

ese espacio. H'(Q) =W, ()= los elementos de H'(Q) con soporte compactoc Q ¢
Si i(m, h) denota al nimero de m-uplas distintas de enteros no negativos cuya suma es

h, entonces el gradiente de orden h, V,(u)= {D"‘u; e :h}, de una funcién u, es un
vector de dimension i(m, h) y
V,  H" (k) — (Qi(m, h)xk)

El adjunto formal de V,, V;, o divergencia de orden h | se define por
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V., (V)= ZD“ v =(ZD“V1“, ZD"V?,..., ZD“V,“"),

e EEI"= e

donde v=(v*) es un vector con i(m,h) componentes, |a|=/4, y cada componente v*
tiene k componentes que son funciones de R”™ en C: v* =(v},...,v{).

Ejemplo. Sean m=2=k, h=1. Entonces i(m,h)=2y

V,u= (Dxul, Dxuz;DyuI,Dyuz) e (), v= (vl V5 ,vly,vy) y

(Vu,v) = [[ (D, ¥ + Dt v} +D,u, v + Dyu, v e dly
Q

Si v es suficientemente regular,
(9) (Vu,v) = =[[ (@, D, v +u,.D, v} +u,.D,v! +u, D,v}) dx dy=
Q

= {[(Dv + DY+ up (D5 + D,v))) de dy=(u, > D*v™) .+
Q

la|=t

Sea X un espacio normado. Si # € X, denotamos con N(u;X) la norma de u. Por
ejemplo, N(u;L") = ||u

3

Ip
(2]
.. h .
)”’"} . Esta norma, restringida a W', es equivalente

N(;W" (Q)) = U(ZI ||D"

Q |a|h

|af=n &

aN(u;VI;:(Q)) [[(Z \D“[)P”j .

Q denotara a una matriz (hermitica) de matrices: Q = {am (x)ial .+ oo, (x) matrices
1“2 h 2

-
kxk cona,, =a

Su norma |Q(x)| es, por definicion, la norma como operador en C*""*
Qe L (Q) si [Q(x)|e L?(€2) y definimos:

o], =Jlew|,-

. Diremos que

HIPOTESIS SOBRE Q(x): existe una funcién y(x)>0 tal que para todo f = {fa }|a|=h ,
f, €C*, vale

(10) <Qf,f>= a,, (), _}: =

AR
z|z|(a,,(,2 (s fn)2 y(x)z 1128
oil=h o= led
y(x) denotara la mayor funcion posible.

CONDICION I y(x)" e L(Q), O el (Q).

loc

) Al )
Si denotamos con <..>' al producto escalar con pesos — en el espacio C*,
o)

K=imhyxk, vemos que < f,f><<f,f><h<f f>. 0O sea, "f"z”f”
Haciendo g=Q' f obtenemos:
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L im0 SRS <hfe L <078078>

;/(x) fzo <Of.f > fzo <Of.f> 0 <QOf,f> g0 <g0'g>
12y-1/2 /2 1/2 -1/2h —1/2h -1

<Q Q g:Q Q g>:Sup<Q 7Q >:Su <Q h’h>:‘Q_]‘,

g0 <Q0"g,0"g > 20 <hh> < hh>

2 el

A QO le corresponde una forma cuadrética diferencial
(12) A(u,v) = I< OV,u,V,v>dx, uveCy(Q), u(x),v(x)eC*.
Q

O sea, si a,,, (x) es diferenciable & veces:

(13) A@w,v)= Y [a,, D%u D°vdx = IZD"‘ (@,,, D) v dx = (Au,v).

lorl=h

Y a Q le corresponde también una matriz & xk llamada su simbolo principal:

(14) a(x,£)= 3 a,, (x)&™*, x,§ R,

donde &" =¢&M. £ Sifesun vector de C*, designaremos con f al vector en C¥ tal

que su componente o -ésima es £7 f . Luego,

(15) a(x,EVf f=3 (@, (X)E2f,E7 f)=<OF . f >
Entonces, -

a(e,&)f T = y<x>2§|f|zf” =y [+ +E2) =y T
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APENDICE S.
OPERADORES PROPIAMENTE ELIPTICOS

1. ALGUNOS RESULTADOS SOBRE ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS EN LA SEMIRRECTA.
LEMA 1. Sea P(?) un polinomio ménico de grado m,

¢)) Py=t"+at™" +. +a,

con r raices 7,,..,7, con parte imaginaria positiva y las restantes en {Imz < O}. Sean
fHeS ([0, ©)) Oy g,,..8,, €C datos numéricos. Entonces existe exactamente una

., . d
funcién u(®)e S ([O,oo)) tal que si D= P :
i

(2) P(Du=f@), O0<t<ow,

3) D'u(0)=g,, j=0,..r—1.¢

DEMOSTRACION. Etapa 1: existe una solucién en S ([O, oo)) de (2). En efecto, basta
considerar el caso P(D)=(D-71),7€C. Sea

w(t) = —-iJ.e"r("’)f(s) ds silmr <0,

4) 1

t

v(t) = iJ.e”("“‘)f(s) ds silmz>0.
L 0

Como Dv=rv+ f para demostrar que veS([O,oo)) basta mostrar que lt"v(t)\ <M,

paratodo Ast 1>1.Si Imz <0,
)| < [|f (o) ds <t [s"|f(s)|ds,

yst Imz=6>0,

/2

[v(t)' <edY? I e“s(”z")|f(s)|ds +(t/2)" j

0 12

f (s)|s"ds <

@0

< |7 (o) ds+(t/2) [If ()] s"ds.

0

Etapa 2: las soluciones de P(D)u =0 son de la forma

u=y e,
k=1
donde 7,,..,7,, son las raices de Py o, =0,1,....( multiplicidad de la raiz 7,)—1. Esta

solucion pertenece a S si 'y solo si ¢, =0 para los & tales que Imz, <0,
0 sea s1 y solo si,

(5) u= cheitﬂtak .
k=1

) Un teorema de extensién debido a Sealey, analogo al teorema de Whitney, asegura que S ([O, 00))

puede extenderse linealmente a S(—c0,00) . En particular, .§ ([0, 00)) =S (—00,00)‘[0 o)’
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Las ecuaciones (d/dt)’u(0)=g ;» J=0,1,...,r —1, son r ecuaciones lineales en c,,

cuyo determinante tiene por elemento (j,k) e {O,...,r —l}x {1r} a

(C—id;jj (eirkttak)tzo :(ik]ak!(z_k)]-_a, — d* (fj)

dr™
Entonces, si todas las raices son simples, , =0 para todo k£ y el determinante es de
Vadermonde:

=7y

11 1

2'l TZ T3

TS S S
o, si por ejemplo 7, es de multiplicidad @, >1: 7, =...=7, deben reemplazarse las
columnas 2, 3, .., «, por las derivadas primera, segunda,..., (o, —1)—ésima de la

primera columna. Nuevamente el determinante de las ecuaciones en ¢, es no nulo y
estas quedan univocamente determinadas.
Mas aun, existen numeros f,, que dependen de P tales que

(6) ¢, = rzﬂhg, , QED.

j=0

LEMA 2. Sean 7eC\R y f(f)e S([O,oo)) . La solucion v(f) e S([O,oo)) tal que
(D-r1)v= f(t) definida por (4) venfica

(7) ”V k+l s C"vf”f”k' *
DEMOSTRACION. Ya probamos en el lema 1 que ve S . Veamos (7).
Como para k entero>0: D*"'v=D v+ D* f se verifica |V, <4, (M|, +||/],). v por

M <€, +171. CHL =l

Para finalizar observemos que la definicion de v permite escribir ésta en la forma
W) = [ FN.(t-s) ds
) .

con N_(y)e L'(R") . Luego,

tanto,

M, = ([ @ <| £, [IN. o)l

y ||v en SC ”f .» QED.
Obsérvese que cuando Imz >0, v(0)=0.

TEOREMA 1. Sea P(z) un polinomio como en el lema 1, pero sin raices reales y sean
7,,...,T, Sus raices con parte imaginaria positiva. Sea k entero > 0. Entonces existe una
constante C, , tal que para toda u € C*([0,00)) V H "*(0,00) vale

J

®) - sck,{nP(D)uuk + 3D 7u(0)
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donde la sumatoria esta ausente si # =0 .¢

DEMOSTRACION. Sean u € S([0,)) y f(t)=P(D)u, g, =D’u(0), j=0, 1,..,r-1.

Entonces  es tinica solucion en S del problema
9) P(Du=f, D'u(@)=g,, j=0,..,r-1.

Esta solucion se obtiene siguiendo las etapas 1 y 2 del lema 1. Puede escribirse como
u=u,+u, donde u, es una solucion particular de la ecuacion diferencial y u, es una

solucion de la ecuacion homogénea P(D)u =0 . Como P(D) = H(D —17,), definimos

J=l

10) { 0= 1,

D-7)u_,=u,, k=mm-1,..1, u, eS.
Entonces u, verifica P(D)u, = f y por la nota al lema 2:
(1 uUy(0)=u,(0)=...=u,_ (0)=0.

Como
(12) Du, \=7u, +u,,
(13) Du,(0)=0si k+1<r-1.

Derivando (12) resulta

D’u,(0)=0 sij+2<r-1,
(14)

D'uy(0)=0 si0O<n<r-1.

O sea, la solucion particular u, = u, verifica

(15) P(Dyu,=f, D'u,(0)=0, O<n<r-1.
Del lema 2 sigue ahora que:
(16) ”llp mik = “uO mik SC’""’"-TI |ul mko-1 < C"‘*"',GC’"V"I'TZ
< Cm+lc,rl "'CkH,rm um”k = C/t,l'l,...,t'm f”k :
Por otra parte u, , por definicion, es la solucién en S de
(17) P(Dyu=0, D'u(0)=g,
que se obtiene en la etapa 2. Entonces
(18) u, :che"" t
=1
donde ¢; es una combinacion lineal de los g ;s. Luego,
r . r-1
“uh m+k < Zicjl e ! t’ ek < smek,P 85|
j=1 5=0
y la tesis sigue para u € .S con
(19) C,p=sup s.mtk,P }V Ck,r,,,,,,r,,, .
s<r-l
Se pasade Sa C* N H™* por continuidad, QED.

lmrk-2 —

Sea ahora P otro polinomio moénico con coeficientes cercanos a los de P. Entonces,

“ﬁu —Pu“k < 8||u||m+k y vale
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—~ r-1
bl <C.o{ [Pl ...+ SJoruco] |
=
De esto sigue que

(2()) (ij’ <:(j < (th

l+¢C,, * 1-eC,,

2. EL PROBLEMA EN UN SEMIESPACIO. Sea P(£,1)=t"+a (&)™ +. un
polinomio de grado m=2r en R™' = {(cf,t):f eR" te R‘} tal que para todo £ e R,
£ #0, el polinomio en z, P(£,z), tiene r raices en {Imz > O} y r raices en {Imz < O}.

TEOREMA 2. Sea k entero y u € C*(R"' )N H™"*(R"'). Entonces existe C, , tal que

sl b Sl -
DEMOSTRACION. Sea [u , = z |pu HZ Como [, <Cluf’, +[ul). basta
probar (21) con |-|  en lugar de |] | .- Observemos que

D%u

g |pricg o) dg

22) |, = Zjdz[ S Zjdz[

ja|=mk g =00

donde u(&,1) = I P u(x,t) d |

R"
Sea ue C*(R""), sopu acotado. Si P(D)u= f(x,t) entonces P(&,D)Hu :fA(f,t)‘ Sea
vty =a(&,t/|E) con & fijo, £eR"\{0}. Entonces ve C([0,0)) y es de soporte

acotado. Ademas veriﬁca

|D)(t)“

P(f £1D, ) =|e[ " & o

Puede ahora aplicarse ahora el teorema 1 a la familia P(¢',D,), lf‘l =1, con la misma

constante en (8) pues &' varia sobre un compacto y la constante es una funcion de &'
localmente acotada. Luego
O j

O ik y K ®
[Y|pivf at<c, (Z |
0 J=0 Jj=00
Reemplazando v(f) por su definicién y cambiando variables obtenemos,

3 e |prace, t>f dr=C (ZI e Feeof el 2"'dt+Zt<fl‘”1D’ (.0 ]

J=0 ¢

D; Fe g e

-2j+1

k—1

Multiplicando por |¢ ' resulta

MDY Tlél““‘”\D:’ﬁ(g”,t)lzdt <

el gjer

i=0 o

D (&, t)( dt+z|§|2‘"'*" i

Vi(£,0) J

Integrando (23) y usando (22) obtenemos
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2

r-1
W < Ck(| I, + 2 |D/u(x,0) J QED.
j=0

3. EL MISMO PROBLEMA EN UNA REGION REGULAR. Supondremos ahora que
P(x,D) tiene coeficientes en C*(Q2) donde Q es una region acotada con borde C®.

m+k—j-1/2

Se dice que P(x,D) de orden m=2r es propiamente eliptico si para todo x < Q vy para
toda £,77€ R", linealmente independientes, P, (x,£+2z7)=0 tiene r=m/2 raices en
Imz>0 y r=m/2 raices en Imz<0. Se sabe que si n>2, eliptico implica
propiamente eliptico. Por otra parte, eliptico significa que P, (x,&) no tiene raices reales
¢ distintas de cero cualquiera sea x. En consecuencia, si n> 2, eliptico y propiamente

eliptico describen el mismo concepto.
Sea

D°:={ueC(Q): D*u=0endQsila|<m/2}.
TEOREMA 3. Si P es propiamente eliptico existe C tal que para todo « € D° vale
(24) “u"m < C(“P(x, D)u”O + "u”o ) (m=ordende P=2r>0).*
DEMOSTRACION. Recurriendo a particiones de la unidad basta probar el teorema
localmente, es decir, todo punto y € Q tiene un entorno N tal que si w e D°, sopu C N,
entonces vale (24).
a) Sea yeQ fijo. P(y,D) es un operador eliptico a coeficientes constantes. Luego,
IPOLEN = 6olé]™ — Ko (€™ +1), y también,

[P Duly = Clu, — K, +[eul)-

En efecto, si ||=m entonces coﬂf “ﬁ'zdf < Hanfa

2
m

u

2

u

dg <[|(p, (. DY e

En consecuencia, si uw € C;°(N),
(25) b, <M, +1P. DY, ). |
Por otra parte, P(x,D)=P(y,D)+(P(x,D)-P(y,D)). Si x,ye N el operador entre

paréntesis tiene coeficientes pequefios en N si este entorno es suficientemente pequefio,
y por tanto

(26) |PCe, Dy, = |P(y, DY, el , O<e<l.
Reemplazando en (25) y eligiendo Me <1/4 resulta

1
[, < el + M QP Ce Dy, +[oe,.)

La tesis sigue ahora recordando que || _, <&lu| +K(&)|u], .
b) Sea y €0Q. Un cambio de variables reduce el problema a un semientorno de un
punto en un semiespacio. Sean 71 =x,, x'=(x,,...,x, ) y p(y,D) la parte principal del
operador en €l punto y =(3',0), y'=(y,,...,,_,) - Resulta, aplicando el teorema 2 y para
u e D°, sopu < N = entorno acotado de y, que
lul,, < oG Dy, +, ).
Eligiendo N suficientemente pequefio, como en (26),
|y, Dy, <[P, Dy, + s, + Ko, <[P e, Dy, + 2], + K (&)

,» QED.

COROLARIO. 1) El teorema precedente vale para u € A = la clausura de D° en H",
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2) F= {u eH:P(x,Du = O} es un subespacio de dimension finita,
3) [u|, <C|P(x,D)u|, paratodauc F* .+
DEMOSTRACION. 2) Si {u, }c F, |ju,| =1, entonces como L*() >0 H"(Q) ([H],

Cap. 2, T. 2.2.3) existe una subsucesion convergente en L’y por (24) en H", o sea, en
F

3) Sean ||P(x,Dyu.|,—>0 y || =1, w,eF". {u} tiene una subsucesion

convergente en L a u. De (24) sigue que {u k} converge en H"” (au). Luego,
P(x,D)u, —> P(x,D)u en L, e =1.
Entonces, P(x,D)u =0y u € F, contradiccion, QED.

4. UNA APLICACION. Sea ueD° y w:=u en Q, u:=0en R"\Q. Del teorema de
- o ( o O(ug) ou o¢
Gauss obtenemos, Co(R"), que | ——=dx=0.L , | —@ddc=—|—udx,
u nemos, si g C;(R"), qu I . uego Iax @ Jax u

Q J Q J Q J

Ox

J J

0 sea, J.(axﬁjgbdx:—."gxiﬁdx. Por tanto, %:(_@L]
J J

En consecuencia, ¥ € H (R") y sus derivadas de orden menor o igual a r son las
extensiones triviales de las correspondientes derivadas de # en Q. Con una particion de
la unidad de Q adecuada, {¢, } podemos lograr que cada funcion gu se aproxime por

la misma funcion corrida al interior de Q y asi demostrar que esa funcion pertenece a
H'(Q). Y portanto ue H"(Q2) .
La clausura en H* () de D°(Q) estara entonces contenida en H " (Q), o sea,

27 HcH"NH =H.
Como veremos mas adelante vale el

TEOREMA 4. H(Q)= H™(Q)N\H"(Q) = H(Q) .+

Consideremos un operador diferencial de la forma
(28) P(x,D) = ZDaao’ﬂ (x)Dﬁ >
[of={pl=r

con aaﬂ(x)eC“’(ﬁ), Ay 2@, m=2ry

rl

(29) Yy EE, ey e, e>0.
lot=l A=~ lof=r O
Sean u, ve H. Entonces, si (.,.),=(.,.) 2 , tenemos
(30) (P(x,Dyu,v), = ¥ [a,,D uDvax.
Q

En efecto, es cierto si ve C; (). Si ve H(Q), existe {vn}c C,S () tal que v, > v en

H'"(£2). Luego,
(P(x, DYu,v), = lim (P(x,DYu,v,), = lim 3" [a,,D"u D°v, dc =" [a,,D’u D d.
Q Q

En esta situacion vale el siguiente
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TEOREMA 5. Paratoda u € H vale

oY ], <MPee. Dy,
DEMOSTRACION. De (30), con u =ve H(Q), y (29), obtenemos
(32) (P(x,D)u,u), > c'|u|f > c"||u||f .

St P(x,D) =0 sigue ahora que # =0 . Luego valen, F = {O}, F* = H(Q), (cf. corolario
al teorema 3) y también (31), QED.

5. Para completar la demostracion del teorema 4 basta probar la
PROPOSICION 1. H(Q)D>H(Q) .»

Observemos en primer lugar que (32) vale atn para u € H pues (30) y (29) son validas
en ese espacio. También que el operador P(x,D) lleva continuamente H en L*(Q). De
(32) sigue entonces que lo hace biunivocamente. De (31) se deduce que P(x,D)(H) es
un subespacio de L. Si probamos que P(x, D)(H)= L* habremos probado que H =H

(y en este caso (31) no seria otra cosa que la continuidad del operador inverso, resultado
que entonces podriamos haber llegado a conocer utilizando un teorema de Banach).
Esto es un hecho cierto para todo operador de la forma (28), (cf [Sc], p. 204). Sin
embargo para probar el teorema 4 bastaria probarlo para un operador particular Q, y

seria suficiente ver que Q(x,D)(D°) > C; ().

Para enfrentar las dificultades tipicas veamos que ocurre con Q =(-A)", Q=R". Sea
fe,)eCS(RY), xeR™, te(0,0). Queremos resolver (-A)u=f en R’ con
D’u(x,0)=0, j=0,..,r—1.Fijado &, sea

(33) JE&ny= fer= f(xn) dx.
La ecuacién
(34) (D, ) (D +E) vE.0 = D2 +e[ ) e = FEy,  £=o0,

tiene exactamente una soluciéon en S ([O,oo)) verificando D/v(£,0)=0, que podemos
escribir en la forma (cf. lema 1 y teorema 2):

(35) w(¢.n= j.dgl} o S]:ldgr e_lﬂ(l_s’) ngr+l o ]‘idszrem“’ _sz')fp(éraszr )=
o 0 0 s, e

C{gs [elelemss 20 7 (t=s)" (s, =5)" , _
!ds, Je P

@0

:jdg“'e‘lﬁl(”“‘“)f@,a)F(t,s,O')dO' :

5

Sea u(x,1)=02x)"™" I e v(&,1) d£ . Recordemos la formula

Rn—l

n+l n+l

(36) @r)™" [e i g n*TF(”—;—l)a(az +) 7
A

Luego, st r=1yc, = F(g)ﬂ'_g, F =1y tenemos,
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v(f,t):fdsf(cn If(-—y,a)(0'+t—2s)((0'+t—2s)2 +|y|2)'"’2dyj do,

5

ont

@7 uxn=c, I@jdc jf(x YN0 +t=25) (0 +1~25) +|y[ )" ds =

(o +t-2s)* + [yl )1"’/2

=c, f@fdaf(x »,0)

R 2n—2) )
2(n 2)Jldyfdaf(x y,O')[((O'—t) Y (o) + Y ,,/,]
2(,1 2) J‘dyJ‘ f(x y,O')((O' t) +|y' 1- n/zdo_

donde f(x,—t) =—f(x,t) st t>0.
La funcién  se anula en =0 y pertenece a C*(R”"). También pertenece a L*(R”),
(cf. (35)): u(x,1), salvo factor, es igual a
—f(x—yt )dyda+
[(o.y)|<M (ly|2 +|O'| ) [(a.y)-pr

el primer sumando esta en L* pues es la convolucion de una funcion de 7' con una de
2 . o .

L’ . Sin embargo, en el segundo sumando debe aprovecharse la compensacion de signos

enla f.
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APENDICE T.
TEORIA DE OPERADORES.

T1. En este apéndice usaremos la siguiente notacién. H designara a un espacio de
Hilbert separable y G_(H) a la familia de operadores completamente continuos en él.

Si TeG,(H) ysiademas T*=T, definimos, para n>1:

A, = enésimo autovalor positivo de 7,

n

— A, = enésimo autovalor negativo de 7,

n (A,T) =#{A(T) > 1} n_(A,T) =#{1, (1) > 4} para >0
NB. Los autovalores se cuentan repitiéndolos segun su multiplicidad y se supone que
A2 A, A, 24,

Si TeG,(H) entonces T*T es autoadjunto, positivo ((7*7Tx,x)=(Tx,Tx)=0) vy
completamente continuo. 7*7 admite una raiz positiva: R = (T * T)”2 , O sea,
R*=T*T . Los autovalores no nulos de R se denotaran con s (T) y a su funcion de
distribucion la denotaremos con n(A,T) =# {sn (1) > l}.

Enelcaso T=T*e(G_(H) observemos que si

(1) T= TldEi,

T*r=1% = [ dE, =£yd(z«;ﬁ+z§_ﬁ).

Definimos R de modo que,

) R=(T*T)'" :j/lal(E/1 +dE ).

En esta situacion,

3) s, (N}= MU M) s, 25,0,
y obviamente,

4) n(A,Ty=n_(1,T)+n_(A,T).

Cuando se sobrentienda T escribiremos simplemente: n(1)=n,(1)+n_(1).
El comportamiento asintotico de A, se puede describir en términos de 7, (1).
PROPOSICION 1. Sean >0y 1>0.
i) lim X'n (A)= lim (2,)°m,
i) lim X'n,(A) = lim (4)°m .+

1-0 m—»co

DEMOSTRACION. {/1; } designa al conjunto de autovalores positivos distintos de
manera que 4, ,, <4, . Por tanto, n, (4, —0)=n,. Ademas, 4, = A, implica n, >m .
Entonces, (cf. los graficos que siguen),
En; Xn (1)< @ (A)n, (A -0) = li_rg An (A -0)< anﬂ"m (A- 0)=@ Xn ().
Luego vale,

lim 2°n,(2) =lim (%,)"n, = lim (4,)"m.
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Analogamente se demuestra el otro caso, QED..

,a\.n_{.(z‘) E : ! ?l.. n (75.-) ’ ; .
ons 3 /
b i L i
+ + >
2‘1’n ?"m— 1 i'-m ?;.-*- m- 1

p=mult de & =n, (A -0)- n(X +0)

DEFINICION 1. Sean 7=T*eG,_(H), 6> 0. Definimos AL(T)= @ 2n (A),
55 (T) = lim Xn, (1) .+
A0

PROPOSICION 2 (Principio del minimax). Sean 7T un operador autoadjunto,
completamente continuo de / en H y F un subespacio de H. Valen (cf. (3)):
+(Tu,u)

DA ()= i sup —=—==inf sup *(Tu,u
) AnaT) dlmFS" Oxuepl‘ (u,u)  codmFensl o ]]u|}—| ( ),
iys (1) = su ” ” inf sup |Tu
) " 1( ) odmeSn Oxug' ”u” codunF<n+1 ueF[ﬁ] l” "
DEMOSTRACION. /) Sea u, autovector normalizado de 7, Tu, = Zu,, u, Lu, sii# j
y F un subespacio tal que codim F <n. Entonces existe ve FN|u,, .. u Mlv¢0
Luego,
n+l

T 2.4 Ti

By e, it sp s

(V,V) Zcz 37 0xueF (u,u)

Por otro lado, si ullu,,..,u ] entonces u=w+ chuj con wlu para todo j y

j=n+l

(Iw,w) < 0. Entonces,

(Tw,w)+ > ci ;X
(Tu,u) ,Z";] Z

= < j=n+1 — < /1:“
O Mg T
j=n+ J=n+
(Tu,u) (Tu,u
Luego, co$2§<n ()S::epF (u,u) <SUP{ (u,u) ul[ul, . ]} -

y queda probado 7).
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if) Sea u, = autovalor de 7 *T . Luego, por i),

" _ (ol
R St TR S W —[wgimmi‘;fw |

Como s, =/, , resulta la tesis, QED.
Para otras versiones del principio del minimax véase [Gl].

DEFINICION 2. Sean 4 >0 y T autoadjunto completamente continuo.
K. (A=K, (A4;T)={G:G =subesp.de H tq.Nf €G, f #0vale +(If, f)> A(f, f)} .+

PROPOSICION 3. /) n,(1;T) =sup{dimG : G e K, (1)}.

if) Sea L una variedad lineal de H tal que L — H = L . Entonces,
n,(4;T)=sup{ldimG:Ge K, (1),Gc L}.*

DEMOSTRACION. i) Con la misma notacion de la proposici(')n 1, supongamos

X, <A<, G=[u, .u] Entonces (TZc/uj Zc u)= ZCZI >AY ¢! sila
j=1 J=)

ultima suma es positiva. Luego Ge K, (1) y n, (4; T) =n< sup{dlm G:GeK, (/1)} :

Por otra parte, si n <sup{dimG:G ek +(/1)} entonces existe (G'e K (1) con

dimG'=n+1. Sea [ tal que codim FF < n. Entonces FF(\G'# {O} y por tanto

Tu, . Tuu)y .  (Tuu ..
(Tu,u) > inf sup (Tuu) > inf (Tu,u) > A, contradiccion.
codim F<n ue (” u) codim FS"MEFﬂG' (u’ ”) ue(' (”’ ")

A = inf su

n+t

ii) Sea GeK _(A), dim G=n_(4;T)=h. Entonces, si inf M=: [, tenemos

0xveGG (V’ v)

e=pnu—A>0. Sea {ul,...,uh} una base ortonormal de G. Sea v, el tal que
1

u —v|<e'<—,i=l,. . h

b -vlso<

Definamos G'=[v,,...,v, ], y una aplicacién de G sobre G':

h
9 u= Zcu —>v_chvj.
J=

£ Z} i 2z
el = AR (19 Y70 S L B
el Ilull Qe ]
De (5) se deduce que 4 define un isomorfismo por lo que dimG =dimG'=
Veamos que G'e K, (1) para &' suficientemente pequefio. Usando (5) obtenemos que

(Tv,v) = (Tu,u) + (T (v —u),u) +(Tv,v—u)> pifp]” =T | =] (] + ) =

oMY . M Y. (.2
> u[m IJ ol Jz(mj _[ﬂ.+5j”v|| > A,

si ¢'es bastante pequefio, QED.

6))
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T2. Intentaremos ahora comparar los espectros de operadores distintos.
LEMA 1.Sea I, =T;*e G_(H,),i=1,2y §S: H, —> H, un operador acotado tal que

(6) Su=0= (Tu,u), =0,
(L), _ , (TySu,Su),

@) Suz0=>+ <t .
(u,u), (Su, Su),

Entonces
n (A1) <n (4;T).*
DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad supongamos que vale (7) con signo +.
Si G e K,(4;T)) entonces S(G) tiene la misma dimension, ya que en G, (Tu,u)>0
para u #0. (7) implica $(G)e K, (4;7,). Luego, para cierto G, € K, (1, T)):
n (A4;1))=dim G, =dim S(G,) < sup {dim G G'ek, (/1;7"2)}: n (4;T,), QED.

Otro corolario de la proposicion 2 se refiere a la perturbacién completamente continua
de la métricade H. Sea O =0*e G_(H), Q<1 ,estoes, (Qu,u)<(u,u) si u#0.

Sea (u,v), = (u,v)—(Qu,v) y definimos H, como el espacio vectorial H con la métrica
generada por el producto escalar (.,.), . Vale:

PROPOSICION 4. H, es un espacio de Hilbert con norma equivalente a la de H y tal
que

®) (=% @ <l <1+l
DEMOSTRACION. En nuestro caso vale A4/ (Q)<l1. La desigualdad de la izquierda

sigue de la proposicion 2 y la de la derecha es inmediata. (8) implica la equivalencia de
las normas, y por tanto, la completitud de H,, QED.

2
¢

Dado T'e G,(H), T =T*, definimos 7, operando en H, por

(Tuwv), = (Tul,v).
T, es autoadjunto y completamente continuo.
LEMA 2. Vale: Ay(T))=A,(T) y 6;(T))=68,(T) .+
DEMOSTRACION. Demostraremos solamente el caso A},. Dado £e(0,]1) existe
H,cH tal que codim H, =m, <oo y para todo ue H,: |(Qu,u)| < elu| . En efecto,
bastara definir H_=[w,,..,w,]", donde {w ]} es el conjunto de los autovectores

ortogonales de ( correspondientes a fodos los autovalores {/1]} |/1j|>5, (ct.

7.

demostracion de la Prop. 2). Luego, en H_: < <
1+¢ ”u

l-¢

2
1

Como (rangoT)* = (rangoT,)" podemos excluir el caso en que el rango de 7 es finito.
Si A es bastante pequefioy G € K, (4;7;) entonces para u #0,u e G H_, vale
g Gy _ (T (Tu)
(u,u), "u”I (1- 5)||u
Luego, G, =G H, €K (1(1-¢);T). Pero dim G, >dim G—m, y por tanto,

7 -
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n (A1-¢€);,T)2n, (4;1;)~m,_ . Entonces, para todo £>0; AL(7)<(1-¢) Ay(T), y
en consecuencia Ay (7)) < AL(T).
Por otra parte, si Ee€ K, (4;T)y ue EH, se tiene
/1 < (Tu,u) — (Tlvuau)l (u;u)l < (1+8) (Tl'u’u)l )
(u,u) (u,u), (u,u) (u,u),
Asi, E.=ENH K (A1+&;T) vy n (A 1+&;T)2n (A4;T)-m
8, (1) = 8,(T), QED.

Como antes

"

Consideramos a continuacion el comportamiento de A%(T) y 6,(T) bajo
perturbaciones aditivas de 7.
LEMA3./))Sea T, =T;*e G,(H),j=1,2y m,ne N. Entonces,
Arpena (5 +T) < 20 (D) + 4(T,), (H. Weyl).
ifySea T, e G, (H), j=1, 2. Entonces,
Smnt (i + 1) <5, (1) +5,(T),
Sment (1) < 5,(1)5,(1), [GK].¢

DEMOSTRACION. i) Caso +. Sean Tju, = A’ (1)u,, u, #0; T,v, = X (I,)v., v 20 y

= [u,,...,um_l,v, ..... v,.]". Entonces, codimF <m+n-2. Luego, por el principio del
minimax:
. . T +T)uu Tuu Touu
ﬂ’nwn-—l (71l + [2) < SUPM < Sup(_]~_)+sup(;__)_ <
ueF (u,u) werr (U,u)  uer (u,u)

< sup T8 g Lt) gy (1),
["I""-um-I]L (ll,ll) [Vl""'vn—l]L (Il,ll)

ii) Sea u,, i=12,..,n—1, autofunciéon de T, *T, correspondiente al autovalor sf('[]) y
sea v, j=12,..,m-1, autofuncion de 7, *7, correspondiente al autovalor sf(’[’z).

. L
Definimos F =[u,,..,u__ v, ..v |' . Entonces

s ViV

s @+ Ty <supht 2 o W W]

uel ||u“ ueF ||u” uel “u”

< sup —“—”Tlu“+ sup —”Tzu <s, (1) +s,(T,)

- — Tm\Tl n\*2/ -
P T b

Para demostrar la segunda desigualdad pongamos (y con la nomenclatura precedente):
G= [vl,...,vn_l]ﬂ rangode T, . Sea {lel,...,leh} unabase en G, h<n-1. Sea

J=lu,. u, T N[, *Tw,,...,T, *Tw, | . Entonces, codimJ <m+h-1<m+n—2.
Si ueJ entonces para todo £, (Tu,T,w,)=0. O sea, T,JLG. Es decir, T,J cG".
Sigue que 7./ c[v,,..v | . Luego,

@1 < sup B0 o WTl el W]l
n+m-1\* 241/ = p _SUp p _sup SUp <
OzueJ ||ZI” (I;:I]'lu Y;u” OzueJ “lll Gt ||v|| Gt “u“ |
< sup M sup ”T{u“ i QED

vl M| el
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LEMA 4 (Weyl). Sea T, =T.*e G_(H), i=1, 2. Supongamos s,(T,)=0(n""?), 8>0.
Entonces,

AT +T)=K,(T), 6;(L+T,)=6,(T).*
DEMOSTRACION. Basta probar las desigualdades <. Estas son un corolario (¢=0)
del siguiente resultado, QED.

LEMA 5. Sean 7, =T, *e G _(H), i=1,2, £ >0 y li_m(sn(Tz)n”‘g)s‘e.

Entonces

1 8

146 1 5 1+6
A%(T.+7;)S[AE(TI)‘*B+8“9J ,5§(T,+7})£(5§(T])'+9+5‘+9J .

DEMOSTRACION. Del lema 3, i), se deduce que
9 n (AT +T)<n (At;1)+n, (A0-17),T,).
En efecto, si n(Ar;T))=n-1 'y n (AQ-7);I,)=m—1 entonces A (7)<Ar,
A,(1,) < A(1-7). Sumando y aplicando lema 3, obtenemos A:,, (7, +7,) < A. Luego
n (AT +T)<n+m-2=n(At;T)+n,(A(1-17),T,).
De (9) sigue que
AL A(L) A B
(10) A()(Y; +T2)S Hz_(}l +(1(i‘[)”:?;-+rr)‘i‘
Minimizando el segundo miembro en 7 € (0,1), obtenemos:
(11) Af{,)(’];+7;)S(Al/]l0+Bl/ll(})'0‘
Esto prueba la prima asercion del lema pues de A:(7,) <s,(7,) resulta que

B=A(T,)=lim(A(T,))’n<e’.

El caso &, se trata anilogamente sélo que en vez de (10) se tendra
A(Ty)
-7’

(12) s:x +1,) <%0 QED.
7} 1 2 z_t)
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