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PROBLEMAS DE CONTORNO II
por A. Benedek y R. Panzone

PROLOGO.

Estas notas constituyen una continuacion, pero en varias variables, del texto de los
autores “PROBLEMAS DE CONTORNO, 1. Lecciones sobre métodos y resultados
basicos de la teoria de Sturm-Liowville y algunas de sus generalizaciones, Notas de
Algebra y Anilisis n° 13, INMABB(UNS-CONICET), (1985).

En estas lecciones se estudian problemas de contorno de ecuaciones diferenciales en
varias variables. En su mayoria estos problemas estan planteados para ecuaciones de
segundo orden en regiones planas de Jordan. El presente volumen est4 dividido en dos

partes y cada una de ellas en capitulos y apéndices.

R.P.
Bahia Blanca, Dic. 2002
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CAPITULO 1

LOS PROBLEMAS DE DIRICHLET Y NEUMANN,
SOLUCION POR EL METODO DE FREDHOLM

Sea J una curva de Jordan cerrada tal que localmente sea una curva C?, es decir, existe una
representacion de la curva: f @)= (x1 ®),x, (t)), 0<t<1, tal que para todo 7, & [0,1] existe

un entorno V, para el cual f ’ V, es un homeomorfismo dos veces continuamente

diferenciable. Supongamos que % +x2 >0 para todo .

Se sabe que en este caso J es una curva de Jordan (cerrada) rectificable de longitud $>0 y

tal que sus coordenadas x(s), y(s) referidas al parametro longitud de arco s son dos veces

continuamente diferenciables. Luego x'(s)* +y'(s)> =1 en [O, S ] y su curvatura (continua)

es igual a:

o k- E X0
()" +y'(sf

A un punto P del plano lo denotaremos

con P 0 con (xy), si estas son sus

coordenadas, O s, si esta en J en el lugar & QI

donde el parametro longitud vale s. La

region interior a J sera denotada con D

0 D, segun convenga, y la exterior

(x’y" - x"y’)(s) .

siempre con D, .

Obsérvese que la situacion descripta -y

aceptada como hipétesis sobre la curva D,
J- es equivalente a la siguiente: en todo ) 5=0, s=§
PeJ puede ubicarse un sistema de Fig. 1 ‘

coordenadas X, ¥, con ese punto como
origen, tal que la curva localmente es representable en la forma ¥ = F(X), F una funcién

dos veces continuamente diferenciable tal que ZX—(O) =0. Finalmente recordemos que el
parametro longitud s esta determinado -salvo constante aditiva- por
s= [+ )
- o 1 2 .

O sea, para la representacion ¥ = F(X) localmente tenemos:
Xs) Y 2\1/2
s = I 1 +[—j dx .
5 dx
Y por tanto: s=0(X), X=0(s).

A. EL PROBLEMA INTERIOR DE DIRICHLET. Este problema consiste en encontrar una
funcion u(x,y) arménica en D, continua en D =D uJ | tal que ul ;= g, donde g(s) es un



dato continuo sobre J (= dD). Siguiendo una idea de C. Neumann se busca la solucion por
medio de un potencial de doble hoja instalado en J de densidad u(s) € C([0,S]):

1
(1.2) u(P)=u(x,y) = j u(s) log ds PeDuD,
donde 77, indica la normal interior en el punto
Q. €J . La funcién 7,
D O(P,s) = a log J R P
&
n P#(Q_ , es armonica, lo mismo que
e Q, | q o=u

S
u(P) = [ 1(s)®(P,s)ds en PgJ . Calculemos
0

(ver Fig. 2) la derivada normal ® de Flg.2
(ID) Y(P,s) = log———
0 0 1 . P-0Q cos@ _cos(P-Q_,m.)
- - :1 l s = — s> s/
o8 |1;_i| tog( (R~ Of +|P-0f —2/P-Q|R-0l|cost)|P-Of )
En efecto, lim—-—l—-—|= —llim °8 Ql ] Q| €05 =l /=
R~ |R-(Q)| 2 R>Q IR-Q
log 1+[|R—Q|) lR Q| cosf
1, P-g) |P-9 _
[R-0|

_ e |(IR=9) _LIR-Q|
~_5}€1—>’Z {[IP—_—Q—J |P Q|COS6+”}A“QI’OS%’

cosd _cos(P-0Q,,7m,)
P-0,
La armonica #(P) se anula en el infinito: tomando en cuenta (1.4), si en (1.2) hacemos
P — o resulta que u(w) = I{Ti u(P)= 0. Por otra parte si P=0,, el miembro derecho de

(1.4) (P, s) =

(1.4) esta bien definido para ¢ # s . Asi podemos definir el nicleo K(z,s):
(1.5) K (1,5) = o —-log L _cos(G,-0..m.)

0, -0,
Completando la deﬁnicion de K(.,.) con 7ZK (t,t) =k(t)/2 se comprueba que el nucleo (1.5)
es continuo en [O,S ]x [O,S ] (y por tanto es un nicleo Hilbert-Schmidt). En efecto, como el
vector tangente (x',y") es de norma uno el versor », es igual a (—x’,y"). Luego,

parat=s.




c0s8(s,1) _ (x(s) = x(N=y' )+ () - y(O)x' () _
0,-0,| (x(s) = x(0))* +(¥(s) - y(1))°
_s=—ox@+@r2s-02x @ +os -0y +.. OO - OO

(s—-0*x (@) +o((s—1)*)+...

O sea,
. cosf(s,t)
1.6 lim———==k(t)/2.
(1.6) 10,0 ()
Por tanto en la férmula (1.2) también puede tomarse P <./ . Sea
S .
(1.7) u(t) =u(Q,) =z K(t,5)u(s)ds =7 K(1).
0

El operador K (de tipo Hilbert-Schmidt) asi definido lleva *(0,S) en C([0,S]).
Demostraremos mas adelante el siguiente resultado fundamental.
PROPOSICION 1. a) Sean u ()= gnngu(P), u,(=_lim u(P).

. P,
Bajo las hipétesis enunciadas los limites u,(¢) y u,(¢) existen y verifican
(1.8) ult) = u(®y+m pu(t), u,(t) = u(t) -7 u(t).
b) Por otra parte vale
. [ Oou Ou
(1.9) lim | —(P)-—=(P") |=0,
P Q. an 0)7

donde P e D y se encuentra sobre la normal interior 7=1r, en (., P' es el punto simétrico

a P respecto a la tangente en Q,(P'e D, ).+
Luego, si a—'(P) converge a un limite cuando P — (., P €, entonces también existe
n

el limite de o,

(P') y coincide con aquél. La proposicidon implica que el potencial u

debera satisfacer a la siguiente ecuacion integral ([RN]),
N

(1.10) g(8)/ = u(s)+ [K(s,0) ety dlt = pu+ K1),
0

st u resuelve el problema de Dirichlet: v C(E),u,. eC*(D),Au,; =0y u,(s)=g(s) para
todo s. La teoria de Fredholm de ecuaciones integrales nos asegura que (1.10) tiene
exactamente una solucion para cada ge[’(0,S) pues la correspondiente ecuacion
homoggénea,

(1.11) f(s)+i1<(s,z) F(Oyde= 0

solo admite la solucion trivial. Veamos esto. Si f es una soluciéon de (1.11) en L?(0,5)
entonces f es continua en [0,5] y la funcion

(1.12) WP) = j FOOP,1)dt,



verifica, debido a la Proposicion 1, que v,(Q)=0,0.J. De la armonicidad de v sigue

, ov o
ahora que v=0. Por tanto, % =0 paratodo 7€ .S . Entonces —% =0 enJ. De la siguiente
t t

seccion B sabemos que si w = v, se tiene

t ow
(1.13) ﬂ(wj+w§)cbcdy:—jw67dz:o.
0

D,

t
¢

(tH)—v (¢
En consecuencia, w, =w, =0 y w=v, =v() =0. Por otra parte, f(f)= X%——V—QQ =0.
T

Entonces (1.10) tiene exactamente una solucién u € L’ para cada g de cuadrado integrable.
Como en nuestro caso g es continua entonces (s) también lo es.
TEOREMA 1. a) Existe exactamente un potencial de doble hoja de densidad u(¢) en L,

tal que (1.2) define una funcién arménica en D que converge, al tender P al borde, a una g
dada, definida y continua sobre 8D .
b) u(f) es necesariamente continua.

c) Existe exactamente una solucion al problema interior de Dirichlet.*
DEMOSTRACION. ¢) es consecuencia del principio de maximo para functones armonicas,
QED.

B. La formula de Green: [ UAV dx = J’ UV, do - j (gradU.,gradV)dx, donde » es la normal
G 7 G

oG
exterior, aplicada a la region G < D, comprendida entre J y una circunferencia C de radio

R, centro 0, que tiende a infinito y la siguiente proposicion, implican (1.13).
PROPOSICION 2. Sea z = x +iy = R ¢ . Entonces

(1.14) jw(s)@(s)da(s) — 0.
- on -

DEMOSTRACION. J-w(s) @(s) do(s)= Iw (%cosa + @sen a)do .
. on noOx oy

Si&{=X+iY =1/z, u(£)=w(z) y c es la circunferencia de radio 1/R, la integral es igual a

[u@ @001 R + 4, ©)001 R)|Rdo €)= [v(@)(1+ 0(0) fu, OQ) + 1,01 Jdo

[

Como existe el lim u(£)=v(wo) para £ — 0, u es armoénica en un entorno del origen y por

tanto u, ,u, estan acotadas alli. Luego, J' w(s);ﬂ(s) do(s)=v(w) J O()do’, QED.
n
C c

C. DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 1. a) y b) de la Proposicion 1 para
4 = constante siguen de la siguiente observacion. Sea d=d(P) la funcion igual a 2 en D,

iguala = enJeigual a 0 en D,. Entonces, la funcién u definida por

(1.15) w(P)= [uO)®P,0dt, PeJ ; u(P)=r[u)K(s,t)di, P=0, eJ



es igual a d si y=1. En efecto, si v es una armoénica conjugada de la funcion arménica u
entonces de las ecuaciones de Cauchy-Riemann tenemos:

O s o Pen &
—a;—cosﬂ+asenﬂ = axc:os(,8+7r/2)+ aysen(,B +7/2)

Es decir, la derivada de # en una direccion coincide con la
derivada de v en la direccion obtenida girando aquella en
90° en sentido contrario a las agujas del reloj. Entonces

(ver figura 3) recordando que Log(z)=logl|z|+idrg(z)

dloglP-Q,| dlogl0,-P| da y
Ita, - = = =—ZL(@s).L , u(P)=|d =d(P).
resulta on, o) - (s) . Luego, u(P) ! ap(s)=d(P)
Veamos a) en el caso general. Comenzamos suponiendo u < C' . Entonces
S N
0 1 0 1
1.16 s lo ds = s)— u(t lo ds+ u(tyd(R)=
(1.16) !ﬂ()ans R0, !(#() HO) 5 10— 5 1ds + M(OA(R)
N
cos(R-Q,,n,
= [ )= e 2 B=Le) o+ yary.
0 !R_Q:
Para R bastante cercano a J existe un (anico) O, en J tal que |R -0, | =distanciade Ra J
- R-Q.|+|R-
(cf. H) Cap.2). De |QRS QQ'|sl % |Q Q’ISZ sigue R>Q0, =0, >0, =>t—>s. La

altima implicacion debido a que para ¢ cercano a s vale |t—s|/2 S|Q, —Q,|. Entonces el

integrando de la dltima integral esta acotado y si R— (Q, entonces u(f)— u(h) y esa
integral tiende a un nimero L(h) que no depende del camino recorrido por R. Luego, el

primer miembro de (1.16) tiene limite que depende del conjunto al que pertenece R y se
tiene,

(1.17) L(h)=u,(h)—2zu(h) siReD,
(1.18) L(h)=u(h)—mu(h) siReJ,
(1.19) L(h)=u,(h) siReD,.

Sea ahora { yj}c C', una sucesion uniformemente

convergente a ueC y sean u, u, u, las funciones

correspondientes  definidas segun (1.15). Vale que

u;(s)——u(s). Por tanto L,(s)——L(s) =u(s)—mu(s) y ¢
tenemos  (1.18). En consecuencia, u,;, ——U(s),

u, ;(s)——>V(s). Entonces la sucesion de armonicas u; ;(P) converge uniformemente,
por el principio de minimo ([Br]), a una funcién arménica A cuyo valor de contorno es

S
U(s). Sin embargo, u, ;(P) —>u(P)= I ,u(s)ai log ds, Pe D. O sea, A(P) = u(P),
0 s

1
P-0,
U(s)=u,(s). Analogamente V(s)=u,(s) y asi obtenemos (1.17) y (1.19) para u
continua.




Veamos b). Consideremos un potencial  de doble hoja en y=0 sobre el intervalo [-1,1] de
1

densidad 4 (x). Entonces, u(x,y)= —I——l—z u(tdt,

2
Sy +l(x—t) Fig. §
1 y2 — t2
=0, Ndt = | —=————u(t)dt.
ay( )= I[(y oL yzﬂz}a( )d _I]cyzw)z 70
Estudiaremos el comportamiento de esta derivada en x=0 y G i
en distintos casos.
CASO 1. u(t)=1.Sea 0 <|y| <1. Entonces, G Uyl
Uyl 2
1 1-u 1
Py =n: | =GO,
ay |y|—]/|y| (1+ ) Iyl

Pero, G(y) = J'C J. —du (ver Figura 5). Luego tenemos,

+Cy (l+u )?

G(y)=2m residuoen zde e'?dgp . Sin embargo, el residuo de la

|y|_“ (y +e Zx;p)
formula es igual a 0= lel—l-%du por lo que G(y) = i|y|f(1 +o(1))e?dyp (para y —0).
Sl+u” 5 _

En consecuencia, %”y—(o, y)= gﬁ —>i f ®dp=-2 para y —>0.

CASO 2. Sea u(t) =" en [-1/2,1/2], 4(t) continua en [-1,1]. Entonces,

1/2 2

Ou Y-t y:—t
— O y)= | St dt+ ——-—-—ﬂ(’)df"l WM+ 1L(0).
oy _lj,z(yz +t2)2|| l,zjmd O +1°)
1,(y) converge para y — 0. En cambio / (y)——)—-oo si [y| = 0. En efecto, si ¢ =|yu,

1 1/2}y|

L) =7
o 1,[|,|(1+ )

1—-u? 1/2

2|| du . Pero, I f————du 0 y sigue que

(+u)

I, (y)—;;—o——>—oo. Conclusion: 5(0, y) no tiene necesariamente limite para |y|——90 si

4(2) es solamente continua; sin embargo, gyZ(O, y)= @(O,— y) en ambos casos.

Veamos ahora una demostracion de (1.9). Sea Re D (cf. Fig. 6). Recurriendo a la funcioén
d(P) (cf. (1.15)), deducimos que podemos suponer u(s)=0. Entonces,

0 tcos(R-0,,n,) (R-0Q,)n,
T Ians{IR—Q,I

Por otra parte sabemos que: %—(R -Q,)=n,. Luego,

5

}u(t)dt

s



(n,-n)R-Qf —(2(R—Q,)-£—(R—Q,)j((R—Q,)-n,)

0 (R-0)-n, _ _
on, |R-Qf R-0.[
_(n,-n)-2(n .n)n, -n)
R-0.f |

Observemos que

nS

:|71t|=|2'l=1, UZ(R“Q,)/iR“Qz|
t—s5=0(x)

0. =T|=y=00"), x| =|0, - T}, y @) = y " (€)(t ~5) = O(x)
=),y (), n, =), n, =(-y(0),x 1))
n=(=x(t),z = yON/N(x* +(z-y)*)"

f,u(t)|<8 si |t—s| <o

(")

Reemplazando en el cociente centrado precedente obtenemos:
() - 2z-yO)' Ox()+x' )z - ()
i(R—Qr)'nrz )C'z-i-(l—y)Z

on, |R_Ql|2 x> +(z-y)

_xx' =X (z-y) -2y'x(z-y)
(x* +(z-y)*)
0 (R-=Q,)n, _ a B p
an, R-Qf (F+E-p) +E-p)
donde a = x'(x* —z* — y*)+2y'xy, B =2z(x'y— y'x). En consecuencia (ver figura 6):
(**) 0 (R’—QI)‘ n, — . a _ ﬂ -
on, R-QF (C+GE+)) 4G+
Por tanto (*) — (**) = a4 - BB, donde
' 1
=2 1 2v2 2 1 72’B:2 1 Tt 232
(x“+(z=p)) (x +(z+y)) x*+(z-y)) & +(+y))

A=0 Z'}}(Z-.,-'-y—.,—i_.,x‘) 5 B=0 % . Como
(x"+z7) (x +z7)

, 0sea,

*)

Entonces,

a=0(1), B=0(z|+|zy'x]) = O(x"), resulta:

Y _ (%EkY zy zx’ _ zx?
|( ) ( )i_O((x2+zz)2j+0((x2+22)2] O((xz_*_zz)z}

Para probar la proposicion debemos mostrar que
(**%) 0 Js‘(cos(R—-Q,,nt _cos(R-0,,n,)
ans 0 ‘R - Qt| ‘R’_Qtl

es decir, cuando z — 0. Si descomponemos la ultima integral en

Yu(t)dt — 0

si R>0

s



+ I , vemos enseguida que para probar (***) basta demostrar que

|s—tzs  |s—tl<s

5 (cos(R -0,.n) cos(R-0,,n,)

Yu(t)dt = O(s) .

o.on |R-0] [R-Q,|
Yy, Pero I <g J‘ |(*)—-(**)}dt . Es suficiente
R=(0,Z)‘ s—€ s—€
entonces ver que la ualtima integral es
A
n_ acotada. En efecto, ella es
© 2 L] 2
b ol —% __&l|=0ol [ " _ &
0 . u (x* +2%)° j ! (1+£2)
J ? <o, QED.
Fig. 6 D. EL PROBLEMA INTERIOR DE
R'=(0,-2) NEUMANN. El problema interior de

Neumann es analogo al de Dirichlet pero
con otro dato que consiste en este caso en dar el valor de la derivada normal en cada punto.
Precisamente, consiste en encontrar una funcidén u(x,y) armoénica en D, continua en

D=DuJ, tal que _6‘2"_(5) = h(s) donde A(s) es una funcion continua sobre .J (= dD).

s

Para estudiar este problema consideraremos el potencial de simple hoja de densidad p(¢)
continua:

(1.20) w(P) = j p(t) log ———dt = J’ o(OY(P,1)dt .

IQI

Evidentemente w es armonica en DU D, . Ademas vale la:
PROPOSICION 3. a) w puede extenderse en forma continua hasta el borde J,

b) [%} +7rp(s>=[5ﬂ} - 70() = [ p(t) =~ log

s Ji

5 s

O sea que la derivada normal de w es la que presenta ahora discontinuidades. Admitiendo
por el momento la proposicion, el problema de Neumann planteado para w es:

[—@)—} = h(s), y por tanto consiste en encontrar p(¢) que satisfaga:

s |;

_h
(121) 2D pis)-— j p(0) 5 log
1 0
Recordemos que K(s,f)=— log . Luego
7 0, |
(1.22) K¥(s,t)y=— lo I 10 ! =K(,s),
7 on, z on,




y (1.21) se reduce a

h S s
123)  -E o) [ o) Kt = pls)- [ o) K t,5) .
0 0
s 27 siPeD s
De ar(P);:j'aa logPI dt={ z siPeJ tenemos [K(s,t)dt=1.Luego,
o PO e
b
(124) p(s) = [K(s.0) ue)dt =0
0

admite la solucion (s)=constante. O sea, 1 es un autovalor para el operador

completamente continuo K: L*(0,S) — L*(0,S) . Este autovalor es de multiplicidad 1. En
efecto, st u(s) es una solucidon de (1.24)

Y y=9() (necesariamente continua), tenemos,
S
: 0 1
au(s) = | p(t)—log————dt =u(s).
: ! an: Qs - Ql|
: Q X~ De la Proposicion 1 sigue que: u,(s) =u(s)—zu(s)=0.
S
Flg. 7 Esto implica que u, =0. Entonces, 0= LI % Por
on, On,
tanto (cf. (1.27)),
T ou
(1.25) ﬂ(uj+uj)dxdy:—ju,.(t)5n—"dt=o.
D 0 t

En consecuencia, u=constante, QED.
De la teoria de Fredholm para operadores completamente continuos sabemos que la

ecuacion (1.23) tiene solucién p en L’ (y continua puesheC ) siy solo si AL 1. Esto es,
sty solo si,:

S
(1.26) [h@yat=o0.
0
TEOREMA 2. a) El problema interior de Neumann tiene solucién si y sélo si la funcion

dato A(s) tiene media cero en el contorno. b) Dos soluciones difieren en una constante. ¢
DEMOSTRACION. b) Sea u, la solucion obtenida por medio del potencial de simple hoja

con el dato 4 de media cero, u otra solucion y v =u —u,. Entonces, de la formula de Green:

(1.27) [[wAvebeay = - [w ai_” do - Lj ( grad v,grad w)dxdy,

D J nt

obtenemos con w =V que H]Vvlzdxdy =0. Luego, v=constante.
D
a) Obsérvese que el dato 4 debe tener necesariamente media cero pues (1.27) se reduce para

v
=0, QED.
o Q

nt

w=1 a: HAV:—J‘%. O sea, para v armonica, J'

nt



E. DEMOSTRACION DE LA PROPOSICI()N 3. a) Véase la figura 7,

st+e < maxlpl J' )log \[(x A) +(gp(x)— B) l(l +¢ (x) )llzdx

= [ p(t)log|P—Q,Jar

S—&

ydonde A, >0 si £ >0. Entonces si € es bastante pequefio y P bastante proximo a Q. :

I.<M _}[|log|x Aldc<2M Illog xdx —0 para £ —>0. La integral j o(1) log] —1Qt|

calculada fuera de un entorno “lineal” del punto Q. en J define una funcion continua en un

S
entorno plano de ese punto. De esto se deduce que w(P)= _fp(t) log|-1-)——lQ—| dt es continua
sobre J y por tanto lo es en todo el plano.

b) Recordemos que 0 log 1 _cos(P-0Q,.n,)

,P+Q . Si Qen QOg¢J,

P-0,
procediendo, por ejemplo, como en (1.3)- (1.4), obtenemos (ver Fig. 8):
a 1 _cos(Q,-0,n)__cos(Q-0,,n,)
(1.28) s/ .
“-ol” lo-d 0-0,

Debemos demostrar que valen las siguientes igualdades para w(P)= f p)log———

P~ Q!

(1.29) [gnij = 7p(s)~ | p() 2= ) gy - o) - (s)

s/e

(1.30) [62:—) =—mp(s)— I p(t) cos(@, : Qi.n, )dt =-7p(s)—C(s)

s /i

Sea u un potencial de doble hoja con densidad p . Entonces, si Q¢J,Q€en,,

M oy T o( 5@ =0m)-cos(0-0,.n,)
(1.31) u(Q)+a(Q)—£p() 6-0]

Fig. 8

Si / es una pequeiia porciéon de J alrededor de Q. (figura 8), la integral en (1.31) pero

sobre /, en modulo no supera, salvo por un factor constante, a:

jleos@=0um)=cosQ-0un ) yrlsealli2Na—p), _,chen (/D dngto ),
IQ_Qr| 1 IQ_Qti 1 |Q Qr|
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t t
<[ A—TQg—({I—Sé’—’dt Pero [Ang(n,,n)|=|4ng(z,,7,)| =|[6(c)da| = |[k(c)do|= O(s—1]).
Entonces, si O — Q. alo largo de n_, tenemos
[4ng(n,,n)| s
t<M dt= 0(1)———dt—0(long D)
[pcar =g g loog ]
y la integral en (1.31) tiende a un limite. Prec1samente a:
N
Ip(t) COS(Q Qt’n) COS(Q Ql’ s dt — u(S)—C(S) .
: =0l
L fim Q)+—(Q (s)+ fim (0) (5)-C(s).
- = —— u(s
8 05 0,0en|“Q e @) O 0 0

O sea, el segundo limite existe y como w es continua hasta el borde se tiene: (— (s)=
s/t

,

recordando que u, (s) =u(s)+ mp(s). Analogamente se procede con (1.29), QED.

F. EL PROBLEMA EXTERIOR DE DIRICHLET. Supongamos (0,0)e . Sea G una
funcion continua definida en J. El problema exterior de Dirichlet consiste en hallar una

funcion armonica U en D, (es decir, con limite en el infinito) continua en D, y tal que
U | , =G . La inversion respecto del origen, z—¢ =1/z, lleva el estudio del problema
exterior de Dirichlet al del problema interior. Asi, la transformacion lleva J en j, D, en el

interior de j y la funcién G en g. Sigue entonces que el problema exterior de Dirichlet tiene
siempre solucion (nica). La solucion U es la transformada de la # obtenida al resolver el
problema de Dirichlet en el interior de j con el valor de contorno g. Si aplicaramos el
método de la seccion A (cf. (1.8)) obtendriamos la ecuacion integral:

(1.33) G —u + IK(S,t),u(t) dr
74 0

donde u es la densidad del potencial de doble hoja instalado en J.
Pero ahora la ecuacidon homogénea

(1.34) 0=—p+ [K(s,t) pt) dt

admite soluciones no triviales (exactamente las constantes, c¢f (1.15)) que ocupan una
variedad unidimensional de L*. Luego, G/x esta en el rango de —/+K si y sélo si es
ortogonal a las soluciones de la ecuacion homogénea adjunta

(1.35) = —w+jK*(s t)w(t)dt——w+_"K(t s)w(t)dt .

11



El tercer teorema de Fredholm afirma que las soluciones de (1.35) forman un espacio
unidimensional. Luego, si w, =0 es una solucion (en [*) entonces toda otra solucion es de

la forma: constante-w,. Entonces, G es una funcion (continua) para la cual existe un
potencial de doble hoja:

(1.36) UP) = [u@ ai logl

! & pep,,
P—Q,l

que converge a G(Q,) cuando P — Q, €J siy solo si
S

(1.37) [Gw,dt =0
0

Veamos que esto estd de acuerdo con lo visto mas arriba. Para # armonica en el interior de j
y con valor g en el contorno existe una w sobre j tal que

u(0,0) = jg wdo .
J

[Esto no es otra cosa que el teorema del valor medio si j es la circunferencia con centro
(0,0). El caso general sigue por transformacion conforme del interior de j en una tal
circunferencia, preservando el origen, (cf. K, Teorema 3).]

Ahora bien, los potenciales {/ de la forma (1.36) se anulan en el . En consecuencia la
correspondiente « se anula en el origen. Luego su valor en el contorno debe verificar

IgwdazO.
)

Este es precisamente el significado de la condicién (1.37) que es necesaria y suficiente para
la existencia de una solucion U del problema exterior de Dirichlet. Esta necesariamente
tiende a cero en el infinito.

G. EL PROBLEMA EXTERIOR DE NEUMANN. Supongamos (0,0)e D . Esta hipotesis,
como en el caso precedente, no restringe la generalidad. El problema exterior de
Neumann consiste en hallar, dada H definida y continua sobre J, una funcién V, arménica

V)(Q)—)H(s) para Q—>Q,, Qe-n,,

en D,, con limite finito en oo, tal que 0.,

5

0, #Qe D,. Obviamente esta V' quedara indeterminada en por lo menos una constante

aditiva. Si ignoramos por el momento la condicién en o, sigue de la proposiciéon 3 b) que
para que exista solucidon via un potencial de simple hoja la densidad p del mismo debe

. T 0 1
tisf: —H(s)= t 1 dt. O
satisfacer a (s) 7rp(s)+£ o) o, og 0. —Q,I sea,
S
(1.38) —H(s)/m=p(s)+ [ p() K *(s.b)dt .
4]

Es decir, —H/x=(I+K*)(p). Pero la ecuaciéon (/+K**)(v)=(/+K)(v)=0 solo admite la
solucion trivial (cfr. (1.11). Luego, por la teoria de Fredholm, (1.38) tiene solucion para
toda H en L’ . Luego, como H es continua, (1.38) tiene solucion p continua.

12



S
O sea, siempre existe un potencial de simple hoja V, V(P)= j p) log————l———dt , tal que
0

P~

v (Q)—> H(s) cuando Q> Q., Qe-n,, O, #Q,. Sin embargo la funcién armoénica

a(-n,)
V no necesariamente tiene limite finito para |P| — o por lo que puede no ser solucion del

S
problema. En efecto, V(P)= I p(t)log IP |PIQ | dt + log-l};|
0 X

primer sumando tiende a cero y el segundo tendra limite finito si y solo si

(1.39) j’ p(t) dt =0.

N
I p(t)dt. Para |Pl—)oo, el
0

S S
Pero, integrando (1.38) y recordando que IK *(v,u)du :IK (u,v)dv =1, se obtiene
¢] 0
S S
- [H(s)ds=2z[ p(t)at .
0 0

N

- Luego la condicion (1.39) equivale a IH (s)ds = 0. Resumiendo: el problema exterior de
0

Neumann tiene una solucion V para todo dato continuo H(s) de media cero. La

. 1 . .
transformacion conforme z — & =— lleva esta solucion V en una v que es solucion de un
¥4

problema interior de Neumann. Como v es indeterminada en exactamente una constante
aditiva, lo mismo le ocurrird a V.

H. EQUIVALENCIA DE LOS PROBLEMAS INTERIORES. Supongamos que u resuelva
el problema interior de Neumann con un dato f continuo de media cero y de manera que

u,u ,u, sean prolongables continuamente hasta el borde J (v eC '(D)). Por medio de las

ecuaciones de Cauchy-Riemann queda determinada, salvo por una constante aditiva, una
funcién arménica v conjugada a la u:

(1.39) — :
ox Oy &y & Fig. 9
En D la derivada de u en una direccién
coincide con la derivada de v en la
direccion obtenida rotando aquella en
90° en sentido contrario a las agujas del

reloj. Ademas, v,,v, son prolongables

hasta el borde definiendo funciones

continuas en D. Luego, v es
uniformemente continua en D vy
prolongable con continuidad hasta @D. Veamos que la restriccion de v a J tiene una
derivada sobre J igual al limite de la derivada direccional interior en la misma direccion

13



que la tangente a la curva. Siempre podemos suponer que la situacion es como en la figura
9. Como la curva es C? tenemos la siguiente relacidn entre infinitésimos:

M=ls—1 10, ~C|=Ofls—1). Sean |4-0|=|B-0,| =M]s 1>, M >R+, ®)
para todo R en un entorno de Q.. Si ¢t —s es bastante pequefio entonces 4,B € D . Luego,

(1.40) v(©Q,)-v(@,) _ v(B)-¥(4)

t—s |B- 4|

+o(l) = (v, cosa+v, sena)(T)+o(l).

Como sena=o0(l]) para t—>s, el miembro izquierdo de (1.40) converge a
Tlgg v.(T)=v_(0,). En consecuencia, para 4en_,

(1.41) ﬂ(s): lim —Q"——(A)z— lim Q”—(A)=—f(s).
ds a0, OtgenQ, 40, On_
Si fijamos el valor de v en un punto s, de la curva:
(1.42) w(0,)-Q,)= [~ f(r)ar.
Como I f =0, vvuelve al mismo valor al dar O, una vuelta a J. Concluimos entonces que
J
si el problema interior de Neumann tiene soluciéon # entonces el problema interior de

t
Dirichlet también la tiene para dato geC' definido por g(¢) =c0nstante—f f(s)ds. La
solucion v es una conjugada de la u. Reciprocamente, supongamos que para g € C'([0,S])
exista v que resuelva el problema interior de Dirichlet con g como dato. El argumento
precedente prueba que existe # que resuelve el problema interior de Neumann para f

continua en el contorno y de media cero, si el dato f para el problema de Neumann se define
por

t
(1.43) g)=vQ,)- [ f(rar.
La solucion u es la opuesta de una conjugada de v.

I. EL PROBLEMA DE DIRICHLET CUANDO
JES UNA CIRCUNFERENCIA DE RADIO R.

De cos(Qs—Q,,n,):—Qi—_—Q—" sigue que
2R
1
1.44 K(s,t)=—.
(1.44) (s,1) R

Por tanto la ecuacion (1.10) se escribe de la
siguiente forma:

g 1 2aR
1.45 = py+— ds.
(1.45) == pr {u(S)

Integrando entre 0 y 2zR obtenemos

14



27R 1 27R
Iuds = pym J'gais . Luego, de (1.45) sigue que
2 0

0

g 1 27R
(1.46) = _!gds.
De (1.2) y (1.4) para Pe D ={(x,y):x* +y* <R}, (c£(1.15)):
_17F cos(P-Q,n) , 1 °F
(1.47) u(P)=— ! 2(t) 0] d-—— ! g()dt

Es decir, si O, =Re”” =Q,,, como df = Rdg, tenemos:

1 *f(2Rcosy(t)-|P-Q|P-0|
| Py- dt =
a9 P ol g(0)d
L jlercosr®efo, Mo, Ay,
27 3 {Qq, —P|-

El numerador de la fraccion en (1.48) es igual a
(4-cl-Ip-2P-0|=|a-Flr-0|=|P-0)r-0)
Pero ésta es la potencia de (), respecto de la circunferencia de radio p y por tanto igual a
(R—p)(R+ p). Entonces, si P = pe™®,
(1.49) u(P):—LM — R -p’
2y R™+ p” = 2Rp cos(D - @)

que es la conocida formula de Poisson, que suministra una funcidn armonica en |P| <R,

g(Re™)dy

continua en |P| <R, que vale g(Re'”)=g(¢) en el contorno y que, como vimos, es Gnica.

De (1.47) y (1.49) sigue la relacion que vincula al micleo de Poisson con el niicleo del
R* - p? 0 1

5 5 ) = log
R” +p” —2Rpcos(®-¢)" 0n, ‘P

potencial de doble hoja: ﬁ 1+

0,|

K. EL PROBLEMA INTERIOR DE DIRICHLET PARA J UNA CURVA DE JORDAN
CERRADA ARBITRARIA. Vale el siguiente resultado,

TEOREMA 3. Sea J una curva de Jordan y D sea su dominio interior. Sea g una funcién
continua definida sobre el contorno 0D =.J . Entonces existe una y sélo una funcion

armonica en D, continua en D, que coincide con g sobre J. ¢

La demostracion de este teorema se deja al lector. Esta se basa en el Teorema 1 y en dos
conocidas propiedades de las funciones armonicas:

1) las transformaciones conformes llevan funciones arménicas en funciones arménicas,

2) dado un punto we D existe una funcion F(z), holomorfa e inyectiva en {|z| < 1}, con
rango D, tal que F(0)=w . Esta funcidén puede ser extendida continuamente a K= { |z{ < 1}.
La extension F define un homeomorfismo entre K y D tal queﬁ ; {]z| = 1}—>J en forma

bicontinua.
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CAPITULO 2 ’
EL PROBLEMA DE DIRICHLET PARA OPERADORES ELiPTICOS CON

COEFICIENTES EN C°*.

Enunciaremos a continuacidon a algunos resultados relacionados con el problema de
Dirichlet en R’ para operadores diferenciales de segundo orden elipticos. Las
proposiciones estan demostradas en la referencia [B] para operadores en R", n>2.

A. En un recinto de Jordan D (< R?) consideremos operadores diferenciales de la
forma:

(2.1) L(u) = Za, ; (x)

donde x = (x,,x,). Supondremos que para cierto A<(0,)), a,;,b,,ceC **(D) y que las

(x)+ibj (x)%ﬁ—c(x)u ,

funciones consideradas son reales.
Con C“*(D), k entero no negativo, A<(0,1], designamos al espacio de Banach de las

funciones £ veces diferenciables cuyas derivadas k-ésimas satisfacen una condicion de
Holder de orden A, munido de la norma:

22) 1£i= 17+ 2

- o
(’}xl

_Of
axlhax;' -h

o f
9xhaxﬁ -h

D

o hsk

p2

=1

Iz,(X) gW)

pe— "

Estos espacios tienen la propiedad que la identidad al aplicar C**(D) en C**(D), k>0,
define un operador completamente continuo.

Supondremos ademas que la siguiente condicion de elipticidad es satisfecha por L : para
todo x, € D existe una constante B(x,)>0 y un entorno U de x, tal que para todo xe U

donde ||g|| —mf{ <M, x#y x yeD}

vale

(2.3) Za,j(x)c, ¢; >,B X, (Z|c| )

i,j=l1
Nos limitaremos al caso en que existaun £ >0 tal que f(x,)>f paratodo x,€D.

Finalmente supondremos que el contorno de D, 8D, es de tipo C>*. Esto significa que
para todo x,edD existe un entorno U de x, y existe una aplicacion z, =z(x,,x,),

z, = 2,(x,,x,), que define un homeomorfismo C** de U sobre un entorno ¥ de 0 del plano
z=(z,,z,) de tal forma que UNAD se comesponde con VN{z, =0}, UND con
40 {z2 > O}. El homeomorfismo se dice C** cuando tanto z=z(x) como x=x(z) vienen
dadas por funciones C*>* en los entornos de correspondencia.

Esto equivale a decir que en x, como centro puede ubicarse un sistema ortogonal de
coordenadas (yl, yz) respecto al cual en un entorno de dicho punto: y, =a(y,), a € C>*,
define al contorno 8D vy tal que los puntos en D de ese entorno satisfacen
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Y2 a()’l)~
Dada ¢(x), xedD, diremos que pertenece a C**(dD) si para cada punto x, € D existe

un entorno U de x, tal que en su homoélogo V se verifica:

b,(2):=9(x(2) e C** (" N{z, = 0}.
Cubriendo al 8D con un nimero finito de entornos U, definimos "¢||2 , como la suma de
las normas C**(¥;N{z, =0}) de las ¢, . Cubrimientos distintos dan lugar a normas
equivalentes.
y‘ 4

D 2
/

—

9 »

// " - E//%//v/////////\%

\\% 0
\% yealy)

A~

Z
1

o<

Fig. 1

Al espacio de los pares (f,¢), feC**(D), ¢ C**(8D) lo denotaremos:
P* = PA(D)=C**(D)xC**(aD).
Se lo considerara munido de la norma:

(24) (VR P VM N

P* es un espacio de Banach.

B. Observemos que si # € C>*(D)entonces puede extenderse continuamente a D y la
extension -que denotaremos con la misma letra u- verifica en el contorno:

u),, e C**(aD) , |ul,, ]|“ <C fuf,,-
Definimos ahora un operador L sobre C**(D):
(2.5) L (u):=(Lu,ulaD)A
L :C**(D) - P*(D) es un operador continuo.

C. Vale la siguiente desigualdad fundamental para toda u € C**(D):
@9) b < CRal +uo ]+l |
Sea N={u eC*: Lu=0u

suplemento topoldgico de N, es decir, C**(D)=N@® N', entonces en N' se verifica la
siguiente desigualdad:

= O}. Entonces dim N <o y si N' es un subespacio de C**
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@7 el , <Y 2y, + ], § = €[4,

D. TEOREMA 1. El rango de L es cerrado en P* y tiene codimension finita igual a dim

N. Si el coeficiente c(x) del operador L esno positivo entonces dim N=0 y el rango de L
coincide con P*.

E. PRINCIPIO DE MAXIMO. Sea we C**, we C(D). Si Lw=0y c(x) <0 entonces

(2.8) W< rrsgxlwl .

F. TEOREMA 2. El problema
Lu= C**(D),
(2.9) u=J, Jem(D)
=¢, ¢eC~"(0D),

tiene solucion Gnica en C** si ¢(x) <0 (cfr. T. 1).

4y

El Teorema de la transformacion inversa de Banach afirma que el operador L' P >c*
es acotado, es decir, la solucion u es continua en los datos (f,¢).

G. TEOREMA 3. El problema
Lu=f, feC""(D),
{ ul =¢, $ecC@D),
tiene una y sélo una solucion weC?*(D)NC(D). Sobre todo compacto KcD,
ueC*(K) y vale

(2.10)

A el T A

donde M = M(L,D).s

(2.11)

H. Son interesantes y ttiles los siguientes resultados. Si y=a(x), x,yeR, aeC? en
. un entorno £ de x=0, entonces

NS y Fig. 2 existe un nmimero 7 > 0 y un
(x, (X)) N entorno W de 0, — £, tal que
N los segmentos de longitud 2r

con centros (x,a(x)) dispuestos
segun las normales a la curva T

— / / — deﬁpida por @ ycon xeW , no
E W ~ r se intersecan dos a dos y su
. union define un entomno U de

; S u (010): ([B]: pgs. 47-5 1)

También vale que la distancia a
. I' de un punto en el segmento
- con centro (x,a(x)) se realiza

€n ese centro.
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TEOREMA 4. Sea L=A y sea u tal que L(u)=0 (ie, u armoénica) en
UN{(x,y):y> a(x)}. Si u es prolongable continuamente hasta I' donde toma el valor cero

entonces es posible extender con continuidad hasta el borde, en un entorno V de (0,0)
contenido en U, a las derivadas ou/dx, Ou/dy. Mas aun, vale que grad u satisface una

condicion de Lipschitz en V' N{y > a(x)}, (cf. [K2], p.508; [B], p.41).

I. COMENTARIO A LA DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1. Sea / un operador
definido por (2.5) y tal que c(x) no es no positivo. Veamos que también ahora si / tiene
rango cerrado entonces codimension del rango de I =dim N(l~)<oo donde N(l~) es el
espacio nulo de I . Sea k un niimero tal que c(x)—k <0 y definamos L por

(2.12) Lu=1 -Ku, Ku=(ku,0).
K es un operador compacto de C**(D) en P* (cf. A). Por tanto / +L 'K es un operador
de Fredholm de indice cero. Entonces, de L(/ +L™') = ! sigue que
dim N(l~ )=dim (espacio nulo de I )=dim (espacio nulo del adjunto de I )=
=codimension (rango de I ).

J. COMENTARIOS A LA DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2. i) Sea U el operador
(2.13) Uf = h(x)* f, h(x)=log(l/|x]).

Si ftiene soporte en ﬂxl < 1} y pertenece a C** entonces se tiene:

(2.14) lur

24 S,

donde C es independiente de fy la primera norma se calcula también en el circulo unitario.
Las derivadas de Uf verifican:

(2.15) %:jgx—’j(x—y)f(y)dy, i=12
@16 2 a(fo ))=(vp. gx” « )47 £ ()

WU, FW, . Fh
(2.17) ﬁ(x)— W(x)—(vp- oo, S)(x)

La funcién en (2.15) es continua y acotada en el circulo unitario pues 6h/ Ox, es localmente
sumable. Por definicion de valor principal:

o’h 0°h
D * f)(x):= lim xX- .
(v.p o, x, F)x) = lim R axz( S dy
Luego, A(Uf)=2x f pues h/2x es la solucion fundamental para el laplaciano:
(2.18) Ah/27)=46.
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i7) Si la funcién f definida en {|x|<1}ﬂ {x2 >O} pertenece a C** y si 7 designa una

extension a {|x|<l} en C%°, por ejemplo, su extension par respecto x,

b

(f(xl,—xz):= f(x,,x,) si x,>0), entonces

~

219 ) Vf =h* f
es una funcién en C** ({|x| < 1}ﬂ {x, > O}) y verifica alli:
(2.20) P71 = Cl -
iif) Si ¢(t)e C**(R) vy tiene soporte en {|t| < 1} entonces el operador de Poisson para el
semiplano:
1 X
(2.21) W(x,,x,) =—[—2— ¢(t)dt
T x, +|xl —t|
verifica
(2.22) 7. <Clel...

donde la primera norma se calcula en {|x| < l}ﬂ {x, > 0}.

iv) Los parrafos i), ii), iii), suministran resultados importantes para resolver localmente el
problema de hallar L'cuando L=A. En efecto, para esto es necesario conocer el
comportamiento del siguiente operador sobre (f,¢)e C"* x (**;

b

2 2
R x2 +'xl -y

(2.22) o [f@Onx-2)dz +c,| _ 50

donde ¢, y ¢, son constantes adecuadas.

Esto permite a su vez encontrar ', localmente y en general. Luego se halla el inverso
global de L probandose asi el Teorema 2.
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 CAPITULO 3
PROPIEDADES DEL NUCLEO DE GREEN PARA EL PROBLEMA DE
DIRICHLET EN UNA REGION DE JORDAN.

Sea D una region acotada simplemente conexa de R® cuyo contorno, 8D, sea una curva
cerrada de Jordan J. A un dominio de este tipo lo denominaremos region de Jordan pues es
la region interior a una curva de Jordan que es su frontera. Llamaremos a D region
perimetrizable si J es rectificable. |D| y !J | denotaran al drea de D y a la longitud de J,
respectivamente.

Nos proponemos estudiar algunas propiedades de los autovalores y de las autofunciones del
problema de Dirichlet:

3.1 Au+Au=0 enD, wu=0 en oD.

Por solucion de este problema entenderemos una funcion continua en D, dos veces
continuamente diferenciable en D que satisface (3.1) en todo punto de D . El problema de
Dirichlet se reduce a un problema de autovalores de una ecuacion integral si se introduce la
funcion (nacleo) de Green del laplaciano,(cf. viii) del siguiente teorema 3.1). La funcion de
Green (;(p,q) se construye utilizando la solucion elemental (fundamental) del operador A
(cf. apéndices F y R) y la solucion unica del problema de Dirichlet para region de Jordan y
dato continuo, (cf. Cap. 1, T. 1.3).

DEFINICION 1. Sean pe D, geD, p#q.
(3.2) G(p.q)=s(p.q)-H(p,q),

donde s(p,q) ::%logﬁ y H(p,) es la funcion armoénica en D que coincide con
T pP—9q

s(p,.) en oD: A H(p,q)=0 paratodo ge D, H(p,r)=s(p,r) paratodo redD .+

Es decir, G(p,q) esta definida, por el momento, en DxD . Si p — p en D entonces

H(p,.q) converge uniformemente a H(p,q), qe D . Una consecuencia de esto es que

H(p,q) es continua en DxD . Por tanto G(p,q) es continua en ».q9)e DxD siempre

que p#q. En particular, G(p,q) es medible en DxD . Convendremos en definir
G(p,p)=+w si peD.

A. El préoximo teorema enuncia propiedades del nicleo de Green que no son
necesariamente exclusivas de las regiones de Jordan.

TEOREMA 1.7) Si u e C*(D)NC(D), ¢ L°(D) y

3.3) Au=¢ en D, u=0en oD,

entonces .

(3.4) u(p)=-[G(p,9)#(g)dq, peD.
D

i) Si p,gqe D, p+#q, entonces

(3.5) G(p.9)=G(g,p),

ity Sea pe L*(D) y peD . Si u(p) = J'G(p,q)gb(q)dq entonces u € C(D), u=0en oD vy
D

para i=1,2,
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ou oG
3.6 —=|—(p, dqge(C(D),
(3.6) > L[ap,.(p")"’(q) q < C(D)

iv) Sea ¢ € C' (D) L” (D) . Entonces la funcion u(p) nula en el borde definida por (3.4) en

pe D pertenece a C*(D)NC(D) y resuelve el problema de Dirichlet (3.3).
v) son equivalentes las siguientes proposiciones ( A € C):

)  ¢el’(D), f(p)=A[G(p.9)d(@)dq,

b) pcC*(DYNC(D), Ap+Ap=0enD, =0 en dD.
vi) Si M es el diametro de D entonces

0<G(p,q) < zilogi, (.9)e DxD,
T

lp =4
vii) JGZ(p,q)dqs—L— I logz[—]‘:f—qu=C2 <w, peD,
) (27[)2 {ql<at} |(]|
viii) : :HDKBGZ(p,q) dpdq < C*|D| < .*

[Obsérvese que el operador G, (G@)(p) = IG([), q)¢(q)dq, es, segun i) e iv), el inverso del
D

operador diferencial —A . En relacion con /v) véanse el Cap.2 y los Apéndices F y G. Las
demostraciones de los cuatro primeros puntos se sucederan en lo que resta del capitulo. A
continuacion mostraremos que /)-iv)=> v). Conviene antes demostrar las propiedades vi)-
viii) de G.]

DEMOSTRACION DE vi)-viii). La nonegatividad de G sigue del hecho que G es
nonegativa en el contorno de la region D\S,(p) ) _ donde ¢ es suficientemente pequefio

-y es armoOnica en su interior. El principio de maximo aplicado a la funciéon arménica
—H(p,.) dalugar a la desigualdad uniforme:

1 1
3.7 —H(p,q) <—maxlog|p-r|<—IlogM
G7n (P.q) < 5—maxlog|p—r|<——log

de la cual sigue vi).
Obviamente, vi) = vii) = viii) .
DEMOSTRACION DE i)~iv)=v). Supongamos que ¢ verifica a). De vii) y la

desigualdad de Cauchy-Schwarz resulta ¢ L”(D). Luego, de iii) sigue ¢eC'(D).

Finalmente, de iv) se deduce b). Reciprocamente, si vale b) podemos aplicar i) y obtenemos
a), QED.

B. DEMOSTRACION DE i) e 7). Diremos que un dominio D es estdndar regular (€ ER)
si es un recinto de Jordan cuyo contorno es una curva C' con tangente no nula en todo
punto. Los dominios estandar regulares son normales (para el teorema de Gauss) pues valen
en ellos los teoremas de Gauss, Green y Stokes. Vale que si a un dominio estandar D se le

quita un numero finito de circulos contenidos en D el dominio multiplemente conexo que
resta es normal.

@ S.(p) es laesfera cerrada de centro p y radio £ cuyo contorno denotaremos I _(p)
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Veamos como se prueban #) e ii) si D € ER. Llamaremos D, = D\S, (p). Entonces
j6(p.9)8(q)dq = lim [(6(p.9)8utq)~u(@)4,G(p.0))dg.
D D,

Luego si 7 =|p—g], esto es igual a:

(3.8) lim J (G(p,)du(g) - u(9)A G(p,q))dq =
I(G——u—)da —lim (G%—uﬁjda =
q ”__)Orzﬂ ar ar q

=0- J'ui?—G—dO' +0+ lim uﬁda ——J’u——da —lsz u(q)da
on or

q
—0 —0
v 70 7 10 27m 2

= [0 ¥ o, ~u(p) = 0-u(p)=-u(p).
5 on

Esto prueba /). Veamos ahora if). Para p,qe D, p#q,sea S=S, (p)US,(q) =D, donde
las esferas S, (p), S,(q), no tienen puntos en comun. Sea D, = D\S. Aplicando el teorema

de Green a las funciones
u(s)=G(p,s), v(s)=G(q,s)
armonicas en D, , obtenemos:

= J.(uAv—vAu)ds = J. [u—ai—v@jd0’=

5, o, on  on
=.[ uéz—v—a—li do + J' vgli—u@]do-s + J' v@—u@)dax.
on On S\ or or i r or
|s—g|=r |s=pl=r=n
Luego,
(3.9 0 =I(11—6’l—v—a—u—jda + lim| — u—de'S + I v—do, |=
v n oOn e or ls= 2l or

C. En esta seccion veremos algunos lemas necesarios para continuar con la demostracion de
i) e i), (cf. [K2]). Aqui u designard a una funcién arménica (real) no constante en D:
u=u(p), p=(x,y). X(u) denotard al conjunto de puntos de D donde se anula el gradiente
de u.

Por un arco de curva C", n entero positivo, entenderemos una curva » que admite una
representacion f (1) =(x, (1), x,(1)), 0<t<1, x,(1)eC"(0,1), tal que para todo ¢ (0,1),
(X, @), %,))=(0,0) y S es un homeomorfismo (C°) de (0,1) sobre S(O.1). Es decir, y es
un arco de Jordan C” . De un conjunto conexo compacto I' de R’ se dira que es una curva

C" si para todo z=(x,y) € [" existe un entorno U, tal que I U , esun arco de curva C”.
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Luego, I' es una curva cerrada de Jordan. La curva I" admite un versor normal (n,,n,) en
cada uno de sus puntos. Usando la seccion H del capitulo anterior se deduce que para todo
z=(x,y)el existe un entorno W, de z en correspondencia homeomodrfica C™' con un
entorno V ={ (¢,s) € (a,b)x(—¢,&) } dada por la funcion:

(2,5) = (5, () + 57, (0), %, (0) + 51, (1))
LEMA 1. El conjunto #(X(«)) es numerable.*
DEMOSTRACION. Sea p € X(u). Podemos suponer que p=(0,0). Luego, Vu(0,0)=0. La

funcién F(x,y)=u;(x,y)+u.(x,y) es analitica real en un entorno V' xV (cCxC) del

origen. El teorema de preparacion de Weierstrass (cf. Apéndice W) afirma entonces que F,
en un entorno W xW ¥V xV , se anula solamente sobre el grafico de un niimero finito de
funciones continuas z,(x), nulas en x=0, y posiblemente también sobre un entorno de y=0
en el plano de las y.

Sea f (x):u(x, rj(x)) para x variando en un semientorno real de 0: 0<x<g. Se tiene

S'()=u,+u,7,'(x)=0 en O<x<e. En consecuencia, u(x, T, (x)): u(0,0) en aquel
semientorno. Entonces, en un entorno real de pe X(u), u es constante donde Vu=0. O
sea, # es localmente constante sobre X (1), QED.

LEMA 2. Los conjuntos equipotenciales J,, = {p=(x,y)u(x,y)= ,u}, peu(X(u)), sino

son vacios, localment son curvas C” que poseen vector tangente no nulo en todo punto,
cualquiera seam > 0.¢

Ou

Ox

ou

DEMOSTRACION. EnJ ,, 3
i

> 0. Entonces, localmente se tiene y = y(x)eC*“, o

bien, x=x(y)e C”, QED.

Sea ahora #(g) una funcion armonica no negativa en D\{p}, nula en 3D, que tiende a + oo
cuando ¢ — pe D . Por ejemplo, u(q) =G(p,q). Definamos para € ¢ u( X)),
D, ={q:u(q)>&}, C,={g:0<u(q)<e}, J, ={g:u(q)=¢}, £>0.
Del principio de maximo se deduce que 8D, =J, U{p}, 6C. =J UJ,(J=8D).
LEMA 3. D, y C, son dominios. J, es una curva de Jordan cerrada C™ con tangente no

nula en todo punto (por tanto rectificable).*
DEMOSTRACION. r y q se dicen conectados en D si existe un arco de Jordan contenido
en D con extremos 7 y g (arquiconexion). D, es conexo: en efecto, si no lo fuera existiria

P, € D, no conectadoen D, ap. Sea

1, :{quE . q conectado en D, apo}.
Entonces, 7, es abierto y 07, cJ,. Luego, u=¢ en T, lo cual no es posible pues
contradice la definicion de D, .
Sea C':RZ\D_€=C'€ U {R*\D}. C’ es un dominio: en efecto, para ver esto es suficiente
mostrar que todo punto de C, se puede conectar con un punto de J. Sea p €C, y
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S, ={qeC., : qestd conectado a p, en C.}. Entonces 8S,coC,cJ. UJ. Si a8, cJ,
entonces llegamos a una contradiccion como antes. Luego 8S,NJ =D, y p, esta
conectado a J. El conjunto compacto .J,, contenido en el dominio interior a J, admite
exactamente dos dominios complementarios: D, y C’. Como es localmente una curva C*

con tangente no nula (¢ ¢ X(u)) tiene normal en cada punto reJ_, la cual posee la

direccion del gradiente de w. Luego, hay dos pequefios segmentos de extremo r, uno
contenido en D, y otro en C,, salvo por ese extremo. El teorema reciproco de Jordan

asegura entonces que ./, es una curva de Jordan.
C, esta contenido en el interior de J y en el exterior de J,, ambas curvas de Jordan. En

consecuencia, C, es un conjunto abierto conexo, QED.

D. CONTINUACION DE LA DEMOSTRACION DE /i). Usamos la misma notacién que
en B y con £>0, seu(Xw), e<u(g). Si J,={u(s)=&} entonces geD,.
Reemplazando en la deduccion de (3.9) D por D, , obtenemos:

(3.10) W(p)—-u(q) = j——vda +gj—da
.on
Si en (3.8) hubiéramos usado El y D, en lugar de D, obtendriamos:
(3.11) [N)EDED—J.MdJsﬂ.
on

Ou . .
Como o <0 en .J,, nnormal exterior, resulta, por el teorema del valor medio:
n

(3.12) w(p)-u(g)=- j@vd —e=

‘da —£=v(s, )I

do, —¢,

para cierto punto s, € Jg. Luego, ¥( p) u(q) =v(s,)-¢. Para g—>0, v(s,) >0 pues
J, —J,y latesis sigue, QED.

E. CONTINUACION DE LA DEMOSTRACION DE i). Sea D, =D,\S.(p), r=|p—q].
Como en (3.8) usaremos que J uﬁdo- -t Iu(q)da — —u(q) para r — 0. Luego,
or %  2mny 7

r=g

. . ou oG
i G(p.9) (q) dg = lim j G(p.q) Au(q) dg=lim J [G a—n—u—é;] do, +

. ou oG . ou . oG
+Q_fggr_g(G _&_"Ej do,=lim j G(p, @) -(9) d@ﬁfggriu(q)?a;(p,q) do,=
=ling j £ %(q) do, —u(p) . De la formula de Green y la hipétesis obtenemos,

']E
[G(p.9)¢(@)dg= lim s[[ ¢ dc dy—u(p) = -u(p), QED.
J !
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F. Definimos G(p,,q) = lim G(p,q) para p,gqe D, p,€0D. Como ese limite existe y es
igual a I{l_)nl G(gq,p)= G(c;, pp:) =0, resulta: G(p,,q)=0 paratodo p,edD, geD .
DEMOSTROACION DE iii). Sean p,reD y |p—r|<& . Por definicién:

up)= [ Gp.9d@da+ [ G(p.g)#(q)dg=1(p)+1,(p).

DNS,5(r) D-835(r)

Como en D\S,;(r) G(p,q) < ilog(M/é), resulta:

(3.13) ]2(r):li_rglz(p).

Por otra parte, dado gp> 0, si 0 es suficientemente pequefio,

M
(3.14) I1,(p)] < |¢"°° [ logirar<e.
2 {x|<35} | |

De (3.13) y (3.14) sigue entonces que u(r)=Ilimu(p) y ue C(D).
prr

Enelcasoque redD: u(r)= IG(r,q) d(q)dg=0.
La demostracion del punto /ii) llega a su fin con una aplicacion del siguiente lema.
LEMA 4. Sea ¢ L* (D), H(p.q)=s(p.q)-G(p,q) (cf. 3.1))y
(3.15) F(x):=[H(x,y) $(y) dy.
D

Entonces, F (x) eC “’(D) y en D vale,

E x ) (01,3 ) 60 y2) dy, dy,,

6 F
Loy
DEMOSTRACION. Sabemos que la funcion H(p,q) es continua en (p,q)erE y

simétrica en DxD . Ademas, por ser armoénica, H(.,q)eC®(D) para todo ge D . Si
Kcin(K')ycK'cD,Ky K’ compactos, entonces, para (p,q) € K x D, se tiene,

(3.16) Mx, ﬁ

8

(3.17)

=AF=0.¢

(3.18)

H
%(p, D52 swp (.0 sk = MER Ysup{H 3.0 (9.0 KD}
En efecto, esto sigue de la formula de Poisson para la funcion arménica H(.,g) calculada en
p €K yradio del circulo igual a dist(K,0K'). La validez de (3.16) para las derivadas de
primer orden se obtiene ahora derivando bajo el signo integral. Esta operacion es
justificable por el lema 1 del apéndice F. Con derivadas de orden superior se procede en
forma semejante o bien iterando la desigualdad,

oH
P, (p.9)

(3.17) sigue inmediatamente de (3.16), QED.

< MK )sup{H (p,q)|: (p,q) € K'xD}.
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DEMOSTRACION DE iv). La funcion
1
(3.19) Wp) == s(p.¥(@)dg =~ [ #(a)log|p - aldq.
D

D

pertenece a C*(D)NC'(R?) y es solucion de Av=¢ en D, (cf. T. 1y 2 del Apéndice F).
Con la funcion we C*(D)NC(D) tal que Aw=0 en D, w=—-v en 3D, (cf. K del Cap.1),
definimos # =v+w . Entonces u resuelve el problema de Dirichlet, (cf. (3.3)).
De i) del Teorema 3.1 sigue que es de la forma: u(p) = —IG( p.9)d(q)dq, pe D, QED.

D

G. Diremos que ¢ es A—Holder continua en D si para todo compacto K < D, existe una
constante M tal que

(3.20) () - ()| <M |x —y|/1, paratodo x, ye K .

El teorema precedente tiene el siguiente importante
COROLARIO. Sea ¢ acotaday A—Holder continua en D, 0< A <1. Entonces la funcion

(3.21) up)<G#)p)= [G(p.q) #(q) dq

D
tiene derivadas segundas 1 — Holder continuas.*
DEMOSTRACION. Recurriendo a una particion de la unidad en D con dos funciones, al
teorema 3 del apéndice F y al lema 3.4, deducimos que e C*(D) y que Au=¢ en el
sentido de las distribuciones. Luego, Aw = ¢ puntualmente.
Sean D, y J, como en el lema 3 3. El problema

(3.22) Av=¢ en DL_,v:ulL en.J_,

tiene una tnica solucion u, perteneciente a C>*(D,), como se ve, por ejemplo, utilizando
el Teor. 2 del Cap. 2. De lo dicho sigue que u=u, en D, . Finalmente se obtiene el
corolario al hacer £ 4 0, QED.

H. AUTOVALORES Y DESARROLLO EN AUTOFUNCIONES. La equivalencia v) del
Teorema 3.1 muestra que toda autofuncion ¢ de (3.1) lo es de una ecuacién integral con
nucleo simétrico positivo G(p,q)e L*(DxD); es decir, de un operador autoadjunto G
completamente continuo de tipo Hilbert-Schmidt:

(3.23) AGp=¢.

Mas precisamente,

TEOREMA 2. Los autovalores del problema (3.1), Au+Au=0 en D, =0 en oD, son
positivos y pueden ordenarse en forma creciente,

(3.24) O0<A4sA4, <., 4, >wx.

Las autofunciones correspondientes ¢,(x), que suponemos normalizadas, pertenecen a
CD)y pueden elegirse reales.
Ellas forman un sistema ortogonal completo y satisfacen la siguiente igualdad:

(3.25) ig"/l(z—p):J'Gz(p,q)quCz <o+
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DEMOSTRACION. Sabemos que la ecuacion (A+c)g=0en D, si ¢ es constante no

positiva, admite solo la solucidn trivial si exigimos que g se anule en el borde, (cf. T. 3, Ap.
M o bien Teor. 2, Cap. 2). Es decir, 0 no es autovalor para el problema de Dirichlet (3.1).

Si 1#0 es autovalor para nuestro problema entonces A™' lo es para el operador G, y por
tanto, es positivo y de multiplicidad finita. En consecuencia, las autofunciones de —A
pueden elegirse no solo reales sino también ortogonales dos a dos, (cf. v) T. 3.1).

Si ue C; (D) entonces Au € Cy (D) y de i) Teorema 3.1 se deduce que el rango de G es

denso en L’(D). Luego, 4, — o y el sistema de autofunciones es completo en ese espacio.

$,(p)

es el n-ésimo coeficiente de Fourier de G(p,.)eL*(D) respecto al sistema

n

ortonormal {¢n}. Entonces, la primera igualdad en (3.25) es la identidad de Parseval para
esa funcion, y las desigualdades no son otra cosa que vii) del Teorema 3.1, QED.

COROLARIO. Si u=Gf, feL*(D), entonces su desarrollo en autofunciones converge
absoluta y uniformemente en D. En particular esto ocurre para funciones
ue C*(DYNC(D), nulas en el contorno, para las cuales [|Au] <o .+

DEMOSTRACION. Sea freal. Entonces

(3.26) c,(u):= _"¢,, .Gf dg= I f.Gd dg= % J' fé dg= c"/if )

n

De (3.26) sigue que la serie del desarrollo de « respecto al sistema {qbn} es:

(3.27) u(p) =, ) ¢,(p) =ch<f>.@

n

Usando (3.25) sigue que
N
(3.28) >

n=M

N N N

c,(u) 8,(p)| < [Z(mm/ﬂn )2)/2(2((:" (f))zjm < C(Z(cxf))zjm.

n=M n=M n=M

N

2
Como (Z(c"( f ))2] mO, (3.28) implica la convergencia absoluta y uniforme de la

n=M

serie i c,(u)d,(p), QED.
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CAPITULO 4
UNA SOLUCION FUNDAMENTAL DEL OPERADOR
METARMONICO A+ Y LAS FUNCIONES y -ARMONICAS

A. Supondremos en este capitulo que A=-y*, y real positivo. Queremos hallar las
soluciones radiales de Au+ Au=0, u(p)= ¢q p|) (cf. Ap. R). O sea, las soluciones de

1 d| d¢

(4.1) (p j 2°4=0, p>0.
pdp\” ap

SeaK(xp) =¢(p). (4.1) equivale a

4.2) ld( dKj K=K"+ lK'—K:O,r:,z'p>0.
rdr\ dr r

La funcion de Kelvin de orden 0: K (r) = j dt,r>0,es solucion de (4.2).

J,—_

En efecto,

(4.3) KJ(r)-K,(r) = M e -~dt__j " - ‘Kj“),
-\[t —_

Otra solucion de (4.2) es la siguiente funcion de Bessel modlﬁcada:

i "n

(4.4) | 1,(ry=J,(ir)= Z ( |)
n

Como K (r)->c cuando r -0+, K, e /, son linealmente independientes. Ambas

resuelven la eciuacién ( p¢') -q¢ =0 con p(r)=q(r)=r. Luego, el wronskiano

|
=W, K)=——=520 y Ak /L) W <
p(r) r dr IS (r) rly(r)
Entonces, en cierto entorno U del origen esta definida una funcion holomorfa /4 tal que
(4.5) ALK C i, reUAnR,.
ar\ 1, r
Sea G:=C\{0}. Integrando (4.5) en G se obtiene
(4.6) K,(ry=cl,(r)logr+P(r), relU/{o},

donde P(r) es un funcién analitica en U. Como K (r) es solucion de una ecuacidn
diferencial con coeficientes analiticos en G, es prolongable a lo largo de cualquier arco
continuo contenido en G. Esto mismo le ocurre a /,(r)logr . Por ser P(r) analitica en un
entorno del onigen sigue de lo dicho que es prolongable a lo largo de cualquier arco en C.

Por el teorema de monodromia P(r) es una funcidn analitica entera. Luego, (4.6) vale en G.
Determinemos c. De (4.6) y (4.3) sigue que

c=limr W = lim I, (r)Ky(r) = lim —r] (r)j f_ lzm

o /2_
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.

DEFINICION 1. E*(x) =~ 02(1 )

TEOREMA 1.7) K (r)=-1,(r)logr+P(r), r> 0, P analitica entera,
ii) Vale: (A—xz )E" =5 .¢
DEMOSTRACION. i) (A+4)K,(z|d) es una distribucion 7 nula en R*\{0}. De i) se
deduce que 7 =-276+ funcion localmente integrable, (cf. (12) Ap. F). En consecuencia
(A + A)K,(x|x]) =—275, QED.

_ log|x|

Obsérvese que a diferencia de E,(x)= . E*(x) es negativa en R*\{0}. En efecto,
V1

KO(Z|x|):Ie_Z|x[' (t*~1)""*dt > 0. Por (4.6) ambas funciones son analiticas en R*\{0}.
1

Luego, (A - zz) es un operador analitico-hipoeliptico en D, (cf. Ap. L). (A lo largo de este
capitulo D denotard, a una region acotada.). Por tanto tenemos el siguiente

COROLARIO. Las soluciones en D de (A -7 )u =0 son analiticas en esa region. ¢

En realidad todos los operadores A+ 1, 1 C, son anallitico-hipoelipticos, (ct. [H], p.114).

Sobre este punto volveremos mas adelante. Una consecuencia es la

PROPOSICION 1. Las autofunciones del problema de Dirichlet son indefinidamente
diferenciables en D.¢

Este resultado podriamos haberlo obtenido también de una aplicacion repetida del teorema
3 del apéndice F.

B. DEFINICION 2. Las funciones del espacio nulo del operador A—y* en D se
denominaran funciones y -armonicas.*

Veremos que gozan de muchas propiedades comunes con las funciones arménicas. Para uso
futuro introducimos la siguiente,

NOTACION 1. a) o, ={4,,4,, ...} denotara al conjunto de autovalores del problema de
Dirichlet (3.1).

b) Con K << D indicaremos que X es un compacto contenido en el abierto D.

c) J designara al contorno de D.+

TEOREMA 2. (Principio de maximo de Phragmen-Lindel6ff). Sea w una funcion y -

arménica o armoénicaen Dy F = {xo,...,xn}c J . Siw es continua y acotada en D\F 'y nula
en J\I entonces w=0.+
DEMOSTRACION. Razonaremos sobre el caso particular F = {x,}. Seaw y -arménica y

D, =D\S_(x,). Sea M=sup |w(x)|. La funcién
xeD

) W, (x) = MK, (e — %, |}/ K, (xe).
es x -armonica en D. Ademas W, (x) 2w(x) en 0D, y por tanto en D_, (cf. Ap. M, T. 2).

Fijamos xe D . Haciendo tender £ a O y utilizando i) del Teorema 4 precedente resulta
02>w(x) . Como el mismo razonamiento se aplica a —w obtenemos w(x)=0.

Si w es armonica se puede repetir la demostracion usando como W, a la funcién
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TEOREMA 3. (Principio de las singularidades evitables). Sea # y -armonica (0 armonica)
y acotada en un entorno de S p(O)\{xl}, x, €B,(0) ™) Entonces u puede extenderse en
forma continua a B,(0). La extensién es y -armonica.

DEMOSTRACION. Sea F = {x1 } De (4.15) en la siguiente seccion C sigue que existe una
funcién v(x), x-arménica en B,(0), continua en §,(0) e igual a » en I ,(0).
Definamos: w(x)=u(x)-v(x). Entonces w se anula enX p' y es continua y acotada en
S, \F. Del Teorema 2 precedente, con D =B \F, J=0D = X, UF, siguequew=0enD. O
sea, v extiende a #, QED.

C. EL \NUCLEO P, . Nuestro proximo objetivo es construir el analogo del nucleo de
Poisson en el\c\i‘rculo de radio p y centro O correspondiente al problema:

(4.8) A-zu=0, ulpe®)=rflp), O<p<2r.

De f supondremos solamente que su serie de Fourier es absolutamente convergente, o
equivalentemente, en su desarrollo (4.12), Z(]a" b, )< o ([Z)]).

Separando variables: = R(r).®(¢), tenemos
LeRY 1o
r R r- o
La periodicidad de ® implica que ®(p)= A cosnp+Bsennp, n=012, ...y Res
soluciédn de

(4.9) -7 =0.

2R

(4.10) ( rR"Y 0<r<p.

Las soluciones acotadas de (4. 10) son multiplos de R (r)=1,(xr), donde
(4.11) [ (z)=e""2] (e"'%z), -m<argz<u,
es la funcién de Bessel modificada

( /2)n+7k
L= Zk'( n+k)!

Luego, soluciones en B,(0) de (4.8), acotadas y en forma de producto, son las funciones:

I (yr)(Acosng+ Bsenng) .

(En realidad estas funciones son y -armonicas en R”). Sea la serie de Fourier de f

© B,(y) denota al interior de Ia bola cerrada .S ,().

®Z,(»)=0B,(y).
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(4.12) flo)= i (a,cosnp +b, senng), Z(]an )< @
Definamos, "
(4.13) u(re'®) = Z]] ((xr) a,cosnp+b, senng), r<p.
Sabemos que ([W], pgs.149-150):
I (xr) ni2
4.14 —= = < |r/
(19 1, (xp) e
Luego, de (4.12), (4.13) y (4 14) obtenemos (cf Def. 2):
(4.15)u(re'?) = 21 II ((xr) If( s)ds )y, ((xr) Icosn(s @) f(s)ds=
1 1,(xr) 1,(r) 1 .
J'f( ){2 1.(2p) Z T (2p) cosn(s— (p)} ds—; :!.f(s)Pl, (r,p;s—@)ds.

Si r<r,<p, las dos series convergen uniformemente. Mas aun, la hipdtesis sobre f
implica que (4.13) y (4.15) convergen uniformemente en r <r, < p. Ellas definen una
funcion u continua hasta el borde  (0) e igual a f alli. La funcion u(re'?) asi construida

es la unica solucion del problema (4.8), (cf. Cor. T. 1 y Ts. 3 y 2). Verifica atin (cf. Ap.M):
(4.16) el <71 -

DEFINICION 2. Pl(r’p;t)j: 1, (xr) +Z L, Gar) cosnt siO<r<p, —-w<t<r.
20,(xp) = 1,(xp)

TEOREMA 4. o) P, es un nucleo positivo en el siguiente sentido:

. 1% o 1
N P,20; i) ;jPl(r,p;t) dt——ﬂp—ﬂ, iif)y — |_"Pldt——r—w—>0.
e ||

£) Sea O(¢) una funcion real, continua, periddica de periodo 27 . Entonces, la funcion
i 17
4.17) u(re ¢):;I®(S)Pz(r,p;¢—s)ds,OSr<p,
es tal que (A -z )u =0 en B,(0) y paratodo pe[-7,7]:
(4.18) lim ulre’® )= d(¢).
Tp
O sea, si se define u(pe’®) = ®(p), entonces u € C(S,). También u >0 si ®>0.

DEMOSTRACION. «) Si fuera P,(r, p;6) <0 tendriamos P,(r,p;t) <0 enun & -entorno
de &. Sea ® e (7 (-5,8), ® >0, extendida periédicamente fuera de (~7,7). Ya vimos

que f) vale para esta O pues su serie de Fourier converge absoluta y uniformemente.

 Esta situacion se presenta cuando J'es de variacion acotada y pertenece a alguna clase Hélder. Por ejemplo,
si f'es absolutamente continuay /> € I .
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; 1% , ..,
Por otra parte, u(re’®)=— I@(s) P,(r, p;0 —5)ds<0. Pero esto esta en contradiccion con
2 -

el principio de minimo, (cf. Teor. 6 0 Ap. M). Esto prueba 7). Ademas

7
rop

17 1,(x)
— P (r,p;)dt =
7[_'[, l(r i 1,(xp)

Sea ahora ® =|®|e C;(-7,7), ®(0)=0, ®(f)=1 para l|>e. vale:

j P,(r,p;t) < j P,(r,p;t-0) () dt =z u(r) >P(0)=0 para r—p. Asi queda

>
probada «).
B) sigue de «), (cf. [Z]). F) puede también deducirse de la posibilidad de aproximar

uniformemente una funcion continua por funciones continuamente diferenciables (para las
cuales vale f)), la positividad de P, y (4.16), QED.

A continuacion extendemos el teorema precedente a sectores circulares.

TEOREMA 5. Sea f(1)eC) (a,2r ), a €(0, 7). Existe una solucion de (A - xz)u =0
en el sector 0 = {re"" O<r<p,a<p< 27r—a}, continua en (j tal que para x =re"
(4.19) u(x)=0sit=a 0 t=2r—-a;, u(x)=f si r:p,xeg—).
DEMOSTRACION. En @ ensayamos soluciones de (A - xz)z =0 de la forma R(r) ®(p)
tales que ®(ar) =0 =D(27 —~ ) obteniendo las ecuaciones ®" = yd |

(4.20) rRY+(E -’ R=0,  0<r<p,
r
El sistema de funciones
4.21) ®, =senv,(p-a):n=1273,. v, =T
2Ar—-a)
es un sistema ortogonal completo de autofunciones del problema de contorno
(4.22) Q" =pud, y=-v* D(a)=0=P2r-a) .

Para este valor de x (4.20) toma la forma (rR')'/r —v?R/r* — y*R =0 y tiene por solucién
acotada en el origena /, (7).
El desarrollo de f respecto al sistema (4.21) es

B © B B 1 e mr(t—a)
(4.23) f—;bnsenvn((p a), b, P ! f@® sen(—z(”_a)Jdt

{bn} sera una familia rapidamente decreciente para una f que cumpla la hipétesis. Luego,

oy =y L, ()
(4.24) u(re )_—Ebnl 0)

Va

senv, (¢ -a)

es y -arménica en Q y continua en O . Esta funcion satisface ademas la condicion de
contorno (4.19), QED.
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D. Volvemos en esta seccion al principio de maximo.

TEOREMA 6. Sea w(x) y-armoénica en D), continua y acotada en D\F,
F={x,,.,x,}cdD. Supongamos que N = supfw(x):xedD\F}>0. Entonces
N =2w(x) en D\F.

DEMOSTRACION. Nuevamente razonaremos sobre un conjunto F = {x,}. Definimos con
z fijo y M=sup {|w(x)t : er\F}:

Ko(x lx — X |)
Ky (x¢)
Entonces, W, (x)2w(x) en &(D\S,(x,)). Por tanto, W,(x)=w(x) en D\S_(x,), (cf. Ap.
M, T. 2). Fijemos x. Haciendo ¢ —0, obtenemos N /, (x{x— z|) >w(x) en D. La

(4.25) W.(x)=M +N I(xlx~z).

desigualdad N >w(x) sigue al hacer z — x. Luego, N = w(x) paratodo xe D\F, QED.
TEOREMA 7. Sea u € C*(D)(\C(D) y solucion del problema:

(4.26) (A—Zz)uzh enD, wu=¢endD.
Supongamos que || <M y que || <m, My m constantes. Entonces, para todo xe D,
4.27) |u| < sup {A/I/xz,m}. »

DEMOSTRACION. Sea v=+u—-M/z* Luego, (A—z*)v=2h+M=>0 en D y
v<m-M/x" en 0D . Esto implica que
v(x) <sup {O,m—M/,}:2 } xeD,
pues v no alcanza su maximo positivo en D, (cf. Ap.M). En consecuencia
+u <sup {m,M/,r2 } QED.

E. En esta seccion presentamos estimaciones de la media cuadratica del gradiente de
soluciones de la ecuacion metarménica Au+ Au =0 pero contrariamente a las secciones
anteriores supondremos aqui que 1 >0 .

TEOREMA 8. Sea K un compacto contenido en D: X cc D . Sean A>¢£>0 y u tal que
Au+ Au =0 . Entonces valen,

(4.28) [lerad u*dp < Cy. . A[lu]*dp.
K D

(4.29) fID*u dp<Cp, .. 2 [l dp .
1.4 D

DEMOSTRACION. (4.29) sigue de (4.28). Veamos (4.28). Sea ¢ C; (D), 0<¢ <1, ¢=1
en un entorno de K. De la formula

(4.30) ¢ grad ul2 = div (¢2u grad u) — ¢’uAu —u grad ¢* x grad u

obtenemos

(4.31) I|¢ grad u]zdp = —J-(ézu Au dp - 2]u¢ gradg x grad u dp <
D D D
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1/2

< Ajuzqézdp +(ﬂ¢ grad u{zdpJ [I]Zu grad¢|2dpj <

< l}[uzdp +%£]¢ grad u|2dp + %}[lzu grad ¢|2dp -

Por tanto,
(4.32) lj|grac1 ufdp<t (¢ grad uf dp < Aflu| +M, [Judp,
2K 2D D D\K
(4.33) [lgrad ul*dp <2(A+M, )[juf dp.
K D

Como por hipotesis M, <A.(M, /), de (4.33) sigue (4.28), QED.

F. En esta seccion volvemos a la ecuacion (A+A)u = f, 1 <0. Estimaremos la media

cuadratica de grad » via lasde u y f.
NOTACION 2. grad w= Vw.

TEOREMA 9. Sean f € C(D), ue C*(D) (real), (A - ,(z)u =f enD. Sean K, K, cc D
y tales que K cint X, c K, . Entonces,
(4.34) [IVufde< Lo [ fraeeC [wde, C=CKK,).

x 2 &, H
DEMOSTRACION. Sea ¢ C;(K,),0<¢ <1, ¢=1 en un entorno de K. Luego, de (4.30)
obtenemos

(4.35) ¢’ Vut2 = div(¢2u\7u)— 20 uVuxVp— ¢2(;(2uz + uf)
(4.36) [¢°|Val*dg < 0+2[|gvalluvV g|dg - [¢*(ru+ £ 122 dg+ [ (F* 1427 ) dg
<2 lj) |6V uluV gldg + 471(2 ,[ 5 g,

~

Utilizando la desigualdad de Cauchy-Bunjakowski-Schwarz y que 2ab < f2—+ 2b> vemos

que el miembro derecho de (4.36) no supera a lJ.¢2|Vu|2a’q +2J.u2 V[ dg+ ! - '[fqu.
25 D Ak
En consecuencia, J¢2|Vu|2dq < 4J.uz|V¢|2dq+ ! . Ifqu .
D D 2y e
Luego, [[Va['dg < C(K.K,) [ u’dq+— [ f*dq, QED.
X K\K 2x K
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CAPITULO 5
LAS FUNCIONES y -SUBARMONICAS, EL METODO DE PERRON Y EL

NUCLEO DE GREEN PARA EL OPERADOR METARMONICO

SA. DEFINICION 1. Sea # una funcion continua en la region D, S=§,(x)cD.

Definimos para y = x+re'?,
u(y) siyeD\B,(x)
u = 1% ; ,
sW) U(y):;IPZ(r,p;t—(p)u(x+pe’)dt siye B, (x)
0
Del T. 4, Cap.4 sigue que u, es continua en D y que

L1
1,(xp) 27

1
U 2)do’(z
Io(zp),d[,, (e dot@

donde o es la masa unitaria uniformemente distribuida sobre X (x). Si x=0 escribiremos

(5.1) U(x)= J"Iu(x+pe")dt=

simplemente g” .¢

DEFINICION 2. Sea weC(D). u se dira y -subarmonica si para todo xeD y 5=
=S p(x)cD se verifica u<wu, en D. Si ademas w=w, para todo x y para todo
§ =S ,(x)c D entonces diremos que u es y -armonica. ¢

Es decir, # es y -armoénica si tanto # como —u son jy -subarménicas. De los Ts. 2 y 4 del
Cap. 4 se deduce que esta ultima definicidon de y -armonicidad coincide con la ya
introducida.

NOTACION. A*(D) (SUB*(D)), x =0, denotara a la familia de funciones -
armonicas ( y -subarmoénicas) en la region D. Si y =0, escribiremos simplemente A(D)
(SUB(D) ). Si para algun x>0, ue A*(D) (6 SUB*(D)) diremos que u# es metarmonica
(6 metasubarmonica).*

De (5.1) sigue la

PROPOSICION 0. Si # es y-arménica 'y >0 en la region D y se anula en un punto

entonces w =0 .¢
A continuacion demostraremos el principio de maximo para funciones y -subarmonicas.
TEOREMA 1. Sea u « C(D )\ SUB* (D), D una region acotada.
i) maxu>20=>maxu=maxu,
aD aD D
i) maxu>maxu = maxu <0,
D aD D

iff) u no identicamente 0, maxu <0 =>u <0 en D.*
aD

DEMOSTRACION. #) Si u tomara su maximo positivo en p€ D tendriamos para cierto

e>0:u(p)<

j u(q)do,(q) <u(p), pues I,(xr)>1 parar>0.
I (xe) | p—al=¢
i) = ii).
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iti) De #i) se deduce que maxu <0. Sien xe D es u(x) = 0 entonces u se anula sobre toda
D

circunferencia de centro x contenida en D. Es decir, {x :u(x):O} es un abierto. Luego
u =0, contradiccion, QED.

5B. FORMULA DEL VALOR MEDIO. DESIGUALDAD DE HARNACK. Sea
S:(0)c D, region donde u es y -armoénica. De (5.1) obtenemos:

27

fu(re”)dt/Zfr [u(x)do’ (x)

5.2 0) = 2 s
G2 "o 1,(x) j L,(xlx) do” (x)

|<t=r

Integrando respecto de r luego de multiplicar por , obtenemos la siguiente formula del

valor medio:
j L o u(x)

(5.3) (0)= .
UL Gk

De esta igualdad sigue

1
(5.4) lu(0)| < — J'LR(())u(x) dxl
Aplicando (5.4) a % obtenemos
2R
i—(o) ” «) 3, l R Ve | S el

y finalmente la desigualdad de Harnack:

ou
(5.5) -5;‘_-(0)

2
< Etg@c |u(x)| :

5C. FAMILIAS NORMALES DE FUNCIONES y-ARMONICAS. A continuacion
demostraremos dos teoremas similares a sendos resultados de Harnack y Montel.
DEFINICION 3. Diremos que la sucesion {un} converge casi uniformemente a u, y lo

denotaremos con u, —**—u, si u,——>u (uniformemente) sobre compactos. Una

familia F ={u, :/ e A} se dira normal si de toda sucesion contenida en F puede extraerse

una subsucesion casi uniformemente convergente. ¢
TEOREMA 2. Sea {u" :n=1,2,...}c A*(D) una sucesion tal que para todo n y xe D

u,(x)>u, (x). Sienun punto x, €D la sucesion numérica {un(x0 )} converge entonces

la sucesion de funciones converge casi uniformemente a una funcion u(x) € A%(D) .¢
DEMOSTRACION. Sea x, =0 y$=S§,(0)c D. Sea C, una constante definida por

(5.6) CE=sup{PZ (r,p;t): r<p-gte [0,271']}.
0<C, <o pues P,(r, p;t) es continua en (,f) € [O,p— g]x [— T, 7z], (cf. Cap. 4).
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Entonces,

2r
(5.7 os@waXw”=§jkxna¢—0@;wHXaﬁﬁﬂs
0

C 2n i
= 7 I (, —u,., Xpe")dt=2CI,(xp)u,-u,, X0).
0
De esto se deduce la existencia de ue C(D) y que u, —=— u . Pasando al limite en

27
u, (re'®)= 1 IPZ (r,p;0—u, (pe")dt, r<p, obtenemos
z
0

u(re”®)=— [ P,(r, prp = 1) u(pe") .
0

Asi se deduce que u =ug paratodo S < D, QED.

TEOREMA 3. Sea {u, :n=12,.}c A*(D) una sucesién uniformemente acotada por una
constante M. Entonces existe una subsucesion iu,,j(x)} y una funcion u € A* (D) tal que
u, —=*—u para j >0 .*

DEMOSTRACION. Sean r',r"<r < p y suponemos 0c D . Usando (4.14) para acotar el
resto de la serie que define al nucleo P, se obtiene:

P,(r p.s—@)-P(r".ps—pN)|<e si |[re? —re?|<s, |
V4 X

donde 6 =6(r,p). En este caso,

u, (r'e’®)—u, (r'e® )I <——. Del teorema de Arzela-
V2

Ascoli se concluye que {u"} es relativamente compacta en S, (0). Se deduce entonces que
{u,} contiene una subsucesién casi uniformemente convergente cuyo limite es,
necesariamente, y -armoénico (cf. Teor. 4, Cap. 4), QED.

5D. LA FUNCION BARRERA. LA PROPIEDAD B.
DEFINICION 4. a) Dados D e y € 0D diremos que en y hay funcion barrera si existe una
funcién x -subarmonica, w (x), continua en D ytalque w (y)=0, w (x) <0 en 5\{y}.

b) Diremos que la region D posee la propiedad B si admite en todo punto y 8D una
funcién barrera. ¢

Nuestro objetivo es demostrar el siguiente

TEOREMA 4. Sea f €C[oD], D una region acotada que admite una funcién barrera en

todo punto del contorno. Entonces existe una tnica solucion ueC(E)ﬂ_C (D) del
problema

(5.7 (A—xz}l =0 enD, u=fen 0D .+

Antes de demostrar este teorema queremos responder parcialmente a la pregunta ;qué
condiciones sobre 3D aseguran la existencia de funcién barrera?
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Sea y edD tal que exite un disco S,, al que podemos suponer de centro O sin pérdida de
generalidad, verificando: DS, = {y}. La funcion,
(5.9) wy(x) :=_10(Z|xl)+K0(X|x|)

1,(xe) K, (xe)
estal que: w (y)=0, w,(x)e A*(DYNC(D) y w,(x)<0 enB\{y}. En efecto, K,(zr) es
decreciente e I,(yr) creciente conr.

Consideremos ahora un sector circular O como en el T.5 del
Cap. 4. Si y#0, yedQ, entonces de lo dicho se desprende

0 que existe funcion barrera en ese punto para el dominio Q. Sea
y=0. Definamos: w(x):=1( x|x|) cos(n@p), con n tal que
cos(na) < 0. Sea u la funcion construida en el T.5, Cap. 4 con
una f(¢) que verifique f(@)+I (xp)cos(ny)<0, para
a@<2r-a. Luego, w,(x)=u(x)+v(x) es una funcién
barrera en y=0 para D=0, (cf. T. 1).

Luego, hemos probado que si D=Q =B, \x, x un sector circular de un cono cerrado,

entonces existe una funcion barrera w, paratodo y €D . O sea, Q tiene la propiedad 5.

Sea ahora D una region acotada que posea la propiedad siguiente: en todo punto y de su
frontera es posible colocar el vértice de un sector circular o de un cono cerrado tal que

ocND= {y} Veremos que en este caso D posee la propiedad B.

En el siguiente teorema 6 demostraremos que el concepto de funcion barrera es un concepto
local, es decir, si w, es “localmente” una funcién barrera entonces puede modificarse
adecuadamente como para dar lugar a una funcién w;, barrera en y para D. Esto es posible

pues también el concepto de funcion y -subarmonica es “local” como veremos en el
teorema 5.

5E. TEOREMA S. i) Sea u continua en D tal que

(5.10) u(x) < (M, u)(x) = — u(p)dol(y), S(®cD,
1, (gr) b=

paratodo xe D ytodo re (O, s) donde £ =&(x) . Entonces u es x -subarmonica en D,

if) Si u(x) = (M ,u)(x) paratodo xe€ D paratodo r € (O,s(x)) entonces ¥ es y -armonica.*

DEMOSTRACION. Obviamente i)=i7). Veamos 7). Debemos mostrar que si

§=8,(y) cD entonces u(x)<ug(x) para todo xe§. Sea w(x)=u(x)-us(x) y

supongamos que V>0 en algun punto de S. Entonces existe x,e€B,(y) tal que
v(x,) = max v > 0. Luego, st S,(x,)c=S y r <&(x,) tenemos (cf. (5.1) 0 T. 4, Cap. 4)):
1
I, () emal=r

v(x,) =u(x,)—ug(x,) < (u—us)(z)da;o(z) <
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1 v(x,)

< v(x,)do! (2)=—2-<v(x,),
LGy domslr 7220 LGy

contradiccion, QED.

TEOREMA 6. Sea y € 0D, D una region acotada, B =B (y) un circulo abierto tal que en

DNB esté definida we SUB*(DNB)N C(DﬂB). Si w es negativa salvo en el punto y

donde se anula entonces existe una funcion barrera w en y para D.¢
DEMOSTRACION. Para demostrar la tesis definimos

~ D
5.11) P00 = w(x)v(m/Z),_xe : ns. ()
(m/2), xeDN(R*\S,())
donde m =sup {w(z) z€e Z,(y)ﬂ_ﬁ} < 0. W es continua en D, se anula en Yy es negativa
en 0D\ {y}. Resta ahora probar que esa funcién pertenece a SUB*(D). Para esto es
suficiente mostrar que w verifica (5.10) en los puntos x€ B (y)(1D . Sear <e =g (x)=
= dist (x, o(BN D)) . Entonces, como m/2 <0,1,(xr) >1, resulta,
. w(t)do (1) > L
Io(xr) x—l|=r Io(l’-) x—[l:r
Luego, M >w(x), QED.

w(t)do () 2 w(x), M>m/2,

5F. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4 POR EL METODO DE PERRON. Queremos
probar que si la region acotada D tiene la propiedad B entonces existe una funcién u en

A*(DYNC(D) que coincide en 8D con un dato continuo f preasignado. Sea

Q= {u e SUB*(DYNC(D):u(y) < f(y) para todo y € aD}, Q=Q(f,D).
La familia de funciones minorantes Q contiene por lo menos a (cf. C, Cap. 4):
(5.12) F(x):(—sup{|f(x)|:xe@D}).IO(,(|x|).
PROPOSICION 1. /) u,ve Q= sup(u,v)e Q,
iNueQ=>u;el).*
DEMOSTRACION. i) Sea §=§ ,(x) = D . Entonces, (sup(u, v))s >ug, 2v,. Luego,
(sup(u,v)), = sup(u,v).

ity Sea $'=S (z) c D. Debemos probar que (u;), >u,. Si S'c S entonces (uS)S, =uy

pues u; es y -armonica en el interior de S.

Si § .S’ entonces vale ug >u=ug en Z (x). Por tanto, uy, —ug; >0 en S (por ejemplo,
por iit) del Teor. 1). Ademas ug >u =u; en S'\S. En consecuencia, u, >u, en D. Resulta
entonces que (u s )S, 2Ug.

Si SS"=, o consiste de un punto, entonces de la definicion 1 sigue que (ug ), > u, .
Supongamos finalmente que en el caso restante R:=.S()S’. R tiene interior no vacio. En
3S’, (ug), =ug >u implica (us)s >u en S’ Luego, (u5)y >ug en OR. Como ambas
funciones son y -armonicas en R, la misma desigualdad vale alli. Ademas, como u, =u en

S’\R resulta (ug )S, >u; enS’. En consecuencia, (us) .>ug, QED.
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Para x € D definamos w =w(x; f), que escribiremos simplemente como w=w(x),
(5.13) w(x) = sup u(x).

ueQd
Para u € Q, la funcion y -subarmoénica F +u es no positiva en 0D, y por tanto del T.1

sigue que F+u <0 en D . De esto sigue que w(x)< ~F(x) en D.
Sea { g D : q de coordenadas racionales}= {q iJ= 1,2,...}. Para cada j elijamos una
sucesion {u,’, }c Q tal que u}(q,) T w(q,) y definamos

Vio=u,vulv. vl
v eQ, {v'"} €s una sucesion creciente y para todo j, v, (q ; )T w(q j) para n—> oo . Sea
v (x):= (v;)s(x) para $=S,(z)cD. v,€Q, es y-armoénica en B=B,(z) y v, T
Ademas v,,(qj)T w(q,) para cada g, €B. Sea para xeB, v(x)= '111_11) v (x). Por el

teorema 2, v(x)e A*(B). Si para algun xe< B tuviéramos v(x)<w(x) entonces existiria
una ue€Q verificando v(y)<u(y)<w(y) para y en un entorno de x, S (x)cB,
contradiccion. Entonces v=w en By w es y -armonica en D.

Sea yedD . Veamos que w(x) es continua en y y que vale w(y)=f(y). Supongamos que

[x—y|< & implica | f(x)— f(y)|<&. Consideremos la funcién
(5.14) u(x) = (f(y)—e)lo(;(|y—x|)+kwy(x),
donde k es una constante y w, es una funcion barrera en y para D. w e SUB*(D). Si k es

bastante grande tendremos wecQ. Ademas, si xeD, f(y)-¢&=Ilimu(x)<limw(x).

x>y

Luego, haciendo £ — 0 resulta

(5.15) FO) < lim w(x).
Sea w,(x) :=w(x;—f). De (5.15) sigue que
(5.16) ~ f) < lim w,(x)

Supongamos que ueQ(f;D), u, €Q(-f;D). Entonces u,+u<0 en 8D, y por tanto
u, +u<0en D . De esto sigue que w < —u, enD . Luego, w < -w, y de (5.16) obtenemos

(5.17) S )2 ~limw,(x) = lim (- w, (x)) 2 lim w(x)

(5.15) y (5.17) implican f(y)=1{limw(x), QED.

5G. Sea A=-x*, x>0, D una regién acotada con la propiedad B. En 5D se han dado

condiciones suficientes para que una region tenga funcion barrera en cada punto de su
contorno. En particular los dominios estandar regulares (cf. B, Cap. 3) tienen la propiedad
B

Definimos el nucleo de Green G(p, q;/l) como en el Cap.3:
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G(P,q;ﬂ):iKo(xIP—ql)—H(p,q;ﬂ), p.qeD
(5.18) (A +/1)Hpq; 2)=0, H(p,;1)e A*(D)NC(D)
H(p q, )=——K (xlp q') sigedD, peD

TEOREMA 7. i) Si ueC*(D)NC(D), $cL°(D), (A+Au=¢ en D, u=0 en aD,
entonces

u(p)=~[ G(p.4;4)$(q) dq., paratodo pe D.
if) G(p q, ) (q,p,/l) , paratodo p,geD, p#q.
iii) Sean ¢ L*(D), peD, u(p)= IDG(p,q;/I);é(q) dq . Vale entonces: u<c C(D), u=0
en 0D y

ou ou oG
—e(C(D), i=1,2, —=|—(p,q; A dg .
& © (D), i > !ap‘(pq )(q)dq

iv) Dada ¢ e C'(D)NL*(D) sea

u(p) =~ Glp.4:4)#(9) dq
Entonces, u € C*(D)NC(D), (A+)u=¢ enD, u=0en 3D
v) Son equivalentes las proposiciones siguientes:

a) g (D), $(p)=u| G(p,q: 1) #(q)dq.
b) ¢ C*(D)NC(D), ~(A+A)p=up enD,$=0 en 3D .
vi) Si 1 es la distancia de p a 8D entonces para todo ge D :

K(xl)

0<H(p,q;4
0<G(p,q;2)< ——ME—_—?Q
2
vii) Sea M=diam D. Entonces
! 2 _ 2
G paddas o f L Kila)da=C* (0 <o

viif) 7’ (A= IDXBGZ(p,q; A)dp dg < C*(A)|D|< .+

DEMOSTRACION. Supongamos demostradas i)-iv). vi) sigue de (5.18), Teorema 4 y
principios de maximo para funciones y -arménicas que resumimos en la siguiente
PROPOSICION 2. Sea » una funcién y -armonica real en la region acotada D, continua
en D; y>0.

i) Si es nula en el contorno de la region es idénticamente nula.

if) Si su minimo en el contorno es no negativo entonces # es no negativa y max u =max u.

jit) Mias aun, si u # 0 y tiene un maximo >0 en D, entonces lo alcanza en 8D y no en D;
y si u # 0 tiene un minimo <0 en D, entonces lo alcanza en 8D y no en D.
Resumiendo, paratodo xe D ,
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lu(x)| < sup {lu(r)l redD }.'
DEMOSTRACION. Véanse Ts. 2,3y 7 del Cap. 4, T. 1 del Cap. 5y T. 2 del Ap. M, QED.

Es facil ver que vi) = vii) y que vii)=> viii). Se demuestra como en 3A que /)-iv)=> V).

Veamos ahora la demostracion de i), i), iif) y iv) del T. 7 y en ese orden. A tal fin
introducimos la definicién de dominio estandar.

DEFINICION 5. Sea S un conjunto abierto, conexo y acotado. Diremos que S es una
region estandar (RE) si para todo pe0S existe un entomno circular U de p tal que en él el
contorno esta representado por un arco de Jordan C':x, = f(x,), donde x, y x, son las
coordenadas del sistema movil de referencia del contorno (equiorientado con el sistema de
coordenadas en R*). Respecto al sistema movil:

p=000), SNU={x.x,)eU:x,>f(x)}, f(0)=0,f(0)=0.

Una region estandar es una region normal pues en ella valen los teoremas de Gauss, Green
y Stokes. El contorno de una RE esta formado por un nimero finito de curvas (cerradas) de

Jordan C'. El contorno de la componente de R*\' S que contiene al o es una curva de
Jordan que encierra las otras componentes de 0S. A esta componente de 85 la
denotaremos con la letra J cuando sea necesario.

LEMA 1. /) Sea u#0 y y-armoénica. Sea X (u)= {x eD:gradu(x) = 0}. Entonces el
conjunto #(X(x)) es numerable.
ii) Las curvas de nivel N, = {p =(x,y):u(x,y)= a} para a & u(X(u)), cuando existen, son,

localmente, curvas C”, cualquiera sea n > 0, y con vector tangente no nulo en todo punto.*
DEMOSTRACION. Como los lemas 1y 2 del Cap. 3, QED.
LEMA 2. Sea u(q) una funcién x -arménica en D\{p} que tiende a +oo cuando ¢ — p,

nula en 0D . Sea £ ¢ u(X(u)), D€={q:u(q) > a}, CE={q:O <u(q) <s}, NE={q:u(q) :g}
Entonces, D, es una region estandar cuyo contorno es N,. Ademas, D, TD si 4 0.¢

DEMOSTRACION. De la Proposicion 2 sigue que # #0,u >0 . Luego, de la Proposicién 0
sigue que u# >0 en D. Como en cada uno de sus puntos N, es localmente una curva C? con

tangente no nula, tiene alli una normal con la direccion del gradiente de u. Luego, en todo
entorno de un punto de N, hay puntos de D,y de C,. En consecuencia 8D, = N,. Mas

—gradu
lgradu|

aun, si n es la normal exterior a D, en un punto ge N_, entonces n =

Ou
5.19 —(q)=— |grad u| <0.
(5.19) ——(q) =~ |gradu
Para demostrar que D, es una RE basta ver que D, es conexo. Y para esto, que todo punto

de D, puede conectarse a p con un arco de Jordan contenido en D, . Supongamos p, € D,

no conectado ap,y T, ={ qe D, : q conectado en D, ap,}. Entonces T, =To y o, cN,.
Luego, por la Proposicién 2, u<g en 7T,, contradiccion. Como u es positiva en D
obtenemos D, T D, QED.
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ifySea £>0y D,cD unaRE, N,=08D,. Sea D, , =D\S (1),5,(0) cD, y ueC*(D).

Entonces, si do, denota al elemento de superficie, tenemos:

(5.20) [ Ge.g0@0+pu@)-u@)a, + HG(t.q,2))dg=

&

=ID5 (Gt.q:0) Au(g) - u(@)A G(t.g:1)) dg = IDL G(t,q; 1) (A= x*)u(q) dg =

= (G%—uﬁlda = (G%—uﬁ)da —j (Géu——u—ag)da :
D, , on 7 v On on T Ntgl=r=y 0

En particular, siu=1,

(5.21) -|

De.p

oG

oG
G(t,q;l)xqu=—J'N a—ndoq +| —do,.

r=n
Si v es continua en un entorno de € D_, teniendo en cuenta la definicion de G y el teorema
1 del Cap. 4, se verifica,

G
(5.22) - L—q|=r5(”q; AW(q) do, ——> v(t).
Luego, (5.22) con v=1 y (5.21) implican, teniendo en cuenta vi), que
G ,
(5.23) fN —(Ej(t,q;/l) do, :1—[[0 G(t,q;A) da, =0(1).

Para & ¢ w(X(w)) definimos D, como la region asociada en el Lema 2 a la funcion y -

armoénica w(q)=G(p,q; ). Como ;E(p, q;A)<0 en N, (cf. (5.19)), de (5.23) sigue que:
n

, oG ‘ _r |0G _
(5:23') 0< L:(aj(!”q’ Ndo,=[, “Za;(p’ % A)l do,< 1.
Luego, de (5.23) se obtiene para todo pe D :
. —_— : - 1
(5.24) O<IDG(p,q,l)dq—£n_g J'DEG(p,q,/l)dq <7.

Sean pgeD, §=S(HUS (D, S,(pNS (=D, ScD,. Si u(s)=G(p,s;4),
v(s) = G(q,s; 1), obtenemos en analogia con (5.20):
ov  ou
0= J.DE\S(uAv - vAu)ds :(J.NE - LS )(ua—n— va) do,

y entonces,

v ou oG oG
(5.25) Nj (u——=v—")do= L_qlzvu(s)gn—(q, s;A)do - js—p|=n W)= (p,s D) do +

+0(nlogn) .
Haciendo tender 77 — 0, usando (5.22), resulta
o o
(5.26) [@Z=-vE) do=ug)-w(p)=G(p.:1)~Glg, p; 4) .
v, on  on

Como u=¢ en N, usando (5.23°), (5.24) y el teorema del valor medio, obtenemos para el
primer miembro de (5.26), con cierto 8(¢) e [min v(t), max v(t)], te N_, que:
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I(u«—-v—) do= g_[ —(¢,5,4)do, -0 O()=& O(1) -0 O(1) ——=—0. En efecto,

NE — 8D para £ 0 porlo que 8 =6(g) > 0. O sea, G(p,q;4)-G(q, p;A) =0 y también
H(p,q;4)-H(q, p;A) =0 para todo par (p,q)e DxD .
7) De (5.20) resulta (r =|p—q|):

ou oG ou 0G
(5.27) jG(p,q,,l)(p(q)dq j (G——qudaq—L”(Ga—r—ugr-jd%
De vii) y (5.22) y hamendo tender 77 a 0, obtenemos:

ou oG
5.28 G(p,q. A di={ G -4 \do -
(5.28) [6wania=] (65 -uST)do,-u(p

Utilizando (5.23), la férmula de Green y el teorema del valor medio vemos que la integral
en el miembro derecho es igual a,

8st§”—"qu +8(8)INE_66_§dO"’ =8[!(¢+xzu}iq +8(g) O(1) —=—0.

Luego, [G(p,g,4) #(g)dq =-u(p).

iif) Supongamos que {p,,} <D, p,— peD. Entonces, por vi), {H (p,, .;/1)} es una
sucesion de funciones  y-armonicas uniformemente acotadas. Mas  aun,
supﬂH(p,,,r; AD-H(p,,r; ﬂ)| re 6D} —~> 0 para m, n— o . De la Proposicion 2 obtenemos
que {H p.,.q; /1)} converge uniformemente para geD . Como para xy en D vale
H(x,y;A)=H(y,x:A) resulta que {H(pn,q; l)} converge a H(p,q;A) si gqe D vy por
tanto en D . Sigue entonces la

PROPOSICION 3. H(p,q;A) es continuaen DxD .

Como en F del cap. 3 se prueba ahora que #=0 en 0D y que u € C(D). Pongamos,

(529)  u(p)= % [, Ko (zlp-a) #(q) dg - [, H(p.a;2) $(q) dg=v(p)+ L(p).

L(p)eC*(D). En efecto, L(p)e A*(D). Esto se prueba como en el Lema 4 del Cap. 3
utilizando la desigualdad de Hamack (5.5) y la simetria de H(x,y),(x,y)eDxD. La

demostracion se hace en detalle nuevamente en el Lema 1 del Cap.6.
Para finalizar, v(p) puede descomponerse de la siguiente manera (cf. Ap.F):

(5.30) W(p)=0d(p)+ | T(p.q) $(q) dg=cp(p)+¥(p),

2 2
donde T(p,q) = |p -4’ loglp—alJR(p~4]
Entonces, aplicando el lema 1 del apéndice F se ve que V(p) e C*(R?). O sea, que

(5.31) u(p)-op(p)=L(p)+¥(p)e C*(D).
Como o¢ € C'(D), queda probado iii).
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V) Si ¢eC'(D) entonces opeC’*(D) y de (5.31) sigue que ueC?(D). Ademas:
(A— ;(z)v=¢ en el sentido de las distribuciones, (cf. Cap.4, T.1, ii)). Como Le A*(D),
(A- 2 l=(a- 2> kv+L)=¢, QED.

Definimos para y =0 y en el caso que D tenga la propiedad B para el operador diferencial
A aG(pq )‘—G(p,q;O)‘

M .
G(p,q 0)=— log|p ql—H(p,q), p,qeD, M =diamD

(5.18') <A(H(p,q))—0 enD, H(p,)eC(D),
H(p,q)— log M si qedD, peD,

P-4

Vale el siguiente resultado donde A =—x°, (cf. Cap. 3).

TEOREMA 8. j) Si D es un dominio acotado con la propiedad B para A— x>, ¥ >0,
entonces puede definirse un nucleo G(p,q;4) verificando las condiciones enunciadas en
(5.18)0(5.18') segunsea y>00 x=0.

Jjj) Si el niicleo G(p,q;—x*) satisface (5.18), o bien (5.18'), entonces tiene las propiedades
i)-viii).

DEMOSTRACION. ) sigue de la definion de la propiedad B y el Teor. 4.

Jj) (5.18)=> i)-viii) es lo que realmente se probo en el Teor. 7. Cambiando K,(x|.|) por

M
logﬂ,
SH. Sea ¢,(x), n=1, 2, ..., autofunciéon de —A y sea o, el espectro de —A . Entonces,
(5.32) ~-Ag,=A8,, $,=0endD, ¢ cC(D).

Estas funciones son indefinidamente diferenciables en D. También son autofunciones del
operador metarmoénico pues A >0 y:

se repite esa demostracion para probar (5.18') = #)-viii), QED.

(5.33) -(A+2),=(1,-1)p, , A=—2".
Luego,si pe D, setiene,

8.(p) _ :
(5.34) e [, Gp.a:2) 4,(9)dg

Si {cn} son los coeficientes de Fourier de G(p,q;A) respecto del sistema ortonormal
completo { ¢, }:

4,(p)
5.35 c (G(p,;A)=
(5.35) AG(p,54)) = 14
En consecuencia, de vii) Teor. 7 sigue que
(5.36) Z 4,(p) <C*(A) <w paratodo pe D,
= (4, =)

que como sabemos vale aun si A =0. El desarrollo
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_—9.(p),(q)
-2 ,1}“) Z A (A -2)’

es valido entonces para todo pe D, 1<0, en la topologia de L*(q < D). Mas atin, la serie

G(p,q;A)-G(p,q) = Z¢ (p)[

converge absoluta y uniformemente en g e D , como se deduce de (5.36). Vale el
TEOREMA 9. i) Sea pe D . La serie

533) i3 (@)

= 4,4, -4)
converge absoluta y uniformemente en g€ D a la funcién continua en ¢: F(p,q; 1) .
i) St F(p,A)=F(p,p;1), vale
(5.39) F(p,A)= li 4, (p) =lim (G(p,q;4)-G(p.q)).

TA (A, —4) aor

F(p,1) es continua en Dx (C\o,) y para cada p es meromorfa en A. Sus UGnicas
singularidades son polos simplesen A=14_,n=12,....
DEMOSTRACION. Resta solo demostrar i7). Sabemos que para cada p,

(5.40) fD G*(p,q) dq :}E?“;Tp).

n

Una aplicacion del teorema de Dini sobre convergencia monétona de funciones continuas
asegura que la convergencia de la serie en (5.40) es uniforma en pe D . Supongamos
ahoraa A en un compacto contenido en C\o, ymtalque RedA<A <A . Sin>m+r

tenemos
(5.41) NI ) O S
] Ll PR e g
Escribamos: F(p,1)= Z Z . Entonces la ultima serie tiene por mayorante, salvo

n=1 n=m+r+l

por un factor constante, a

2 $i(p) 1 é, (P)
(542) 27 (A -1 <ns>‘3,+,(1 i/ j 2 '

m+r+l by m+r+!

El miembro derecho tiende a cero uniformemente en D para r — o, QED.

5I. PROPOSICION 4. Sea u(p)z_[D G(p,q;~x%) f(q)dq donde felL'(D) y D esun

dominio como en el Teorema 8. Si f se anula en un abierto U — D entonces u existe y es
x -armonica en U,

DEMOSTRACION. Supongamos que S,(f)cU . La funcién u(p) es continua en U.
Utilizando (5.1) y el Teor. 5 obtenemos,

J, o 0)=] f@da [ Glpg-2")dos ()=
=1,(xe) fDG(t, a—-x1°) f(@) dg=1,(x¢) u(t), QED.
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CAPITULO 6
DOMINIOS CON LA PROPIEDAD G. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE
LOS AUTOVALORES: METODO DE T. CARLEMAN. UN TEOREMA DE WEYL.

6A. Antes de entrar en el tema continuaremos con la clasificacion de las regiones planas,
que supondremos acotadas, cuya definicion se impone debido a necesidades conceptuales
de la teorla. Ya introdujimos la definicion de region de Jordan y la de region
perimetrizable (intr. al Cap.3). También la de region con la propiedad B respecto del

operador A— y* (Cap. 5). En la proxima seccion se demuestra que una region de Jordan
tiene la propiedad B respecto de A— y* para todo y >0 .

Si y =0 este es un hecho bien conocido. Recordemos su demostracion.

Sea p,eJ =0D y s un punto exterior de J lo suficientemente alejado como para que la
circunferencia C de centro p, y radio p=|p,—s| contenga en su interior a J. Existe
entonces un arco de Jordan K con extremos p, y s el cual -salvo por esos puntos- esta
contenido en el exterior de J y en el interior de C. En el recinto simplemente conexo

formado por los puntos interiores a S,(p,) y no en DUK puede definirse una rama de
1

log(z~p,) - IOng - po|
De un dominio D se dira que poee la propiedad S si el conjunto abierto

(6.1) A@W)={peD:dist(p,dD)<t}, 1 >0,

es tal que su area ]A(t)| =0(t°) para cierto £¢ (O,l] fijo y t—>0. Una region

log(z - p,). Entonces R{ j es una funcion barrera para D en p, .

perimetrizable tiene la propiedad S y con £=1. No necesariamente tiene la propiedad S
una region de Jordan arbitraria (cf. [BP2]).

Finalmente diremos que un dominio D posee la propiedad G si existe una funcién G(p,q)
definida en Dx D, continua en DxD\{(p,p): pe D}, tal que G(p,q)=0 si gedD y
verifica:

B (p.9)eDxD, p=q=G(p,q9)=G(q,p),

9 0<G(p,g)<x, (p,g9)e DxD,

n [[G*(p.q)dq<C* <, C=cte, peD,

1) para cada pe D y M=diam D, G(p,q) ——zilog—-—'M—| =(0(1) enun entorno de g =p.
3 pP—q

|
@) ue C*(DYNC(D), pL°(D), Au=¢ en D, u=0 en oD implica
(6.2) u(p)=-| G(p.q)4(@)dq, peD,
N ¢eL*(D), peD, u(p)=[ G(p,9)$(q) dg = uC' (D)NC(D), u=0 en &D.
d) ¢ e L*(D)NC'(D) = (6.2) define una funcién en C*(D)NC(D) tal que Au=¢ en D,
u=0en OD.
Es decir, G satisface en D las propiedades i), ii), iii), iv), vi), vii) del nucleo de Green del

Teor. 1, Cap. 3. Por lo tanto son validas las proposiciones viii) y v) para esta regién y el
desarrollo en autofunciones, (cf. Teor. 2, Cap. 3). En particular tenemos
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(63) G(p.q)=3 L DD o 12y,

n

donde {@, :m=12,..} es un sistema ortonormal completo formado por autofunciones

reales del problema de Dirichlet homogéneo. En el Cap. 3 se probod que toda region de
Jordan tiene la propiedad G.

6B. Sean De G, A=-yx*, x>0. Definamos para pe D, geD ,

: 8. (P)g, (q)
(6.4) F(p,q;A) = Zl G A
(6.5) G(p.4;4) =G(p,q)+F(p,q;A).

Entonces, F(p,.;A)eC(D), F(p,r;A)=0 si redD; G(p,q;1)= G(q,p;A) st p=gq,
(p,q) € Dx D, (cf. Teor. 9, Cap. 5). Ademas, G(p,q;A)=0 si (p,q)e Dx D .
Como (A .t /1)45,, =(4A-4,)¢, resulta en D\{p} y en el sentido de las distribuciones,

(Aq +’1)G(P,q,/1):lG(p,q)—,1iM:O

n=| ln
Es decir, G(p,.;4) es x -armonica en D\{p}, (cf. Cap. 4). Definimos,
(6.6) H(p,q;2)=-G(p.q; D)+ Z(p,q; A) qe D \{p}
donde
1 M
Z(p.q;4) = —K o(lp=9)| st 2>0, Z(p,4;0) = >—log—— a

Entonces, H(p,.;0) es armonica en D\{p}. De 1) sigue que es acotada en un entorno de p

por lo que tiene una singularidad evitable en p. Por tanto es arménica en D.
Analogamente se demuestra que H(p,.;A) es y-armonica en D (cf. Cap. 4, Teor. 1-3).
Luego,

G(p,q;A)= -H(p,q;A), A=-x*<0,

Ko(l|p_ql)
27
H(p,q;A)=H(q,p;A) si (p,q)e DxD

6.7) X ‘
(A, +2)H(p,g:4)=0,  p.qeD
H(p.4: )= szp@ si (p.q)eDxdD

donde H(p,.;4) e C(D) y es indefinidamente diferenciable en D por ser y -arménica alli.

TEOREMA 1. Las propiedades 7)-viii) del Teor. 7 del Cap. 5 son validas para el nucleo
G(p,q;A) si D es una region con la propiedad G. En particular, si D es una region de

Jordan.*

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1. Es suficiente demostrar las propiedades i), iii), iv),
y vi). En efecto, la ii) sigue inmediatamente de (6.7). vi) = vii) y wii) = viii) se prueban
como en el Teor. 7 del Cap. 5. También vale la implicacién i)—iv) = v) que se prueba
como su analoga del Cap. 5.

Veamos vi) suponiendo 7), iii) y iv). Bajo esta hipotesis vale el siguiente resultado que
designaremos como Corolario 1 al Teorema que estamos demostrando.
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COROLARIO 1. Una region G tiene la propiedad B para el operador A— x* cualquiera
sea ¥y =0.¢

DEMOSTRACION DEL COROLARIO. Supongamos 0e 8D . Bastard encontrar para p=0
una solucion de (A+Aw=0, w=|x|’ en @D, A=-z*. Pongamos w=u+[x". Es
suficiente entonces hallar una solucion del problema: (A + A)u = —4 - l(xf + x§) ul, =0.

La existencia de tal » sigue de 8) si ¥y =0 ysi y #0 de la supuesta proposicion iv), QED.

Tenemos ahora a nuestra disposicion el Teor. 4 del Cap. 5. Luego, vi) se prueba como en el
Cap. 5 recurriendo a la Proposicion 2 del mismo.

/) Debemos mostrar que ueC*(D)NC(D),pecl®(D),(A+)u=0u=0 en
oD = u(p)= —IG( P,q; A)¢p(q)dq . Observemos que de (6.3), (6.4) y (6.5) se deduce que

s 2.(P)8,()

(6.8) G(p,; )= ) (en L*(D)).
Si w(p)=- IDG( P,q,A) #(q) dq , entonces

(6.9) "p)=-3 7 =Dy e o))
Luego, en el sentido de las dlstnbucmnes:

(6.10) A=z )w=Fc. )¢, =¢.

Por tanto, (A - ZZXW —u) = 0. Por otra parte (cf. (6.5)),
w(p)=~[ G(p.q) $(9) dq - [ F(p.q:4)$(q) dg=w,(p)+w,(p).
De 7) sigue que w, e C'(D)NC(D), w, =0 en 8D . Ademas,

(6.11) —w,(p)= Z/;C (ﬁ)(ﬁip) Z/;C"_(im"ﬂ(p)'

La primera suma define una funcién continua en D, nula en el borde. La serie en (6.11) es
en modulo menor que un £ >0 dado si N > N, (¢) y uniformemente en pe D, (cf. 1) 6A).

Es decir, |w2 ( p)| <Z2& en un entorno de 0D . En consecuencia, puede extenderse en forma

continua hasta el borde y de manera que w,(r)=0 si redD. O sea, w—u se anula en
redD yes y-armonica en la region. El principio de maximo asegura ahora que u=w.
De paso observemos que

612 (A= b, =(a- 2] - F(p.q:2) #(q) dg)= 1] G(p.g) #(a) dq.

iif) Debemos probar que ¢eL” u(p)= j‘G( 0, 4; A)#(q)dq = ue C'(DYNC(D), u=0 en
oD . De lo dicho se desprende que basta mostrar que u € C' (D). Del Teor. 1 Ap. F e i) del
Teor. 1 Cap.4 se deduce que w € C' (D) es consecuencia del siguiente lema (cf. (6.7)).
LEMA 1. Sea h(p)= LH(p,q;ﬂ.) #(q)dq y ¢ < L”(D). Entonces (A——xz)h =0.¢

En efecto, K, (r)=—logr +(1-1,(r))logr + P(r) . Es decir,
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(6.13) K, (z|x)) = -logl+O(x), con QeC'([0,)).

DEMOSTRACION DEL LEMA 1. El teorema de maximo para funciones y -armoénicas
(Teor. 6, Cap.4) implica que si p, — p entonces H(p,,q;A) converge uniformemente.
Luego, lo hace a H(p,q;1). Entonces, de (6.7) obtenemos H(p,q;A) e C(Dx D). Esto
implica que si { ,,}CD converge a ge Dy peK , K compacto contenido en D, vale
H(p,q,;A)——>H(p,q;A). En consecuencia, (A, +VH(p,q;A)=0 y H(,q;1) es
X —armoénica para todo g€ D .

De la desigualdad de Harnack (cf. (5.5)) sigue que si pe K cintK'cK'cD, qeD , K’
compacto, entonces:

(6.13") OH(p,q;, ) <1 |H(p,q;/1)|
Pp,  (paxKD dist(K,0K") ’
ysi pe K, cintK, ge D, K, compacto, entonces:
(6.137) CHP.GA|_, |H (p.q; )| |
| W0, | (rawin dist(K,0K") dist(K,,0K)

O sea las derivadas de cualquier orden de H (p,q; 1) respecto de las componentes de p estan
uniformemente acotadas para pe K cc D, ge D . Luego,

ai+jh 3 aHz + f .
(6~14) 6p{0p{ (plapz)_”’D 6p{3p{ ((pl’pz)v(ql,qz)v’l)¢(q|,qz) dqlqu
y (a-27)h=([ (o, - 2*)H(p.q:4) $(g) dg =0, QED.

iv) Debemos demostrar que ¢ € L°°V(D) NC'(D),u(p)=- I G(p,q; )d(q)dg =
D

ueC*(D)NC(D),u=0 8D, (A+Au=¢ en D .
Veamos que u € C*(D). Para esto observemos que vale (cf. iii),
ou _

o 1
6.15 G(p,q; A dg=—-——|[ K,(z|lp- dq .
(6.15) > apj (P.4:2) 4(q) dq -y [ Ko (2lp-a) #(9) dg

Sea ¢=f+g, f=né, n€Cy (D), n=1 en un entorno de p. Entonces la Gltima integral
es igual a -

(6.16) [, Ko(xlp-a) g(9) da+ | Ko(xlp-4)) f(9) dg

La primera integral en (6.16) define un a funcién C* en un entorno de p y la segunda es tal
que

©1) 2 [ Koo~ /@) dg=[, Ko Gdp~a) L

T

De iii) y el Lema 1 sigue que la segunda integral define una funcién C' en un entorno de p
y resta solo probar que (A+A)u =¢. Pero esto es consecuencia de (6.10), QED.

Resumiendo: hemos demostrado que si una region tiene nucleo de Green para el operador
A (propiedad G) entonces tiene nicleo de Green para A+, 1<0.
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6C. TEOREMA 2. Un dominio con la propiedad B para algin y >0 es una region G y

reciprocamente. ¢
DEMOSTRACION. La reciproca esta contenida en el Corolario 1.

Si D tiene la propiedad B para un y>0 y A=-x", entonces por el Teorema 7, Cap.5,
existe G(p,q;A) con las propiedade i)-viii). Esas propiedades implican que ¢,(p) verifica

(6.18) -A,=Ap, & =0endD, ¢ eC*(D)NC(D)
si y solo si verifica
©19)  $,(P=4,-D[ Gp.e: Db, Ddg,  ¢,eL(D).

También que, normalizadas las @, {¢" (p):n=12, ... } es un sistema ortonormal completo.

En efecto, vale el
TEOREMA DE LAS AUTOFUNCIONES. Los autovalores del problema

~(A=x)v=puv, x=0,v=0en aD, ve C*(D)NC(D), verifican u> y*=:— 1. Son de
multiplicidad finita y pueden ordenarse en forma creciente y° <y <u, <., u To. Las

autofunciones correspondientes normalizadas {¢n} estan en C(D) y pueden elegirse reales.

Ellas forman un sistema ortogonal completo tal que Zﬂzp) = IG( P,q. A)dg<C? <o ¢
1 n D

DEMOSTRACION. Como el Teor. 2 del Cap. 3, QED.
Continuemos con la demostracion del presente Teor. 2. De (6.19), y para p € D, se obtiene,

8,(p) 2
(6.20) G(p.q: )=, G /1)¢ .(q) en L*(ge D),
(6.21) g(—f:,;%))_z=f° G*(p,q;A)dq <C? < paratodo peD.
Definimos ahora
9.(r)¢,(9)

(6.22) G(p,9)=G(p,q; 1)~ /12 =G(p,q; 1)~ F(p.q;A).

A,(4,—4)
F(p,q;4) es continua en qeD y F(p,q;1)=0 si gqedD. Por tanto, en
Dx3dD,G(p,q)=0. Por otra parte, en el sentido de las distribuciones, (cf. (6.20)),
(6.23) A F(p.g,a)=-2> 2P0 () (lp)"ﬁl(q) ~AG(p,q; 7).
n=1

Luego, en D\{p},

AG(p,9)=4,G(p,q;4)+AG(p,q;4)=0.
En efecto, la G(p,q; 1) entre manos es y —arménica en D\{p}.
(Esto puede demostrarse también de la siguiente forma. La distribucion,

T=~A,+A)G(p,g;A)=D 6,(p)b,(q), es tal que aplicada a [ verifica
If =Y ¢, ()b, =f.Osea, T=5,. Luego, G(p,.;A) es y —armonica en D\{p}.)

En consecuencia, G(p,.) es un a distribucion arménica en D\{p} y por tanto una funcion

1
armonica alli, lo mismo que —-log

| | La funcion H(p,.) definidaen D por
pP—q
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1 1 M
H(p.q): ——log ~G(p,q)=5=(log—— - K, (x|p- ) ))+O()
P-4l 2z "lp-q|
es acotada en un entomo de g = p. Luego, H(p, . ) es armonica en D. Resumiendo, hemos

ﬁ—H(p,q) coincide con el nucleo G(p,q;0) de (5.18’). Del T.8
pP—q

Cap.5 sigue entonces que G(p,q) satisface las propiedades i)-viii). Es decir D es un recinto

G, QED.

probado que —1-log
2

COROLARIO 2 (TEOREMA DE LOS DOMINIOS). Un dominio D tiene la propiedad
B paraun y >0 siy solo si la tiene para todo y 20, y siy sélo si tiene la propiedad G.¢
NB. Obsérvese que la definicion de la propiedad G no exige que G(p,.) sea armonica en
M

P-4

D\{p} sino solamente que G(p,q)— ! log =((1) enun entorno de g=p.

8. (p)
12

n

6D. Como ID G (p,q9) dq =Z , integrando respecto de p obtenemos,

Z;—z= o G’ (p,q) dp dq . En consecuencia,
(6.24) Z—<oo A, —>® Z(ﬂ'n—./ln-—l)zw'

m<n

Sigue entonces que para infinitos valores de 7 vale:

(6.25) <A -2,

n+l

DeﬁmmosQ—{n AL_ w1 — A, > Y para neQ,Rn:—/ll”zﬁ"—.Luego, si AeC\o,,

| @) | 6@, | A |

(4, - )4, | 2 n |4, —Al
ademas 1eT, ={1:]4|=R,},
(6.26) max l lSmaxI 2 Is

l Iﬂ’h _Rn .)'

<P 2/1,.+1 <22, <164 . "

/1’“_1 - Rn A’n+1 —/ln
Resulta entonces (cf. (6.4)) para
Foidy=F(p.pid) =13 %P

’ ’ 2,(2,~-24)°

(6.27) |F(p,,1)|<16|/1|z¢;p) AeT,, jeQ.

m=1 'mt
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Definimos ahora, para ne 0, la curva C, como en la figura y donde ae (0,21). Sea s un
nimero complejo con Res > 6. Estudiaremos para éstos la funcion ¢(p;s) definida por

O F(p,S) é;(p)
(628)  §(p;s)=lim—— Ln dA=lim Z—-S .

La parte de la integral sobre I', en (6.28) es 0(/1;') pues |F(p; )| <16C zjﬂr, (cf. vii) Teor.
1, Cap. 3). Luego, para n — o,

1 di &6 (p)
6.29 —_— -F(p;, -y L=
(629) Za ke, FPA G 227
F(p,A) iy € oy ae'’
P - di — |F(p;t F(p;ae +
T I P ey I (prae”) oy 40
K in e” —s isw —isw i ip\l-5 :
+J'F(p;te' )— dt=fF(p;—-t)t (" —e )dt+J-F(p;ae *Yae'®) 7 ide
d (tem)s / el

Luego, como Res>6,
b J- F(p;A) di=Sens7
2m r

C,\T,
El ultimo término define una funcién Z,,

IF(p,—t)t dt ———JF(p ae'?Yae'?) *dy .

(6:30) 2 == [ F(piae)e =" dp,
continua en (p,s)e DxC y anali_t;:':;ntera en s para cada pe D . Luego,
(6.31) p.5)= Z¢ (p) SenS”jF(p )17 dt+Z,(p:s).
Por otra parte, si y >0, de (6‘5) y (6.7) se obtlene,
(6.32) F(p.2)=H(p,p)-H(p,p; 1)~ 1°2g7[ X 1d, d=cte
Luego,
tlog/t Jt

dt+(d+H(p,p))J' Tﬂ%—{i——’ldt.

La func1on de Kelvin verlﬁca la siguiente de51gualdad (cf. A Cap.4),
(6.34) K, (x)<e ™K (x/2).

Y de esto que si 0<b<x entonces K, (x)<e *?K (b/2). Luego, de vi) Teor. 7, Cap. 5,
sigue que si a <|4|,

(6.33) J‘F(p, Nt dt = —j

a

(6.35) H(p, p;—xz)sm <etH? Ky, Vaf2)
2 21

Luego, la tltima integral en (6.33) define una funcién Z,, entera en s:

donde /,=dist(p,aD).

2s5-1

TH(p,pi-1’
(6.36) Z,(p;s)= 2]M dy .
- Ja
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LEMA 2. ¢§(p;s) es para cada pe D, prolongable a C como una funcién meromorfa con
un polo simple en s=1 con residuo 1/47 como unica singularidad:

o(p;s) :14—7;+ Z(p;s), Z(p;s) enteraens.*
s._.

DEMOSTRACION. Sea s tal que Re(s)>6. La suma de los dos primeros sumandos del
miembro derecho de (6.33), luego de una integracion por partes, se reduce a:

6.37) ~@+H(pp) , logVa 1 |,

1-s 2r(1-s) 4x(1-s)
De (6.31), (6.33) y (6.37) sigue que ¢(p;s):L1+ Z(p;s). El residuo T de ¢ en s =1

s_...
vale:
sensw 1

6.38 T=lim(s-1 :8)=lim—-—————ag'"~=— ED.
(638) im (s=Dg(ps) = lim = Fa =, Q

6E. Para comenzar el estudio del comportamiento asintotico de los autovalores del
problema de Dirichlet veamos el
TEOREMA 3. Sea D una region G. Entonces, paratodo pe D,

2.81(p)
=y para N —>o0 ¢
Ay 4r
DEMOSTRACION. Si Res>6:
(6.39) $ois)= 4+ Zpi)= Z"’ P) - [ da(x)

donde a(x) es una funcion mondtona, no decrec1ente, no negativa, a puros saltos en los
puntos A, €0, :

0 Six</1‘1

(6.40) VNS 2 p) sid <x<d,

Un teorema de Landau sobre series de Dirichlet con coeficientes positivos asegura que la
abscisa de convergencia de la serie en (6.39) es Res=1, (cf Ap. D, Cor.). Un teorema
debido a Ikehara, (cf. Ap. I), es aplicable ahora a la integral (6.39) y asegura que

(6.41) fim@3) - L
X0 X 4

En particular,

(6.42) Jim &) _ 1

=—, QED.
Now 4 4 Q

6F. ESQUEMA DE UNA DEMOSTRACION DE T. CARLEMAN DE UN TEOREMA
DE H. WEYL. Recordemos que para Res > 6:
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(6.43) #(p;s5) = Z¢ /1(Sp)
= ﬂ%_*/_—g — 1 1-s SENS7T sensrz dt _
{ 2w e 4,;(3_1)}" 261 I(H(p p)-H(p,p;- t))
__ 1 sensrw .
- 472'(5—1)+Zz(s)+ 6(p;s),

donde d=cte., Z, es analitica entera y 6(p;s) representa la ultima integral. Integrando
respecto de p,

(6.44) I¢<p,s)dp Z - ” |D|Z() je( 5)dp.

Supongamos que la ultima integral deﬁna una ﬁmczon Z,, anahtlca regular en Res>1y
continua en Res >1. Definamos:

(6.45) ) = { 0 si x<A

n siA <x<A,

Entonces, el miembro izquierdo de (6.44) puede escribirse como fx“dﬂ(x). Una

aplicacion del teorema de lkehara daria

t D
oo st
t B ¥ 1
o n D] | . a
En particular, —74— O sea, si denotamos con C?, o mejor con C*(Res>1), ala
T

n

clase de funciones regulares en Res >1, continuas en Res > 1, tenemos

LEMA 3. Sea D una region G. Si Z,(s) e C?(Res >1) entonces

(6.47) a -
D)

6G. TEOREMA 4. (H. Weyl) Sea D una regién G con la propiedad S. Entonces, para
N >,

N

> 6.(p) .
- i=1
l) PO, N

N D]
4rn
7)) A, ~ .
D)

DEMOSTRACION. i) sigue de ii) y el Teor. 3. Demostraremos i7) probando que bajo las
hipotesis mencionadas al integrar sobre D a cada sumando de

(6.48) 6(p;s)=[(H(p,p)-H(p,pi=0)) 1 dt,

obtenemos una funcién en C*°.
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Sea a<A<wo, Res>1. Entonces, por (6.35), si s permanece en un compacto,

. 1-Res
0< H(p/{lg 2 A) <K, (JI l,) a . En consecuencia, la existencia, regularidad y
continuidad de
(6.49) Z,(s)= [dp[H(p,p-1) t*dl,
D a

0

K,(JA1!
quedara probado si mostramos que J'dpJ‘—O—(/l—p)dl <o, (cf. Lema 1, Ap.F).

D a

Sea t= «/I lp. Tenemos

2K,y (J21, o o

a

0411 00 0l E 1 Y

= [K,(Nau) O du +TK(,(J214)Hdu =0(1),

u
pues K, (.) crece como logaritmo en el origen y decae exponencialmente en el infinito.

Analogamente se prueba que H(p, p) € L'(D):
1 M Cdt My dt
(6.51) IH(p,p) dp = ﬂH(p,p)l dp S——Ilog—dp < Idp_[—— ”{t > lpa—-—()(l),
D D 275 lp Do, L5 d
QED.

COROLARIO 3. Si D es un dominio perimetrizable entonces valen /) e ii) del T 4.+
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CAPITULO 7
OPERADORES HIPOELIPTICOS.

7A. El soporte de una distribucion T es el complemento del mayor abierto donde 7 es nula.
" El soporte singular de T es el complemento del mayor abierto donde T coincide con una

funcion C* . Vale: sop singT csopT. Si A es una distribucion de soporte compacto entonces
sop A*T < sopA + sopT, (cf. [H]). Analogamente,

(7.1) sop sing A* T c sop sing A+ sop singT.

Sea P(¢) un polinomio: P(&)=Y a, & £ y P(D) el operador diferencial

a h a In
Por=Ta, (o] () <Zewaptpr
1 n

Luego, si u,ve C;, entonces (D,u,v)=(u,D,v) donde (u,v):‘[uﬁ dx. Ademas, si

P(D)u = f, u una distribucion cualquiera, entonces

(7.2) sop singu > sop sing f.

DEFINICION 1. P(D) se dice hipoeliptico si P(D)u = f implica sop singu = sop sing f. ¢
PROPOSICION 1. Si T es una distribucion en el abierto Uy P(D) es hipoeliptico entonces
P(D)YTeC” enUimplica T€C® en U. *

TEOREMA 1. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

i) P(D) es hipoeliptico,

ii) P(D)u=0 en el abierto Q implica u € C” en Q,
iii) Existe solucion elemental £, P(D)E =4 , tal que sop sing L = {0} .
DEMOSTRACION. jii)=>i) Sea ¢ =1 sobre el compacto K contenido en el abierto Q
donde feC”. Luego,si 0< ¢geCy (),

P(D)(¢u)=P(D)u+P(DY(¢-Du)=f +P(D)($-Du)
Entonces, sop sing P(D)(¢u)C {x;¢(x) #1,0}=B. Como P(D)gu)*E=¢u, de (7.1)
obtenemos: sop sing P(D)(¢u) + sop sing E O sop sing ¢u . Y de (7.2) sigue que
sop sing gu — B . En consecuencia, u € C® en .

/)= ii) Sigue de la definicion. ii)=>iii). Existen soluciones elementales (cf. Teor. 6).
Luego, todas ellas tienen su soporte singular igual a {0}, QED.

7B. Sea { =(¢,,....¢,)€C", P({)=0. Entonces

(7.3) u(x)=e"~s*

es solucion de P(D)u =0, pues P(D)u=P({)u.

TEOREMA 2. Sea {{"} una sucesion de #-uplas en C" tal que: P(¢*)=0, ‘Re("l —> o,
|Im§ k l < M =cte. Entonces P(D) no es hipoeliptico.*

DEMOSTRACION. Si » ¢, expi <{*,x > converge en el sentido de las distribuciones a T

entonces

(7.4) P(D)T:chP(C")expi<C",x>:0.
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Supongamos para fijar las ideas que n=1, {* =¢,

|—) . Es posible encontrar una

solucion numérica real {c,} tal que

7.5) z|ck|<|~‘ z| ,rg,¢|<“fN| I,

k=N+1

Por ejemplo ¢, =47" sirve si |§k+1| > 7rl£,|. Esto ultimo siempre se puede lograr pasando a

una subsucesion de {£,}.

<0
Sea u = c, expié,x . Entonces,
k=0

|u(x +7r/¢'N)—u(x)| = ‘— 2c, expié x + ch (expi&, (x+7r/§N )—expié x)| =
x+7f5n ’
i£, Iexpié"kt dt

0 N-1
= 2|CN|‘NZIZ|CI:|_;|C/:|
" .

En consecuencia,

2 fou| = Y leid w2 2len 2.

a7/ ) )] _ |yt |

S Pl
y u no es diferenciable en ningun punto.
Si n=1y (*=¢,+in,, con |p|<M . |E|—>o, se puede modificar la demostracion

(7.6)

> 00

’

precedente para obtener que u =Y ¢, expi{*x no es diferenciable en ningin punto. En
k=0
efecto, la expresion

Y Yoy expid N x + ch(expié"‘(x+7r/§N)—expié"‘x) ,

N k2N
sera del orden del primer sumando si los coeficientes verifican:

- N-1
(7.59) Zlck| < c(M)|cN|; ZICkfk! < c(M)|cN¢’N | —==—>%, c(M)=const. pequeiia,
k=1

k=N+1

!u(x +r/Ey) - u(x)l =(-(1+exp

y la demostracion se repite. Se ve también que lo mismo ocurre para el caso en que ¢ sea
una n-upla. La u asi definida contradice a la proposicion 1, QED.

7C. DEFINICION 2. Diremos que A(x) es una funciéon de peso temperada (sobre R") st
k(x)> 0 y verifica, para ciertas constantes M y N positivas,
(7.7) k(& +1m) <k(E)A+M(n)", paratodo &, neR".

Al conjunto de tales funciones lo denotaremos con K.+
La siguiente proposicion sigue facilmente de la definicion.
PROPOSICION 2. Si £ K entonces es continua pues vale

(7.8) +Mlm™ k(f(;ﬂ) <(+M(n)", paratodo &, neR".

Ademas l/ke K .*
EJEMPLOS. 1) £ (&) = (1+[§|2)’/2, sreal. k, € K ; en efecto,
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1+|.’§+77|2 51+|§|2 +2[5||77|+|77[2 < (1+|§|2)(1+|n|)2.
2) Sea P(£) un polinomio de grado m. Denotaremos con P (¢), a=(a,,...a,), 2

@ (2) (2] :
P@ (&)= (535,} ”(55,,] P(&) ycon |of a izzl:a,. . Entonces,
(7.9) By =Y P k.

|ajz0

DEMOSTRACION. La formula de Taylor para P(£) se escribe

. P B
(7197  PE+m=> #ﬂ_ donde 7’ =n” .0, B=p1.8,.
im B
Por tanto,
) s i} P £y P pem gy b [
PO s|po@f vafpre)| 3 T8 s S em
0<| Blsm-|a] ﬂ 0<| Bl<m-|a| ﬂ
i72
Luego, si g, ()= Bf | vale g (ms Sl y resulta:
uego, si g,(m)=| > \n V,B ,vale g, (m)< D |n[” y resulta:
0<| fl<h 0<| fl<h

P& +m)| < |PO@ +2[PE)|. 8y M PE) + 82,4 P2(E).
Sumando obtenemos

P> +m) z " < (+Clal)”

W <1 +|a|z<:m (2gm—|a| (7 + & ] (77)) <l+¢ |77| +...+C,, 77[ < (1 +C ll]l) , QED.
3) Con la misma demostracion se prueba que

~ 2
(7.10) P& = Z|P<“>(§)\ ek .
|ef>0
DEFINICION 3. Sean ke K, I<p<w. B, , = {u €S kue L"} con la norma
1 -
(711) ”u”p,k .:W uk p.’
Recordemos que la transformada de Fourierde fe.S, f” , se define como
(7.12) F(&) = [exp(-i <x,&>) f(x) dx.
I

La formula de inversion se escribe entonces

(7.13) f(x)=Q@r)" [expli <x.& >) 7 (&) dé
RII
La formula de Parseval toma la siguiente forma

(114 [f@h@d=en"[fe k@, [If@f do=@o[|fe) de.

Sea ¢ e Cy . Definimos: "¢ (x)=¢(-x). Si ge D'(R"), <'g,d>=<g,”d > . Entonces, para
fy g en S tenemos

(7.15) Uf ngxl:‘

1
(27z)”

[ 248 <1,

pelik?
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(7.16) le

Uk S‘f‘ig " f"M

(7.15) implica la desigualdad > en (7.16). La igualdad puede demostrarse, por ejemplo,
probando que Sk es una familia densa en L”, 1< p<o, y que en L” es una familia

determinante para L', o sea, suficiente para el calculo de la norma 1. Mas aun, vale el
TEOREMA 3. (cf. [H]) /) B,, es un espacio de Banach tal que ScB,, S’ aun
topolégicamente,

i) C5(R") esdensoen B,, si 1< p<oo,

. 1 . : .
i) si 1< p<oo el dualde B,, es B,.,,, ———+L*: 1; es decir, dada una funcional lineal
p
continua L sobre B, existe exactamente un elemento g € B,.,, tal que paratodo fe€ S,
L(f)=<"g.f>,
y la norma de L coincide con g . .,
w) k <k,=>B, DB, .*
DEFINICION 4. Dada k € K llamaremos M, ala funcion
k(x+

(7.17) M, (y)=sup KEFH)

xeR"” k(x)

Veamos el siguiente resultado que complementa a la proposicion 2.
PROPOSICION 3. ) M, (x+y)sM (x)M, (y), M, €K .

iy k ,k,e K=k k,, k/k, k+k, ek,
iify paratodo sreal, ke K>k €K .¢
DEMOSTRACION. 7) De (7.17) sigue que M, (y) < (1 +C|y|yV para ciertos C y N. También

M, (x+y) <su k(x+y+2z) 1 <su k(x+y+2z) k(z) S M, ().
M, (x) : k(z) M (x) - k(z) k(x+2)

i) y iii) siguen de (7.7) o de (7.8), QED.

(Usando la proposicion 3 se ve facilmente que tanto P como P’ estan en K)

PROPOSICION 4. Sea 1< p<w.Si ge§ yueB,, entonces gueB,, y

(7.18) e, . <l .11, -
DEMOSTRACION. Tenemos: (gu)" = (27) "¢ *ii . Luego,
k()|(gu)" (0| < @2) " [ e = y)ia(x = )M (DG by
Ik(qﬁu)A LS ||kz?“p“1\/1k¢"1 / (27)" . En consecuencia,
ludl, . <lel, ],  QED.

que

y por lo tanto,
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7D. DEFINICION 5. Un subespacio vectorial (SV) de D'(Q), F, se dice semilocal si
peCr(Q), ueF = gueF . F semilocal se dira local si pertenece a F todo ue D'(Q)
tal que gu € I paratodo ¢ (C; (2).¢

TEOREMA 4. Sea F semilocal. El menor espacio local que contiene a F es

(7.19) F(Q):={ue D'(Q):gucF paratodo pcC;(Q)}.*

EJEMPLOS. 1) D'(Q), C* (), L,.(€) son espacios locales,

2) E'(©Q), L7 () son semilocales pero no locales,

3) S’(R") es semilocal pero no local,

4 (s @®MH)f” =DR"; (Cr @) =c" (@),

5) Bp’k.Q es semilocal (prop. 4).

DEFINICION 6. B;"j (Q) es el menor espacio local que contiene a B p,k‘Q’ (cf. Teor. 4). Si

Q= R" escribiremos simplemente B;"j‘ en lugar de B:Z (R").»

PROPOSICION 5. /) § € B (Q)ND'(Q)=kel”,

Pk
i) ue By (Q) = P(Dyu e BL";/E(Q) K
DEMOSTRACION. /) De la hipotesis sigue que d € B, , y por tanto que k€ L7
if) Sean k=k/P , $,weCr(Q), w=1 en un entorno del soporte de ¢. Entonces
#(P(Dyu)= ¢(P(D)(ym)) . Luego,

POyl ; <., 1P, = Cllomy | <

< C”(l//u)“ Pk ”,, =l |p =C'lwa] . QED.
TEOREMA 5. Sea £ una solucion fundamental de P(D), es decir, P(D)E =5 . Entonces,
si E€ B, (R") setiene B_; CB,, y BY5 Bl .+
DEMOSTRACION. De la proposicion precedente obtenemos P(D)E =6 eBz’c 0 sea

kI/P>
k/Pel” Luego,si 4P e L* entonces ik = @P)(k/P) e L?, es decir, B, c<B,,, QED.

pk>

7E. TEOREMA 6. Existe una distribucién EGB‘:} tal que P(D)E=6 vy verifica
E/coshlx| €B ;¢

Este teorema dice que en cierto sentido existen soluciones elementales con las mejores
propiedades locales (cf. Teor. 5). Para probarlo recurriremos al siguiente lema que
aceptamos sin demostracion (cf. [H]).

LEMA FUNDAMENTAL. Sea P un polinomio de grado m. Existe C =C(m,n) tal que

para todo u € C;’ (R")
(7.20) [4(0)| < C|lcoshlx] PDyu(x)| .+

LI/P
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DEMOSTRACION DEL T.6. Sea B el subespacio vectorial de C; (R") definido por
B = {w eCy :w=cosh|xP(Dyu,uecCy },

considerado con la norma de B, 5 - La funcional lineal: L(w)=u(0) esta bien definida en

B y es acotada alli en virtud de (7.20). Designemos también con L una extension de la

misma a todo el espacio de Banach B, ; . Entonces existe £, € B_ ; tal que

Lw)=<"E,,w>,weS.
Luego, u(0)=<"E,,cosh|x|.P(D)u >, para todo u € Cy . Esto es, < P(—D)(VE1 cosh|x|),u >=
=u(0), o lo que es lo mismo<P(D)(E‘ cosh le),u >=u(0). Entonces, £ = E, cosh ]x[ es una
solucion elemental que satisface la tesis, QED.
PROPOSICION 6. Si u€B,, y es de soporte compacto y Ee Bj:‘;;z entonces

u*Eec B

plky -
DEMOSTRACION. Sea ¢ C;(R") y sean K= soporte de ¢, K'=soporte de u. Sea
weCy(R") tal que w=1 en un entorno de K—K':{x—y:xeK,yeK’}. Entonces,

(sop(1-w)+K')NK =&. Por tanto, pur(1-w)E)=0, o sea, PluxE)=gp(uxyk).
Luego, utilizando la proposicion 4 obtenemos,

o), < ~cf

, QED.

p.kky

Recordemos la formula de Leibnitz. Sea P(£) un polinomio de grado m. Entonces, si

. 0
convenimos que D* =D .D? con D, =——, tenemos:

tox,
o p
72 P )——6——-2—’11——1'“'13“10(77)
s

(7.22) P(D)( u):Z P (D)u, (Leibnitz).

24

TEOREMA 7. Si ueB’oi(Q) y P(D)yu=0 en Q entonces u € B"’; 15
h=1273,. .+
DEMOSTRACION. Sea ¢ € C2(Q) . De (7.22), P(D)pu)= S (D*$)P™ (Dyu/a.

a0

»(€)), para todo

Como para @ #0, P(&) < 15'(/,‘ ), de la proposicién 5 obtenemos:
PY(Due B;"i 5 () B:Z ,5(€2).
Luego, P(D)gu)e B, , 5 -
Pero gpu=0*pu=P(D)Expu=E+P(D)gpu) y de la proposicion 6 sigue que

., 1
Sea E una solucion elemental como en el teorema 6: E e B:j; )

¢ueB;";k , - Por tener soporte compacto, gu EBP,F.k ,» - Aplicando repetidamente este
resultado se obtiene gu B 517y Luego, guce B, 55y (Q). Del teorema 4 sigue ahora

la tesis, QED.
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1+|x ' R
TEOREMA 8. (Lema de Sobolev) Si Ae K verifica %GL” (R") paraun jeN,
x

_1-+——1—-1 entonces B, (Q)cC’(Q). ¢

p p*

DEMOSTRACION. Si |o| < j, u e B () entonces ¢ e Cy(Q) = (ug) he L*(R") =
= (ug)" A+’ e [' = (ug) £ e L' Es decir, (D*(ug))' e L' . En consecuencia,
D*(ug) € C(R") paratodo a con |o|< j, QED.

El teorema 7 admite el siguiente corolario.

COROLARIO 1. Si % > Q(1+|.f|)€ con g,() constantes positivas, entonces

iy ue By, (Q), P(D)u=0 implican u e C*(Q),
if) P(D) es hipoeliptico.*
DEMOSTRACION. ) &, (x)=.(B/P)" k)= C{1+xf]™ (1+[x])"" implica
(+]) [k <Cla+e]) ™" e L7 (R") si h=h(j) es bastante grande. Como ,(x)e X,

del lema de Sobolev sigue que B . _ ., (Q)= B"’c (Q) = C’/(Q). O sea, por el teorema 7,

k(P/P)
ueC’(Q), y esto para todo j.

i)=ii) Si E es la solucién elemental del Teorema 6 tenemos para Q= R"\{0}:
E eB"” () y P(D)E=0. Luego, EcC”(Q), y aplicando Teorema 1 sigue /i), QED.

7F. Nuestro objetivo final es demostrar la reciproca del teorema 2. Para eso necesitamos
reformular ese resultado.

DEFINICION 7. Dado P(¢), polinomio de grado m con coeficientes complejos sobre R",
st £eR",
d(&)=inf{lE-¢]:¢ eC, P($)=0}.
O sea, d(£) define la distancia de £ a la familia de ceros de P. ¢
Si para £—>w, d(£)-Hhoo, entonces existe {é(h)}c R" tal que ':f(,,)‘ - y

d(g(h))SM<°°- Sea C(h)zf(h)+77(h): P(((h))ZO, l:(h)‘f:(;,)|=d(f(h)). Entonces

|77(,,)| <M , y por tanto, IIm ¢ (h)| <M, lRe 4 (,,)’ —> . En consecuencia el teorema 2 puede

reescribirse de la siguiente manera.
TEOREMA 2°. Si P(D) es hipoeliptico entonces d(£) — o para & — o0 . ¢

Sin embargo d(£) — © no puede lograrse en forma arbitrariamente lenta como muestra el
siguiente resultado cuya demostracion puede verse en el Apéndice A.
TEOREMA 9. Sea P(¢) un polinomio de grado m en (£,,{,,..£,). Si d(£)—> o para

£ — o entonces existen constantes positivas ¢ y £ tales que d(.f)>c|.f|€ para ]§|
suficientemente grande. ¢
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Luego, el siguiente teorema 10 es la reciproca del T.2".

TEOREMA 10. Si existen constantes positivas ¢ y £ tales que d(&)>clf|” para ||
suficientemente grande entonces P(D) es hipoeliptico.*

COROLARIO 2. P(D) es hipoeliptico si y solo si d(£)—> o« para £ > y siy solo si
existen constantes positivas ¢ y ¢ tales que d(&)>clé|” para | suficientemente grande. *
Veamos ahora la demostracion del teorema 10.

LEMA 1. Sea P({) un polinomio en { €C" de grado m. Existe C=C(m,n) tal que para
todo £ € R" con P(£)#0:

el

P@)
7.23 <C.*
(7.23) D2 e
PoE™
DEMOSTRACION. Sea 4:= Z @) y { =& +n. Tenemos,
IP(C)—P(f) _| 5 7P@)| sl A=
PE) | b aP® | & ala,

<exp(Q_|n.|4)—1 < exp(njn|d)-1.
Luego, si P(¢)=0, 1<exp(nn|d)—1 y por tanto log2<nAlf —¢|. De esto sigue que
log2 < Ad(£) y esta es la primera desigualdad en (7.23).

Por otra parte, de (7.9") y la férmula de Cauchy obtenemos

PP _ o dn,_ dn,
P P
PE)  (2m) |,,,{, |”I|_, E+miPE) et g
lo cual implica
(7.24) PG+m)| a  |PE+m)
| PE) '“' k| PE) | i PE) |
Tomemos r =—2~ () <d(£). Sea q(1) _E(f‘F_tﬂ)' Obviamente q(0)=1 y las raices

n’ P)
t,...t, de q(f)=0 verifican |t].‘ >1. Luego |q(t)|=[l-1/t,|..t\~t/t,|<2" para 1€[0,1].
En consecuencia, |P(£ +7)/P(£)|<2", y de (7.24) sigue que
’P(a)(g), a'zm |a]/2

PO | deF
De (7.25) se deduce inmediatamente la segunda desigualdad en (7.23), QED.

(7.25)

DEMOSTRACION DEL T. 10. La hipétesis junto con el lema 1 implican que

PO
<(C
PE) ’< Wl

sup

O<|ajcm
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Luego, le;z();f) % < |§C|2'E para |£| bastante grande. O sea, P'(&)<C "ﬁ(.f)/ ", para |

bastante grande. Pero P>P' implica que para todo & y cierta constante Q vale
Q.P'(&) < P(£)/(1+]¢])° . Del cororolario 1 sigue ahora la tesis, QED.

7G. APLICACIONES. Obsérvese que si P (£)/P(£) > 0 para & — oo cualquiera sea
a #0 entonces d(¢)— o y P(D) es hipoeliptico, (cf. (7.23) y teoremas 9 y 10).

) Sea P(E)= D c, &%+ D ¢, =P, (£)+0(&). P,(&) eslaparte principal de P.

|e|=m lal<m
DEFINICION 8. P se dice elipticosi £ € R y P, (£)=0 implican £ =0 .+
PROPOSICION 7. Todo operador eliptico es hipoeliptico.*
En efecto, sea c =inf |P, (£)|. De esto sigue que |P, (&)|=c|¢]”. Como |Q(£)| < C'(1+[¢ lm_l)
lef=1
resulta [P0 (£)/P(&)] = O[™) para & >0
I1) PROPOSICION 8. El operador del calor es hipoeliptico.

. 2 2 0 0° 0 .
En efecto, sea P(£)=i& +& +..+&!. Luego, P(D):éx—l—((}x22 +...+0x—2]. Si |a|=1

n

entonces ‘Pm(g)r es una constante o bien de la forma |2¢’j‘2 para algin je {2,..11},
mientras que |P(¢‘;’)|2 =7 +(¢'22 .+ EL )z Entonces,

POG o 1+ L HE E e

PE) | &+ HED) S+ G+ 8 s
[I1) PROPOSICION 9. Si la parte principal de P(£) tiene un cero real no nulo, simple,
entonces P no es hipoeliptico.*

>0 .

Neo v Bu i P eyt O gy 0D ey =
En efecto, sea P (£)=0y 5 ()= 0. Entonces 5 (&)=t 5E ¢ )+5§, (738

=ct™+0@™?) con c#0 y P(tEN)=0@EN)=0@""). Luego gfi(tf Y [P{E) 0 para

t—>00.

En consecuencia, todo P hipoeliptico es tal que su parte principal no tiene ceros en R"\{0},
o bien, los tiene multiples como en el ejemplo II).

IV) Sea ahora y=(m,,...,m,) una n-upla de enteros positivos. Definimos: ]a = L
k=1 M,
Sea P(D) un operador que se escribe como P(D)= Z a,D?. Llamemos

|expl<l
P°(Dy= > a,D*.

Jerp|=1

DEFINICION 9. P se dice semieliptico si P°(£)+ 0 paratodo £ € R"\{0}.*
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Un operador eliptico es semieliptico con g =(m,...,m) y el operador del calor lo es para
u=02,.2).
PROPOSICION 10. Todo operador semieliptico es hipoeliptico.*

En efecto, sea f(£):=P°(¢) Z]é‘ J.lmj . fverifica la siguiente propiedad de homogeneidad:
J=1

(7.26) FE,E)=FE ™, t™E ), parat>0.

La hipotesis implica

inf {£(£):£ e R"\{o}}=inf {£ (&) :|e|=1}=c >0
O sea, P°(&)> cZIfjrj . Por otra parte:
L m Y
P g )

l:ﬁlz'glrh(ﬁl/"a)mlf" m (B! my) < (Z’fj
=1-¢. Luego, '§”|S(Z]cf[m’)_e ysia#0

Entonces, |8: u|<1 implica |B: 4|<1-

maxmj

tenemos,
P vk ) . Mie

N e RV ) ST ) v
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CAPITULO 8

EL OPERADOR DE STURM-LIOUVILLE ——U A.-
k(x

8.1. Sea k(x)>0 en D, D un recinto de Jordan. Supongamos que
k(x)e C(D)N Lip,, (D) D (cf Ap L, §ALS). El operador

8.1 - HA
admite una sistema de autofunciones reales {g, },
(83.2) Ag, +Akp, =0, » =0
en correspondencia con una sucesion de autovalores reales {1},
(8.3) O<A <A, <. <A <., A —>wo.
Las autofunciones pueden normalizarse de manera que
(8.4) [8,(9¢, () k(x)ac =5,
D

En esta situacion forman un sistema ortonormal completo en L*(D;k), es decir,
respecto del peso k£ en D, (véase Ap.V).

Queremos caracterizar el nacleo de Green G,(p,q;4) del operador —(A+/1k) para
A<0. Es decir, para A=-y%, x>0. Como —(A+k)g, =(4, —A)k¢, debera
satisfacer al menos la relacion

8.5) [G(p.0: 09, (q)k(q)dq—ﬁ 23
por lo que ensayamos

8,(p)d,.(q9) _ .
(8.6) G (p.g: ) =G(p,9)+ /12 7 =G(p.)+F (p.q; 1),

pues G(p,q) = Z(én (p),(@)/A,. Recordemos que las soluciones de ~Au=tku,
ueC*(DYNC,(D)", resuelven el problema

(8.7) u(p) =7[G(p,q)u(q)k(q)dq .
Luego, de (8.2),
8.8) 82D - [G(p.a)4,(@)k(a) dq

= (1) uniformemente en pe D , (cf. Cap. 3).

En consecuencia, F,(p,q,1) es acotada en DxD . G,(p,q; ) es simétrica y define
entonces un operador Hilbert-Schmidt en L*(D;k):

(8.9) (GeuXp) = [Gop. g DYu(g)k(g)dy

De (8.8) sigue ahora que efectivamente (8.5) vale para todo n.

El operador (8.9) puede escribirse como G, ; =G, ,+F, ; si recurrimos a la relacién

(8.6). G, , es un operador continuo de L*(D;k) en L”(D); mas atn, vale el

") Lip, (D)= {u € C(D):ulocalmente Holder}, C o(D) = {u eC(D):u se anula en 6D}.
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TEOREMA 1. G, , es completamente continuo de L*(D;k) en C(D).*
En efecto, esto sigue de una aplicacion del teorema de Arzela-Ascoli en vista de

(8.10) < ||k||m||f||2( flee, q)—G(p',q)quj ,

[Gp.9) - G(p'.9) F(9)k(9)dg

y del siguiente
1/2
LEMA 1. Sea d(p,p') = (ﬂG(p, q)—G(p',q)[2 qu para p,p'c D . Entonces
D

(8.11D) sup {d(p,p'):|p—p'|$§}—)0 para § -0 .+
DEMOSTRACION DEL LEMA. d(p,p') es una pseudométrica en D que verifica

lim d(p, p,)=0 para todo p, € D . Esto se ve descomponiendo
P—>po

= +
D DN{py-gl<e} DN py-glze}
y usando vi), T.1 del Cap. 3 y el Teorema de Lebesgue de convergencia dominada.
Tenemos entonces que dado 7>0 y p,eD existe r(p,)>0 tal que
peB,,,(p)=d(p,p,)<n. Unargumento de compacidad permite ahora deducir que

dado 77> 0 existe r >0 tal que !p— p'| <r =>d(p,p')<n.Esto implica (8.11), QED.

Tenemos también que

8.12) i(;é;l(zp)_@ gvj <y ¢n(p)z¢n<p'>l' ¢n<p>;¢"<p')| <
< Mz|<”"(”);¢~(1’ )I VA [
Por tanto, Z @— € C,(D). Del teorema de Dini sigue entonces que i % Jo,

uniformemente para N — . Podemos deducir entonces que vale el
TEOREMA 2. F,(p,q;4) e C(DxD) . Ademas F,(p,q;A)=0 si pedD 6 qedD .+

Fes (/):=IFk (p.q;A) f(q)k(q)dq define un operador acotado de L*(D;k) en L”(D).
D

Sin embargo, del Teorema 2 sigue que la familia {Fk, AN, < l}c C,(D) es acotada
y equiuniformemente continua. En consecuencia, F, ; es un operador completamente
continuo de [*(D;k) en Cy(D). Vale entonces el

TEOREMA 3. G, ; es un operador completamente continuo de L*(D;k) en C,(D).*
Si solamente k € C(D) también vale este resultado, (cf. Ap.G).

8.2. El operador diferencial A+ Ak con dominio
(8.13) D,.»=€Co(D):(A+ k) e (D)} (cC,(D)c L*(D))

es un operador cerrado, A+ Ak ‘D ,,,, — [*(D). Ademas es biunivoco, pues si
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ueD, ,, (A+ﬂk)u =0 entonces u € C*(D), (cf. Cor. 1, Ap. L), y por el principio de
maximo, #=0, (cf. Teor. 5, Ap. M). En consecuencia existe (A+ﬂk)'1 . Sigue entonces

que éste es también un operador cerrado. Veamos que si u€D,, , v v=(A+1k)u
entonces

(8.14) Tv(p) = [~ G, (p.g;: A)v(q)dq = u(p).
D
En efecto, de (8.5) sigue que (8.14) es valida para » igual a una combinacién lineal de

autofunciones. Esa familia es densa en L*(D) lo mismo que la familia de las
combinaciones lineales de {(1- 1)@ k}. Luego, (A+ k)" es cerrado con dominio

denso en L*(D). Como el operador T es acotado en L*(D) resulta que el dominio del
primero coincide con ese espacio. Luego (8.14) se verifica para toda w en D, .
Tenemos entonces el
TEOREMA 4. (A+ %) "'v=Tv=-[G,(p,q;4)¥(q) dq paratoda ve I*(D) .+

D

Es decir, T es el operador de Green de (A + ﬂk) y G,(p,q;A) es sunicleo de Green.
TEOREMA 5. Para el nacleo G, (p,q;A) valen las propiedades /)-vi) que se enuncian a

continuacion:
i) Si ue C*(D)NCy(D) y (A+ Ak )u=¢ e [*(D) entonces para todo pe D,

(8.15) u(p)=[-G.(p.q: d(q)dg
i) G,(p,q;4) =G, (g, p; A) paratodo (p,q)e DxD.
iy Si g L*(D) (=L*(D;k))y u(p):= I—Gk (p.q; 1)é(q)dq, pe D, entonces

ueC,(D). Ademas, en el sentido de las distribuciones,
(A+ kY=g
iv) Existen constantes, c,, i=1,2, ¢, >0, tales que

P-4
V) _HG( D.q, ilzk(q)dq y IIG( 0.4, l]z dq son uniformemente acotadasen pe D .
D D

G

¢, <G, (p,q;A)<log

Vi) HGE (p.q;A)dqdp <. Andlogamente G, (.,.;1) € L*(Dx D;k(p)k(q)) .+
DxD

DEMOSTRACION. Se deja al lector, (cf. (8.13) y Cap. 3), QED-
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CAPITULO 9
DEPENDENCIA DE PARAMETROS DE LA SOLUCION DEL PROBLEMA DE
DIRICHLET, PROPIEDADES DE REGULARIDAD, DESIGUALDADES A
PRIORIY UN TEOREMA DE CARLEMAN

9.1. Estudiamos a continuacion la dependencia de la solucion del problema

9.1) (A+Au=F enD, u=¢ endD,

de los parametros 4 yp con A€ (~»,0) y p=(p,,..,p, )€ A=A, un abierto de R™. La
region D es una region interior de Jordan con contorno 6D =.J . F'y ¢ se suponen
dependientes de (4, p) € P = (~0,0)x 4.

DEFINICION 1. F e C(D)(\L*(D) se dira admisible para el problema (9.1) si existe
solucion (Unica) # del problema cualquiera sea ¢ € C(J) . Designaremos con A al
espacio vectorial de las funciones admisibles para todo A € (—0,0) munido de la norma

del supremo en D.¢
TEOREMA 1. Sean F € Lip, (D)nL*(D), ~0<A1<0,y

(9-2) u(p):=-[G(p.q; ) F(g)dq.

Entonces u € C(D)NC*(D) y (A+AJu=F enD, u=0 en 8D . Ademas las derivadas
segundas de u pertenecen a Lip,, (D).*

DEMOSTRACION. Del Teor. 7 del Cap. 5 sigue que u se anula en el contorno, es
continua en D y continuamente diferenciable en D. Del Teor. 3 del Ap. F sigue
facilmente que ueC*(D). De la Prop. 4 y el Teor. 1 del Ap. P concluimos que
(A+Au=F . En virtud del Corolario al Teor. 1 del Ap P tenemos que

2

Ox,0x
COROLARIO 1. A> {F ¢ [7(D): F € Lip, (D)}.+
DEMOSTRACION. Del Cor. 1 al Teor. 1 del Cap. 6 y el Teor. 4 del Cap. 5 concluimos

que en nuestro caso el problema (A+/1)w:0,w| ;=¢ tiene solucion (Gnica) para

e Lip,, (D), QED.

A € (—00,0) . En virtud del teorema precedente deducimos que si F € Lip, (D)~ L (D)
entonces I’ es admisible para todo A € (—0,0), QED.

PROPOSICION 1. Supongamos que F(.;4,p):P—>Ay ¢(;A,p):P—>C(J) sean
aplicaciones continuas. Entonces, la solucion u(;4,p) considerada como aplicacion

u(;4,p):P > C(D) es continua. Es decir, la solucion depende continuamente de los
parametrospy A.¢
DEMOSTRACION. Sea K compacto, K <P y sean M = supﬂlF”uo (4, p)ek },
m= sup{||¢||w (4, p)e K}. Sea [:= inf{|/1| I tq. (A, p)e K}. Entonces, />0,
M <o, m<owo y en virtud del Teorema 7 del Cap. 4, |Ju|_ <sup(M/l,m)=C <o,
Escribamos,
93) Su =u(q; A, p)—u(q; Ay, Py) .-
Luego, (A, +4,X6u) = F(q;4,P)~ F (¢ 4, Po) + (A~ 2 )u(q: . P) .
Utilizando nuevamente el Teor. 7 del Cap. 4 obtenemos:
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Jou]., < sup{ (6], +12- Al

}—>0
para (4, p)—(4,.p,) € K, QED.

PROPOSICION 2. Las mismas hipotesis que en la Proposicion 1. Supongamos ademas
que Ftengaen 1=4,, p= p, una derivada Fréchet respecto de 1, lo mismo que &. Si

oF
oA

(;; 4, P,) es admisible entonces existe 51—(.; A, P,) y es igual a la solucion de

(Aq+ﬂ“o)v(q):%(q;’lmpo)“u(q;/lwpo) qgeD,
(9.4) N

o¢
= Ay, eJ.
(D =77 (G4.Po) 4
DEMOSTRACION. Sea du(q)=u(q,A,p,)—u(q,4,,p,). Entonces, por estar

u(.;A,,p,) en Aexiste vy en D vale que

(A+4, L_v}:
A=4,

6F
PRy —u(;4, py) ( Ao» Do) +u (5 Ay, Do) =
yenJ,
Su 5 09,

—v= SAg, Do) =k .
A— 24, A-4, 04 Ho o) =

— V|

De (4.27) sigue ahora que

cof
s sup 5
oolE |/10

Analogamente se prueba la sigutente
PROPOSICION 3. Las mismas hipotesis de la Proposicion 1. Supongamos que F
tenga en A=4,, p=p, una derivada de Frechet respecto de p,, lo mismo que ¢,y

— 0 cuando A4 — 4,,. En efecto,
«| B

— V|

Su
A=A,

|k||wJ — 0 para 4 = 4, QED.

que —g—}i(.;ﬂv, P, ) sea admisible. Entonces, existe %(.;ﬂo, P,) y es igual a la solucion
/4

i i

de
(Aq +/10)V(q) =%(q;%,po) qgeD,

(9.5) 5 i .
v(g) = %(q;%,po) geJ.

Por induccidn se prueba ahora la siguiente
PROPOSICION 4. Las mismas hipotesis de la Proposicién 1. Supongamos que para

B<a, h<m existan DDJF y D?D)¢ (con resultados independientes del orden de
derivacién) en un entorno de A=14,, p=p, y que D/D]F sea admisible en ese

entorno para todo B y h. Entonces, v:i=D;D7u existe si A=A, p=p, y es

independiente del orden en que se calculan las derivadas. Ademas es soluciéon (tinica)
del problema:

06 (A, + 4, M(q) = DEDIF(q; 4y, p,) - mD* DI 'u(g: 4, p,) gD,
@) =D, D7d(q; 24, p,) qeJ.
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9.2. Veamos ahora algunas desigualdades a priori.
PROPOSICION 5. Sean Ky K, compactos contenidos en D tales que K cintX,. Si

(A + /1)14 =F e C®(D) entonces

”D;Zunle <MK, Kl’ a)|:||u||2|1<1 + ilg"l .lD‘fFH2|K, -

DEMOSTRACION. (A +A)D?u = D?F , (cf. Cap. 7 o Ap. L). Aplicando el teorema 9
del Cap. 4 obtenemos,
NG 1 sl 8,
[[v2u)| ax < — [|D2F| dc+M [|D2ul ax,
K 27" K

1

y de esta desigualdad sigue la tesis por medio de un encaje finito de compactos
adecuadamente elegidos, QED.

PROPOSICION 6. Las mismas hipétesis de la proposicion 5. Sea y >a >0 . Entonces

ot T I0A, } /
|8l

DEMOSTRACION. Sabemos que (A-z?)K,(z|[)=-275, (T.1, Cap. 4) y que
|2 -D, = 1Ko (D 2/1 =M /y. Sea ¢ CP(intK,), =1 sobre K. Entonces,

(A— 27) (du) = §F +2(Vux V) +udg = r(x).
Luego, K,(zpd)*r(x) = K, () (8- 27 ko) = (A - 2K, )* (pw) = ~2704u

Por tanto,
22l <Ko 2l D), 2

Aplicando la proposicién 5,
(9.7) ""“qx < M"(K’Kl’a)("F“qx, +||u”2|1<,) x-

‘Sea L un compacto tal que K cintLc L cintK, ¢ K, € D. Reemplazando en (9.7) u

|Dzu|  <M(K,K,,a,a)

U

oo[K

L <MK K)|F

r

+ "Vu

+]

U

2k, 2|k,

por D*u obtenemos:

|4 SM"(K,La) (“D"FHZIL + ”D“u”zlJ / 7 < (proposicion 5)

|

SM(K,Kl,a)[Hu”lel + 3 |HD”F”ZIK1 J / z QED.

| el

9.3 En esta seccion presentamos algunas estimaciones de la solucién fundamental

By = - el

PROPOSICION 7. Sea y >a >0 . Entonces
sup| DDy E(p - q)| < A, m, 1, a)e """,
qedD

. La denotaremos simplemente con E.

donde peDyl, = inf!p—q| .+
qedD!
DEMOSTRACION. Recordemos que
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© —tz[p—ql

9.8) ~27E(p-q) =Ko (xlp-a) = [ ok

1 m
Sea r :|p—q| - Basta estimar D} D7E pues D7 :(—TDZJ . Observemos que
x

a (rme—lzr) rm ~1 —tzr(m tzr)pl _ql )
¥
1
Por induccion obtenemos:
|a _ J _ k
Da(rm -rzr) r"l—lale—tlrz Z C(j,k,n,m)(txr)"(pl . ql j (pZ . q2 j ]

n=0 j+k<|a|

la|
<C(m, a)r'"_l"le"’”z (tyr)", de donde sigue

n=0
®
1

Luego |Ds (r"e™")

2t xr

la|

<C(ma)). e

n=0

_l
5

|-22D; Dy E| = |j D(rme™) dt

Jt_

M(a,m) - Eia 2
< e s sup{e S(txr)™” :0<1<oo,05ns|a| J‘——dts
1

la m ,tz —1

zl,

<A(a,m,l,a)e QED.
COROLARIO 1. Sean K un compacto contenidoen D, pe K y qedD . Si L=L, es
la distanciade Ka 0D y y >a >0 entonces ‘D;‘D/’{'E(p - q)‘ < Ala,m K, a)e *"'%

9.4. En esta seccion veremos estimaciones de derivadas de la funcion y -armoénica H,
(cf. (6.7)):
99 (A, +A)H(p.gA)=0enD; H(p,q;4)=

donde A=-%*, y>a>0, peD.

K,(zlp-4) i gedD
27 ’

TEOREMA 2. Sea H,,, = ;:a ;:.. H(p,q;2). Entonces, para p fijo en D,
1)) ‘Ha0|<supID“K (xlp- ql)l<272’ A(a,0,1,,a)e” #lpl2
mH, . (0. q4:x") o
‘Ham‘<sup[sug l ;{2 I,s%g’DleKO(Z|p—q|)| <C(a,m,l,,a) “HpIZ
g€ qe
D |2, <Clapm K.y

DEMOSTRACION. /) Sean respectivamente, %, v y w las soluciones de los siguientes
problemas:

(aiu=o [@+ap=-u [(A+2)w=-du/dp,
. . 2
-k, ’ "|ao _ oK, W|aD _ 0K,
o op,64

yseanzy w las soluciones de:

(9.10) {

oo
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A+A)z=0 (A+A)p=—z

(9.11) 0K, ; - o’K, -
z|aD - w'aD =
p, oAdp,
Usaremos las proposiciones 2, 3 y 4 con A=D . Entonces, z :a—u, por lo que esta
1
2 2

ultima es una funcién admisible. Luego, WZQ: Ou . Como W:gz—: Ou

o, 04 o4 oAdp,

tenemos w=w .
H,,(p,q; ) es solucion del problema (pe D, ge D ):

{(Aq +A)u=0

(9.12) ’
ulaD = DpKo(Z|P - ql)
Entonces, del principio de maximo y la proposicion 7 obtenemos
H oo @ D] <D K (2lp = 4., <27 A@.0.1,,00e77 "

La segunda desigualdad en /) involucra a las funciones H, ,,(p,q;4) y H,,..(p.q; 1)
Ella es consecuencia de (9.6) y Teor.7 del Capitulo 4. Se obtiene usando la proposicion
7 y un razonamiento inductivo.
if) Como yx=>a, eligiendo K (K) adecuadamente, por la proposicion 6 y la
demostracion de la proposicion 7, se obtiene:

\D/H <M(K, B, a)HHa_Uulel <M'(a,B,K,a)e """

a‘OHm]K

Por otra parte, por (9.6), (A .t l)Ha‘m =-mH , . . Luego,

|psH..

m Lo]K <M"(K, B, a)Lrlszlﬁq ”D‘f[{‘z'”"1 ||2|1<l + “Ha-'"“2|1<, ’
Sigue por induccion, utilizando 7), que

|[DfHa,mHle < e, B.K.a)e*"" +|H,,|. - <Cla,B.mK, a)e*"", QED.

"v"'||2|1<,

9.5. Recordemos algunas relaciones y férmulas de los capitulos 4 y 5:

- 2,(P)¢.(q)
9.13 Fp,q;A)=G(p,q; A)-G(p,q) = Ay =2~ lr
(9.13) (P.4:4)=G(p.g;4)-G(p.q9) Z,:l,,(/ln—/l)
donde pe D, A C\o, y la serie converge uniformemente para ge D ;
. = .(p)
914 F(p,A)=lim F(p,q; )=y —2~>~
(914) (p;4) = lim F(p,q, ) él,,(ﬂ"—l)
es continua en Dx(C\o,), analitica alli. Sea ahora 4 =—x7 con y real, positivo.
Ko, (xlp-4)
9.15) G(p,q;ﬂ)=°—2|”—|—H(p,q;/1),

con la funcion de Kelvin
(9.16) K,(r)=~I,(r)logr+P(r), P(r) analitica entera.
Mas precisamente:

©17) Ky =ZLH30r) = 20, Gr) %, 0r) = —Z (’(2,2)) : {logg- w(ji+ 1)},
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1 1
con y(H)=-y, ym+)=1+—+._ . +—-y;
2 m

(9.18) G(p.q)=——log ——— H(p, q);

27 |p——ql
(9.19) F(p—x")=H(p,p)-H(p.p;~2")+ log? —zlc;gx 2,
©20)  I10=3E2 _Fa

N2
=0 UJ !) j=0
Aplicando la proposicion 5 precedente a las autofunciones normalizadas del problema
de Dirichlet y observando que (A— 1, )§, = -24,4, , obtenemos inductivamente:

(9.21) |4, i SCE.a, lal'2
(cf. T.8, Cap.4). Luego,
(9.22) ID*g, e SO, ey

En efecto, esta desigualdad sigue de (9.21) y de la proposicion 6.

Sea ahora a =(a,,a,), m= |a| =a, +a,. Entonces, para A variando en un compacto
W contenido en C\o,, vale, en L'(KxK):

923)  DyD;DT(G(p.q: D=~ G(p.q)= Dy Dy DI (F(p.q: )=

© pa D

~m+ 13 ‘&("i ),1)"?2" @
(cf. (3.25)). La igualdad también se verifica en L?(g< K), uniformemente en peK .
Por otra parte, s1 h>2, (cf. (9.13)):

(9.24) F(p.q;4) = D; DD (Glp.q, )= (m+ )Y ”(ﬁ" (f)l)iffl(q)

uniformemente en (p,q,4) € K x K xW . Entonces la siguiente funcion F,(p; 1),

029 Rid)=lim Flpgid)=niy 3 D

es holomorfaen C\o, .

Calcularemos F,(p,A) para A=-x><0. Para ello serd necesario evaluar
DiD;D f(|p—q|2) para m=|a|>0,h>2 y f(r,A) dela forma:
a) Xr¥ b) X'r* log|4| c) Zr¥logr j=0,
y hacer tender r = | - q| a cero, pues vale (cf. (9.15), (9.17), (9.20) y (9.24)):
27 G(p,q; A) =
= —(log(x Nl -air® +a,2r* =) + (b, + BAr> +b,2r" + )= 22H (p, @ A) .
Se deduce que la derivada DIDID"™" (= DZD:DL“IHW con k>0) de los términos

que, salvo factor, son de la forma a) o ¢), tiende a cero para r — 0.
Lo mismo les ocurre a los que (salvo factor) son de la forma ) con j#m .
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Esa derivada del término A"r"log|A4| es producto de los siguientes dos factores:

m+h
(9.26) jm (A" log|A) = Z( jof(,i"')D"”"-f log|4|=

_ Z m+h\—h D" (h-Dim!_ mih-DI(-D)"™
. . ﬂh /1h ’

=0\ J A m—]

(5.27) D,’fofrz'"=(—1)'"D,f“((Pl—q1)2+(p2—qz)) =(-D" ( J(Zal)'(Zaz)'-
En conclusion,

__1\mthtl 1\ | 2 i |
(928) D:D:D;ﬂ+h(—2’1—ﬂ,mr2m logl/ll) — ( 1) (h 1)(”’) (zczl)(ZCYZ)= A

P P
oo 2a/la,'A A

En consecuencia, para A=—y°, logy = %log|/1| ,m20ya, =1,

1 m+] Aa '
(9.29) Fl(P,l)—( ) ——T(p,l)
donde T(p;l):limD“DaD:“'H(p,q;z):o(e"’””),
| | |
y PRGONG; 2127(2a1) l(2a,)!
72" a]|a2|

TEOREMA 3. (Carleman). Sea D una region con la propiedad G y {¢"} el sistema
normalizado de autofunciones del problema de Dirichlet. Entonces, para todo pe D y
m>0,

I (6%(1)) Jzz I (2a)'(2a,)!

930 lim )
( ) 10 /»{mﬂ ,L”Z<1 6p1al 6p2a2 7[22m+2 (m+1)'a1|a2|

En particular,

(9.31) Z(¢ (p)) _>_
l,,<l
3¢,(p) L,
(9.32) ﬂ.,,z;:l( . J _)167z'

DEMOSTRACION. Sea h>2, C, una curva como en la seccion 6D del capitulo 6, y
I’y la circunferencia de radio R, . Con la funcién F,(p;1) de (9.25) tenemos, para s
complejo, Res > 4(m +h+1), que vale,

(9.33) L j Fp D> BOY 0%, 47

donde B(s)=—(s- 1)(s 2)..(s—m—h).

En efecto, observemos que la serie converge en virtud de (9.22) y que

( Amh=s j (D)™ (mrh—-s)(m+h—s—1). (1-s) _ B(s) 4
A, — A m+m A (m+m "

De (9.25) sigue (9.33) formalmente. Veremos a continuacion los detalles de la
demostracion de ese limite.

residuo
eni,
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De (6.26), Cap. 6, sigue que, para AT, <( 6[&‘)3("'”'“) . Luego,

m+h+1
A,
A-4,

(1 6M|)3(m+h+1)z‘ ‘d, (P)‘ Q ,3(m+h+1)) leT,.

ﬂm+ h+1

(D¢, ()’

o2 =|m iy 4L

n=1

1
En consecuencia, la integral sobre I',, tiende a 0 para N — oo . Por otra parte, gy I
i
Cy\Ty

tiende, para N — 0, a /, +/, donde
(934) [1 = L|:J.Fi (p;—t)(te_i”)'”J'h_se'i”dt~jFl (p;_t)(tei”)nwh—semdt}:
27| 4

_ sen(m+h—s)r I F (=™ dt |

(9.35) I == [Fpac)ae?)y™**dp,  0<a<i,.
T

En consecuencia

= (D°¢,(p)) mahst SEN ST meies - 1o (8)
(9.36) Zl———-/—l——— -1 B()jF( P+

sen s
El factor

del primer sumando es analitico entero en s. Como /;(p;A) es

analiticaen A= A4,, n=1,2,..., de (9.35) se deduce que /,(s) es entera en sy que /,(s)

se anula para s entero <m+h . Luego, el altimo sumando en (9.36) es analitico entero
ens.
Usando (9.29) tenemos,

[R = dt=(-1)" ,f At de-[T(p=ty™"dt =

AI m-s+1
§ ) + funcionenteraens .

=(- 1)
Reemplazando en (9.36) obtenemos.

i (Da¢n (P))Z _ (_1)m sen s A'am_“‘l
n=l X zB(s) (m+1-s)

n

+ fcn.enteraens = L(s)+ fcn. entera ens.

L(s) es una funcién analitica en todo el plano complejo cuya unica singularidad es un
polo simple en s =m+1 con residuo:

(9.37) oo g D' Qa)a,)!

‘ z.m(h—1)! 7r.22"'+2a1!a2! mt
O sea,
(9.38) i(D‘%(p)) S S

ey A s—-(m+1)

n

con f(s) entera.
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Definimos a continuacion una medida da soportada por o, de la siguiente manera.
Sea, para A4>0,

(9.39) a(d)= Z(D“(Iﬁn (p))?, da(A) = A"da(A);
A<
de (938)con s'=s-m, 0<a<inf(4,]),
(9.40) i}@%M = IF'd&(ﬂ) = ﬁ + f(s"+m) .
a(x)

Del teorema de Ikehara sigue ahora que ——= —r para x - o, (cf. Ap. I).
x

Pero de
A A
~ ~ A ~
a(A)= [x"da(x) = x"a@(x)| —m[x"@(x)d,

sigue, para A —> 0, que

~ i ~
a(d) _ a(d) ml J~x,,, a(x)dx—a r_
A A A" x m+1

a

O sea, hemos demostrado la formula (9.30), QED.

Sigue facilmente el siguiente

COROLARIO 1. En una region acotada D con la propiedad G, en particular en una
region de Jordan,

N _|D
lim—>1— ¢
A, A4r
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APENDICE A
LEMA DE HENSEL, SERIES DE PUISEUX Y
UN TEOREMA DE DECISION DE TARSKL

A. En esta primera seccion consideramos funciones analiticas en dos variables con forma
polinomial monica

(1) P(z,x)=z"+ A (x)z™" +.. .+ A4, (x)
y coeficientes 4 (x) holomorfos en un entorno de x=0. Llamaremos a estas funciones

polinomios analiticos. Estos polinomios apareceran nuevamente en el Ap. W donde se
estudia el teorema de preparacion de Weierstrass. Denotaremos con F,(z) a P(z,0).

LEMA DE HENSEL. Sea P(z,x) el polinomio analitico (1) y tal que
P (z)=0,(2).R(z), O, polinomo de grado g, R, polinomio de grado r,
med (R,,0,)=1.
Entonces existen dos polinomios analiticos O y R tales que P(z,x)=0(z,x).R(z,x) y

0@z, x)=z"+B(x)z" +...  0Q(z,0)=0Q,(z)
(2) ¢

R(z,x)=z"+C/(x)z" '+ .. R(z,0)= R, (z)
DEMOSTRACION. Podemos suponer que (J, y R, son monicos. La hipotesis implica que
(3) P(z,x)=P,(2)+xP(2) + x*P,(z) + ...
con grado de P (z)<m si j>0. (3) define una funcién analitica en un entorno de (0,0).
Introducimos en la familia de polinomios de una variable /a norma: || p|| = Z|c0ef de p| . Si
p(2)=2 kz'y p(z)=> |k|z', vale: |p|=p(1). Obviamente le(2).9(2) < |p(2)||a(2)||-
De (1) se deduce entonces que la siguiente serie obtenida de (3) converge para cierto § >0
4 1B+ 8B )| +...+ 87|P ()| +... <M, <o,

" ,1} €s una mayorante de:
(5) Fo((z) + [P (e + o ¢
Luego, P,,(z)”SMl /5". Por otra parte, la transformacion p(z)—>(a(z),b(z)), donde
p(2)=a(2)R,(2) +b(2)0y(2), gr a(z)<q, gr b(z)<r, es lineal de P, :=familia de
polinomios de grado <m—1 en P_, xP_, . Esta transformacion entre espacios vectoriales

y que multiplicada por sup {lz

de dimension finita es necesariamente acotada. Luego existe M, tal que

(©6) |al <A ], o] <. |p|

Buscamos polinomios R,(z), 0,(z), i>0, gr R, <r, gr Q, <q, tales que
P(z,x)=(R, +xR +x’R, +..)(@Q, +xQ, +x*0, +...);

o sea, verificando,
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RIQO +R0, = A

(7

Estas ecuaciones admiten solucion unica que se obtiene en forma recursiva pues O, vy R,
son primos entre si, gr P, <m=q+r si j>0. Para j21 setiene: gr R, <r, gr 0, <q.

Veamos ahora que esta solucion “algebraica” da lugar a una solucién “analitica”.

Sea A(x) analitica en un entorno de x =0 y tal que 4(0)=0. La funcién

(8) F)=(1-T=4h(x) )2

tiene esas mismas propiedades y satisface a la ecuacion f=h+ f2. Si h= 2/[_3);
constante positiva, entonces f(x) es solucion analitica en un entorno de x =0 de

©) f0=3 5w 10, fO=0

M

b

a0
Sea f(x)= Zanx" ; los coeficientes a, satisfacen las siguientes relaciones
n=1

(10) a=M’[5,a,=M[5" +aa,, +. +a,a, a>0.
Sea ahora M = sup{A/I,,Mz}. De (7) y (6) obtenemos:
7 <22 ] =, led+ -+ 1= lo,))
La misma desigualdad vale para HQ ; ” En consecuencia,
an Mg |sm’/s MR [Mlo]+.),  Mlo,|<m?/st + MR, Mo +.)
Definamos b, = sup{[\/I“Rj”,M"Qj”}. Entonces b, <M*/5, b, <M?[5" +bb, +..+b_ b,

De aqui se concluye que si {an} viene definida por (10) entonces b, <a, para todo .

0 [ve]
Luego, las series R x| Q,|x’ convergen en un entorno de x =0 . Por tanto, en un
2 ] ~J b
n=1 n=t

entornode x=0:

R(z,x)=Ry(2)+ xR (z)+..=z +z"'B/(x)+...,
(12)

0(z,x) =0y (2)+x0,(2)+..= 2 +z7'C,(x) + ...,
y P=0R, QED.

B. A continuacion demostramos, apoyandonos en el Lema de Hensel, un teorema sobre los
desarrollos de las raices de un polinomio analitico en potencias de x"'7 .

TEOREMA 1. /) Sean P(z,x)=A,(x)z" + A (x)z"" +..+ A (x), m>0 y las A (x)
funciones meromorfas en un entorno de x = 0 . Entonces,

(13) P(z,x) = 4,(x)(z - ¢, (x))..(z - ¢, (x)),
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donde cada raiz £,(x) es desarrollable, en un entorno reducido de x =0, en una serie de

potencias en x''*:

(14) ¢, (x)= Zcij (x”')j (Series de Puiseux)
J=N;

con ciertos N, y ¢ enteros, ¢ entero positivo.

<5 i'cij,51 <.

J=N;

El desarrollo es absolutamente convergente si O <'x” '

if) St algun c; es no real entonces ¢, (x) es no real para x real suficientemente pequefio. *

DEMOSTRACION. Es facil ver que (14) implica /7). La demostracion de i) la haremos
suponiendo x>0, pues por medio de la proplongacion analitica puede obtenerse el
resultado general. Sea

(15) p(z,x) = P(z,x)/A0 (x)=z"+ Zl ()z™ + .+ Zm(x) ,
con los coeficientes de la forma
(16) Zi(x):x"Zhux’,

J=0

definidos por series absolutamente convergentes en O<x<n. Si m=1 el teorema es

trivialmente cierto. Sea m >1. El cambio de variables z=¢ — Zl (x)/m, 0<x<n, reduce
p(z,x) en(15)a
an q(¢.x)=¢" +B,(x)¢" 2+...+1’3m(x).

Si B, =0 para todo / entonces p =P/ 4, :(z+;fl /m)m y el teorema sigue. Supongamos
que para algun j, B, # 0. Los coeficientes B,(x)# 0 son de la forma (cf. (16)):

(18) B,(x)=x"3k;x', a, entero,2< j<m, k ,#0.
i=0

Sea rzinf{aj/j:Bj iO}:n/d, n 'y d primos entre si, d >0. El cambio de variables
¢ =¢"x" transforma g(£,x) en

(19) g x)=x" (" +B,(x)x{"™ + + B (x)x™).
donde B, (x)x™” no tiene polo en x=0. Si ahora hacemos x = x’? obtenemos,
(20) g ) =x"" (" + By ()" 4+ B (¥)) = X" p'({ ", x')

De la definicion de r resulta 7j <, y también 0 <« ;d—nj pero donde para algun j, para el
cual £, ,#0, setiene 0= ,d-nj, o sea, a; =rj . Entonces p'({’,0)=¢'™. Ademas no es

la potencia m-ésima de un factor lineal pues el coeficiente de £'™' es nulo. Luego p'(<",0)

es factorizable y se aplica el lema de Hensel. Entonces, p'(¢”,x') es factorizable en dos
polinomios monicos:

(21) P x)=0'(¢"x).R(¢",x'),
congrQ'=q,grR'=r, 0<q,r<m, qg+r=m.
Recordando que {'=¢ /x" = /x" obtenemos {'=¢/x'" y
(22) 9, x)=4q'(¢",x")= 0, ¥ )R, x"),
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donde O y R son monicos en ¢ de grados g y r respectivamente. O sea, recordando todos
los cambios de variables, se ha logrado escribir p(z,x)= p,(z,x')p,(z,x'). Procediendo

con p (z,x') y p,(z,x") de la misma manera que con p(z,x) se llega al resultado deseado.

1/d rd

En efecto, x'=x""“ y en un nuevo paso x"=x""? =x"“? define la nueva variable. En un
numero finito de pasos todos los factores tendran grado 1 y entonces tendran la forma

(z+§j(xm’)). Es decir, §j(x):—§j(x”"). Estos son de la forma (14) si
t= m.c.m{t],._.,tm}, QED.

C. A continuaciéon probamos un resultado que permite demostrar la existencia de raices
reales de un polinomio real. Sea

(23) PX)=x"+Ax""+ + A4, A eR,
y definimos la cadena de polinomios de grados estrictamente decrecientes
ey, P@=L), 5, o),
dp-r,
(25) p'=d,r,—r, re,=dr, —r,
N S r,,=d,r,

Sea ac R tal que p(a)=0. Para ese punto definimos un indicador w asociado a la cadena:
w(a) es el namero de variaciones de signo (en los pares consecutivos) de la sucesion
{p(a), p'(a),r(a),.r, (a)} pero obtenido ignorando los valores nulos que puedan aparecer.
TEOREMA DE STURM. /) Sea a <d . Entonces w(a)—w(d) =# {c e(a,d): p(c)= O} _
irySea M =1+
DEMOSTRACION. i) r,(x) es el mcd. de p yp'y por tanto se anula sélo en algunos
ceros de p(x). La sucesion

(26) (/. /1 n/re,.01)

tiene el mismo niimero de variaciones de signo en a, p(a)=0, que (24).

A,|. p(x) posee una raiz real si y solo si w(-M)-w(M)>0.¢

Sea B=(b,,...,b,) la familia de ceros reales de los polinomios en (26). Ninguno de estos

numeros puede ser un cero de dos polinomios consecutivos (pues en caso contrario, en
virtud de (25), un tal nimero seria un cero de p y p'). Supongamos que b€ B pero no

anula a p/r,. Si (r,/r,X6)=0 entonces (r., /7. X®)=~(r.,, /r. Xb) = 0. En consecuencia,
cualquiera sea el signo de (7, /r, )(x) a la derecha e izquierda de b se tiene w(b—)=w(b+).
Se deduce entonces que w no salta al pasar de b— a b +.

Sin embargo, si (p/r,}(b)=0, y esto sucede si y sélo si p(b)=0, w presenta exactamente

una variacion de signo en x =5 . En efecto, sea g = p/r, . q tiene un cero simple en x=5.
Ademas, s:=p'/r, :q'+(r'k /7. ).q tiene el signo de ¢' en un entorno de x=5 Asi, por
ejemplo, si ¢'()>0, g es negativo en b— y positivo en b+, es decir, (q(x),s(x)) tiene
una variacion de signo al pasar de b— a b+. Idem si ¢'(5) <0. Los detalles que restan se
dejan al lector.
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i) Si =1y x==4, ~...—4,/x"" entonces |x|<|4,|+...+|4,|. Es decir, toda raiz de p(x)
es en modulo menor que 1+ Y|4, QED.

D. Sea f,(x,,...,x,) un polinomio a coeficientes reales, i =1,...,r + p+q+s.
PROBLEMA A. Encontrar condiciones sobre los coeficientes de los f, que permitan

decidir si el siguiente sistema de ecuaciones e inecuaciones tiene una solucion en R":

S, nx)=f(x,...x,)=...= f.(x,.,x,)=0

Sra(xx,)>0, oL f, (x,..,x,)>0

@7)
Sripn (5e5x,)20, L f L (x,.,%,)20
Jroprgn(X50x,) 0, f (X, x,)#0

Aumentando eventualmente el niumero de variables llegamos a que basta considerar
solamente igualdades en (27). En efecto, basta reemplazar las inecuaciones

(28) f(x,...,x,)>0; f(x,..,x,)#0; f(x,..,x,)20

por las ecuaciones

(29) f(x,...,x > ~1=0; fOx,..,x u-1=0: flx,...x,)-v' =0,

con las variables adicionales ¢,u o v.

Mas adn, en lugar de un sistema de ecuaciones f, =0, ..., f, =0 es suficiente considerar
S +...+ f2 =0 Entonces el problema A se reduce al

PROBLEMA B. Dado un polinomio real f(x,,...,x, ) encontrar condiciones sobre sus
coeficientes que permitan decidir si tiene una raiz real, es decir, en R".

NOTACION. P(x,,...,x,) denotara al anillo de polinomios reales en x,,..x, y P ala
Jamilia de polinomios en x, con coeficientes en P(x,,....x, X, ,....x,).

R(x,,...,x,) denotara al cuerpo de cocientes de polinomios en P(x,,....x,) y R al anillo de
polinomios en x, con coeficientes en R(x,,...,X,_,,X,,,,....X,).*

Obviamente P=P, y R, c R. Recordemos que los anillos P, P, y R, son de factorizacion
unica.

TEOREMA 2. Sea f; €P(x,,..,x,), /=1, 2, ..m. El maximo comun divisor de estos

polinomios puede computarse mediante operaciones de suma, resta, multiplicacion y
division en los coeficientes.*

DEMOSTRACION. Probaremos el teorema por induccion en n y m. Sean n=1, m=2.
Supongamos que gr f, > gr £, . El algoritmo de Euclides:

Lh=a.f;+n
fz =q,h +r,
(30) ¥

i =t
nosda: r, = m.c.d.( 115 ) Si m> 2, obtenemos el m.c.d. paso a paso, pues:
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med.(f,,...f,)=mcd.(f,,mcd.(f,...,f, ). Supongamos el teorema valido para n—1y
todo m, donde n>1. Sea m=2. Para i=1,2, sea f, polinomio en x, a coeficientes en
P(x,,...,x,,) . Por hipétesis inductiva se computan
*) d(x,..x,_)=mcd (coef. f), i=1,2 y d(x,,..x,)=mcd(d, d,).
Luego , f,.(xl,...,x"):d,.(xl,...,xn_,).f,.(x,,...,x") y f: es primitivo como polinomio en x,
(sus coeficientes no tienen factores comunes en el dominio de integridad P(x,,...,x,_)).
Pero también f: € R, . Por medio del algoritmo de Euclides hallamos

m.c.d.(fl,fz): reR,.
Si gr, =0 entonces mcd(f,, f,)=mecdld f..d,},)=mecd (d.d,)=d e P(x,,...x,.).
-X,.), ReP R
primitivo. Entonces, f: =Rh, heR, , i=1,2, Analogamente, h =H ,D,/O,, H.€P,,
H, prmitivo, D, y O, € P(x,,...,x,_,),. Podemos suponer que mcd.(D,,0,)=1. Luego,

f,=H.R(D,/Q).

Como el producto de polinomios pnmmvos es primitivo (cf. [VW], T.1, p.77) resulta:

Si gr. r>0, la hipotesis inductiva permite escribir: r =q.R, g€ R(x,,..

f f D, f primitivo lo mismo que f En consecuencia, DD, y (J, son constantes pues
mcd.(D,,0,)=1. Podemos escribir entonces h =H, P, Dado que R tiene en x, el

mismo grado que 7 resulta que
**) H| no tiene en comun con A, un divisor de grado positivo en x, .

Asi tenemos, f=d H R, f,=d,H,R. Como H,, H, y R son primitivos y valen (*) y
(**) tenemos mcd.(f,, f,)=Rdmcd.(d,/d)H  (d,/d)H,)=Rd . Como Ry d fueron
computados también es computable el m.c.d. de f, y f,, QED.

Obsérvese que f,(f,/Rd)=d,(d,/d)H H,R es el minimo comun multiplo de £, y f,.
Como mem.(f,, f,,f,) =mecm(f,,mcm(f, f,)) tenemos

COLOLARIO 1. Sea f, €P(x,,...,x,), j=12,.,m. El minimo comin multiplo de estos

polinomios es computable. *
Si buscamos soluciones reales de f =0 sera suficiente considerar polinomios sin factores

multiples. Los factores multiples se detectan hallando el m.cd.(f, S Se) - En efecto,
sea p primo de grado positivo en x, y j > 0. Entonces,

31 paratodo i: p 'f y p’
<=: es inmediato.

=: f=p’r implica f, = jp’” (p.,r)+p'r, . Luego, si p’

J+l

S

. #0 y es de grado menor que p en x,, necesariamente, p|r . Portanto p’*'

f, QED.
Tenemos entonces la
PROPOSICION 1. Sea d=mcd.(f,f.,..., f.). Entonces f/d tiene todos los factores

primos de f y ninguno multiple.*
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E. El resultado que demostraremos a continuacion es el teorema sobre polinomios
simétricos. Sean x,,..x, variables y f(x,,...,x,) un polinomio simétrico, es decir,

A,

invariante bajo permutaciones de los subindices de las variables. Polinomios basicos con

n
esta propiedad son o, =Y x,; 0, =Y .xXx,; ... ; 0,=x..x, Como

i=1 i#
n

H(x—x,.) =x"-ox" +o,x" - +(-D)'o,,
=1

la correspondencia (x,,...,x,)—(0,,...,0,) define una suryeccion de C" sobre C". En
consecuencia, si f(x,,...,x,) = ¢(0,,...,0,) entonces ¢ queda univocamente determinada.

Dado un monomio co,™..c, su peso se define como k=q, +2a, +..+na, y dado el
polinomio p(o,,...,0,) su peso es el del monomio de mayor peso que aparece en €l.
TEOREMA 3. Sea f(x,,...,x,) un polinomio simétrico de grado &. Entonces existe un
Unico polinomio p en o,,...,0, tal que f(x,,...,x,)=p(o,,...,0,). El peso de p es igual al
grado kde f*
DEMOSTRACION. Demostraremos la existencia de p por induccion en n y k. Sea
F(x,,...x, )= f(x,....x,,0). F es simétrico. Supongamos el teorema para la dimension
n—1 y cualquier grado y para n siempre que el grado sea menor que k. Tenemos
F(x,,...x,)=P(c).. .,o0,) donde o’ =0 (x,,....x,,,0) . El polinomio

fi(x,.x,) = f(x,.,x,)-P(o,,....0,.,)
es simétrico en sus variables, de grado menor o igual a £ y es divisible por x, . Por su
simetria es divisible por x,x,..x, . Por tanto, f, /o, es un polinomio simétrico de grado
menor que k. Aplicando nuevamente la hipotesis inductiva resulta
hHhx,...x)=0,4(c,..,0,)=0(5,..,0,) Yy f(x,..,x,)=P(c,..,0,,)+0(c,,....0,).
Respecto al peso del polinomio p:=P+Q , él es igual al mayor de los pesos de P 6 Q pues
P no depende de o, y en cambio O(o,,...,0,) =0,.9(0,,....0,).
P(o,,...,0, ) tiene peso igual al grado de F(x,,...,x,_,) por lo que su peso es menor o
igual al grado de f. Por la hipotesis inductiva el grado de f, /o, coincide con el peso de g,
por lo que el peso de O coincide con el grado de f, que es menor o igual a k4. Si peso de
P <k entonces k=gr f =gr f, =peso de O, QED.
N.B. Los coeficientes del polinomio p(o,,..,0,) son computables a partir de los
coeficientes de f(x,,...,x,). Es decir, se obtienen a partir de éstos por medio de un namero
finito de operaciones de suma, resta, multiplicacion y division.

F. ELIMINACION DE UNA VARIABLE (cf. [VW], T.1 pg.89). Sea P(y) la familia de
polinomios en y con coeficientes en un cuerpo XK.

TEOREMA 4. i) Sean p(y)=Py"+By"" +.+P,, P,#0 y q(»)=0,y" +..+Q0,,

O, #0 polinomios en P(y). py g tienen un factor comun si y sdlo si existen a,bcP(y)
tales que: gradode a<n, gradode b<m y aqg+bp =0,
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i) Y siy solo si el siguiente determinante de Sylvester se anula:

m=-1
—— e,
R R .. . . Pn 0 .. 0
¢C R ... . P, B .. 0
Fe
P?!
=0

n-1
Qj . Qm 0 ° 0
»n .. .- . ) . ... 0
0 . . QO Qx . QM

DEMOSTRACION. #) Si p(y)=d(y)r(y) y q(»y)=d(y)s(y), podemos definir a=r,
b=-s 'y se verifica ag+bp=0. Reciprocamente, si esta ultima relacién se verifica
entonces p divide a ag y como grado de a es menor que n, un factor primo de p divide a g.
ii) Sean a(y)=A,y"™' +..+4,,, b()=B,y " +..+B, . La ecuacion ag+bp=0 es
equivalente a las siguientes relaciones entre los coeficientes:
> A0, .+ D BP,_.=0, h=0l..,n+m-1
1

b

O<s<n—-1 0sssm—
donde Q, =0 si h<0 0 h>m,y P, =0 si h<0 0 h>n. En efecto, la suma es el
n+m=-1-h

coeficiente de y en aqg+bp .
Este es un sistema de n+m ecuaciones lineales homogéneas en las » incognitas A ym

incognitas B, . Tiene solucion no trivial si y sélo si la matriz D:

(o o B 0 0 )
@ & .. .0 B B 0.0
On Lwa - & 0 £ B, £
D=l 0 O . B
0 B,
0 Qp O 2
1 -
M m

tiene determinante nulo. Ahora obsérvese que toda columna de esta matriz es una fila en el
determinante de Sylvester, QED.
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G. Sea f(x,y) un polinomio en dos variables, x, y, a coeficientes reales, de grado n>1,
sin factores multiples, (cf. Proposicion 1).

PROPOSICION 2. Sean a real y g,(x,y)=)yf(x,y)-(x—a)f,(x,y}. Entonces,
f(x,y)=0 tiene una solucion real <= f(x,y)=0y g,(x,y)=0 tienen una soluciéon

real en comun. ¢
DEMOSTRACION. <es trivial. = : Supongamos que es falso. Como g, se anula en los

ceros de gradf vy en (a0), f no se anula en estos puntos. Sea
d :dist((a,O),ceros reales de f ) Entonces d<w. Sea (x,,y,) tal que f(x,,y,)=0,
d* =(x,—a)’ +y?. El conjunto {(x,y): f(x,¥)=0} es una curva C' en un entorno de
(x,,y,), tangente en ese punto a la circunferencia con centro (a,0) y radio d. O sea,
g.(x,,¥,)=0, contradiccion, QED.

PROPOSICION 3. i) f(x,y) y g.,(x,y) no tienen factor comun independiente de una de

las variables.
if) Si a#b entoncesf, g, y g, no tienen factor comun.*

DEMOSTRACION. /) Sea p=p(x) primo. Si p|f entonces p|f,. Si ademas plg,
entonces p|yf, . O sea, p|f,. Luego, por (31), pzl f . Pero esto contradice la hipotesis sobre

/- En forma similar se trata p = p(y).

ga - gb
T
f.. Por (31), pzl f , contradiccion, QED.

Como ftiene a lo mas n factores de grado positivo habra un polinomio, al menos, entre g,

Por tanto, p| yf. .

if) Sea p = p(x,y) tal que p|f. Si plg, y p|g,, entonces plfy=

Por i), p no es independiente de x. Luego, p

&> &, tal que no tiene factor comun con f, donde g, =g, , a, € R, los a, distintos dos
a dos. Se lo puede detectar eliminando la variable y entre fy g,, (cf. T. 4).
NB. Si f es de grado n en (x,y) pero no en}y, la transformacién afin (x,y) —> (x+&y,y)

es tal que, salvo por un numero finito de ¢, transforma f en un polinomio de grado n en
(x,y) y en y. Por tanto f se reduce a un polinomio de la forma

dyy" +d,(x)y"" +.., d,=constante no nula. (Un cambio afin semejante permitiria
reemplazar al nuevo f por otro de la forma d,y"+dyx" +..., d, #0#d, )
Sean f degradonen (x,y) yeny, 4,#0, B,#0y

(32) f=4y" -!—A,(x)y"'1 +..+4,(x), g, =B,(x)y? + B,(x)y*" +..+ B (x),
g-1
A A ... 4 0 0
0 4 .. .. A, A .0
. .. . q
(33) Ri(x):=res(ﬁgz.);= o 4
B, B . ‘ .0
0 B . -0 lim
0 B, B . B,
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Se suele llamar resultante de dos polinomios f, g, a su determinante de Sylvester. En la
seccion F vimos el teorema de la resultante:

R.(x)=0 siysdlosi f y g, tienen un factor comun.

En virtud de la proposicion 3 si hay un factor comun éste debe tener grado positivo en x y
en y. Supongamos que g, no tiene factor comin con f, es decir, R (x)#0. Los ceros

(complejos) de R,(x)son las proyecciones segiin y sobre el eje de las x de los ceros
comunes de f(x,y) y g,(x,»). O sea, si

(34) S={(xy):xeC,yeC, f(x,y)=0,g,(x.y)=0}
entonces
(35 {xeC:Ro(x):O}:{xeC:HyeCt.q.(x,y)eS}.

Luego de (34) y (35) sigue que #S<o. Pero el teorema de Bézout, (cf [VW], T.2 p.17),
afirma que en esta situacion #S<gr f .grg, < n*.
Las raices de R, forman la proyeccion ortogonal de S, es decir, segun y. Computaremos

otras proyecciones de S segun direcciones oblicuas sobre el eje x. Sea m real y no nulo. El
cambio de variables: X =x—y/m, ¥ =y, transforma S en S'={(X,¥):(x,y)e §}, o sea
en

(36) $'={X.1)eC*: f(X+Y/mY)=0,g,(X +¥/m ¥)=0}
Si calculamos la resultante eliminando Y:

(37) R, (X)=res,(f(X+Y/mY), g, (X +Y/m,)Y)),
tenemos,

(38) {XeC:R,(XN)=0}={XeC:3¥eC 1q.(X,V)eS}={x—y/m:(x,y)eS}.
Eleccion de m: observemos que si (x,y) no es real entonces x— y/m es real si y solo si
(39) m(x-X)=y-y.

Evitaremos estas direcciones, como se indica a continuacion, logrando asi que

(39) (x,y) es no real si y solo si X es no real.

Notese que, por ser fa coeficientes reales, (x,y)e S siy solosi (X,y)eS .

Sea Q,(y) :resx( f(x,p).8,(x, y)). R, y Q, son computables. Por la hipétesis sobre g,
R, #0. Sean R y O polinomios (computables) obtenidos de R, y O, librando a estos de
sus factores multiples superfluos, (cf. Prop. 1). Las raices de R son las proyecciones de .S
segun y, las de Q las proyecciones segun x. Las denotaremos, respectivamente, Enky y
1 --,1, . El polinomio monico,

(40) p(m):mH[m—%—g—‘J=m”l+clm1 +..+e;m,
ras i J
i#j

puede escribirse como
m[ (& —-¢pm-tn,-n)  m[1(& € m—n,-n)

R 1 ) ST )

r£s
J=i
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donde « es un polinomio (computable) en los coeficientes r, de R en virtud del teorema

sobre funciones simétricas. El polinomio en m:

Z(m) =m[ (& -&)m~ (1, - 7)),

r=s
It

es un polinomio con coeficientes suma de productos de un polinomio en las ¢, por otro en
las 7, . Luego, Z(m) = Zk, (&,mym" | k. polinomio en &, n. Permutaciones en las £, o

permutaciones en las 77, dejan invariante a Z y por tanto a sus coeficientes que son entonces

suma de productos de polinomios simétricos en sus respectivas variables. O sea, estos son
polinomios en los coeficientes de R y en los coeficientes de (O, respectivamente. En
consecuencia, p(m) es un polinomio computable y sus coeficientes ¢, son expresiones

racionales en los coeficientes de Ry Q.
PROPOSICION 4. Supongamos que m real no es raiz del polinomio computable p:
p(m)=0. Entonces, S contiene un punto real si y solo si R_(X) tiene un cero real. *

DEMOSTRACION. Sigue de lo dicho, (38), (39) y (39°), QED.
Luego vale el

!
TEOREMA 5. Sea m=1 +ZQc,2‘+ 1). La ecuacion f(x,y) =0 tiene una solucion real si y
=1
solo si el polinomio computable R(x):= X _(x) tiene una raiz real.*
I
DEMOSTRACION. En efecto, m no es raiz de p(x) pues m> 1+Z[c,[. Esta altima
-t

expresion es una cota superior del médulo de toda raiz real de p (cf. T. de Sturm). Podemos
aplicar entonces la proposicion 4, QED.

H. Consideremos ahora el problema de hallar una solucidn real de
(42) {¢(x,y) =c,(x)y" +c,(x)y™ +. +c (x)=0, ¢, #0
F(x)=dx" +d,x™" +. . +d_ =0, d, #0
donde ¢ y F son polinomios de coeficientes reales, grado de ¢ en (x,y)=2nxl,

-----

$(x,y)
d(x)

P(x,,¥,)=0, F(x,)#0 siysolosi w(x,,y,)=0, F(x,)=0.

Sea J(y) la resultante obtenida de w(x,y) y F(x) eliminando x. De lo dicho sigue que

O(y) # 0. Existe entonces un ¢ € R, computable, tal que O(c) 0.

TEOREMA 6. Sea f(x,y) =w(x,c+ yF(x)). Entonces,

¢(x,y) =0, F(x)#0 admite una solucién real < f(x,y)=0 tiene una solucion real.*

DEMOSTRACION. = : Si (x,y)e R?, ¢(x,y)=0, F(x)#0 entonces w(x,y)=0. Por lo

computable d(x) obtenemos w(x, y)= Entonces, (x,,y,)eR* es tal que

tanto, f(X,¥)=0 donde X =x, ¥ =2_<
F(x)
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<:Si f(X,Y)=0 entonces F(X)=0 (de lo contrario serian F(X)=0 y w(X,c)=0, lo
que es imposible pues Q(c)#0). Luego, el par (x,y)=(X,c+YF(X)) es solucién de
w(x,y)=0. Por tanto de ¢(x,y)=0, F(x)=0, QED.

NB. Si ¢(x,y) fuera de grado N en (x,y) y en y, como podriamos suponer por lo dicho en la
seccion G, entonces seria c¢,(x)=constante no nula, d(x)=1, w(x,y)=¢(x,y) vy

w(x,c+ yF(x))=c F(x)" yV + S (x)F(x)"" yN ' 4. o

Sea R(x) el polinomio computable del teorema 5 obtenido a partir de w(x,c+ yF(x)) con
el método descripto en la seccion G: reduccion a un polinomio f(x,y) sin factores
multiples y del mismo grado en (x.y) e y.

TEOREMA 7. El sistema ¢(x,y)=0, F(x)#0 admite una solucion real si y solo si el
polinomio R(x) tiene una raiz real. R(x) es computable a partir de d(x,y) y F(x).*
DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata de los teoremas 5 y 6, QED.

L. Si analizamos cuidadosamente los pasos dados para computar R a partir de ¢ y F

vemos que su construccion se concreta siguiendo una alternativa entre varias (un niimero
finito) que se expresan por medio de la anulacién o la no anulacién de ciertos polinomios
en los coeficientes de ¢ y F. Todas las inecuaciones se pueden expresar mediante una sola:

el producto de todas ellas; y todas las ecuaciones también por solamente una: la suma de
sus cuadrados. Entonces el teorema precedente se precisa asi:
TEOREMA 8. Sea ¢(x, y) polinomio de grado n>1 y F(x) polinomio de grado m>0.

Existe un nimero finito de alternativas G,,i=1,..,.N =N(¢,F), de la forma

| R (x,coef ¢,coef F)=0
Gi= {Q, (coef ,coef F)=0
tales que
P(x,¥)=0, F(x)=0
tiene una solucion real si y solo si los coeficientes de ¢ y F'y un x real satisfacen una de las

alternativas.+

Podemos ahora demostrar por induccién el siguiente teorema de decision. Los pasos
seguidos en las secciones G, H e I son esencialmente los de una demostracién de A.
Seidenberg (cf. [Se]) del Teor. 9 debido a Tarski.

TEOREMA 9. Sea f(x,,..,x, ) un polinomio a coeficientes reales de grado m y A el
vector de sus coeficientes. Existen / = I(n,m) alternativas G,,i=1,2,..1,
P(4)=0
43) G, =:0,(A)=0
R,(A>0 k=12, ,n
tales que ftiene una raiz real (x,,...,x,) siy solo si se cumple una de esas alternativas.
F,, O,y R;, son polinomios reales en los coeficientes de f.*
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DEMOSTRACION. Si ponemos x=x,,, y=x, y fijamos (x,,...,.x, ,)€R"*, entonces,
en virtud del Teor. 8, f(x,,...,x, ,,x,y)=0 tiene una solucién real si y sélo si para un x
real se satisface una alternativa:
(44) R, (x,..%,,, ,A) 0, Q,.(x,...x,,,4)#0.
Pero R_(x,,....X, 5, %, ¥,4)=0, 0, ,(x,....,x, ;,x,A) =0 tiene una solucion real si y solo si
para un x real se satisface otra alternativa:

Rn—Z(x17 n3’ ’A) O ..«n—Z(xl’ o n3’A)¢O

Siguiendo asi y aplicando repetidamente el Teor. 8, llegamos a que la existencia de una
solucion real de f =0 es equivalente a la satisfaccion de una alternativa de la forma:

(45) R(x,A)=0, Q,A)=0,
por un x real. Pero R (x,4)=0 tiene una solucion real si y sélo si se satisfacen, en virtud

del teorema de Sturm, un conjunto de desigualdades, por lo que (45) resulta equivalente a
una alternativa del tipo (43), QED.

TEOREMA 10. Sea P({,,...,{,) un polinomio en n variables a coeficientes complejos.
Para R real positivo sea

(46) dRy=inf{lf ~¢|:CeC".EcR", P({)=0,|E|=R }.

Si d(R) > para R — oo entonces existen niameros positivos 4 y a tales que, si R es
suficientemente grande,

47) d(R)> AR® .+

DEMOSTRACION. En el cuadrante 7>0, R >0 analicemos el siguiente conjunto

(48) S = {(r, R):3¢ eC",3¢eR" 14.P()=0,E|=R,|¢ —§|2 =7 }

Sea Q el polinomio en (7,R,£,Red, Im{’) definido por

(49) O(z,R.&,Rel,Im¢) =P + Q.ﬂz —RZT + Qg <’ - rf .
Entonces, S = {(r,R):Q(r, R.E.Rel . Im¢)=0 tiene una solucion real (£,Re ,Im{ )}.
Fijados 7, R, consideramos a O como un polinomio en las variables restantes y le
aplicamos el teorema de decision. Las alternativas G, pueden escribirse en la forma

>
G, =G, (t,R)#0, k=1, k. (7z,R)eS st y solo si se presentan todas las
desigualdades e igualdades en algin G,. Estas a su vez se expresan por medio de

polinomios en 7, R a coeficientes reales por lo que satisfacen la tesis del siguiente lema.
LEMA AUXILIAR. Sea P(7, R) un polinomio a coeficientes reales en 7z, R. St P#0

entonces para R>R,, P(7, R)=A,(R)[ [(zr—7,(R)) donde 7,(R)=>"A4,R™?, p entero

j=l i=N
positivoy 0# A (R) es analiticaen R> R, .+

DEMOSTRACION. Véase la figura siguiente. Para la demostracion efectuar el cambio de
variable x =1/R y aplicar el teor. 1, QED.
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Entonces, por i) del teor. 1, cada G,(7,R) tiene la propiedad que sus raices no reales

permanecen no reales a partir de un R en adelante. Por i) del teor. 1, dos raices reales a
partir de un R o son idénticas o bien son siempre distintas. Mas aun, para R bastante grande,

los graficos de las funciones continuas 7 = 7,(R), raices reales de algin G,(z,R), si no
son idénticos entonces no se cruzan, (cf. (50)).

Si (r,,R,)€S entonces S contiene una curva
7=7,(R) que pasa por (7,,R;) o en su
defecto toda una franja, limitada por estas
curvas, que contiene a (7,,R,). En efecto, en
toda la franja se cumple la alternativa. O sea,
S consta de curvas =71 ;(R) o franjas cuyas
fronteras son estas curvas. Luego, como

d*(R)=inf {r:(r,R)e S},

tenemos d” =0 o bien d*(R) es igual a una
raiz 7,(R) de una G,,(z,R) (=P(z,R)). O

Ry R sea, d(R)= VT, (R).

Del lema al'lxiliar sigue ahora que, para R — o, vale
(50) T,(R)=R™?4,(1+0(1)), N=N,, p entero positivo.
Si d(R) — « entonces d # 0. Luego, necesariamente A ~ >0y —N/p>0. La tesis sigue

inmediatamente, QED.
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APENDICE B
ALGUNOS LEMAS ALGEBRAICOS Y CONSTRUCCION DE UNA SOLUCION
FUNDAMENTAL PARA UN OPERADOR DIFERENCIAL PARCIAL.

Sea P(x) un polinomio de n variables x,,..,x, de grado m, x=(x,,...,x,). Existe una

10 10

solucion elemental Ee D’ del operador P(D): —P(—g _8x ), P(D)E=0¢, tal que
i
1
2 B_ 5, (cf. T.6, Cap. 7). Este resultado basico sigue del sigutente
cosh|x|
LEMA FUNDAMENTAL. Paratoda u € Cj vale
(1) [u(0)| < C |lcoshix] P(D)uuwﬁ : C=C(P).*

Pero también puede construirse explicitamente una solucion fundamental. Esto lo haremos
en la seccion B.

A. Un polinomio P en n variables de grado m tiene N = N(n,m) coeficientes,

LEMA 1. Existe A (" tal que #4=N y con la propiedad: st /’({)=0 paratodo { € 4
entonces /> =0. Todo conjunto de la forma &4, £ >0, tiene también esta propiedad. *
DEMOSTRACION. Sean {(/)=(¢,(i).....¢, (i) e C",i=1,2,... . N. La funcion

(2) FEM..f(N)=del ¢*(1). . . (V)

es un polinomio en »n.N variables complejas £, (1), /=

et
..... N, j=1,2,...n, no identicamente
nulo pues los monomios que en él aparecen (y con coeficientes 1) son distintos dos a dos.
Luego, existe A={(j):j=1..N} tal que F({(1),...{(N)#0. Pero P({())=0,

Jj=1.., N, es un sistema de N ecuaciones lineales homogéneas en los coeficientes de P,
cuyo determinante es igual a F({(1),....,{(N))=0. Luego es imposible que P se anule en
todo elemento de 4 y sea # 0. Observemos finalmente que también F(&{(1),...,e{(N))#0
si £ >0, QED.

LEMA 2. Sea A como en el lema 1 y P un polinomio de grado no mayor que m. Existen C,

y C,, constantes positivas, tales que

(3) CPE) sup|PE+ OIS C.PE), £ eCT s
(=
DEMOSTRACION. Veamos la segunda desigualdad. La férmula de Taylor expresa que
@ PE+O)= T PO
|a|<m
Entonces,
2 /2

©) PE+0) sﬁ@[z £ ] .

|a|$m .

Veamos ahora la primera desigualdad. A cada {(j)e€ A le asociamos un polinomio en 7
de grado m:
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F(EW),....n,...,5(N))

R(7,£ ()= FQ),...., (N))

donde el numerador se obtiene de F reemplazando () por 7. Luego, R({(1):{())) = d;
y vale

(6) PG +m)= ZR(H;C(J')) PE+£()),

pues ambos polinomios en 77 coinciden en A y son de grado < m . Derivando respecto de 7
obtenemos

PO +m)= iR“)(U;C(j)) PE+C()).
Para =0: "
PO = suplPE¢ +c<j))|ﬁ|R<“>(o;¢(j))) , QED.
LEMA 3. Sea p(z) un polinomio r;)jst:,‘ivial enjz; € C, de grado <m . Entonces

(7 sup inf |p(z)| >(4m +1)""|p(l)( -+

m |Z|=k/m

2j+1
DEMOSTRACION. Sea p(z)=a(z-z,). (z—z,), pu<m y L _{ 21 <l <=L }
2m 2m

J=0,1,..,m. Uno de estos conjuntos, digamos L, , no contiene en su interior ninguna raiz de

p.Sear :i. Entonces, si || =
m

£ M
® @[]~ F, >Hl<[17+l| -

r—1 . .
Sea f(1) = ll_t—l Esta funcion es decreciente en (0,7) y creciente en (r,) . Luego,
+

1
r+— si z.el, m>2h>k
)_‘r_|ZfH S( 2m) s €Ly
© fefl=Sry e !
=] Jr=——=) si z,el, h<k
. 1 1 1 1 1
Pero st r<1, f(r—~)———>— y f(r+—)= > . En
2m° (1+r)2m-1 4m 2m- (1+r)2m+1 4m+1

consecuencia, el miembro derecho de (9) es mayor o igual que

| lpO)
obtenemos: |p(z)| Zm, QED.

LEMA 4. Dado A como en el lema 1, sea
A = {ké’ €A, 0<k<m}

! T Entonces, de (8)
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Entonces, cualquiera sea el polinomio P(£), £ € C”, de grado menor o igual que m,

(10) P(£) < B.sup inf P& +26),
Ged =
2eC
donde B = w con C, como en el lema 2.¢

1

DEMOSTRACION. Aplicamos el lema 3 a
p(z)=P(E+zn), ne 4.
Entonces
(11 sup inf PG +z 77)! I E+mn).
0gk<m |%
Tomando supremos en 7€ 4 en ambos mlembros de esta desigualdad, vale
sup( sup | inf |P(§ + *n)l) =sup mf |P(§ +z6)[>

ned \0<k<m z|=k

1
Gy el

Aplicando ahora el lema 2 obtenemos la te81s, QED.

B. TEOREMA 1. Existe £ e D'(R") tal que P(D)E=0'y £ €B,_;.*

cosh|x|
DEMOSTRACION. Hallar una £ € D'(R") tal que P(D)L =0 equivale a hallar una £ tal
que para toda v € C; (R") verifique
(12) u(0)=< P(D)E,u(-x) >=< E, P(-D)u(~x)) > =< (E,(P(D)u)(-x) > =< E, P(D)u > .
Sea v=P(D)u. Luego para £ € R" y W(&) = P(E)u(£), vale,

1 e 9(&)
13 0)= =
(13) u0)= )nj Ot == [ p %
Si una tal £ existiera tendriamos
(14) u(0) =< E,v>=—— [ &) ) g

N GRIG)
Esto sugiere un procedimiento: tratar de definir £ a partir de la segunda igualdad en (14).

Sea @e A", (cf. lema 4), con A contenido en el interior de la esfera unitaria de R”".
Definimos

1 si P()<BP(E+20) para todo z, |z=1
W)= _
en caso contrario.

W, es entonces la funcion caracteristica (indicador) de un conjunto cerrado de R". Del
lema 4 sigue que

(m+1N 2D (&)= ¢(&) =1 paratodo £ e R".

Becd

Por lo tanto, ¢,(£) = Yolo) ©) >0y Z¢6 (£)=1.Para v=P(Dyu, uecC, , obtenemos,

50 0 &

L %), 1 WE +260) dz
15
19 G r % G o “ | Py
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v¢) V(& +20)

pues #({)= es analitica en { € C", y por tanto es holomorfa en z para
P(£) P(£ +20)
cadapar £, 6. Se impone entonces la definicion
- V(& + z0) dz o
(16) EWw)= — @, (&) dé , para ve C,
2z ) i ZA;RIG zlflp(g 20) z

Sea ve C; . Luego,

1)
zI g [PEzO],,

amn E(v)
Ol s > bei z._ Pe)
+ ) —i<z8,.> d‘. .

—i<z60,x>
Sean w(x) = v(x).cosh|x|, £ (x) ::e____ . Entonces we C;” y h. S . De la proposicion

cosh|x|
4 del Cap.7 obtenemos
(18) ” h ||II/P _" “ll/P”h |||,A/{

1P

—i<n.x>

El conjunto de funciones 7, :{ :In|$a<1}cS es acotado en la topologia de

cosh|x|
espacio vectorial de § pues dados un entero no negativo m y una n-upla «, vale
¢(x)‘SC(a,m) paratodo g7, .

Pero un conjunto acotado en S es acotado en B,,, (cf T.3, Cap.7). Luego {h: :Iz! = 1}, que

esta contenido en 7, para cierto a, es un conjunto acotado en B, u,,, - Entonces, de (18)

resulta
1 Cicz0,>
(19) (27[),1 ’;[‘( )/\(5)']) ":) 2"1,1/F SC”W”wﬁ'
Luego,
E) s—— > [bwhl, 5l <—ZI|WI|, v5 [Clad<BC N (mDw], ;.

7 bed |21 |2|=1

O sea, ‘ E(V)I <R =B ||vcosh|x|”

| < y E esta bien definida. Ademas, de

1,1/ P 1,1/ P

E@):(E,Vv){;ggmj(v (v(x)coshlxb){

E A\
(cosh|x|} )

define una funcional lineal continua sobre Bll ,

—c—o—s%J (V(x)cosh|x|) resulta que

(20) < B'||w||wﬁ paratodo we C; .

En consecuencia,

o 'xl 5 Y por tanto

pertenece a B_ 5, (cf. T.3, Cap.7), QED.
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APENDICE D
SERIES DE DIRICHLET.

ADI. La serie » a, exp(—4,s) se dice de Dirichlet (y de tipo A hsio<a<a, <.,
k=1
A, > owpara n—>o. Cuando A, =logk tenemos:
P ; exp(,1 5 kz: k*

serie de Dirichlet ordinaria.
Sea s=o+it, s, =0, +ir,. Vale el siguiente importante

n

>

LEMA. Si [ —*—
P eXp(/l )

<M ,paran=1,2, 3, ..., entonces

> a | v ls — 5, o ‘
kz=:'exl>(/1k~%)|S Ia—ao|exP( Al =0y)) sto>0,

Esto implica que la suma de una serie de Dirichlet es acotada en fajas horizontales de ancho
finito. Si la serie

o

a,
M Z exp(4,s)

k=1
converge (absolutamente) en s, entonces converge (absolutamente) en el semiplano
o>0,. Quedan asi definidos los semiplanos de convergencia absoluta, ¢ > o, y de
convergencia condicional, o > o_, donde o, es la abscisa de convergencia condicional 'y

o, la abscisa de convergencia absoluta: o, > o,. Vale que

(2) 0,0, <11ml gn

n—yc0

Si o,<o en el semiplano de convergencia condicional {s o> ac} (1) define una funcion
f(s) analitica cuyas derivadas pueden obtenerse derivando término a término la serie de

Dirichlet que la define. Si o, >0, entonces esta funcion verifica f (s):o('z'[)

uniformemente en o, <O < ypara 7 —> .
Una region de Stolz con vértice en s, es un sector infinito definido para « <E de la

sigutente manera: {s : iarg(s—s0 )| <a,c >O'0}. Entonces, si (1) converge en s,, converge

uniformemente en toda region de Stolz con vértice s,; y por lo tanto, si s—5,,
permaneciendo en esa region:

, ) 0 si A4 >0,
lim f(s)=f(s,), lim f(s)= :
AR s a, si ,11 =0.
La representacion de f{s) por una serie de Dirichlet es Unica: si f{s)=0 para o > o, entonces
a, =0 para todo k. Mas aun, si g, #0 hay a lo sumo un nimero finito de ceros de f{s) en

‘toda region de Stolz con vértice en un punto del semiplano de convergencia condicional, y
ningiin cero en un semiplano {s:o >c} para cierto ¢ > ag,.
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Los coeficientes de la serie pueden obtenerse mediante formulas de inversion; por ejemplo,
si la serie converge absolutamente para o =a entonces

T
a, =lim % J' fla+iy)e™“™ gy paratodo n.
T > 0

AD?2. El comportamiento analitico de la suma de una serie de Dirichlet difiere del de las
series de potencias. Por ejemplo, si

3) 75)=Y a, exp(-4,5), o>0.,

es analitica en el infinito entonces f(s) es igual a una constante. f(s) no tiene

necesariamente una singularidad sobre la abscisa de convergencia. Si embargo vale el
siguiente teorema debido a Landau:

TEOREMA 1. Sien (3) a, >0 para todo & entonces f(s) no es analiticaen s=0,.¢
DEMOSTRACION. Puede suponerse o, =0. Desarrollando alrededor de un punto x>0
obtenemos

@) F(5)= Zf(”() ") Z(’

kX) Zah( /1) exp(—4,x).

Supongamos f(s) analitica en S'_O Entonces la serie de potencias converge en cierto

s =—a<0. Luego, de (4) obtenemos
Ra

(5) B= ZZ("”) Ar exp(=4,%) <0
k=0 h=1
Como esta serie es de termmos positivos,

i 2 (@+x)*
B= Zah exp(—/lhx)z ( )
h=i k=0 k'

Es decir, la serie de Dirichlet converge en s =-a <0 =0, contradiccion, QED.

A= Zah exp(al,)<w.
h=1

COROLARIO. Si Zak exp(—4,s), a, >0, converge para o >R vy define alli una

k=1
funcion analitica f(s) prolongable por F(s) a o>r (r<R) y si F presenta una

singularidad en o =r, entonces o, =r .¢
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APENDICE E
EJEMPLO

AE1. Sea X el segmento cerrado de los puntos de abscisa entre —1 y O del eje real, y sea
D =B, (0)\X . Hallar la funci6n « tal que

(1) u(z)=1-r en @D, Au=0 enDy ucC(D),.

Una tal funcién armoénica existe pues hay funcion barrera en

todo punto de 8D, (cf. 6A, SD y 5E). Queremos probar la
PROPOSICION 1. La solucion de (1) tiene la forma

@ u@)=utrh)=--|

< x(x* +1)coshxrx

sen(xlogr)coshx¢

para z=re? O<r<l, —w<@g<m.

2
DEMOSTRACION. Separando variables: w=R®, Aw = liri+L2 9 = (R®)=0
ror or r°o¢
equivale a
(3) ((D;) =x?, r(rR) +x*R=0 con y* una constante real.

2

R +7°R=0. Luego

El cambio de variables ¢ =logr reduce la Gltima ecuacion a: o
t

R=Csen(ylogr)+Dcos(ylogr). En este caso, R(1)=0 implica D=0. Para que R

sea acotada en O<r<1, y debe ser real. Asi w= (Ae'” + Be”’)sen(xlogr).
Ensayamos,

(4) u(r.¢)= I(A(x)e‘” +B(x)e* )sen(zlog rydy .
Para toda s real vale ’
5 I(s)= ‘!(sen(st)(%— " :12 jdt =%(1 —e )sgn s,

Aceptemos por un momento este resultado sobre la transformada seno. Entonces
st

_fsenst 1 _ ¢ Fsenh 2t ATt
(6) 1(5)_£ t 1+12dt—£U - dh](lﬂz)zdt O(I—(l+12)2d1J,

0 o]

y la integral converge uniformemente en s € (— oo,oo) y lo hace acotadamente.
Luego, si 0<r<1,

o«

sen(tlogr) 1 T

7 dt=——(1-r).
M ! t 1+£2 2( )
Determinemos ahora A(y) y B(x) de manera que

A + B =- 2L
®) 7 x(x”+1)

A" +B(p)e ™ =~ 2

7 x(x"+1)
La solucion de (8) es A(x)=B(y)=- L i . Reemplazando en (4), y
mcosh ymr y(x° +1)

observando que la integral converge uniformemente para 0 <J < r <1, resulta que
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2 tsen(ylogr) cosh
©) u(r.g)=—2 f (12 gr) X9
wy x(x”+1) coshyx
es tal que Au=0 en D, u es continua en D\{0} y u=1-r en oD\ {0} Razonando

como en (6) se deduce que u € L* (D). Entonces la funcién # dada por (9) es, en virtud
del Teor. 6 del Cap. 4, la funcién armoénica buscada, QED.

Prueba de (5). Sea s >0

1 ¢ senst 13§ dt 17,7 e
I(s)== dt=— || |cosétd dt ==|d dt.
(<) 2_-[01(12+1) 2_'[)(-! d 5J12+1 2! 5_—[01+t2
Usando calculo de residuos en la altima integral, obtenemos
172me™ T
I(s)=— dé=—(0-¢e7%).
@)= —de=20-e)

0

Como I(s)=-I(-s), (5) sigue.

AE2. Sea ahora D’ la region B,(0)\7, I ={(x,0):0<x<1}. La funcion armonica en
D', continua en D', tal que u(r,¢)|aD, =1-r esigual a
sen(tlogr) cosht(¢p— )

. di, siOzz=re” 0<¢p<2r.
W+ coshir

(10) u(z):—%j

0

En lo que sigue calculamos el nicleo de Green del problema de contorno

(11) Au=d(r,¢), ueC(D), u=0 en 3D’.
Lo obtenemos como caso particular del nucleo de Green del problema
(12) Au=®(r,¢), ueC(D), u=0 en D,

donde D = {z =re? 0<p<a,0<r <1}, ae(0,2z]y ® X (D)NC' (D).
El sistema S= {\/z sen(ﬂ¢) n= 1,2,..} es ortonormal y completo en [O,a]. S surge al
a a

separar variables en un problema relacionado con (12), a saber:
Au=0,ueC(D), D::{z:rei¢10<¢<a,0<r<1} ,u=0eng=0y d=qa.

Desarrollando para cada r la funcién @ en el sistema S,
2 nr 2% nx

(13) O(r,g)~ D A4,(r) Sen(;¢) , A4,(r)= ;fq)(r, ¢) sen(jﬂﬁ) dg .
n=1 0

Supongamos, por el momento, la hipotesis mas restrictiva: ® e C;’ (D). Entonces,
A,(0)=A4,(1)=0. Definamos,

(14) @, (r,8) = 4,(r) sen(’;—”m.

Entonces, @ = Z(I)" y la convergencia de la serie no s6lo es en L*(D) sino que por la

n=l1

hipotesis adicional es uniforme en D.
La solucién del problema (11) para ®=®, = 4 (r)sen(nzd/x) es

(15) u,(r,¢)=B (r)sen(nmp/c),
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siempre que B, (r) satisfaga

1) —CB) +( jBr(’)~—rAn(r>; B,(0)=B,(1)=0.

nwl/a —-nmla

Por otra parte, v,(r)=r y v,(r)=r"""-r son soluciones de la ecuacion en
(16) para 4, =0 tales que v,(0)=0y v,(1)=0.
El niicleo de Green para el problema (16) es G (r, p), (cf. [W]; [BP1], p.55-61):

nnla nrla ~nmwla
r 0 —-p , 12p2r>0,
17) G,(r.p)= /( / / )

E e ey 12r 2 p>0.

27 n
Luego, si rf01], p[0,1] y A=inf , tenemos:

nrla
(18) OSGn(r,p)SL(L/\EJ sl.
2en\ p r n
Vale entonces,
1
(19) B,(n=[-pA4,(p)G,(r,p)dpeC(01).
0
. 2nrx
Por otra parte, usando (18) y teniendo en cuenta que —— 2>,
a
7m+ Wr _.‘!3m o nr 2 -1
(20) IG (r, p)pdp<( J D‘t“ +jl @ dt}<(51 n>2)<—((—} —l]
1 dm |\ «
Luego,
2 -1 1
nrx )
<jA (p)pdij (r.p)pdp < (si n>2)<— [(—j —1] J4i)pdp,
4mi\\ a o
1 1/2
(21 B, (r)| sMn“3’2(jA3 (p)pdpj paran=12 .. .
0

De (13) resulta, luego de integrar la formula de Parseval: J.(I)zd(é =Y (Na/24,)", que

(22) 25 [42(0) pdo - j pdp j ©*(p,$)d <.

n—lo

De esto y (21) sigue que converge uniformemente en [O,l] y por lo tanto

también converge uniformemente en D la serie

(23) S, (r ) =(r-9).

Veamos la funcion u. n\_/ale u(r,$)e C(D), u=0 en 8D, y en el sentido de D'(D):
Au = lim AZu = lim ZCI) =® . Luegp, del Lema de Weyl se deduce que u € C*(D),

N> N oo

(cf. Ap.L). Ademas

@9) 4(.0)= 3 :6) =25, <’>Sen—~—2(f A,.<p)pG,,(r,p)dp]sen%9=

n=1
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2&  nab h m
=23 sen 2 (G, (r, p)pelp [~ 0o, pysen L g -
as a ! a

al

> G,(r,p) n7r€ e
n=l g o a (04

Si se pudiera conmutar la suma con las 1ntegrales, tendriamos

(25) u(r.8)={dg]- <I><p,¢)&i6n (r,p){cos’—’f(cﬁ ~6)cos™(¢ +9)}jpdp.

La serie entre paréntesis converge a una funcién continua en 0<r<p<1,
0< p <r<1, pues alli puede localmente mayorarse por una serie geométrica (cf. (18)).

_Z”:z"
— 2 n=l ’I
[ e) n 1 )
(26) ZL&W’:Relog1 ! m :—Elog(1+r“—2rcos¢).
—re

n=| n
Entonces, si 0<r <p<1,

Calcularemos su suma. Observemos que si |z|

—G (. P)C0s™ - (§-0) = — ((rp)"”/“ (r/ )™ Jeos (9 =6),

1+(rp)>" -2<rp>’”“cos;(¢—e) " F

—ZG (r, p)cos—(¢ 8)—Llog p .
% T 1k p) = 2r ] p) cos ™ (§-0)
a

Luego, si 0<r < p <1, el paréntesis en (25) define a G =G(r,0; p,$):

G=G(r,0,p,4) = éi G, (r,p) {cos(n7z(¢ -8) a)—cos(nx(¢ +9)/a)}=

1 . |i,J;r/a + p21r/a _2(rp)7r/a COS£(¢_9)}|:1+(rp)2ﬂ/a _2(rp)7r/a COS£(¢+9)i|
_ o a

[1 +(rp)™ = 2(rp)™'* cos = (¢ - 9)}[#’”“ + P 2(rp)' " cos L (p + 9):|
a o

Pero esta expresion es simétrica en (r, p) € (0,1)x(0,1) y coincide con la serie para todo
valor (r,p)e (O,l)x (0,1) ,r#£p.

Entonces, con las potencias definidas en el plano cortado a lo largo del semieje positivo,
tenemos,

R S e il

si z=re", ¢ = pe”, (2,{)edDxD obiensi (z,()e DxD,r# p.

En lugar de probar que la conmutacion de integral y suma en (25) es correcta,
probaremos directamente que

(28) r.6) = [ db[~D(p.4)G(¢,6. 0.8 pdp

es solucion del problema.
Para ello observemos dos hechos:
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N N
i) Si O(r, )= @, (r,4)= ZAn(r)senZZ—(b, con 4 (r)e C'([o,))]), entonces es licito

n=\ n=|
la conmutacion de integral y suma en (24). En este caso, (28) es la solucion del
problema. Ademas la familia F de funciones de ese tipo es densa en L*(D).

1
i) En el calculo de (20) vimos que IG: (r,p)pdp= O(%) , de donde
° n

1
(29) [IGF pdp <M <oo.

0

Por tanto, usando i) e if), si Y, (r,¢)eF y O(r,@)= \llim Y, (r,¢) en L’ entonces,

llamando

(30) u(r,0) = [d [~ D(p,$)G(r.6.p.6) pdp

y uy(r.8):= [do [~ ¥, (0.0)G(r.0; p.6) pedp , resulta

(31) i~ 1, |(r, ) < |@ - Wy LIG (. 65, < K[@~Ful, -
Pero entonces, también en el sentido de las distribuciones,

a 1
(32) Au=A (lgim jd¢j—\PN (p,¢)G(r,9;p,¢)pdpJ = lim ¥, =®.
0 0 N >0

Usando (30), (31) y el Lema de Weyl se concluye que u (e C(D)) es la solucion
buscada para ® € C; (D).

Con este mismo argumento que involucra a las formulas (30)-(32) se prueba que
a 1

u(r,@):J'd¢J.—(I)(p,¢)G(r,9;p,¢)pdp es la solucién del problema (12) pero ahora
0 0

para la mas general ® e I*(D)(C'(D). Por tanto sigue el

TEOREMA 1. El nicleo de Green del problema (11) en la region D'=B,(0)\] es
igual a
o Wz D )
(33) G(r,ea p’¢) - _—log — = b
4|z DL -1

donde z=re”, ¢ = pe”?, (z,{)edDxD, obien, para (z,{)e DxD,r#p.*
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APENDICE F
LA SOLUCION FUNDAMENTAL PARA EL LAPLACIANO

AF. 1. Sea s(a,x):zilogﬁ. Entonces A_s(a,x)=0 en R*\{a}. Sea f(x)eL*(R*)y
r lx—d

de soporte compacto. Bajo estas hipotesis vale el siguiente:
TEOREMA 1. Si x=(x,,x,), y=(y,,,) y

1
M) u@=(of)o)==[s(x) f) dy =~ [loghe~ A f )y
R? R?
entonces u(x)e C'(R?) y paratodo x e R? vale:
ou Os 1 X, -y,

2 —— = —f — " d oS '—: ¢
) o D=l e D 27[R[)£_y_f(y)dy
DEMOSTRACION. Las funciones loglx,, X, /|x|2 son localmente integrables en R*. Por

tanto las convoluciones en (1) y (2) definen funciones continuas. La igualdad en (2) es
consecuencia del siguiente lema auxiliar, QED.
LEMA 1. Sea a<t<b, Oe(a,b), f(t,y) absolutamente continua en ¢ para casi todo y,

IIf(O,y)|dy<oo. Si

b
0
3 dt\|— f(t, y)|dy <o,
(3) f Iatf(,y)’ ly
entonces f(z,.) es absolutamente integrable para todo f € (a,b) y

) F@oy=[f.y)d

es absolutamente continua en (a,b) y vale

(5) F'@)= f%(t,y) dy  casidoquier en ¢ €(a,b).

Ademas, si I —Zit(t, y)dy es continua en ¢ entonces %j f@&,)dy=F'(t) =I%;(t’ y)dy en

todo te(a,b) .+
No demostraremos este lema. Su demostracion es esencialmente una aplicacién del
Teorema de Fubini.

AF.2. TEOREMA 2. Sea f, € L”, f, € C'(D), donde D es una regién acotaday £, =0 en
R*\D. Entonces
u,(x)=(of, Xx)e C*(D), y Au, = f, en D.»
DEMOSTRACION. Sea S, ={c:[<s}, £>0 y W={yM>|y>2s}, M>2. La
- funcién
(©) Jlogx—y| A3y dy, he (R
w

es indefinidamente diferenciable en S, . En efecto, ello resulta de repetidas aplicaciones del
lema 1. Mas alin, las derivadas se obtienen derivando bajo el signo integral.

105



La funcion f, puede descomponerse asi: f, =h+ f, feC' con soporte compacto
contenido en D e igual a £, enun 2g-entorno de x,, x, €D.

Entonces u, =oh+0af , y de lo dicho resulta que en un & -entorno de x,:

A(oh)(x) = —IAxs(x y)h(y)dy=0.Paraesta f sea u definida por (1). Como
ou I px. -y, 32 1

@) —=—— ==L f(y )dy— == f(x-y)dy, feC',
o 27 |x—yf 7 I

resulta de una aplicacion del Lema 1 que
ﬂ 1y o

®) 5 ol YO
Entonces,
Au(x)—— Iy' —f( ~y)dy=lim-—3 2 fx-y)dy=

o ly| ;

.1 »f(x-y) yaf(x ¥) o y 0 y _
= Jim— div — 22 ||gy=
V’»’s’znﬂivi [ i }f( y’(aylm ol Hy

=tim= [[-div(f(x~y) gradiogly)+ /(x— ) Sloglylldy=
n—0 {]yl ’7}

—llm— J f(x— y)(gradlog|y|xn)d0' llm— J flx—y) —————f(x) QED.
70 27 {jen) 7 yi=n} d

AF 3. Probaremos por reduccion al absurdo que en el teorema 2 no basta elegir f, € C(D)

si queremos que #, e C*(D). En lo que sigue usaremos sin previo aviso extensiones (0

restricciones) de funciones dadas siempre que aquellas se reconozcan claramente en el
contexto y supondremos sin pérdida de generalidad que Oe D .

Supongamos que: A(C 2(D))D C(DYNL*(D). Sea C,(D) la familia de funciones

continuas en D nulas en 0D. Para ¢ C,(D) consideremos la aplicacion
lo
o p>op= ( 2g| |j ¢ . Por hipétesis una tal ¢ = Au para algun u € C*(D).

Por otra parte, v=0¢ es solucion de Av=¢ en el espacio de distribuciones D'(R*). Vale
ve C*(D). En efecto, A(v)=¢ en D'(D) y u—v es una distribucion armonica en D'(D) y
por tanto es una funcién arménica, ([S], [H], [T], [Ho]). Luego, u—-veC”(D) vy asi
ve C*(D).

Sea K = {x:|x| SR} c D, C,(K)= la familia de funciones continuas en K, nulas endk .
Convenimos en denotar con C*(K) a la familia de funciones con k derivadas continuas en
en el interior de K extendibles continuamente hasta el borde. En particular,

C°(K)> C,(K) . Cuando interpretemos a estas familias como espacios de Banach lo serdn
munidas con la norma (2.2) donde se ha eliminado la ultima sumatoria.
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Abusando de la notacién podemos interpretar a C,(K) como la familia de funciones
continuas en D, nulas en D\K, o bien, nulas en R*\K. Entonces, C,(K)<C,(D) es un
subespacio cerrado de C,(D) . Es claro ahora el significado de la proposicion:
o es 1-1de C,(K) en C*(K) (esto es cierto pues en D'(R*) vale Aceg = ¢).
Ademas o define una transformacion cerrada: en efecto, si ¢, > ¢ en C,(K) y o¢, >V
en C*(K) entonces og, — o en D'(D) y por tanto v=0o¢ . Aplicando el teorema del

grafico cerrado vemos que o es acotada. Probaremos enseguida que:
0’ 1 yp i
) (0p)=—wp—1*¢.
axl ze T , xI
Supuesto esto tenemos, por ser o acotada de C,(K) en C*(K), que

ik (a¢)'

Ox, 0x,

2*¢
N

Para una sucesion de funciones no negativas y, € C ®

1l

(10) | <CHl

=1, tal que y, T x, donde

Xy es la funcion caracteristica de un cuadrado H = (0,8)x(0,8) <K, vale (T. de Fatou)

[VP lllz *%J(O) (VP |I| L* nJ(O) <

contradiccion. Llegamos asi a la
PROPOSICION 1. i) C(D) " L*(D) & AC*(D),

if) o(Cy(K)) & C*(D).*

—>oo. Pero por (10): <C,

]

ao'K

AF.4. DEMOSTRACION DE (9). Sea ¢ < C?(R?). Entonces, %(w) =
? . 0
a3l = j' = Lra-

1 0 -» —W
=lim — >0(y) |- d0)— ay.
0 27 1x—£|ze{ay2 [|x A ] 6y2[]x A ]}

Recurriendo a la formula dela d1vergencia,

i) 0’
v, ds
% oo, )= ljl e >|x y| +
! -1 e, =), =) ,
lim — 2
. -\ vl z,zlxj,j@) e

=tim-=— [ GO)-gNTLy, dsv— [w"l’?*qﬁ}

30
0 27 . |x|
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La ultima igualdad debido a que I(xl —y,)v,ds =0, (ver figura). Como el ultimo limite
-yi=e
es cero, obtenemos (9) y

o? log|x| X%,
(11) oo, ( } —Vp i

T
en el espacio de las distribuciones D (R2 ) QED.

AF.5. Queremos probar ahora que en D'(R2 vale:
2 (] 22
0 # (loghf)_ 1 xtoxt s
Ox, 2 27 |xl 2

En efecto, como en AF .4 se prueba que:

0° 1 yl ]
- (08)= - [2=2L 2R () dy =

1 0| x -y 0 Y _
lim o, jl { ayl[ ¢<y)] ke [—J} dy

|x—y|2 _2(x| _}’1)2

-1 ~ N 1

=lim — oy ) v, ds +lim — 189 , dy

£0 271 |x—}J:| tx y| e-0 251 |x-_.[|zc |x—yl4
lim — I () - ¢(x)) —_ v, ds —lim #(x) I y'2 v, ds+gx vpl._l._____=
£-0 271 e Sfee |x— yi €0 27 (x=jee |x y 27r|x|

2 2 2
=0+ im0 [ yras s geiptis 5 g2+ prp i, QED.
e 2 2}
En forma completamente analoga se obtiene también
o (loglk]) 1 x*-x: &

13 = yp T2

(13) axj( ) 2z W2

AF.6. TEOREMA 3. Sea fnula en R*\D y Holder continua de orden o en D. Es decir, sea
feC* (D), ae(O,l], /=0 en el complemento de D. Entonces of es una funcién con
primeras y segundas derivadas continuas en D.*

DEMOSTRACION. Observemos en primer lugar que f es una funcién acotada en R’ (cf.
(2.2)). Sea ahora @ € C*(D) con soporte en B, un circulo abierto tal que K = BcD.

Sea xe B. Por el Teorema 1 sabemos que o(®) tiene primeras derivadas continuas.
Veamos que ocurre con sus segundas derivadas.
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a"(q’m f ,y>——(y)ay Js .(x,y)§(¢<y>—<1>(x))dy=

=tim | {i_(sx,. o) -o@)-s, , [@(y)—@(x)]}dy= (ef: (11), (12), (13)) =

€20 Kﬂ{]x—y'za}

=lim f a_i_(s‘f (x, »[®() - d)(x)])dy - j S, BN [P - O(x)]dy =

0 ke )

=lim [ s, () ®0)-0®)]Fds(y) - [s,, (5, [@)-O)]dy =

0 a(KN{x-yl2eh

=lim— (s, (x, )(@(y)~ D(x))v,ds - jcb(x)s ()7, ds = s, , [0()-®(x)]dy.

|*— y[—E K
El limite es igual a cero. Por tanto,

P’a(@) _ f ds

Goax, o )—y—(y)dy——jcbms (e, ds—[s, , (60 [00) - D))y,

] K

aax (o(®)) = O(x).F(x) + j Saw, NP -®)]dy, FeC™(RN\OK).

iy

Sea feC**(D), f con soporte en K y (15£(x):¢5(£jL7 donde ¢>0, ¢ecCr(B),
)€’

(14)

I¢(x)dx:1, B, = {x:]x] < 1}. Entonces, @, (x):=(f*¢@,)(x) satisface una condicidén de
Holder «, uniformemente en ¢ .
Aplicando la férmula (14) a @, para £ <¢, vale,

(15) afax_ (0(®,)=2,()F(x)+ s, , (x.N[P.()-D, (] ay

Pasando al limite para € — 0 obtenemos, en el sentido de las distribuciones,
(16) ax o )= f(x)F(x)+ j S, N )= FOD)] Ay

En efecto, la integral en (15) define una famlha de funciones que converge puntualmente y
en forma dominada pues, independientemente de &, se tiene que el modulo del integrando

M .'x y!
2
)=
concluimos que el segundo miembro de (16) es la derivada de o(f) respecto de X;, X, en

es < . La funcién limite es continua. Aceptando esto por un momento

el sentido ordinario. Luego, o/(f) es dos veces continuamente diferenciable.

109



Una funcién f, general que verifica las hip6tesis del teorema se puede descomponer, como
se ha hecho en AF.2, en la forma : f, =h+ f, fe C**(D), f con soporte en B e igual a
en un 2¢ -entorno de un punto dado x,, x, € D. Entonces of, =ch+agf . Como che(C”
en un ¢ -entorno de x,, de lo demostrado anteriormente sigue el teorema.

Para demostrar que el miembro derecho de (16) es una funcion continua basta probar que
G(x):= J.sx,.,y, (x,y) [f(x) —f(y)]ajz es continua en x, € B. Pero
X

z(xi _yi)(xj _yj)_di,j|x_y|2
ey

1
2|x—y|2 .

G(X)Z;—;I[f(x)—f(y)]{ }dy con {...}s3'x—y|—2, O sea,

(17)

<

XY

Luego,
GX)-Gi)= [ {5, @ -FO)]-s.,, o) o)~ f )]y +

Km{|y—xo|22£}
+ sy, e -y - [ s, Gonlf ()= fOdy =1, + 1, + 1.
|y-xo|<2e |y-xol<2e
Debemos estimar las /, . En primer lugar tenemos: /, - 0 para € fijoy x — x,.
< M J‘ Y— 3 dr
< y

3&

. -2
Si |x-x,| <& entonces dy = JUV/I
|y-x|<3& 0

[2

Ce”. Analogamente,

-

1
r

si |x—x,| <&,

[3{ <Ce“. De todo esto concluimos que G(x) - G(x,) para x — x,, QED.
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APENDICE G.
METODO DE GARDING PARA LA DETERMINACION DEL NUCLEO DE
GREEN DEL OPERADOR DE STURM-LIOUVILLE.

AG1. Sea § un abierto acotado. Queremos determinar el inverso del operador A+ Ak(x)
donde k(x)>0en S y k(x)eC'(S).

Definamos: a(x,D)=—-k(x)"'A_, D, = —alx_a’ etc., y

1

(D H(S)=la completacion de C; (S)
respecto de la norma
@ - o e (ot +S

Una nomenclatura usual denota al espacio de Hilbert H(S) con H,*(S) o simplemente
con H(S). H,(S)c H'(S)=el espacio de Sobolev constituido por las funciones en
L*(S) cuyas primeras derivadas pertenecen a L2(S).
H'(S) esun espacio de Hilbert cuyo producto escalar se define con:

u v)) J'uvdx+J'Vqudx Iuvdx IZDuDvdx

Se demuestra que C”(S)NH'(S) es denso en H'(S). Ademas, el dual de H, es el
espacio H™'(S) de las distribuciones de la forma: 7 = Z(@/ ox)* f, con f, € L*(S).

Ja<l
Finalmente, si § =R? entonces H, =H' pero si S es un abierto acotado H. # H'.
DEFINICION 1. Definamos

Ca(f.9)=@(.D)f,0)=[ "D gmya i fgecis).

k(x)
N
En este caso, por ser f, g nulas en la frontera, vale
3) a(f.g)= ijV(g/k)abc > [a. D*fD g dx,
alsl s
A=

donde @' ,C (S) . Luego,
(4) la(f.&) = Cll7 ]|

a(f,g) define una forma bilineal sobre C;(S) y puede extenderse univocamente a H
manteniendo la acotacion (4).

DEFINICION 2. a,(f,g) =a(f,g)+t(f,g)=(a(,D)f+tf,g) sit>0.¢
a, define un producto escalar en H(S) tal que

© a.7.&) = CllAlell+ el < € + o)1l el
Recordemos que, en H, ((.,.)) designa al producto escalar asociado a ||| . ||| y definamos:
6 (/.8). =((f.gN+1(f.8).
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La norma correspondiente, || ) ”n al producto escalar (6) se define como

/2
I £l = qu f |"2 +1| f ||2) . Es equivalente, para cada,a |. ||, = "I . m
También, para f, g H(S),

7 la.(f. @) <M | f] Jel.-

Por otra parte, si f € H :
a(f.f)= J'IVfI VfV(l/k))fdxﬂfffdx
El segundo término esta acotado en modulo por
VB, (14, 2
[varml,fl7[vA de <F=——== ~ [ e+ efVrT e ).
S S S
En consecuencia, si m =inf {1/ k(x):xeS } y £ es bastante pequefio:

, . |vavk
la, (. )|z m[|Vf] ae+1 | f] ax - M[ [IfI ac+ j|Vf1 dxj
2m'I|Vf|2dx+(t—a(g))_[|f|zabc, m>0.

Si ¢ es bastante grande la forma es cooerciva. Es decir, si t>¢ >0, se tiene:
Ia, f. f )l >m" || f “{2 Luego, usando (7) y eligiendo M adecuadamente, obtenemos:
(8) *<la,(f,)|sM]f|] paratodo feH ytodot2t,>0.

AG2. De (7) y (8) se deduce, aplicando el lema de Lax y Milgram (cf. AG3), que para
toda ve H existe un unico g€ H tal que

) (f.v). =a,(f.q) paratodo feH .
Ademas, dado g€ H existe un unico v verificando (9); es decir, queda establecida una

correspondencia biunivoca de H sobre H: N,q =v, que ademas es continua respecto a la
norma |.[,. Se verifica |N,|<M y también ”N,_IH <M . La relacion (9) puede

escribirse ahora de la siguiente manera:
(10) (fov) =a(f,N V).
Por otra parte, si fy ge C; (S),

=oAL + =

Sz [[fof ag= [ vienffe) de.

1/2

f&)
(f.2)< f|§‘| ‘ d¢ (

Designando con < f >, al primer paréntesis del miembro derecho, tenemos:

[f(z:)}
wll +

1/2
? +t+1)d§J )

/12

an g <lel, | o —llgll, <f>.
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Esta ultima desigualdad vale aun para feCJ(S) y g€ H(S). Ella permite definir un
operador lineal M, : C;(S) > H(S) tal que:

(12) (f.8) =M, f.2),,
2 j‘(f)z 2
(13) .1 < <f>?=f—~——dlz | ¢ </
Rzlf‘ +1+1

El operador identidad de C;(S) con norma-2 en si mismo con norma <.>,
€SS —— (€ (S).<.>),

es completamente continuo, ([G&d], p.227). La compacidad de la identidad es
consecuencia de la teoria de los espacios B, en nuestro caso p =2, (cf. [H], Cap. 2).

pk>
Sigue de (13) que el operador M, :

M, CS(S)— H(S)
es también completamente continuo.
Entonces M, puede extenderse a todo L*(S): M, :L,(S)—> H(S).
Luego vale,

(14) (f.g)=WM,f,g), paratodo feL’(S) paratodo ge H(S).
De (10) obtenemos: (v,h), =a,(N,'v,h) y por tanto,
(15) (f.8)=M.f.8), =a,(N,'M f.g).

DEFINICION 3. G =N'M, : L*(S) — H(S) .+

Entonces G es completamente continuo de L’ en H. Recolectando formulas y para
fel’, geH, llegamos a:

(15  (f.8)=WM.f.8), =a,(N]'M,f,8)=a,(Cf,8) =(Gf &) +(VGf,V(g/k)) =
[[€GHZ(x)+ VGf (). VE () k(x))] de=<1Gf,§ >+<VGf,V(FIK)>=<f.§>.

N

De la ultima igualdad se deduce que para ¢ €C; vale: < f, ¢ >=<IGf —%Gf ,0>.0

sea, que en el sentido de las distribuciones se tiene: f = (¢ —%)Gf .

TEOREMA 1. Existe £, >0 tal que si #>7, el operador a(.,D)+¢ admite un inverso a
derecha (G completamente continuo y biunivoco. Precisamente, se verifica:

- (_%+ tjG =1 = identidad sobre [*(S) .+

El operador a(.,D)+t=—-A/k+t es biunivoco en H, en virtud de (8). Consideremos la
variedad lineal

(16) D, :{feH:AfeLz(S)}:{feH:%ELZ(S)} ={f eH :(a(,.D)+1)f e I*},

a la que podemos considerar el dominio del operador de Laplace. De lo dicho se deduce
ahora el siguiente teorema.
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TEOREMA 2. G:I’ — D, establece una correspondencia biunivoca de L* sobre D,

y vale:
TREW R

AG3. TEOREMA DE REPRESENTACION DE LAX-MILGRAM. Dado un espacio de
Hilbert H sea b(.,.): H x H — C, una aplicacidén que verifica:

D) b(u, +u,,v)=b(u,v)+b(u,,v), b(u,v,+v,)=b(u,v,)+b(u,v,),

i) b(cu,v)=cb(u,v) =b(u,w) donde y =y(c)eC;

iit) b, < Klu| ||, [bCu,u)|= k”u”2 para cierto k> 0.

Entonces, para todo ve H existe un unico g€ H tal que (u,v)=5b(u,q) para todo

ueH .+
DEMOSTRACION. Sea § :{seH :dq tal que (.,s)sb(.,q)}. S es una variedad

lineal que contiene el 0. Sea {sn}c S, s, —>s. La sucesion {g,} correspondiente es de

Cauchy, pues £

@y~ @l <10CG = T @ = 9 = (G = Ts S0 =5 <[ = D5 = 5]

Luego, (.,s)=b(,q), g=Ilimq,. En consecuencia, S es un subespacio. Debemos

mostrar que S =H . Sea z LS. Entonces, 5(.,z) es una funcional lineal acotada sobre
H. Por tanto existe s tal queb(.,z)=(,s) y seS . Luego, k”z”2 < |b(z,z)‘ = |(z,s)| =0y

S = H . La unicidad de la representacion también es consecuencia de iii), QED.

COROLARIO. La correspondencia g=7(v) es lineal, suryectiva y bicontinua.+
DEMOSTRACION. De lo visto se deduce que 7: H — H es lineal, biunivoca y sobre.

Es también acotada. En efecto, "T" (q)” = ”v” = sup|(u, V)I = sup|b(u,q)l <K ||q|| . Del
= =1
teorema de Banach de la transformacion inversa sigue que 7 es acotada, QED.
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APENDICE H
TEOREMAS TAUBERIANOS

AHI. Un resultado clasico de Abel afirma que si D a, converge a un numero «
k=1

fe o]
entonces f (x):Zakx" converge también a « para xT1. Este teorema de
consistencia tiene una reciproca corregida debida a Tauber: si a, >0 para todo &

entonces f(1-)=c implica @ =) a, .
k=1

Un teorema debido a Littlewood afirma que la condicion a, = O(1/k) reemplazando a:
a, 20 da lugar a la misma tesis.

Estos resultados se expresan de la siguiente forma: la convergencia simple implica la
convergencia Abel al mismo limite y la reciproca vale si se verifican ciertas hipotesis
sobre los coeficientes.

Para el caso de integrales entre O e o se multiplica el integrando por e ™ para definir la
convergencia Abel en x =0, apareciendo asi la transformada de Laplace, L.

Se prueba sin dificultad la siguiente implicacion. Si con o >0, o fijo, vale la relacion
asintotica para 7 — o,

T
TO'
F(T) = Hdt ~ A——,
My=[1@d= a5
entonces, observando que L(¢*"') =T'(a) s™ para a>0, s> 0, se obtiene, para x — 0,

[e= f@ydt=x[e™F(tydt~ :40_ _
0 0 X

TEOREMA 1 (Hardy-Littlewood). Sean f >0 y o >0. Si, para x - 0,
) i A T To-

Ie S () dt ~— entonces If(t)dtzA—— para 7 —> 0 .*

o x 0 ['o+1)

AH2. De este teorema tauberiano se puede deducir otro, también debido a Hardy vy
Littlewood, a saber,
TEOREMA 2. Sea f(x) =0 y no decreciente. Sean 0 < B <a>1. Si

(1) I (xj:—(ig dy ~ xC entonces
CIl'(a) e

2 R

@) IO e

en ambos casos para x — o . Reciprocamente, (2) implica (1).+
DEMOSTRACION. Calculamos en primer lugar algunas integrales:

® [ aw=)- j‘“a 0 H e =Bl f, ) = E D)

s A+6)° @)
Ty =L°° > a=_L La-Prp)
@ (x+y) x? -(‘:(1+t) A I'(@) ’
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o0

[RCE N SRS S 21y Ut R
O ety T 4T
© O femt, 1 ToWan
; (x+¥)° ot (y+t) I'(a)

(7 f(t D" 1 _(t—xja_1 t= 7o
(x+y)* (a——l)(y+t) x+y . (a—l)(y+t)y"‘"

De las siguientes desigualdades:
X
Jf(y) &> f()f _ f()a_l’
o (x+»)* L (x+ ) (@-1)(2x)
se deduce que (1) implica f(x)=O0(x**").
La demostracion que sigue es directa y no utiliza el Teorema 1.

ii) Supongamos (2). Entonces, si x 2 x,(¢),

Cr(a) a_ﬂ_] a—ﬂ—l
8 — < ,
® T Fa—pr
Luego,
f()’) CT () e
’ dy|< 8)<
v I e Ta-prpy Gy 27

a-f-1 ™ a S

X0
JLO e T@ Jy F
s (x+Y) Ca-Pr(B) (X+y) o (x+y)”
=J‘ +J‘, +J3zo(x—ﬂ)+gw
- x’ T'(a)
En efecto, J, y J, estan acotados por una constante que depende de x,, multiplicada

por x™*. Osea, J,+J,=0(x*)=0(x""). Por otra parte,

_ry _x" e __ 1 T(@-P1(p) o
=g (x+y) I(x —dy = por (4) gx"’ —————r( ) +0(x™).

Entonces, de (9) y (4) sigue (1); es decir, queda probada la reciproca del Teorema 2.

3

iii) Para probar que (1)=>(2) es suficiente mostrar que esto ocurre para f<1. En
efecto, sea f=>1. Elegimos y>0 de manera que 1>f8-y>0, a-y>1. Si

multiplicamos (1) por (x—£)"" e integramos en x entre f € © obtenemos, usando (8):

[ronaf ) geac]C 0 a

(x+y)*
De (6) y (5) sigue entonces que
rASY, T@)r(B-y) | 1
10 C .
(1o J‘(t+y)"‘ Tl [ F(ﬂ)r(a—r)}t""

Aplicamos ahora a la ultima relacion el teorema supuestamente demostrado para
0 < B <1<a conun C igual al corchete en (10). Asi obtenemos (2) para 0< S <a>1.
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iv) Supongamos /S <1. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que f(x)=0 en

(0,1). La hipotesis se puede escribir de la siguiente forma:

an [LO)_y,_Ctr)
2 (x +y) x’

donde [r(x)| <& si x>x,(¢). Ademas r(x) es acotada en (0,00) pues f se anula en un

entorno del origen.

Multiplicando (11) por (¢ —x)*?, integrando en x entre 0 y ¢, y usando (7) obtenemos:

2

17T J(») _ ‘ a2 -4
(12) a—1-£(y+t)y“-‘dy C!(t ) 2xPdc+ H .

Si ¢ > 2x,, H esta acotado por
jsup r(0)| [ (¢t —x)**xPdx + & [t—x)"? xPde <M 17 +£ Bla-11- g) ="
0 0
donde M depende de x,. Luego,

1" T S — I'a-DI(1- ) a-p-1 -2 a-p-1
(13) a_lg(yﬂ)ya_ldyC — P L O )+ O(e 1577

En consecuencia,
14 SOy cT@I0-p) 1
(y+t)y“ Ia-pB) ¢

v) Veamos ahora un lema sobre funciones holomorfas.
LEMA. Sea a2 <2z ysea f(z) una funcién holomorfa y acotada en el sector:

= {z |z|>0,Jarg 2| < a/2}.
Supongamos que para ¢ real: {ZZ f({t)=a. Entonces
lim f(re'”)=a
para todo & tal que |9[ <a/2, uniformemente en ]49| <a/2-¢,cualquierasea £ >0 .¢
DEMOSTRACION. En D=TN{l-¢<|f<2+¢}
definimos la sucesién {f,} de finciones holomorfas:
f.(2)=f(2"2).
Esta sucesion es uniformemente acotada en D y en el
conjunto D[R converge uniformemente al nimero

a. Un teorema de Montel afirma que existe una
subsucesion fn_, (z) que converge uniformemente

2+8

sobre compactos a una funcion holomorfa en D, que
debe ser entonces g(z)=a. Luego, f,(z) converge
uniformemente sobre compactos a g(z) y el lema
sigue inmediatamente, QED.

vi) A partir de la relacién asintética (1) obtuvimos la

relacion asintética (14) en la que el parametro ¢
aparece en un factor lineal del denominador a diferencia de lo que ocurre en (1) en la
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que aparece en uno no lineal. Consideremos la funciéon F(z) holomorfa en
G

f»
15 F — L2 gy
) @)= f(y+2)y

Como f(x)=0(x**") tenemos

(2 (e vt
F@) _O('l..y+z dyj *O('!.(yz +r’+2yr cosd)"? dy]

si z=re’®, r>0.Luego, si —7+n<80<x—n donde 7 >27>0, se obtiene,

< 71'}, prolongacion analitica del primer miembro de (14):

}y+z|2 =y>+r*+2yrcosd =(y+rcosf)’ +r’sen’ 8

(16) :
|y+z|2 >y* +r* —2yrcosn=(y—rcosn)’ +r’sen’n
y por tanto,
=) t_[j
[F)|<M@r? | dr <
l,,\/t2 +1-2tcosn
“ -4
<M)r? ! dt <M'(n)r~”

o \/(1 —cosn)’ +sen’ n
En consecuencia z”/°(z) es acotada en el sector
S=S(m={z=re’ —m+n<f<m-n,r>0}, O<n<r.

Por tanto, de (14) y el Lema se deduce que 2/ [°(z) tiende a L(%@
-

de cualquier semirrecta en S que parte del origen. Y esto para todo 7.
En particular tenemos, para 6 €(0,1/2),

a lo largo

(17) rﬂ'F(rei(ﬂ—rS)) > CT(@)I'(1- p) e T8
Na-p)
Tomando parte imaginaria en (17), obtenemos, para r — o,
(18) ]'i rsend f(y) o n CT ()L (1- B) sen(r -~ 5),6’
s (¥ +r?=2yrcosé) y* Ta-p)r”

El miembro izquierdo en (18) lo escribimos, para £ =5"* y r>1, como,

r(cosé—€) r{cosS+¢€) 2r ©
+ J' + j +f =l +1,+I,+1,.

0 r(cosd—g) r(cosd+g) 2r

(Obsérvese que cosd >3/ si d €(0,1/2)). Usando (16) obtenemos,
a-p-1
i<k J.—r—éz%dy < K'% = K'£§ , K'=constante independiente de Sy r.
gr r

s TETy
J&

En forma analoga se demuestra que |1 3[ < K''— con K'"=constante independiente de

-
0y r. Por otra parte y con M"' independiente de &y r se logra,
Ty ! , 5
]14|ij fya_ dy <M
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Osea, I, +1,+1, =O(£

7 J . Finalmente,
r

(19) /> f(r(cosé —g)) " rsend
27 r* N (cosd +£)*!

Y +ri=2yrcoss

r(cos 5-¢

La integral en (19) es igual a

r(cosS+¢€)

(20) arctgy—_LM = arctg —arctg .
rseno | (0368 send seno
Entonces el segundo miembro de (20) es igual a:
1) 7-2 | ar_ =7z+0(sen5j=7r+0( 34)
gisend 1 + 3

De (19), (20) y (21) sigue
f(r(cosd —¢)) < (sen(7r—5),6/sen 7r,6') CT()I'(1—- B)senzf3 —1—+O [é;
r*'(cosé +&)*" 1+O(53/4) zT(a-p) s

B
Si T designa al corchete en la formula precedente entonces usando la férmula
I'(@)

T(@-/r(p)

r r

['(z)I(1-z)=x cosecz obtenemos 7 =C

Luego, si x =r(coss —¢),
cosd +4'"*

pP-arl -
(22) f(x)x < ]{—_cosé —5
=T(1+0(8"*)).(+0@B**) +O0(6)=T(1+0(5"*)+0(5")=T(1+0(5"*)).

En consecuencia,

j (A+0)NA+0(5*))+ O3 ) =

lim x#*" f(x)<T +BS5"*.

Como esto ocurre para todo ¢ tal que 0 <8 <1/2 y con B independiente de &, sigue
que,
(23) lim x"* f(x) < T .

Un argumento semejante con > y /im prueba que también vale la siguiente
desigualdad,
(24) lim x”" f(x)>T .

X—>0

O sea, lim x"" f(x)= T, QED.
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APENDICE 1
UN TEOREMA DE IKEHARA

All. La transformada de Fourier de una funciéon f € L' (—o0,+w®):

M f=F @)= [ 10)d,

es una funcién continua en (—w,+w) que tiende a cero cuando x—>1w. Sea
= {g(x) g=Ff,fe L‘}. A es un espacio vectorial de funciones continuas, cerrada bajo

la operacion de producto: g,, g, € 4 implica g,.g, € 4. Es decir, 4 es un algebra.

También es cerrada por traslaciones y con cada g(x) contiene a todas las funciones

e g(x), ceR. Si ge A, existe una Unica f €L tal que Ff =g . En efecto, vale el

siguiente resultado: en casi todo x:

(2) fim

J_ _"exp( sa’ +iax) g(@)da = f(x)

Integrando por partes se deduce que
b T(x)
y 2(1—cosbx
| l) dy = (______)_ _

3)  [expiey) (1-
Luego, de (2) obtenemos: -2a 2a
(4) H(x) = \/% [[—Za,Za](x) (a “lfl) =

J_ ]eXP( ixy)

enaydy

2 . ., .
O sea, T(x)= 5 1 ’— t(x) e A. De aqui sigue que la funcion continua:
a\r

0 si |d>k
%) 1 si |xi<h<k
lineal en (— k,—h) yen (hk)
también pertenece a 4. Enunciaremos a continuacion un importante teorema.
TEOREMA 1. Sea f el'(—w,0), g=Ff y ®(z) una funciéon holomorfa en un entorno

de g([ﬁ,y]). Entonces existe una funcion & de la clase 4 que en el intervalo f<x<y
coincide con @ (g): A(x) =D(g(x)) si f<x<y.+

AI2. Sea h(x)e L*(~o0,0) y H(x)= [K(x—y) h(y)dy con Ke L.
Esta es una funcion acotada. Se verifica:

©) lim [K (x-y) h(y)dy =0,
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para todo /. Es decir, el comportamiento de A en « queda determinado por el de 4 alli. Si
existe h(cc)=lim h(x), también existe H(w), como se ve facilmente usando (6) y vale:

H (0)=h(c0). I K(y)dy . La reciproca no es cierta.

Sin embargo N. Wiener encontré que para ciertas funciones K(x)e L', la existencia de
H () implica la existencia del limite: /im(K * h)(x) paratodo KeL'.

TEOREMA 2. (teorema tauberiano de N. Wiener). Sean K, K, € L'(—w,+®), helL” A

una constante. Si V x ]21 (x) #0 entonces para x — o vale,

H,(x) > A.[K,(y) dy implica H(x)—> A. [k ay
Este resultado admite una extension que necesitaremos en el parrafo siguiente. Si f(x) es

una funcion continua en (-o4o) y |f|., designa su supremo en k<x<k+1,

denotaremos con H| f m a

+a0
0 Wi- 5.,
Designaremos con M a la clase de funciones continuas en /' para las cuales ”H” es finita.

Vale el siguiente
TEOREMA 3. Sea L/ un subconjunto de M (c/L'). Supongamos que para todo

xe (—o,+0) existe K, € L tal que 1%1 (x)#0. Sea a(x) una funcion de variacion acotada

en todo intervalo finito tal que existe una constante C para la cual
Kkl

(8) V()= _H d(a(x))|<C, para todo k entero.

k
Entonces, lim IK‘ (x-y)da(y)=B. IK, (») dy, paratodo K, € L/, B constante, implica
lim [K(x—y)da(y)=B.[K(y)dy, paratodo K e M .+

Al3 TEOREMA 4 (Ikehara). Sea «a(x) una funcion mondtona no decreciente, y
consideremos la funcion

) f(9)=[x"da(x).

Si para Re(s) >1 la integral conve;ge y si la expresion
(10) g = /()2

tiene un limite continuo sobre Res =1, entonces

(1) gm“ix):A.o
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DEMOSTRACION. i) Podemos suponer que a(x) estd definida en (—oo,+0) y qlie para

x <1, a(x)=a(l+) . Efectuando el cambio de variables x =e’ obtenemos para Res >1:

(12) F(s)= Te_”da(e’) , ﬁ —A. Te‘“‘”'l[o,w)(z) dt,
(13) §(5)= £(5) - 2= [e"ap(),
donde:

a(e')e™ + je"a(e' )Ydt—At parat>0
(14) B) = o

a(l+) para t<0

O sea ,df(t) no tienen masa en (—oo,O] y
(15) df(t)=e'da(e')-Adt, 0<t<w.

r

1
if) Usando (15) obtenemos para x=e": Ie"('“')dﬂ(t) = [?_QQ —~ Aj - M'
x X

—a

Luego, para r - +w0, vale

(16) je“"’)dﬁ(t) -0 &=

-0

a(x) — 4.

X

iii) Sea w e L' (-b,b), y definamos:

(17) I(z.m)= [w(u) gliu+e+1) " du= [w(u) du [e" e =dp(x).

-0

b
Sea : G(f):= J'w(u) e"'du . Aplicando el teorema de Fubini-Tonelli a (17) obtenemos:
-b

I(e,n)= T(Iw(u) ei“(”"‘)du] e "dp(x)= ]iG(n— x)e “dp(x).

Por hipétesis, el segundo miembro de (13), que es una funcién analitica en {1<Res},
puede extenderse a g(s)eC(1<Res). Entonces, una aplicaciéon del teorema de la
convergencia dominada de Lebesgue permite definir 1(0,7):

J b

(18) 1(0,7) = lim [w(u) g(iu-+&+1) e""du= [w(u) g(iu+1) ""du.
-b 5

Del teorema de Riemann-Lebesgue sigue que:

(19) 10,7)—55—0.

Es decir, para 7 — +o0,
(20) 1(0,7) = lim [G(n-x)e™= dp(x)—0.

Si en (20) pudiéramos conmutar /im con I, de (19) obtendriamos:
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+0

,,li’?w j'G(n— x)df(x)=0. Si esto ultimo ocurriera para una familia de funciones G
adecx;zda obtenida utilizando w sencillas podriamos recurrir al teorema de Wiener (Teor. 3)
y concluir que Ulirzn TK (m—x)dpB(x)=0 para KeM . La funcion K(x)=e*] [0.)(X) nO
pertenece a la clase 1\_/010 solamente por su discontinuidad. Mostraremos que de todas maneras

7
se obtiene para ella la conclusion del Teor. 3, (K *df)(n) = Ie‘(”"‘)dﬂ(x)—wo , que

-0
. .. a(x)
como ya vimos implica ——= — A para x — +co . Este es el programa a desarrollar en los
x

parrafos que siguen.

I
iv) Consideremos la familia de funciones w(f) = (l—lb—l} I(_,4)(#). Entonces su G asociada

(cf. iif) y (3)) es de la forma
G(x)=2 (1 cosbx).
bx?
Luego (cf. (18) y (20)):

@) 10,7) = lim IZ(I cosb(n7-x))
0= b(n-x)
Pero, como A4 >0, tenemos:

@2)  lim AJ~ 2(1- cosb(nv— x))
3 b(g—x)’
Luego, como el limite en (21) existe, tamblen existe y es finito el limite (cf. (15)):
23) im JZ(I cosb(n—x)) .
5, b-xy

e >df(x)= j( l) g(iu+1)e™ du

sen” tdt—2A7r

“"dx<2AI

e “da(e”).

El limite en (21) puede conmutarse con la integral; en efecto, tanto en (22) como en (23)
puede reemplazarse £ por 0, como se deduce aplicando el teorema de Beppo-Levi para

£40.En consecuencia,

(24) 10,7 = j' [t COSbg ) 4p(x) ——0.
También vale que,
(25) IZ(I _b((::;S_bS)?Z_ x) e*da(e™)| <274+ jil - |Z—’j glu+1)e™du|.

v) PROPOSICION 1. Si |x| <7 entonces ~2(1—_Czos—x)> —42—
x T
DEMOSTRACION. senx>2x/z en (0,7/2). Integrando entre 0 y x obtenemos para

O<x Szzr—: 1-cosx>x”/7>2x"/z. Por otra parte la funcion (1-cosx)— 2x*/z> es
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concava en 7/2<x<r, positivaen x=7x/2, nulaen x=. Luego (1-cosx) > 2x*/r’
en O<x<x, QED.
Haciendo uso de (25) y de la proposicion 1, obtenemos para b=x//:
x/l lu|l ‘ )
1-1— |g(iu+1)e""du
T

n+l

4 I e “da(e®)<2mA+
Iz,

J

-7/l

Supongamos /=1. Entonces
7+l n+l

n+l

26)  [ldB(x)|< [eda(er)+ A [ de<
7 n 7

En el caso general tendriamos

T

277A+T 1—M |lgGiu+1)| du |+ 4
? i .

/4

n+l

(27) [ldB(o)| < ”7’{27,-,4 +

n

il

]

-/l

+Al.

|

( IHII) .
1-— | g@u+1)e™" du
T

Entonces, si 17— o,
o 3l

(28) lim j ldp(x)| < 4 (—+1] .
(el 2

vi) De (26) sigue que S satisface (8) del teorema 3. Definamos: /. = {M—) b> 0}.

bx* '
Obviamente L, c M . Ademas, de (3) sigue que dado x & (—o0,+x) existe K, € L, tal que

K ,(x)#0. Por otra parte, (24) con B=0, paratodo K, € L y 77 —> o, puede escribirse asi:
(29) [K,(n—x)dB(x)—> B [K, (x) dx.

Del teorema 3 sigue ahora que (29) vale para todo K e M .
vii) Consideremos la siguiente funcion K e M .

e’ , 120
I+a
K{)=¢{——, -a<t<0
a
0 t<-a

3

n+a

+0 7
Entonces, fK(n -x)dp(x) = Ie'(”")dﬂ(x) + J[(U —-x+ a) a] dﬂ(x)TO .
-0 ~c0 n
En consecuencia, usando (28) obtenemos:
n __ 7+a 2
<lim [ |dB(x)|< aA(”— + 1) .
(gl 2

e r2dp(x)
Luego, haciendo a — 0, logramos,
7

[edp(x)

00

lim
7]—>0

=0, QED.

lim
77—

124



APENDICE L
LEMA DE WEYL

AL1. Sea Q un abierto en R", P(x,0/0x) un operador lineal diferencial parcial con

coeficientes complejos C” en Q:
) P(x,0/dx¢):= > ¢, (x)(0/dx)*,

la|sm
donde (0/0x)* =(8/dx, ). (8/ox, )™,
Usaremos la notacion:

2) P(x,D)= > c,(x)D*,

|j<m

a|=a, +..+a,.

cuando en (1), 0/ es reemplazado por D, =—id/dx,, j=1,..,n.Si c,(x)=cte. para
todo «a, escribiremos P(D) en lugar de P(x,D).

Supondremos que la parte correspondiente a 'a| =m en (1) 0 (2) no es idénticamente

nula, o sea, existe x,€D tal que para algin «,

| =m, c,(x,)#0. Esa parte:
an (x) D%, homogénea en D, se denomina parte principal del operador.

|a|=m

Aunque una ecuacion de la forma P(D)u =0 puede tener infitas soluciones linealmente

independientes, como ocurre con la ecuacion de las ondas, no puede tener una solucion
en (2, en el sentido de las distribuciones, con soporte constituido por un solo punto de
€Y. Por otra parte la ecuacion

(3) PDu=6, Q=R",

tiene siempre una solucién £ e D'(R"). E se denomina solucion fundamental de P(D) .

AL2. Sea Q=R". Si una soluciéon fundamental £ de P(D)E=5 es una funcién
analitica en R” \{O}, P(D) es un operador analitico-hipoeliptico en R". Se dice que
P(D) es analitico-hipoeliptico si cualquiera sea U < Q, U abierto, y T una distribucion
en U, vale que si P(D)T es una funcion analitica en U, también lo es 7. El operador de

Laplace es analitico-hipoeliptico y no lo es el operador del calor. El resultado para la
ecuacion de Laplace se conoce como lema de Weyl.

AL3. Se dice que P(D) es hipoeliptico si cualquiera sea U Q) , U abierto, y T una
distribucion en U, vale que si P(D)T e C*(U) entonces Te C*(U).

AL4. También se denomina lema de Weyl (para el laplaciano) al siguiente resultado.
TEOREMA 1. Sea fe C(Q) tal que satisface localmente una condicion de Holder o en

Q, 0<a<l.SeauecD'(Q) tal que Au= f en D'(Q). Entonces u € C*(Q) .+

DEMOSTRACION. Este teorema queda demostrado con el Teor. 3 del Ap. F. A
continuacion volvemos a probarlo pero en forma ligeramente distinta.

Podemos suponer que Q es (abierto) acotado. Bastara mostrar que u € C*(Q,) para
todo abierto Q,, Q, < Q, < Q. A este fin, sea peCy(Q), p=1enQ, g=¢7f.
i) ue C'(Q,). En efecto, por ser g acotada,
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@ v=——[log——g()dy<C'@),
Ta h—ﬂ

es tal que A(w-v)=f-g=0 en Q,, (cf Apéndice F). Luego, u—v es una
distribucion armonica en €, . Por tanto u —ve(C”(Q,), (cf. este apéndice AL6). Sigue

que u € C'(€)).
i) Sabemos que en esta situacion vale
ov
(5) 5 W=[HE-0g0dy, x=(q.%), y=01.5),
1 )
donde —27s(x,y)= log|x—yf, H(x-y)= _os = x‘;y‘z
Ox, 27r|x—y‘

En consecuencia, (cf. Ap.F):

OH 1 x x,

—(x)=vp-—-2%,

6x2 27 |x|

X .
(6) SH(x)=—— =i |x|>0,
2m|x|”

OH 1 -2x2 5

_(x) = V.p_.__|_|++__

8x, 27 ‘xl 2

Por su definicion, g es de soporte compacto, K, y satisface una condicion de Hélder o,
uniforme. Sea g _(y)= Ig(u) @, (y—u)du donde {¢m (x):m= 1,2,...} €s una
K

aproximacion C” ala delta en 0. Entonces g, € C* y vale para y, ', ze€ R*:
Igm (2)—- g(z)| < ﬂg z— u)~g(z)| . W)du<e sim>my(e),
8.0 -8, O <Cly—y|" [$,du=Cly-yI"

Si (g * H)(y) = Ig(y —u)H (u)du entonces tenemos, para /=1, 2, y en el sentido de D':

)

®) (g )= lim (g, < H)=lim| g, %~ H |~(cE ()
o, 0 ey, S
=1im(gm*F)+(1—§jg,
donde F representa a las siguientes distribuciones:
1 |x| -2x 1 x; —x
v.p.— = — si j=1,
T
©) F(x)=1
1 xx, ..
— Si j=2.
pP . |x|4 J

\

En las integrales a continuacion: k£ =2.diamQ, xe Q.
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v.p 8. () Fy-x)dc=vp. [(g,(x)-g,(») F(y-x)dr=

|x~y|<k

=v.p. f (8. ()~ 8(¥) - (8.0 -8 F(y~x) de+v.p. f(g(X) 8O F(y-x)dx

|x~y|<k |x-yl<k

Pero v.p. I (gm (x)—-g(x)- (gm - g(y)))F (y—x)dx tiende uniformemente a cero

|x—yl<k

para m — o . En efecto, [v.p. I(gm (x)-gx)-(g,O)- g(y)))F(y -x)dx|=

|x—y|<k

~| [(gn(0) -8~ (2., (1)~ gONF (¥ —x) i <
|x—yl<k
<C (sup g, (x) - g(x))"* [Jx=3"*|F(x - y)| .. Luego,

[x—y|<k

lim v.p [ g,(x) F(y-x)dc=[(g()~ g(»)) F(y - x) de = G(y).

Como G(y) y g(y) son continuas, de (8) se concluye que g—(g*H )e C(Q). Es

J

decir, o> € C(Q)) . Analogamente, 2
ox, | ox ox

J

( fxv ] € C(Q). Luego ve C*(Q). QED.

2

1 J

ALS5 Diremos que h(x) es Holder continua o pertenece a Lip, (Q) si para todo
compacto K Q) existe a € (0,1] y existe una constante M =M (K) tal que para todo
par de puntos x,y € K, se verifica: [i(x)—h(y)|<M|x—-)|". Asi la funcion f del T.1 es

Holder continua.
El corolario que sigue enuncia propiedades de regularidad de las autofunciones del

operador —%A .

COROLARIO 1. Sea k(x)e Lip, (Q), keC(Q), k>0 en Q. Sea ueC(Q) una
solucion en D'(Q)) de

(10) (A+Ak)u=0, 4| =0,

donde A es una constante. Entonces # € C*(Q) .+

DEMOSTRACION. Tenemos Au = Aku € C(Q). Por i) del Teor. 1, ueC '(Q). Por
tanto, Au € Lip,, .(€2). Aplicando el teorema resulta u € C*(Q), QED.

COROLARIO 2. Las mismas hipétesis del Corolario 1. Sea f elip, (Q) y sea u

localmente sumable. Si para toda ¢ € Cy (Q) vale:

(11) ju.(A+/1k)¢dx=jf¢¢c,
Q Q
entonces # coincide en QQ con una funcion C? ¢

NB. El corolario 2 es valido ain para operadores elipticos muy generales y si
k € C'(Q) entonces las derivadas segundas son Holder continuas. *
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AL6. La hipoelipticidad del laplaciano significa en particular que si we D'(R?) es
solucion de Au =0 entonces u € C*(R?). Es decir, toda distribucion arménica es una
funcidon armonica. Esto se demuestra directamente asi: sea e D'(R?) tal que Au=0y
log|x .
sea F(x) :2—gH en R’ \{O}. Sabemos que (cf. Ap.R) AE =6 . Entonces, si ¢ denota
T

una funcion C*(R?), nula en un entorno de 0 e igual a 1 en un entorno de «, tenemos:
(12)  6=AE)=AE+(1-@)E)=h+A((1-9)E),

donde ¢ € C”y (1-¢)E tiene soporte compacto. En consecuencia, he C;” y

(13) w=uxd=h*u+A(-@Q)E)*xu=h*u+((1-p)EY*Au=h*xu+0cC” .

La formula (13) muestra también que si solamente wue D'(R’) entonces
u=h*u+((1—-@¢)E)*Au, y como el primer sumando € C”(R’) resulta que u coincide

con una funcién € C* en el complemento del soporte de ((1-¢)E)* Au. Eligiendo
convenientemente ¢ puede lograrse que el soporte de (1-¢@)E tenga diametro menor

que un ¢ dado, de manera que u coincide con una funcion € C* en el complemento del
soporte de Au .
Luego, si solo sabemos que weD'(QQ) y Au=0 en € entonces el argumento

precedente aplicado a yw, weCJ(Q), w=1 en un entono de xeQ, prueba que

u € C” enun entorno de x, y por tanto vale que u € C*(). Asi vale el
TEOREMA 2. Si € D'(Q) es una distribucién armonica en Q (Au = 0) entonces es
una funcion armonica alli. ¢

AL7. Otra propiedad importante del operador A es su conmutacion con las
transformaciones lineales 7"de R* en R’ que dejan invariante la forma cuadratica lxr:
para todo x, |Tx|=|x|. Es decir,

TEOREMA 3. A conmuta con las transformaciones 7 del grupo ortogonal completo
0(2) .+

En efecto, sea ¢eS(R*)(=espacio de las funciones de decrecimiento rapido).
Definimos

(14) . ¢7 (x)=(T"'x).

Como |det T|= ldet T“! =1, resulta : (¢")" (x) :=Ie'<x’Y>¢(T"y)dy=

=[e T YT ) dy = [ TG dz =T ) =4 ().

Aplicando esta identidad a A¢ tenemos

(a0y} @ =80y Y = L 6] == 0 = - @™y 0= (46" .
Vale entonces para ¢ € S(R*) y T € 0(2),

(15) (ag) =alp").
Sea ahora w € D'(R*) y T € O(2) . Definimos u” de manera que valga (14) si uc L
(16) u” (¢) = (det T|u)(@"" ) =u(4p”") paratoda pcC.

Sigue enseguida que la relacion (15) se cumple también para u, QED.
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APENDICE M
EL PRINCIPIO DE MAXIMO PARA ECUACIONES DIFERENCIALES
ELIPTICAS Y UN TEOREMA DE DESARROLLO
AM 1. LEMA DE HOPF. Sean a,(x) =a,(x), a,(x), a(x) y f(x) funciones continuas
en D, D un dominio de R". Sea 4 el operador definido por

z o’u = Ou
1 Au=) ay———+)> a,—, x=(x,...,x, ).
( ) ,-’kZ:] ik axiaxk 'Zzl xaxi ( 1 )
Supongamos 4 de tipo eliptico, es decir, paratodo xe D :
(2) > a, b h,>0si h=(h,.,h)%0.

ik=1
Aqui, como en lo que sigue, las funciones « a las cuales se les aplica el operador 4 son
continuas en D y pertenecientes a C*>(D) . Para este operador vale el lema de Hopf:
TEOREMA 1. Sean 4u>0 en Dy x,€D tal que u(x)<u(x,) para todo xeD.
Entonces, u(x)=u(x,) en D .
Son corolarios del Lema de Hopf los siguientes teoremas.

TEOREMA 2. (T. de minimo/maximo.) Sea a<0.Si <0 en [ entonces toda solucién

no constante #(x) de Au+au= f quetenga un minimo <0 en D lo alcanza en 8D,y no
enD. Si f 20 y la solucidn no constante tiene un maximo > 0 entonces lo alcanza en oD,
ynoenD.¢

TEOREMA 3. El problema de contorno Aw+au=f en D, a<0, u=¢ en D,
¢ €C(dD), tiene a lo sumo una solucién u(x)e C(D)NC? (D). Silas u,(x), i=1,2, son

*
o

soluciones con u, =@, en D entonces ||¢, ~ @,

o2l —u

AM 2. DESARROLLOS. Un dominio D c R" se dird normal si es un recinto acotado,
simplemente conexo, que admite una aplicacién del teorema de Gauss. Es decir, en oD

existe un campo vectorial v = (,(x),...,v,(x)), [M|=1, ¥(x) coincide con la normal exterior

en todo punto del contorno donde éste admite un hiperplano tangente, para el cual vale:

I-Qu—(x)dx: Iu(x) vi(x)dS, i=12,...,n, paratodauecC'(D).
Daxi aD

En esta seccion supondremos que el dominio D, acotado, simplemente conexo, es tal que su
contorno posee la siguiente propiedad: dado d € 3D existe un entorno U de d que puede

ser transformado biunivocamente sobre la esfera unitaria por una aplicacion F,, €C*(U)
con su inversa F,, eC*(B)) tal que F,,(d)=0, F,,(UNaD)= {x |d <1 x, = 0},
Fiy Unbp)= {x : |x| <Lx,> O}. Se demuestra que un tal dominio es normal.

Congideremos en D el problema de contorno
43) Au—qx)u+Ak(x)u=0, u=0 en oD,
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donde 1 es real, g(x)eC(D), q(x)=0 en D, k(x)eC(D), k(x)>0 en D . Llamemos
a(x)=A k(x)—q(x). Del T.2 se deduce que si 4 <0 launica solucionde (3)es u=0.

Vale el siguiente teorema de desarrollo:
TEOREMA 4. Consideremos el problema de autovalores

(4) Au+Ak(x)u=0,u=0 en oD, k(x)eC' (D), k(x)>0 en D.
i) El problema (4) posee infinitos autovalores positivos 0 <4, <A, <... con lim A, = .

Las correspondientes autofunciones w#,(x) son soluciones reales de (4) que pueden
suponerse verificando

(5) [,y () k(x) e =5,

y {u (X)) :1,2,...} es un sistema ortonormal completo en L’(D;k(x)dx) (=el espacio I’
con peso k).

i) Sin=203y ueC*(D)NC°(D), real, nula en el borde, con laplaciano acotado en D,
entonces su desarrollo en autofunciones:

(6) w(x)= D cu,(x), ¢, = [ulx)u, (x) k(x) de,

ademas de converger en L*(D;k(x)), converge absoluta y uniforme en D.+

NB. Si ¢(x)=0 en D y qeC '(B) entonces para el problema (3) vale un resultado
semejante.
TEOREMA 5. (Principio de maximo). Sea D un dominio acotado, ¢(x)e L'(D), ¢(x)<0

c.d. Supongamos que ueC(l_)) verifica Au+c(x)u= f(x) en D'(D) donde f >0,

felL'(D). Vale, si mz{;lgc u(x) >0 entonces mébx u(x)= mgg( u(x) .+

DEMOSTRACION. Supongamos que M =maxu(x)=u(x,)> m% u(x)y=m=0. Sin
xeD X€

pérdida de generalidad podemos suponer u(x)>m en D. En efecto, de no ser asi nos

quedamos con la componente conexa ¥ de {xeD:u(x)>m} que contiene a x,. En este

caso u=m en oV . Deﬁnamos para ve L'(D) con ¢ tal que 0< e Cy (| <1), dele,
ve(x)=— j V() <o( jdy j v(y) @, (x=y)dy.
Luego, v e(C®. Sea D, .={xeD.d(x,6D)>8}. Alli: (Au)* =—(cu)’ + f£20. Como

(pg((x )eC (D) si= x&ED resulta; F(x)::(|c|u+f)E(x)=(Au)5(x)=<Au,(ag(x—_)>=
=(u(y),A,0(x- )) ;1-, oG- )= [u) Ao, (x=y)dy=A, [u(y) 0. (x~ y) dy =

=Ax(u5). O sea, A(us):F 20 en D, . Del Teorema 2 se deduce entonces que si & <g,,

u®(x,) < rxg%( u®(x). Luego, para ¢ — 0 sigue que M < m, absurdo, QED.
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AM 3. SEGUNDO LEMA DE HOPF. Consideremos el operador diferencial
" u & Ou

@) Au = i;‘a’k B o, + ;ai g,
(3) a, (x) =a,(x), a.(x), a(x), f(x)eC(D), a(x)<0, A elipticoen D,
) A=A+a.

Suponemos en esta seccion solamente que el contorno del dominio D satisface la siguiente
propiedad: si x, € 3D entonces existe una esfera S — D tal que x, €S .
Vale entonces el

TEOREMA 6. Sean u =constante, u € C'(D)\C*(D), Au=>0 en D. Supongamos que en
x, €0S, u tenga un maximo > 0. Entonces, gu—(xo)> 0, donde v designa a la normal
v

exterior a la esfera S en ese punto.*

AM 4. DEMOSTRACION DE LOS TEOREMAS 1-3, 6. A continuacién presentamos una
serie de proposiciones mediante las cuales quedaran probados todos los teoremas
mencionados. En ellas D es un dominio acotado y suponemos 4 es de la forma (1) y
verifica (2) uniformemente en D:

@) S a, (x) bk, > olh

ik=1

2

, Vxe D, donde o >0.

PROPOSICION 1. Si 4u >0 en D entonces # no posee maximo relativo en .+
DEMOSTRACION. Si x, es un maximo relativo de la funcién w < C*(D) entonces

H

o X,)=0 para todo i=1,.,n y la matriz hessiana f = Ou x,) | es definida no
0 0
Ox, Ox,0x |

positiva en el punto x,. En vista de la condicion de elipticidad (2’) resulta el absurdo
Au(x,)<0. En efecto, sea a=(a;(x,)). Entonces, Au(x,)=traf3. Si y es una matriz
ortogonal vale raf =tr fa =1tryy'af . De esto sigue que traf = Z A.u, donde {2,,. } {ﬂ,-}

son los autovalores de «,f respectivamente. Como A, 20,4, <0 resulta Au(x,)<0,
QED.

PROPOSICION 2. Si Au >0 en D entonces para todo x, € D vale u(x,) < max u(x) .

DEMOSTRACION. De (2’) sigue que existe A>0 tal que para todo xeD,
a, (x)A* + Aa,(x)> 0. Sea v_(x)=u(x)+¢&e™ . Entonces, Av_(x)> 0 para xe D . Por la

Proposicion 1: u(x,) <v (x,) < max v, (x). Haciendo £ 0 se obtiene la tesis, QED.

PROPOSICION 3. Sean B una bola abierta, x, € 3B y u € C(B)NC?(B) una funcion tal

que Au>0 en B, u(x)<u(x,) para todo xeB \x,. Entonces, si el versor v representa a

la normal exterior a 0B en x, vale %(xo)> 0.¢
v
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DEMOSTRACION. Podemos suponer que el centro de B es 0 y su radio 7. Sean ¢, 1>0,

A

. ’ 2 .
constantes que especificaremos mas adelante y w=—e" +e . Consideremos un
casquete esférico D de B alrededor de x, que no contenga al 0, (ver figura). Alli w>0.

Elegimos A tan grande que Aw(x) = 4e_l|’|2/12[z a,x,x, +0Q1/ l)]> 0 en D. Entonces
ik

v (x)=u(x)+e w(x) verifica Av,(x)>0 en D. De la
Proposicion 2, para ¢t > 0 bastante pequefio, obtenemos:
(10) v.(x,—tv) < mcazgvg(x) .

Pero en la parte curva de oD, v (x)=u(x) <u(x,),

% mientras que en la parte plana la hipotesis implica que
u(x)<u(x,)—J <u(x,). Vale entonces, para ¢
bastante pequefio,
(11) v (x) <u(x,) en &D.
(10) y (11) implican que u(x,-tv)+ew(x, —tv)=v_(x, —tv) <u(x,)=u(x,)+ew(x,).
Luego,
(12) (w(x,)—u(x, -tv))/t>¢ (e"’“’“')z —e )/t .

Entonces, (;i(xo) = lilr())z (u(xo)—u(xo —tv))/t >e2lre?’ > 0, QED.
v t

DEMOSTRACION del TEOREMA 1. Supongamos que # no es constante. Entonces ambos
conjuntos D, = {x e D:u(x)=u(x, )}, D, = {x eD:u(x)< u(xo)} son no vacios, siendo
D=D,UD,, D, abierto y D, relativamente cerrado en D. Existe un punto y €D, mas
cercano a D, que a 8D . Sea z tal que z€ Dy, |z - y|=dist(y,D,). Una bola abierta B con

centro we (z, y) verifica B< D, BN D, = {z} Entonces u(z) = u(x,)= valor maximo de

u en D. Por tanto %(z) =0, cualquiera sea v . Esto contradice a la Proposicion 3, QED.
v

DEMOSTRACION del TEOREMA 2. Sea D,:=la componente conexa del abierto
{x:u(x)<0}<:D tal que x, €D, donde u(x,) es el valor minimo negativo de u(x).
Entonces, Au=-au+ f <0 en D, y por el Teorema 1, u=u(x,) en D,. Luego D, es
cerrado en D. Como D es conexo resulta u =u(x,), absurdo, QED.

DEMOSTRACION del TEOREMA 3. La funcion u =u, —u, es solucion de Au+au=0

enD, u=¢ —¢, en OD. Siu no es idénticamente cero entonces max ju(x)|=|u(x,)| donde
xeD

u(x,) es un valor maximo positivo o bien un valor minimo negativo de u(x). Por el T.2
x, € 0D . Por lo tanto u(x,)=¢,(x,)—&,(x,), QED.
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DEMOSTRACION del TEOREMA 6. Este teorema es un corolario directo de la
proposicion 3 y el lema de Hopf (Teor. 1), QED.

AM 5. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4. El teorema 4 es una generalizacion del
Teor. 2 del Capitulo 3 que requiere cambiar alli la definicion del operador G en (3.21) por:

(GoXp) = [G(p,9) $(q) k(9)dq.
D
Entonces, G' es un operador simétrico, positivo, con nucleo la funcién de Green G(p,q)

considerada actuando en L’(D;k(x)). En dimensiones n>2, G(p,q)= —c—"n_z—+0(1).
P—q
Asi, para 7=2,3, G es del tipo Hilbert-Schmidt. Para n>3 no lo es, pero siempre
(7) M =sup [ G(p,q) k(g)dg<co.
peD

Entonces por la desigualdad de Schwarz, [G(p) <M jD G(p, ) |p(q)| k(q) dg .
Multiplicando por 4(p) esta desigualdad e integrando en D, obtenemos por la simetria de
G(p.9),

®) [oel., <m’le
O sea, G es un operador acotado en L*(D;k)de norma menor que M. Ademas es limite en
la norma de operadores de la sucesion {GN}, donde el nicleo G, (p,q) =inf {G(p,q),N }
es de Hilbert Schmidt. Luego G siempre es completamente continuo. Ademas el rango de G
es denso en L*(D;k). En efecto, si ueC*(D)NC’(D), real, nula en el borde, con
¢ =Au e L*(D), entonces u =G¢ erango de G. Sigue /).

2
2,k

w© 2
Para n=2,3, en la identidad de Parseval »_ % =JD G*(p,q) k(q) dg el miembro derecho

i=1 i
es uniformemente acotado. Y si ueC*(D)NC 0(5), real, nula en el borde, con
¢ =AueL”(D), entonces u=G¢ y c,(u) :%@ i=1,2,.. . En vista de la desigualdad de

i

Schwarz, la serie Zci(u) ¢,.(p)=2c,. (¢)@ es entonces absoluta- y uniformemente

i=1 i=1 G

convergente, QED.
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APENDICE P
METODO GENERAL DE PERRON

AP 1. Sea L un operador diferencial en una region acotada D:

4 0 z 0
1 L= y b.(x)—+ ,
() Y, (5o YIS e

con coeficientes reales pertenecientes a Lip, (D).

Supondremos que ¢(x)<0 en D y que L es eliptico en cada xe D, o lo que es lo
mismo, estrictamente eliptico en todo subconjunto compacto K c D, (cf. (2.3)).
Sea f e Lip, (D). Entonces, para toda esfera S,(y) < D, el problema:

() L@w)=f en S, (), u; =¢,
tiene solucidn unica (e C(S,)NC?*(B,) ) siempre cuando ¢ C(Z,), (cf. Cap. 2).
Dada u € C(D) esta entonces bien definida la siguiente funcion continua en D:
u(x) paraxe D\B
up() = {u[,(x) cC(S)NC*B) tq Lu,=f en B=B.(y).

Del principio del maximo (cf. Ap. M) se deduce la siguiente
PROPOSICION 1. ) u<v enD = uy, <vy enD.

i) u, ——>v sobre compactos = (u, ), —=>v, sobre compactos.*

DEFINICION 1. B(f) = {u € C(D):u(x)<u,(x) paratodo B=B,,S, < D},

P(f)= {u eC(D):u(x)2u,(x) paratodo B=B,, S, D}.

Los elementos de la clase B(f), f € Lip, (D), se llamaran subsoluciones de Lu = f,
y los de la clase P(f) supersoluciones de esa ecuacion.*

PROPOSICION 2. i) si u e B(f)NC*(D) entonces Lu > f,

ify si u e B(f)NC(D), veP(f)NC(D) verifican u <v en 4D entonces, o bien u=v,
o bien u(x) <v(x) paratodo xe D,

iiiystueB(f) y B=B,(y), S,(y)< D entonces u, € B(f),

ivysiu,veB(f) y w(x)= sup{u(x),v(x)} entonces we B(f) .*

DEMOSTRACION. i) si la proposicion fuera falsa existiria una esfera B tal que
f(x) >(Lu)(x) en B . Entonces, L(u—u,)<0 en By u—u, =0 en 0B . En virtud del
T. 2 del Ap.M, u—u, debe alcanzar su minimo negativo en 0B, y no en B. Luego,
u>u, yportanto u=u, enB. O sea, Lu= f en B, contradiccion.

i1) Supongamos u # v. Si no es cierto que u#(x) <v(x) en D entonces en algin ye D se
verifica v(y) <u(y). Luego, m:= inlfj‘ [v(x) —u(x)] verifica

xe
(3) m<0,
Si v—u alcanza su minimo en 8D y no en D entonces m=0 y v(x)>u(x) en D,
contradiccion. En consecuencia, existe x, € D tal que (v—u)x,)=m.

* Recordemos que ¢(x) € Lip,, (D) si para cada compacto K < D existe @, € (0, 1] tal que ¢(x)
es (&, — Hdélder continua en K.
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Sea S, (x,)cD yw=v,—u, Entoncesen B=B,: w<v-uy Lw=0.

Como w(x))<m<0y w(x)=v(x)—u(x) 20 en Z (x,), aplicando nuevamente el T. 2
del Ap. M, resulta w(x)=m en S, (x,). Luego, v—u=m en Z _(x,). En consecuencia,
v—u=m en un entorno de x,. La conexion de D implica entonces que v—u =m. Por

hipotesis v—u#>0 en 0D, lo cual implica junto con (3) que m=0. Es decir, v=u,
contradiccion.

iii) Sea B, =B,(z), S,(z)c D . Basta probar que (”3)3, >u, en el caso BNB=J.
Tenemos: u <u, S(uB)Bl, (cf. Prop.1). Luego, en &(B,NB): (uB)Bl >u,. Como la
funcion w=u, —(uB)Bl verificaen B, (1B: Lw =0, sigue que w<0, (T. 2, Ap. M).

iv) Una aplicacion de la proposicion 1 nosda w, >u, vv, 2uvv=w, QED.
NB. Si u es una funciéon de C*(D) tal que Lu > f entonces u € B(f). Es decir, para
funciones en C*(D): ue B(f)o> Lu> f .

AP 2. DEFINICION 2. Sea ¢ L*(0D),

B(f.$) = e B(f) :u e C(D), u(x) < ¢(x) en 3D},

P(f,$) = &1 eP(f):ucC(D),u(x) 2¢(x)en8D}.
Los elementos de B(f,¢) (P(f,$)) se denominaran subfunciones (superfunciones)
para la ecuacion Lu = f relativas al valor de contorno ¢ .*
Cuando f y ¢ se sobreentiendan diremos simplemente que u es subfuncion
(superfuncion). Aceptaremos la siguiente hipotesis de trabajo H) sobre fy ¢
H) B(f,9) =D =P(f.9).
PROPOSICION 3. Si ue B(f,¢) y ve P(f,@) entonces u<v .+
DEMOSTRACION. Es consecuencia de ii), prop. 2, QED.
TEOREMA 1. La funcién u(x) = sup{v(x) : v e B(f,#)} verifica Lu= f enD.*
Para demostrar el teorema recurriremos al siguiente
LEMA 1. Sea {u,}cB(f,¢) y B=B,.(¥), S.(y)=D. Entonces existe {v.}cB(f.$)
tal que
i)v,2u,enD
i) (v,)p =v,,
i1i) {vn (x)} converge uniformemente sobre compactos K < B a una funciéon w(x),
v)si B, = B,(y), S,(y)C B, entonces w, =w.Osea, weC’(B) y Lw=f en B, .+
DEMOSTRACION. Definamos w, (x) = (sup{ui(x) 1<i< n})B. Por la proposicién 3 y
la hipdtesis H), {wn (x)} es una sucesion acotada en B.
Para K < B vale, en virtud del T. 3 del Cap. 2, que

<M, Qw

@ Cd )

n
donde la primera norma se calcula sobre K y las dos siguientes sobre B . Por el teorema
de Arzela-Ascoli existe una subsucesion {wn,} que converge uniformemente a w sobre

n

compactos. Sea v, '=w,, si n_, <n<n, . i), ii), iii) siguen inmediatamente.
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En particular, sobre B,, v,——>w, y también, (v,,)Bl —'?(W)BI. Como por
construccion (v,, )B, =v,, setiene w, =w, QED.

DEMOSTRACION DEL T. 1. Sea D" = {x]. j=12,... } el conjunto de puntos de D
de coordenadas racionales. Para cada j, sea {uj,n} una sucesion en B(f,¢) tal que
u,,(x;)——z>u(x,), y sea u,(x)= sup{u].,,(x),...,u,,‘n(x)}, xe D . Entonces la

sucesion {un (x)} tiene las siguientes propiedades:

(5) un(xj)Tu(xj)
(6) u,(x)eB(f,9).

Sea B una esfera cuya clausura esta contenida en D. Aplicando el lema 1 encontramos
una w tal que

N w(x) <u(x) paratodo xe B, w(x;)=u(x,) paratodo x, e B[1D".

El teorema quedara probado si se demuestra que w=wu en B, (cf. /v) lema 1). Si no
fuera asi, existiia yeB tal que w(y)<u(y). Sea {uo.n}c B(f,#) tal que
u,,(y)—>u(y) para n—oo. Repitiendo la construccion de w, pero partiendo de la
sucesion u,(x) = sup{uo',,(x), ul.,,(x),...,u,,.n(x)} obtenemos una funcion w tal que
w(y)=u(y), w(x,)=w(x,) si x, € B[1D". Pero como tanto w como w son continuas,

w=w en B,y w(y)=u(y), contradiccion, QED.

2

COROLARIO.

e Lip, (D) .*

iy
DEMOSTRACION. weC*(D) vy satisface Lu=f. Como f e Lip, (D), puede
aplicarse el Teor. 3 del Cap. 2, QED.

AP 3. Si el operador L es uniformemente eliptico, es decir, existe un £ >0 tal que

(®) Y, (0L, 2 el

para todo xe D, y si ademas sus coeficientes y f son funciones acotadas en D, vale la
siguiente

PROPOSICION 4. En las condiciones apuntadas se verifica la hipotesis H).*
DEMOSTRACION. Supongamos que 0 D . Veamos que la siguiente funcion v esta en
P(f,$) si A essuficientemente grande:

) v(x) ={e* —e™ )| 7] /¢ +supld|,
donde d=diametro de D. Aplicandole el operador L tenemos,
(10) (L)) = ~Za, /], /2 - 8, |f],, [e + OWM).

Si f =0 entonces Lv(x) = c(x).sup|g| < 0=f. Como (8) implica a,,(x)>& obtenemos de
(10) para |[f], >0 que (Lv}x)<-A|f] +O(4) para A bastante grande. Entonces,

(LvXx) < f(x) . En todo caso, ve P(f).
Como v(x)=¢(x) en 0D, resulta ve P(f,¢4). La funciéon —v verifica L(-v)2—f y
—-v<—¢ en 0D. O sea, —ve B(—f,—¢) y la proposicion sigue inmediatamente, QED.

AP 4. Como el supremo de una familia de funciones continuas es una funcion
semicontinua inferiormente, resulta que u:sup{v:veB( f ,¢)} es semicontinua
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inferiormente y w =inf {v:ve P(f ,¢)} es semicontinua superiormente en D y u<v.
En un punto x, € 0D se tiene entonces

(11) u(x,) < lim u(x) < lim u(x) < lim w(x) <w(x,) .

X—3X,

En consecuencia, u(x) resultara continua en x, € 0D si

(12) u(x,) = w(x,) = 4(x,).

PROPOSICION 5. Si para cada x, €0D existe una sucesion {w; }e B(f,$) y una
sucesion {w: }e P(f,$) tales que ’I'I_I)Z wi(x,)=¢(x,), entonces u=w, y u es la

solucion del problema de Dirichlet

(13) Lu=f, ulaD:(b.’

La proposicion sigue inmediatamente de lo ya observado y el principio del maximo.

Las sucesiones {w;} y {w:} se llaman barrera inferior y superior en el punto x, de D,
respectivamente, , relativasa L, fy ¢.
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APENDICE R
SOLUCIONES ELEMENTALES RADIALES
APLICACION A LA ECUACION METARMONICA (-A+u)u=0.

AR 1. Introducimos la funcion media de una funciéon f eC(R") sobre una esfera de

radio r =|x|:

M fol = 7 do0).

donde do(y) denota el elemento de area de la esfera unitaria X := {y = 1} y A(n) su

area. f, es una funcién que depende solamente de |x| =r y en lo que sigue se usara la

notacion f, (r) para denotar a la funcion de variable real r e R, = [O, 00) definida por
Fo(r) =1, (x) si |xl:r-

PROPOSICION 1. /) Si f eC*(R") entonces f, e C*(R,).

ii) El desarrollo de Taylor de f, en O sélo contiene potencias pares de r.¢

DEMOSTRACION. i) sigue de (1) y de la definicion de f, .

1=\ lal=j al

N a
iy f(ry)= ZLZ D f(O) y"Jr’ +0(r"). Si || es impar, necesariamente algun «,
es impar y el nimero de ellos también es impar. En consecuencia, Iy“do(y) =0, QED.

Vale la siguiente proposicion. Una demostracion puede verse en [T}], Cap. L.
PROPOSICION 2. Sea f € C*(R"). Entonces

@ (Af)o<x)=A(fo)<x)=("' n-l d}fm.*

2 +“—_—_—
dr’ r dr

AR 2. Sea u una funcién localmente integrable radial: #(x)= f(|x|), es decir, f=u,.
Esto se expresa por

H1) f(r)r" es integrable en (0,N) para todo N >0.
Supongamos todavia que f'(r) exista en (0,c0) y también que valga
H'2) f'(r)r" es integrable en (O,N) paratodo N >0.

Entonces, linot f(rr'=L existey f(r)r” es absolutamente continua en [0, N ]

La integrabilidad de f(r)r™" implica que
) L=0.
Sea ¢ C;(R"). Con nuestra u, usando la proposicion 2, obtenemos

(4) <bu,p>= [ulAgdc= A(n)T F(r)(Bg), r" dr=
K d( ,.de, i dd, |7 tdf .. de,
= A(n) ! £(r) ;(r d—r(r)) dr = A(n)[ f)r —r) - ! d—{ r 7er.

De las proposiciones (1) y (3) se obtiene
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(5) <Au,g>=-4m)[(r" )¢, dr
0
Reemplacemos ahora la hipotesis H'2) por otra mas fuerte:
H2) f'(r)r™" es absolutamente continua en [O, N ] y ling f1(Hr™ =1/ A(n).

Integrando por partes en (5),

(6) <Au,p >=¢(0)+ A(n)oj(r"—1 )@ dr=<0,4>+ A(n)jf(r"—1 S, dr.
Como <u,p>= A(n)T f(r)r™" @, dr, se obtiene

@) <Au+Au,¢>=<06,¢> +A(n)T(lr"_'f+(r"_‘f')') @, dr.

Llegamos entonces a la siguiente
PROPOSICION 3. E(x)=f (jxl) sera una solucion elemental (o fundamental) para el

operador metarmonico A+ A4, i.e. (A+A)E =7, si f satisface las hipotesis H1) y H2)

y la ecuacion diferencial

(®) :_1 (r"“]f')'+/1f =0, cd r>0.0
.

1
loc -

En esta situacion, f£e L

AR 3. Sea n=2 y pongamos A=k’ . Entonces (8) se escribe de la siguiente forma

©) f+flr+k*f=0.

St k=0, (1/2x)logr satisface (9), H1) y H2). En consecuencia se verifica AE, =&
para

1
(10) E,(x)=—TIog |x| .
2
St k>0, pongamos f(r)= h(kr). La resolucion de (9) se reduce entonces a la de
1y h"(z)+M+h(z)=O,
V4

que es la ecuacion de Bessel de orden 0. La solucion general es de la forma
(12) h(z)y=AJ,(z)+ BY,(z),

) H@=RED g 2R ENED 0y

~y()=y=IlimQ+1/2+..+1/m—logm)=cte. de Euler=0,5772,

—-y(m+1)= y—(1+i+...+l).
2 m
O sea,
(14) Y, (z)= EJ o(2)logz+T(z), donde T(z) es una funcién entera de z.
/4
Luego, rf(r)=rh(kr)e L, . Por otra parte, para r — 0,

loc *

nf'(r)ngJo(kmoay
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Eligiendo B=1/4 se tiene li_r)tgrf'(r)zl/erzl/A(Z) y rf'(r) es absolutamente

continua en todo [0, N ] Luego,
(15) AJ o (K|x]) + Y, (k|x])/ 4
es una solucion elemental para el operador A+4?, cualquiera sea A.

Recordando que las funciones de Bessel y Weber pueden escribirse como
combinaciones lineales de las funciones de Hankel, respectivamente como

L@ =HP@+HO@)2, Y@ =HPE)-HD(2)/2i
si elegimos en (15), A =1/4i, obtenemos (k %0):
(16) E, (x)=H (kx| /4i (A+k*)E, =6 .

Supongamos ahora: A1 =k* <0, k=iy, x >0. Entonces recordando la definicion de la
funcién de Kelvin:

i .
Ko(zr)=7Hé”(1xr)

resulta,
y4 — 1 2 “y
(17) E* ()=~ K, (2, (a-x2)E7 =5
Si z=re", (-, ), entonces (cf. [Co] 6 [MO]):
o+
Hél)(z):“l‘f Iewmscnh[dt.
—-a0 0§
Luego, si 8=x/2,
. 1 uo+m/27 . , 1 © , o0 N el -rt
Hél)(lr):—. I e:rscnh dt=—J. elrscnh(unr:/_)du:ijevrw:.hudu :ij' (4 dt
Tl Tl Tl T 2

-0 +il2 - 0 1 lm - ]
Tenemos finalmente,

—xrt

T e
(18) K. (xr)= t, r>0,
’ htz—l

y por (17),

© —1|x|r

(19) B ()= [t

x|>0.
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APENDICE V
LA MEMBRANA VIBRANTE

AV 1. Sean p la masa por unidad de area de una membrana plana y 7 la tension
uniforme ejercida sobre ella. Sean z = z(x, y, ) el desplazamiento vertical en el instante
t del punto (x,y)e D donde D es la region acotada ocupada por la membrana. La
ecuacion del movimiento es

o’z
(M Az~ f° e =0, k(x,y)=f*(x,y) = p(x,y)/7.
Separando variables obtenemos:
) z=u(x, )T, Au+Aflu=0, T"+AT=0.

En lo que sigue suponemos z=1 por lo que k= f*=p. Si la membrana es

homogénea, es decir, si p=cte., entonces ¢ =./7/p es la velocidad de las ondas en la

membrana (cf. [Cu], [Fr]). En esta situacion los autovalores del problema de la
membrana fija en el borde son, por definicion, los autovalores del problema de Dirichlet
de la ecuacion de Laplace para la region ocupada por la membrana.

Veamos la composicion de algunos espectros de problemas de contorno.
2

u+/1u:0, 0<x<r.

2

Ecuacion diferencial:

a)u(0)=0=u(r): A,=n*,n=1,23,.. , multiplicidad de A, = mult(A,)=1.

B)u(©)=0=u'(r): A,=n,n=0,1,2,3,.. , mult(1)=1.

y)Yu)=u(r), w'(Q)=u'(7): A, =4n>, n=0,1, 2,3, _mult(A)=1ysi n>1,
mult(1)=2 .

Ecuacion diferencial: Au+ Au =0, R:{(x,y): OSxSa,OSysb}_
2 2

a@')u=0 en OR: Anm:zz[m—2+%—], mn=12, .. .

a P

Si (a/b)’ es irracional los autovalores son simples, i.e., de multiplicidad uno. Si (a/b)
es racional, infinitos autovalores son degenerados, o sea de multiplicidad mayor que

: o, c
uno. Las frecuencias normales de vibracion son entonces: —./— ~,
2Va® b°
2 2
) m° n
B') Contorno libre: A =7x° (———+—2j ,mn=012 . .
b

a2

Contorno libre significa %:O en OR, siendo 77 la normal exterior, vale la misma
n

observacion que en el caso «') respecto de la multiplicidad de los autovalores.

ﬂﬂ)
a

27ri(
7') Las soluciones periddicas e ®/, m, n enteros, son las autofunciones

2 2
correspondientes a los autovalores nz(m—erg;J del problema u(0,y)=u(a,y),
a
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u(x,0)=u(x,b), %(O, y)= %(a, ¥), %(x,O) = %(x, b) . Estos son de multiplicidad

>4 si m|>0<|n|.

Ecuacion diferencial: Au+ u =0, D= {(x,y) x*+yi< 1}.

) u=0en 8D: A, = (,u,(,’") )2 , donde u{™ es el k-ésimo cero positivo de J,,, y
m=0,1,2 ... .Osea, 4 >0 paratodo m, n, y de multiplicidad dos.

DEFINICION 1. Dos membranas se diran isoespectrales si tienen los mismos
autovalores con las mismas multiplicidades. ¢

AV 2. Sean & =&(x,y), n=mn(x,y) funciones dos veces continuamente diferenciables
tales que

ds? =dx? +dy’= fA(EndE* +dn?), f2 %0, en (x,y)e D,
D una region acotada que contiene el origen. Como

3) dé =& de+ ¢, dy, dn=n.dx+n,dy,

sigue que

“) E2em)rr=1, (E+n)f*=1, && +nn,=0.

Sean {x:a,t , al+ar=1y {x:ﬁ,t , B} +pB; =1 dos rectas que se cortan en
Y=ot y =Pyt

(0,0)e D . El coseno del d4ngulo que forman viene dado por

5) cosfd =q,f, +a,p,.

Las curvas imagenes son (é’ (alt,azt),n(alt,azt)) y ({;’ (B, B1),n(Bt, ,th)), cuyos
vectores directores son & =(a,§x +a.é,,amn, +a277y) y B= (,B]ér +8,¢,.Bm, + ,any)
en t=0. Sea &' el angulo que forman estas curvas en 0 = (é’ (0,0),77(0,0)). Entonces

(6) cos@':—&ﬁ _aB IS el S =cos6 .

allg - s

Luego, 8 =6" o bien § =—§'. Comparando areas infinitesimales y usando (6) tenemos,

a(x)y) 2
dédn=dxdy= f’dé dn .
3. &dn ly = f°dé dn

Esto implica que

ox, Y|
7 — = .

(7 5(5,77)‘ ()

Computando el seno de &' y comparandolo con el de € resulta que

925'®M>0®f2 _Axy) sea, siempre 8 =8' o bien §=-6".
o(x,y) o, m)

Supongamos 4> 0,h* =1/ f*. Escribamos,

£, =hcost,n, =hsenz, &, =hcosn,n,=hsenn.
Tendremos entonces,
4) El+mi=h, & +m,=h*, 0=££ +nm, =h cos(z—1).
Localmente la aplicacion T:(x,y)—>(£,n7) es 1-1; digamos en la bola abierta
B =B_(0,0). De la tercera igualdad en (4”) resulta 7 =7+ /2. Luego,
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§,=hcos(rtx/2), n,=hsen(rtz/2).

Por tanto, sgn=+:{, =n,{ =-n, sgn=—:¢( =-n,¢{,=7n,, que son las
condiciones de Cauchy-Riemann y anti Cauchy-Riemann, respectivamente. En el

primer caso tenemos, g(é—q—)-sz +¢_‘;’y2 >0 por lo que #=6' y en el segundo,

o(x,y)
sz 77; =—(¢£? +§ })<0 y 8=-6". La transformacion sera entonces conforme si y solo
%Y
st se verifican las condiciones de Cauchy- Riemann. De la diferenciabilidad de & y 7
concluimos ahora que en este ultimo caso £+i7n es una funcidon holomorfa con
derivada no nula. Y ademas que vale,
o(x,y) o(x,y)
(8) (A w)r=(a_w 1 =(a_w) =A,w
i BRI R () B

Por tanto, si la region de Jordan D con contorno J es llevada conformemente en el
circulo unitario B,(0) por la transformaciéon T:(x,y) —(&,7) tal que TeC(D),

T e C(S,(0)), entonces

9) A w+Aw=0 enD, le:O,
se transforma en
(10) A,w+A f*w=0 en B, w| =0.

Un teorema de H. Weyl implica que s1 D y D tienen los mismos autovalores para el
problema (9) entonces

(11) rea de D=|D| =|D)|

y por tanto

(12) D= [fdedn= [F’a¢ dn=‘l3|.
B,(0) B,(0)

OBSERVACIONES. 2a) Si los contonos de D y D son ademas curvas C? convexas
vale también que: I | f | do = longitud de J = long. J= J m do , ([P1]).

Z| ):I
b) Sea £ =&(x,y)+in(x,y)=W(z) =W (x+iy) una funcion analitica de z=x+iy en D
verificando W'(z)#0 alli. Entonces |[d¢]* = (z)['|az" ="' (z) {&x® + &?). Luego,
E(x,y), n(x, y) cumplen la hipétesis de esta seccion con f(x,y)= |W'(z)|_1 >0.

AV 3. Una transformacion homografica de B, (0) sobre B,(0): { = az+b

que lleva

z=0en =p, 0<p<], esdelaforma

(13) ¢=—£
pz—1

2 —

Su derivada ¢{'= ﬁ muestra que lleva la direccion x>0 en el punto (0,0) en la
pz—

direccion £ <0 en el punto (p,0) . Entonces:

x*+y? +1)—x(1+ 21
(14) g = PO+ D x( p)’ SO -l )

(px=1)" +(py)’ (px-1)" +(py)
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6(5177): 2 2 _ g2 2 _ |2 pz_l 2___. 1 '
() a(x, ) by =Eiem =i ((px—1)2+(py)2j )

La transformacion inversa a (13) también es homografica. Es igual a

(16) =8P
p¢ -1
Luego,

(17)

2

a(x’y): p —1 2: ,
o,m) ((p§—1)2+(p,7)2} foE.n).

En consecuencia, si W(&,7) =W (x(&,n), y(£,7)), el problema de contorno

(18) AW +AW =0, w|, =0,
es equivalente a (cf (8)):
(19) AJ+AfW=0, W =0,

L
y por lo tanto tenemos (cf. (17) y (2)):
PROPOSICION 1. Existen infinitas membranas circulares del mismo radio, dos a dos
distintas e isoespectrales. ¢

Las normas de las autofunciones que se corresponden estan relacionadas de la siguiente
forma (véase el teorema de desarrollo que sigue):

2 5 _ 2ot
(20) ”¢! "2 = ,”-I¢/ (x’)')| dx dy=_” ¢j (5’)7)‘ —(5%'—7}%(16 d’7 =
=B cnf g an=[g[,. k=r*

AV 4 TEOREMA 1. Sea £ >0 y continua en D, D recinto de Jordan. Supongamos
ademas que k(x) € Lip, (D). El problema de contorno

(21) Au+Aku=0, ul =0

posee infinitos autovalores reales de multiplicidad finita que pueden ordenarse segin su
magnitud creciente: 0<A4 <A, <., A —ow. Las autofunciones correspondientes

{¢j} pueden elegirse verificando
(22) [#:()8,(x) k(xydx =5,
D

y forman un sistema ortonormal completo respecto a la medida k(x)dx en D. Toda
funcion e C*(D)NC(D) tal que Aue L*(D), u|,, =0, admite un desarrollo absoluta
y uniformemente convergente en D :

(23) uzicnqﬁn, cnzcn(u):juqﬁnkdx.'

D

DEMOSTRACION. Sea O< f = Jk . Del principio de maximo se deduce que si u #0
resuelve (21) entonces A ¢ (— oo,O], (ApMT.2).

Sea u e C*(D)NC(D) tal que Au=—Aku, A+0, u|_ =0.Entonces

3

© Por solucién entendemos como siempre una funcién continua en DD y dos veces continuamente
diferenciable en D.
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(24) F'u(p)= [G(p,q)u(q)k(q)dq

Si ue [*(D) y satisface (24), ku < I*(D). Entonces, u es acotada. En consecuencia,
ueC(D)NC(D), u|,, =0, (cf Cap. 3). Luego, kuelLip, (D) y por tanto

ueC*(D) y Au=-Aku, (cf Ap.L o Ap.F).
Hemos probado entonces que el problema diferencial (21) es, para A # 0, equivalente al
siguiente problema integral:

(25) wi(p)=[G(p.9)i(9 dg;  G(p.9)=f(P)C(p.9) f(@),

donde f(p)=k(p), u(p)=f(p)u(p), u=1/1.

Los autovalores {u,} del problema (25) y sus autofunciones normalizadas

{5" n= 1,2,...} se corresponden con los del problema (21) pues x =0 no es autovalor,

En efecto, la integral en (25) define un operador de Hilbert-Schmidt K en L*(D),

(IZ u)(p)= IC~}( P.q)u(q) dq, autoadjunto, positivo y de rango denso. De esto sigue que
D

para todo n, n=12,... | u_ es real, positivo, de multiplicidad finita y 4 ' —> o para
n—o.
Las autofunciones del problema diferencial, ¢, :5,,/ f, son ortogonales respecto al
peso &:

(26) [6.@¢. @k@dq = (4,9, (0)dg =5,

y forman un sistema completo en L?(D;k) pues {(Zn} es completo en la clausura del

rango de K , es decir, en [*(D).

Sea U(p)= (IZH)(p) = Ié(p,q)H(q) dq € rango de K. Como para todo p,
D

HG(p, q)‘2 dq <M <o, vale, en virtud de un teorema de E. Schmidt, que el desarrollo
D

U(p)= Z c,(U )(Z,, (p) es absoluta y uniformemente convergente en D .

n=1

Si ue C*(D)NC(D), u=0 en oD, ulLo <oo, entonces en virtud del Teorema 1 del
Cap. 3, uf = IZ((Au)/f). O sea, U(p) = (uf )(p) € rango de K . Ademas
S,U) = [u(9)f(9)4,(9)dg= [u(g) k(q) 4,(q) dg=c,(u)

Luego,

(29) >, (p) = [Z ¢, (u)g, (p)jf (p)——u(p) f(p),
n=1 n=1
y como 1/&> f > g, sigue la tesis, QED.
DEFINICION 2. Si en la ecuacion (1) f?=1, es decir, si la ecuaciéon se reduce a

0’z . :
Az - v =0, diremos que la membrana correspondiente es un tambor.*
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DEFINICION 3. Una membrana plana que ocupa la regién acotada Z, fija en el borde,
y cuyo operador espacial asociado es

(0) (y +az]+zf%ém k=7
aéz anz b 2 b

se dira que suena como un tambor si es isoespectral con el tambor que ocupa la misma

region. Es decir, si tiene el mismo espectro que

2 2
1) (a 0 +/1)u 0 enZ, ul , =0

af 677 oz

AV 5. Suponemos en lo que sigue que Z es una region de Jordan y que
k(&,7)=f2(£,m)>0 en Z , es continua hasta el borde y pertenece a Lip, (Z).

DEFINICION 4. Diremos que la membrana asociada a (30) suena aproximadamente
como un tambor si N(A;Z,k) =# {l : A, autovalor, A < /1} verifica:

N
(32) 51/1) | | para A —>o.¢
Aqui, |Z|= area de Z. En otras palabras, una membrana suena aproximadamente como

un tambor si el comportamiento asintotico de sus autovalores es el mismo, en primera
aproximacion, que el de un tambor que ocupa la misma region. Para el tambor la

4
dad , (cf. sec. 6G,

1D}
Cap.G). En efecto,
PROPOSICION 2. i) Si Z es una membrana que suena aproximadamente como un
tambor se tiene A, — o para n —> .
it) Vale,
(33) nfd, ——>A==>NA)[/A—5—> 40

DEMOSTRACION. i) (32)= A, — .. ii) Supongamos que
A <A, =.=4 <A

‘n+e(n) n+e+1 *

n+e(n) - +/1g(n) — A implica que %n) —>0 para n—>o. Como para

n+e(n) n n
A, <A<A,setiene

n-1 N(/I)l N(/l)l n+0(1):n+5(n) oty = Y(4a) (/1)
A A A

'n—1 n n n n

N _
W

relacion (32) no es otra cosa que la formula de H. Weyl: 4, =~

Entonces,

+o(1)
sigue que /im

Finalmente, si esto ultimo ocurre tenemos que fil) -0y ﬂl — A, QED.

n n

COROLARIO 1. YV

g __ &n)
n  A.(nlA)

—>A20 >#{1: 1= }=0(n) ¢+

En efecto,

, QED
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APENDICE W
EL TEOREMA DE PREPARACION DE WEIERSTRASS
Y DESARROLLOS DE PUISEUX

AW.1. Sean G, y G, dos conjuntos abiertos del plano comlejo y F(z,w) definida en
G, xG,. Diremos que F(z,w), a valores complejos, es holomorfa en G, xG, si para
cada valor z G, es holomorfa con respecto a w e G, y para cada valor weG,, F es
holomorfa con respecto a zeG,. Una funcién holomorfa en G, xG, es continua alli

m+n

oz"ow”

(teorema de Hartog), y las derivadas

G, xG,.

Condicion necesaria y suficiente para que F(z,w) sea holomorfa en algin entorno

(z,w) existen y son holomorfas en

bicircular de (z,,w,), o dicho mas brevemente, para que sea holomorfa en (z,,w,), es
que F admita un desarrollo de la forma

(1) Fzw)=a,@)w-w,)"

uniformemente convergente en un entorno abierto bicircular K, xK, con coeficientes
a,(z) holomofos en X, .

Esto puede precisarse aiin mas. Sean z, y w, puntos del plano complejo, K 'y K,
discos abiertos con centros z, y w, respectivamente. Una funcion F(z,w) es
holomorfa en K, xK, si y solo si es desarrollable en esta region segun una serie de la

forma

@) Sa,,(z-z)" (w—w,)"

m, =0
uniformemente convergente sobre compactos de K, xK,. Este desarrollo es también
absolutamente convergente y

@  a,,=-— [ f—wy) duj dv

4” Cl Cz(u _Zo)m+l (v_wo)n+l

donde C, y C, son circunferencias arbitrarias contenidas en K, y K,,
respectivamente, y concéntricas con los contornos de los discos.

AW .2. Suponemos definida una funcion holomorfa no idénticamente nula, F (z,w), en
el entorno bicircular D, x D, alrededor del punto (z,,w,)e C xC.

TEOREMA 1 (Weierstrass). Sea F(z,,w,)=0. En un cierto entorno K, xK, de
(z4,w,) la funcidn es de la forma

4 F(z,w)=(z2-2,)" P(z,w).F|(z,w),

donde F|(z,w)#0 en K, x K, y es holomorfa alli, m es un entero no negativo, y P es
un polinomio en w de grado £ >0 paratodo ze K :

) Pw)=] [00—w,(2) = O —wo)* + A Y0 =)+ 4+ 4, (2),
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donde 4,(z) es holomorfa en K, y 4,(z,)=0 para todo j, j=L..,k.Si F(z,,w)#0
en K, entonces (4) se reduce a:

(6) F(z,w)=P(z,w).F,(z,w),

y k es la multiplicidad de la raiz w =w, de F(z,,w).*

Una demostracion de este teorema puede verse en [SZ].

AW.3. TEOREMA 2 (Puiseux, cf. Ap. A). Sea P(r,£) un polinomio en las dos
variables 7,£ de la forma:

P(r,&)=1"+c, (E)T" +..+c, (&) = fl(r—rj(f)), m>1.

Si ¢, ,(0)=...=¢,(0)=0 entonces cada 7,(£) es, para algiin entero positivo p=p(),

una funcion analitica de £'7 en 0 <|¢|< 4

™ L@=Yal") .

NB. En este caso %’i(0,0)=0. Por el contrario si g—P(O,O);éO, el teorema de las
T T

funciones implicitas en el campo complejo asegura que existe una y sélo una funcion
7(£), analitica en un entorno /< de £ =0, tal que 7(0)=0, P(7(£),£)=0 en L.
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