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1 CAPITULOI

1.1 Definiciones y reglas de calculo

Dada un 4lgebra de Boole A, notaremos como es habitual el supremo (infimo) de dos
elementos z,y € A por z Vy (z Ay) y con —z el complemento booleano de z. El primer
y 1ltimo elemento de A serén representados por 0 y 1, respectivamente.

Con id 4 notaremos la funcién identidad de A. Sea T un automorfismo (booleano) de A,
T se dice involutivo si:

T(T(z)) =z, cualquiera quesea z € A,

lo que equivale a decir que T2 = id, 6 equivalentemente T' = T-!. Claramente T = idy
es un automorfismo involutivo. Todo otro automorfismo involutivo diferente de la funcién
identidad de A se denominard un automorfismo involutivo propio.

En este curso nos proponemos estudiar las dlgebras de Boole que admiten automorfismos
involutivos propios. Observemos que M. Katetov [10], B. J6nsson [6] y L. Rieger [24]
indicaron ejemplos de dlgebras de Boole que no admiten ningiin automorfismo propio.

Definicién 1.1.1 Un sistema (A,T) formado por un dlgebra de Boole y un automorfismo
involutivo T de A se dird un dlgebra de Boole involutiva [16], [20].

Observemos que si T' = id 4, el dlgebra de Boole involutiva (A,id4) se puede identificar
con el élgebra de Boole A y por lo tanto la teoria de las dlgebras de Boole involutivas
contiene a la de las dlgebras de Boole. Un &lgebra de Boole involutiva (A,T) se dird
trivial si T = id.

Como tenemos en vista aplicar la nocién de las 4lgebras de Boole involutivas a un cierto
célculo proposicional, indicaremos una definicién equivalente a la anterior.

Sea (A,T) un 4lgebra de Boole involutiva y consideremos la aplicacién “~” de A en A

definida por ~ z = —T'(z), cualquiera que sea z € A, entonces se verifica sin dificultad
que se cumplen las siguientes condiciones:
M1) ~~z =1,

M2) ~(zAy)=~zV~y,
Ay ademas se verifica
T) T(%) = — ~ z, cualquiera que sea T € A,
esto nos condut?e a:

Definicién 1.1.2 Un sistema (A, ~) formado por un dlgebra de Boole A y una aplicacién
~: A — A que verifica las condiciones M1 y M2 se dird un dlgebra de Boole involutiva.

Teorema 1.1.1 Las dos definiciones anteriores son equivalentes.
Dem. Si (A,T) un slgebra de Boole involutiva ya vimos que la aplicacién ~ z =

~T'(x) verifica M1 y M2. Reciprocamente consideremos un sistema (4, ~) que verifica
las condiciones M1 y M2. Entonces:
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M3) ~(zVy)=~zAr~y.
Por M1 y M2 tenemos que £V Yy = ~~ V ~~ y =~ (~ z A ~ y) de donde resulta
Ma3. .

M4) ~0=1.
De0=0A~ z, por M2y M1 se deduceque ~0 =~ 0V ~~z =~ 0Vzx
cualquiera que sea £ € A. Por lo tanto ~ 0 es el Gltimo elemento de A, luego
~0=1

M5) ~1=0.
De M1y M4 se tiene ~ 1 = ~~ 0 = 0.

M6) ~ —z=—~2.
Como —zVz=1por M3y Mbresulta (i) 0=~1=~ (-2 V)=~ -2z A~<T
Anjslogamente de —z Az = 0 por M2 y M4 resulta (ii) 1 =~ 0=~ (—2 Az) =
~—zVnr~r.
De (i) y (ii) resulta que ~ —z es el complemento booleano de ~ z esto es ~ —z =
—~ T

M7) ~z=—~—z.
Es una consecuencia inmediata de M6.

M8) —z=~—~z.
Es una consecuencia inmediata de M6 y M1.

M9) z=—~—~uz.
Es una consecuencia inmediata de M8.

Pongamos por definicién T'(z) = — ~ z. entonces aplicando las reglas de célculo indicadas
precedentemente se prueba de inmediato que T es un homomorfismo de A en A. Ademds
por M9 tenemos que T(T(z)) = — ~ — ~ = = z, luego T es una involucién de A, y

en consecuencia es una funcién biunivoca. Luego T' es un automorfismo involutivo de A
y en consecuencia (A,T) es un &dlgebra de Boole involutiva segin la primera definicién.
Finalmente observemos que —T'(z) = —— ~z =~ z. |

Recordemos que un 4lgebra de De Morgan [21] se puede definir como un par (A4, ~) donde
A es un reticulado distributivo con primer elemento 0 y ~ es un operador unario que
verifica: M1) ~vz =2, M2) ~ (zAYy) =~z V ~y.

La nocién de slgebra de De Morgan fue considerada y estudiada por primera vez por A.
Bialynicki-Birula y H. Rasiowa [5] bajo el nombre de dlgebras casi booleanas. Se demues-
tra como anteriormente que: M3) ~ (zVy) =~ z A ~ y, que ~ 0 es el iltimo elemento
de A y notando 1 =~ 0, tenemos que ~ 1 = (.

Si A es un dlgebra de De Morgan tal que cada elemento z € A tiene un complemen-
to booleano —x € A entonces A es un algebra de Boole involutiva, y en este caso es
simultaneamente un algebra de Boole y un algebra de De Morgan. Esta circunstancia
condujo a A. Monteiro a cambiar la terminologia de algebra casi booleana, introducida
por Birula y Rasiowa por el de algebra de De Morgan..

Teorema 1.1.2 Un dlgebra de Boole involutiva (A,~) es trivial <— -1 =~z
cualquiera que sea T € A.
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Dem. (A,~) estrivial <= T(z) = z, cualquiera que sea z € A, estoes — ~ z = 1,
cualquiera que sea x € A 6 lo que es equivalente ~ z = —z, cualquiera que sea z € A. M

Teorema 1.1.3 zV~a~z=1 < ~=—1.

Dem. EnefectozV~z=1 <=~z Ax=0, luego ~z = —1. ]
En forma dual se prueba que

Teorema 1.14 st A~z =0 << ~z=—1.

En consecuencia si (A,T') es un algebra de Boole involutiva propia, esto es no trivial, no
son validas las dos propiedades siguientes:

P1) Principio del tercero excluido para la negacion ~:
zV ~ =1, cualquiera que sea z € A.
P2) Principio de contradiccion para la negacion ~:

z A~z =0, cualquiera quesea r € A.

Definicién 1.1.3 Si (A,T) es un dlgebra de Boole involutiva una parte S no vacia de
A se dice una subdlgebra involutiva de A si S1) S es cerrada por las operaciones de
AV, — T.

Lema 1.1.1 La condicion S1 es equivalente a las tres condiciones siguientes:
S2) Siz,y € S entoncesz Ay € S,
S3) Siz € S entonces —~zx € S,

S4) Siz € S entonces T(z) € S.

Es claro que si un lgebra de Boole involutiva est4 definida como un par (4, ~), una parte
S no vacia de A, es una subélgebra involutiva de A si S es cerrada por las operaciones de
A Y, =~

Definicion 1.1.4 Si (A,T) es un dlgebra de Boole involutiva un elemento x € A se dice
invariante 6 trivial si T(z) = z.

Al conjunto-de todos los elementos triviales de A lo notaremos I(A). Claramente 0,1 €
I(A), I(A) es una subélgebra involutiva de A y es un slgebra de Boole involutiva trivial,
luego para que A sea trivial es necesario y suficiente que I(A) = A. Observemos que
z ANT(z), z VT(z) € I(A).

Mas adelante veremos que si J(A) = {0,1} entonces A es un 4lgebra finita con a lo sumo
4 elementos.
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1.2 Ejemplos de algebras de Boole involutivas

Vamos a indicar una construccién de B. Birula y H. Rasiowa que nos permite obtener
ejemplos de algebras de Boole involutivas.

Sea E un conjunto no vacio, y 8 una involucién de E estoes §: E — E 'y B(B(z)) ==
cualquiera que sea z € F.

Sea A = P(E) el conjunto de todas las partes de E, es bien conocido que A algebrizado
con las operaciones de unién (U), interseccién (N) y complemento (C) es un &lgebra de
Boole con primer elemento (@) y tltimo elemento (E). Si X € E pongamos por definicién:

~ X =[B(X).
Vamos a probar que:
Ml) ~~ X =X,
M2) ~(XNY)=~XU~Y.

En primer lugar recordemos que si f : E — F entonces I) f biunivoca <= f(XNY)=
Ff(X) N f(Y), cualesquiera que sean X,Y C E y II) f biyectiva <= f(CX) =Cf(X),
cualquiera que sea X C F.

Como (3 es una involucién de E entonces es biyectiva, luego ~~ X = CB(C(B(X))) =
CC(B(B(X)) =X y ~ (X NY) =CA(X nY) =C(B(X) nB(Y)) = LX) ULA(Y) =

~ XU ~ Y. Tenemos asi el siguiente resultado:

Teorema 1.2.1 Si E es un conjunto no vacio, 3 una involucion de E, A = P(E) estd
algebrizado por las operaciones de U, N, G y definimos ~ X = CB(X), cualquiera que sea
X C E, entonces (P(E),~) es un dlgebra de Boole involutiva .

De acuerdo a lo indicado anteriormente T(X) = C ~ X = (CB(X) = B(X).

Toda subdlgebra involutiva del dlgebra de Boole involutiva (P(F), ~) se denominard al-
gebra de Boole involutiva de conjuntos.

Observemos que si 3 = idg entonces ~ X = [X cualquiera que sea X C E y por lo tanto
en este caso el dlgebra de Boole involutiva (P(FE), ~) es trivial.

Sea E = {a} entonces la tinica involucién que admite E es la identidad, esto es 3(a) = a.
En este caso P(E) = {0, E} y la operacién ~ est4 definida por ~ @ = C3(0) = E y por lo
tanto ~ E = (. Luego en este caso (P(E),~) es un dlgebra de Boole involutiva trivial y
claramente isomorfa al dlgebra de Boole A’ = {0, 1} que es un dlgebra de Boole involutiva
trivial si definimos ~ 0 =1y ~ 1 = 0. Veamos ahora el ejemplo mas sencillo de algebra
de Boole involutiva no trivial.

Ejemplo 1.2.1 Sea E = {a,b} y definamos B(a) = b y B(b) = a. Entonces tenemos
A =P(E) = {0,{a},{b},E}, ~ 0 = CB(0) = E y en consecuencia ~ E = 0, ~ {a} =
CB({a}) = C{b} = {a} y ~ {b} = {b}. Luego el dlgebra de Boole involutiva es isomorfa,
como dlgebra de Boole, al dlgebra de Boole A’ indicada en la siguiente figura:
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0

Si definimos en A': ~1=0, ~0=1, ~a=a y~b=>b entonces (A',~) es un dlgebra
de Boole involutiva propia y el conjunto de los elementos triviales de A’ es I(A’) = {0,1}.
AdemdsT(a)=—~a=—-a=byT(b)=—~b=-b=a.

Indiquemos otro ejemplo de dlgebra de Boole involutiva no trivial.

Ejemplo 1.2.2 Sea E = {a,b,c} y definamos $(a) = a, B(b) = c y B(c) = b. Entonces
tenemos A = P(E) = {0,{a}, {b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},E}, ~ 0 = CB(®) = E, ~
{a} = {bc}, ~ {b} = {a,b}, ~ {c} = {a,c}. Luego ~ E = 0, ~ {b,c} = {a}, ~
{a,b} = {b}, ~ {a,c} = {c}. Luego el digebra de Boole involutiva es isomorfa al dlgebra
A’ indicada en la siguiente figura:

Si definimos en A’

C
~z|1]|f|dfe

o
o
e
o

entonces (A',~) es un dlgebra de Boole involutiva no trivial y I(A’) = {0, a, f,1}.
Observemos que:

8
o
=]
o
o]
e,
9]
(g
b
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2 CAPITULO II

2.1 Homomorfismos

Definicién 2.1.1 Si (A,T) y (A',T") son dlgebras de Boole involutivas a toda aplicacion
h de A en A’ que verifique

H1) h(z Ay) = h(z) Ah(y), cualesquiera que sean z,y € A,
H2) h(—z) = —h(z), cualquiera que sea x € A,
H3) h(T(z)) = T'(h(z)), cualquiera que sea T € A,

se dird un homomorfismo de A en A'.

Se prueba sin dificultad que h(A) es una subélgebra de Boole involutiva de A’. Si h(A) =
A’ diremos que A’ es una imagen homomodrfica de A, que h es un homomorfismo de A
sobre A’ 0 que h es un epimorfismo. Si h es biyectiva diremos que h es un isomorfismo de
A en A’ y notaremos A = A’. Observemos que si A es un dlgebra de Boole involutiva, A’
un conjunto no vacio sobre el cual estdn definidas una operacién binaria A, una operacién
unaria —, una aplicacién 7" : A’ — A’, y h: A — A’ una funcién suryectiva que verifica
H1, H2 y H3, entonces A’ es un slgebra de Boole involutiva . Més precisamente, las
operaciones A, — son el infimo y el complemento booleano en A’ y la aplicacién 7" es un
automorfismo involutivo de A’. Es claro que en este caso A’ es una imagen homomérfica
de A.

En efecto por la teoria de las slgebras de Boole sabemos que A’ es un algebra de Boole.
Probemos que T” es un automorfismo involutivo. Sean 2',y' € A’, luego como h es
suryectiva ' = h(z), ¥’ = h(y) con z,y € A. Como la aplicacién T definida sobre A es
un automorfismo, por H1 y H2 tenemos que:

(1) T'@" Ay) =T'(h(z) AR(Y)) =T (h(z Ay)) =kT(z Ay)) =

h(T(z) AT(y)) = W(T(z)) AMT(y)) =T'(h(z)) AT'(h(y)) =T (") AT'()

Andlogamente de H2 y H3 se deduce (ii) T"(—z’) = —T"(z’) cualquiera que sea z' € A’
Como la aplicacién T es una involucién de A, usando H3 tenemos

(iif) T'(T"(z")) = T'(T"(h())) = T'(M(T(x))) = h(T(T(2))) = M(z) = &'

De (i), (i) y (iii) resulta que 7" es un automorfismo involutivo de A’.

El objetivo que tenemos en vista es determinar todas las imagenes homomérficas de un

algebra de Boole involutiva A por medio de una construccién intrinseca efectuada sobre
A.

Si A es un algebra de Boole involutiva entonces id4 es un homomorfismo suryectivo,
luego A es una imagen homomorfica de A. Si-A’ es un algebra de Boole involutiva
con un solo elemento, A’ = {1'} entonces la transformacién h : A — A’ definida por
h(z) = 1’, cualquiera que sea £ € A es un homomorfismo suryectivo luego A’ es una

imagen homomorfica de A. Estas dos imdgenes homomorficas de A se denominan imagenes
triviales de A.
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Definicién 2.1.2 Un dlgebra de Boole involutiva A se dice simple si:
1) A contiene mds de un elemento,

2) Toda imagen homomdrfica de A contiene un solo elemento 6 es un dlgebra isomorfa
a A, esto es las dnicas imdgenes homomdrficas de A son las triviales.

En el préximo pérrafo determinaremos las dlgebras de Boole involutivas simples.

Definicién 2.1.3 Si (A,T) y (A',T") son dlgebras de Boole involutivas y h : A — A’ es
un homomorfismo involutivo, al conjunto:

Nuc(h) = {z € A: h(z) =1}, donde 1’ es el dltimo elemento de A’

se denomina nicleo de h.

Como h es en particular un epimorfismo booleano entonces sabemos que Nuc(h) es un
filtro de A. Veamos que si z € Nuc(h) entonces T'(z) € Nuc(h). En efecto h(T(z)) =
T'(h(z))=T"(1")=1.

Definicién 2.1.4 A todo subconjunto F' de un dlgebra de Boole involutiva (A,T) que
verifique:

I1) F es un filtro,
I2) Siz € F entonces T'(z) € F,
se denominard T-filtro.

Por lo tanto todo nicleo de un homomorfismo es un T-filtro.

Por la teoria de las algebras de Boole sabemos que vale el siguiente:

Teorema 2.1.1 Si (A, T) y (A’,T") son dlgebras de Boole involutivas, h un epimorfismo
de A en A’ entonces la condicidn necesaria y suficiente para que h(a) = h(b) es que erista
n € Nuc(h) tal quea An=">b An.

Sea F' un T-filtro de un Slgebra de Boole involutiva A, diremos que el elemento a € A
estd relacionado con el elemento b € A, médulo F' y notaremos a = b (méd. F), a = b
(F),6a=bsiexisten € F tal que a An=2>b An. Por la teorfa de las slgebras de Boole
sabemos que “=" es una relacién de congruencia en el dlgebra de Boole A. Veamos que si
a = b entonces T'(a) = T'(b). En efecto por hipétesis existe n € F talquea An=b An
luego como T' es un homomorfismo

T(a) AT(n)=T(a An)=T((b An)=T(b) AT(n)

y como F’ es un T-filtro tenemos que T'(n) € F, luego T'(a) = T'(b).

Si z € A notaremos C(z) = Cr(z) = {y € A: y = z(F)}. Al conjunto cociente de A por
la relacién de congruencia = lo notaremos A/ = 6 A/F. Como “=” es una congruencia
booleana sabemos que las siguientes operaciones estén bien definidas: C(z) A C(y) =
C(z Ay), C(z) VC(y) =C(z Vy), —C(z) = C(—z). Ademss C(1) = F es el dltimo
elemento de A/F y C(0) es el primer elemento de A/F. Por lo visto precedentemente
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también la siguiente operacién T(C(z)) = C(T(z)), estd bien definida. Por lo tanto
(A/F,T) es un 4lgebra de Boole involutiva . Definiendo ¢(z) = C(z), = € A entonces
¢ es un epimorfismo de A en A/F. La funcién ¢ se denomina homomorfismo canénico o
natural de A sobre A/F y al slgebra de Boole involutiva A/F, dlgebra cociente de A por
F. Ademis Nuc(y) = F.

En forma andloga a lo demostrado en la teoria de las dlgebras de Boole se prueban los
siguientes resultados:

Teorema 2.1.2 Sean A, A, A, dlgebras de Boole involutivas, hy : A — Ay, he 1 A — Ay
epimorfismos involutivos tales que Nuc(h;) = Nuc(hs). Entonces A, y A, son dlgebras
de Boole involutivas isomorfas.

Corolario 2.1.1 Si A y A’ son dlgebras de Boole involutivas y h un homomorfismo in-
volutivo de A sobre A' entonces A' es isomorfa a A/Nuc(h).

Acabamos asi de probar que todas las imdgenes homomérficas de un algebra de Boole

involutiva A se obtienen (a menos de isomorfismo) considerando T-filtros F' de A y cons-
truyendo A/F.

Sea A un &lgebra de Boole. Un filtro F' de A se dice principal si existe z € A tal que
F = F(z) = {y € A : z < y}. En las élgebras de Boole finitas A, todos los filtros son
principales.

Lema 2.1.1 Si (A, T) un dlgebra de Boole involutiva entonces
1) T(F(z)) = F(T(x)),
2) un filtro principal F (i) es un T-filtro si y solo i € I(A).
Dem.

1) En efecto, y € T(F(z)) es equivalente a la condicién T'(y) € F(z), o sea z < T(y),
luego T'(z) < y, 6 lo que es equivalente, y € F(T(z)).

2) Este resultado fué indicado por M. Abad y L. Monteiro en 1976, [1].
Supongamos que F'(z) es un T-filtro luego T'(z) € F(i) cualquiera que sea z € F(i).
Como ¢ € F(i) entonces T'(i) € F(i) esto es 1 < T(3) luego T'(3) < T(T(3) =1y
por lo tanto T'(i) = 1.
Sii € I(A) esto es T(i) = i. Sea z € F(i) luego T'(z) € T(F(%)) = (por 1)) =
F(T(3)) = (por hipétesis) = F(i), luego F(i) es un T-filtro.
]

Por lo tanto en el caso en que el dlgebra A es finita, los T-filtros coinciden con los filtros
principales F'(z) con ¢ € I(A).

Lema 2.1.2 Un dlgebra de Boole involutiva A es simple si:

1) A contiene mds de un elemento,

2) los dnicos T-filtros de A son F(1) y F(0) = A.



Algebras de Boole Involutivas 9

Dem. Sea A un élgebra de Boole involutiva simple luego se verifica 1. Sea F un
T-filtro de A. Por hipédtesis A/F es isomorfa a A 6 a un algebra con un sélo elemento.
Sea h el homomorfismo natural de A en A/F. Si A & A/F, entonces Cr(z) = {z} y
como Cr(1) = F tenemos que F' = {1} = F(1). Si A/F tiene un sélo elemento entonces
Cr(z) = A cualquiera que sea z € A, luego F = Cr(1) = A = F(0).

Reciprocamente si A es un algebra de Boole involutiva que verifica 1 y 2 entonces las
unicas imagenes homomérficas de A son A/F(1) y A/F(0) que son isomorfas a A y a un
algebra con un sélo elemento respectivamente. ]

Lema 2.1.3 Un dlgebra de Boole involutiva A es simple si:

1) A contiene mds de un elemento,
2) I(A) = {0, 1}.

Dem. Sea A un élgebra de Boole involutiva que verifica 1 y 2. Sabemos que F(1) es un
T-filtro. Sea F' un T-filtro tal que F # F(1) luego existe (1) f € F tal que f # 1. Como
F es un T-filtro de (1) resulta que (2) T(f) € F, luego (3) f AT(f) € F. Sabemos que
f ANT(f) € I(A), por tanto (4) f AT(f)=16 (5)f AT(f)=0. Si ocurriera (4) como
f ANT(f) < f entonces f =1, absurdo. Luego debe ocurrir (5) y de (5) y (3) resulta que
0 € F luego F = A, entonces por el lema anterior A es simple.

Reciprocamente supongamos que A es un dlgebra de Boole involutiva simple y supongamos
que existe (6) 4 € I(A) tal que (7) i # 0y (8) ¢ # 1. De (6) resulta que F (i) es un T-filtro.
Por (7) resulta que F(i) # A y por (8) que F(z) # F(1), absurdo. |

Si z € A notaremos (z] = {y € A:y < z}. Sii € I(A) entonces claramente (i] es un
algebra de Boole involutiva .

Recordemos el siguiente resultado:

Lema 2.1.4 Dado un filtro principal F(p), de un dlgebra de Boole A entonces a = b
(mdd. F(p)) < aAp=>bAp.

Ademids A/F(p) = I(p) lo que permite en el caso finito obtener el diagrama de Hasse del
algebra de Boole A/F(p) a partir del diagrama de Hasse de A, [23]. Sea A el slgebra
de Boole involutiva indicada en el Ejemplo 1.2.2 y consideremos el filtro principal F'(7),
luego como ¢ € I(A) entonces F(f) es un T-filtro.

z (O0jlaibjcid|e|f]1
gAf|1O0]O|b|c|blec|fI|f

Luego C(0) = {0,a}, C(b) = {b,d}, C(c) ={c,e}, C(1) ={1,f} =[f) y T(C(0)) =
C(T(0)) = C(1), T(C(b)) = C(T(b)) = C(c).

Recordemos que si A es un dlgebra de Boole se define la operacién de implicacién “—” del
siguiente modo: £ — y = —z Vy, y un subconjunto D de A se dice un sistema deductivo
de A si verifica:

1) 1€ D,

2) SizeDyz—y€ Dentoncesy € D.
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Es bien conocido que en las dlgebras de Boole las nociones de filtro y sistema deductivo
son equivalentes.

Teorema 2.1.3 El nicleo Nuc(h) de un homomorfismo h : A — A’ tiene las siguientes
propiedades:

D1) Nuc(h) es un sistema deductivo del dlgebra de Boole A,

D2) Siz — y € Nuc(h) entonces T(z) — T(y) € Nuc(h).

Dem. Como 7’ es un automorfismo tenemos que:
(i) T'(h(z — y)) = M(T(z — y)) = K(T(—z Vy)) = KT (-z) VT(y) =

WT(—z)) VR(T(y)) = h(-T(z)) V(T (y)) = —h(T(z)) VHT(y)) =
T (z)) — MT(y)) = M(T(z) —T(y)).

Supongamos que £ — y € Nuc(h), esto es, h(z — y) = 1/, luego (ii)) h(T(z — y)) =
T'(h(z —y)=T'1)=1.
De (i) y (ii) resulta que h(T(z) — T'(y)) = 1' y por lo tanto T'(z) — T(y) € Nuc(h). W

Si Ay A’ son algebras de Boole involutivas, luego en particular algebras de Boole entonces
sabemos que:

Teorema 2.1.4 Si h es un homomorfismo involutivo de A en A’ entonces: h(a) =
h(b) <= a — b€ Nuc(h) y b— a € Nuc(h)

Observemos que la condicién D2 es independiente de D1. En efecto, consideremos el al-
gebra de Boole involutiva indicada en el Ejemplo 1.2.1, entonces el conjunto D = {a,1}
verifica D1 pero no verifica D2, yaque 1l wa=a € D peroT(1) - T(a) =1—-b=0b¢
D.

Definiciéon 2.1.5 Una parte D de un dlgebra de Boole involutiva A se dird un sistema
deductivo involutivo de A si verifica las condiciones D1 y D2.

Luego el niicleo de un homomorfismo es un sistema deductivo involutivo .

Observemos que la condicién D2 es equivalente a D3: Si z € D entonces T(z) € D. En
efecto D2 = D3. Siz € D como z = 1 — z resulta por D2 que T(z) = T(1 — z) =
T(1) - T(z) € D.

D3 = D2. Si £ — y € D entonces por D3: T(z — y) € D, esto es T'(z) — T(y) € D.

Observemos que por lo demostrado anteriormente resulta que existe una correspondencia
biunivoca entre el conjunto de los T-filtros, esto es los sistemas deductivos involutivos
de un algebra A y el de sus imagenes homomorficas. Esto nos conduce al estudio de los
sistemas deductivos involutivos de un algebra de Boole involutiva, lo que desarrollaremos
en el préximo parrafo.
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2.2 Sistemas deductivos involutivos

En este parrafo usaremos la expresién sistema deductivo en vez de sistema deductivo
involutivo.

Teorema 2.2.1 Si{D;}ic; es una familia de sistemas deductivos de un dlgebra de Boole
involutiva A entonces D = (| D; es un sistema deductivo de A.

i€l
Definicién 2.2.1 Sea {D;};c; una familia de sistemas deductivos de un dlgebra de Boole
involutiva A, diremos que D es el sistema deductivo generado por la familia {D;};c; si D

es la interseccion de todos los sistemas deductivos D' de A tales que D; C D’ para todo
i1 € I. Notaremos D = \/ D;.

sl
Es claro que siempre existe un sistema deductivo D’ en las condiciones de la definicién,

basta considerar D' = A. Observemos también que D es el menor sistema deductivo que
contiene a todos los D;.

Sea A un algebra de Boole involutiva con més de un elemento, consideremos el conjunto
® de todos los sistemas deductivos propios del dlgebra A, y si D es un sistema deductivo
propio de A sea ®p el conjunto de todos los sistemas deductivos que contienen a D.

®p C . Observemos que ® # @, pues {1} es un sistema deductivo propio y que como
D € @p también ®p # 0. Es claro que (®,C) y (®p, C) son conjuntos ordenados.

Teorema 2.2.2 El conjunto ordenado ®p tiene elementos mazimales.

Dem. Veamos que ®p es inductivo superiormente, es decir, que toda cadena creciente
{C:}ier de elementos del conjunto ®p tiene una cota superior C en ®p. Sea (1) C = Ua;,
i€l
luego es claro que (2) D C C. Probemos que C es un sistema deductivo propio. Como
A es un dlgebra de Boole sabemos que C es un filtro propio. Veamos que C verifica D2.
Siz — y € C entonces x — y € C;, para algin i € I, luego D(z) — D(y) € C; y en
consecuencia, D(z) — D(y) € C, luego como C es un filtro que verifica D2 resulta que
(3) C es un sistema deductivo involutivo. De (2) y (3) resulta que C € ®p, y por (1) C
es cota superior de {C;}ic;. Luego ®p es inductivo superiormente, de donde resulta por
el lema de Zorn que ®p tiene elementos maximales. : |

Observemos que en el caso particular en que D = {1} se obtiene:
Corolario 2.2.1 ® tiene elementos mazimales.

Definicién 2.2.2 Un sistema deductivo D del dlgebra de Boole involutiva A se dice maxi-
mal 6 mdzimo si es un elemento mazimal del conjunto ordenado ®, es decir:

1) D es propio,
2) Si D' es un sistema deductivo tal que D C D’ entonces D' = A ¢ D' = D.

Teorema 2.2.3 Todo sistema deductivo propio estd contenido en un sistema deductivo
mazimal.

Dem. Basta observar que si M es méximo en ®p, es méximo en A. |
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Teorema 2.2.4 Sea H un sistema deductivo de A, A' = A/H y h el homomorfismo
natural de A sobre A’, entonces existe una correspondencia biunivoca entre los sistemas
deductivos de A que contienen a H y los sistemas deductivos de A’.

Dem. Sea D un sistema deductivo de A tal que H C D, veamos que D = h(D) es un
sistema deductivo de A’.

D1)1'e D',yaquel'=h(1)yle D. Siz', 2’ — y' € D’ entonces existen z,z € D tales
que ' = h(z) y ' — ' = h(z). Ademds =’ — y' = h(z) — h(y) = h(z — y) para algin
y € A.

Probemos que z — y € D. Como h(z — y) = h(z), entonces z — y = z (méd. H), luego
existe h € H tal que (z — y) Ah = zAh. Como por hipétesis H C D, zAh € D, es decir,
(x — y)Ah € D, luego como D es un filtro z — y € D. Entoncesde z, z — y € D,
resulta y € D y por lo tanto h(y) =y’ € D'.

D3) Si ' € D' entonces ' = h(z), para algin £ € D. Como D es invariante por T,
T(z) € D. Luego h(T(z)) € D' y entonces T(h(z)) =T(z') € D'.

Probemos que la aplicacién que a cada sistema deductivo D de A tal que H C D le hace
corresponder el sistema deductivo D' = h(D) es biunivoca y sobreyectiva.

Sean D,, D, sistemas deductivos de A tales que (1) H C D4, (2) H C D, y supongamos
h(D:) = h(D3). Sea (3) a1 € D1, entonces h(a;) € h(D1) = h(D;), es decir, (4) h(a1) =
h(az) para algin (5) az € D,. De (4) resulta, en particular, por el Teorema 2.1.4 que (6)
az — a; € H. De (6) y (2) resulta (7) azs — a1 € Dy y por lo tanto de (5) y (7) resulta
que a;, € Dy, luego D; C D,. En forma aniloga se prueba que Dy C Dy, luego D; = Ds,
y por lo tanto la correspondencia indicada es biunivoca.

Sea D’ un sistema deductivo de A’, veamos que existe un sistema deductivo D en A, tal
que H C Dy h(D) = D'. En efecto, consideremos D = h™'(D’). Sea z € H luego
h(z) =1 € D' y por lo tanto z € h™*(D’') = D, luego H C D. Verifiquemos que D es un
sistema deductivo de A.

Dl)1e Dyaqueh(l)=1€ D"

D2) Si z, £ — y € D = h~!(D’) entonces h(z), h(z — y) = h(z) — h(y) € D', como D’
es un sistema deductivo, h(y) € D', luegoy € h=*(D’) = D.

D3) Si z € D entonces h(z) € D', luego como D' es un T-filtro h(T'(z)) = T(h(z)) € D’
y por lo tanto resulta que T'(z) € h™}(D') = D. En consecuencia la correspondencia
indicada es sobreyectiva. [

Corolario 2.2.2 Si H es un sistema deductivo de un dlgebra de Boole involutiva la condi-
cion necesaria y suficiente para que A/H = A’ sea simple es que H sea mazimal en A.

Dem. Es una consecuencja inmediata de: A’ es simple si y sélo si los tnicos sistemas
deductivos de A’ son A’ y {1'}. |

2.3 Determinacion de las algebras de Boole involutivas simples

Del corolario anterior resulta la importancia del estudio de los sistemas deductivos maxi-
mos para determinar las algebras simples.

Teorema 2.3.1 Si (A,T) es un dlgebra de Boole involutiva y U es un ultrafiltro del
dlgebra de Boole A, entonces T(U) es un ultrafiltro.
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Dem. Sabemos que en un 4lgebra de Boole todo isomorfismo transforma filtros en filtros.
En particular, para el automorfismo T se tiene que T(U) es un filtro. Ademss T(U) es
propio ya que 0 ¢ T(U); en efecto, si 0 € T(U) entonces 0 = T(0) € T(T(U)) = U,
absurdo.

Como en un dlgebra de Boole la nocién de ultrafiltro es equivalente a la de filtro primo,
para completar la demostracién, veamos que T'(U) es primo. Supongamos que zV y €
T(U), entonces T'(z V y) = T(z) VT(y) € U. Como U es primo, T(z) € U 6 T(y) € U,
de donde T(T'(z)) =2 € T(U) 6 T(T(y)) =y € T(U). |

Teorema 2.3.2 Si U es un ultrafiltro entonces M = U NT(U) es un sistema deductivo
propio.

Dem. Como la interseccién de filtros es un filtro, entonces M es un filtro. Como M C U
y U es propio entonces M es propio. Veamos que M es invariante por T. Sea z € M,
es decir, z € Uy z € T(U), entonces T(z) €e T(U)y T(z) € T(T(U)) = U, luego
T(z)e M. [

Teorema 2.3.3 S5i U es un ultrafiltro de un dlgebra de Boole involutiva (A,T) y D un
sistema deductivo tal que D C U entonces D C T'(U).

Dem. Supongamos D Z T(U). Sea d € D tal que d ¢ T(U). Como D es un sistema
deductivo y T'(d) € T(U), entonces T(d) € T(U)NU = M. Por el teorema anterior,
sabemos que M es un sistema deductivo, entonces T(T'(d)) = d € M = T(U)NU, de
donde resulta que d € T(U), lo que contradice la hipétesis, por lo tanto D C T(U). W

Teorema 2.3.4 Si M es un sistema deductivo mdzimo de un dlgebra de Boole involutiva
(A,T) entonces existe un ultrafiltro U del dlgebra de Boole A tal que M = U NT(U).

Dem. Como M es un filtro propio, existe un ultrafiltro U tal que M C U. Luego por
el teorema anterior M C U NT(U). Como por el Teorema 2.3.2, U N T(U) es un sistema
deductivo propio, entonces M = U NT(U). n

" Teorema 2.3.5 Si (A,T) es un dlgebra de Boole involutiva y U es un ultrafiltro del
dlgebra de Boole A entonces UNT(U) es un sistema deductivo mdzimo de A.

Dem. Sabemos que M = U NT(U) es un sistema deductivo propio. Sea M’ un sistema
deductivo méaximo tal que M C M’, entonces por el teorema anterior existe un ultrafiltro
U'tal que M'=U'NT(U"), luego (i) M=UNTU)CU"

Sabemos que si F1, F3 son filtros y U es un ultrafiltro tal que F; N F; C U, entonces
F, CU 6 F, CU. Entonces de (i) resulta (ii)) U C U’ 6 (iii) T(U) C U'.

Si se verifica. (ii), como U y U? son ultrafiltros U = U’ y en consecuencia M = UNT(U) =
U'NT{U') = M'. Andlogamente si se cumple (iii), como T(U), U’ son ultrafiltros
T(U) =U’, luego M = M’. Por lo tanto M es maximal. |

Observemos que los dos ltimos teoremas se pueden enunciar:

“La condicién necesaria y suficiente para que un sistema deductivo M sea méximo es que
M =UNT(U), para algin ultrafiltro U de A.” En el caso particular en que U = T(U),
se tiene M = U = T'(U).
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Teorema 2.3.6 Todo sistema deductivo mdzimo de un dlgebra de Boole involutiva (A, T)
estd contenido en a lo sumo dos ultrafiltros del dlgebra de Boole A.

Dem. Por el Teorema 2.3.4 sabemos que (1) M = U NT(U) donde U es un ultrafiltro
del 4lgebra de Boole A. Por el Teorema 2.3.1 T'(U) es un ultrafiltro del dlgebra de Boole
Ayypor (1) M CU y M C T(U). Por lo tanto M estd contenido en dos ultrafiltros.
Supongamos que U; es un ultrafiltro tal que M C U;, entonces por el Teorema 2.3.3
M C T(U) y en consecuencia M C Uy NT(Uy) = M. Pero por el Teorema 2.3.2 M, es
un sistema deductivo propio, luego como M es un sistema deductivo maximo, tenemos
que M = My, estoes UNTU) = U, NT(U;) luego UNT(U) C U; y como U; es un
filtro primo resulta que (2) U C U; 6 (3) T(U) C T'(U,). Si ocurre (2) como U y U; son
ultrafiltros entonces U = U, y si ocurre (3), como T(U) y U; son ultrafiltros tenemos que
T(U) = U;. Luego los tinicos ultrafiltros que contienen a M son U y T'(U).

Observemos que si U = T'(U) entonces existe un dnico ultrafiltro que contienea M. W
Consideremos las siguientes algebras de Boole involutivas:

SQ 54

1=T(1) 1="7(1)
a = T(b) \o b=T(a)

0 = T(0) \/o: 7(0)

Observemos que el dlgebra S es isomorfa a la subalgebra {0, 1} de S4, y que mas precisa-
mente {0, 1} es la tnica subélgebra propia de S;.

Teorema 2.3.7 Las inicas dlgebras de Boole involutivas simples son isomorfas a las
dlgebras Sy y Ss indicadas en la figura anterior.

Dem. Sabemos que todo sistema deductivo maximo M de un algebra de Boole involu-
tiva (A,T) es de la forma M = U NT(U), donde U es un ultrafiltro del 4lgebra de Boole
A. Luego tenemos dos casos a considerar: U = T(U) 6 U # T(U).

Caso 1) Si U = T(U), entonces A/M = A/U = A/T(U). Sabemos que el élgebra de
Boole cociente por un ultrafiltro es un algebra de Boole con dos elementos. Como debe

cumplirse que T'(0) = 0 y T(1) = 1, el dlgebra de Boole involutiva A/M, es isomorfa al
algebra S, indicada.

Caso 2) Si U # T(U), como U y T(U) son ultrafiltros y son diferentes, ellos son incom-
parables, es decir, U\ T(U) # 0, T(U) \U # 0. También M # @ ya que 1 € M. Ademss
A\ (UUTU)) #0,pues 0 € A\ (UUT(D)).

Probemos que A/M tiene cuatro elementos: 0/ = A\ (UUT(V)), I'= M =UNT(U),
X=U\TU)eY=TU)\U.

Sabemos que M = 1’ es una clase de equivalencia, mas precisamente 1’ = C(1).
Probemos que X es una clase de equivalencia médulo M. Sea (1) z € X = U\ T(U),
veamos que (i) C(z) € X. Supongamos que y € A es tal que y = = (méd. M), es decir,
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y—creM,z—ye€ M, entonces (2) y—z € T(U), (3) £ —yeU. De (1) resulta
(4) z¢T(U)y (5) —z ¢ U, pues U es un ultrafiltro y como U es primo, de (3) y (5) se
tiene (6) y € U.

De (2) y (4) por la misma razén, —y € T(U), es decir, (7) y ¢ T(U). De (6) y (7),
yeU\T(U), luego C(z) C X.

Probemos que (ii) X C C(z). Sea (8) y € X = U\T(U). De (8) comoyV—y=1¢€ T(U)
y T(U) es primo, —y € T(U). Como —y < —yVz =y — z y T(U) es filtro entonces (9)
y—z€T(U). De (1),comoz <zV-y=y—zyU es filtro resulta (10) y >z € U.
De (9) y (10) se tiene (11) y — z € M.

Anélogamente se prueba (12) z — y € M. De (11) y (12) resulta y = z (méd. M), es
decir, X C C(z). '
De (i) y (ii) se tiene que X es una clase de equivalencia.

En la misma forma se prueba que Y es una clase de equivalencia.

Veamos entonces que O/ = A\ (U UT(U)) es una clase de equivalencia. Observemos que
0€0 pues0 ¢ UUT(U).

Probemos que (iii) C(0) € /. Sea z € A tal que ¢ = 0 (méd. M), es decir,
z—-0=—-2€M=UnNT(U) entonces —z € U y —z € T(U), de donde como U
y T'(U) son filtros primos, z ¢ U y ¢ ¢ T(U), luego z € A\ (U U T(U)) = (, es decir,
C(0) C0.

Veamos que (iv) 0/ CC(0). Seaz € 0 = A\ (UUT(U)), entonces z ¢ U, = ¢ T(U) de
donde como U y T'(U) son filtros primos, —z € U y —z € T(U), es decir, —=z =z — 0 €
M.

Como adems3s siempre se cumple que 0 — z =1 € M resulta £ = 0 (méd. M) y por lo
tanto £ € C(0). Luego 0/ C C(0).

De (iii) y (iv) 0/ = C(0), o sea A/M es el lgebra de Boole con cuatro elementos.

Determinemos en A/M = {0/, X,Y,1'} el operador T". Sabemos que T'(0') = ¢/, T'(1') = 1.
Vamos a probar que T(X) =Y y T(Y) = X.

Sea z € X y supongamos que T(z) ¢ Y = T(U) \U. Como z € U entonces T'(z) € T (V)
por lo tanto T'(z) ¢ —U, es decir, T'(z) € U, o sea z € T(U). Absurdo. Luego T'(X) =Y
y en consecuencia T(Y) = X. Es decir, A/M es isomorfa al dlgebra de Boole involutiva
S.

Luego hemos probado que A/M = S, 6 A/M = S4, o lo que es equivalente, que Sy y Sy
son las tnicas algebras de Boole involutivas simples. [

El resultado precedente fué probado de un modo diferente por M. Abad y L. Monteiro en
1976, [1].

Lema 2.3.1 Si A es un dlgebra de Boole involutiva finita, con mds de un elemento,

entonces F(b) es un sistema deductivo mdzimo de A si y sdlo si b es un dtomo del dlgebra
de Boole I(A). (L. Monteiro, 2002)

Dem. 8Si F(b) es un sistema deductivo méximo, luego por el Lema 2.1.1 sabemos que
b € I(A). Supongamos que existe ¢ € I(A) tal que 0 < i < b luego F(b) C F(i) C
F(0) = A, donde F(%) es un sistema deductivo, luego como F(b) es maximo resulta que
F(i) = F(b) 6 F(i) = F(0) estoes i = b 6 i = 0, lo que prueba que b es un dtomo de
I(A).
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Reciprocamente supongamos que b es un dtomo de I(A). De b € I(A) resulta por el
Lema 2.1.1 que F(b) es un sistema deductivo y como b # 0 entonces F(b) es propio.
Supongamos que D es un sistema deductivo tal que F(b) C D. Como D es un filtro
entonces D = F(z) con £ € A y como D es un T-filtro entonces (1) T(z) € D. Luego
de F(b) C F(z) resulta que (2) z < by por lo tanto (3) T'(z) < T'(b) =b. De (2) y (3)
resulta que 0 <z AT(z) < by comoz AT(z) € I(A) entonces (4) £ ANT(z) =b 6 (5)
z AT(z) = 0. Si ocurre (4) entonces (6) b =z AT(z) < z, luego de (6) y (2) resulta
z = by por lo tanto D = F(b). Como x AT(z) € D si ocurre (5), entonces D = A. Luego
F(b) es un sistema deductivo maximo. [

Por lo tanto podemos afirmar que si A es un algebra de Boole involutiva finita, con mas de

un elemento, el nimero de sistemas deductivos maximales es igual al nimero de dtomos
del &lgebra de Boole I(A).
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2.4 Semisimplicidad de las dlgebras de Boole involutivas

Teorema 2.4.1 Todo sistema deductivo propio es interseccidn de sistemas deductivos
mAazTimos.

Dem. Sea D un sistema deductivo propio. En particular, D es un filtro propio, entonces

D = [ U,, donde U, son los ultrafiltros tales que D C U,, a ¢ U,.
a¢D
De D C U, resulta por el Teorema 2.3.3 que D C T(U,) y en consecuencia D
Cc U,NTU,) = M,. Sabemos que M, es un sistema deductivo miximo y es claro
que D = () M,. |
a¢D

En el caso particular que D = {1} se tiene:

Corolario 2.4.1 Fl sistema deductivo {1} es interseccion de todos los sistemas deductivos
mdzimos del dlgebra.

Teorema 2.4.2 (Teorema de representacién) Toda dlgebra de Boole involutiva A, con
mds de un elemento, que no es simple, es subdlgebra del producto cartesiano de dlgebras
simples.

Dem. Como A no es simple entonces I(A) # {0,1} luego existe ¢ € I(A) tal que
i # 0, i # 1y F(i) es un sistema deductivo propio luego la familia ® de sistemas
deductivos propios de A es no vacia y por el Corolario 2.2.1 el conjunto E de todos los
sistemas deductivos maximos de A es no vacio.

Si M € E, sea m el homomorfismo natural de A sobre A/M. Sabemos que A/M = S, 6
A/M = 8,. Como S, es isomorfa a una subilgebra de S;, en cualquiera de los dos casos
m es un homomorfismo de A en Sj.

Sea F = S¥ el conjunto de todas las funciones definidas sobre E y que toma valores en
el algebra de Boole involutiva S, es decir, F es el producto cartesiano de tantas dlgebras
S4 como elementos tiene E.

Sabemos que el producto de dlgebras de Boole, algebrizado puntualmente, es un dlgebra
de Boole. Es inmediato probar que si definimos el operador T' punto a punto se obtiene
un algebra de Boole involutiva, .

Consideremos entonces el dlgebra de Boole involutiva, F y veamos que A es isomorfa 3
una subdlgebra de F, precisamente a la subdlgebra ¢(A).

Definamos ¢ : A — F por ¢(f) = F, donde F(M) = m(f), para todo M € E. Entonces
se comprueba sin dificultad que ¢ verifica: H1) o(fAg) = o(f)Ap(g), H2) p(—f) = —o(f)
y H3) o(T(f)) = T(¢(f)), luego ¢(A) es una subdlgebra de F.

Veamos que ¢ es biunivoca. Supongamos que ¢(f) = ¢(g), es decir F(M) = G(M), para
todo M € E, o sea, m(f) = m(g), para todo M € E, o lo que es equivalente, f — g € M,

g— feM,paratodo M € E,luego f g€ (| Myg—fe (| M.
McE McE
Como () M = {1} entonces f - g=1yg — f =1, 0sea, f = g. Entonces ¢ es
McE
biunivoca de donde resulta que A es isomorfa a la subalgebra p(A) de F. |



18 ' A. Monteiro

Ejemplo 2.4.1 Representar el dlgebra A indicada en el Ejemplo 1.2.2 mediante la cons-
truccion dada en el teorema anterior.

Observemos que todos los filtros son principales ya que el dlgebra es finita. Fdcilmente se
ve que los sistemas deductivos de A son: F(1) = {1}, F(a) = {a,d,e, 1}, F(f) = {f,1}
y F(0) = A. También es inmediato que los tinicos sistemas deductivos mdximos son
M, = F(a) y My = F(f), es decir, E = {My,Mz} y F = S = Sa x Ss. Deter-
minemos las dlgebras A/M;, A/M, y los homomorfismos naturales: my : A — A/M;,
meo A— A/Mg

A/M; = {{0,b,¢c, f},{a,d,e,1}} = {0,1} =2 S,. Este resultado puede obienerse de in-
mediato sin hallar las clases de equivalencia, observando que My = F(a) es un ultrafiltro
y F(a) = T(F(a)).

También es evidente que A/M> = {{0,a},{b,d}, {c, e}, {f,1}} = {0,d',¥/,1} = S, ya que
My = F(c) NT(F(c)). ‘

Los homomorfismos naturales my, my estdn definidos por:

T Ola|b|c|d|e|f
m(@) |0|1[0|0|L1[1]0]1
mo(z) | 010 |a |V |ad |V |1

Observemos que en este caso A es isomorfa al producto A/My x A/Ms.

Veamos mas generalmente que:

Teorema 2.4.3 Sea (A,T) un dlgebra de Boole involutiva finita con mds de un ele-

mento, que no es simple, y My, M,, ..., M, sus sistemas deductivos mdzimos entonces
A= A/M1 X A/M2 X ---X A/Mn

Dem. Sea F = []Ai, con A; = Sy, parai = 1,2,...,n. Sabemos que la aplicacién
=1
¢ : A — F, definida por: ¢(f) = F, donde F(M;) = m;(f), parai =1,2,...,n, esun
homomorfismo de A en F y que como [ M; = {1} entonces ¢ es biunivoca. Observemos
i=1

que A/M; x A/My x --- x A/My, = [1 A/M; C F
i=1

Probemos que ¢ es una funcién de A sobre [] A/M;. Por la definicién de ¢ resulta

=1
n
inmediato que toma sus valores en el dlgebra [[ A/M;. Como ademis ¢ es biunivoca es
i=1

T
suficiente probar que las dlgebras A y [[ A/M; tienen el mismo nimero de elementos.
i=1
Como A es finita todos sus filtros son principales, en particular, sus ultrafiltros son los

generados por los dtomos de A. Luego por el Teorema 2.3.4 los sistemas deductivos
méximos son de la forma M; = F(a;) N T(F(a;)), donde a; es dtomo de A, para i =
1,2,...,n, es decir, (1) M; = F(a;) N T(F(as)), con F(a;) # T(F(a:)) 6 (2) M; =
F(a;) N T(F(ai)), con F(a;) = T(F(a:)). En consecuencia, A/M; tiene cuatro 6 dos
elementos, respectivamente.

Podemos suponer que M, Ms, ..., M; son sistemas deductivos de la forma (1) y

Mgy, .., M, son del tipo (2).
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Observemos que puede ocurrir que en A no existan sistemas deductivos de la forma (1) 6
de la forma (2), pero siempre existen sistemas deductivos de alguna de las dos formas.
Entonces el nimero de elementos de [] A/M; es igual a 4% x 2n—F = 2k+n,

i=1
Veamos que A tiene 25" elementos, 6 lo que es equivalente, que el nimero de dtomos del
algebra de Boole A es k + n.
Por el Lema 2.1.1 sabemos que T'(F(z)) = F(T'(z)) cualquiera que sea z € A, en particular
si a es un dtomo de A se tiene T(F(a)) = F(T'(a)) y como por el Teorema 2.3.1 T(F(a))
es un ultrafiltro entonces F(T'(a)) es un ultrafiltro y en consecuencia T'(a) es un 4tomo
de A.
Por lo tanto T' transforma 4tomos de A en atomos de A. Entonces se tiene M; = F(a;) N
T(F(a;)) = F(a;) N F(T(a;)), donde a;, T(a;) son dtomos de A, para i = 1,2,...,n.
Probemos que a,...,ax,T(a1),...,T(ax), ax+1 = T(ax+1),- - - ,an = T{a,) son todos los
atomos de A.
En efecto, si a es un dtomo de A entonces M = F(a) N T(F(a)) es un sistema deductivo
maximo de A, es decir, M = M; para algin 7,7=1,2,...,n.
Por otra parte, si M(a) = F(a) N T(F(a)) = F(b) NT(F(b)) = M(b) entonces a = b 6
a = T(b). En efecto, F(aV T(a)) = M(a) = M(b) = F(bV T(b)), como la funcién que
a cada T € A le hace corresponder el filtro F(z) es una aplicacién biunivoca del algebra
finita A sobre el conjunto de todos sus filtros, entonces a V T'(a) = bV T'(b), de donde,
aN(aVvT(a)=an(bVT®)),osea, a=(aAb)V (aAT(b). Sisuponemos a # by
a # T'(b) entonces como a, b, T'(b) son 4tomos, a = 0, absurdo.
Luego a = b 6 a = T'(b), es decir, los elementos ay, .. .,ax, T(ay),...,T(ay), Gki1, - - -, Gn,
son todos los atomos de A. Es claro que son distintos dos a dos, ya que los sistemas
deductivos M;, para ¢ = 1,2,...,n, son distintos. Luego A tiene 2k + (n— k) =n+k
atomos, lo que finaliza la demostracién. |

Observacién. (L. Monteiro, 2002) Sea A un dlgebra de Boole involutiva finita con mas
de un elemento que no es simple, luego I(A) es un élgebra de Boole finita con méas de un
dtomo. Sean by, by, ..., b, los dtomos del slgebra de Boole I(A) entonces A; = A/F(b;),
1 < 7 < t son élgebras simples. En forma andloga a la indicada en el Teorema 2.4.2

se puede probar que A es isomorfa a una subélgebra del dlgebra F = H A; donde el

isomorfismo en cuestién se define por p(z) = (my(z), m2(z), . .., m:(z)) donde m; indica
el epimorﬁsmo natural de A sobre A;. Probemos que en este caso ¢ es suryectiva. Dado
= (yl,yg, ...,Yt) € F entonces para cada y; € A; existe z; € A tal que m;(z;) = y;. Sea
V (z: Ab;). Como b; € I(A) entonces m;(b;) € I(A;) = {0,1} luego m;(b;) = 0 para

J # 1y mj(b;) = 1. Por lo tanto m;(z) = m,(V(a:, Ab)) = V(mj(:l:z) Am;(b;)) =
i=1

m;i(z;) Am;(b;) =m;(z;) A1 =my(z;) =y;. Lo que prueba que ¢(z) =

Sean by, by, ...,by los dtomos de I(A) tales que A/F(b;) =2 Sy y bk+1,bk+2,...,bt los

atomos de I(A) tales que A/F(b;) = S, luego el niimero de elementos de A es igual a

4% x 2tk = 9k¥t,
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Como S; = A/F(b;) = I(b;) para k+1 < ¢ < t entonces b; es un dtomo de A. Como
Sy = A/F(b;) =2 I(b;) para 1 < i < k entonces b; = a;; V a;2 donde a;; y a;2 son dtomos
de A, tales que T'(a;;) = a;2. Luego el nimero de dtomos de A es 2k + (t — k) =t + k.

Del teorema anterior resulta:

Teorema 2.4.4 Dado un conjunto finito E = {p1,...,Pn, 1,71,92,T2, - - -, Gk, Tk} con la
involucién T definida por T(p;) = pi, T(g:) =i y T(r;) = q;, el dlgebra de Boole involu-
tiva (A =P(E),T) se puede escribir A = S§ x S§.

Dem. Por hipétesis A = P(E) es un slgebra finita y en consecuencia sus ultrafiltros
son los filtros principales generados por 4tomos, es decir, por los conjuntos unitarios {z},
con z € E. Hallemos entonces los sistemas deductivos méximos de A.

Sea z € E. Siz = p;, para algin 4, i = 1,2,...,n entonces F({p;}) = T(F({»:}) = M,
1=1,2,...,n, es decir, A/M; = S,;, parai=1,2,...,n.

Si z = g;, para algin j, j = 1,2,...,k entonces T(F({g;})) = F(T({g;})) = F({r;}),
luego también resulta T(F({r;})) = F({¢;}), 1 =1,2,...,k.

Por lo tanto M; = F({¢;}) N F({r;}), 5 = 1,2,...,k, o sea A/M; = S, para j =
1,2,...,k.

Luego A = Sy x S¥. [ ]

2.5 Representacién de un dlgebra de Boole involutiva por un
algebra de conjuntos

En el Capitulo I indicamos un ejemplo de un &lgebra de Boole involutiva cuyos elementos
son subconjuntos de un conjunto E.

Recordemos esa construccién. Dado un conjunto E y una involucién 7" definida sobre E,
entonces como T es una biyeccién tenemos que:

T(E) = E, T(@) = 0, T(XNY) =TX)NTY), TCX) = CT(X) y
T(T(X)) = X. Es decir que T es un automorfismo involutivo del 4lgebra de Boole 27, de
todas las partes de E, y por lo tanto, el sistema (2%, T') es un algebra de Boole involutiva.
Por definicién, toda subélgebra de 2F es un 4lgebra de Boole involutiva de conjuntos.

Teorema 2.5.1 Toda dlgebra de Boole involutiva A es isomorfa a un dlgebra de Boole
involutiva de conjuntos.

Dem. Sea (A,T) un slgebra de Boole involutiva . Si A tiene un sélo elemento entonces
claramente A es isomorfa al 4lgebra de Boole involutiva (§,T) donde T(@) = 0. Si A
tiene mas de un elemento sea U la familia de los ultrafiltros de A. Si U € U entonces
vimos que T'(U) es un ultrafiltro y por lo tanto T' es una transformacién definida sobre
U y tomando sus valores en U. Como T'(T'(U)) = U, entonces T es una involucién en U.
Consideremos el 4lgebra de Boole involutiva de conjuntos (P(U),T) y probemos que A
es isomorfa a una sub4lgebra de P(U). Sea S(a) la familia de todos los ultrafiltros de A
que contienen al elemento a. Veamos que S es un isomorfismo de A sobre una subélgebra
de P(U), es decir, que se verifican:

1) S es biunivoca.
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2) Hy) S(aAb)=S(a)AS(b).
H;) S(—a) = —S5(a).
Hs) S(T'(a)) = T(S(a)).

Por la teoria de las dlgebras de Boole (teorema de Stone), sabemos que se verifican H;
y Ha. Probemos H3. En efecto, como U € S(T'(a)) si y sélo si T(a) € U, entonces
a € T(U), o sea T(U) € S(a), esto es U € T(S(a)). Luego (S(A), T) es un algebra de
Boole involutiva isomorfa a (A, T). ‘ |

2.6 Subalgebras involutivas

La nocién de subdlgebra involutiva de un &lgebra de Boole involutiva fué indicada en la
Definicién 1.1.3.

Sea (B,T) un élgebra de Boole involutiva con mis de un elemento, luego si S es una
subélgebra involutiva de B tenemos:

{0,11 C S CB.

Es claro que la interseccién de subélgebras involutiva de B es una subélgebra involutiva
de B. La nocién de subdlgebra generada por una parte G de B, que notaremos SI(G),
se define en la forma habitual y se prueba que SI(G) es la menor subélgebra involutiva
de B que contiene a G. Es claro que SI(0) = {0,1}. Si SI(G) = B, se dice que G es un
conjunto de generadores de B.

Si G € B, notaremos con PF(G) la familia de todas las partes finitas de G, entonces se
prueba sin dificultad que:

Lema 2.6.1 SI(G) ={SI(F): F € PF(G)}.

Vamos a ver como se determina SI(G) en el caso en que G es un conjunto finito, no vacio,
de un &lgebra de Boole involutiva B. Para ello vamos a empezar por recordar ciertos
resultados de la teorfa de las dlgebras de Boole, cuyas notaciones y demostraciones fueron
indicadas por L. Monteiro en [23]. Si B es un slgebra de Boole, z,y € B y ponemos por
definicién: z+y=(—zAy)V(zA—y),entoncesz+0=z y z+1=—z.

Dada un &lgebra de Boole B, con més de un elemento, sea

P(B’n) = {p: (p17p27"-)pn) Di € {O>1} g Bal stn})

esto es, el conjunto P(B,n) estd formado por todas las n-uplas de elementos 0,1 € B.
P(B,n) es el producto cartesiano de n dlgebras de Boole iguales a {0,1} C B, luego es
un 4lgebra de Boole con n dtomos, que son precisamente las n-uplas que tienen una tnica
coordenada igual a 1 y las restantes iguales a 0.

SiG = {g1,92,---,9.} € By p € P(B,n), notaremos con m,(G) o mas sencillamente m,
al elemento: .

~

‘A@+m

Estos elementos se denomma.n combinaciones algebraicas elementales de G. Observemos
que de acuerdo con la definicién precedente g; +p; = g¢; 6 g; +p; = —g;.
Sea m(G) = {m, ’p'€ P(B,n)}, como N[P(B,n)] = 2" entonces N[m(G)] < 2.
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Lema 2.6.2 Si B es un dlgebra de Boole, G = {g1,92,...,9n} entonces:
1) Sip,q€ P(B,n) y p#q entonces mp Amg = 0.
2) \V{my :p € P(B,n)} = 1.
3) Sip,q € P(B,n), p+# qymy < my entonces my = 0.

Si X es un conjunto no vacio con n elementos notaremos N[X] = n. Sea (R,A,V,0) un
reticulado con primer elemento 0, X C R, N[X] = ¢, notaremos:

SO(X) = {0}; SI(X) =X,
S;(X)={Vy:yeY, YCX,N[Y]=j}, 1<j<t,

500) = U 8,%).

Si B es un 4lgebra de Boole, G C B notaremos con SB(G) a la subélgebra booleana de B
generada por G, y si B es finita con més de un elemento notaremos con A(B) el conjunto
de todos los dtomos de B.

Lema 2.6.3 Si B es un dlgebra de Boole, G C B y N[G] =n conn € N, entonces:
1) SB(G) = S(m(G)).
2) A(SB(G)) = {my : my € m(G), m, # O}

Como N[m(G)] < 2" por el lema precedente, tenemos que N [A(SB(G))] < 2" y en
consecuencia N[SB(G)] < 2",

Lema 2.6.4 Si B es un dlgebra de Boole y G = {g1,92,...,9n} C B entonces
SB(G) = SB(m(G)).

Lema 2.6.5 Si (B,T) es un dlgebra de Boole involutiva, G C B entonces SI(G) =
SB(GUT(G)).

Dem. Es claro que el lema es valido si G = 0.

(1) SB(GUT(G®)) C SI(G). Como G C SI(G) y SI(G) es una subdlgebra involutiva
entonces T(G) € SI(G) luego G UT(G) C SI(G) y como SI(G) es una subélgebra
booleana tenemos que SB(G UT(G)) C SI(G).

(2) SI(G) € SB(GUT(G)). Como G C SB(G UT(G)) nos basta probar que SB(GU
T(@)) es una subalgebra involutiva, esto es siy € SB(GUT(G)) entonces T(y) € SB(GU
T(@)). ' '

Probemos en primer lugar que se verifica (2) para el caso que G es finito, no vacio.
Supongamos que G = {g1, g, - - . , gn} €ntonces:

GUT(G) = {g1,92, . - - 9n> Gnt1 = T(91), gnt+2 = T(g2), - - - 92 = T'(gn) }-
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Por el Lema 2.6.3 sabemos que SB(GUT(G)) = S(m(GUT(G)). Seay € SB(GUT(G))
luego

() y=0, (i) yem(GUT(G))

(iid) y=V{mp:p€PCP(B 2n), 1 < N[P] < 2n}.
En el caso (i) T'(y) = T(0) = 0 € SB(GUT(G)). Analizemos el caso (ii): como m, =
/\ (9; + pi), entonces T'(m,) = /\ T(g; + p:). Luego tenemos los siguientes casos
=1

1)1<i<n.
la) Si p; = 0 entonces g; + p; = g; luego entonces T'(g; +p;) = T(g:) = T(g:) +p; =
Gitn +Di,conn+1<14n < 2n.
T(g:)+pi=gisn+Dpi,conn+1<i+n < 2n.

2) n+1<i<2n.
Observemos que en este caso 7°(g;) = gi—n-
2a) Si p; = 0 entonces g; + p; = g; luego T(g; + ;) = T(9:) = gien = gi—n + pi, con
1<i—n<n.
2b) Sip; = 1 entonces g;+p; = —g; luego T(g;+p:;) = T(—gi) = —T(g:) = —Gi—n =
Gin+Di,conl1<i—n<n.

Por lo tanto T'(m,) € m(G U T(G)).

En el caso (iii) T(y) = V{T'(m,) : p € P C P(B,2n), 1 < N[P] < 2n}. Acabamos de
demostrar que T'(m,) € m(G U T(G)) luego T'(y) € SB(G UT(G)).

Sea ahora G un conjunto arbitrario no vacio sabemos que:

SB(GUT(G)) =| J{SB(F) : F e PF(GUT(G))}.

Sea y € SB(G UT(G)) luego y € SB(F) para alguna parte finita F de G UT(G). Como
F C FUT(F) entonces SB(F) C SB(FUT(F)) = SI(F). Luegoy € SI(F) y en
consecuencia T'(y) € SI(F) = SB(FUT(F)) C SB(GUT(QG)). ]

Corolario 2.6.1 Si (B,T) es un dlgebra de Boole involutiva , con mas de un elemento y
G C B tal que N[G] =n, conn € N entonces N[A(SI(G))] < 4" y N[SI(G)] < 2*".

Dem. Como SI(G) = SB(GUT(G))y N[GUT(G)] < 2n entonces por el Lema 2.6.3
resulta que N[A(SI(G))] < 2?" =4 y por lo tanto

N[SI(G)] = N[SB(GUT(®))] < 2*.
=

Por el Lema 2.6.3, 2) sabemos que si G es finito, no vacio los 4tomos de SI(G) = SB(G U
T(G)) son los elementos mn, # 0. Observemos que si G = {g} entonces las combinaciones
algebraicas elementales son:

g NT(g9), g N—T(g), —g ANT(g), —g A—T(g).
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Ejemplo 2.6.1 B=S5,.

T O

T 00
Si g = 1, entonces las combinaciones algebraicas elementales son:
INTQ)=1A1=1,1A-T(Q1)=1A0=0, -1AT(Q)=0A1=0, -1A-T(1) =
0AO0=0. Luego SI({1}) = Ss.
Si g =0, entonces: OAT(0)=0A0 =0, 0A-T(0)=0A1=0, -0AT(0)=1A0=
0, —0A-T(0)=1A1=1. Luego SI({0}) = S,. ~

Ejemplo 2.6.2 Seqa B = 5,.

1
orT

a<%—>>b
©OT

Sig=0 6 g=1, se obtiene, como en el ejemplo anterior, que SI({g}) = {0,1} = S,.
Sig =a entoncesaANT(a) =aAb=0, aAN-T(@) =aNa=a -—-aAT(a)=
bAb=b, —aA-T(a)=bAa=0. Luego en este caso SI({a}) = S;. Andlogamente
SI({b}) = Sy. Luego sig =0 6 g = 1 entonces N[SI({g})] =2y sig=adg=0»>
N[SI({g})] = 4.

Ejemplo 2.6.3 B =55 X S4.

Sig=06g =1, se obtiene, como en los ejemplos anteriores, que SI({g}) = {0,1} = S,.
Sea g = a, entonces se obtiene que a AT(a) = aAb =0, aA-T(a) =aNe =
a, —aANT(a)=fAb=b —aA—-T(a)=fANe=c Luego en este caso el conjunto
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de las combinaciones algebraicas elementales diferentes de 0 coincide con el conjunto
de los dtomos de B y por lo tanto SI({a}) = B. Andlogamente si g = b tenemos que
SI({b}) = B. Sig = c entonces cAT(c) = cAc=¢, cA-T(c) =cA—c =
0, —cAT(c)=—-cAc=0, —cA=T(c)=dAd=d. Luego SI({c}) = S,. Es fdcil ver
que SI({d}) = SI({c}) y SI({e}) = SI({f}) = SI({a}).

Observemos que dado un elemento = de un 4lgebra de Boole involutiva (B, T') para obtener
SI({z}) debemos ver cuantos elementos diferentes se obtienen aplicando las operaciones
A, —yT 6 (v, —yT). Esclaro, dadas las siguientes tablas, que a lo sumo se pueden

obtener los siguientes elementos, dado que ellos no son necesariamente diferentes dos a
dos.

nh =z Yo = —Z,

Ys = T(:I:): Yy = —T(E)7

ys =z AT(z), y6 = —z AT(z),
yr =z A=T(z), ys = —x A —T(z),
Yo =0, Yo =z VT(z),
yn = —z VT(z), vz =z V =T (x),
Y13 = —z V —T(x), Yy1a =1,

yis =(x A=T(2)) V(—zAT(z)), yis=(z AT(z)) V(~zA-T(z)).

En efecto:

Vil (Y2 Y3 | Y4 |Ys | Ys [Yr | Ys [ Yo (Y10 | Y11 | Y2 |3 | Yia | Y15 | Y16
“Yi | Y2 [V (Y4 Y3 T3 (Y2 (Y11 [ Y10 | Y4 | Y8 | Yr | Y6 | Ys [ Y9 | Y6 | U5
Tly) lys {va |yl [y {wr Jys [ y8 [ w0 |yio|yio {1 | yis | via | Y15 | mie
”/\ nylyz|y3|y4lysIysly7|ys]ygly1olyuIymlymLyulymlym ”
Yi | Y1 | Yo | Ys 1 Y7 | Ys (Yo | Yr 1Yo (Yo Y1 |Ys |Y1 (Y7 [ (Y7 | U5
Y2 Yo {Ys | Ys | Yo | Ye | Yo [Ys | Yo | Ys | Y2 | Ys [Y2 | Y2 [ Y6 | Ys
Ys Ys [ Yo | Ys | Ys | Yo | Yo | Yo |Ys [Ys [Ye [ Y6 [Ys | Y6 | Ys
Ya Yo | Yo | Yo | Y7 | Ys | Yo | Ys | Ys | Ys | Ys [Ya | Y7 | Ys
Ys Ys | Yo [ Yo | Yo t Yo | Ys (Us |Ys | Y7 [Us | Yo | VY5
Ys Yo | Yo [ Yo | Yo | Ys | Ys [ Yo [ Ys | Ys | Ys | Yo
Y7 Y7 [ Yo | Yo | Y7 1Yo [ Y7 | Y7 | Y7 | Y7 | Yo
Ys Ys | Yol Yo [Ys |Ys |Ys [ VYs |Yg | Ys
Yo Yo | Yo | Yo | Yo | Yo Yo | Yo | Yo
Y10 Yio | Ys Y1 | Y15 Yo [ Y15 | Y5
Yu Y {Ye | Y2 | Y11 | Ys | Yie
Y12 Y2 | Ya | Y12 | Y7 | Y1e
Y13 YVis [ Y13 | Y15 | Us
Y14 Yia | Y15 | Yis
Y15 Yis | Yo
Y16 Yie

Dada un 4lgebra de Boole involutiva (B,T), entonces es claro que si z € B para que
SB({z}) tenga exactamente 16 elementos, B debe tener por lo menos 16 elementos. Va-
mos a indicar un ejemplo de un dlgebra de Boole involutiva con exactamente 16 elementos,
esto es con 4 idtomos, y un elemento de esa algebra que la genera.
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Ejemplo 2.6.4 Sea (L1, T) el dlgebra de Boole involutiva indicada en la siguiente figura,
donde T{(a,) = a1, T(a2) = as, T(az) = a2, T(as) = a4 y Sea T = a1 V ag, entonces
—z =a3 Vay, T(x) = T(a;) VT(az) = a1 Vaz y —T(z) = as V as. Por lo tanto
z AT(z) =a;, © A-T(z) = as, —z AT(z) = a3, —z A —T(x) = as. Luego el
conjunto de todas las combinaciones algebraicas elementales diferentes de 0 coincide con
el conjunto de los dtomos de B y en consecuencia SI({z}) = L.

Observemos que Ly &2 S; x §1 X Ss.

Si B es un algebra de Boole finita con mas de un elemento, y f una biyeccién de A(B) en
A(B), entonces la transformacién Hy : B — B definida por H¢(0) =0y Hs(z) = V{be
A(B) : f(b) < z} es un automorfismo (ver por ejemplo [23]). Si h es un automorfismo de
B entonces h transforma atomos de B en dtomos de B. Si f = hj4p) entonces Hy = h.
Ademss si fi, fo : A(B) — A(B) son tales que f; # f, entonces Hy, # Hy,.

Si (B,T) es un algebra de Boole involutiva finita con mas de un elemento, como T' es
un automorfismo de B entonces Tj4s) : A(B) — A(B) y como T(T(x)) = = entonces si
a€ A(B), T(a) =a 6 T(a)=be A(B) con b+#ay T(b) =a, esto es:

(I) T deja invariantes dtomos de B 6 intercambia pares de dtomos.

Por lo tanto dada un 4lgebra de Boole B finita, con n dtomos, n € N, para tranformarla en
un slgebra de Boole involutiva basta indicar una biyeccién de A(B) que verifique (I). Sea
I(A(B)) = {a € A(B) : T(a) = a} y I'(A(B)) = A(B) \ I(A(B). Claramente I'(A(B))
tiene un nimero par de elementos.

Dado un conjunto X con n elementos, n € N representemos con Inv (n) el nimero
de todas las biyecciones de X que verifican (I). Pongamos Inv (0) = 1. Es obvio que
Inv (1) = 1. Probemos que Inv (n) = Inv(n — 1)+ (n —1) - Inv (n — 2) para n > 2.
Si n = 2 es claro que Inv (2) = 2 = Inv (1) + 1- Inv (0). Supongamos que la férmula
es valida para un conjunto con n — 1 elementos y sea X = {z1,%2,...,Z,} un conjunto
con n elementos. Si T es una involucién de X entonces: (i) T(z1) = 1 6 (i) T'(z1) = zi,
para algin ¢, 2 <14 < n. El ntimero de involuciones que verifican (i) es igual al niimero
de involuciones del conjunto {zs,...,z,} que tiene n — 1 elementos y este niimero es
Inv(n—1). En el caso (ii) el conjunto X \ {z1,z;} tiene n — 2 elementos y como z; puede
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tomar n— 1 valores diferentes, el nimero total de estas involuciones es (n—1)-I'nv (n—2).
Tenemos asi:

Inv (0)=1, Inv (1) =1, Inv (2) =2, Inv (3) =4, Inv (4) = 10,

Inv (5) = 26, Inv (6) = 76.

Por lo tanto si B es un 4lgebra de Boole con n dtomos, existen Inv (n) formas diferentes
de transformarla en un algebra de Boole involutiva .

2.7 Algebras de Boole Involutivas libres

Definicién 2.7.1 Un subconjunto G de un dlgebra de Boole involutiva L se dice un
congunto de generadores libres de L si:

L1) SI(G) =1L,

L2) Dada una funcion f de G en un dlgebra de Boole involutiva arbitraria A, eziste un
homomorfismo hy : L — A que eztiende a f, esto es f(g) = hs(g), para todo g € G.

En este caso se suele decir que L es un dlgebra de Boole involutiva libre 6 que L es un
algebra de Boole involutiva con un conjunto G de generadores libres.

Teorema 2.7.1 (de Birkhoff) Para toda “ dlgebra” definida por igualdades existe siempre
el dlgebra libre con un conjunto de generadores de cardinal prefijado.

Dado n € N vamos a indicar una construccién, debida a A. Monteiro, del algebra de
Boole involutiva con un conjunto de generadores libres de cardinal n.
Recordemos que en el algebra de Boole involutiva L; indicada en el Ejemplo 2.6.4:

T(a1) = a1, T(az2) = a3, T(a3) = a2, T(a4) = as.

Sea E, = {ai,a3,a3,04} con la involucién indicada precedentemente. Consideremos el
n

conjunto E, = [[Y;, donde Y; = Ei, parai=1,2,...,n. Luego E, tiene 4™ elementos.
=1
Definamos sobre E,,:

T((z1,22,--.,20)) = (T(z1), T(x2), - . ., T(zn)).

Es claro que T es una involucién de E,. Consideremos el algebra de Boole L, = P(E,)
de todos los subconjuntos de E,,. Luego (L,,T) es un slgebra de Boole involutiva con 4"
atomos y por lo tanto tiene 2*" elementos.

Sean G; = {z € E,, : z; € {a1,a2}}, donde 1 <i < n, luego G; € L, parai=1,2,...,n.
Observemos que los elementos (a1, ai,--.,01),(as,az,...,a2) de E, pertenecen a todos
los G;, 1<i<n.LuegoG; #0, 1<i<n.

Tenemos asi un subconjunto G = {G; : 1 < i < n} del dlgebra de Boole involutiva L,
que verifica card (G) = n. En efecto si ponemos por definicién a(i) = G;, entonces a es
una funcién de I sobre G. Ademds a es inyectiva, ya que si i,j € I, © # j, entonces
el elemento z € E, definido por z; = a4 y Zx = a1 para todo k # j, verifica z ¢ G; y
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T € Gi, luego a(i) = G; # G; = a(j).
El conjunto de los 4tomos de Ly, es A(Ly) = {{z}}scE,- Si probamos que
A(Ln) S m(GUT(G))
entonces:
Ln = S(A(Ly)) € S(m(GUT(G))) = SB(GUT(G)) = SI(G),
y por lo tanto SI(G) = La. Si {z} € A(Lx), entonces z = (z1,%2,...,%n) € E, con

g, € B, 1<i<n.SeanI={1,2,...,n} e Ij(z)={i € [:3;=qa;} paraj = 1234
Observemos que estos conjuntos pueden ser vacios, que I;(z) N I (z)=0sij#k 1<

4
j k<4, yque U Liz)=1.

j=1
Pongamos
0 si z; € {a1,az2}
Xi = 1<i<n ;
E, siz; ¢ {a,a}
y
0 si z; € {ay,as}
X'n.+’i = 1 S 'l S n.
En st T; ¢ {0,1, a3}
Entonces
X =(X1,X2,...,Xon) € i(b,En} x {0, E,} x ... X {(Z),E@,
2n ;reces
y

n k{7

i=1 i=1

Y por lo indicado precedentemente

mx =)

4
=1

iel;(x)

( ﬂ (G + Xi) N (T(Gy) + Xn+i)))

para aquellos j, 1 < j < 4 tales que I;(z) # 0. Probemos que mx = {z}.
Observemos que:

1) Si I (z) # 0 e @ € I (z) esto es z; = ai, entonces X; =0y Xny =0,y por lo tanto
(Gz + Xi) N (T(G@) + Xn+i) = G@' N T(Gi), para todo i € Il(iL')

2) Si L(z) # 0 e i € Ix(z) esto es 7; = az, entonces X; = 0y Xpn+i = En, y por lo
tanto (G + X;) N (T(G;) + Xays) = G N CT(G:), para todo i € Ix(z).

3) Si Iz(z) # 0 e i € I3(x) esto es z; = as, entonces X;=E,y Xnui =0,y por lo
tanto (G; + Xi) N (T(G:) + Xnss) = 0G: N'T(G;), para todo i € I(z).

4) Si Iy(z) # 0 e i € I,(z) esto es z; = aq, entonces X; = E, y Xpyi = En, y por lo
tanto (G: + Xi) N (T(G:) + Xn4s) = LG NCT(G;), para todo i € Iy(x).
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Observemos ademas que cualquiera que sea i, 1 <7 < n:

GiNT(G))={z€E, :z;€{a,a}}N{z € E,;:z; € {a1,a3}} = {z € E, : z; = a1},
GNLT(G)={z€E, 1, € {a1,a}}N{z € E, : 7; € {ag,a4}} = {z € E, : 7; = a,},
CGiNT(G)={z€E, 7€ {as,as}}N{z € E, : 7; € {a1,03}} = {z € Ep : T; = a3},
CGinCT(G)={z€E,:mic{as,as}}N{z€E, 1 € {ag,a4}} = {z € E, : T: = a4}
Probemos que:

A) {z} C myx.

Probar A) equivale a probar que z € mx, esto es que z € (G;+ X;)N(T(G:) + Xnts)
para 1 < < n.

Por lo indicado precedentemente podemos tener varios casos:

A1)

A2)

A3)

A4)

Sélo tres de los subconjuntos I;(z), 1 < j < 4, son vacios.
Supongamos que I;(z) = I entonces por 1) mx = () (G:NT(G;)) =
=1

{z € E, : z,=a,}, luego = € my.
Supongamos que I(z) = I entonces por 2) mx = [ (G; NCT(G;)) =
i=1

{z € E, : z = az}, luego = € mx.
Supongamos que I3(z) = I entonces por 3) mx = [ (CG; NT(G;)) =
i=1

{z € E, : z; = a3}, luego = € mx.
n

Supongamos que I,(z) = I entonces por 4) mx = [ (CG; NCT(G;)) =

i=1
{z € E, : z; = a4}, luego = € myx.
Sélo dos de los subconjuntos I;(z), 1 < j < 4, son vacios.
Supongamos que I1(z) # 0, L(z) # 0, I3(z) =0y I.(z) = 0, luego por 1) y 2)
mxy = ﬂ (Gz N T(Gz)) N ﬂ (G.,; N BT(G;)) =
ich(z) i€ly(z)
{z€E,:zs=a1, i€ [I(x)}N{w € E, : w; = ag, i € Io(z)} luego = € mx.
Los otros casos se demuestran en forma analoga.

Sélo uno de los subconjuntos I;(z), 1 < j < 4, es vacio.

Supongamos que I(z) # 0, I(z) # 0, (x) # 0 y I4(z) = 0, luego por 1), 2)

y3)mx= N GNTG)HN N (GNLTGHN N CG:NTG)) =
iel;(x) iely(x) iEI3(z)

{ue By u;=a, i€ H()}N{veEE, v,=0a,i€ Lz)}N{weE,:w=

as, i € I3(z)}, luego z € my.

Ninguno de los subconjuntos I;(z), 1 < j < 4, es vacio.

En este caso

mx = (] (G:NT(G))n [ (G:NCT(G:))N

i€l (z) i€la(z)

) Ca:nT@G))Nn () €CG:inLT(G:)) =

i€lz(z) i€ly(z)
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{u€ Ep:u;=a, 1 € L{z)}N{vE E,:v;=ay, L € L(z)INn
{wEE,:wi=a3, i€ 3(z)}N{z€E,:2=04,1 € Ii(z)},
luego z € myx.
B) mx C {z}.
Sea y = (Y1,Y2,---,Yn) € Mx = .ﬁl (G; + X5) N (T(Gi) + Xn+i)), luego

y € (Gi + X;) N (T(G;) + Xnyi), para todo i, 1 <2< n.

Si z; — a; entonces X; = 0 y Xnyi = 0 luego (G;i + Xi) N (T(Gy) + Xpti) =
G:NT(G;) = {u € E, : u; = a1} y por lo tanto y; = a1 = T;.

Si x; = as entonces X; = 0 y X, = E, luego (G; + X;) N (T(Gs) + Xngs) =
GiNCT(G;) = {v € E, : vi = az} y por lo tanto y; = a2 = Z;.

Si z; = as entonces X; = En ¥ Xnyi = 0 luego (Gi + X:) N (T(Gi) + Xnsi) =
CG;NT(G:) = {w € E, : w; = a3} y por lo tanto y; = a3 = ;.

Si z; = a4 entonces X; = E, y Xy = E, luego (G + X)) N(T(G;) + Xnyi) =
CCiNCT(Gy) ={z€ Ep: 2z = a4} y por lo tanto y; = a4 = ;.

Luego y = z.

Vamos a demostrar que G es un conjunto de generadores libres de L. Para ello debemos
demostrar que dada un 4lgebra de Boole involutiva (A’,T") y una funcién f: G — A', f
se puede extender a un homomorfismo hy : L, — A’

PRIMER CASO) A’ tiene un sélo elemento, A’ = {0}, entonces si f : G — A’, tendremos
que f(G;) = 0,1 <i < n para todo G; € G y por lo tanto la funcién hy(z) = 0, para todo
z € L, es un homomorfismo que extiende a f.

SEGUNDO CASO) A’ tiene mas de un elemento. Sea U el conjunto de todos los ultrafil-
tros de A’, entonces por el Teorema 2.5.1 A’ es isomorfa a una subalgebra A’ del dlgebra
de Boole involutiva (P(U),T"), donde T” es la involucién definida sobre A'.

Si f es una funcién de G en A’ entonces f(G;) = H;, 1 <i<ndonde H; € A’ esto es
H; CU.

Vamos a definir una funcién h; : L, — P(U) de forma tal que h; sea un homomorfismo
que extienda a f. Una tal funcién debe hacer corresponder a cada subconjunto X de E,
un subconjunto de U, esto es

Si X C E, entonces hs(X) C U.
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Para cada H; = f(G;) C U, 1 <1 < n consideremos la funcién kg, : U — Ei, tal que
para cada U € U:

a; € E1 S? U,TI(U) € Hi;
ay € By stU € H'b TI(U) ¢ Hi:

knU)=9 ¢ e By siU ¢ H, T'(U) € H;,
a4 & E1 st U,T’(U) ¢ H,,
Es facil ver que:
ku (T'(U)) = T(kn,(U)) (1)
Dado U € U consideremos la siguiente funcién:
K(U) = (kHl (U)7 kHz (U)7 R an (U)): (2)

luego K : U — E,. Utilizando (1) se prueba que K(T'(U)) = T(K(U)), para todo U € U
y por lo tanto
K(T'(Y)) =T(K(Y)), paratodo Y € P(U). (3)

De (2) resulta que si definimos: hy(X) = K~'(X), para todo X C E, entonces h; es
una funcién de L, = P(E,) en P(U), que verifica hy(0) = 0, hy(E,) = U, hy(X NY) =
hs(X) N hs(Y), hy(X UY) = hy(X) Uhy(Y).

Probemos que T"(h¢(X)) = hs(T(X)), cualquiera que sea X C E,, esto es que:

T'(K™(X)) = K~ (T(X)). (4)

En efecto si Y € T'(K~'(X)) entonces (i) Y = T"(Z) con Z € K~}(X) y por lo tanto
(ii) K(Z) € X. De (i) resulta T"(Y) = Z. Luego teniendo en cuenta (3):

T(K(Y))=K(T'(Y)) e X (5)

y en consecuencia K(Y) € T(X) luego Y € K~}T(X)).
Reciprocamente si Y € K~1(T'(X)), esto es K(Y) € T(X) entonces:
K(T'(Y)) =T(K(Y)) € X, (6)

luego Z =T'(Y) € K~Y(X) y por lo tanto Y = T"(Z) € T'(K~1(X)).

Por lo tanto h; es un homomorfismo involutivo de L, en P(U). Probemos que hs es una
extension de f. Esto es que hy(G;) = f(G;) = H;, 1<1 < n,lo que equivale a demostrar
que KY(G;)=H;, 1<i<n.

En efecto:

Ue K'Y (G) — KU)eG; <= (kg,(U),km,(U),....kn,(U) €G;

kHi(U)e{al,ag} <~ kHi(U)=a16kHi(U)=a2 E—
UTU)eHi6UecHyT'(U) ¢ Hi, « UcH,.

. Veamos finalmente que el homomorfismo Ay : L, — P(U) toma sus valores en A, esto es

. que Hy(Ly) C A

"Sea L' = {X € L, : hy(X) € A'}, entonces:
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L) GC L.
En efecto si G; € G, entonces h¢(G;) = f(Gi) = H; € A luego G; € L', 1 <i<mn.

L2) L' es una subdlgebra de Ly.
Como hs(@) = § € A, hy(E,) = U € A, entonces §,E, € A. Si X,Y € r
entonces hs(X),h;(Y) € A, y como A’ es una subalgebra de P(U) tenemos que
hf(X nyY) = h,f(X) N hf(Y) e A, hf(X uY) = hf(X) U hf(Y) € A esto es
XNY,XUY € L'. Ademss como hy(X) € A"y A’ es una subélgebra entonces
hy (T(X)) = T'((hs (X)) € A luego T(X) € L.

De L1) y L2) se deduce (iii) L, = SI(G) € L. Por lo tanto si Y € hs(L,) entonces
(iv) Y = hy(X) con (v) X € L,.
De (v) y (iii) resulta X € L' y por lo tanto ¥’ = hs(X e A'.

Vimos que si A es un 4lgebra de Boole involutiva finita, con n atomos, n € N, entonces:
AgS:',‘xSf, con h>0,k>0,y h+k=n.

Vamos a determinar los niimeros h y k para el caso en que A = L,. Los atomos de L,
son los elementos {z} donde = = (%1, %2,...,Zn) € En. Entonces T es invariante por T si
y s6lo si z; € {a1,a4} para 1 < i < n. Por lo tanto el niimero de elementos invariantes es

7

Vn,z, = 2" esto es h = 2" y en consecuencia:

_ NA@) —h _ 4" =2

k 2 2

Luego
4" 2"

L,282" xS, *

4n _2n

N[L,) =2 x47=2 =2,

Este resultado fué probado de un modo diferente por M. Abad y L. Monteiro, 1]
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3 CAPITULO III

3.1 Relacion entre las algebras de Boole Involutivas y las alge-
bras de Boole monadicas

Gr. Moisil, en su trabajo [12] sobre el cdlculo proposicional modal simétrico defini6 el
operador de posibilidad 3. Esto nos conduce a dar en las algebras de Boole involutivas la
siguiente:

Definicién 3.1.1 Iz =~z —>z2=—~2zVz=T(z)Vz.
Recordemos:

Definicién 3.1.2 Un sistema (A, 3) formado por un dlgebra de Boole A y una aplicacién
3 de A en A se dice un dlgebra de Boole monddica si se verifican las siguientes condiciones:

30) F0=0,
1) z < 3z,
32) Iz AJy) =3z A Jy.

Teorema 3.1.1 Si A es una dlgebra de Boole involutiva y 3 es el operador indicado en
la Definicion 3.1.1, entonces (A, 3) es un dlgebra de Boole monddica. Ademds,

(*) ~z=(xzAI—z)V —3z.

Dem. Las condiciones 30 y 31 son de verificacién inmediata. Observemos que
T(3z) = 3z. En efecto, T(Iz) = T(T(zx) V) = zV T(z) = Jz. Luego Iz A Fy) =
Tz AV (EATy) = (T)ATY) V(@A) = EVT(E)Ay=3zAy.

Es decir, se verifica 32, y en consecuencxa Aes un algebra de Boole monddica. Verifique-
mos la condicién (*).

(zA3—z)v—3Tz = (tA(T(—2)V—2))V—(T(z)VZ) = (zA—T(2))V(2A—2)V—(T(2)VZ) =
(A-TE)V(-Tx)AN—-z)=-TE)A(zV —z) = —T(x) =~ z. |

3.2 Caracterizacion de las algebras de Boole Involutivas como
algebras de Boole monadicas especiales

Nos proponemos demostrar que las algebras de Boole involutivas pueden ser definidas
como algebras de Boole monadicas especiales.

Supondremos conocidas las siguientes reglas de calculo, validas en las algebras de Boole
monadicas:

33) I(zVy)=3zVIy,
34) 33z =3z,
35) Jdz = Jz.

Recordemos que el cuantificador universal V se define a partir del cuantificador existencial
3 por la férmula Vz = —3 — z, y que tiene todas las propiedades duales de 3.
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Lema 3.2.1 Si en un dlgebra de Boole monddica (A, 3) definimos ~ z = (zAJ—z)V—3z,
entonces se cumplen;:

1) m~~z =1z,
2)x=~z >z
Dem.

1) mvz=(~vzAI—~z)V-—T~z=
((zAI—2)vV-3)AT—((z AT —2)V —Tz)]V-I((z A3 —z) VvV —Ix)
[((zAI—z)V-T)A(F—2Vv-T—2)AI)|]V((-FzV -3 —2)A3Tz) =
[((zA3—2z)V-T)AFz|]V(-T—zATr)= (AT —2)V(Vz ATz) =

(xAT—z)VVE=(zA—-Vz)VVe=zx.

I

2) vz —sz=—~zVz=—((zAI—2z)V-3r)Vr=((—zrVvV-3I-z)Adz)VI =
((—zVvV)A3R)Vz=(—zATx)VVzVz=(—2zVZ)A(FxVz)=1A3z =3z

Teorema 3.2.1 Si en un dlgebra de Boole monddica definimos ~ = (zAJ—2z)V —3z,
entonces la condicion necesaria y suficiente para que el sistema (A,~) sea un dlgebra de
Boole involutiva es que el cuantificador 3 verifique la condicion

(I) —zAyY)VEAyA@—zvI—-y)=—TzVv-TFyVvVEATI—z)V(YyAI—y).

Dem. Del lema anterior resulta que la condicién necesaria y suficiente para que (A, ~)
sea un algebra de Boole involutiva es que ~ (x Ay) = ~ zV ~ y, o lo que es equivalente,
usando la definicién del operador negacién indicada, que la condicién (I) se cumpla. W

Segiin estos resultados, vemos que las dlgebras de Boole involutivas se pueden definir como
algebras de Boole monddicas en las cuales el operador 3 cumple la condicién (I).

Veamos un ejemplo de un algebra de Boole monadica que no es involutiva, es decir, no
verifica (I). Consideremos el dlgebra de Boole A indicada en el siguiente diagrama.

o 0

Sea 3 el cuantificador cadtico definido sobre A, es decir: 30 = 0, 3z = 1 para todo
z # 0. La condicién (I) no se verifica pues: —HdA f)VAAFA(B—-dVI-f)) =
OV@AAFAQVL)=by—-3dV-If)V(fAT—-f)=0vOVvdV f=1.
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3.3 Identidad entre los filtros monadicos y los sistemas deducti-
vOs

P. Halmos demostré (ver por ejemplo [7, 8, 9]) dos importantes teoremas de representacién
sobre algebras de Boole monidicas. Se plantea naturalmente el problema de saber qué
resultado se tiene en el caso particular de las dlgebras de Boole involutivas. Recordemos
que:

Definicién 3.3.1 Si (A,3) y (4,3) son dlgebras de Boole monddicas, una aplicacién h
de A en A' es un homomorfismo si se verifican:

H1) h(z Vy) = h(z) V h(y),

H2) h(—z) = —h(z),

H3) h(3z) = 3h(z).
De estas condiciones se deducen: h(0) =0, h(1) =1, h(z A y) = h(z) A h(y).

El nicleo de un homomorfismo h, es decir, D = h~1(1), 1 € A’, es un filtro mon4dico,
es decir, un filtro que verifica: si f € D, entonces Vf € D. En el caso particular de las
dlgebras de Boole involutivas se ve de inmediato que la condicién H3 es equivalente a H'3
h(~ z) = ~ h(z). Para verificarlo, es suficiente usar las férmulas ~ z = (zA3—z)Vv—3z,
ydz=—~zVI.

Sabemos que en un algebra de Boole involutiva A, el nicleo de un homomorfismo h es un
sistema deductivo. Por otra parte, si consideramos A como un dlgebra de Boole monadica.
especial, resulta que el nicleo del homomorfismo h es un filtro monddico. En consecuencia,
podemos afirmar que:

Teorema 3.3.1 En un dlgebra de Boole involutiva, para que D sea un sistema deductivo
es necesario y suficiente que D sea un filtro monddico.

Corolario 3.3.1 Para que un sistema deductivo M de un dlgebra de Boole involutiva sea
maximal es necesario y suficiente que M sea un filtro ultramonddico.

Recordemos que si en un algebra de Boole monadica consideramos la implicacién débil
“ — ” definida por z — y = 3 — z V y, entonces un filtro monadico se puede caracterizar
por las dos condiciones siguientes:

D'1) 1€ D.
D'2) Sia, a — b e D, entonces b € D (Modus Ponens débil).

El mismo resultado es por lo tanto valido en las slgebra de Boole involutivas. En este caso
es: T —>y=3d—zVy=~2zV—zVy. Luego en las dlgebras de Boole involutivas podemos
definir un sistema deductivo como una parte del dlgebra que verifica las condiciones D’1
y D'2.

Observemos que esta definicién es més simple que la indicada en la Definicién 2.1.5 in-
dicada en el Capitulo II. Por esta razén serfa de interés definir las 4lgebras de Boole
involutivas gsando “— 7 como uno de los operadores primitivos.

Se pueden verificar ficilmente las siguientes reglas de célculo:
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zT—x=1,
TA(z—>y)=zA(~2zVY),
(z—z)Ay =y,

(zVy) —mz=(z—2)A(y—2),
2= (@Vy)=(E—-2)V(z—y),
2= @Ay =(GE—-2)A(z—1Y),
(zAYy) mz=2— (y — 2).

(A ~z) > y=1

Vamos a recordar algunos resultados que usaremos en el préximo teorema. Si X es
un subconjunto de un reticulado distributivo acotado R, notaremos con F(X) el filtro
generado por el conjunto X. Si H es un filtro de R y a ¢ H notaremos con F(H,a) el
filtro generado por el conjunto H U {a}. Sabemos que:

F(Hya)={t€ R: existeh € Htalquea Ah <t}.

Luego
(i) si F(H,a) = Ry en consecuencia 0 € F(H,a) resulta que existe h € H tal que
aANh=0.

Si A es un algebra de Boole monadica entonces notamos K(A) = {xr € A: 3z = z}. Es
bien conocido que K(A) = JA.

(i)  SiU es un ultrafiltro de un 4lgebra de Boole monadica A entonces M = F(3U) es
un filtro ultramonédico contenido en U y ademas es el inico filtro ultramonédico contenido
en U.

(i) SikeUyk=3kentonces k=3ke€IU C F(AU)=M.
(iv) Si M es un filtro ultramonadico y Vz Vy € M entoncesz € M 6 y € M.

Del Corolario 3.3.1 y el Teorema 2.3.6, resulta que en un algebra de Boole involutiva
todo filtro ultramonadico estd contenido en a lo sumo dos ultrafiltros. Mas adn, vamos a
demostrar que:

Teorema 3.3.2 La condicion necesaria y suficiente para que en un dlgebra de Boole

monddica A se verifique (I) es que todo filtro ultramonddico esté contenido en, a lo sumo,
dos ultrafiltros.

Dem. Hemos visto ya que la condicién es necesaria.

Supongamos entonces que en el dlgebra de Boole monddica (A, 3) todo ultrafiltro estd
contenido en a lo sumo dos ultrafiltros distintos y verifiquemos la condicién (I), es decir

I =-3eAyVEAyAn@-zvI—y)=—TJzv-FyVvEAI—z)V(yAd—y).

Sean a = —3I(zAy)V(zAyA(3—zVvIi—y)yb=—Fzv—-TyVv(zAI—2z)V(yAI—y).
Siz =1entoncesa = —JyV(yAI—y)=bysiy=1entoncesa=—3zV{(rAT—1z)=b.
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Por lo tanto si z =1 6 y = 1 se verifica (I). Supongamos que = # 1 e y # 1 y probemos
que en este caso a # 0 y b # 0. En efecto si a = 0 entonces (A) —3I(z Ay) =0y (B)
zsAYyA(F—-zVvI—-y) =0 (A)equivale a (C) Iz Ay) = 1y (B) equivale a (D)
tAYy<—H-2zVvI—-y)=VzAVyycomo (E) VT AVy < z Ay, de (D) y (E) resulta
VIAVy=z Ay, estoes z Ay € K(A), luego 3(x Ay) =z Ay y teniendo en cuenta (C)
resulta que £ Ay = 1, esto es £ = y = 1, absurdo.

Vamos a demostrar que en el caso en que = # 1 e y # 1 entonces los elementos a y b, que
son diferentes del primer elemento del dlgebra A, son iguales.

Probemos que a < b.

Supongamos que a £ b. Entonces existe un ultrafiltro U; tal que

ac U17 (1)

y
be U (2)

Sea M = F(3U,) el filtro ultramonddico contenido en U; y probemos que

~3A(zAy) € M. (3)
Como
AYANEB—2zVvI—y)=(AyAT—z)V(@zAyAT—y) < (zAT-z)V([YAT—y) <b,
entonces por (2), tenemos

(FAYA(EB-—zVvI-y)¢U. (4)

Luego de (1) y (4) resulta por ser U; un filtro primo que:

~Iz Ay) € Ur. (5)

Como —3(z Ay) € Uy N K(A) entonces por (iii) podemos afirmar que —3I(z Ay) € M y
como —3(z Ay) =V(—zV —y) < —z V —y, de (3) resulta

-V —y € M. (6)
En particular, —z V —y € U,, de donde resulta por ser U; un filtro primo que
(1A) A U1 o} (1B) —Yy € Ul.

Consideremos el caso (1A).

Como —3z < b, por (2) podemos afirmar que —3z ¢ U;, de donde resulta, por ser U; un
filtro primo que 3z € Ui, y en consecuencia,

3z € M. (7)

Andlogamente de —3y < b resulta:
Jye M. (8)

Probemos ahora que
—z ¢ M. (9)
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En efecto, si —z € M, entonces como M es un filtro mondadico resulta —3z =V —z € M,
lo que es imposible por (7). Luego de (9) resulta que existe un ultrafiltro U, tal que

McCU, (10)
y

—T ¢ Uz (11)
De (1A) y (11) resulta U; # Us,. De (6) y (10) se tiene

—zV—y€Ul. (12)
Entonces, por (11), dado que U; es un filtro primo, tenemos
—y € Ua. (13)

Como y A 3 —y < b, de (2), resulta
yANI—y ¢ U (14)

SiyAd—y € U, comoyAJ—y <y entonces y € Us, lo que contradice (13), luego

yAT—y ¢ Us. (15)
Probemos que
F(M,yA3—y) # A. ' (16)

Si suponemos lo contrario, entonces por (i) existe m € M tal que m A (y A3 —y) = 0.
Luego m < —(yAd—y)=—yV-—-3—y=—-yVVy. Entonces —yVVye M,yen
consecuencia como M es un filtro monddico, V(—yVVy) =V—yVVy = —3yVvVy € M, de
donde resulta por (8), Iy A (—3y vV Vy) =Vy € M. Luego y € M. En particular, y € Us,
lo que contradice (13).

Luego M C F(M,yA3—y) C Ay por lo tanto podemos afirmar que existe un ultrafiltro
Us tal que F(M,y A3 —y) C Us luego

M CUs (17)

yAId—y € Us. (18)

De (14) y (18) resulta U; # Us. Andlogamente, de (15) y (18), Uz # Us. Es decir hemos
probado que el filtro ultramonddico M esté contenido en tres ultrafiltros distintos Uy, Us,
Us, lo que contradice la hipdtesis.

Si ocurre (1B) la demostracién es andloga. Por tanto acabamos de probar que a <b.

Supongamos que a < b. Entonces existe un ultrafiltro Uy tal que:

b=—3JzVv-JyV(EAT—z)V(ynI—y)eU, (i)

a ¢ U4. . (11)
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Sea M = F(3U,) el filtro ultramonddico contenido en U,. Teniendo en cuenta que
A(z A y) < 3z A Jy se deduce

—3rv -y < -IzAy)<a. (i)

Luego, de (ii) y (iii), se tiene
—~3z Vv -3y ¢ U,. (iv)

Por (i) y (iv) resulta por ser U, un filtro primo, que:
(zAT—2x2)V(YyAIT—y) €U, (v)
Y nuevamente teniendo en cuenta que Uy es un filtro primo:
(2A) zA3—z €U, ) (2B)yAT—y € U,.

Consideremos el caso (2A).

Como z A3 —z < z por (2A) se deduce que
z € U,. (vi)
Como z A3 —z < 3 — z por (2A) se deduce que 3 — z € Uy, luego por (iii)
d-zeM. *(vii)
Probemos que
zAI—x¢ M. (viii)

En efecto, si z A3 — z € M, entonces como M es un filtro monadico V(z A3 — z) € M.
PeroV(zAd—z)=Vz A3 -z =V A—Vz =0y entonces 0 € M, absurdo. Por (viii)
podemos afirmar que existe un ultrafiltro Us tal que

M C Us (ix)
y
zAI—z ¢ Us. (%)
De (2A) y (x) resulta que U, # Us. Por (vii) y (ix) resulta que 3—z € Us luego si = € Us,
entonces tendriamos que z A 3 — z € Us, lo que contradice (x), luego

z ¢ Us (xi)

Si Vz € M entonces de (ix) resulta que Vz € Us y en consecuencia como Vz < z resulta
que z € Us lo que contradice (11), por lo tanto

Vz ¢ M. (xii)

Si zAyAI—z € M entonces por (ix) zAyAT—zx € Us, luego como zAyAI—z < zAI—1
tenemos que £ A 3 — x € Us lo que contradice (x). Luego t AyAI—z ¢ M.
Probemos ahora que:

F(M,zAyAnT—z) # A , (xiii)
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Caso contrario por (i) existe m € M tal que mA(z AyA3I —z) = 0, esto es
m< —zV—yVVz, luego —zV —yVVz € M y como M es un filtro monadico tenemos
que V(—z V —y VVz) € M, esto es

V(-zV —-y)VVzre M. (xiv)
De (xiv) y (xii) resulta por (iv) que
—3(zAy)=V(—zV —y) €M, (xv)

luego por (iii) tenemos que a € M, y como M C U, tenemos que a € Uy lo que contradice
(ii). Por lo tanto se verifica (xiii). Luego M C F(M,z Ay A3 —z) C Ay por lo tanto
podemos afirmar que existe un ultrafiltro U tal que F(M,z Ay A3 —z) C Us, luego

M CUs (xvi)

y
zAyAd—z € Us. (xvii)

Claramente z € Us, en consecuencia, teniendo en cuenta (xi), resulta que Us # Us. Como
zAyAT—z < a, por (ii) resulta que zAYyA3—z ¢ Uy, es decir, U, # Us. En consecuencia
el filtro ultramonédico estd contenido en tres ultrafiltros distintos, lo que contradice la
hipétesis.

Si ocurre (2B) la demostracién es andloga. Luego podemos afirmar que a = b. |

En consecuencia, de este resultado se deduce que el teorema de Halmos de representacién
de algebras de Boole monddicas por dlgebras de equivalencia, en el caso particular de las
dlgebras de Boole involutivas, se enuncia:

Teorema 3.3.3 Toda dlgebra de Boole involutiva es isomorfa a un dlgebra de equivalencia
tal que sus clases tienen a lo sumo dos elementos.
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4 CAPITULO1IV

4.1 Representacion funcional de un algebra de Boole monadica

En primer lugar vamos a recordar algunas nociones y resultados referentes a la teoria de
las dlgebras de Boole monddicas. Para ver las demostraciones de los resultados, ver por
ejemplo [21].

Teorema 4.1.1 Toda dlgebra de Boole monddica es isomorfa a un dlgebra de Boole fun-
cional monddica. (P. Halmos [7])

Este teorema fué también demostrado, pero de un modo diferente, por A. Monteiro [18],
[21]. Recordemos la definicién de lgebra de Boole funcional monédica. Sea B un slgebra.
de Boole, E un conjunto no vacio y A = B? el conjunto de todas las funciones definidas
sobre E y que toman sus valores en B. Algebrizando las funciones punto por punto,
sabemos que A es un algebra de Boole. El primer elemento de A es la funcién 0 definida
por 0(z) = 0 para todo z € E, y el 1ltimo elemento de A es la funcién 1 definida por
1(z) = 1 para todo z € E.

Si R(f) = {f(z) : z € E}, entonces en cualquiera de los siguientes casos: (1) B completa,
(2) E finito, (3) R(f) finito, podemos afirmar que existe el supremo (infimo) del conjunto

R(f), que notamos 3f = V f(=), (Vf = /\ f(z)).

Si f € Ay existe el supremo (mﬁmo) del conJunto R(f) entonces podemos considerar las
siguientes funciones de F en B:

Af)(z)=3f y (Vf)(z) =Vf, para todo z € E.

De acuerdo con esta definicién las funciones 3 y V son ambas funciones constantes.
Se denomina élgebra de Boole funcional monédica a toda subdlgebra booleana S de
A = BF que verifica:

M1) Para toda f € S, existen los elementos 3f y Vf,

M2) Si f € S, entonces Af,Vf € S.

Se prueba que (S, 3) es un dlgebra de Boole monédica.

Definicién 4.1.1 Un dlgebra funcional monddica F C BE se dice rica si dada fer,
existe un punto xo de su campo de definicion E, tal que f(zo) =3f = \ f(x).
z€EE

Esto es las algebras funcionales monédicas ricas son aquellas en que cada elemento del
dlgebra alcanza su extremo superior, por lo menos en un punto de su campo de definicién.

Si B es un algebra de Boole completa con més de dos elementos y F un conjunto con por
lo menos dos puntos, entonces el dlgebra funcional monddica (F = BF,3) no es rica.[21].

Teorema 4.1.2 Toda dlgebra de Boole monddica es isomorfa a un dlgebra de Boole fun-
cional monddica rica. (P. Halmos [9])
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Es evidente que el Teorema 4.1.1 es una consecuencia del Teorema 4.1.2. En particular
si un &lgebra funcional monadica no es rica ella es representable isomérficamente por un
algebra funcional monédica rica.

Si A es un algebra de Boole monédica, diremos que K(A) = {z € A : 3z =z}, es el
conjunto de las constantes de A.

Todo filtro de un 4lgebra de Boole monadica contiene por lo menos una constante a saber
el elemento 1, esta circunstancia sugiere considerar aquellos filtros que son “tan libres” de
constantes cuanto sea posible.

Un filtro J de un 4lgebra de Boole monddica A se dice libre si contiene solamente la
constante 1, esto es si J N K(A) = {1}. Luego todo filtro libre de un dlgebra de Boole
monédica, con mas de un elemento, es propio visto que 30 = 0. Para que un filtro J de
A sea libre es necesario y suficiente que si j € J entonces 3j = 1.

Teorema 4.1.3 La familia de los filtros libres ordenados por la relacion de inclusion es
inductiva superiormente.

Corolario 4.1.1 Todo filtro libre estd contenido en un filtro libre mdzimo.

A todo filtro libre méximo daremos el nombre de filtro ultralibre.

Dada un &lgebra de Boole monddica (A, 3), supongamos que existe un epimomorfismo
booleano j : A — K que deja invariante los elementos de K = K (A). A tal epimorfismo
se denomina un cardcter del slgebra A. Si J = Nuc (j), entonces J es un filtro ultralibre.

Lema 4.1.1 Si J es un filtro libre entonces en cada clase de equivalencia (mdd. J) existe
a lo sumo una constante.

Lema 4.1.2 Si un dlgebra de Boole monddica A es finita, con mds de un elemento, y J
es un filtro ultralibre de A entonces en cada clase de equivalencia (mdd. J) existe una
constante.

Se dice que un filtro ultralibre J de un 4lgebra de Boole monadica A es un individuo de
A si cada clase de equivalencia (méd. J) contiene una constante y s6lo una.

De los Lemas 4.1.1 y 4.1.2 resulta el siguiente:

Corolario 4.1.2 Si A es un dlgebra de Boole monddica finita, con mds de un elemento,
entonces todo filtro ultralibre de A es un individuo.

Lema 4.1.3 Si A es un dlgebra de Boole monddica y J un individuo de A, entonces eziste

un cardcter j tal que J = Nuc (§), y por lo tanto las dlgebras de Boole A/J y K son
isomorfas.

De acuerdo a esta definicién el Lema 4.1.3 puede enunciarse del siguiente modo: Todo
individuo es niicleo de un cardcter.

Del Corolario 4.1.2 y el Lema 4.1.3 resulta el siguiente:

Teorema 4.1.4 Si A es un dlgebra de Boole monddica finita, con mds de un elemento,
y J un filtro ultralibre entonces existe un cardcter ¥ que tiene por nicleo a J.
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Teorema 4.1.5 Si ¢ es un cardcter de un dlgebra de Boole monddica A, su nicleo es un
individuo.

Para obtener una representacién de un dlgebra de Boole monadica A como un algebra
funcional somos llevados a considerar la familia Z de todos los individuos de A, la dificultad
principal consiste en que en general un lgebra de Boole monadica no contiene individuos,
esto no ocurre en las algebras finitas, con mas de un elemento, dado que por el Corolario
4.1.2 todo filtro ultralibre es un individuo.

Si Z es una familia, no es vacia, de individuos, para cada individuo J € T representaremos
por j el caracter correspondiente, esto es j : A — K = K(A) es un epimorfismo booleano
que deja fijos los elementos de K.

Vamos a representar cada elemento f € A por una funcién F : T — K la cual serd
definida de la siguiente forma:

(x) F(J)=j(f) € K, cualquiera que sea J €Z.

Sea ¢ : A — K7 definida por:
o(f)=F

donde F es la funcién definida en (*), entonces ¢ es un homomorfismo booleano de A en
KZT. Sea p(A) = A’ C K%, como A’ es una imagen homomérfica del dlgebra de Boole A,
entonces A’ es un 4lgebra de Boole que es una subdlgebra booleana de K%, obtenemos as{
una representacién homomérfica del dlgebra de Boole A por un dlgebra de funciones.

Lema 4.1.4 SiZ es una familia, no es vacia, de individuos cuya interseccion es igual a
{1}, entonces la transformacion ¢ definida anteriormente es biunivoca.

Recordemos que si A es un dlgebra de Boole, una subdlgebra booleana S de A se dice
completa en A si existe el infimo de cualquier subconjunto de S y ese infimo pertenece a

S.

Lema 4.1.5 Si A es un dlgebra de Boole monddica tal que el dlgebra de Boole K(A) es
completa en A, entonces todo filtro ultralibre es un individuo.

Corolario 4.1.3 Si en un dlgebra de Boole monddica A el conjunto K(A) es un dlgebra
de Boole completa en A entonces la interseccidn de todos los individuos es igual al conjunto

{1}.

Teorema 4.1.6 Si un dlgebra de Boole monddica A es tal que el conjunto K(A) es un
dlgebra de Boole completa en A, entonces A es isomorfa a un dlgebra de Boole funcional
monddica Tica.
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4.2 Representacién funcional de un algebra de Boole involutiva

Vimos en el Pérrafo 3.1 que si (A4,T) es un 3lgebra de Boole involutiva y definimos
3z = = V T(z) entonces (A,3) es un algebra de Boole monidica. El cuantificador
universal V se define por Vz = —3—, luego en este caso Vz = —3—z = —(—z VT(-z)) =
z A-T(—z) =z NT(z).

Lema 4.2.1 Si A es un dlgebra de Boole involutiva entonces K(A) = I(A).

Dem. Sik € K(A), esto es 3k = k entonces k V T'(k) = k luego T(k VT(k)) = T(k)y
por lo tanto k = 3k = T'(k) V k = T(k), esto es k € I(A). Reciprocamente supongamos
que i € I(A) esto es T(i) = i entonces i =i VT(i) =i Vi=14,estoes i € K(4). W

Lema 4.2.2 Si F' es un filtro libre de un dlgebra de Boole involutiva (A,T) entonces
a) FNT(F) = {1},
b) T(F) es un filtro libre,
c) Si F es ultralibre entonces T(F) es ultralibre.

Dem.

a) Como F un filtro libre, esto es F N K(A) = {1}. Siz € FNT(F) esto es WzeF
y (2) z € T(F) luego existe (3) f € F tal que (4) z = T(f). De (1) y (4) resulta
que (5) T(f) € F. De 3) y (5) V f = f AT(f) € F, luego como F es libre Vf =1
y como Vf < f tenemos que f =1, luego z = T(f) = 1.

b) Sea F un filtro libre. Sabemos que T'(F) es un filtro. Sea z € T'(F) luego existe (1)
f € F tal que (2) z = T(f). Luego 3z =z VT (z) =T(f) Vf=3f, ycomo F es
libre 3f = 1y por lo tanto dz = 3f = 1.

¢) Si F es ultralibre entonces por b) T(F) es libre. Sea U un filtro ultralibre tal que -
T(F) C U luego F = T(T(F)) C T(U) y como F es ultralibre entonces F' = T(U)
y por lo tanto T'(F') = U.

Sea’ B un &lgebra de Boole y E un conjunto no vacio sobre el cudl estd definida una
involucién T'. Sabemos que el conjunto BZ de todas las funciones definidas sobre E y que
toman sus valores en B es un slgebra de Boole. Si f € BE definamos (T(f))(e) = f(T(e)),
para todo e € E. Entonces (T(T(f)))(e) = (T(f))(T(e)) = f(T(T(e))) = f(e) esto es
T(T(f)) = f. Es fécil ver que T es un homomorfismo booleano, y por lo tanto (BE,T)
es un algebra de Boole involutiva .

Sea (A, T) un 3lgebra de Boole involutiva, que verifica C1) A tiene més de un elemento,
C2) T # Id4 y C3) la subélgebra booleana K (A) = I(A) es completa en A. Luego por el
Corolario 4.1.2 y el Lema 4.1.3 si J es un filtro ultralibre de A entonces A/J = K(A) =
I(A).

Lema 4.2.3 Si (A,T) es un dlgebra de Boole involutiva, que verifica C1, C2y C3, en-
tonces cualguiera que sea el filtro ultralibre J de A se tiene que T(J) # J.
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Dem. En efecto si T(J) = J entonces como por el Lema 4.2.2: T(J) N J = {1}, luego
J = {1} y por lo tanto A/J = A y como A/J = K(A) = I(A) entonces A = I(A) y en
consecuencia T'(z) = x para todo = € A, lo que contradice C2. [

Sea (A, T) un algebra de Boole involutiva, que verifica C1, C2 y C3, E el conjunto de los
filtros ultralibres de A, luego T': E — E es una involucién de E. Sea K = K(A) = I(A).
Por lo indicado precedentemente (KZ,T) es un 4lgebra de Boole involutiva . Dado J € E
sea j : A — K el epimorfismo correspondiente. Como T'(J) € E a T(J) le corresponde
un epimorfismo j* : A — K(A).

Veamos que j*(T(a)) = j(a). En efecto si k € K es tal que k = a (méd. J), esto es
existe n € J tal que kK An = a An. Luego como k € K esto es T'(k) = k entonces
k ANT(n)=T(k) ANT(n)=T(k An)=T(a An)=T(a) ANT(n), y por lo tanto como
T(n) € T(J) tenemos que k = T(a) (méd. T(J)) luego 7*(T(a)) = k = j(a).

Veamos que ((A) es una subélgebra involutiva del slgebra de Boole involutiva KZ, esto
es que si F' € p(A) entonces T(F) € ¢(A), o sea que si F = ¢(f) con f € A entonces
T(F) = ¢(g) con g € A.

Sean g = T(f) y G = ¢(g), luego

G(J) = j(g) = J(T(f) = 5*(T(T(f))) = 5°(f) = F(T(J)) = (T(F))({J)-

Luego T(F) = G = ¢(g9) = o(T(f)) y por lo tanto (p(A), T) es una imagen homomorfica
del algebra de Boole involutiva (A, T'). Por el Lema 4.2.2 sabemos que JNT(J) = {1},

cualquiera que sea J € E, luego () J = {1} y en consecuencia tenemos que:
JEE

Lema 4.2.4 ¢ establece un isomorfismo entre las dlgebras de Boole involutivas (A,T) y
(p(4),T).

Ademss por el Teorema, 4.1.6, sabemos que el dlgebra de Boole funcional monédica KZ
es isomorfa a un algebra de Boole funcional monadica rica.

Ademsis como K es completa, por el Lema 4.1.5 y el Corolario 4.1.3 podemos afirmar que
la transformacién ¢ : A — KZ del 4lgebra de Boole monadica (A4,3) en el dlgebra de
Boole monidica K¥ es un homomorfismo monidico inyectivo. Por lo tanto las dlgebras
de Boole monédicas (4,3) y (¢(A),3) son isomorfas.

Lema 4.2.5 Sea (A,T) un dlgebra de Boole involutiva, que verifica C1, C2y C3. Si J; es
un filtro ultralibre de A y E' = {J1, J2 = T'(J1)} entonces A es isomorfa a una subdlgebra
de Boole involutiva de F = K¥'.

Dem, Por el Lema 4.2.3 J; #7T(J1) y por el Lema 4.2.2, 1) J; NJo = /1 NT(J;) = {1}
entonces de modo andlogo al indicado en el Lema 4.2.4 se prueba que las algebras de
Boole involutivas (A,T) y (¢(A), T) son isomorfas. |

Acabamos asi de probar que toda 4lgebra de Boole involutiva (A, T') que verifica C1, C2
y C3, se puede representar como un algebra de Boole involutiva de funciones definidas en
un conjunto con dos elementos y que toma sus valores en K = K(A). Pero en general
esta representaciéon no es rica como lo muestra el siguiente ejemplo:



46 A. Monteiro

Consideremos el 4lgebra de Boole involutiva cuyo diagrama se indica a continuacién y
cuyos operadores T' y 3 estdn indicados en la préxima tabla.

| = [0 ay[az [as]as[blc[d]elflg[h]e]i[k]|]
T(x) 0lay|ailaslas|blelglce|fld|i|h|k|j|]
T —avT@ 0] b | b | F b T LI f[T[T1]1]1]1]1

Luego K(A) = {0,b, f, 1} = I(A). Entonces los filtros libres son
F(o), F(d), F(e), F(g), F(h), FG), F(), F(k) y F(1)

y los ultralibres son

Ji=F(c), ,=F(d), s=F(e) y Ja= Flg),
y T(Jl) = J3 Y T(JQ) = J4.
Recordemos que si A es un dlgebra de Boole y F' = F(u) un filtro y notamos con Cr(z) =
{ye A:y=z (méd. F)} entonces si z € (u] se tiene que (ver [23]):

Cr(z) =g,z V-ul={ycA:z<y<z V-u}

Por lo indicado precedentemente es claro que para cada J;, 1 < i < 4 el epimorfismo
booleano j; : A — K(A) =2 A/J; es el indicado en la tabla siguiente:

[ = JOla]azlas]as]b]c[d]e[flo[RTi]j[k]1]
@ Jolb]o|f]O0b[1[f]O[f[o]1]b]2]f]1
W@ 00 b | F|O0 b FL[b|flO|T][b][f[1]1
@ 01060 Flbl0(b |1 [f|F[b[I]f]T]1
w@jolbojolo| flelblo|ffl]b][1]1]f]1
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Luego:
| F | F(W) [ F(B) | F(Js) | F(JW) | 3F | IF |
0(0)=0 0 0 0 0 0 0
<p(a1) = ai b 0 0 b b b
(p(OQ) = Ay 0 b b 0 b b
plas) =as | f f 0 0 [ f
plas) =as | 0 0 f f flf
e(b)=>b b b b b b b
plc)=c 1 f 0 b 1 1
o(d)=d f 1 b 0 1 1
ple)=e 0 b 1 f 1 1
eN=f | 7 | F | 7 | f 171t
plg) =g b 0 f 1 1 j1
w(h)=h 1 1 b b 1 1
(@) =1 b b 1 1 1 1
e(j) =] 1 f f 1 11
ok =k 7 1 1 1|1
(1) =1 1 1 1 1 1 1

Luego E = {J;, J2, J3,J4} y A es isomorfa al dlgebra ¢(A), que es rica.

Si consideramos cualquiera de los siguientes conjuntos de filtros ultralibres
1) By ={J1, /s =T(h)},
2) By ={J2, Js=T(h)},

obtenemos una representaciéon isomorfa de A, pero ninguna de estas dlgebras es rica pués:

1) (@Ad)(J)= V d(J)=d(h)Vd(Ss)=fVvb=1=1(J), luego Ad =1, d(J;) =
fALydJ) =b#1

2) Fe)(J)= V e(J)=e(L)Ve(Jy)=bvf=1=1(J),luegoTe =1,e(Sy) =b#1

JEFy

ye(J4) :fsé 1.



48 A. Monteiro

Referencias

(1] Abad M. and Monteiro L., Free symmetric Boolean algebras, Revista de la U.M.A.
27 (1976), 207- 215.

[2] Abad M. and Monteiro L., Number of epimorphisms between finite symmetric Boolean
algebras, Reports on Mathematical Logic, 10 (1978), 3-7.

[3] Abad M. and Monteiro L., Monadic symmetric Boolean algebras, Notas de Logica
Matematica 37 (1989), 30 pag. INMABB-CONICET-UNS.

[4] Bialynicki-Birula A., Remarks on quasi-boolean algebras , Bull. Acad. Pol. Sc., classe
III, 5 (1957), 615-619.

[5] Bialynicki-Birula A. and Rasiowa H., On the representation of quasi-boolean algebras,
Bull. Acad. Pol. Sc., classe III, 5 (1957), 259-261.

[6] Jénsson B., A Boolean algebra without proper automorphism, Proc. Amer. Math. Soc.
2 (1951), 766-770.

[7] Halmos Paul R., Algebraic logic I. Monadic Boolean algebras, Compositio Mathemat-
ica, 12 (1955), 217-249.

[8] Halmos Paul R., The representation of monadic Boolean algebras, Duke Mathemati-
cal Journal, 26 (1959), 447-454.

[9] Halmos P.R., Algebraic Logic, Chelsea Pub. Co. New York (1962).
[10] Katetov M., Remarks on Boolean algebras, Colleg. Math., 2 (1951), 229-235.

[11] Moisil Gr. C. Recherches sur lalgébre de la logique, Annales Scientifiques de
PUniversité de Jassy 22 (1935), 1-118.

[12] Moisil Gr. C. Algebra schemelor en elementi ventil (Algébre des schémas a soupape),
Revista Unibversitatii “C. 1. Pahron” si a Politechnicci Bucaresti Seria St. Nat. 4-5
(1954), 9-42. Una traduccién de una parte de este articulo figura en Essais sur les
logiques non-chrysipiennes 820 pags. Bucarest, 1972.

[13] Monteiro A., Sobre el teorema de Halmos de representacion de dlgebras monddicas,
Rev. U.M.A. 17 (1955), 149-160.

[14] Monteiro A., Algebras monddicas, Atas del Segundo Coléquio Brasileiro de Cién-
cias, (1960), 33-52.

[15] Monteiro A., Notas del curso Algebras de De Morgan, Instituto de Matematica, Uni-
versidad Nacional del Sur, Bahia Blanca, 1966.

[16] Monteiro A., Algebras de Boole involutivas, Revista de la Unién Matematica Argenti-
na, 32 (1966), 39.

[17] Monteiro A., Notas del curso Algebras de Boole Involutivas, Instituto de Matemaética,
Universidad Nacional del Sur, Bahia Blanca, 1969.



Algebras de Boole Involutivas 49

[18] Monteiro A., Algébres Monadiques, Notas de Ldgica Matemdtica 7, Instituto de
Matemdtica, Universidad Nacional del Sur, Bahia Blanca, Argentina, (1974).

[19] Monteiro A., Algébres de Boole cycligues, Revue roumaine de Math. Pures et Ap-
pliquées, 23 (1978), 71-76.

[20] Monteiro A., Sur les algébres de Heyting symétriques, Portugaliae Mathematica, 38,
Fasc 1-4 (1980), 1-237.

[21] Monteiro A. y Monteiro L., Algebras de Boole Monddicas, Informes Técnicos Internos
69, INMABB-CONICET-UNS (1999).

[22] Monteiro A. y Monteiro L., Algebras de De Morgan, Informes Técnicos Internos 72,
INMABB-CONICET-UNS (2000), 77 paginas.

[23] Monteiro L., Algebras de Boole, Informes Técnicos Internos 66, INMABB-CONICET-
UNS (1998), versién corregida (2000), 201 piginas.

[24] Rieger L., Some remarks on authomorphisms of Boolean algebras, Fund. Math., 38
(1951), 209-216.






