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- Algebras de De Morgan

1 Definiciones y Ejemplos

1.1 Reticulados de De Morgan

La nocién de éigebra de De Morgan que definiremos en el préximo pérrafo es una gene-
ralizacién del concepto de algebra de Boole.

Definicién 1.1.1 Sea A = (A, A,V,~) un sistema formado por un conjunto no vacio
A, dos operaciones binarias A, V definidas sobre A y una opareracidn unaria ~ definida
sobre A a la que llamaremos negacién fuerte, en forma tal que se verifiquen:

M1) (A, A,V) es un reticulado distributivo, -
M2) ~ (zVy)=~ zA~ y, Vz,y€A,
M3) ~~ z=1, Vz € A

Diremos que A es un reticulado de De Morgan. Para abreviar diremos que A es un
reticulado de De Morgan. '

De esta definicién se deduce la siguiente regla de cdlculo:

M4) ~ (z Ay)=~ zV~ gy, VI,y€ A

En efecto de M2 y M3 resulta ~ (v~ 2 V ~ y) =~ ~ 2 A~ ~y = 1T Ay luego
~e(~wzVeay) =~ (ZAY)estoes (~zVy) =~ (TAY). '

Ejemplo 1.1.1 Sea R el conjunto de los nimeros reales con
su orden natu- rdl, luego R es una cadena y en consecuen-

. . R T+ a
cia un reticulado distributivo. Para cada r € R pongamos
~ 1 = —r, donde —r indica el simétrico del nimero real T.
Entonces ~~ 1= — —r =r. Como R es una cadena dados 0

r,s € R: r < sds <r. Supongamos quer < s luego tenemos
que (1)TVs=s5y(2) ~s=—-s<—r=nr~r. De(l)resulta
(8) ~ (rVs)=n~syde (2) se deduce (4) ~s=~sA~r i
de (8) y (4) se concluye: ~ (rVvVs)=~r1 A~ s En este T~ a
ejemplo el reticulado no posee ni primer ni ultimo elemento.

Figura 1.1.1

La nocién de reticulado de De Morgan, segiin las referencias que tenemos, fue introducida
por Gr. C. Moisil [16], pdg. 91. Pero Moisil no desarroll6 el estudio de esta nocién. Ella
fue estudiada por J. Kalman [13] bajo el nombre de Distributive i-lattices .

Veremos més adelante que un caso particular de esta nocién fue estudiada por St. Kleene
[14] en el afio 1938.

Se reconoce de inmediato que vale el principio de dualidad: Dada una igualdad de un
reticulado de De Morgan arbitrario, la igualdad que se obtiene intercambiando las opera-
ciones A y V, y dejando fijo el operador ~, también es vdlida. Este principio es una
consecuencia inmediata de las dos leyes de De Morgan anteriormente mencionadas.
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. — 1.2 Otras axioméaticas para los reticulados de De Morgan

R. Maronna [15], en 1964 defini6 la nocién de reticulado de De Morgan como un sistema
(A, A, ~) en cl que se verifican los dos postulados siguientes:

Mal) a=aA ~ (~ aA ~b),
Ma2) aA~ (~bA~ c) =~ (~ (cAa) A~ (bAa)),

los cualcs son indcpendientes.

A

Es bien conocido que en un algebra de Boole todas las operaciones pueden definirse a
partir del operador de Scheffer a \ b = —a A —b, donde —a es el complemento booleano
de a. L. Monteiro y D. Picco [31} en 1962 probaron que un resultado anélogo vale en los
reticulados de De Morgan. Si A es un élgebra de De Motgan pongamos por definicién
a\ b=~ aA ~b Parasimplificar la notacién escribiremos a \ b = a.b = ab. Entonces
() ~a=ar=a? () anb= a?b?, (111) a V b = (ab)? y se verifican:

| A) a*(ab) = a,
\ B) (a(bc))? = (b%a)(c?a).

}\“‘ Entonces si (4,.) es un sistema formado por un conjunto no vacio A y una operacién

| binaria que verifica los axiomas A) y B), donde escribimos ab en vez de a.b y adoptamos
las definiciones (1), (II) y (IIT) el sistema (A, A,V, ~) es un reticulado de De Morgan y
ademés ab = ~ aA ~ b. Observemos que los axiomas indicados son independientes.

" “Estos hechos nos muestran la proximidad entre esta nocién y la de 4lgebra de Boole.

1.3 Implicacién fuerte

Por analogia con las dlgebras de Boole, en un reticulado de De Morgan podemos introducir
¢l siguiente operador binario:

»

Definicién 1.3.1 a —» b= ~aVb (a implica fuertemente b).

La implicacién fuerte verifica las siguientes propiedades:

1) Leyes distributivas:
i) a—» (bVc) =(a-»b)V(a—»c)
i) a—» (bAc)=(a—>»b)A(a—»c)
En efecto:

a —» (ch)=~aV(ch)=(Na\/b)V(Na.Vc)=(a—»b)V(a.—-»c).
a.—»(b/\c)=~aV(b/\c)=(~a,Vb)*/\(~a,Vc)=(a—»b)/\(a—-»c).

2) Leyes antidistributivas:

i) (aVb)»c=(a—»c)A(b>c)
ii) (aAb) »c=(a—»c)V(b—>c)
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En efecto:

(aVbh) =» c =~ (aVb)Ve = (~ aA ~ b)Vc = (~ aVe)A(~ bVe) = (a = c)A(b - ¢).

(aAb) = ¢ =~ (aAb)Vc = (~ aV ~ b)Ve = (~ aVe)V(~ bVe) = (a = c)V (b —» c).
3) Ley de contraposicién: a —» b=~ b —» ~ a.

~bar~a=~~bV~a=~aVb=a-»b

4) Ley de importacién y exportacién: (a Ab) - c=a —» (b — ¢).

(aAb) »c=~(aAb)Vc=(~aV~bVec=~aV(b—»c)=a—(b—>c).

5) Ley de Pierce: (a = b) - a = a.
(a»b)»a=~(a—»bVa=~(~aVb)Va=(aAN~b)Va=a.

Observemos que valen las siguientes reglas de célculo:
aAb=~(a—»~b) ; aVb=r~a ),

y por lo tanto todas las operaciones de un reticulado de De Morgan se pueden determinar
a partir de los operadores —» y ~. M. L. Gastaminza y S. Gastaminza [11] en 1968
obtuvieron un conjunto de postulados para un reticulado de De Morgan en términos de
—» y ~. Al respecto ver la caracterizacién de las dlgebras de Boole dada por A. Diego y
A. Suarez [31] en 1963 en términos de implicacién y negacién. '

Lema 1.3.1 Si A es una cadena y eriste una operacidn ~ sobre A tal que sia < b
entonces ~ b < ~a, y~~z =1, VI € A entonces A es un reticulado de De Morgan.

Dem. Como A es una cadena, entonces A es un reticulado distributivo. Como ~ ~ z =
T, resta probar que ~ (zVy) =~z A~ Y.

Sean z,y € A entonces z < y 6 y < z. Supongamos sin pérdida de generalidad que z < y.
ComozVy=ysetiecneque~y=~(zVy) y ~y<~zlueggo~zA~y=n~y,
con lo que concluimos que ~ (zVy) =~z A~y. |

1.4 Algebras de De Morgan

Un caso particular de la nocién de reticulado de De Morgan es el que se indica a conti-
nuacién.

Definicién 1.4.1 Un reticulado de De Morgan se dice un dlgebra de De Morgan st tiene
primer elemento 0.

Lema 1.4.1 Toda dlgebra de De Morgan tiene iltimo elemento 1 y ademds 1 = ~ 0.

Dem. OA ~ z = 0 para todo z, por lo tanto ~ (OA ~ z) = ~ 0 para todo z, y en
consecuencia ~ 0V z = ~ 0 para todo z. Poniendo 1 = ~ 0 se tiene que 1V z = 1 para
todo z, luego 1 = ~ 0 es el iltimo elemento del reticulado de De Morgany ~1=0. W

Observacién 1.4.1 Todo reticulado de De Morgan finito es un dlgebra de De Morgan.
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Ejemplo 1.4.1 1) Consideremos el siguiente reticulado distributivo:

1
M, Este reticulado tambien es un dlgebra de Boole y claramente la tnica
negacidn de De Morgan que se puede definir sobre este conjunto
coincide con el complemento booleano, por lo tanto ~ 0 = 1y
0 ~1=0. A4 esta dlgebra de De Morgan la notaremos M.
Figura 1.4.1

2) El ejemplo mds simple de un dlgebra de De Morgan que no es un dlgebra de Boole
es el siguiente: Considerenos el reticulado distributivo indicado a continucion:

1
Pongamos por definicion:
a
zl0lall
0 ~zll1jall
Figura 1.4.2
A esta dlgebra de De Morgan la notaremos M.
3) Consideremos ahora el reticulado distributivo:
1
a b z)0lajbl!?
~zl|1lalb|0
—z[1]b[af0]
0

Figura 1.4.3

Es facil ver que el reticulado distributivo con la negacion indicada en primer lugar
es un dlgebra de De Morgan. La notaremos My. Con la segunda negacion es un
dlgebra de Boole.

A. Monteiro denominé a las dlgebras My, M3 y My diada, triada y tetrada respectiva-
mente.
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Algebras de De Morgan

En el Ejemplo 1.4.1, 2): aA ~a # 0y aV ~ a # 1, es decir no valen los principios de
contradiccion y tercero excluido, a saber: A ~ z = 0 para todo z y 2V ~ 2 = 1 para
todo z.

1) Sien un édlgebra de De Morgan A vale que zA ~ z = 0, para todo z € A entonces
A es un dlgebra de Boole y —z = ~ 2.
En efecto, A es un reticulado distributivo con primer y tltimo elemento. Como
A ~ z = 0, para todo z, entonces zV ~ z = 1, para todo z, luego todo elemento
es complementado y A es un dlgebra de Boole. Como el complemento es tinico se
tiene que ~ 2 = —1.

2) Sien un dlgebra de De Morgan A vale que zV ~ x = 1, para todo & € A cntonces
A es un dlgebra de Booley —z = ~ 2. :
Es consecuencia de ~ (zA ~z) =~ 0, estoes ~zV 2 =1, para todo z € A.

En los pdrrafos siguientes nos vamos a ocupar de las dlgebras de De Morgan, pero muchos
de los resultados son validos para los reticulados de De Morgan, lo que indicaremos en
cada caso.

La nocién de dlgebra de De Morgan fue considerada y estudiada por primera vez por
A. Bialynicki-Birula y H. Rasiowa (3] bajo el nombre de dlgebras casi booleanas. En cl
reticulado indicado en el Ejemplo 1.4.1,3) tenemos que M, es simultdneamente un dlgebra
de Boole (con la operacién “~”) y un dlgebra de De Morgan (con la operacién “~"). Luego
en la terminologia de Rasiowa este dlgebra serfa boolena y casi booleana.

2 Subalgebras, generadores

2.1 Subreticulados de De Morgan

Una parte S de un reticulado de De Morgan A se dice un subreticulado de De Morgan
de A si el sistema (S,A,V, ~) es un reticulado de De Morgan, donde A,V, ~ son las
operaciones definidas sobre A.

Proposicién 2.1.1 §i A es un reticulado de De Morgan para que S C A sea un subreti-
culado de De Morgan de A es necesario y suficiente que:

1) S#0,
2) Sia,b€ S entoncesanbe S,
8) Sia €S entonces ~ a € S.

Ejemplo 2.1.1 1) Consideremos el reticulado de De Morgan A indicado en la Figura
1.1.1, entonces S = {a} es un subreticulado de De Morgan de A.

2) Consideremos el reticulado de De Morgan A indicado en la Figura 1.4.8, entonces
S, = {a}, S» = {b}, S5 = {0,1} son subreticulados de De Morgan de A. Observe-
mos que en este caso S; NSy = 0.

Lema 2.1.1 Si {S;}icr es una familia de subreticulados de De Morgan de un reticulado
de De Morgan A tal que S = [ Si # 0 entonces S es un subreticulado de De Morgan de

i€l
A.
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Definicién 2.1.1 $i G es una parte de un reticulado de De Morgan A notaremos con
S(G) la interseccion de todos los subreticulado de De Morgan de A que contienen a G. 5i
S(G) # @ diremos que S(G) es el subreticulado de De Morgan de A engendrado
por G.

Es claro que si G # @ como G C S(G) entonces S(G) # @. Pero si G = (} puede ocurrir
que S(G) = 0. En efecto consideremos el reticulado de De Morgan A indicado en la
Figura 1.4.3 la familia de todos los subreticulados de De Morgan de A es: Sy = {a}, S2 =
{f)}, Sy = {O, 1} Sy = A luego S1NSNSNS = 9.

Toda 4lgebra de Boole A es en particular un reticulado de De Morgan, donde se verifica
N ~ a = () luego ~ 0 = 1 € S para todo subreticulado de De Morgan S de A, luego

sicmpre sc verifica ) S; # @ cualquiera que sea la familia {S;}ies de subreticulados de
iel

De Morgan de A. Lucgo siempre existe el subreticulado de De Morgan engendrado por el

conjunto @.

La Definicién 2.1.1 no es constructiva pues dado un subconjunto G de un reticulado de
De Morgan A, necesitamos determinar la familia de todos los los subreticulados de De
Morgan de A que continen a G y luego determinar su interseccién.

Si R es un reticulado distributivo y G un conjunto no vacio de R representemos con #(G)
cl conjunto de todos los elementos que son nfimo de un ndimero finito de elementos de G
esto es:
i(G) = {/\ z: FCG, F finito, no vacio}.
rer
Andlogamente definamos

5(G) = {\/ r:FCG, F finito, no vacio}.

TzeF

Si representamos con G el subreticulado de R generado por G se prueba (ver por ejemplo

[33]) que: _
G = s(i(G)) = i(s(G))-
Si X es un subconjunto de un reticulado de De Morgan, notaremos ~ X = {~z : z € X}.

Lema 2.1.2 5i G es un subcongunto de un reticulado de De Morgan R tal que~ G=G
entonces S(G) = G.

- Dem.

1) G C S(G).
Como S(G) es un subreticulado de R tal que G C S(G) entonces G C S(G).
2) S(G) CG. | '

Por definicién (2a) G € G. Probemos que (2b) G es un subreticulado de De Morgan

Para ello basta dcmos’rrar quesiz € G entonces ~ z € G. Dez € G = s(z(C-’))

resulta que = = V z; donde z; € i(G) para 1 < j < ny por lo tanto z; = /\ v
i=1

donde ] € G para todo j y todo k, luego

n nj

]lkl



Algebras de De Morgan 7

ny .
Como ~ G = G entonces \/ ~ yl € ~ Gy por lo tanto:
k=1

j=1 k=1

De (2a) y (2b) resulta 2).

Como ~ (GU ~ G) =G U~ G entonces:
Lema 2.1.3 S(GU ~ G) = S(G). |

Por lo tanto para determinar el subreticulado de De Morgen generado por un conjunto
no vacio G basta determinar el subreticulado generado por el conjunto G U ~ G. El
siguiente teorema es un caso particular de un resultado de dlgebra universal:

Teorema 2.1.1 St G es una parte no vacta de un reticulado de De Morgan A entonces
S(G) es la reunidn de los subreticulados de De Morgan S(F) donde F es una parte finita,
no vacia, de G esto es

S(G)=|J{S(F): FC G, F finita}.

2.2 Subalgebras de De Morgan

Definicién 2.2.1 Una parte S de un dlgebra de De Morgan se dice una subdlgebra si:
S1) 0e S
S2) Sia,be S entoncesaAbe S,

S3) Sia €S entonces ~ a € 8.

De esta definicién resulta claramente que si S es subdlgebra entonces 1 € y quesiz,y € S
entonces z Vy € S. Luego toda subdlgebra de un 4lgebra de De Morgan es un algebra de
De Morgan.

Observemos que si A es un 4lgebra de De Morgan entonces el conjunto S = {0,1} es una
subdlgebra de A y que es ademas la menor (con respecto a la relacién C) de todas las
subdlgebras de A.

Lema 2.2.1 La interseccion de cualquier familia de subdlgebras de un dlgebra de De
Morgan A es una subdlgebra.

Definicién 2.2.2 Si G es una parte de un dlgebra de De Morgan A notaremos con
SM(G) a la interseccidn de todas las subdlgebras de A que contienen a G. Diremos
que SM(G) es la subdlgebra engendrada por G.

Claramente siempre existe SM(G) cualquiera que sea G C A y teniendo en cuenta el
Lema 2.2.1 resulta que SM (@) = {0,1}.
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Teorema 2.2.1 Si G es una parte no vacia de un dlgebra de De Morgan A entonces
SM(G) es la reunidn de las subdlgebras de De Morgan SM(F) donde F' es una parte
finita de G esto es

SM(G) =| J{SM(F): F C G, F finita}.
Si R es un reticulado distributivo acotado y X C R, notaremos con SR(X) el subreticu-
lado generado por X. Se prueba, (ver por ejemplo {33]) que SR(G) = S(G) U {0,1}.
Lema 2.2.2 Si A es un dlgebra de De Morgan y G C A entonces
SM(G) = SR(G U~ G).
Dem.

1) SR(GU~ G) C SM(G).
Como G C SM(G) entonces tambien ~ G € SM(G) luego GU ~ G C SM(G) y
como SM(G) es en particular un (0, 1)-subreticulado de A tenemos que SR(GU ~
G) C SM(G).

2) SM(G) C SR(GU ~ G).

Para ello vamos a demostrar que:

2a) G C SR(GU~ Q). '
GCGU~GCSRGU~G).

2b) T = SR(G U ~ G) es una subélgebra de De Morgan.
Vimos que T = SR(G U ~ G) = GU~G U{0,1}. Seaz € T luego
£€GU~G 6z e {0,1}. En primer caso como G U ~ G es el subreticulado
de De Morgan generado por G tenemos que ~ ¢ € GU~G C T,y en el
scgundo caso tenemos que ~ z € {0,1} C T.

|
Por lo tanto si G es un subconjunto no vacio de un 4lgebra de De Morgan A entonces
SM(G) sc puede obtencr determinando en primer lugar S(G) luego agregar, eventual-
mente, los elementos 0 y 1 a §(G).

Ejemplo 2.2.1 1) Consideremos el dlgebra de De Morgan A indicada en la Figura
1.4.2. 8i G = {a} entonces S(G) = G y por lo tanto SM(G) = GU{0,1} = A.

2) Consideremos el reticulado de De Morgan A indicado en la Figura 1.4.3. SiG =
{a,b} entonces S(G) = {0,a,b,1} = SM(G).

Si S es un (0, 1)-subreticulado de un reticulado distributivo acotado Ry g € R, notaremos
SR(S U{g}) = SR(S,g). Vimos en {33] que:

SR(S,g) ={sV(tAg):steS}

Dada un &dlgebra dc De Morgan M, una subélgebra S de M y g € M notaremos con
SM(S, g) 1a subalgcbra generada por el conjunto SU {g}-.
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Lema 2.2.3 SM(S, g) = SR(SR(S, g), ~ g) (L. Monteiro, 1975).
Dem. Sea T = SR(SR(S,g), ~ g).

1) T C SM(S,q).
Sea y € T luego y = m V (nA ~ g) donde m,n € SR(S,g) y por lo tanto n =
nV(ngAg)ym=mV (my A g) donde ny,ny,my, mp € S. Como S C SM(S,g)
Yy 9 € SM(S, g) entonces n,m € SM(S,g). Ademds como g € SM(S, g) tambien
~ g€ SM(S, g) luegoy € SM(S, g).

2) SU{g} C SR(SR(S,g), ~g)=T.
SU{g} CSR(S,9)CT.

3) Siz € SR(S, g) entonces ~ z € SR(SR(S, g), ~ g).
En efecto de z € SR(S,g) resulta z = sV (t A g) donde s,t € SR(S,g) luego
~ =~ sA(~tVg). Como~ s,~t €S C SR(R,g) C SR(SR(S, g), ~ g) entonces
~ sV ~g€SR(SR(S,g), ~g9)y ~z=~sA(~tV~g) e SR(SR(S,g), ~g).

4) T es una subdlgebra de M.
Sabemos que T es un subreticulado de M, luego sélo nos falta probar que “Siz € T
entonces ~ = € T.” Por hipétesis £ = sV (tA ~ g) donde s,t € SR(S, g) luego por
3) ~s,~t€Tycomoge SR(S,g) entonces ~z =~ s A (~tVg) e T

|
Corolario 2.2.1
SM(S,9) ={s1V (s2Ag)V (s3A~g)V(sa AgA ~ g): 51,82, 53 8 €S}
Dem. Siye€ SM(S,g) entonces por el lema anterior:
y=(s1V(2Ag)V((s3V(ssAg)A~g)=
51V (s2Ag)V(ssA ~ g)V (s¢ AgA ~ g),
donde s;,83,83,84 € S.
Es claro que si y es un elemento de la forma indicada entonces y € M(S, g).
|

Consideremos el dlgebra de De Morgan indicada en la figura siguiente:

Figura 2.2.1

z(j0lajblcidijl
~z{lld|{ciblal0

Vimos en [33] que este reticulado distributivo tiene 37 subreticulados y 12 (0, 1)-subreti-
culados. De ellos 57 = {0,1}, Sy = {b,c}, S5 ={0,a,d,1}, Sy ={0,b,¢,1} y S5 = A son
subreticulados de De Morgan y S;, S3, Sy y S5 son subdlgebras.
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3 Homomorfismos, Producto Cartesiano, Subprodu-
cto directo

3.1 Homomorfismos

Definicién 3.1.1 Sean A, A’ reticulados de De Morgan, a toda funcidén h : A— A tal
que:

H2) h(a Ab) = h{a) A h(b),
H3) h{aV b) = h(a) V h{b),
Hj) h(~ a) =~ h(a).

cualesquiera que sean a,b € A, se denomina homomorfismo de A en A’. St h es suryec-
tiva, se denomina epimorfismo y si h es biyectiva se denomina isomorfismo y se dice
que A es isomorfa a A" y se nota A = A, Si A y A" son dlgebras de De Morgan se
denomina homomorfismo de A en A’ a toda funcién h : A — A’ que verifica H2), H3),
Hjy H1) h(1) = 1"

Es claro que si A y A’ son 4lgebras de De Morgany h: A — A’ un homomorfismo entonces
h(0) = 0, pues h(0) = h(~ 1) =~ h(l) =~ 1" =0"

Obscrvemos que el algebra de De Morgan M, tiene tres subdlgebras propias a saber
{0,1}, {0,qa,1}, {0,b,1} la primera es isomorfa a M, y las restantes son isomorfas a M.

Si h es suryectiva se dice que A’ es una imagen homomérfica de A. Mas adelante ver-
cmos como s¢ determinan todas las imagenes homomérficas de un dlgebra de De Morgan
A por medio de una construccién intrinsica efectuada sobre A.

Observemos que €l subconjunto S; = {0,1} del algebra de De Morgan My es una
subdlgebra de M, que es isomorfa a Mj y que los subconjuntos S2 = {0,a,1} y S3 =
{0,b,1} de My son subélgebras de My, ambas isomorfas a M3.

3.2 Producto Cartesiano

Dada una familia de 4lgebras de De Morgan {A;}icr, sea A = 1 A: el producto cartesiano
i€l
de la familia de conjuntos {A;}:er, esto es el conjunto de todas las funciones z : I — U A
i€l

tales que en cada elemento ¢ € I toman un valor z(i) = z; € A;. Se dice que z; es la
coordenada de indice i del elemento z € A y se nota = = [T)ier, T = (73], T = (zi)ier ©
T = (l‘g).

Representemos con 0; y 1; el primer y ultimo elemento respectivamente de las 3lgebras
Ai, i1 € I. Sean 0 = (Oi)iehl = (1i)i€I Y dados z = (x;)iel € A, Yy = (y.;).;ef S A,
pongamos por definicién: ~ z = (~ Ti)ier, V 1€,

gAYy = (Ti ANi)ier, TVY=(TiV¥idier V 1 €L

Se prueba sin dificultad que (A4, A, V,~,0,1) es un dlgebra de De Morgan a la que se de-
nomina producto cartesiano o directo de la familia de dlgebras de De Morgan {Ai}ier
Cada uno de los conjuntos A; recibe el nombre de i-ésimo eje de coordenadas ¢ i-ésimo
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eje . Si A; = C, V1 € I, entonces [[ A4 es el conjunto de todas las funciones de I en

i€l
C. En este caso se nota C! en vez de [T A:. Si el conjunto I es finito, por ejemplo
: i€l
I'=1{1,2,...,n} entonces se utiliza cualquiera de las notaciones siguientes:

HA,— 6 Ay x Ay x...x A,
i==1

En este caso si z € [] A; entonces: z = (z(1),2(2),...,2(n)) = (21, z2,...,Z.).
i=1
Es claro que A; x Ay # 4y x A;, pero Ay x Ay y Ay x A; son élgebras de De Morgan

isomorfas. Tambien se prueba sin dificultad que A; x (Ay x A3) = (4; x A4,) x As.
Observemos que si A, B son dlgebras de De Morgan y a es un elemento fijo de A entonces
el subconjunto C, de A x B definido C, = {(a,y) : y € B} es un algebra de De Morgan
isomorfa a B, definiendo ~ (a,y) = (a, ~ y) y si b es un elemento fijo de B entonces
Co = {(z,b) : 2 € A} C A x B es un 4lgebra de De Morgan isomorfa a A4 definendo
~ (‘E)b)z(N z,b). 7

3.3 Producto subdirecto de algebras de De Morgan

Dada una familia {A;}.c; no vacia de dlgebras de De Morgan, considercinos el algebra de

De Morgan P = [] A;. Dado i € I cousideremos la proyeccién IT; (proyeccion i-ésina)
i€l '

de P sobre A; definida por I1;(a) = u; € A;. Sabemos [33] que II; es un homomorfismo

de reticulado de P sobre A; tal que I1(1) = 1; y II(0) = 0;. Ademds si a € P entonces

~ Ii(a) =~ a; = I((~ a;)) = I(~ a) por lo tanto cada proyeccién i-ésima es un

epimomorfismo de P en II(4;).

Definicién 3.3.1 §i S es una subdlgebra del dlgebra de De Morgan P = ] A; tal que
icl

IL(S) = A, para todo i € I, entonces diremos que S es un producto subdirecto de los

dlgebras de De Morgan A;.

Ejemplo 3.3.1 Sean A; = Ay = M3 y P = M3 x M; el digebra de De Morgan indicada
en la figura: :
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El subconjunto § = {(0,0),(1,0), (0,1), (1,1)} es una subélgebra del dlgebra Py IL(S) =
(0,1} # A, y I(S) = {0,1} # Ay, luego S no es subproducto directo de las algebras
de De Morgan A; y A,. Observemos que ninguno de los homomorfismos II;, ¢ = 1,2
es un isomorfismo. Claramente la propia P es un producto subdirecto de A; y A,, mas
precisamente es producto directo de las dlgebras de De Morgan A; y Az. El subconjunto
T = {(0,0),(a,a),(1,1)} de P es una subdlgebra de P y I(T) = {0,a,1} = A1 y
II(T) = {0,a,1} = Az. Por lo tanto T es producto subdirecto de las 4lgebras de De
Morgan A; y A;. En este caso los homomorfismos II;, 2 = 1,2 son isomorfismos.

Ejemplo 3.3.2 Dada el dlgebra de De Morgan Mz indicada anteriormente consideremos
el-dlgebra de De Morgan P = Mz X Mz x My, que tiene el sigutente diagrama:

r : (1.1,1)
(1,1,0)

(1,0,0)

< (0,0,0)

Consideremos la siguiente subdlgebra de P,
S ={(0,0,0),(0,1,0),(1,0,1),(1,1,1)}.

Lucgo las proyecciones sobre los ejes verifican: II,(S) = II,(S) = II3(S) = My, y en
consceuencia S ¢s una subdlgebra propia de P, que es producto subdirecto de tres algebras
de De Morgan iguales a M.

Lema 3.3.1 Toda subdlgebra S del producto cartesiano P = [] A; de dlgebras de De
' il
Morgan es un producto subdirecto de dlgebras de De Morgan.

Dem. Para cadai € I sea A; = I1;(S). Dado que las proyecciones son homomorfismos
de P en A; entonces A} es una subélgebra de A;. Sea P/ = [[A; y II} la proyeccion
- il
i-ésima de P' en A]. Probemos que S es producto subdirecto de P, esto es que 1) S
una subalgebra de P’ y 2) II{(S) = A} cualquiera que sea ¢ € [. Por la definicién de
P’ es obvio que se verifica 2). Dado s = (si)ier € S, como s; = IIi(s) € A;, entonces
s = (a:)ies € P’ = [] Aj. Por lo tanto S es un subconjunto de P, y en consecuencia S es
il
una subdalgebra de P'. |
La condicién IL;(A’) = A: indicada en la Definicién 3.3.1 significa que sobre el eje A;
ninguna de las coordenadas cs mmitil. Pero esto no significa que no existan ejes en ez-

ceso. Cuando S es producto subdirecto de un algebra de De Morgan P = I1 A: puede
iel
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ocurrir que alguna de las proyecciones II; sea un isomorfismo. En ¢l Ejemplo 3.3.1 ambas
proyecciones de la subalgebra T' son isomorfismos.

Ejemplo 3.3.3 Consideremos el dlgebra Q = M, x M.
(1,1) P =M, x M,
(1,0) (0,1)

(0,0)

entonces () es producto subdirecto de dos 4lgebras iguales 2 M,. En el Ejemplo 3.3.2
indicamos un 4lgebra P y vimos que la subdlgebra S de P es producto subdirecto de
tres dlgebras de De Morgan iguales a M, y acabamos de ver que @, que es isomorfa a S
también es producto subdirecto de dos 4lgebras de De Morgan iguales a M,. Luego la
representacién de un dlgebra de De Morgan como producto subdirecto de 4lgebras de De
Morgan no estd en general univocamente determinada.

Se plantea el problema de la economia en el nimero de ejes coordenados. Observemos
también que un dlgebra de De Morgan A puede representarse como producto subdirecto
de un nimero arbitrario de algebras de De Morgan todos iguales a A. En efecto, sea

{Ai}icr ,con A; = A,y P =[] A; = A’. Consideremos la diagonal A’ de P, esto es, el
iel ,

conjunto de todos los elementos (a;);c; de P tales que a; = a para todo i € I.

Es evidente que:

1. A es isomorfo a A’. El isomorfismo es la transformacién 8 que a cada elemento
a € A le hace corresponder el elemento 3(a) = (a;)ies, con a; = a para todo ¢ € I.

2. II;(A") = A; = A, y por lo tanto A es isomorfa a un producto subdirecto de P.

3. En este caso todas las proyecciones son isomorfismos. Esto indica que serfa suficiente
tomar un solo eje.

Definicién 3.3.2 Se dice que un dlgebra de De Morgan A es subdirectamente re-
ducible si A es isomorfa a una subdlgebra A’ de un producto directo P = [[ A;, en

, i€l
forma tal que:
1. IL(A') = A;, cualquiera que sea i € I.
2. Ninguna de las proyecciones es un isomorfismo.

Un dlgebra de De Morgan se dice subdirectamente irreducible si no es subdirectamente
reducible.
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Ejemplo 3.3.4 Sea R’ el dlgebra de De Morgan indicada a continuacidn:

1

e f
d

b O c
0

[ =lofbcfd]c]f]1]
[~=fi]flcfd]c[b]O]

El 4lgebra de De Morgan ¥’ es isomorfa a la subdlgebra

S ={(0,0),(a,0),(0,a), (a,0), (1,a), (e, 1), (1, 1)}

del dlgebra de De Morgan P indicada en el Ejemplo 3.3.1. S es claramente producto sub-
directo de las dlgebras dec De Morgan A; = A, indicados cn el mismo ejemplo y ninguna
de las proyecciones (que son funciones suryectivas) de S sobre los ejes son isomorfismos.
Por lo tanto R’ es subdirectamente reducible.

Probaremos mas adelante que las tnicas 4lgebras de De Morgan subdirectamente irre-
ducibles son isomorfas a M,, M3 6 My y que toda 4lgebra de De Morgan es producto
subdirecto de estas dlgebras.

4 Construccion de algebras de De Morgan

4.1 Las contrucciones de Moisil y de Kalman

Gr. C. Moisil [16] indicé la siguiente forma de obtener un dlgebra de De Morgan. Dada un
4lgebra de Boole arbitraria B consideremos el reticulado distributivo acotado P = B x B.
Dado p = (b;,bs) € P pongamos por definicién ~ p = (—bs, —b;) donde “~” indica
el complemento booleano del dlgcbra de Boole B. Se verifica sin dificultad que P es un
4lgebra de De Morgan. Claramente si B cs un algebra de De Morgan aplicando la mis-
ma construccién se obtiene un algebra de De Morgan. Si aplicamos esta construcién al
4lgebra de Boole B = {0, 1} se obtiene un 4lgebra de De Morgan isomorfa a M.

Vamos a indicar otra construccién de dlgebras de De Morgan. Dado un reticulado dis-
tributivo acotado (L, A, V,0,1), y un elemento a € L, sea

L@)={(z,y) e Lx L:zcAy<a<zVy}
Es claro que:

K1) (0,1),(1,0) € L(a).
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J. Kalman [13] define las siguientes operaciones en L(a):
K2) (z1,22) U (y1,92) = (&1 V y1, T2 A y2);

K3) (z1,22) N (y1,92) = (21 A gy, 22 V 42);

K4) ~ (z1,22) = (22, 7;);

y prueba que (L(a),N, U, (1,0)) es un dlgebra de De Morgan. Mas precisamente prueba
que L(a) es un &lgebra de Kleene (nocién que definiremos mas adelante). La siguiente
construccién de dlgebras de De Morgan, indicada por L. Monteiro e 1. Viglizzo (35], es
una generalizacién de la indicada por J. Kalman.

Dado un ideal I y un filtro F de un reticulado distributivo acotado (L, A, V, 0, 1), consi-
deremos el siguiente conjunto:

M(L,I,F)={(a,b)e Lx L:anbelandaVbe F}.

Es claro que si (a,b) € M(L,I,F) entonces (b,a) € M(L,I,F). Como0Al=0€1Ty
O0v1=1¢€ F, entonces (0,1),(1,0) € M(L,I, F). Veamos que M(L, I, F') es cerrado con
respecto a las operaciones U y N definidas por K2) y K3). .

Sean (ai, 02), (b1, b2) € M(L, I, F), entonces:
(1).a1AazeI - (2)a1Vay e F (B)biAbrel 4)byvb e F.

Como a; A ay A by < a; A ag, por (1) obtenemos (5) a; A az A by € I. Analogamente, de
(3) resulta (6) by Aby Aaz € I. Luego, por (5) y (6):

(@ Vb)) AfagAby) =(ar Aag Aby)) V(by Aaa Aby) € 1.
En forma analoga, de (2) y (4), resulta:
(@ Vb)) V(aaAby) =(a1VasVbhi)A(a1 Vb Vb)) €F.

Entonces (a; V b1, a2 A ba) = (a1,a2) U (b1,b2) € M(L, I, F).
De un modo similar se prueba que (a; A by, as V by) = (a1, a2) N (b1, b2) € M(L,I, F).

Probemos ahora que (M (L, I, '),N,U, (0,1), (1,0)) es un reticulado distributivo acotado.
Para ello usaremos los axiomas indicados por M. Scholander [37].

S1) (a,b) U (1,0) =(aV1,bA0) =(1,0).
82) (a,0)N((a,b) U (c,d)) =(a,b)N(aVe,bAd)=(aA(aVe),bV (bAQ)) = (a,b).

S3) (a,6) N ((c,d) U (e, f)) = ((e, f) N (a,8)) U ((c, ) N (a, b)).
En efceto, (a,b) N ((c,d)U (e, f)) = (a,b)N(cVe,dA f)=(aA(cVe),bV(dA f)),
y por otro lado, ((e, f) N (a,b)) U ((c,d) N (a,b)) = (eAa,fVbD)U(cAa,dVb) =
((eAa)V(cAa),(fVBA([EVD)=(an(cVe),bV (dA f)).

Si definimos la operacién ~ en M(L, I, F) por K4) entonces (M(L,I,F),N,U,~) es un
dlgebra de De Morgan. En efecto:
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M2) ~~ (a,b) =~ (b,a) = (a,b).
M3) ~ ((a,b)N(c,d)) = ~ (aAc,bVvd) = (bVd,aAc) = (b,a)U(d,c) = ~ (a,b)U ~ (c,d).

Definicién 4.1.1 Un elemento ¢ de un dlgebra de De Morgan se dice un centro si
c=~c. ~

Observacién 4.1.1 Sic = (z,y) € M(L,I,F) es un centro: (z,y) =~ (z,y) = (v, ),
luegoz =7y ycomoz Ay € I,zVy € F, entoncesz € I,z € F y por lo tantox € INF.
Admds si z € INF, entonces (z,z) € M(L, 1, F) es un centro.

Obscrvacién 4.1.2 La relacidn de orden “<” inducida en M(L,I,F) por la operacion
N es tal que:
(a1,a2) < (b1,b2) <= a1 <bi y by < a2

Si notamos con L* cl reticulado dual de L, es claro que M (L, I, F) € L x L*.

4.2 Algebras de De Morgan de conjuntos

Vamos a indicar un ejemplo importante de dlgebras de De Morgan. La construccién fué
~ obtenida por A. Bialynicki-Birula y H. Rasiowa [3] en 1957.

Observacién 4.2.1 Dado un conjunto no vacio I, toda funcidn f : I — I que verifica
f(f(z)) = z,Y = € I se denomina una involucién de-[. Claramente toda involucién
es una biyeccidn y ademds verifica f~! = f. Tambien toda biyeccion f de I que verifica
f~! = f es una involucidn.

Es bien conocido que si f es una funcién de I en I entonces:

() FHXUY) =IO UFY), G S NY) = HX)NFTIY)

Y

(i) f7(CX)=Cf(X).
Por lo tanto si f es una involucidn de I tenemos que Cf(X) = Cf (X)) = fFYCX) =
F(€X.)

Proposicién 4.2.1 Sea I un conjunto no vacio, @ una involucidn delI yA=2 el
conjunto de todas las partes de I, algebrizado por las operaciones de unidn e interseccion.
Para cada X C I, pongamos ~ X = lp(X) = Co~1(X), entonces el sistema

(A, I,N,U,~) es un dlgebra de De Morgan, [3].

Dem. Es claro que (4, 1,N,U) es un reticulado distributivo con tltimo elemento 1.
Probemos quc la operacién ~ verifica:

M2) ~ (XUY) =~ XN~Y.

(X UY) = Gp (X UY) = Cle™'(X) Uy (¥)) = Bp™(X) N Cp~"(¥) =
~XNn~Y.

M3) ~ X = X.
~r X = LB 1 (X) = Ll (X) = p7p(X) = X.

Ademds ~ I =0y ~0=1 ]
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Ejemplo 4.2.1 Sea I = {a,b} y la involucion de I definida por ¢(a) = b, p(b) = a
entonces:

A=2
X0 {{a} [ {b} I
{a} {6} T X0 {8} [{a} [ T
~ X=Up(X) | I|{a} [ {0} [0
P
Figura 4.2.1

luego esta dlgebra de De Morgan es isomorfa a M.

Definicién 4.2.1 Toda subdlgebra del dlgebra de De Morgan indicada en la proposicion
4.2.1 se dice un dlgebra de De Morgan de conjuntos.

Esta nocién es importante porque permite indicar ejemplos de dlgebras de De Morgan y
porque de acuerdo a un teorema de A. Bialynicki-Birula y H. Rasiowa [3] que probaremos
a continuacion toda dlgebra de De Morgan es isomorfa a un dlgebra de De Morgan de
conjuntos.

Recordemos el siguiente resultado de G. Birkhoff (ver por ejemplo [33]): Dado un reti-
culado distributivo acotado, no trivial, A sea P = P(A) el conjunto de todos los filtros
primos de A. Para cada elemento a € A sea S(a) = {P € P : a € P} luego S(a) € 2%.
Se prueba que S es una funcién biunivoca que verifica: S(0) = @; S(1) = P; S(a V b) =
S(a)US(b) y S(anb) =S5(a) NS(b). Ademss es claro que S es una funcién de A sobre
A’ = S(A), luego S es un isomorfismo, de reticulado, A sobre A’ = S(A4).

Dada un 4lgebra de De Morgan A, por el resultado anterior el reticulado distributivo
acotado A es isomorfo al anillo A’ = S(A4).

Se trata de definir (ver el préximo parrafo) una involucién ¢ de P en forma tal que si
X C Py se define la negacién de De Morgan de X por la férmula ~ X = (p~1(X), A’
sea cerrado respecto a la operacién “~”. De aqui resultard que A’ es una subdlgebra del
dlgebra de De Morgan (27, P,N, U, ~).

Ademds probaremos que: S(~ z) =~ S(z) luego A’ es un algebra de De Morgan de
conjuntos isomorfa al dlgebra de De Morgan A.

4.3 La transformacién de Birula-Rasiowa

Lema 4.3.1 Si P es un filtro primo del dlgebra de De Morgan A y o(P) = C ~ P
entonces @(P) es un filtro primo de A y ademds pp(P) = P. [3]

Dem. Probemos que si P es un filtro primo de A entonces ~ P es un ideal primo de A.
a) 0e~PpuessO=~1y1leP.

b) Sia,b €~ P entoncesaVbe~ P.
De a,b € ~ P resulta que a =~ p;, b =~ pp con p;,ps € P, luego
aVb=~(pAp:) €~ P pues p, Apy € P.



18 A. y L. Monteiro

¢) Siae~ P yb< aentoncesbe~ P. : 7
a=~pconp€PybS_‘a=~pimplicap§~b,luego~b€P,estoesb€~P.

d) SiaAbe~ Pentoncesa €~ P 6be~ P.
a./\b=~pconp€P,luego~aV~b=pycomoPesprimo~a€PéNbEP,
es decir,a e~ P 6be~ P. '

e) ~ P es un ideal propio.
1 ¢~ P, puessil €~ P entonces 1 =~ pconp € P, luego 0 =~ 1 =p € P,
absurdo ya que P es propio.

Como ~ P cs un ideal primo entonces @(P) = C ~ P cs filtro primo.

Si X cs una parte cualquicra de un dlgebra de De Morgan entonces C~X=~CX.
yel~X & y#~uz paratodore X = ~yé X s ~yelX & ye~CX.
Lucgo go(P) = p(C~P)=0~C~P="r |

A la transformacion g se le d4 el nombre de transformacion de Birula-Rasiowa.

Obscrvemos que si A ¢s un reticulado de De Morgan, no neccsariamente acotado, y P un
filtro primo de A entonces @(P) = C ~ P también es un filtro primo de A. En este caso
debemos probar que @(P) #0 y o(P) # A. En efecto si C~ P=0entonces~ P=A
y por lo tanto P =~ A = A, absurdo. Si C ~ P = A entonces ~ P = {}, absurdo.

Luego si X C I y ponemos por definicién ~ X = Cp™!(X), entonces (2P, P,n,U,~) es
un dlgebra de De Morgan. Resta probar que S(~ a) =~ S(a).

Teorcma 4.3.1 Sea A un dlgebra de De Morgan, no trivial, P la familia de todos los
filtros primos de A, ¢ la transformacién de Birula-Rasiowa definida sobre P, S(a) =
(PeP : a€ P} dondea€ A. Para cada X C P pongamos ~ X = Co(X) = Cp~1(X)
entonces A’ = S(A) es una subdlgebra del dlgebra de De Morgan (27, P,N,U,~) y ademds
S es un isomorfismo de A sobre A’ [3].

Dem.  Es claro que (27,P,N,U,~) es un é4lgebra de De Morgan ya que ¢ es una
involucién de P.

S(~a)=~5(a) & S(~a)=0p(S(@) « LS(~a)=p(S())

P e p(S(a)) = ¢(P)eS(e) = acp(P)=C~P & a¢~P & ~a¢P &
P¢S(~a) < PelS(~a). n

Observacién 4.3.1  a) Si la involucidn ¢ definida sobre I es la identidad, es decir,
o(x) = z para todo z € I entonces ~ X = Lo~ (X) = C(X) = X y en este
caso la nocién de dlgebra de De Morgan se reduce a la nocidn de digebra de Boole y
naturalmente el teorema de Stonc de representacidn de dlgebras de Boole es un caso
particular del teorema de A. Bialynicki-Birula y H. Rasiowa para las dlgebras de De
Morgan.

b) En el Teorema 4.3.1 se supone que A tiene mds de un elemento. Es claro que un
dlgebra de De Morgan con un elemento se representa por un dlgebra de De Morgan
de conjuntos, formada por el conjunto §, pero en este caso no hay involucidn.
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5 Imagenes homomorficas

5.1 Imagenes homomoérficas de un reticulado de De Morgan

Es claro que si A es un reticulado de De Morgan, todo reticulado de De Morgan A’ con
un s6lo elemento es una imagen homomérfica de A, que se denomina imagen homomérfica
trivial.

Vamos ahora a indicar como se determinan las imagenes homomérficas, no triviales, de
un reticulado de De Morgan A por medio de una construccién intrinsica efectuada sobre

A

Recordemos que un subconjunto F' de un reticulado distributivo A, no necesariamente
acotado, se dice un filtrosi 1) FF # @, 2) Siz,y € F entonceszAy € Fy2)Size€ Fe
y € A verifica que z < y entonces y € F. Un filtro P se dice primo, si P es propio, esto
esP#AysizVy€ Pentoncesz€ Poy€ P.

Sean A y A’ reticulados de De Morgan, A’ no trivial, h : A — A’ un epimorfismo. Sean
P, P’ las familias de todos los filtros primos de A y A’ respectivamente. Como A’ no es
trivial entonces P’ no es vacia.

1) Si P’ € P’ entonces P = h~}(P') € P.

la) P # 0.
Como P’ # { entonces h~1(p') € P cualquiera que sea p' € P'.

1b) Siz,y € P entonces zAy € P.
De z,y € P = h™!(P') resulta que h(z), h(y) € P' y por lo tanto h(z Ay) =
h(z) Ah(y) € P' luegoz Ay € P.

lc) Siz € Py z < y entonces y € P.
De z € P = h~!(P’) resulta que h(z) € P’ y de z < y resulta h(z) < h(y)
luego h(y) € P’ y por lo tanto y € P.

1d) SizVy € Pentoncesz € P6y€ P.
De 2 Vy € P resulta que h(z) V h(y) = h(z Vy) € P’ luego como P’ es primo
tenemos que h(z) € P’ 6 h(y) € P' estoesz € Py € P.

le) P # A
Si A= P = h™!(P’) entonces h(z) € P cualquiera que sea ¢ € A y como h es
suryectiva tendriamos que P’ = A’, absurdo.

Sea Py = h™!(P’) entonces:

2) Si P € P, entonces @(P) € Ps.
Por hipétesis P = h~!}(P’) donde P’ € P/, luego ¢(P) = ~ [P = ~ CA~}(P) =
h~Y(~ CP') y como ~ [P’ € P’ tenemos que ¢(P) € Py.

Dado z € A notaremos Py(z) = {P € Py : = € P}, entonces:

3) h(z) = hly) <= Po(z) = Po(y)-
En efecto si P € Py(z) entonces z € P = h™'(P’') con P’ € P’, luego h(z) € P’y
como h(y) = h(z) tenemos que h(y) € P’ esto es y € h™1(P') = P y por lo tanto
P € Py(y). Acabamos asi de probar que Py(z) C Py(y). La otra inclusidn se prueba



20 . A. y L. Monteiro

en forma analoga.

Supongamos ahora que Py(z) = Py(y) y que h(z) # h(y) entonces (i) h(z) £ h(y)
6 (ii) h(z) £ h(y). Si ocurre (i) existe P’ € P’ tal que h(z) € P’y h(y) ¢ P’ luego
r€P=h1P)eyd¢ P=h"1(P) lo que contradice la hipétesis. Si ocurre (ii) la
demostraccion es andloga. .

Definamos sobre A la siguiente relacién binaria £ =y <= h(z) = h(y). Por la teoria
de reticulados distributivos sabemos que esta relacién es de equivalencia y compatible
con las operaciones A y V. Probemos que es compatible con el operador ~. En efecto
z=y & h(z)=h{y) &= ~h(z)=~h(y) < h(~z)=h(~y) <= ~T=~Y.
Siz € Asca C(z) = {y € A:y = z} entonces algebrizando el conjunto cociente, que
notarcmos A” = A/ = 6 A” = A/P, del siguiente modo: C(z) AC(y) = C(zAy), C(z)V
Cly) = C(z Vy),~ C(z) = C(~ z) es claro que (A", A,V,~) es un reticulado de De
Morgan.

4) A” cs isomorfa a A’
Dado o' € A’ como h es suryectiva existe a € A tal que h(a) = a/. Pongamos
por definicién f(C(a)) = h(a) = a’. Es bien conocido que f estd bien definida y
que f es una funcién de A” sobre A’. Se prueba facilmente que f(C(a) A C(b)) =
F(C(a)) A F(C(B)), £(Cla) v C(B)) = f(C(a)) v F(C(b) ¥ f(~ Cla) =~ f(C(a)).
Adcmis f es inyectiva. En efecto si f(C(a)) = f(C(b)) esto es h(a) = h(b) luego
a = by por lo tanto C(a) = C(b).

Sca P, una familia de filtros primos de un reticulado de De Morgan A que verifica:

(H) Si P € Py entonces p(P) € Po.

Sia € AscaPy(z) = {P & Py:z € P}. Pongamos por definicién z = y (méd. Pp) <=
Po(z) = Po(y). Tambien notaremos "z = y” en vez de ¢ = y (mdd. Pp). Se prueba en

forma inmediata que "=" es una relacién de equivalencia. Probemos que es una relacién
de congruencia.

1) Sia=byad =V entoncesaAa =bAb.
SiaAbe Pcon P e P, entonces comoaAb<a aAb<by P es un filtro la
condicién anterior es equivalente a decir que a,b € P con P € Py de donde resulta
por las hipétesis que a/,b’ € P con P € P, lo que equivale a decir &’ AY € P con
PeP,.

2) Sia=bya =V entoncesaVvVa =bVvD.
SiaVb € P con P € P, entonces como.P es un filtro primo ello equivaleaa € P € P
6 b € P e P,. Luego de las hipdtesis esto es equivalenteaad’ € Pe Py 64 €¢ P € Py
y finalmente como P es primo esto equivale a a’ AV € P € Py.

3) Sia=bentonces ~ a =~ b. 4
~aEPEP) &> a€~ P > a¢l~P=p(P)e Py por la hipdtesis
resulta que ello es equivalente a @’ ¢ p(P) lo que equivale a decir @’ €~ P <=
~a P

Algebrizando el conjunto cociente que notaremos A’ = A/ = 6 A’ = A/P, del siguiente
modo: C(z) AC(y) = C(z Ay), C(z)VC(y) =ClzVy), ~C(z) = C(~ z) es claro que
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(A’,A,V, ~) es un reticulado de De Morgan y definiendo h(a) = C(a), a € A es obvio
que h es un epimorfismo de A en A’, que se denomina epimorfismo natural de A en A'.
Acabamos asi de demostrar que a partir de una familia filtros primos P, de un reticulado
de De Morgan A, que verifica la condicién (H) (diremos que la familia Py es cerrada con
respecto a ¢ o que es invariante por ¢), se obtiene una imagen homomdrfica, no trivial,
de A y que todas las imagenes homomdrficas, no triviales, de un reticulado de De Morgan
A se obtienen cousiderando familias de filtros primos de A, cerradas con respecto a . Es
claro que si Py = P(A) entonces A/Pp = A pués C(z) = {z} cualquiera que sea T € A.

5.2 Imagenes homomdrficas de un dlgebra de De Morgan

Vamos ahora a indicar como se determinan las imagenes homomorficas, no triviales, de
un 4lgebra de De Morgan A por medio de una construccién intrinsica efectuada sobre A

Sean A y A’ dlgebras de De Morgan, A’ no trivial, h : A — A’ un epimorfismo. Se
denomina niicleo de h al conjunto N, = {z € A: h(z) = 1'}. Sean P, P’ las familias
de todos los filtros primos de A y A’ respectivamente. Si P’ € P’ entonces vimos que
P = h™Y(P') € P. Pero en este caso las propiedades 1a) y le) se pueden probar del
siguiente modo:

la) 1€ P
Como 1’ € P’ y h(1) = 1’ entonces 1 € P = h™}(P').

le) 0¢ P
Si 0 € P entonces 0’ = h(0) € P, absurdo.

Vimos que si Py = h~1(P’), dado z € A y notando Py(z) = {P € Py : £ € P} entonces:
h(z) = h(y) <= Po(z) = Po(y) y que la relacién binaria z =y < h(z) = h{y) es
una congruencia. Precisamente A” = A/ = es un reticulado de De Morgan. Poniendo
17 = C(1) entonces (A", A,V,1") es un algebra de De Morgan isomorfa a A’.

Probemos que Ny = () P.
PePy

Enefecto 2 € Ny, <= hiz) =1 <= h(z) =1 =1r(1) < z=1
r € P, VP € Py

Reciprocamente dada una familia de filtros primos Pp de un dlgebra de De Morgan A que
verifica: ,
(H) Si P € Py entonces ¢(P) € Py,

sabemos que ella induce una relacién de congruencia, = (médulo Po), entonces algebrizan-
do A’ = A/ = (A’ = A/Py) como antes, A’ es un reticulado de De Morgan y poniendo
1’ = C(1) entonces A’ es un 4lgebra de De Morgan que es una imagen homomérfica de A.

Acabamos asi de demostrar que a partir de una familia filtros primos Py de un dlgebra
de De Morgan A, que verifica la condicién (H) se obtiene una imagen homomérfica, no

trivial, de A. Observemos que C(1)= () Py C(0)=C {J P.
PePqy PePo

Observemos que si A es un &lgebra de De Morgan, no trivial, y Py es un subcon-
junto de P(A) verificando la condicién (H) tal que A/P, sea un ilgebra de De Mor-
gan trivial, entonces Py = @ . En efecto si A/Py tiene un sélo elemento entonces
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=y (méduloPo), V z,y € A, esto es Po(z) = Poly), ¥V 2,y € A, y por lo tan-
to Po(0) = Po(l), entonces como P &€ Po(l) para todo P € P(A) entonces también
P € Po(0) y en consecuencia 0 € P, absurdo.

Sabemos que si R, R’ son reticulados distributivos, R’ no trivial, h : R — R’ es un epi-
morfismo y F un filtro de R entonces h(F) es un filtro de R/, pero si P es un filtro primo
de R, h(P) no es necesariamente un filtro primo de R’ (ver por ejemplo [33]).

Vamos a demostrar que si h es el epimorfismo natural de A en A =A/=yPesla
familia de todos los filtros primos de A’ entonces: ‘

I  PCh(P)

Si P € Py sabemos que h(P) es un filtro de A’. Probemos que h(P) es primo. Supon-
gamos que @’ V b € h(P), donde o',/ € A’, luego a’ V V¥ = h(p) = C(p) donde p € Py
o = C(a),¥ = C(b) donde a,b € A. Luego C(p) = C{a) V C(b) = C(a V b) y por lo tanto
a Vb =p donde p € P, lucgo de acuerdo con la definicién de =, aVb € P y como P es
primo tenemos que a € P 6 b € P,y por lo tanto o' = h(a) € K{(P) 6 ¥ = h(b) € h(P).
Luego P’ = h(P) € P'. Probemos que h™'(h(P)) = P. Sabemos que P C h~1(h(P)). Sea
z € h='(h(P)) luego h(z) € h(P) y por lo tanto (1) h{z) = h(p) con (2) p€ P € P'. De
(1) resulta que (3) = =p (méd. Po) y de (2) y (3) z € P.

Observacién 5.2.1 No necesariamente se verifica que Po = h™}(P".) En efecto conside-
remos el conjunto N de los niimeros naturales.

Sabemos que el sistema (B = 2N n,U,C,0,N) es un digebra de Boole B luego un dlgebra
de De Morgan. Los dtomos de B son los conjuntos {n} , n € N, y por lo tanto los
filtros F({n}) son ultrafiltros de B y en consecuencia filtros primos. Consideremos la
siguiente familia de filtros primos de B: Po = {F({n})}nen. S XY € B, entonces se
verifica que X =Y (méd. Py) < X =Y. Como B\U{F({n}) :n € N} = {0},
entonces C(0) = {0}. Supongamos chora que X #Y y que X =Y (méd. Po) esto es
que (1) Po(X) = Po(Y). Sean € X luego {n} C X y por lo tanto X € F({n}) € Py
luego F({n}) € Po(X) luego por (1) resulta F({n}) € Po(Y) esto es Y € F({n}) luego
{n} CY y por lo tanto n € Y. En forma andloga se prueba que Y C X.

Luego el epimorfismo natural h: B — B’ = B/Pq es la identidad ya que h(X)=C(X) =
X, y por lo tanto h es un isomorfismo. La familia de los filtros primos de B’ estd formada
por los ultrafiltros de Py mas los ultrafiltros no principales. Es claro que el conjunto I de
las partes finitas de N es un ideal de B' = B luego existe un ideal mazimal M de B’ que
contiene a I y por lo tanto U = UM es un ultrafiltro, luego un filtro primo de B’ que no
es principal. Ademds h™(U) =U ¢ Ps.

Observacién 5.2.2 1) Si A es un dlgebra de De Morgan finita, no trivial, y F' un
filtro principal de A, esto es F = F(z) = [z) ={y € Az < y} conz € A. Es bien
conocido que un filtro principal F(p) es primo si y solo sip € Il = [I(A), donde con
II(A) indicamos. el conjunto de todos los elementos primos de A.

Probemos que ~ F(z) = I(~ z), cualquiera que seat € A .

En efecto siy €~ F(z), esto esy =~ f con z < f entoncesy =~ f S~z y por
lo tanto y € I(~ ). '

Reciprocamente, siy € I(~ ) entonces y <~ T esto implica que T <~ Y, de donde
resulta ~ y € F(z), es decir, y €~ F(z).

Luego si p € 11 entonces o([p)) = C ~ [p) = C(~ pl.
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2) §Si' Py = {P, P,..., P} una familia, no vacia, de filtros primos de A invariante
por @ entonces para cada i, 1 = 1,2,...,t: P, = F(p;) donde p; € II. Tenemos ast
un conjunto Iy = {py,ps,...,p} CIL
Dado z € A pongamos Ilg(z) = {p € Iy : p < z}. En este caso la relacidn de
congruencia indicada anteriormente “=” estd definida del siquiente modo:

z =y < Hp(z) =Io(y). Notaremos tambien A/lly en vez de A/P;.

St A" = A/, TI' = TI(A') el conjunto ordenado de los elementos primos de A’, y
h el epimorfismo natural de A — A’ definido por h(z) = C(z), entonces la funcidn
h restringida a 11y establece un isomorfismo de orden entre los conjuntos Iy y IT,
esto es H(R/Hg) = TIly. En efecto:

a) La restriccidn de h al conjunto Iy, es una funcidn suryectiva de Iy en IT".
St po € Ily entonces Py = [pg) € Po. En (I) vimos que h(P) € P’ luego
h(Py) = [p') con p’ € II' = [1(A"). Pongamos h(py) = p’. Dc p' € Il resulta
que como h es une suryeccion eziste y € A tal que h(y) = C(y) =p'. Sea X =
{z € A: h(z) = p'}. Es claro que el conjunto X verifica “Siz,y € X entonces

n
TAy € X" Sea X = {z1,Zo,...,Zn} yDo = A =i, luego py € X. Vamos a

=1

demostrar que py € II. Sipy = 0 entonces p' = h(p) = h(0) = ¢, absurdo.
Supongamos que py = a Vb, entonces p' = h(py) = C(pg) = C(a)VC(b) y como
p' = C(po) € Il' entonces p' = C(p) = C(a) = h(a) 6 p' = C(p) = C(b) = h(b),
luegpa€e X 6be X. Sia€ X entoncespy <aydea<aVb=py se deduce
Po = a. Del mismo modo si b € X se concluye que py = b. Luego pg € II.
Vamos a demostrar mas precisamente que pg € Il,. _

Sea Iy(po) = {q € Mo : ¢ < po}. Sillo(pe) = @ entonces py = 0 (mdd. IIp)
y en consecuencia h(py) = h(0) = C(0) = (', contradiccidn, luego Ho(po) =
{q1,92,...,9s}. Seaz = \/ ¢;. Es claro que x = py (mdd. I1y), luego z € X, de

i=1
3

donde resulta por la definicién de py que po <z = \/ ¢, y como py es primo
i=1
existe un indice i, 1 <1 < s tal qu e pg < q;. Ademds como q; < py tenemos

finalmente que pg = ¢; € Il,.

b) Sipi,p2 € llg son tales que py < pp entonces h(py) < h(ps).
En efecto de py < py resulta que py = py A pa, luego C(p1) = C(p1) A C(p2) ¥
en consecuencia h(p,) = C(p1) < C(p2) = h(p2).

¢) Sipy,ps € g son tales que h(p;) = h(ps) entonces p, = p,.
Como h(p:) = h(ps) esto es C(p1) = C(p2), entonces p; = po (mdd. Ily), esto
es o(p1) = Ho(p2) de donde resulta que py < pa y p2 < p1, luego p, = po.

3) Pueden ezistir dos familias de filtros primos Q; y Q2 de A invariantes por ¢ tales
que Q1 # Q2, y que A/Q; sea isomorfa a A/Qa. Por ejemplo si Q, = {P} y
Q2 = {P2}, donde P, y P, son dos filtros primos de A tales que P, # P, w(P,) =
Py, ¢(P;) = P, entonces las dlgebras de De Morgan A/Q; y A/Qa son isomorfas
al dlgebra de De Morgan M.
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Vamos a indicar diversas dlgebras de De Morgan y determinaremos todas las imagenes
homomérficas, no triviales, de cada una de ellas. '

, [_zf0fafblcld]e]flg|l]
[~=z]1[f[d[e[bJelalc|O]

En cste caso I1(A) = {a, b, ¢, d} luego
P(A) = {P1 = F(a), P, = F(b), P = F(c), Pa = F(d)}

[ _PIA[R[P] P
W<P(P)“P21P11P41PL”_

Por lo tanto las familias de filtros primos cerradas por ¢ son {Py, P2}, {P3, P} y P(A).
En los dos primeros casos cl cociente es isomorfo a M y A/P(A) es isomorfo a A.

2)
A 1

[_=zfolablc]dle[f]1]

4 [~z[ifclefafd[b]f]O]

0
En este caso I1(A) = {a,b, ¢, d} luego

P(A) = {P; = F(a), P, = F(5), P = F(c), Ps = F(d)}

[ PIP[P]A] PR
LeP) [ P[P [P | 2

Por lo tanto las familias de fltros primos cerradas por ¢ son {P, Py}, { P2, Ps} y P(A).
En el primer caso el cociente es isomorfo a My en cl segundo isomorfo a M3 y A/P(4)
es isomorfo a A.
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3)

[_cfolalbfcld|l]

[~<fifd]c]bfa]O]

En este caso I1{(A4) = {a, b, c} luego P(A) = {P, = F(a), P, = F(b),Ps = F(c)} y

[ PIA[R][R]
leP)[A[R]P]

Por lo tanto las familias de filtros primos cerradas por ¢ son {P1}, { P2, P3} y P(A).
En el primer caso el cociente es isomorfo a M, en el segundo caso el cociente es isomorfo
a Mz y A/P(A) es isomorfo a A.
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6 Sistema determinante de un algebra de De Morgan
finita

Dada un 4lgebra de De Morgan A, finita no trivial, sabemos que el conjunto II = I1(A)
de sus elementos primos determina el reticulado distributivo A, a menos de isomorfismos.
Pero I no sicmpre determina el dlgebra de De Morgan A pues sobre un mismo reticulado
distributivo pueden existir dos negaciones de Morgan distintas. Es lo que ocurre en el
siguicnte cjemplo:

/01 [ cfofafb]1i]

~zlll1la|bl0

\)A —zlil1lblal0
0

El reticulado A con cualquiera de las negaciones indicadas es un algebra de Morgan y
para ambas 4lgcbras el conjunto II tienc cl siguiente diagrama:

TI(A)

O . Q
a b
Entonces para recuperar cl dlgebra de De Morgan A a partir de TI(A4) es necesario dar
alguna informacién suplementaria sobre II(A).

Si A es un algebra de De Morgan finita, no trivial, entonces la transformacién ¢ de Birula-
Rasiowa dc P(A) en P(A) induce una transformacion ¥ : I(A) — II(A), que seguiremos
denominando transformacién de Birula-Rasiowa, del siguiente modo: dado P € P(A),
como A es un reticulado distributivo, no trivial, sabemos que P = F(p)={ze A:p<z}
donde p € TI(A).

Definicién 6.0.1 %(p) = q sty sélo st p(F(p)) = F(q), donde g € I(A).
Lema 6.0.1 La funcién ¢ tiene las siguientes propiedades:

11) ¥(¢(p)) = p, cualquiera que sea p € 1= H(A)

12) p < g sty sdlo siP(q) < ¥(p), donde p,q € IL

Dcm.

I1) Si p € II entonces F(p) € P(A). Sabemos que (1) o((F(p))) = F(p). Sea (2)
@o(F(p)) = F(q) donde g € II, luego por (1) tenemos (3) @(F(q)) = F(p). De (2)
resulta que (4) ¥(p) = g y de (3) resulta que (5) ¥(g) = p. Luego de (4) y (5):
p = ¥(a) = ().

12) Sean p, g € Il tales que p < ¢ luego F(q) C F(p) y como F(p), F(q) € P(A) sabemos -

que F(p') = o(F(p)) C 9(F(q)) = F(¢), donde p/,¢' € TI, luego ¢’ < p'. Pero por
definicién %(g) = ¢ y ¥(p) = p luego ¥(q) < ¥(p)-
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Sean p,q € II tales que ¥(g) < w%(p) luego F(zp(p)) C F(¥(q)). Luego como

o(F(p) = F($(p)) ¥ ¢(F(g)) = F(%(q)) por (1) tenemos que o(F(p)) C w(F(g))
y por lo tanto F(q) C F(p) esto es p<gq

Esto significa que 1 es un antiisomorfismo del conjunto ordenado II(A4) y que ¥ es una
involucién de I1(A). Por lo tanto el conjunto ordenado II(A4) es isomorfo a su dual II*(A).
Diremos, siguiendo a A. Monteiro, que el par (II(A4),¥) es el sistema determinante del
dlgebra A. [20], [22], [27]. Observemos que @(F(p)) = F(¥(p)).

Definicidén 6.0.2 Denominaremos espacio de Birula—Rasiowa (J espacio B-R) a
todo par (X,«) formado por un conjunto ordenado X y una funcidn « : X — X que
verifica las condiciones I1) e I2).

Dos espacios B-R (X, ), (Y,B) se dirdn isomorfos si existe un isomorfismo de orden

[ X =Y tal que fa(z)) = B(f(x)), Vo € X. [34]

Observacion 6.0.3 1) De acuerdo con la definicion anterior resulta que si A es un
dlgebra de De Morgan finita entonces (II(A),¢) es un espacio B-R. -

2) Si (X,«) es un conjunto espacio B-R, ¢ Y wn conjunto ordenado isomorfo o X
entonces podemos definir sobre Y una funcion 3 que verifica I1) ¢ 12).
En efecto sea f: X — Y un isomorfistno de orden. Duwdo y € Y euwiste : € X tal
que f(z) =y. Pongamos por definicion 3(y) = f(o(c)).
(1) afe(y)) =y, Vy€eY.
En efecto dado y € Y existe x € X tal que f(x) = y. Por definicion By) =
fla(x)) = y € Y. Luego existe 2’ € X tal que f(u4') = /’, por lo tanto tenemos
flez)) =o' = f(&') y como f es biunivoca resulta a(x) = 2’ lucgo x = c{a(x)) =
oz y por bo tanto B(B(y)) = B(f () = Bly) = Flela’)) = () = .
Sty y2 € Y wverifican y, < y, entonces B(ya) < B(yy).
Como y, = f(r,) e yo = f(z2) donde x,,z; € X entonces tenemos que f(x,) <
f(x2) y como f es un isomorfismo resulta x, < zy y en consecuencia c(xy) < ()
y por lo tanto B(y2) = f(c(z2)) < fla(z1)) = Blw)-
Sty 2 € Y werifican B(y2) < B(y,) entonces y, < .
Por hipotesis (1) f(a(xq)) < fla(z))) donde f(rz) = y2, f(xy) =9 vz, o2 € X
luego de (1) resulta por ser f un isomorfismo que a(ry) < o(x,) ¥ como a verifca
12 tenemos que z, < z3 y en consecuencia yy = f(z1) < f(zy) = .

3) Si X es un conjunto ordenado y f una funcidn de X en X que verifica:

1) f(f(z))=z,VzeX

I[3) Siz,y € X son tales que z < y entonces f(y) < f(z)

entonces f también verifica

Siz,y € Xson tales que f(y) < f(z) entonces z < 3.
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En efecto si f(y) < f(z) entonces por 13) tenemos que f(f(z)) < F(f(v)) de donde
resulta por 11) que z < y.

Luego toda funcidn que verifica 11) e 13) también verifica 11) e 12). Por lo tanto
para. indicar un espacio de B-R (II(A),4) basta indicar una funcion isdtona de II
en I1 de periodo 2.

4) Las condiciones I1) e I3) son independientes. En efecto consideremos la cadena
X = {0,b,c} dondea < b <c. Sea f: X — X definida por f(a) = b, f(b) =«
y f(c) = ¢, luego se verifica I11) y no se verifica 13) dado que a < c yc = f(c) £
fle) =b. Sea g : X — X definida por g(a) = ¢, g(c) = b y g(b) = b, entonces
g(g(a)) =g(c) =b#a yseverificald) puésa < byghb) =b<c=gla),a<cy
gle) =b<c=g(a), b<cyg(c) =b< b=gb)

Un conjunto ordenado se dice sirmétrico si es isomorfo a su dual. Luego si un reticulado
distributivo finito admite una estructura de dlgebra de De Morgan ¢l conjunto ordenado
de sus clementos primos es isomorfo a su dual.

En la figura siguiente indicamos un reticulado distributivo A, y los conjuntos II(A) v

1=(A):

M4 a1 a b I°(A)

Como TI(A) no es isomorfo a II"(A) entonces sobre A no sc puede definir una estructura
de dlgebra de De Morgan.

Lema 6.0.2 Si A es un reticulado distributivo acotado iy ~; y ~q son negaciones de De
Morgan sobre A entonces ~ =~y &=> ¢ = p, donde @, y w2 son las transformaciones
de Birula-Rasiowa asociadas a ~; y ~q respectivamente.

em. =) ¢,(P) =0~ (P) =0~y P=p,(P).
4=) Supongamos que ¢, = p, y que ~,7%~, entonces existe a € A tal que ~, a F~y a
luego (1) ~; ¢ L~z @ 0 (2) ~3 a €~ a. Supongamos que ocurre (1), entonces existe
un filtro primo P tal que (3) ~y a € Py (4) ~, a ¢ P. De (3) resulta a €~; P
y por lo tanto (3) @ & C ~; (P) = & (P). De (4) resulta o ¢~ P y por lo tanto
(6) a € L~y (P) = ¢2(P). (5) y (6) contradicen la hipétesis. Si ocurre (2) la demostracién
es andloga. , |

Vamos a indicar como se puede determinar la negacién de De Morgan de un elemento
de un dlgebra de De Morgan, finita, A cuando se conoce la transformacién 1 de Birula-
Rasiowa. Como ~ 1 =0, y en consecuencia ~ () = 1, sélo interesa saber determinar ~ z,
a partir de ¥, cuando = # 1.

\ ,
\ "do un filtro primo P de un dlgebra de De Morgan A entonces las sigui-

\ entes condiciones son equivalentes: (1) ~ x € P, (2) = ¢ ¢(P).

\
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Dem. ~z2€P <> z€~P & z2¢(~P=p(P). n

Observacién 6.0.4 o) Recordemos que si: A es un reticulado distributivo entonces:
F(\/z:) =) F(=z:)
i€l i€l

y que todo filtro propio de A es interseccidn de filtros primos, y si A es finito entonces
los filtros primos son de la forma F(p) con p € I1(A). Luego si F' es un filtro propio
de A, F = F(z) # A entonces F es la interseccion de una familia {P.}ies de filtros
primos, esto es F' = ﬂ P,. Por lo tanto como cada P; = F(p;) conp; € II(A),i € ]

tenemos que F(z) = ﬂ Flp;) = F(\/ pi) luego z = \/ p;.

i€l

b) Si A es finito ey € A, y # 0 entonces sabemos que y = \/{p € II(A) : p < y} luego
F(y) = {F(p) : p € II(A),p < y} = ({F(p) € P(A) : y € F(p)}.

Teorema 6.0.1 Si (A, ~) es un dlgebra de De Morgan finita, no trivial, y st
(I =1I(A), %) es su sistema determinante y si T # 1 entonces:

~z=\/{pell:y(p) £ z}.
[19], [23], [27].
Dem. Siz # 1, entonces ~ z # 0, luego por la Observacién 6.0.4, b)
F(~ z) = J{F(p) € P(A) : ~ z € F(p)}
y por el Lema 6.0.3 tenemo-s |
F(~ z) = {F(@) € P(A): ~z € F(p)} = {F(p) € P(A) : = ¢ o(F(p))}-

Pero si P € P(A) entonces P = F(p) con p € II(A) luego ¢(P) = ¢(F(p)) = F((p)),
entonces ¢ p(P) <= z ¢ F(¥(p)) <> v(p) £ = y en consecuencia F(~ z) =

N{F () : P € II(A),¥(p) £ =} lo que equivale a

~z=\/{p € I(A): ¥(p) £ z}.

n
Sea II;(A) = {p € II : p < z}, también notaremos II; a este conjunto. Es bien conocido
"% quesiz#0entonces z = \/{p:pell}

Si (A, ~) es un dlgebra de De Morgan finita, no trivial, (Il = II(A),¥) su
‘ ,determznante y z # 1 entonces:

~z=\/{pel:pep(I\IL)} =\/{p:p € M\ $(IL)} = \/{¢(p) : p € T\ L}

L. Monteiro (1968).
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Dem. Como z # 1 entonces ~ z # 0y por lo tanto ~ z = \/{g : ¢ € Il.;}. Observemos
que TI # II, pués caso contrario z = 1, luego I\ II; # 0. Sea Y = {¢(p) : p € M\ IL;}.
Probemos que Y = Il.,. En efecto si ¢ € I, entonces (1) ¢ € I y (2) ¢ <~ z. Como 9
es una funcién suryéctiva de I1 en IT de (1) resulta que existe p € II tal que (3) ¥(p) = ¢.
De (2) resulta que ~ z € F(q) entonces por el Lema 6.0.3 tenemos:(4) = & ¢(F(q)). De
(3) resulta que (5) ¢(F(q)) = F(q). De (4) y (5) resulta = ¢ F(p) esto es p £ Ty como
p € 11 tencmos que (6)p € IT\ II,. De (3) y (6) resulta g € Y. Sea g € Y luego g = 9(p)
con p € T\ 1l;. Si g £~ z entonces ~ z ¢ F(q) y por el Lema 6.0.3, z € p(F(q)) = F(p)
y en consccuencia p < z y por lo tanto p € II,, absurdo. Luego ¢ <~ z y por lo tanto
g € Il... Acabamos asi de probar que:

~z=\/{$(p):p e I\IL}.
Como 1 cs una biycccién entonces 9(IT \ TI;) = ¥(II N C,) = @) n¢((CI,;) =
1 N Cy(Il,) = I\ %(11,). Entonces: \VV{p €l :p € p(II\IL.)} = {p:p € O\ (L)}

Obscrvemos que si z = 0 entonces Tl = @ luego 11\ Il; = II y en consecuencia
P(I\ o) = ¥(II) = II, y por lo tanto

~0=\/{¥p) pe I\ I} =\/{y(p):pel}=\/{p:pel}=1

Rccordemos el siguiente resultado de la teoria de reticulados

'Teorcma 6 0*2\.5'1. A y A" son reticulados distributivos finitos tales que TI(A) y II{A')
son\g ynguntos ordenados isomorfos entonces A y A’ son isomorfos.

S T N
Dem. Para los dctalles de la demostracién, ver por ejemplo [33]. Solamente indicaremos
/como se puede definir un isomorfismo entre Ay A’. Si f : II(A) — II(A’) es un isomorfismo
de orden definimos H : A — A por:

0, siz=0

V{f(p):pell(A),p<z}, siz#0.
|

Teorema 6.0.3 Si (4,~) y (A',~') son dlgebras de De Morgan finitas, no triviales, tales
que sus sistemas determinantes (II = II(A),¥), (II' = II(A'),¥") son espacios de Birula—
Rasiowa isomorfos, entonces las dlgebras de De Morgan (A,~) y (A',~') son isomorfas.

Dem. Sea f:II — II' un isomorfismo de orden tal que f(¥(p)) = %'(f(p)), para todo
p € II. Ya sabemos que la funcién H : A — A’ definida como en el Teorema 6.0.2 es un
isomorfismo de reticulado.

Probemos que: (*) H(~ z) =~ H(z) para todo z € A. Si z = 0 entonces H(~ 0) =
H(1) = 1= ~ 0=~ H(0). Supongamos ahora que z # 0, entonces:

H(~z)=H\/{4(g) : g € T\ L.} =
V{H@W() : g e T\ L} = \/{f(d(g)) : g € T\ 1L},
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~H(z) = \/{¥'(¢) ¢ € M\ Ty}

Sean U = {f(¥(q)) : e U\IL}yV ={¢'(¢') : ¢ € II ——VHH(I)}. Probemos que U =V,
de donde resultara (*).

Si u € U entonces u = f(3(q)), donde (1) g € IT\ I, luego u = ¥'(f(q)) = ¥'(¢’) donde
¢ = f(gq) € I'. Sabemos que

(2) H(z)=H(\/{s:seL}) =\/{H(s): s € I} = \/{f(s) : s € [}

Si ¢’ € My, entonces ¢’ € I' y ¢ < H(z), luego por (2) existe so € II, (3) so < z, tal
que f(gq) = ¢' < f(s0), y por lo tanto:

F(®(s0)) = ¥'(f(s0)) < ¥'(f(@)) = f(¥(a)),

y como f es un isomorfismo de orden %(sp) < ¥(g), luego (4) g < sq.

De (3) y (4) tenemos ¢ < z y como ¢ € II, entonces g € Il;, contradiccién. Luego

g’ € II'\Ily (s y por lo tanto u = 9’(¢') € V. Reciprocamente si v € V, entonces v = ¥'(¢’)

donde ¢’ € II'\Ily(;). Como f es una funcién suryectiva entonces ¢' = f(g), donde ¢ € II,

luego v = ¥'(f(q)) = f(¥(g)). Si q € Il entonces ¢ < z, luego ¢' = f(q) = H(q) < H(x)
esto es ¢’ € Ily(s), contradiccién. | |

Corolario 6.0.1 Toda dlgebra de De Morgan finita, no trivial, (A, ~) estd determinada,
a menos de isomorfismos, por su sistema determinante (I = I1(A), ).

Este resultado fue enunciado por A. Monteiro en 1960, [19] y su demostracién fue presen-
tado en un curso realizado en 1962 en la Universidad Nacional del Sur, (23] (ver tambien
[27]). La demostracién indjcada en esa oportunidad era mucho mas complicada que la
presentada precedentemente.

Recordemos que dado un conjunto ordenado X, se dice que un subconjunto ¥ de X es

una seccién infericr de X siY =0 6 Y verifica “Siy € Y y z < y entonces z € Y.
™~

~

,(:
\ * Teorema 6.0.4 Dado un espacio B-R (X, «) donde X es finito existe un dlgebra de De
Morgan A tal que su sistema determinante (I1(A), ) es isomorfo a (X, a).

Dem. Este teorema se debe a A. Monteiro y su demostracién fue indicada en un curso
de 1960, [18]. La demostracién que indicamos a continuacién se debe a L. Monteiro [34]
que indicé en 1981 un resultado mas general y con demostraciones mas sencillas.

Sea S(X) el conjunto de todas las secciones inferiores del conjunto ordenado X. Sabemos
por un teorema de Birkhoff que (2%,N,U,®, X) es un reticulado distributivo y que A =
S(X) es un (0, 1)-subreticulado de 2% cuyo conjunto de elementos primos II(A) = {(z] :
r € X} es isomorfo a X. El isomorfismo en cuestién se define por f(z) = (z],Vz € X.
Como « es una involucién de X entonces de acuerdo con la Proposicién 4.2.1 si definimos
~ Y =[x(a(Y)) paracada Y C X entonces 2% es un dlgebra de De Morgan de conjuntos.
‘Probemos que A es una subélgebra de 2% esto es que: SiY € Aentonces ~ Y € A

En efecto si Y = 0 entonces ~ @ = Cx(a(@)) =00 = X, luego~Y € A SiY =X
entonces ~ Y =~ X = Cxa(z) =CxX =0luego~Y € A SeaY € AeY #0,X,si
~Y = esto es Cxa(Y) = @ entonces a(Y) = X y por lo tanto ¥ = a(a(Y)) = o(X) =
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X, absurdo. Luego a(Y) # 0. Sea (1) ze~Y = (x(a(Y)) y (2) z < z donde z,2z € X.
De (1) resulta que z ¢ a(Y'), esto es z # a(y) cualquiera que sea y € Y, luego como «a
es biunivoca tenemos que a(z) # a(a(y)) = y cualquiera que sea y € Y y por lo tanto
(3) a(z) ¢ Y. De (2) resulta por ser  un antiisomorfismo que (4) a(z) < a(z). Si a(z) €
Y, como Y es una seccién inferior de X de (4) resulta a(2) € Y, lo que contradice (3).
Luego a(z) ¢ Y. Si z € a(Y) entonces z = a(y), con y € Y, luego a(z) = a(a(y)) = v,
con y € Y, absurdo. Luego z ¢ a(Y) y por lo tanto z € Cxa(Y) =~ Y, luego ~ Y es
una seccion inferior de X y por lo tanto ~ Y € A.

Consideremos el sistema determinante (I1(A), ¥) del lgebra A, donde % : II(A) — TI(A)
esta definida (ver Definicién 6.0.1) del siguiente modo: ¥((z]) = (y] donde z,y € X si y
s6lo sf w(F((x])) = F((y]), donde F((:z:]) ={YeA:(z]CY}

Probemos que f(a(z)) = %(f(z)) para todo z € X, esto es que (a(z)] = ¥((z]) para
todo z € X, y por lo tanto de acuerdo con la definicién de 9 esto equivale a probar que
(p(F((:I:])) = F((a(m)]), esto es, ver Lema 4.3.1,

Ca~ F((a) = F((a(2)

luego por la y Observacién 5.2.2, 1),:

Cal(~ () = F((a(a)])

esto es

Cal(Cxe(z]) = F((a(z)]).

En efccto sca (1) Z € A tal que Z ¢ I(Cxa(z]), luego Z Z Cxa((z]) por lo tanto existe
(2) 2z € Z tal que z ¢ Cxa((z]), luego z € a((z]) y en consecuencia z = a(w) donde
w € (z], esto es w < z y por lo tanto (3) a(z) < a(w) = 2. De (1), (2) y (3) resulta que
a(z) € Z y por lo tanto (a(z)] C Z y en consecuencia Z € F((a(:z:)] .

Observemos que a(z) € (a(z)] y z € (z] entonces a(z) € a((z]), por lo tanto (*)

a(z) € (a(z)] Nal().
Reciprocamente sea 7 € F((a( )]) csto es Z € Ay (4) (afz)] € 2Z.

Si Z ¢ Cal(Cxa(z]) entonces Z € I(Cxa(z]) esto es Z C Cxa((z]) y por lo tanto
(5) a((z]) € CxZ. De (4) y (5) resulta que (6) (a(z)] Na((z]) = 0, lo que contradice (*).
n

Un conjunto ordenado X se dice completamente simétrico si existe un antiisomorfismo
“de X que a su vez es una involucién de X. _

;Un conjunto ordenado simétrico ¢s completamente simétrico? Esto es: si existe un anti-
isomorfismo de un conjunto ordenado X se deduce que existe algiun antiismorfismo que
es una involucién de X. La respuesta cs negativa. G. Birkhoff [4] dice que existe un
conjunto ordenado finito simétrico que no es completamente simétrico y cuyo nimero de
elementos es menor que 18, pero no indica cuél es. A. Diego indicé el conjunto ordenado
X, con 24 elementos, cuyo diagrama se encuentra en la siguiente figura, que es simétrico
y no cs completamente simétrico.
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La biyeccién o de X definida como producto de ciclos del siguiente modo:
a = (almz)(beng)(fkrw)(cdop)(gisu)(hjtv).

es un antiisomorfismo.

33
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7 Ejemplos de dlgebras de De Morgan

Vamos a indicar los ejemplos mas sencillos de conjuntos ordenados finitos II completa-
mente simétricos con n elementos (n = 1,2,3,4). En cada caso indicaremos I) el reticulado
distributivo Ay cuyo conjunto de elementos primos es isomorfo a II; 11) Las posibles fun-
ciones v : IT — II que verifican I1) e 12); III) Las posibles negaciones que se obtienen a
partir de cada % de acuerdo con el resultado indicado en el Lema 6.0.4.

Ejemplo 7.0.1 II tiene un sélo elemento que representaremos por el simbolo 1, esto es
Tl = {1}. En este caso eziste una tnica funcién de Il en 11, a saber (1) =1

11 A 1
I [ =To01]
o 0 [==1117]

Ejemplo 7.0.2 El conjunto II tiene 2 elementos.

a) Diagramas:

o An

: , 1

o} o a<>b
a b

0
[_=]alb] [ _=fofelb]1]
¥ (z) a__b_' ~yz||1]|blall
Pa(z) | b | @ ~ex|I]alb]0

b) Diagramas:

II An 1

II a

a 0
[ =lal1] [_clolall]
[é@ [ 1]a] [~=zl1]e]0]

Ejemplo 7.0.3 El conjunto II tiene tres elementos.

a) Diagramas:
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I

L_efajblc] 1]
Pi(z) flalbdlec 0
wolz) ffafc|d 0
Ps{z) el b]a 0
Ya(z) | bl a]c 0

Observemos que las dlgebras de De Morgan (Ap, ~2), (An,~3) ¥ (An, ~4) son iso-
morfas.

b) Diagramas:

I1 An

) a

zjalbld] [_=z[0faJblc[d]1]
Y@) [aldfb] ~c[1]dfclbfa]0]
c) Diagramas:
An 10
I
1 b @
b a Q
a 0 ©
L _zfelb1] l_=zlolalb]l1]
[ [ 1]b]a] [~=z[s]b]a]0]
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Ejemplo 7.0.4 El conjunto Il tiene cuatro elementos.

a) Diagramas:

a b c d

[ =zfelb[c|d]

Yi(z) falblc|d

Polz) | a| bl d}c

Ys(z) | ald|c|b

Ya(z) | a|lcjb|d

Ps(z) | blajd]c

Ye(z) | blalcld

Yr(z)c|dlalb

Pg(x) clblald

Yolz) [ d| c|b]a

Pio(z) | d blcla
[ =folalblcldlelflalrlililk]t|m[n]1]
~]z1nmlkihjfegdcba0
szl iln|m|k{l|i|lg|flile|hjcid|b|a|D
szl 1| n| k| l|mlg|hle|fldli|b}lc dlalo
.zl m | [ m|k|h|ililelflg|dld]c al0
~sz |1 m|nl| k|| fle|lg|h|e|ilc|djalb]l
~sz|1|m|n|l{klililhlgle|f diclalb]|O
Sz 1| 1| k| n|m|elh|lg|fli|i|blald]|c|O
~8x1—_l—"'r'n””rikjhifgedabc0
oz T E|[ T m|n|e|flilh|i|glalblc|d|0
oz I k| m| T n|fle|j|i|hlglalc|b|d|O

Observemos que las dlgebras de De Morgan
(An,~2), (Am,~3), (Am, ~a), (A, ~6), (Am,~8) ¥ (An, ~10) son isomorfas y tam-
bien lO Son (An,’\-‘5), (An,N7) Yy (An, Ng).
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b) Diagramas:

h d
dI f</0\
(0] O c P > g
. N
e N
a b
U0
L_zlelb]c]d] L _zlolelbl[cld]e[flg[h]i[s]1]
iz)albdld]c ~az || 1{jlilhlefd|lglflc|lblal0
Yalz) | 0l ald]c ~ozffIli|jlhield|flglclalblO
¢) Diagramas: |
I c An
5 c
do a
zlaelb]c]d] L _=z[0flalb[c]d[el[f]1]
Y(z)[clbla]d] L~z[1[fle[d[c]b]a]0]
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d) Diagramas:

I
b I d
1L
[ zlelblcld]
P(z)ffblaldic
hai@) | dlclb]e]
e) Diagramas:
I ‘
c d An
c d
a b
a b
[ =z]afblc|d] [ cfofafbfcld]ell]
Pi(z) | cld|aibd ~z | 1]ldlclblalell
¢2($)_d_C~gE ~o T || 1 cldlalblelO
f) Diagramas:
I
1
a b b
c
[_=zafblc]l] [ =]ofafb]c[d]1]
P(z)ffalb|l]c ~z||1lblaldiclO

Yo(z) | O lall]c ~pz | 1lalbldlc|O
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g) Diagramas: 11

IL_zlelblcld]
L) [dlclb]a]

h) Diagramas:

S

N\

[ =z]0]a dlelfl1]

[~ef1]c l l l blflo]

An
1 0
c 0O
b O

a O

00

[_zlofa]blc]l]

[~=z[1]clbla]0]
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8 Sistemas deductivos

8.1 Filtros simples

Si A es un reticulado de De Morgan, A’ un &lgebra de De Morgan y h un homo-
morfismo de A sobre A’. Denominaremos nucleo del homomorfismo k al conjunto
D={ze A:h(z)=1}. ‘

Decfinicién 8.1.1 Una parte D de un reticulado de De Morgan se dice un sistema
deductivo si verifica:

D1) D es un filtro.
D2) Sia € D,a-» b€ D entonces b € D. (modus ponens).

Un sistema deductivo se dice propio si D # A, [2].

Proposicién 8.1.1 Si h es un homomorfismo de un reticulado de De Morgan A sobre
un dlgebra de De Morgan A’, su niicleo es un sistema deductivo. (Bialynicki-Birula) (3].

Dem. Sca D el nicleo de h. Como h es epimorfismo 1’ = h(a),a € A, luegoa € Dy
por lo tanto D # 0.

Sean a,b € D entonces h(a) = h(b) = 1’ de donde h{a A b) = h(a) A h(b) = 1" A1 lo que
implica qucaA b€ D.

Siae Dya <b, entonces 1’ = h(a) < h(b), por lo tanto h(b) =1y b€ D.

Sia€ Dya-»be D, entonces h(a) = 1’ = h(a —» b) = h(~ a V b) =~ h(a) V h(b) =

~ 1"V h(b) = 0"V h(b) = h(b), de donde b € D. |

Observacién 8.1.1 En un reticulado de De Morgan pueden existir filtros que no son
sistemas deductivos. Fn el Ejemplo 7.0.2 a), cl filtro F = F(a) = {a, 1} no es un sistema
deductivo, ya que a € Fla » b=~yaVb=aVb=1€ F,yb¢ F.

Tambien ezisten subconjuntos de reticulados de De Morgan que verifican D2) y no verifican
D1). En el ejemplo indicado precedentemente el subconjunto X = {0,1} verifica D2) pero
no es un fillro.

Lema 8.1.1 Un sistema deductivo D es propio si y sdlo si d € D implica ~ d ¢ D.

Dem. Sea D un sistema deductivo propio y supongamos que existe d € D tal que
~deD.Como~d<~dVz=d-»zentonces d,d —» = € D, para todo z € A. Luego
z € D, para todo z € A y por lo tanto D = A, contradiccion.

Reciprocamente si D = Ay d € D entonces ~ d € D, lo que contradice la hipétesis. B

Darcmos cl nombre de contradicciones de un reticulado de De Morgan A a los elementos
de la forma z A ~ z, con z € A luego

Corolario 8.1.1 Un sistema deductivo D es propio si y sélo si D no contiene contradi-
cctones.

Proposicién 8.1.2 Un dlgebra de De Morgan A es un dlgebra de Boole si y sélo si todos
sus filtros son sistemas deductivos.
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Dem. Supongamos que A es un &lgebra de Boole y sea F' un filtro de A tal que
a, a—»be F. Como FesunfiltroaA(a—»b) € F. PeroaA(a—»b)=aA(~aVbd)=
(an~a)V(aAb) =0V (aAb)=aAb. Luego tenemos que a Ab € Fy comoaAb<yb,
y F es un filtro entonces b € F, por lo tanto F es sistema deductivo.

Para probar la reciproca basta verificar que aA ~ a = 0, para todoa € A. Sea a € A
y consideremos F' = F(a A ~ a). Como a A ~a < aV ~ a entonces (1) aV ~a € F.
Ademds (2) (aV~a) »0=~(aV~a)VO=~aAa€ F. De (1) y (2) resulta por ser
F' un sistema deductivo que 0 € F. luego a A ~ a <0, y en consecuenciaaA~a =0 N

Observemos que si F, y F; son dos filtros de un reticulado A entonces F,NFy # §. Como
F1 7’1 @y Fz # @ existen (1) f1 € F1 Y (2) f2 € F‘Z, como (3) fl _<_ fl\/fg Yy (4) f2 S f]Vfg,
de (1) y (3) resulta por ser Fj un filtro qué f, V fo € Fy, y de (2) y (4) resulta por ser F,
un filtro que f; V fa € F, luego f1 V fo € F1 N F,. Entonces se prueba sin dificultad que
Fy N F, es un filtro de A.

Luego en particular si P es un filtro primo de un reticulado de De Morgan A cntonces
PN (P) es un filtro de A, donde ¢ es la transformacién de Birula-Rasiowa.

Definicién 8.1.2 A todo subconjunto F de un reticulado de De Morgan A de la forma
F = PNg(P), donde P € P(A) y ¢ es la transformacién de Birula-Rasiowa, daremos
el nombre de filtro simple.

Lema 8.1.2 Todo filtro simple de un reticulado de De Morgan es un sistema deductivo
propio.

Dem. Sea F un filtro simple de A, esto es F' = PNy(P) donde P € P(A). Como F C P
y P es propio, entonces F es propio. Supongamos que a, a —» b =~ aVb € F = PNy(P).
Entonces (1) a € P, (2)a€ ¢(P), (3) ~aVbe P, (4) ~aVbe o(P). De (3) resulta
por ser ¢(P) un filtro primo, que ~a € p(P) 6 b€ P. Si ~ a € p(P) = [ ~ P, entonces
~ a ¢~ P, lo que contradice (1). Por lo tanto b € ¢(P). De (3) se deduce que ~ a € P
6 b€ P.Si~ a€ P, obtenemos que a € ~ P, lo que contradice (2). Por lo tanto b € P.
Como b € p(P) y b€ P entonces b € F = PN p(P), lo que prueba que F es un sistema
deductivo. |

Corolario 8.1.2 Todo reticulado de De Morgan con mds de un elemento posee sistemas
deductivos propios.

Dem. Si A es un reticulado de De Morgan con més de un elemento entonces A contiene
por lo menos un filtro primo P, luego F = P N ¢(P) es un sistema deductivo propio. W

Los resultados anteriores justifican la siguiente:

Definicién 8.1.3 Todo filtro de la forma F = P N(P) se denomina un sistema deduc-
tivo simple.

Lema 8.1.3 En un dlgebra de De Morgan la interseccidn de una familia arbitraria de
sistemas deductivos es un sistema deductivo.

En un reticulado de De Morgan puede ocurrir que la interseccidn de una familia de sistemas
deductivos sea el conjunto vacio.
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Ejemplo 8.1.1 Sea A = Z y n > 0. Entonces F(n) = [n,+00) es un filtro primo

de A p(F(n)) = C = [n,+0) = C[—o0,—n} = [-n + 1,+00) = F(-n + 1). Entonces

F(n)Ne(F(n)) = [n,+00) N [-n+1,4+00) = [r,+00). 5 ﬂF(n) £ § entonces existiria
n>0

z € F(n), para todo n > 0 y por lo tanto n < z para todo n > 0, absurdo.

Definicién 8.1.4 Si A-es un reticulado de De Morgan se denomina sistema deductivo
engendrado por un subconjunto, no vacio, G de A ala interseccion de todos los sistemas
deductivos que contienen a G.

Proposicién 8.1.3 La familia de todos los sistemas deductivos propios ordenados por
inclusidn es inductiva superiormente.

Dec aqui resulta que:

Proposicién 8.1.4 Todo sistema deductivo propio estd contenido en un sisterna deducti-
vo mazimal.

8.2 Sistemas deductivos irreducibles
Definicién 8.2.1 Un sistema deductivo D se dice completamente irreductble si:
1) D es propio.

'2) Dada una familia {D;}icr de sistemas deductivos tales que D = (\;e; Di entonces
eriste i, € I tal que D;, = D.

Definicién 8.2.2 Un sistema deductivo D se dice irreducible si:
1) D es propio.

2) Si Dy y D, son sistemas deductivos tales que D = Dy N Dy, entonces D = Dy ¢
D = Dz.

Proposicién 8.2.1 Todo sistema deductivo completamente irreducible es un sistema de-
ductivo irreducible.

Lema 8.2.1 Dado un sistema deductivo propio D y ¢ ¢ D entonces la familia de los
sistemas deductivos que contienen a D sin contener a ¢ es inductiva superiormente.

Definicién 8.2.3 A todo sistema deductivo mazimal de la familia indicada anteriormente
denominaremos sistema deductivo ligado a D y a c.

Lema 8.2.2 Si D es un sistema deductivo propio y c ¢ D entonces todo sistema deductivo
ligado a D y c es completamente irreducible.

Dem. Si M un sistema deductivo maximal ligado a D y a centonces D C M y ¢ ¢ M.

Luego M cs propio. Supongamos que M = ﬂDi. Como ¢ ¢ M entonces existe ¢, € [ tal
iel

que c ¢ D;, (1). Como D C M C D;, para todo i € I entonces D C D;, yc ¢ D;,. En

consecuencia, como M es maximal M = D;,. n
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Corolario 8.2.1 Todo sistema deductivo propio es interseccion de sistemas deductivos
completamente irreducibles.

Teorema 8.2.1 Un sistema deductivo D es completamente irreducible st y sélo st D es
un sistema deductivo mdzimo entre aquellos que no contienen a un elemento c.

Existen sistemas deductivos irreducibles que no son completamente irreducibles.

Ejemplo 8.2.1 La recta R es un reticulado de De Morgan. Los filtros de R son de la
forma: I) F(a) = [a,+00) y II) F = {z € R : a < z}, donde a es un elemento fijo de
R. Los filtros de la forma I) y II) son primos y si a > 0 son sistemas deductivos simples.
Seaa >0y P = F(a) luego o(P) = {z : —a < z}. Por lo tanto, P C ¢(P), luego
D = PN(P) = P es un sistema deductivo simple. Consideremos el sistema deductivo

1 1
F(n), n € N. Sea r un numero real tal que — <, luego n — = > 0, y por lo tanto
n r

1
P.=F(n- —7:) es un sistema deductivo simple. Ademds F(n) = m P,, por lo tanto F'(n)
lgr

no es completamente irreducible.

Observacion 8.2.1 No todo sistema deductivo de un dlgebra de De Morgan A es de la
forma P N @(P), con P un filtro primo de A. En efecto sea A el dlgebra de De Morgan
que se indica a continuacion:

A 1=~ 0

d=~ ¢

a:wb b="\‘a

=~ d

0=~1
Figura 8.2.1

D = {d,1} es un sistema deductivo. Sus filtros primos son: F(a), F(b), F(c) y F(1). Se
verifica facilmente que D # F(z) N(F(z)) cualquiera sea el filtro primo F(z). Luego no
todo sistema deductivo es de la forma P N ¢(P), donde P un filtro primo.

Teorema 8.2.2 Todo sistema deductivo simple es un sistema deductivo irreducible.

Dem. Sea D = ¢(P)N P, donde P es un filtro primo, luego D # A. Supongamos que
existen sistemas deductivos Dy y D, tales que D = D; N Ds.

D=D,NDy =¢P)NP C P,ycomo Pesprimo (1)D; C P66 (2)D; C P.
ComoD = DN D,y = p(P)NP C o(P), y p(P) es primo entonces (3) D; C ¢(P) 6
(4) Dy C p(P). '

Si se verifican (1) y (3) (andlogamente (2) y (4)) se tiene que D} C PN(P) = D y como
D C D;, entonces D = Dj. :

Supongamos que se verifican (1) y (4) y que D # Dy y D # Dy, luego existen a € D; \ D
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y b € Dy \ D. Probemos que ~ b € @(P). Si ~ b ¢ o(P) entonces ~ b € Lp(P) =~ P,
luego b € P. Como b € D, de (4) b € p(P), entonces b € P N (P) = D, contradiccién.
Como a € D; C P, entonces a € P, de donde se deduce que ~ bVa € PNy(P) = D. Como
D C D3,b »a€Dyybe€ D,y porlotantoa € Dy y como a € Dj,a € DynNDy; =D,
contradiccién. Luego D = D, 6 D = D,. Si se verifica (2) y (3) la demostracién es
aniloga. A » n
Indiquemos algunos resultados que nos permitirdn responder la siguiente pregunta:

i Todo sistema deductivo irreducible cs un sistema deductivo simple ?

Tcorcma 8.2.3 S5i P y Q son filtros primos tales que P N (P) = Q N(Q), entonces
P=QdJ¢P=yQ).

Dem. Sca S = PNp(P) = QNep(Q). Luego (I) PNe(P) € Qy (I1) PNy(P) C ¢(Q)-
De (J) teniendo en cuenta que @ es primo sc deduce (1) P C Q 6 (2) ¢(P) C Q.
Analogamente, de (J7) como (Q) cs primo obtencmos (3) P C @ 6 (4) p(P) C ¢(Q)

6 sus cquivalentes (3) @ C(P)y (4') Q C P.

Si sc cumplen (1) y (4) cntonces sc cumplen (1) y (4'), por lo tanto P = Q. Si se cumplen
(2) y (3) esto es (2) y (3'), entonces @(P) = Q, luego P = ¢(Q). Si se cumplen (1) y (3)
esto es (1) y (3'), luego P C (P), y por lo tanto S = PNp(P) = P = QNy(Q), y como
P cs primo entonces P = Q 6 P = ¢(Q).

Si sc curnplen (2) y (4) luego (4'), entonces @(P) C Py por lo tanto § = PN y(P) =
o(P) = QNp(R), y como ¢(P) es primo entonces (P) =Q 6 P =Q. |

Acabamos de probar que si un sistema deductivo irreducible I se puede escribir en la
forma I = P N(P), donde P ¢s primo, entonces csta representacion es unica.
Determinemos la situacién de los filtros primos Py ¢(P) cn la familia de todos los filtros
primos quc conticnen a un sistema deductivo irreducible 7.

Lema 8.2.3 51 S = PN (P) y los filiros P y ¢(P) son incomparables entonces P y
w(P) son los dnicos filtros primos minimos que conlienen a S. Si P es comparable con
@(P) entonces S =P ¢ S = ¢(P).

Dem. Sca @ un filtro primo que contienc a S. Entonces P N (P) C @, lo que implica
que P C Q 6 o(P) C Q, lo que prueba quc P y ¢(P) son filtros primos minimos en la
familia de los filtros primos que contienen a S. La demostracién de la segunda parte del
lema es inmcdiata. |

Si todo sistema deductivo irreducible I fucse un sistema deductivo simple entonces si /
es primo debe tenersc que P C @(P) e I = PN (P). Si I no es primo deberfan existir
solamente dos filtros primos minimos P, y P, que contienen a [ y ademés P = ¢(P).

Lema 8.2.4 Si F es un filtro de un dlgebra de De Morgan A que verifica FN ~ F = §,
y P un filtro primo tal que (I) F C P y (II) PN ~ F = 0, entonces o(P) cumple las
siguientes condiciones (I') F' C o(P) y (II')

e(P)N~F = 0.

Dem. Si FN ~ F = () entonces F no contiene contradicciones. En efectosi zA ~z € F
para algin z € A entonces (1) z € Fy (2) ~z € F. De (2) resulta (3) z € ~ F luego
de (1) y (3) z € FN ~ F absurdo. De (/) obtenemos que ~ F C~ P y entonces



Algebras de De Morgan 45

o(P) =0~ P CC~ F, porlo tanto (II') (P)N ~ F — . Resta probar que F C ¢(P).
Caso contrario existiria un elemento f € F tal que f ¢ @(P) lo que implica que feFy
f e~ P. Entonces ~ f €~ F y ~ f € P, por lo tanto ~ f € PN~ F, lo que contradice
(In. |

Teorema 8.2.4 Un filtro es un sistema deductivo propio st y sélo si es interseccion de
sistemas deductivos stmples.

Dem. Sea F un filtro tal que F' = ﬂS", donde los S; son sistemas deductivos simples.
i€l
Como F C S; y S; es un filtro propio,eentonces F es un filtro propio. Ademds como F es
interseccién de sistemas deductivos entonces F es un sistema deductivo.
Reciprocamente, sea D un sistema deductivo propio. Entonces D no contiene contradic-
ciones si y sélo si DN ~ D = @. Como ~ D es un ideal disjunto del filtro D, entonces
por un teorema de M. Stone (ver por ejemplo [33]) existe un filtro primo P que verifica:
(I)D(_ZPy(II)POND-——(Z).SiD=C~DentoncesD:P:CNP-:(p(P),ypor
lo tanto D = P N(P), lo que implica que D es un sistema deductivo simple.
Supongamos que D # 0 ~ D, entonces ~ D # CD. Sea z € [(DU ~ D). Vamos a
probar que existe un sistema deductivo simple que contiene a D disjunto con ~ Dy
que no contiene a z. Para ello consideremos el ideal gencrado por ~ D y z, esto es
(W)WI=~DVIE)={i=aVzn:zae&~vDy2z < z} y probemos que (2) IND =0.
Los elementos de I son de la forma i = z; V 23, donde z; €~ Dy z; < z lo que implica que
zy =~d,cond € Dy z, <z, entonces ¢ =~ dVzy,cond € Dy z Sz Probemos que
i1¢D.Sii=~dV2z2= d —» zo € D entonces comod € Dy D es un sistema deductivo
resultarfa por modus ponens que z; € D, luego como 23 S resulta que z € D, contradic-
cién, ya que z € (DU ~ D) = CDNC ~ D, lo que implica que = € CDyzel~D,
y en particular z ¢-D. Luego vale (2) IND = @. Como el ideal I es disjunto del filtro
D, entonces por un teorema de M. Stone, existe un filtro primo P tal que 3yDcCP
y (4) PNI =0, en particular (4') PN~ D = 0 ya que de (1) resulta que ~ D C Iy
entonces PN~ D C INP =0. De (3) y (4), por el Lema 8.2.4 obtenemos (5) D C ¢(P)
y (6) p(P)N~ P =0.
De (3) y (5) se deduce (7) D € PN¢(P) = S,un sistema deductivo simple. De S C P, de
(4) obtenemos que SN I = 0, luego = ¢ S. Acabamos de probar que si D es un sistema
deductivo propio y si T € C(DU ~ D) entonces existe un sistema deductivo simple S tal
que (J) DS S, (I SNn~D=0y (IIl)z ¢ S, luego D es interseccién de sistemas
deductivos simples. Si llamamos S, = P N¢(P), entonces D = ﬂ S;. |
¢ DU~D

Corolario 8.2.2 Todo sistema deductivo completamente irreducible es un sistema deduc-
tivo simple.

Dem. Sea C un sistema deductivo completamente irreducible, entonces por el teorcma

anterior, existe una familia de sistemas deductivos simples {S;}ier tal que C' = ﬂS,-, lo
i€l

que implica, por ser C' completamente irreducible, que existe i € I tal que C = S;y

entonces C es un sistema deductivo simple. u

Corolario 8.2.3 Todo sistema deductivo mdzimo es un sistema deductivo simple.
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Dem. Todo sistema deductivo méximo es un sistema deductivo completamente irre-
ducible. |
No todo sistema deductivo méximo M es de la forma M = UNe(U), con U un ultrafiltro.
En cfecto consideremos el dlgebra de De Morgan A indicada en el siguiente ejemplo:

- Ejemplo 8.2.2

¢ 1=~9  Los filtros primos son: P, = FQ1), P, = F(b), P» = F(a).

A & bemoa Luego U = P3 cs un ultrafiltro, o(P) = P, @(P2) =
- Py, @(P;) = Py, y los sistemas deductivos simples son

o a=rb Slzplﬂtp(Pl)zPlﬂszPl, ,ngpgn(p(Pg)':
Pzﬂpz = Pg, S3 = P3ﬂ<p(P3) = P3 ﬂPl = Pl. Como

S g=n S3=UnNe(U)= P C P, =235, entonces S3 no es un sistema

deductivo maximo.
Figura 8.2.2

Definicién 8.2.4 Daremos el nombre de radical de un dlgebra de De Morgan A a la
interseccion de todos los sistemas deductivos mdrimos de A y lo notaremos Rad A. Si
Rad A = {1} diremos que el dlgebra A es semisimple.

En el cjemplo anterior el unico sistema deductivo méximo és F(b) = {b, 1}, luego Rad A =
{b,1}, lo que implica que A no es semisimple.

Consideremos cl dlgebra de De Morgan (4, ~) indicada en el Ejemplo 7.0.4, ) y cuyo
diagrama se indica a continuacién:

A
~a=c
~ f
~c=a

Figura 8.2.3

entonces la operacién —» esta indicada en la tabla siguiente:

ll—gumafbmdielfllll

1111131111111
ajfcicicic|1]|1}cyl
bilejeljejljelele|l
cllajalfjclelejf]|1l
dlfdleld|1|d|ele|l
elffbi{fiblc|djejf]|l
flfiftficlefelfll
140lalblcldle] f]1l




Algebras de De Morgan 47

Los sistemas deductivos simples son : S; = F(a) N o(F(a)) = F(a) N F(d) = F(e).
Sy = F(b) Np(F(b)) = F(b)N F(c) = F(c). S1 y S son los dnicos sistemas deductivos
méximos, por lo tanto Rad A = F(e) N F(c) = {1}, luego A es semisimple.

El conjunto A" = {0,a,c,1} es una subélgebra de A isomorfa a la del Ejemplo 8.2.2,
la cual como hemos visto no es semisimple. Esto muestra, en virtud del teorema de
Birkhoff, indicado a continuacién, que las dlgebras semisimples no pueden caracterizarse
por igualdades.

Teorema 8.2.5 (Birkhoff). Para que una clase K de dlgebras pueda caracterizarse por
tgualdades es necesario y suficiente que:

1) Las subdlgebras de un dlgebra de la clase K sea un dlgebra de la clase K.
2) El producto cartesiano de dlgebras de la clase K sea un dlgebra de la clase K.

8) Toda imagen homomdrfica de un dlgebra de la clase K sea un dlgebra de la clase K.

Dado un reticulado de De Morgan representemos por M, C, S, Z. las familias de los
sistemas deductivos méximos, completamente irreducibles, simples e irreducibles de A,
respectivamente. Entre estas familias existe la siguiente relacién: M CCC S CT.
Ademais:

1) M # C En el ejemplo 8.2.2, los sistemas deductivos son Dy = {1} y D, = {b,1} lo
que prueba que D; es completamente irreducible y no es méaximo.

2) C # S Sabemos que la recta R es un reticulado de De Morgan, y P = F(3) =

{z € R;z > }} es un filtro primo de R luego ] =~ P = {z : z < —3}} luego

@(P)=C~P={z:z>-3}yporlo tanto PNy(P) = P. Luego P es un sistema

deductivo simple. '

Sea z tal que 0 < z < 3, y consideremos el filtro primo F(z), luego F(z)Np(F(z)) =

F(z) y por lo tanto F(z) es un sistema deductivo. Ademés P = m F(z), y no
0<z< 3

existe z, 0 < z < -:12- tal que F(z) = P, luego P no es completamente irreducible.

De lo precedente se deduce que M C C C S CZ. No sabemos si § # Z.

Observacién 8.2.2 En el caso finito la nocidn de sistema deductivo irreducible coincide
con la nocidn de sistema deductivo completamente irreducible, esto es, en el caso finito
C =1, luego tenemos que M CC =8 =1.
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9 Reticulados y algebras de De Morgan simples

9.1 Introduccién

Definicién 9.1.1 Un reticulado (dlgebra) de De Morgan A se dice simples si contiene
mas de un elemento y sus unicas imagenes homomdrficas son isomorfas a un reticulado
(dlgebra) con un sdlo elemento o a un reticulado (dlgebra) isomorfo a A.

Vimos quc si Py cs una familia de filtros primos de un reticulado (dlgebra) de De Morgan
A, invariante por ¢ entonces podemos considerar el cociente A/Py. Si P es un filtro primo
dc un reticulado (dlgebra) de De Morgan Ay Py = {P, ¢(P)} entonces Py es una familia

dc filtros primos invariante por ¢. Observemos que C; = () P = PNe(P)y G =
PePy

C( U P) =CP N~ P son clases de equivalencia médulo Py y que ademds C; V Cp = Cy
PePo
y ~ Cy = Cy. Encfecto: siz € Cyey € Cyentonces z € PN(P)ycomoz <zVyy Py

©(P) son filtros tenemos que zVy € PNp(P) luego C1VCy = C(z)VC(y) = C(zVy) = Ci.
Dez € PNo(P) resulta que z € Py z € p(P) =~ (P luego ~z €~ Py ~z € CP,
esto es ~ z € Cp por lo tanto ~ C) =~ C(z) = C(~z) =

A los efcctos de determinar los reticulados (dlgebras) de De Morgan simples vamos a
probar el siguicnte resultado:

Teorcma 9.1.1 Si P es un filtro pmmo de un retzculado de De Morgan A y Py =
{P,p(P)} entonces:

a) A= A/Py es isomorfo a Ma, M3 0 a My.
b) El epimorfismo natural h:A — A’ tiene por nicleo al sistema deductivo simple S =

Pnp(P).

Dem. Claramentc Py es invariante por . Para esta familia de filtros primos podemos
tener los siguientes casos:

1) P =¢(P).
Sabemos que C; = P Nyp(P) = Py Cy = C(PU(P)) = CP son clases de

equivalencia, médulo Py. Ademds claramente son las Unicas clases de equivalencia
y como C; VCy = Cy y ~ C; = Cy tencmos que A’ = A/Py = M,

A

G

P = ¢(P)
Co
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2)

P y ¢(P) son comparables y diferentes. Supongamos que P C ¢(P).

Sabemos que C; = P N@(P) = Py Cy = A\ (P U p(P)) = Cp(P) son clases de
equivalencia, médulo Py. Ademis si z € p(P) \ P entonces Cy = C(z) = p(P)\ P.
Claramente Co V Cy = Ca y Co V C; = Cy. Ya sabemos que ~ C} = Cy. Ademas
siy € Cy=@P)\Pestoesy € p(P) =~ CP ey € CP, luego ~ y € LP e
~y €~ CP = o(P), por lo tanto ~ y € @(P)\ P = Co. Tenemos asi que ~ Cp = C
y en consecuencia A’ = A/Py = M.

Si p(P) C P, se demuestra en forma andloga que A’ = A/Py = Mj.

P y (P) son incomparables.

.al
Gy
® a3 ® (o

Cs Cy

P w(P)

Obervemos que PN ~ P # (), en efecto si PN ~ P = () entonces P C C~P=p(P),
absurdo. En forma analoga se prueba que ¢(P)NCP # 0. Claramente existen cuatro
clases de equivalencia, a saber: C; = PNy(P), Co = ¢(P)N CP, C3 = PNlyp(P) =
PN~P,Cy=C0PnCp(P)=A\ (P Up(P)).

Sig; € C;,i=0,1,2,3 entonces C; = C(a;). Vamos a demostrar que las operaciones
de V y ~ en el conjunto cociente estan dadas por la siguiente tabla:
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VGGG G~ Cl
Co Co Cz 03 C] C'1

CZ CZ CZ Cl Cl _“__C_"Z _;_

03 C() C] C3 C'1 03___,
01 C] Cl -Cl Cl . Co I

Probemos que C} V C; = C;. Como Cj es un filtro, a; € C1 y a1 < a1 V a4, para
t = 0,2,3 entonces a; Va; € C) para 1 = 0,2,3 y en consccuencia Cy V C; =
C(CL]) \2 C(G,,') = C(a1 \Y a,-) = C'(a.l) = Cl.

Probemos que Cp V C; = Cz. Como ay € (P) \ P, en particular a; € ¢(P) luego
como ¢(P) es un filtro y az < az V ap tenemos que a; V ag € ¢(P). Siay Vag € P
cntonces como PP es un filtro primo tendremos que a; € P 6 ag € P, aburdo. Luego
az Vag € o(P)\ P = C,. En forma anéloga se demuestra que Cp V C3 = Cj.
Probemos ahora que C; V C3 = C;. En efccto como ay € o(P)\ Py az € P\ ¢(P)

entonces cn particular a; € @(P) y a3 € P, luego como a2, ag < a;Vazy ¢(P)y P

son filtros tenemos que a; Vaz € (P)N P = C}.

Ya sabemos que ~ C) = Cy y que ~ Cy = C;. Probemos que ~ C3 = C3. En efecto
como a3 € P\ ¢(P) = PN~ P entonces az3 € Py az €~ P luego ~ a3 €~ Py
~ a3z € Py en consecuencia ~ a3 € PN~ P = ().

Acabamos asi de probar que A/Py es isomorfa a My. . |

9.2 Determinacién de las algebras simples

Tecorema 9.2.1 Si A es un reticulado de De Morgan (dlgebra de De Morgan) simples
entonces A es isomorfo (isomorfa) a My, M3 6 a My.

Dem. Si A es un reticulado de De Morgan (4lgebra de De Morgan) simples entonces
en particular cs un reticulado de De Morgan (4lgebra de De Morgan) con mas de un
elemento, luego existe por lo menos un filtro primo P de A. Consideremos la familia
Py = {P,p(P)}, luego A’ = A/Py es un imagen homomérfica de A. Por el teorema
antcrior sabemos que A’ ticne mas de un elemento luego como A es simple A’ es isomorfo
(isomorfa) a A, csto cs A cs isomorfo (isomorfa) a My, M3 6 a My. |

Lema 9.2.1 Si P es un filtro primo de un reticulado de De Morgan A tal que:
1) P y @(P) son comparables,
2) Existeb € A tal que b, ~ be P,

entonces b, ~ b ¢ p(P) y ademds o(P) C P.

Dem. Por el Lema 6.0.3 si P es un filtro primo entonces ~ z € P <= z ¢ ¢(P),
lucgo de 2) resulta que b=~ (~ D) € P < ~bg p(P)y ~be P < b¢ o(P).

Si P C ¢(P) entonces dado b € P tenemos que b € @(P), contradiccién, luego por 1) :
p(P) C P. |
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10 Teorema de representacién de Birula-Rasiows

10.1 Preliminar,es

Vamos a aplicar los resultados demostrados anteriormente al siguiente teorema de repre-
sentacién:

Teorema 10.1.1 Si A es un reticulado de De Morgan con mas de un elemento y A no
es simple entonces A es producto subdirecto de dlgebras de De Morgan simples.

Dem. Como A tiene mas de un elemento entonces la familia de los P = {Pr}rex
de los filtros primos de A es no vacia. Para cada k € K consideremos el conjunto
Sk = { P, (Fr)}. |

Sea J C K tal quesi j,j' € Jy j # j' entonces S; # Sj. Sabemos que cualquiera que sea
j€J, E; = A/S; es isomorfo a My, M3 6 a M. Consideremos el producto cartesiano de

los reticulados de De Morgan simples E; con j € J, esto es E = [] E;.

j€J
Para cada j € J sea h; el epimorfismo natural de A en E; y para cada a € A consideremos
la funcién H de A en E definida por:

Entonces tenemos que:

1) H(zAy)=H(z)A (y), donde z,y € A.
H(z Ay) = (hilz Ay)jes = (hi(z) A hiW))jes = (Bi(2))ies A (hi(¥))jes =
H(z) A h(y).
En forma andloga se prueba que:

2) H(zVy)=H(z)V(y), donde z,y € A.
3) ~ H(z) = H(~ z), donde z € A.

4) H es biunivoca.
Sean z,y € A tales que z # y luego £ £ y 6 y £ z. Supongamos que z £ y entonces
existe un filtro primo P; tal que z € Pj e y ¢ P;, por lo tanto si S; = {P}, p(F;)}
y hj es el epimorfismo natural de A en E; = A/S; tendremos que h;(z) # h;(y) y
por lo tanto H(z) # H(y).

De 1), 2), 3) y 4) resulta que H es un homomorfismo inyectivo y por lo tanto H es un
isomorfismo de A en A’ = H(A), y en consecuencia A’ es isomorfo a A.

Probemos que II;(A’) = E;, para todo j € J. Como h;(A) = E; entonces para todo
a; € E; existe a € A tal que hj(a) = a;. Sea o’ = H(a) € A', luego I1;(a") = I1;(H(a)) =
h,-(a) = aj.

Ademis II; no es un isomorfismo de A’ en Ej;, cualquiera que sea j € J. En efecto caso
* contrario existirfa j € J tal que A’ = E; y como A = A’ tendriamos que A = E; y por lo
tanto A seria simples, absurdo.

En el caso en que A sea un 4lgebra de De Morgan entonces H(1) = (h;j(1))jes = (15)jes =
1 € E y A’ es una subdlgebra de E que es producto subdirecto de algebras simples.
Esta demostracién se debe a A. Monteiro. La demostracién de Birula-Rasiowa utiliza
la representacién de un reticulado de De Morgan por un reticulado de De Morgan de
conjuntos. n
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Corolario 10.1.1 Los tnicos reticulados de De Morgan subdirectamente irreducibles son
los reticulados de De Morgan simples y las tinicas dlgebras de De Morgan subdirectamente
irreducibles son las dlgebras de De Morgan simples.

El tecorema antcrior se debe a Birula y a Rasiowa. Estos autores utilizan la representacién
dc los reticulados de De Morgan (4lgebras de De Morgan) por reticulados (lgebras) de
conjuntos (ver 4.2) para su demostracién. La demostracién que acabamos de indicar sc
debe a A. Montciro.

Sca P’ = {Pc}xex un conjunto separador de filtros primos de A, esto es el conjunto P’

verifica que dados dos elementos diferentes de A, existe P € P’ que contiene a uno dc

clementos sin contencr al otro. Sca P” = {p(P:)}kex. Para cada k € K consideremos el

conjunto Sk = {Pr, o(Fx)}.

Sca J C K tal quesi j,7° € Jy j # j cntonces S; # Sj. Observemos que {P;}jes

tambicn cs un conjunto scparador de filtros primos. Para cada j € J sea E; = E/S; y

E = [] ;. Entonces sc prucba como cn el tcorema anterior que A es producto subdirecto
jed

de los reticulados (dlgebras) E;.

Obscrvemos que csta representacion no es dnica, porque pucden existir mas de un conjunto

scparador dc filtros primos (salvo quc ¢l conjunto A sca finito).

10.2 Ejemplos

1) Vamos a representar la siguiente dlgebra de De Morgan:

A 1=~0
~a=c =~}
d=~d
~Cc=a b=~c¢

0=~1
En cste caso tenemos que la familia P de filtros primos de A, es
P = {Pl = [a‘)> P2,= [b)1 Py = [C)7 Py = [d)}

y o(P1) = Py, o(P2) = P5. Sean Si = {P,p(P)} = {P,Pa} y S2 = {P,0(P)} =
{P,, P;} . Como P; y P, son incomparables entonces E; = A/S; & M, y como P, C P3
entonces By = A/S; & M;.

Representemos con Cj(z), j = 1,2 la clase de equivalencia médulo S; que contiene al
elemcnto z € A, luego:

01(0) = {O,b} = 01, C’l(a) = {a,f,c} =, C](d) = {d} = dl,C'l(l) = {1,6} = 11 y
Ca2(0) = {0,a} = 0q, C1(b) = {b, f,d, e} = bz, C2(1) = {1,¢c} = 1,. Por lo tanto tenemos
que los epimorfimos hy y hy y el homomorfismo H : A — E; x E; estan dados por la
siguiente tabla:
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[ =] 0 [ a [ & [ e [ d | e | f | 1]
h](l’) 01 ay 01 ay ~ ___-.C‘i_]:‘___ B 11 b ay 1 l
ha(z) | 02 0, by 1, by l by l b l 1o I :

H(z) [ (0,02) [ (21,02) | (03,61) | (a3, 13) | (d1,2) | (10,62) | (e, 2} | (11, 12) |

En el siguiente diagrama indicamos con e los elementos de la subdlgebra H(A) de E =
E1 X Ez.

. T/ .b.?::Eleg
AN
. AR
1 >
O 0, ./R.
N

1
E1 L.I'l .
dy
01

2) Consideremos ahora el dlgebra de De Morgan:

A 1=~20
~c=f g=~a
~d=d b=~b
~f=c¢ a=~g

0=~1

En este caso el reticulado A es isomorfo al producto cartesiano de dos cadenas con tres
elementos cada una, pero el 4lgebra de De Morgan A es producto subdirecto de dos
dlgebras de De Morgan isomorfas a My.
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3) Sca A el dlgebra de De Morgan indicada a continuacion:

A 1=~0
~a=f g=r~c
~b=d b=~ d
~g=c a=n~ f

0=~1

En cste caso tcnemos que la familia P de filtros primos de A, es
P={P=[a), L=[b), Ps=1c), Pa=1[d)}

y o(P) = Pa, o(Ps) = Py. Sean Sy = {P1,o(P)} = {P, P2} y S2 = {Ps5,0(P3)} =
{Pa,P4} . Como Pl C Pz Y P3 C Pq entonces E1 = A/Sl = M3 Y Eg = A/Sz = M3.
Representemos con C;(z), j = 1,2 la clase dc cquivalencia médulo S; que contiene al
elemento = € A, luego:

C1(0) = {0,¢,d} = 0y, Ci(a) = {a,e, f} = a1, C1(1) = {b,9,1} = L1 y C2(0) = {0,a,d} =
0y, Calc) = {c,e,g}, C2(1) = {d, f,1} = 12. En este caso A= E; x E;.
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11 Imagenes booleanas de un reticulado de De Mor-
gan

11.1 Filtros regulares

Toda &lgebra de Boole es en particular un reticulado de De Morgan.

Definicién 11.1.1 Un dlgebra de Boole B se dice una imagen boolena de un reticulado
de De Morgan R, si existe una epiyeccién h: R — B que verifica h(z Ay) = h(z) A h(y),
h(z Vy) = h(z) V h{y) h(~ z) = —h(z), donde =,y € R, esto es si h es un epimorfismo
entre los reticulados de De Morgan R y B. ~

Es claro que si R es un reticulado de De Morgan entonces toda dlgebra de Boole con un
sélo elemento es una imagen booleana de R, que se denomina imagen booleana trivial.
Se plantea el problema de saber si un reticulado de De Morgan tiene imagenes booleanas
no triviales y en caso afirmativo como determinarlas.

Lema 11.1.1 Si h: R — B es un epimorfismo de un reticulado de De Morgan R en un
dlgebra de Boole B, entonces su nicleo D = {z € R : h(z) = 1} verificaz V ~ z € D,
para todo = € R.

Dem. h(zV ~z)=h(z)Vh{~z)=h(z)V—h(z) = 1. |

Definicién 11.1.2 Un filtro de un reticulado de De Morgan R se dice regular si verifica:
(MP) SiSia€ Fya-—»b¢€F entoncesbe F.

(T) xV~z€F, para todo z € R.

A los elementos de la forma zV ~ z daremos el nombre de tesis de R. Luego un filtro
regular de R es un sistema deductivo que contiene todas las tesis de R. Claramente R
es un filtro regular de R. Puede ocurrir que R sea el tnico filtro regular de R. Es lo
que ocurre en los Ejemplos 7.0.2 a) (A, ~;), 7.0.2 b), 7.0.3 (A4,~;), 7.04 (A, ~3), 7.0.2
(A,~2), 7.0.2 d) (A, ~1),(A,~2), 7.0.2 &) (A,~1), 4h, 7.0.2 &) (A, ~1), 7.0.2 f) (4, ~1).

Observacion 11.1.1 En el Ejemplo 7.0.1 el filtro F(1) verifica (MP) y (T), en el Ejem-
plo 7.0.2 el filtro F(a) de (A,~1) no verifica ni (MP) ni (T) y F(1) verifica (MP) y no
verifica (T) y en el Ejemplo 7.0.8 a) el filtro F(a) de (A, ~3) verifica (T) y no verifica
(MP). Por lo tanto si F' es un filtro de un reticulado de De Morgan R las condiciones son
independientes.

Lema 11.1.2 St h: R — B es un epimorfismo de un reticulado de De Morgan R en un
dlgebra de Boole B y D = {z € R: h(z) = 1} su nicleo entonces:

h(z) = hy) <= (z»y)A(y - z) € D.
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Dem. =) hiz » YAy - z) = (Rz) » hE) A (hy) - h(z)) =
(—h(z) v h5) A (~h{y) V h(z)) = (~ h(z) V h(z)) A (~h(y) V () = 1A 1= 1.

&)Si(z»y)A(y »z) € Dentonces (1) z»ye Dy (2)y—»z€D. De (1) resulta
1 = h(z - y) = h(z) —» h(y) = —h(z) V h(y) y por lo tanto h(z) < k(y). En forma
andloga de (2) se deduce h(y) < h(z). : L]

Si I es un filtro regular de un reticulado de De Morgan R y a,b € R notaremos a = b
(méd. D) o a = b para indicar que (a — b) A (b— a) € D.

Lema 11.1.3 Si D es un filtro regular de un reticulado de De Morgan R la relacién =
es una relacidn de equivalencia compatible con A,V y ~ .

Dem.

I) = cs una rclacion de equivalencia.

Ia) a=a. (@a—»a)A(a—»a)=~aVae€Ddado que D es un filtro regular.
Ib) Si a = b entonces b = ¢. Evidente.

Ic) Sia=byb=centonces a = c. Por hipbtesis (1) a » b€ D, (2)b»a€D,
3)b—+»ce Dy (4) c—»be D. Luego

(5) @a»b)—»(@a»c)=~(@»b)Vie>c)=

(a/\~b)v(~a'vC)= (@V~aVe)A(~bV ~aVe) >
(aV~a)A(~bVe)=(aV~a)A(b—»c).
Como D es un filtro regular (6) a V ~ a € D. Luego de (3) y (6) resulta por
scr D un filtro que (7) (@ V ~ a) A (b -» ¢) € D. Nuevamente teniendo en
cuenta que D es un filtro de (7) y (5) resulta (8) (a —» b) = (a = c) € D. De

(1) y (8) resulta por (MP) que @ —» ¢ € D. En forma anéloga se deduce que
c—»a€D.

II) = cs una congruencia.

Ila) Sia=a'y b=V entoncesaAb=a AY.

(aAb) = (0 AV) = ((@aAb) » a)A((aAb) »b) =
(e aYVE-—»ad)Alla>b)V(—»b)]=d Vds.

Como (@ —» a'),(b»b)e€D,a—»a <dy,b—»V <dpy D esun filtro resulta
que dy,d; € D y por lo tanto d; Vd; € D.
En forma andloga sc prueba que (a’ Ab) — (a Ab) € D.

Ilb) Sia=d' yb="V entoncesaVb=a V¥.

(aVvb) = (@' VV)=((avb) »a)V((aVb) —»bt)=
[(a—»a)A(—>d) Ve )AL=
(@ = a)V(a—» V) Afla—»a)V(b-»b)A
(b—»a)V(a=»)A[b—>a)V(b»b)=
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dy Ady Adz Ady.

Como (@ —» a'),(b—»b)e D, a—»a <d,a—»a <dy,b»b <dyyDes
un filtro resulta que (1) d;,d2,ds € D.
Ademas (2) (b—»a')V(a = b)) =~bVa'V~aVt =(a—»a)V(b—»V)eD.
De (1) y (2) resulta por ser D un filtro que (aVb) — (a’Vb’) € D. Anédlogamente
se prueba que (a’ V¥') —» (a VvV b) € D.

Ilc) Sia=a' entonces ~a =~ a'.
~a-»~ad =aV~ad=ad-»a€Dy~d »~a=a—»ad €D.

n
Dado z € R sea C(z) = {y € R: y = z}. Consideremos el conjunto cociente B = R/ =y
pongamos por definicién C(a)AC(b) = C(anb), C{a)vC(b) = C(aVvd), —C(a) = C(~ a).
Definiendo h: R — B = R/ = por h(r) = C(r) tenemos que h es una funcién suryectiva
que verifica: h{a) AR(b) = h(a Ab), h(a)V h(b) = h(aVb), —h(a) = h(~ a). Por lo tanto
B es un reticulado de De Morgan.
Vamos a demostrar que D = C(zV ~ z). Como zV ~ z € D entonces C(zV ~z) C D.
Probemos que: Si d € D entonces d = dV ~ d. En efecto d - (d V ~ d) =
(d-» d)yv({d-»~d)=(~dVvd)V(d —»~d) € Dycomo~dVde D entonces
d—» (dV ~d) € D. Ademas (dV ~d) »d=(d » d)A(~d—-d) = (~dVd)NA(dVd) =
(~dvd)Ad=deD.

Designemos con 1 a esta clase de equivalencia, esto es 1 = C(zV ~ z). Entonces
Cly) Al =Cly) ACyV ~y) = ClyA (yvV ~ y)) = C(y). Acabamos asi dc probar
que 1 es el tltimo elemento del reticulado de De Morgan B. Sea 0 = —1 entonces 0 cs

el primer lemento de By 0 = ~C(zV ~ z) = C(~ (zV ~ z)) = C(zA ~ ). Luego
Cz)V-C(z) =C(z)VC(~z)=C(zV~z) =1y Clz) A=C(z) = C(z) ANC(~ z) =
C(zA ~ z) = 0. Acabamos asi de probar que B es un élgebra de Boole. Ademds
Nuc(h)={z€R:hz)=1}={z€ R:Cz)=1}={z€R:z2=yV~y}=D.

Consideremos los reticulados de De Morgan indicados en el Ejemplo 7.0.4 f)

[ zJofa[b[cfd|1]
b ~z|1l[blafd]c 0“
~yzflllalb|d|c O”

En el reticulado (4,~): {z V ~1 z: z € A} = {d,1} y el filtro F(d) es regular. El
reticulado cociente es isomorfo a un dlgebra de Boole con 2 dtomos.

En el reticulado (A4,~3) {z V ~; z : z € A} = {a,b,d, 1} y el filtro F(c) es regular. El
reticulado cociente es isomorfo a un algebra de Boole con 1 dtomo.
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12 Factorizacion de Algebras de De Morgan

12.1 Introduccién

Recordemos diversos resultados de la teorfa de reticulados distributivos (ver por ejemplo
[33]). -

Si A cs un reticulado distributivo, con primer (0) y dltimo (1) elemento y a,b € A verifican
a < b cs bien conocido que [a,b] = {z € A : a < z < b} es un reticulado distributivo,
con primer (a) y tltimo elemento (b). Luego en particular (b] = [0,b] y [a) = [a,1] son
rcticulados distributivos, y si b # 0 entonces (b] es no trivial y si a # 1, [a) es no trivial.
Si ¢ ¢s un clemento boolcano de A, notarcmos con —c¢ su complemento booleano y con
B(A) cl conjunto de todos los elcmentos booleanos de A.

Lema 12.1.1 Si Ay y Ay son reticulados distributivos, no triviales, con primer y iltimo
elemento, entonces en A; X A, existe un elemento booleano, diferente del primer y tltimo

- elemento de A = A; X A,.

Corolario 12.1.1 S$i A, y A, son reticulados distributivos finitos, no trivales, en A; X Ay
eziste un clemento booleano, diferente del primer y tltimo elemento de A= Ay x As.

Dem. En cfecto z = (1,0) € B(A; X Az) y —z = (0, 1). |

Lema 12.1.2 Si A es un reticulado distributivo con primer y dltimo elemento (0 y 1
respectivamente) tal que existe b € B(A) \ {0,1} entonces Ay = (b] y Az = (—b] son
reticulados distributivos no triviales tales que A es isomorfo a Ay x As.

Lema 12.1.3 Si A es un reticulado distributivo con primer y tltimo elemento (0 y 1
respectivamente) tal que eziste b € B(A)\ {0,1}, A1 = (b], Az = (—b] entonces:

1) B(A1) = Ay N B(A), B(A) = A;N B(A).

2) Sia € B(A) entonces a = a; V az donde a; € B(A1) y az € B(A).
y st A es finito, no trivial, se verifica:

3) Sip € II(A) entoncesp € Ay 6 p € A,.

4) TI(A) = TI(A;) + TI(A3). Esto es el conjunto ordenado de los elementos primos de
A es la suma cardinal de dos conjuntos ordenados.

Obscrvacién 12.1.1 Observemos que la transformacidén hy : A — A; = (b] definida por
hi(a) =aAb, Va€ A es un epimorfismo de reticulados que verifica (1) hi(a) = a <=
a € (b y (2) Nuc (hy) = [b). En efecto, como 0 < aAb < b entonces aAb € (b]. Sia € (b]
esto es a < b, por lo tanto a = a A b luego hy(a) = a y si hi(a) = a esto esaAb =a
entonces a < b esto es a € (b]. h(1) = 1 Ab=b y claramente hy(z Ay) = hi(z) A hi(y)
yh(zVy) =h(z)Vh@). Nuch)={ze A : hz)=bl={zc A:zAb=10b} =
{ze A:ze[b)}.
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En forma andloga se prueba que la transformacién hy : A — A; = (~b] definida por
ha(a) = aA—b, ¥V a € A es un epimorfismo de reticulados que verifica (1) hy{a) = a <
a € (~b] y (2) Nuc (hy) = (),

Sea A un reticulado distributivo, no trivial, P(A) el conjunto de todos los filtros primos
de R, be B(A)\{0,1}, P, = {P € P(A) : b€ P}, A; = (b] y P(A,) el conjunto de todos
los filtros primos de A;. Probemos que (Py(A4), C) y (P(A;1), C) son conjuntos ordenados
isomorfos. Dado P € P(A) consideremos la siguiente funcién H(P) = PN A,. En primer
lugar vamos a probar que PN A; € P(A;). En efecto, como b € Py b € A, entonces
be PN A, Esclaroquesiz,y€ PNA, entonceszAy € PNA,. Sea (1) z € PNA,
e (2) y € A, tal que (3) z < y. Probemos que y € PN A;. Por (2) solo nos resta probar
que y € P. Por (1) tenemos que (4) z € P. De (2) resulta (5) y € A. De (4), (5) y (3)
resulta y € P. Luego PN A; es un filtro de A;. Probemos que es primo. Supongamos
que (6) zVy € PN A, donde (7) z,y € A;. De (6) resulta que zVy € P luego (8) z € P
6 (9) y € P. Si se verifica (8) entonces por (7) resulta z € PN A, y si se verifica (9) por
(7) tenemos y € PN A,.

Es claro que:

(I) Si P, P, € Py(A) son tales que P, C P, entonces H(P) C H(P,).

Probemos que: R

(IT) Si Py, P, € Py(A) son tales queH(P,) C H(P,) entonces P, C P,.

Sea z € P, como P, € Py(A) entonces b € P;, luego zAbE Py ycomozAbe (b= A

entonces zAb € PLNA, = H(P) luego por la hip6tesis hecha tenemos que zAb € H(P) =
P, N A; y en consecuencia z € P.

Finalmente probemos que: (III) H es suryectiva.

Sea P; € P(A;). Como b es el tltimo elemento del reticulado A; entonces b € P;. Sea
P el filtro generado en A por Py, esto es P = F4(P,), luego como b€ P, y P, C Fa(P)
tenemos que b € Fu(FP). Por la teoria de retxculados sabemos que:

t
Fi(P)={z € A: existen p1,ps,...,p: € P, tales que /\pi <z}
i=1

Sean z,y € A tales que z Vy € F4(P,) luego existen py,pa,...,pr € P tales que

t
N\ pi £ zVy. Observemos que como py,pa,...,0 € P y P, es un filtro de A; entonces

i=1
p—/\ptEPl Dep<zVyresultaque (1) p=pA(zVy)=(pAz)V(pAy). Como

pAz < < p < bentonces (2) pAz € (b] = A;. Anédlogamente teniemos que (3) pAy € (b] = A,.
Como p € P, y P, es un filtro primo de A; de (1), (2) y (3) resulta que pAz € P 6
pAy € P. Luego como P, C F4(P;) tenemos que p Az € Fu(P)) 6 pAy € Fa(Py).
ComopAz<zypAy <yentonces z € Fu(Py) & y € F4(P,). Acabamos asi de probar
que F4(P,) € Py(A). Probemos que H{(F4(P,)) = Py, esto es que F4(P1)N A; = P,. En
efecto, como P, C A; y P, C F4(P;) entonces P, C Fu(P1) N A;. Seaz € Fa(P)NA;
luego (1) z € Fa(Py) y (ii) z € A;. De (1) resulta que existen pq,p2,...,pr € P, tales que

(iii) /\ p; < z. Yasabemos que (iv) p = /\ pi € P De (iv), (iii) y (ii) resulta que z € P;.

=1 i=1
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Observacién 12.1.2 Consideremos los siguientes reticulados:
Ay

La transformacién h: A = A; definida por

meal A

es un epimorfismo de reticulados. Si Pa(A) es cl conjunto de todos los filtros primos de A
que conticnen al elemento d, entonces Pa(A) = {[a), [b), [c)}. Sin embargo este conjunto
no es isomorfo al conjunto de todos los fillros primos de A, que es {[z), [v)} El nicleo
de este homomorfismo es {d, 1} y el conjunto ordenado de todos los filtros primos de A
que contienen al nicleo no es isomorfo al conjunto de todos los filtros primos de A. (ver
[29], pag.49) '

b
T

a
0

c
Y

Supongamos ahora que A es un reticulado distributivo, finito no trivial, entonces P(A) =
(P : p e TA)}. Scan b € B(A)\ {0,1} y Th(4) = {lp) : p € TI(A) y b € [p)}
csto cs TIy(A) = {[p) : p € T(A) y b < p}. Consideremos el reticulado distributivo
Ay = (b] y sca II; = II(A;). Por los resultados anteriores sabcmos que los conjuntos
ordenados (Py(A),C) y (P(A1),C) son isomorfos. Por el Lema 12.1.3,5) sabemos que
TI(A;) = TI{A) N A,. Vamos a demostrar que cn este caso Iy(A) = II{(A;). En efecto, si
p € I1,(A) cntonces p € TI(A) y b < p, lucgo luego p € A;. Veamos que p € [1(A,). Por
hipétesis p # 0. Supongamos que (1) p < z; V y; donde z1,y1 € A;. De (1) resulta que
p = pA(z;Vy) = (pPAZ1)V(pVy1) luego como p € TI(A) tenemos que p = pAzy ép = pVuy,
estoes p < z; 6 p < 1. Reciprocamente supongamos que p € II(A;) = II(A) N A; luego
peTl(A) y pe A = (b] esto es p < b por lo tanto p € I1y(A).

12.2 Elementos booleanos fuertes

Dadas dos &lgebras de De Morgan 4; y A,, no triviales, consideremos el algebra de De
Morgan A = A; X A;. Sea z = (1,0) € A entonces ~ z = (0,1) y 2A ~ z = 0,0) y
zV ~ z = (1,1). Por lo tanto z es un elemento booleano de A y su complemento booleano
—z coincide con la ncgacién de De Morgan ~ z.

A. Montciro [29] introdujo la siguiente:

Definicién 12.2.1 Un elemento z de un dlgebra de De Morgan A, se denominard un
elemenio boolcano fuerte de A si:

BF1) z € B(A)

BF2) El complemento booleano —z de z coincide con ~ z.
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Al conjunto de todos los elementos booleanos fuertes de A lo notaremos con BF(A).

Si A es un 4lgebra de De Morgan, no trivial, entonces es claro que 0,1 € BF(A). De
la definicién precedente surge inmediatamente que BF(A) C B(A). Es claro que existen
dlgebras de De Morgan donde BF(A) = {0, 1}.

Si z € BF(A)\ {0,1} entonces también A; = (z] es un dlgebra de De Morgan, donde la
negacién estd definida por ~; £ =~ z A z, cualquiera que sea z € Aj.

Si z € BF(A)\{0, 1} diremos que z es un factor de A. Esta terminologia est4 justificada
por el siguiente: :

Lema 12.2.1 Siz es un factor de un dlgebra de De Morgan A, entonces ezisten dlgebras
de De Morgan A, y A,, no triviales, tales que A es isomorfa al dlgebra de De Morgan
Al X Ag.

Dem.  Por el Lema 12.1.2 sabemos que A; = (2] y A2 = (~ 2] son reticulados
distributivos no triviales y que el reticulado distributivo A es isomorfo al reticulado
distributivo A; x A,. Sabemos que la tranformacién o : A — A; x A, definida por
afa) = (a A z,aA ~ z) establece un isomorfismo de reticulados entre A y A, x Ap (ver
por ejemplo [33]).

Acabamos de ver que A; y A son dlgebras de De Morgan donde las negaciones estén
definidas por ~; T = TA ~ z para todo £ € A, y ~2 £ = ZA ~ 2 para todo z € Aj.
Probemos ahora que a(~ a) =~ a{a). Para ello observemos en primer lugar que aAz € A
luego ~; (aA2) =~ (aAZ)Az = (~aV ~2)Az=(~aAz)V(~zAz)=(~aAz)V0=
~ a A z. En forma andloga como aA ~ z € A, se prueba quc ~2 (aA ~ z) =~ aA ~ z).
Luego ~ a(a) =~ (aAz,aA ~ 2) = (~ (aA 2),~ (aA ~ 2) = (~vaAz,~ah ~ z) =
a(~ a). |

Observemos que en este caso la transformacién hy : A — (2| definida por:
hi(a) =anz Va€eA

es un epimorfismo de De Morgan. En efecto, ~1 hi(z) =~ (zA2) =~ (zA2Z) ANz = (~
zV ~ 2)Az = (~zAz)V(~ zVz) luego como z € BF(A) tenemos que ~ 2V z =0y por
lo tanto ~; hy(z) =~ Az = hy(~ z). En forma andloga se prueba que la transformacién
hy : A — A; = (~ z] definida por hz(a) = aA ~ z, V a € A es un epimorfismo de De
Morgan.

Observacién 12.2.1 Consideremos el dlgebra de De Morgan indicada a continuacion:
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Como b € B(A) entonces el reticulada distributivo A es isomorfo al producto de dos
reticulados distributivos (producto de dos cadenas con tres elementos). Sin embargo el
dlgebra de De Morgan A no es isomorfa al producto de dos dlgebras de De Morgan.

Sca A un algebra de De Morgan, no trivial, P(A) el conjunto de todos los filtros primos de
A, z€ BF(A)\{0,1}, P.={PeP(A):z¢€ P}, Ay = (2] y P(A1) el conjunto de todos
los filtros primos de A;. Ya sabemos que (P(A), C) y (P(A;), €) son conjuntos ordenados
via la transformacién H(P) = P 0 A;, cualquicra que sea P € P,(A). Adem3s tenemos
que Si P € P,(A) cntonces ¢(P) € P,(A). Si z ¢ o(P) = C4 ~ P entonces z €~ Py por
Jo tanto z =~ tcont € P,luego (1) ~ z=1E€ P. Como z € P entonces zA ~ 2 € Py
como z € BF(A): (4) 2A ~ z = 0luego 0 € P, absurdo. En consccuencia (P.(A), ) es
un cspacio de B-R. Si X € A, notaremos iy, X={ye Ai:yé¢ X} Enel algebra de De
Morgan Ay la transformacién de Birula-Rasiowa, @) estd definida por: ¢1(P) = Ca, ~1 P,
donde P € P(A;). Vamos a probar que los cspacios de B-R (P.(A),©) ¥ (P(A1),®1) son
isomorfos. Para cllo probaremos que: H(e(P)) = p1(H(P)),Y P € P,(A). Esto es que

CANPQA] =(,D(P)ﬁA1=EA1 ~1 I‘I(P)’—’—CAl ~1 (PﬂAl)

En efecto, scay € Ca ~ PN Aj lucgoy € Arey€la~ Pluegoy ¢~ Py por lo tanto
~y¢P. Siygla ~ (PN A;) entonces ¥y €~1 (PN A;) y por lo tanto y =~ t donde
t € PN A, esto es y =~ t Az donde (NtePy((2te A, luego ~ y = tV ~ z. Como
(B)t <tV ~z=~yde (3) y (1) resulta que ~ y € P, absurdo. Reciprocamente, sea
y € Ca, ~1 (PNA;)) lucgoen particular (4) y € A;. Supongamos que ~ Y € P, luego como
~ y <~y V z tencmos que ~ yVzeEe PycomoyE A, resulta que ~1 y=~yVZE P.
Como y € A; cntonces ~ y € A, lucgo ~; y € PN Ay y por lo tanto y €~ (P N A1)
lcgo y ¢ Ca, ~1 (PN A;), absurdo. lucgo ~ ¢ € Py por lo tanto ~ y € C4P y en
consccuencia. (5) y €~ CAP = Cs~ P. De (4) y (5) resulta que y € Ci~PNA:.

Dada un algcbra de De Morgan 4, finita no trivial, y z € BF(A)\ {0,1}, sean Ay =
(2], A = (~ 2], luego por el Lema 12.1.3,4) sabemos que II(A) = TI(A;) + I(A2) ¥
que si 1,(A) = {p € II(4) : p < z} entonces I1.(4) = TI(A;) v si Deo(4) = {p €
TI(A) : p <~ 2z} cntonces Il (A) = TI(4;). Consideremos los sistemas determinantes
(TL(A), ), (TI(A1),%1) ¥ (T1(Az),2) dc las dlgebras de De Morgan A, A; y Ag respecti-

vamente, vamos a demostar que:
1) La funcién 1y coincide con la restriccion de ¥ a Il; = TI(A;) esto es 1 = Y, -
2) La funcién 1, coincide con la restriccién de % a Ilz = T1(A;) esto es P2 = Yy,

Si z € A;, notaremos [z); = {y € A r<yly(@h={yeh:y<s z}. Es claro que si
z € A, entonces [2); = [z)N A1y (gh = (z] N A;.
Sea p € I1{4,), vamos a probar que W(p) = hi(p)-

o(lp)h) = Cay ~1 o) = Car(~1 0l = Ca(~phiNA = Cal(~pAzliN ANNA =
Ca((~piN(zfN AN A = Ca((~plN A NA = Ca(~plUlaA) NA; =

Cal~p) N A = Ca ~ [p) N A = 0(lp) N A = [9) N Ax.
Como p € TI(A;) C TI(A) entonces W(p) = q € TI(A) si y sdlo si ¢([p)) = lg). Como
[p) € P.(A) entonces sabemos que lq) = «(lp)) € P,(A) luego ¢ < z y por lo tanto
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g € II,(A) =II(A,) y en consecuencia {¢); = [¢)NA;. Por lo tanto ¢([p);) = [¢)NA; = [¢),
y en-consecuencia ¥, (p) = ¢ = ¥(p).

Acabamos asi de probar el siguiente resultado:

Si A es un dlgebra de De Morgan, finita no trivial, y z € BF(A) \ {0,1} entonces A es
el producto cartesiano de las dlgebras de De Morgan A, = (z], Ay = (~ 2] y el sistema
determinante de A verifica:

(TI(4), %) = (T4, ¥) + (T4, ¥).-

Probemos la reciproca de este resultado. Sea A es un &dlgebra de De Morgan, finita
no trivial, y (II(A4),%) su espacio de B-R. Si TI(A) es la suma la suma cardinal de dos
conjuntos ordenados II; y Iy, esto es (1) II{A) =I1, + o y o, = @ ¥ @i, = @, en cuyo
caso notaremos:

(TII(A), %) = (I, ¥) + (I, ¥),

entonces existen algebras de De Morgan A, y A, que tienen por sistemas determinantes
(I1;,%) y (II,9) respectivamente y son tales que A ~ Ay x Ay. Sea z = \/{p: p € II;}
y 2’ =\/{p:p € Il,}. Claramente zA 2z =0 pués por (1) pAg=0, Vpell, ¢ €Il,.
Ademés pvg=V{p:peIli}vV{p:peh} = (por (1)) =V{p:pelli+I =
I1(A)} = 1. Por lo tanto 2’ es el complemento booleano de z y en consecuencia z € B(A).
Sabemos que ~ z = \/{p : p € TI(A) \ $(IL)} = V{p : p € T(A) \ $(I,)} = V{p : p €
A\ L} = V{p:p € I} = 2. Acabamos asi de probar que z € BF(A). Ademads
z # 0,1. En efecto si z = 0 entonces II, = II(A) y por lo tanto IT), = @ absurdo, ysi z =
entonces II; = II(A) y por lo tanto II, = @ absurdo. Por lo tanto z € BF(A) \ {0,1}.
Entonces por los resultados anteriores A; = (z] y Ay = (~ z] son dlgebras de De Morgan
tales que A ~ A; x A,.

Definicién 12.2.2 Un espacio de B-R (I1,%). se dice irreducible si no existen espacios
de B-R (I1y,¢1) y (s, v») donde T, C II, Ty C 1, tales que [l =11, + IIy, ¥yn, =% v
Y, = 9. Esto es

(TI(A),¥) = (II1, ) + (T2, ¥).
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13 Algebras de Kleene

13.1 Conjuntos ordenados conexos

Dos elementos z € y de un conjunto ordenado X se dicen comparablessiz <ydy < z,
y cn este ¢caso notaremos « || y.

Definicién 13.1.1 Si X es un conjunto ordenado finito diremos que © € X esta
ligado a y € X, si cviste una sucesién finita a,, uy,...,a, de elementos de X tales que
ay =xI,0, =y Yy a; es comparable con a;yy, 1 < i< n—1. Pam indicar que T estd ligado
a y nofaremos T X2 Y.

Six,y € X, son tales que T # y y © & y podemos suponer que los elementosa;, 1 <2< n,
verifican a; #aj, 1# 37, 1<4,j<n.

Es bien conocido que la relacion & es una relacién de equivalencia definida sobre X. Sea
K(x) = {y € X :y =z} la clase de equivalencia que couticne al elemento £ € X. Ob-
servemos que: Siy € K(x), entonces y es incomparable con todos los elementos de K ().
Scan K (1), K(73),...,K(z,) las clases de cquivalencia. Sabemos que los subconjuntos
K(xz;), 1 £ 4 < n, de X son conjuntos ordenados conexos, que denominamos COmpo-
nentes conexas de X, y que el conjunto ordenado X es la suma cardinal de los conjuntos
ordenados K(x;), 1 <i<n,estoes:

X = ZK(xi).

Observemos ademas que los conjuntos K(z;) son no solamente disjuntos dos a dos, sino
quc tambien cada elemento (*) @ € K(=;) es incomparable con todo b € K(z;) sii # j.
Podemos suponer que los elementos 7;, 1 < 7 < n, son elementos maximales del con-
junto ordenado X. En efecto cada K(z;) es un conjunto ordenado finito, entonces existe
m. € K(z:), m clemento maximal de K(x;). Veamos que m tambien es un elemento ma-
ximal de X. En efecto si £ € X verifica m < z, como m € K(z;), entonces por (*) m
es incomparable con todo elemento y € K(x;), j # 1, luego ¢ € K(z;) y como m es un
clemento maximal de K (z;) tenemos que z; = m. Acabamos asi de probar que m es un
clemento maximal de X. Entonces podemos escribir:

n
X =3 K(z),
=1
donde los z;, 1 <7 < n son elementos maximales del conjunto ordenado X.

13.2 Algebras de Kleene

Vamos ahora a considerar una clase particular de dlgebras de De Morgan introducidas
por J.A. Kalman {13] con el nombre de i-lattices.

Definicion 13.2.1 Un reticulado (dlgebra) de De Morgan A se denominard un reticulado
(dlgebra) de Kleene, st se verifica la siquiente condicidn cualesquiera que sean z,y € A:

(K) TN~ <yYyv ~y.
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Teorema 13.2.1 §i A es un reticulado de Kleene, y P filtro pm’mb de A, entonces P y
w(P) son comparables. (H. Rasiowa [36])

Dem. Sea A un reticulado de Kleene y supongamos que existe un filiro primo de A
tal que P no es comparable con ¢(P). Supongamos por ejemplo que P € p(P), esto es
existe (1) a € P tal que (2) a ¢ o(P). De (1) resulta (1') ~ a ¢ o(P) y de (2) resulta
(') ~a € P.

De (1) y (2’) se tiene que (3) aA ~a € P y de (1’) y (2) resulta (4) aA ~ a ¢ @(P).
Vamos a demostrar que @(P) C P. En efecto sea (5) b € o(P), lo cual es equivalente a
afirmar que (6) ~b ¢ P.

Por la condicién (K) tenemos que aA ~ a < bV ~ b luego teniendo en cuenta (3) y que
P es un filtro resulta (7) bV ~ b € P. De esta condicién, resulta tenicndo en cuanta (6)
y que P es un filtro primo que b € P |

Este resultado de H. Rasiowa fué indicado en 1958. La reciproca del mismo fué indicada
por A. Monteiro en 1962.

Teorema 13.2.2 Si A es un reticulado de De Morgan, tal que todo filtro primo P de A
es comparable con p(P) entonces A es un reticulado de Kleene. (A. Monteiro [23])

Dem. - Supongamos que existen elementos a, b € A tales que aA ~ a £ bV ~ b. Entonces
existe un filtro primo P de A tal que:

(1) aA~a€eP; (2) bv~b¢ P.

De (2) se deduce que (3) b ¢ Py (4) ~ b ¢ P. Sabemos que estas condiciones son
equivalentes a: (3’) ~ b€ ¢(P) y (4)) b € p(P).

De (4’) y (3) resulta que p(P) € P y como por hipdtesis P es comparable con ¢(P)
entonces P C P, pero por (3') y (4) podemos afirmar mas precisamente que:

(5) P C o(P).

Como aA ~a < ayaA ~a <~ a de (1) resulta por ser P un filtro que (6) a € Py (7)
~ a € P, condiciones que son equivalentes a (6') ~ a & @(P) y (7"} a ¢ @(P). De (5),
(6") y (7’) deducimos que (8) ~a ¢ Py (9) a ¢ P, lo que contradicen las condiciones (6)
y (7). u

Corolario 13.2.1 Para que un reticulado de De Morgan A sea un reticulado de Kleene
es necesario y suficiente que todo filtro primo de A sea comparable con p(P).

Consideremos el dlgebra de De Morgan A cuyo sistema determinante (I1,4) sc indica a
continuacién:

I

b d f
L _=zlalblcld]e|f]
“I CI eI [¥G) [d]c]blalf]e]

Entonces A tiene el siguiente diagrama, donde indicamos con e los elementos primos.
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N AR N
%5//\
N

Observemos que ¥({e, f}) = {e, f}, ¥({a,b} = {c, 4} y ¥({a, b}+({c, d} = {a, b} +{c,d}.

Sca A un élgebra de De Morgan, finita no trivial y supéngamos que IT = II(A) no es un

conjunto ordenado conexo. Sabemos que IT = ) K(p;), donde K(p;) 1 <i < n, donde
i=1

K (p:) son conjuntos ordenados conexos, que hemos denominado componentes conexas de
I1. Veamos que:

(1) Sip,g € Iy p~gq, entonces ¥ (p) =~ ¥(q).
En cfecto por hipdtesis existe una sucesién ay,as,. .., a, de elementos de II tal que a; =
P, an =qy (1) a;| ais1 paral <i < n - 1. Consideremos la siguiente sucesién de II:
by = ¥(p), b = ¥(a:) parai=2,3,...,n — 1 b, = ¥(q), luego de (1) resulta que b; || bit1,
para 1 <i < n—1y por lo tanto ¥(p) =~ 1(q).

(II) Siy(p:) € K(p:) entonces (K (p:)) = K (p:).
In cfecto: sca € J{(p) como por hipdtesis ¥(p) € K(p) entonces (1) z = 1(p). Como
1 cs surycctiva entonces (2) = = (y) con y € M. De (1) resulta que y = ¥(z) ~
Y(1(p)) = p, lucgo (3) y € K(p). De (2) y (3) resulta que = € ¥(K(p)). Reciprocamente
sca x € W(K(p)) luego z = ¥(y) con y € K(p). Como por hipdtesis ¥)(p) € K(p) entonces
y = (p) y por lo tanto = = ¥(y) =~ ¥(¥(p)) = p lucgo = € K(p).

(1) Sip; = +(p:) & K(ps), p; # p: entonces Y(K(p:)) = K(p;) y

(K (p:) + K(p;)) = K(p:) + K(pj).
Obscrvemos que (*) cualquicra que sca z € K (p;) entonces ¥(z) € K(p;). En efecto si
z € K(p;), csto es z = p; enlonces por (I) ¥(z) = ¥(m) = p;, luego ¥(z) € K(p;). Sea
t € Y(K(p;)) esto es t = 9(z) con z € K (p;) luego por (*) tenemos que t = Y(z) € K(p;).
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Reciprocamente si t € K(p;) entonces t & p; = ¥(p;), luego %(t) = ¥(¥(p:)) = ps, por lo
tanto ¢(t) € K(p;) de donde resulta por (*) que t = (¥ (t)) € ¥(K(p;)).
De %(K(p;)) = K(p;) resulta que ¥(K(p;)) = K(p:). Sea t € K(p;) + K(p;) esto es
t € K(p:)) = %(K(p;)) 6t € K(p;) = $(K(pi)), luegot = y(z), con z € K (p;) 6t = 1(z),
con z € K(p;) luego t € ¥(K(p;) + K(p;)). Reciprocamente si t € (K (p;) + K(p;))
entonces t = 9(z), con z € K(p;) + K(p;) luego z € K(p;) 6 = € K(p;) y por lo tanto
= P(x) € Y(K(p:)) = K(p;) 6 t = ¥(z) € v(K(p;)) = K(p;) y en consecuencia
t € K(p:) + K(p;)-

Observemos que de (III) y un resultado anterior tenemos que: Si A cs un 4lgebra de De
Morgan, finita no trivial, cuyo sistema determmante es isomorfo a (K(p:) + K(p;),%)
entonces A es irreducible.

De acuerdo con los resultados precedcntes tenemos que si A es un dlgebra de De Morgan
no conexa, finita no trivial, y A = Z K(p:), donde K(p;) 1 <i < n, donde K(p;) son

conjuntos ordenados conexos, entonccs (1) Y(K(p:)) = K(p:) 6 (2) v(K(p:) # K(pi) y en
este caso Y(K (pi)+ K (p;)) = K(pi)+ K (p;) donde p; = 9 (p;) ¢ K(p;). Sea Cy el conjunto
de las componentes conexas que verifican (1) y Cs el conjunto de las componentes conexas
que verifican (2). Claramente C; tiene un ndmero par 2.7 de elementos (eventualmente
puede ser 0). Si N[Cy] = t entoncesn = t+2.r. Sean A;, 1 < i <t dlgebras de De Morgan
cuyo sistema determinante (II(A;),y’) es isomorfo a (K (p:), %), y A;, 1 < j < r algebras
de De Morgan cuyo sistema determinante (II(A;),¢’) es isomorfo a (K(g;) +¥(K(q;)), %),

entonces: .
,
AxTTAax]]4,
i=1 j=1

donde cada uno de los factores es irreducible.

Observacién 13.2.1 Sea A es un dlgebra de Kleene, finita no trivial, entonces:

K1) +(p) es comparable con p, (esto es ¥(p) || p) cualquiera que sea p € TI(A).
En efecto si p € TI(A) entonces [p) es un filtro primo de A, luego [p) es compamble

con ¢([p)). Supongamos que (1) [p) C w([p)) = [q), donde q € TI(A), luego Y(q) =
y por lo tanto Y(p) = q. De (1) resulta que g < p luego ¥(p) < p. Analogamente st

e(lp) € [p)-

K2) ¥(p) € K(p), cualguiera que sea p € II(A).
Por K1) ¥(p) || p luego entonces /(p) = p y por lo tanto ¥ (p) € K(p).

K3) Sill(A) = Z K(p;), donde K(p;) 1 <1i < n, son las componentes conezas de II(A)

entonces w(K(p,)) = K(p;), 1<t < n. En efecto, por K2) ¥(p;) € K(p:), luego
por (I) Y(K (p:)) = K(ps).

Lema 13.2.1 Si A es un dlgebra de De Morgan finita, no trivial, donde su sistema
determinante (II = II(R),¥) es isomorfo al espacio de Birula-Rasiowa (X,a) donde
X=X+X5 afX)) = X3, a(X2) = Xo y st A;; ¢ = 1,2 es un dlgebra de De Mor-
gan donde su sistema determinante (II(A;),4:) es isomorfo a (X, a); i = 1,2, entonces
A es isomorfa a A; X A,.
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Definicion 13.2.2 Denominaremos espacio de Kleene a todo espacio de Birula-Rasiowa
(X, @) donde cada z € X es comparable con a(z).

Lema 13.2.2 Para que un dlgebra de De Morgan A finita, no trivial, sea un dlgebra
de Kleene es necesario y suficiente que su sistema determinante (I1 = II(A),¢) sea un
espacio de Kleene. '

Dem. Es claro que la condicién es necesaria. Probemos que es suficiente. Siy A ~y =
0, entonces la condicién de Kleene es verificada. Supongamos que y A ~ y # 0. Para
probar quc la condicién de Klecne cs verificada cs suficiente demostrar que:

{pell:p <yA~y}C{gel:qg <2V ~2z}

Scap e Iltal que (1) : p <y A ~ y. Por hipélesis (2) ¥(p) < p, 6 (3) p < %(p).
Si sc verifica (2) cntonces por (1) tenemos: ¥(p) < y A ~ y, y cn paarticular %(p) <
~y = V{¥(g) : ¢ € IT1\11,}, dc donde deducimos, pués ¥(p) € II, que ¥(p) < ¥(g),
donde qo € TI —II,. Entonces o < p y por (1) tenemos go < y A ~ y < ¥, luego
go € I, contradiccién. Entonces se debc verificar la condicién (3). Si ¢¥(p) £ z entonces
Y(p) € I —TII;, lucgo (4) : ¢¥(p) <~z <2V~ 2z De(3)y (4) tenemosquep < zV ~ z.
Si¢(p) < z, entonces p < z < 2V ~ 2. ||

Teorcma 13.2.3 En un dlgebra de Kleene A todo elemento booleano de A es un elemento
booleano fuerte, esto es B(A) = BF(A).

Dem. Estc resultado se debe a A. Monteiro [29] y su demostracién fué reproducida, en
1965, sin modificaciones en un trabajo de R. Cignoli, [7]. La demostracién que indicamos
fué dada cn 1970 por L. Montciro, [32] y [34]. Sea b € B(A), luego existe ¥’ € B(A) tal
que:

(1) bAY =0 (2) bvid =1.

De (2) resulta que (3) ~ bA ~ &' = 0. Como A es un dlgebra de Kleene, entonces utilizando
la condicién (K) podemos escribir

bA~b=bA~bA YV ~ V)

esto es
(4) bBA ~ b= (bA ~bA DY)V (bA ~ bA ~ ')

pero por (3) tenemos (5) bA ~bA ~ ¥ =bA 0 =0, y por (1) tenemos (6) bA ~bA Y =
bAbWA ~b=0A~b=0. Recmplazando (5) y (6) en (4) tenemos que bA ~ b =0y en
consccucencia bV ~ b = 1, lo que demucstra que ~ b= y por lo tanto b € BF(A). W

En 1981, R. Cignoli y M. S. de Gallego, (8], pag. 317, indican otra demostracién de este
resultado.

El siguicnte resultado fué indicado por A. Monteiro [29]. Sea A es un 4lgebra de Kleene,
finita no trivial, y (II(A),%) su sistema determinante. Como toda componente conexa
I1; de II verifica 9(I1;) = II; cntonces el elemento b= \/ p € BF(A). En efecto ~ b =

pEly

Vi{p:p e A\ (L)} = V{p: p € I{(A) \ ¥(Ih)} = V{p: p € II(A) \ TI1)} y por la
teorfa de reticulados sabemos que \/{p : p € TII(A4) \ II;)} es el complemento booleano de
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b=\ p. Ademds b es un dtomo del dlgebra de Boole B(A).
pelly

Sea A un dlgebra de Kleene A, no trivial, y G = {g;}ie; C A un subconjunto (ue genera
a A, esto es SM(G) = A. El siguiente resultado se debe a A. Monteiro (27].

Lema 13.2.3 Para que A sea un dlgebra de Kleene es necesario y suficiente que:
D gn~g< gV~g, ¥og,ge G.

Dem. Es obvio que la condicién es necesaria. Veamos que es suficiente. Supongamos:
que en A existe un filtro primo P tal que P no es comparable con ¢(P) y considere-
mos los siguientes subconjuntos de A: C, = PN(P), C, = P\ p(P) = PN ~ P,
Cs=o(P)\P=¢(P)n CPy Cy =C(PU¢(P)).

Es claro que {01,02,C3,C4} es una particion de A. Se prueba sin dificultad que
Ay =PUC =PU ~Py A =¢P)U C = o(P)U [P son subdlgebras de
A.

Probemos que: (II) Existe g; € G tal que g; € Cy. En efecto si para todo g € G se verifi-
cara g ¢ C, entonces G C A, y por lo tanto A = SM(G) C A, y en consecuencia Ay = A,
De A = Ay = p(P)UCP resulta que P = ANP = PN (P) y por lo tanto P C w(P),
absurdo. Luego como g; € Cy = PN ~ P tenemos que (1) g; € Py (2) g € ~ P. De (2)
resulta (3) ~ g; € P, luego de (1) y (3) tenemos (4) g; A ~ ¢; € P.

En forma anéloga se prueba que: (III) Existe g; € G tal que g; € Cs. Claramente g; = g;.
Como g; € Cy = ¢(P) N (P entonces (5) g; € @(P) y (6) g; € CP. De (5) resulta
(7) ~ g; € CP. Como g; € ¢(P) y ¢(P) es un filtro entonces (8) g; V ~ g, € p(P). Si
gi V ~ g; € P como P es un filtro primo entonces (9) g; € P 6 (10) ~ g; € P. Pero (9)
contradice (6) y (10) contradice (7). Luego (11) g; V ~ g; € CP. De(8) y (11) resulta que
(12)g]~V ~g,€<p(P)ﬂCP=C'3 :

Por hipétesis (13) g: A ~ gi < g; V ~ g;, por lo tanto de (4) y (13) resulta que
(14) g; V ~ g; € P, luego por (12) y (14) tendriamos que g vV ~ g € Cs NP,
Pero C3NP = o(P)NCPN P =0, absurdo.

Por lo tanto todo filtro primo de A es comparable con ¢(P) y en consecuenvia A es un
algebra de Kleene. |
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14 Algebras de De Morgan libres

14.1 Introduccidén

La nocién de algebra de De Morgan con un conjunto de generadores libres, se define del
modo habitual, esto cs: '

Definicion 14.1.1 Un subconjunto G de un. dlgebra de De Morgan L se dice un conjunto
de generadores libres de L osi:

L1) SM(G) =L, (esto es G es un conjunto de generadores de L.)

L2) Dada una funcién f de G en un dlgebra de De Morgan arbitraria A, existe un
homomorfismo hy : L — A que extiende a f, esto es f(g) = hy(g), Vg€ G.

En cste caso se sucle decir que L es un dlgebra de De Morgan libre o que L es un dlgebra
de De Morgan con un conjunto G de gencradores libres.
La existencia y unicidad de ellos es una consecuencia de un teorema de algebra universal.

Vamos a notar con M L(c) el dlgebra de De Morgan con un conjunto de generadores libres
G de cardinal c.

Si G = {gy} cs un subconjunto de un dlgebra de De Morgan A entonces: SM(G) a lo sumo
conticne los siguientes elementos 0,1,9,~ ¢,9 A ~ g,g V ~ g. Observemos que algunos
de estos clementos pueden ser iguales, dependiendo del dlgebra A.

Ejeruplo 14.1.1 Consideremos las siguientes dlgebras de De Morgan:

M, M; fg=~g=gA~g=gVr~yg
O0=g=gA~yg 0=~1
l=gV~g ~g=gVe~yg
/ ]
M, _{)\ ~ g g=gA~g
.» O=gA~yg ' o0=~1

En cualquiera de los casos anteriores el conjunto G = {g} genera el dlgebra respectiva.

Consideremos la siguiente algebra de De Morgan A.
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1
4 gV~ g
~9 a g
gA~ g
0

Es claro que SM({g}) = A. Se reconoce sin dificultad que las 5 dlgebras indicadas son las
Unicas generadas por un sélo elemento. Dentro de las dlgebras con un generador, el dlgebra
M L(1) con un generador libre debe ser la que contiene mayor cantidad de elementos, pués
toda algebra con un generador es una imagen homomoérfica de M L(1). Por lo tanto debe
ser ML(1) = A. En efecto si f es una funcién de G = {g} en un dlgebra de De Morgan
arbitraria M, y f(g) = m € M, entonces definiendo h(0) = 0, A(1) = 1, h(g) = m,
A~ g)=~ m, h(gA~ g)=mA~ m YhlgV ~ g)=mV~ m, esclaro que h es
un homomorfismo de B en M que extiende a f- '
Observemos que M L(1) es isomorfa al reticulado distributivo acotado con dos generadores
libres g y ~ g. Pongamos II(1) = I1(M L(1)) entonces el sistema determinante (T1(1), )
de M L(1) es el siguiente:

1
g ~ g T gA~glg|~y 1
/ ¥(z) 1 gl~glgn~g

O gh~ g

Observemos que II(1) con su orden natural es un dlgebra de Boole isomorfa al pro-
ducto cartesiano de D x D donde D es el slgebra de Boole {0,1}. Sea B =D x D
luego B tiene el siguiente diagrama y v : B — B est4 definida por la siguiente tabla:

(1,1)
T (0,0) | (1,0) | (0,1) ] (1,1)
(1,0) (0,1)
¥(z) | (1,1) [ (1,0) ] (0,1) [ (0,0)
O\oé(,)O)

Observemos que si b = (x,y) € B entonces ¢(b) = Y((z,9) =01 -y,1,-z).
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Vamos a reproducir una construccién del dlgebra M L(c) con un conjunto G de generadores
libres de cardinal ¢, que fuera indicada en 1961 por O. Chateubriand y A. Monteiro, [6],
durante una estadia de A. Monteiro en la Universidad de Buenos Aires.
Sca I un conjunto de cardinal ¢ y consideremos el producto cartesiano

E:HB,- donde B;=B=DxDViel.
el ’

Entonces si p € E, él serd notado [pilier 6 [pi]. Definamos una funcién de E en E del

siguiente modo:
o((p)) = [¥(pi)]

dondc 1 cs la involucién de B indicada anteriormente. Es facil demostrar que ¢ es una
involucion de E. Lucgo de acuerdo con resultados indicados anteriormente sabeinos que
si X € E y definimos sobre el conjunto 2" de todas las partes de E el operador unario

~ ,JX.’ = Ch(p(/\r)

entonces (28,N,U, ~) es un algebra de De Morgan que tiene primer elemento § y dltimo
clemento E.

Para cadai € I'sea Gy, = {p = (p) € E : p; € {(1,0),(1,1)}} luego G; C E, Vi€ [
Tenemos as{ una funcién de I en G = {G:}ier que es claramente biyectiva. Por lo tanto
G e [ ticuen la misma cardinalidad.

Sea L la subélgebra de De Morgan gencrada por G en el dlgebra de De Morgan 2€ | esto es
L = SM(G). Vamos a demostrar que G es un conjunto de generadores libres de L. Para
cllo debemos demostrar que dada un algebra de De Morgan arbitraria A y una funcion
f:G — A, f se puede extender a un homomorfismo h: L — A.

Si A tiene un sélo elemento, A = {0}, cntonces f(G;) =0,V 7 € I y por lo tanto la funcién
h(x) =0,V ¢ € L es un homomorfismo que extiende a f.

Si A tiene mds de un elemento, por resultados anteriores, sabemos que A es isomorfa a
una subalgebra A del dlgebra de De Morgan (27,N,U,~). Sea « la involucién de T que
define la negacién en 27 mediante ~ X = Cra(X),vX CT.

Sea f : G — A entonces para cada i € I: f(G;) = H;, donde H; € Aestoes H; CT.
Dado X C T, sea Kx : T — D la funcién definida por:

1 s1teX
Kx(#) ={

0sitg X

Observemos que (*) Kg, x(t) =1 — Kx(t).
Consideremos ahora la funcién K; : T — B definida por:

Ki(t) = (K, (t), K, (1),

luego por la definicién de =~ y (*) tenemos que

(1) I{i(f) = (K"],i(t)7 I(C'rrv(ll,-)(t)) = (K;{‘.(t), 1- Ka(Hi)(t))‘
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Probemos que (2) Ky (a(t)) = Ko@) (t)
En efecto Ky (a(t)) =1 <= aft) € H; <= t =o(a(t)) € a(H;) == Kyu,y(t)=1.
De (2) resulta reemplazando t por a(t) que: (3) Ky, (t) = Koy (a(t)).

Finalmente sea K : T — E definida por:
K(t) = [Ki(t)}ier-
Observemos que:

(Kit)lier = K(8) € G <= Ki(t) € {(1,0),(1,1)} <>

(Kr(8), 1 = Kaqay(t)) = (1,0) 6 (Ku:(t),1 — Koquyp(t)) = (1,1).
Luego: )
KH;(t) =1 y 1- Ka(H‘.)(t) =0
I\,Hi(t) =1 y1- Kﬁ(ife)(t) =1
Por lo tanto (R) K(t) € G; &> Ky (t)=1.

Sea h : 2F — 2T definida por h(X) = K~!(X) para todo X C E, luego si X,Y C E
entonces se verifican:

CA(XNY)=hX)NR(Y); A(XUY)=h(X)UY);

h@)=0; h(E)=T.
Luego h es un homomorfismo de De Morgan de 2F en 27T si y solo si
h(~ X)==~h(X),VXCE.

Esto es
K"I(CEgp(X) = DTa(K‘I(X)), VXCE.

lo que equivale a probar
CrKHe(X)) = Cra(K~'(X)), VX CE

esto es

(4) K7 (p(X)) = a(K™}(X)), VX C E.

Probemos que se verifica (4). En efecto t € K71 (p(X)) <= K(t) € o(X) <
(5) P(K(2)) € p((X)) = X. Pero como (K (1)) = p([Ki(t)]) = W (Ki(2))] entonces (5)
equivale a (6) [¢(Ki(t))] € X.
Pero como por (1) Ki(t) = (K, (t), 1 — Kau,)(t)), entonces

)

P(Ki(t)) = (1 - (1 = Kuaquy (), 1 = Ku,(8) = (Kay (), 1 — Ku,(t))
y por lo tanto utilizando (2), (3) y (1) tenemos que

P(K(t) = (Ku(a(t), 1 — Kauy(a(t))) = Kia(t)).
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Luego (5) cquivale a K (a(t)) = (Ki(a(t))) € X lo que equivale a a(t) € K~}(X) esto es
t € a( K~1(X)). ‘
Acabamos asi de probar que (I) h es un homomorfismo de De Morgan de 2% en 2T
Probemos ahora que (II) h prolonga a f, esto es que

E(Gi) = h(Gy) = £(Gi) = Hi,V Gi € G.

En efecto t € H; <= Ky, = 1 teniendo en cuenta (R) esto equivale a K(t) € G; lo que
equivale a t € K~1(G;) = h(Gy).

Finalmente probemos que (III) (L) C A. Por (I) h(L) es una subélgebra del dlgebra
2" y como G genera a L, esto es SM(G) = L, entonces h(G) genera a h(L),esto es
SM(h(G)) = h(L) y como h(G;) = f(G:) = H; € A, Vi € I entonces h(G) C A luego
(L) = SM(G) C A, lo que termina la demostracién.
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NOTA: Los nimeros indicados entre corchetes corresponden a la numeracién
del inventario de la Biblioteca “Dr. Antonio Monteiro ” del Instituto de Mate-
matica, INMABB, C.O.N.I.C.E.T - Universidad Nacional del Sur.
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