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1. ECUACIONES INTEGRALES DE VOLTERRA

Sean 0 <x <b ; f(x) y K(x,t) funciones continuas dadas; la ecuacion
(1) o(x) = £x) + A K(x,t) o(t) at

se 1lama ecuacion integral de Volterra de segunda especie; ¢(x) es la funcién in-
cognita y A un parametro numérico. La funcion K(x,t) se denomina nicleo de 1a
ecuacion de Volterra.

Las ecuaciones

X
(2) 8(x) = xj K(x,t) o(t) dt
0
X
(3) j K(x,t) o(t) dt = £(x)
0

se denominan ecuacion homogénea de Volterra de segunda especie y ecuacidn inte-
gral de Volterra de primera especie respectivamente.

Ejemplos: 1) 1 _ 1 ot 1 dt
2,372 2 2 2,372
(1 + x°) 1+ x 0 1+ x° (1 +t%)
X _ X t
2) x e =sen x + 2 cos{x-t) t e” dt
0

Podemos calcular la integral y 1legar al resultado; otro método de verificacion
es derivar y plantear una ecuacidon diferencial.

La resolucion de una ecuacidn diferencial de orden n con condiciones iniciales
puede reducirse a la resolucién de una ecuacion integral de Volterra de sequnda
especie. Veamoslo para n=2.

Sean al(x), a2(x), F(x) funciones continuas; consideremos la ecuacidn diferen-

cial de segundo orden:

(4) y'(x) +a(x) vy (x) + ay(x) y(x) = F(x)

y las condiciones iniciales:

(5) y(0) = Cy y'(0) = ¢,



Sea ¢(x) = y"(x); integrando obtenemos

X
y(x) = JO (x-t) ¢(t) dt + Cl X + CO

(X t X (X
pues J dt J $#(z) dz = J ¢(z) dz J dt
0 0

0 z
z A
n
0 t t
X
Reemplazando lo obtenido en la ecuacion (4)
X X
¢(x) + a;(x) [Jo ¢(t) dt + Ci1 + ay(x) [Jo (x-t) ¢(t) dt + C; x + Cyl = F(x)
0 bien
X
o(x) + JO [al(x) + a2(x) (x-t)1¢(t) dt = F(x) - C1 al(x) - C1 X a2(x) - CO az(x) =
=: f(x)
Si
- [al(x) + a2(x) (x-t)] = K(x,t) resulta:
X
(6) o(x) = f(x) + J K(x,t) ¢(t) dt
0



La existencia de una solucidn de (6) resulta de la existencia de solucién para
el problema (4), (5); reciprocamente, resolviendo la ecuacidn integral (6) y
reemplazando ¢(x) obtenemos y(x) que es la solucidon de la ecuacion (4) que sa-

X
tisface (5). En efecto, J (x-t) ¢(t) dt se anula junto con su derivada en
0

x = 0.
Si al(x) =a;y a2(x) = a, K({x,t) = -[al + az(x-t)] = k(x-t) ,

X

(7) 8(x) = f(x) + j K(x-t) o(t) dt

0

Es decir una ecuacion diferencial con coeficientes constantes y condiciones ini-
ciales se lleva a una ecuacion de convolucidon (7).

Sea el operador £ = ) a, o), D= %;-, X €ER, aj constantes , k > 1.

i<k
Se sabe que existe g perteneciente a C”(R) tal que: £g = 0;

9(“)(0) =0 ,pu=0,1, .., k-2 3 g(k‘l)(o) = %E

Vale entonces el siguiente:

TEOREMA 1.1. Sea U(x) continua en x > a, nula en x < a y acotada en un entorno
de x = 0. La ecuacion LY = U tiene solucion (en el sentido de las distribuciones):

Y(x) pertenece a c*" 1 (r); v(0) = .. = v(& Doy = o,

Y(x) = 0en x<ayes la(nica solucién con esa propiedad. Si U es continua en
R, Y es solucidn en el sentido ordinario y tiene k derivadas continuas y vale

Y(k)(O) = 0. gH es nicleo de Green para el problema de condiciones iniciales.



2. FUNCION GAMMA O INTEGRAL DE EULER DE SEGUNDA ESPECIE

Para Re(z) > 0 definimos la funcidon gamma por la igualdad:

(1) r(z) = JO et 21 dt

Integrando por partes en (1) : T'(z) = %—J et t? 4z - F(§+1) , luego
0
(2) z T(z) = 1(z+1)
(1) = J e tdt=1 ; aplicando (2) tenemos
0

r(2) = 11(1) =1
I(3) =2 TI(2) =2
r(4) =3 T(3) = 3 X2 = 3!

............................

Para Re(z) <0 la definicion (1) no tiene sentido puesto que la integral diverge.
Por prolongacion analitica podemos definir I'(z) en todo el plano complejo. Los

puntos z = 0, -1, -2, -3, ... seran polos simples de la funcion I'(z).
Propiedades:
(1) T(z) T(1-2) = ooz
siz = %—, F(%JF(%) = 1 ; entonces F(%) = /.
(i1) T(n + %) ) 1.3.5.ér.}..(2n-1) s r(%) 3 T/E
(iii) Formula de duplicacion de Legendre
r(z) Mz + 5) = 2177 /i r(22)

(iv) Formula asintdtica de Stirling: sea 0 < § < ¥y -v + 6 SArg z <5 - .

z-L

Entonces T'(z)Vvvm2 z 2 e .



(v) Definicidon de Weierstrass

z
1 yz ® zv n
3 = 4
(3) Tayc e n21{~(1 +5) el f
. 1,1 1 )
Y = Tim (1 + sttt o= 1n_m) = 0.57721.... es la constante de Euler.

Mmoo

La igualdad (3) define una funcidon entera (de orden 1)

(vi) Si Im s %0, I'(s) = I'(s). Vale |P(it)|2 = Ei L
te ™ - e )

(vii) De (3) sigue enseguida que

s -1 .
(viii) 2ri T “(s) = J 7% e dz (Hankel).

3. FUNCION BETA O INTEGRAL DE EULER DE PRIMERA ESPECIE.

Para Re(p) > 0 y Re(q) > 0 definimos la funcidon Beta por
1
B(p,q) = J (1 - %91 ax
0

La relacion entre las integrales de Euler de primera y segunda especie esta dada

B(p,q) = F(F)pié L - B(q,p)

por la igualdad

4. PROBLEMA DE ABEL.

Supongamos que un punto material se desliza sin friccion sobre una curva en el
plano (£,n) bajo la accidn de la fuerza de gravedad; que comienza su movimiento



sin velocidad inicial en el punto de la curva de ordenada x y tarda un tiempo
t = fl(x) en llegar an = 0.

E1_problema consiste en determinar la curva conociendo Ta funcion fl(x).

l

n

X

n

3
Fig. 4.1

1.2 _ _ .
5V (n) = g{x - n) g = aceleracion de la gravedad.

Si B es el angulo que forma la tangente a la curva en el punto de ordenada n

%%-= -v(n) sen g(n) = -V2g(x - n) sen B(n)
Si
_ 1
(1) | o) = <an B(n)
entonces,
V29{x -n)
integrando
X
f (X) - _ ¢(n) dn
1 0 29(x - n)
luego



Llamando f(x) := -V2g fl(x), tenemos la ecuacidn de Abel

X
(1') f(x) = [ ¢(n) dn
o"* "

Esta es una ecuacidn integral de Volterra de primera especie, de convolucion,
cuyo nlcleo no es de cuadrado integrable.

Puesto que f(x) es dato, hallando ¢(n) obtenemos la ecuacion de la curva. De (1)

n = ®2(B)
ademas:
dn _ . _dn
H(E:_th 5 dg—th
Luego:
B 45(s) ds
£ = _‘—Ea—g—'= @1(6)

En consecuencia obtenemos la gque, presumiblemente, es la ecuacion paramétrica
de Ta trayectoria descripta por el movil:

ECUACION GENERALIZADA DE ABEL

Sea f(x) dada y 0 < o < 1, queremos resolver la ecuacion

X
d
(2) £(x) [ by g
0 (X - t)
Multipliquemos ambos miembros de (2) por ( ds)l_a e integremos respecto de s
X =S

entre 0 y x



X X S X X
(3) [ f(s).ds _ [ dS)l_a [ o(t) dt _ j Gp(t) dt l ds

o k- k- s )1 )

s -t

Haciendo s = t + y(x - t)

1

X
1

" [ (x - s)gfa(s 0 f y (1 - 9% dy = B(1-w,0) = T(1-a)T (o)
t -

sen mno

Reemp]azando en (3)

sen amn

X X
F(x) = J _fls) ds [ — T ¢(t) dt

luego

entonces

X :
o(x) = sen o Frix) = sen o J f(s) ds J

Integrando por partes obtenemos

K X
(5) o(x) = Senom [fgoi + [ f'(s) ?s J

Problema de la tautdcrona: hallar la curva (£,n) (cf. §4) para la cual la parti-

cula alcanza el eje £ al cabo de un mismo tiempo cualquiera sea la posicion ini-

cial. Corresponde a fl(x) = cte.. O sea, f(x) =Cya = %—en (2). La solucion de



este problema de Abel es una cicloide.

De (5)
1
¢>(X)=;L
VX
de donde
.1 _nM
sen 8(n) el c
entonces
2 2
_C 2 c 1 - cos 28
n = =5 sen” B(n) = A E—
i i
d£=ﬁl—=E—M=C—Z~ZCOSZBdB=EE(1+COS ZB)dB
tg B 2 tgB 2 2
m ™ i
2
2 '
£ =S5 (B + 28028 4 ¢
™
La curva obtenida es:
. C2
g = ——?-(28 + sen 28) + ¢'
21
(6)
C2
n = —~?-(1 - cos 2B)
i Al
La ecuacion paramétrica de la cicloide es:
x =r(t - sen t)
y = r(l - cos t)
K\
Y t/%/ tangente en P
i d
s (x) a%{x)
/
7
P t
Y17 i
Tr_t ,; I
Ve Z 7/ | :
_/A ! -
Vs 0x X
Fig.4.2.



Consideremos:

., Y i
= -y +2r
t Fig.4.3.
P p C
T -8 B
X
Se vé que B = %—+ %—, 0 sea, t = 28 - m; reemplazando
X =1r(28 + sen 28) - rr
Y = r(l - cos 28)
C2
tomando r = ~— c' = -rm obtenemos (6).
2m

Los moviles 1, 2 y 3 tardan el mismo tiempo para 1legar a F si son abandonados
a la gravedad y en C no hay rozamiento.

—

Fig.4.4.

Nota. La cicloide es también braquistdcrona, es decir, entre todas las rampas
que pueden tenderse entre A y C para el descenso sin rozamiento de un grave
es la que exige el tiempo minimo.
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S~

Fig. 4.5.

5. RESOLUCION DE UNA ECUACION INTEGRAL MEDIANTE LA RESOLVENTE
Sea la ecuacidn integral de Volterra de segunda especie

X
(1) b(x) = F(x) + AJO K(x,t) o(t) dt

El siguiente teorema da las condiciones que deben verificar las funciones f(x)
y K(x,t) para que la ecuacidén tenga Gnica solucién.

TEOREMA 5.1. Si £(x) € L%(0,a) y K(x,t) € L2((0,a) X (0,a)) Ta ecuacién (1) tie-

.. 2
ne exactamente una solucion en L7(0,a).
Esta solucion viene dada por la formula

(2) o(x) = f(x) + AJ: R(x,t,A) f(t) dt

R(x,t,A) es el nlcleo resolvente perteneciente a LZ((O,a) X (0,a)) que se obtie-
ne por la serie uniformemente convergente:

R(x,t,A) = J AV K41 (%5t
v=0

Kv+l es el nicleo iterado definido del siguiente modo:

(x,t) = K(x,t) , K X,t) = (x K(x,z) K (z,t) dz v =1, 2, .

K \)+].( Jt v

1

- 11 -



X n-1
- - _ _(x - t)
K = Kl(x,t) =1, K2(x,t) Jt K(x,z) Kl(z,t) dt = x - t, s Kn T
_ % N )
R(x,t,\) nzo XKy = exp Ax - t).

Nota 1. El teorema 5.1 implica que el operador definido por un nicleo de tipo
Volterra en L2 tiene su espectro contenido en {0}. Como debe ser no vacio:

o = {0}. Esto se vé directamente observando que para todo ¢ € LZ, K¢ € C([0,al),
0 sea, Kno es sobre. Ademds o no es necesariamente igual a op.

Nota 2. Si K(x,t) = k(x - t) entonces el niicleo resolvente es de la forma:
R(x,t,A) = r(x-t,r).

E1 teorema dado nos asegura la unicidad de la solucion en el espacio L2(0,a); a

continuacion daremos un ejemplo de una ecuacidn que tiene solucidn en L2(O,a)
que es inica y también tiene "solucion" en otro espacio de funciones que contie-
ne al primero.

Sea

o(x) = JO K(x,t) o(t) dt  (F(x) =0 A =1)

Definimos K(x,t) en [0,1] X [0,1] como sigue:

- -
t.e* 0<t<x.e X
K(x,t) = { 1_%
X X.e o<t <y
0 t > x

K(x,t) es continuo en 0 <t < x y acotado en [0,1] X [0,1].
La funcidon ¢ = 0 es solucion de Ta ecuacidon y es la inica en LZ(O,a).
Consideremos las funciones no sumables en (0,1): ¢(x) = g; veamos que también

son soluciones de la ecuacion:

- 12 -



2
. Xe1—1/x ) X
f K(x,t) o(t) dt = t el/X -1C gt s J

= Cx + Cx.In el/X -l §-= d(x).

6. LA VIGA VIBRANTE

y y + dy

R 777
/A

Y\\'\Q:
o

|

N\

masa = u(y) dy

Fig. 6.1.

G(x,y) -

Fig. 6.2.

Consideremos una viga de longitud 1 (Fig. 6.1) y coloquemos en y una carga uni-
taria que deforme la figa (Fig. 6.2).

Si G(x,y) es Ta deflexion de la viga en el punto x en la direccién 0z por esa
carga en y, entonces

1
(1) AM=J G(x,y) p(y) dy , 0Sx <1,

- 13 -



es la deflexiOn total en x provocada por una carga continua a lo largo de la vi-
ga (principio de superposicion).
E1 principio de reciprocidad eldstica de Betti-Maxwell asegura que G(y,x) = G(x,y).

Supongamos ahora a la viga en movimiento; la deflexion es ahora funcion de x y
de t.

Entonces

1 822
(2) 2(x,t) = jo G0Ly)(p(y) - uly) S5y, oy,
0

Aqui u(y) es la densidad lineal del material. De la ecuacién de equilibrio (1)

se pasa a la ecuacion dinamica (2) utilizando el principio de D'Alembert que con-
siste en reemplazar en la primera las fuerzas activas por las correspondientes
fuerzas perdidas.

En el caso de vibraciones armonicas: z(x,t) = Z(x)e1wt, y S$1 suponemos que no
hay cargas (p = 0), de la ecuacidn integrodiferencial (2)
de Fredholm, homogénea de segunda especie:

obtenemos la ecuacidn

]
(3) Z(x) - & jo 6(x,y) uly) Z(y) dy = 0

Si la densidad es constante estamos en el caso de una viga uniforme, y
. 2 1
(4) 200 - 0% [ 6lxy) 20y) @y = 0
0

Vamos a resolver el problema por otro camino. Consideremos la ecuacion diferencial
que gobierna el movimiento transversal

4 2
(5) 2+ 5o
X T at
donde E es la elasticidad; I el momento de inercia; j = EI = rigidez a la flexion.
Las condiciones de contorno correspondientes a una viga empotrada en un extremo
son:

- 14 -



2(0,t) = gi(o,t) -0

2 3
_3_;_(]’1:) :a-%(],t) -
9X X

1
o

Nos proponemos hallar las frecuencias naturales v, en este caso el sistema vi-
brard seglin un modo normal; por consiguiente

z{x,t) = Z(x)eiwt s, V= w/2i.

La ecuacidon (5) y las condiciones (6) se transforman en:

2
Q_%__ k4Z(x) =0 ; k4 =9 " wzu/j ;

dx E.l

Z"(1) = 7' (1) = 0.
Busquemos Ta solucidn mads general de la ecuacidén diferencial (7) que satisfaga:

Z(0) = 2'(0) =0

2"(0) = C Z'''(0) = C,.

2 b

Escribamos Ta ecuacidn diferencial en (7) en la forma:

Por el teorema 1.1 existe solucion
X
(x - t)° 4
W(x) = | S5~— K" Z(t) dt, con W(0) = W'(0) = W"(0) = W'''(0).
0

2 3
Sea P(x) = C, %r‘* Cy 3 Luego P(0) = P'(0)

f
o
o
—
o
S’

|
o
o
/;
o
S

"
o

- 15 -



dfw+p) _ 8 ) )
Entonces: —g = k'Z, y puesto que la solucion de (7) es Unica:
dx

W+ P =1

La funcion Z satisface la ecuacidn integral de Volterra de sequnda especie.

X 3 2 3

(8) Z(X) _ k4 J (_X__3_|__t)_ Z(t) dt = C2 22(‘7“ 3 3T
0

que tiene una resolvente de convolucion.

En 1o que sigue hallaremos la solucidn de la ecuacidon diferencial (7) por otro
método.

Sean
r<I>1(x) = cosh x + cos x
®2(x) = senh x + sen X
(9) J
®3(x) = cosh x - cos x
®4(x) = senh X - sen X
\
Obsérvese que: o'y = By, 01, = 0y, 'y =0y, 0, = 3
2 e () + — 3
Si Z(x) = —5 ¢,(kx) + —5 &, (kx)
2k2 3 2k3 4
se verifica
(4
dZ 2, _
a-z-- k=2 = 0
X
(10) l
Z(0) = 2'(0) = 0
72"(0) = C2 , 2'''(0) = C3

\

Queremos que Z"(1) = Z'''(1) = 0, y tenemos dos constantes (C2,C3) a elegir

- 16 -



Co C3
7"(x) = 77—®1(kx) + ?E-Qz(kx)
CZ C3
7'''(x) = 7T-k®4(kx) + 7?-¢1(kx)

Si tomamos x =

C2[cosh(k1) + cos(k1)]

+-% C3[senh(k1) + sen(kl)]

k Czlsenh(kl) - sen(k1)] + C3[cosh(k1) + cos(k1)l

La condicidn necesaria y suficiente para que exista solucion no

(12)

1 + cosh(kl) cos kIl

=0

Los k que satisfacen esta ecuacion elevados a la cuarta son los

2 [
la ecuacion y de v = %}—J:E'se obtienen las
YU

1 e igualamos a cero obtenemos el siguiente sistema:

1}
(en]

il
[en]

trivial es que:

autovalores de

frecuencias de vibracion.

1
! 2/ -
l ~ 1
cosh &
-1
Fig. 6.3.
El = 1.875
EZ = 4,694
2
L\/E “n
TV 2

- 17 -



7. TRASFORMADA DE LAPLACE

Sea ¢(t) una funcidon compleja de la variable real t, localmente sumable, nula en

snt
t < 0y tal que |[¢(t)]| <M(t)e 0 para casi todo t donde sg >0, M(t) € Ll(Q,m).

En estas condiciones 1lamaremos a ¢(t) funcidén objeto; 5o €s un indice de creci-

miento de ¢.

LLamaremos Transformada de Laplace de la funcidn objeto ¢(t) a la funcidn o(p)
de la variable compleja p = s + i0 definida por la igualdad:

(1) a(p) = jo e Pt (1) dt

®(p) define una funcién analitica en el semiplano Re p > Sy Para indicar que

o(p) es la Transformada de Laplace de la funcion ¢(t) escribimos

o(t) = o(p),
o bien: o(p) = (£Lo)(p).
Denotaremos con L Ta clase de las funciones objeto

t

e L1(0,») donde sp = Sol®)}

_SO
L:={¢: ¢=0ent <0, ge

TEOREMA 7.1 (de inversion). Sea ¢ € Cl(a,b) ML, & = £y, ¢ > 54 = sp(¢) = un

indice de crecimiento de f y t € (a,b). Entonces

) o(t) = (£70)(t) = zry Tim | a(p) " dp.

Moo

c-iM
Es decir, ¢ determina a ¢ en (a,b) bajo las hipotesis mencionadas.
Mas ain,

TEOREMA 7.2 (de unicidad). Sea f(t) € Ll(O,R) para todo R > 0 y

- 18 -



R
Tim J e_pt f(t) dt = 0 para todo p tal que Re(p) > a. Entonces f(t) = 0.c.d..
R+> /0

TEOREMA 7.3. Sea Re(p) > a un semiplano donde &(p) es holomorfa. Supongamos que
exista a > max(0,a) tal que si Re(p) = a entonces |¢(p)| <§Blp|_2, B >0. Sical-

culamos usando (2) ¢ = £-1¢ sobre Re(p) = ¢ = a entonces ¢(t) = 0 para t < O,
¢ ELyYLP=20en Re(p) =a.

TEOREMA 7.4. Sea ®(p) = M(p)/N(p), My N polinomios en p con grado M < grado N.

Si ®(p) tiene so6lo 1 polos simples, s -ev s A5 entonces
ot = | ok A )
k=1 N3 N(p)

Recordamos a continuacion algunas formulas y relaciones importantes sin precisar
las hipdtesis bajo las cuales ellas valen, y también una pequefia pero Gtil tabla
de transformadas.

(4) Si a >0, ¢(t+a) = e®P(a(p) - j ePS 4(s) ds), y

- 19 -



((8) vale, por ejemplo, si y € Cl([O,w)), y e y' son O(eCt)).

o(t) o(p) = J e_pt¢(t) dt Condiciones
0
¢3-1 F(a).p-a a >0, Re(p) >0
et (p-a)t Re p > a
sen at 5 > Re p >0
p ta
cos at —7—9——? Re p >0
p -t a
a
sh at > 5 Re p > |a]
p- - a
ch at > P 5 Re p > |a
p- - a
In t :1—%%leJZ Re p > 0, y = cte. de Euler
v I(v+l) [ T' (v+l) 1
t'int pv+1 {F(v+1) + In ) Rev>-1, Rep>0
1
Jplat) Rep>0,a>0
p+a
J_(2/at L o-a/p
0 at) E—e Re p>0,a>0
z
-a /4
/2 Vg2 /hp
t Jv(a/f) =5 T Re p>0, Rev > -1
2. p
t sen at “—7¥Sﬁljfjf Re p>0
(p” +a")

- 20 -




sen at - at cos at I Rep>20

TEOREMA 7.5 (del producto). Supongamos que f(t) y ¢(t) son funciones objeto

f(t) = F(p) y o(t) & o(p)

t
Entonces F(p) a(p) = J'ro F(u) o(t-u) du = F(t) * ¢(t).

Resolver ecuaciones mediante la aplicacion de la Transformada de Laplace tiene
sus inconvenientes, veamos el siguiente ejemplo.

Sea la ecuacion
y'(t) + ay(t) = ¢(t) , a constante,
con la condicion ‘
y(0) = A.

Aplicando la transformada de Laplace resulta:

-A + sY(p) + a¥Y(p) = o(p)

De donde
oy - p) +A_ A ¢(p)
Y(p) = pta pta pta
entonces
t
(11) y(t) = Ae @+ 7w () = &2p 4 j e2o(u) du]
0

Se puede verificar por reemplazo que (11) es la solucion de y' + ay = ¢ que vale
Aent =0.

2
Si ¢(t) = et no podemos aplicar el método pues no existe la Transformada de

Laplace de dicha funcidn, pero (11) sigue siendo la solucidn buscada pues la con-
volucion estd bien definida.

Vamos a usar la transformada de Laplace para resolver ecuaciones integrales de
Volterra de convolucion.

Sea
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0

Si

f(x) = F(p) , F(p) # 1 para todo p,

d(x) = o(p)

k(x) = K(p)
Entonces

o(p) = F(p) + K(p).2(p)

de donde

(12) o(p) = TRl

Sabemos por el teorema 5.1 que la ecuacidon integral de convolucién tiene solucion
dada por:

Si
r(x) = R(p)
entonces
o(p) = F(p) + R(p).F(p)
Tuego
_o(p) - F(p) _&(p) . __1 .- K(p)
o) =T e TRG) T T TERGT T T oK)
Ejemplo: si k(x) = sen x, K(p) = 1 > ; entonces R(p) = j?- y rix-t,1) = x - t.
IL+p p
Resolvamos la ecuacion
X
#{x) = sen x + J 2cos(x-t) ¢(t) dt
0
%
¢(p) = 1+ g = 1 ;
1-—L5 (p-1)
1+p



en consecuencia

Puesto que ¢{t) es una funcion objeto es correcta la aplicacion del método.

RESOLUCION DE ECUACIONES INTEGRODIFERENCIALES MEDIANTE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Supongamos aj, a;, 3, constantes; f(x), ki(x-t), i=0, 1, 2, funciones conoci-

das.

Resolveremos usando transformada de Laplace la siguiente ecuacion integrodiferen-
cial:

X X X
ay" +apy' +agy + Jo ko(x-t)y(t) dt + Jo kp(x-t)y' (t) dt + Jo ky(x-t)y"(t) dt =
= f(x)

Si

f(x) = F(p) ;
ki(x) = Ki(p) ,i=0,1, 2,
y(x) = Y(p)

0 sea,

Y(p) = 2 F(p)
p-(a, + Kr(p)) + pla; + K (p)) + (ay + Ky(p))

Aplicando la transformada inversa obtenemos y(x).

Ejemplos: 1) J e
0
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entonces

1 1
o(p).c—7 =7
P p
o(p) = L. JE- . Entonces
Pop
¢(x) =1 - x

¥(p) .y = 5
p p
o(p) = 1

Debemos tener presente al encontrar la solucion el campo al cual ella pertenece.

La ecuacion del ejemplo 2) tiene solucion en el campo de las distribuciones pero

no en el de las funciones:

(14)

3)

de donde

Recordemos que

integrando respecto a v

jw dv _ jw
0 p\)+1 0

dv Jw e-pt t
0

¢ = 8§ = delta de Dirac.

PR L pPR(p) - pf(0) - £1(0) _  £'(0)
py + p Inp p(y + Tnp) p(y + Tnp) -

- 24 -



Lo o}

v _ 1
0 p\)+1 plnp

Como J , resulta

s vV
X — 1
JO v+ 1) ® 7 5 TRp

oo AY
)
a e a _ 1
Y v+ 1) &V ° ap In(ap) p Ina + p Inp
0
Sia=e':
e -
x” e YV dv = 1
T(v +1) " ply + Tn p)
0
luego

0)
o

(X * VLAY 2
. -t . pF(p) - f'
}0 f (t)l[ s dv] ar = BEp) = P
0

De este modo 1a solucidon ¢(x) de la ecuacidn integral tiene la forma:

X 00 0
- " (X - t)v e‘YV 1 XV e*YV
¢(X) = —J f (t)[l F(V ¥ 1) dvidt - f (0) ?FG—I—TT dv
0 0 0

Si f(x) = x, f(0) = 0, se obtiene

(15)
Comparese (15) con (13) y (14).
8. ECUACIONES DE FREDHOLM

Sea as<x<b,asxts<b; f(x) y K(x,t) funciones dadas; K(x,t) € L2((a,b)X(a,b));
¢(x) es la incognita y A el parametro numérico. La ecuacidn
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(1) 5(x) - xj Kix,t) ¢(t) dt = f(x)

se 11ama ecuacion integral de Fredholm de segunda especie no homogénea. La fun-
cion K(x,t) se denomina nicleo de la ecuacion (1).

Si f(x) = 0 Ta ecuacion (1) se 1Tama homogénea.

La ecuacion

se 1lama ecuacion de Fredholm de primera especie.

Veamos que la resolucion de una ecuacion diferencial con condiciones de contorno se
reduce a la resolucion de una ecuacidon integral de Fredholm.

Consideremos la ecuacion diferencial

(@) Ly = ety ™)+ py 0y 4 e 0y = 0
con pO(x), pl(x), e s pn(x), continuas en [a,b] y las condiciones de contorno
(3) Vi (y) = ay(a) + aél)y'(a) + ... aﬁn'l)y(n'l)(a) +

+ Bky(b) + Bﬁl)y'(b) oot By y (b) =0 (k=1,2, ...,n)

las formas lineales Vl’ ee Vn’ son linealmente independientes.

Se 1lama funcién de Green del problema de contorno (2) - (3) a la funcidn G(x,£&),

as<x<b, ac<¢&c<b, que satisface las propiedades siguientes:

376(x,¢)
BxJ
a (a,b), j=1, ..., n-2,

(I) G(x,&) es continua y es continua en a < x < b para £ perteneciente

5 (n-Lg(y ) 2
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(III) En cada intervalo [a,&) y (&, bl la funcion G(x,£) considerada como fun-
cion de x satisface (2):

LIG] =0

(Iv) v () =0 (k=1,2, ... ,n) para todo £ € (a,b).

TEOREMA 8.1. Si L[y} = 0, Vk(y) = 0, tiene sO0lo la solucidn trivial entonces

existe una Unica funcion de Green.

TEOREMA 8.2. Si f(x) es una funcion continua en [a,b] y Lly] = f(x) entonces si
se satisfacen las hipotesis del teorema 8.1

En general los problemas que se presentan tienen la forma

Llyl = Ay + h(x)
(4)

Vi (y) =0
Para h(x) = 0 se tiene el problema homogéneo

Liyl = Ay
(5)
Vi (y) =0

Los X para los cuales existe para (5) solucidon no trivial se llaman autovalores
(0 valores propios).

TEOREMA 8.3. Si el problema Lly] = 0, Vk(y) = 0, admite s6lo la solucion trivial

(RN

entonces el problema (4) es equivalente al la ecuaci¢~ irtegral de Fredholm

b
y(x) = Aj 6(x,€) y(£) dE + F(x)
a

donde
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En particular el problema de contorno (5) es equivalente a la ecuacion integral
homogénea

PROBLEMA DE STURM-LIQUVILLE.

%aMMECHh&H,MM>0;ﬂM€ChM,a<x<b

i

JL[y] (p(x) y*)' +q(x) y =0

ly(a) = y(b) =0

Existe una solucion ¥q tal que (cf.T7.1.1.):
Lly,) =0, y,(a) =0, y(a) #0.

Analogamente existe Yo solucion de:

Lly,l =0, y,(b) =0, y5(b) # 0.

y1(xg) ¥olxg)

Supongamos que exista x, tal que W(y,,y,)(x,) = # 0, entonces
0 1°72°*70 ' '
yi(xg) ¥alxg)

w(yl,yz)(x) # 0 para todo x y esto implica que y, ey, son linealmente indepen-

dientes.
Si y(x) satisface LIyl = 0 y ademds y(a) = y(b)

0 entonces
y(x) = Cry;(x) + Coy,(x)
y(a) = Cyy,(a) + C,y,(a) = Chy,(a)

Si yz(a) = 0 el wroskiano es cero en a contradiccion. En consecuencia, debe ser
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C, = 0; analogamente conluimos que ¢, = 0.

La Unica solucion del problema es y(x) = 0, entonces existe la funcién de Green
que en este caso es igual a:

[ y1(x) y,(€)
pley W) °

N
<
VAN
o~

G(x,&) 4

¥1(8) yo(x)
ECEIC

Ejemplos:

1) y" + K% =0, 0<x <1, k real # 0.
y(0) = y(1) = 0

yl(x) sen kx

yz(x) sen k(x-1)

Entonces w(yl,yz) = k sen k. Por lo tanto w(yl,yz) =0 si y solo si k2 = nznz;

n=1,2, ... . La funcidén sen nwx es autofuncion del problema correspondiente

al autovalor (nn)z.

Si k2 #=n2ﬂ2 construimos

( sen kx sen k(g-1)

k sen k O<x<g
G(x,£&)
sen k& sen k{x-1
( kgsen k ( : Esx<l
Si tenemos y' o+ k2y = f(x) 0<x<1

2) y'-kiy=0,0<x<1, k real #0.
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y(0) = y(1) =0

kx -kx

Las soluciones linealmente independientes son: yl(x) = e, yz(x) =e 7; la so-

Tucion general es: y(x) = ClekX + Cze-kx; para que y(x) satisfaga las condiciones

de contorno deben set C1 = C2 = 0.

La Gnica solucidén es la trivial y por tanto existe la funcidn de Green:

( senh kx.senh k(&-1)

k senh k 0=<x=¢
G(x,E)
senh k&.senh k(x-1) <y <
Kk senh K Esxsl
3) y're0,0<x<l,

Construyo yl(x) = X3 yz(x) = x - 1. Resulta w(yl,yz) =1y

x(g - 1) 0s<xsg
G(x,&) =
g(x - 1) g<x<l1
Este caso completa a 1) y 2) anteriores. La ecuacion

y*+ay = f, y(0) =y(1) =0

es equivalente at

donde F = JG f dg.

Enunciamos a .continuacidn tres teoremas de Fredholm. Suponemos A # 0,

K(x,t) € L2((a,b) X (a,b)), y las funciones (complejas) ¢, ¥, f, g en Lz(a,b).

TEOREMA 8.1 (de 1a alternativa). O bien la ecuacion
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b
(6) ox) - xj K(x,t) o(t) dt = £(x)
d

tiene exactamente una solucidn para toda f, o bien Ta ecuacion homogénea

(7) o(x) - AJ K(x,t) ¢(t) dt = O

tiene una solucidn distinta de cero.

TEOREMA 8.2. Si para (6) vale el primer caso de la alternativa ésta vale también
para la ecuacion:

b

(8) wh)-ﬂ K(t,x) 9(t) dt = g(x).
a

Si K*(x,t) := K(t,x) entonces la ecuacion (7) y su ecuacion conjugada

(9) Pp(x) - XJ K*(x,t) w(t) dt = 0

tienen el mismo nimero finito de soluciones linealmente independientes.

Definamos: N = {¢: ¢ - AJ'K¢ dt = 0}, N* = {y: ¢ - Xj K*y dt = 0}.

TEOREMA 8.3. Condicidn necesaria y suficiente de existencia de solucion ¢ de

(6) en el segundo caso de Ta alternativa es la condicion de perpendicularidad:

b
existe ¢ sii f L N*, es decir, si y solo si J f(x) ¥(x) dx = 0 para todo
a

Y € N*, En ese caso, todas las funciones en ¢0 + N resuelven la ecuacion.

9. LA ECUACION INTEGRAL POLAR (HILBERT).

Sea K(x,t) un nicleo continuo definido en (0,1) X (0,1), real y simétrico; sea
p(x) una funcidon continua en 0 < x < 1. Supongamos ademas que el operador
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1
2 2
K: L7(0,1) » L7(0,1), (ky)(x) = f K(x,t) y(t) dt es positivo, es decir,
0
(Ku,u) > 0 para todo u ¥ 0. Sabemos que 1a ecuacidn Ky = py tiene una familia
numerable de autovalores {uj} positivos. Ademas {¢j}, la familia correspondien-

te de autofunciones (reales), es ortogonal y completa. La supondremos normaliza-
da. Si p(x) =0 en [0,1], la eucacidn

(1) W(x) = xj (K(x,z) p(2)) w(z) dz

(2) ¥(x) = AJO X(x.z) ¥(z) dz,

si ponemos ¥ = vpy, E(x,z) = /p(x) K(x,z) /p(z). Este nicleo K tiene las mismas
propiedades exigidas a K. Si en lugar de p(z) en (1) se tiene p(x), (1) también
se reduce a (2), pero con ¥ =-y//p, supuesto que p(x) > 0 para todo x.

Supongamos ahora que p tenga ceros en [0,1]. E1 estudio del problema de autovalo-
res (1) puede siempre reducirse al de

1
(3) y(x) = x[ [K(x,2) p(x)] y(z) dz = p(x).Ky.

pues K.p(x) = (K.p(z))*.
Supondremos en lo que sigue que p(x) cambia de signo, y es # 0 casi doquier. EI
problema no homogéneo para (3) es entonces

(4) y(x) = AJ K(x,z) p(x) y(z) dz + f(x).
0
E1 teorema de Mercer asegura que si Ay T u;l:
. _ vl
(5) K(x,2) = T o (x) ¢ (2) = I 0, (x) ¢ (2).
n oo

Definimos:
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(6) Hix,z) = § -1 ¢ (x) ¢ (z) , (c.d.)

/in " n

Entonces H(x,z) € L2(0‘< z < 1) para todo x € [0,1}. En efecto,

¢, (x) 2 o ) .
) [/XH J = K{x,x) < =. Mas ain, H(x,z) es real, simétrico y "H(.,.)”2 =) i

]
= J K(x,x) dx < =,

0
Ademas
\ (]
(7) K(x,z) = J H(x,u) H(z,u) du para todo (x,z).

0

Si y(x) es solucion de la ecuacidon polar (4) entonces

1
Y(v) := J y(x) H(x,v) dx =
0

1

= AJ] [J] [J] H(x,u) H(z,u) du]y(z) dz]H(x,v) p(x) dx + JO f(x) H(x,v) dx .

Llamando F(v) al Gl1timo sumando y definiendo

(8) L(u,v) := J H(x,u) H(x,v) p(x) dx = L(v,u)
0
tenemos
(" 1 5 2
(9) Y(v) = AJ L{u,v) Y(u) du + F(v) , L€ L°((0,1)7).
0

¢ﬁ(x) 172 ¢§(Z)\1/2

En efecto, como J |H(x,u) H(z,u)|du < [z o ) [Z T J = I, resulta
¢2( 1/2

1/2 )
J I.P. IH(x,v)l dx < maxIpI.VTKETETZ{Z i%J ,[Z nx: J = 0(1).

Luego JJJ |H(x,u) H(z,u) H(x,v)|.|y(z) p(x)|dx du dz < =, y puede aplicarse el

Teorema de Fubini.

. 1
Por otra parte, si f € L2 y cn(f) = J f¢n dx se tiene
0
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(10) JJ L(u,v) f(u) f(v) du dv = JJJ H(x,u) H(x,v) p(x) f(u) f(v) du dv dx =

= JV[J H(x,u) f(u) du]2 p(x) dx.

c (f)

Si Q= J H(x,u) f(u) du = ) an ¢n(x) entonces cn(f) = 0 para todo n, y en con-

secuencia f = 0. Luego, del teorema de la alternativa de Fredholm sigue que

J H(x,u) f(u) du recorre L2((0,1)) cuando f 1o hace. Por lo tanto, (10) toma va-

lores positivos y negativos segln se elija f. De esto sigue que el operador

.
(11) Lf = J L{u,v) f(v) dv
0

tiene autovalores positivos y negativos. En efecto, sup {Lf,f) e inr (Lf,f) son,
Il fli=1 Il =1

respectivamente, el mayor y el menor autovalor de L.
PROPOSICION. Una ecuacion integral polar tiene autovalores positivos y negativos.

DEMOSTRACION. Sea & autofuncion del operador (11) correspondiente al autovalor

x_l, y

(12) n(x) = J p(x) H(x,u) ®(u) du.

Entonces n # 0 y vale (cf.(8)):

RN
n(x) = AJ J J p(x) H(x,u)[H(z,u) H(z,v) p(z)]e(v) dz dv du =
0
R
(or 7) = A j K(x,z) p(x) p(z) H(z,v) o(v) dv dz = (por (12)) =
0

1
= AJ K(x,z) p(x) n(z) dz. QED.

Hemos probado en la proposicidn que todo autovalor no nulo de L lo es de (3), vy
cuando dedujimos (9),,1a reciproca. Pero Lf = 0 implica
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1 1 1
J H(x,u) dx I p(x) H(x,v) f(v) dv = J H(x,u) n(x) dx = 0.
0

Por 1o tanto n = 0. Luego f = 0. Es decir, L no tiene al cero por autovalor, y
por lo tanto tampoco el operador P definido a continuacion.

TEOREMA 9.1. E1 operador polar

]
(13) (Py)(x) = j p(x) K(x,z) y(z) dz

tiene sus autovalores no nulos, reales, positivos y negativos, y las autofuncio-

nes correspondientes {n.} forman un sistema completo en L2((0,1)).

1
DEMOSTRACION. Si g 1 {”1} donde ny = J p(x) H(x,u) ®j(u) du, ®j autofuncion de
0

1 1
L, entonces: 0 = J g{x) p(x) dx J H(x,u) ®j(u) du. O sea,
0 - 40

e o]

1
g.pd {jo H(x,u) ¢i(u) du}i 1 -

Como la familia de los Qj es densa en L2, 1o mismo le ocurre a { ... }. O sea

g.p = 0, y de aqui sigue que g = 0. QED.
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