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Algebras de Boole

1 CONJUNTOS ORDENADOS

1.1 Definicion de conjunto ordenado

Sea IN el conjunto de los niimeros naturales y INg = INU {0}. Existen dos relaciones
binarias definidas sobre INy que tienen gran importancia, a saber:

(1) La relacién menor J igual que se representa por “<” y que se define del siguiente
modo:

x < ysiexisten € INg tal quex +n =y.
(2) La relacién divide que se representa por “/” y que se define del siguiente modo:

z/y si existe n € INg tal que z.n = y.

La relacién < tiene las siguientes propiedades

O1) (Propiedad Reflexiva): x < x cualquiera que sea z € INp.

02) (Propiedad Antisimétrica): Siz,y € INg son tales que < y e y < z entonces T = y.
03) (Propiedad Transitiva): Si z,y,z € INy son tales que z < y e y < z entonces z < z.
La relacion divide también tiene las propiedades Reflexiva, Antisimétrica y Transitiva.
Ejercicio 1.1.1 Demostrar la propiedades indicadas anteriormente.

Existen muchas otras relaciones binarias que poseen las tres propiedades citadas anterior-
mente. Ello lleva en forma natural a introducir la siguiente definicién:

Definicion 1.1.1 Dado un conjunto, no vacio, A y una relacién binaria definida sobre
A, que representaremos por “<” que verifica las propiedades O1), 02) y O3) indicadas
anteriormente, diremos que “<” es una relacion de orden sobre A y que el sistema
(A, <) es un conjunto ordenado.

Para simplificar el lenguaje diremos muchas veces, mas sencillamente que A es un con-
junto ordenado. Si se verifica la relacién “z < y” diremos que “x precede a y”, o que
“ z es menor o igual que y”.

Observemos que varios autores denominan orden parcial a toda relacién binaria que ver-
ifica O1), O2) y O3). En la literatura inglesa es habitual denominar a estos conjuntos
poset (partial ordered set).

De acuerdo con la definicién precedente las relaciones “<” y “/” son relaciones de orden
definidas sobre INp, por lo tanto (INg, <) y (INp, /) son conjuntos ordenados.

Observacion 1.1.1 Dadas dos relaciones binarias Ry y Ry sobre un conjunto A, se dice
que ellas son iguales, y se nota Ry = Ry, si (z,y) € By <= (z,y) € Ry. Luego las
relaciones Ry y Ro son diferentes, en notacién Ry # Ry si existen elementos a,b € A
tales que:

(a,b) € Ry y (a,b) ¢ Ry 6 (a,b) € Ry y (a,b) ¢ R;.

Luego las relaciones “<” y “/” son diferentes dado que 2 <3, y 2 no divide a 3.
Esto nos muestra que sobre el conjunto INg se puede definir mas de una relacién de orden.
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Ejemplo 1.1.1 Dado un conjunto, no vacio, A, sea P(A) la familia de todos los subcon-
juntos de A, entonces es claro que (P(A),C) es un conjunto ordenado. Este es uno de
los ejemplos mas importantes, pues veremos mas adelante que el estudio de una relacion
de orden se puede reducir al estudio de una relacion de inclusion entre subconjuntos de
un cierto conjunto.

Ejercicio 1.1.2 1) Sea A el conjunto de todas las personas. Si a,b € A, pongamos

por definicion a Rb <> estaturade a < estatura de b. ;Es R una relacion de
orden?

2) Sea I un conjunto no vacio y R el conjunto de los nimeros reales. Consideremos
el conjunto F de todas las funciones definidas sobre I y que toman valores en R.
Dadas f,g € F pongamos por definicion:

f<g e fz)<gla) Yael.
Probar que (F,<) es un conjunto ordenado.
8) Siip es un elemento fijo de I y ponemos por definicion:
f<g < f(io) < gliv),
s Serd (F,<) un conjunto ordenado ¢

4) En INy definamos:

xRy < existeaelNotalque:I:2+a=y2.

s Es (INo, R) un conjunto ordenado? En caso afirmativo jserd la relacion binaria
“<” definida anteriormente igual a la relacién R?

Observacién 1.1.2 Los aziomas 01), 02) y O3) son independientes, [30]. Esto significa
que ninguno de ellos se puede deducir a partir de los restantes. Sea A = {a,b,c} y
definamos sobre A las siguientes relaciones binarias:

[ fafblclafblclalblc]

a RIR|S|S T| T
b RyS|S T\ T
c S T

1) O1) es independiente de 02) y O3.
La relacién R wverifica 02) y O3) y no verifica O1), ya que a R a.

2) 02) es independiente de O1) y 03).
La relacién S verifica O1) y 03) y no verifica 02), ya quea Sb, bSa y a#b.

8) 03) es independiente de O1) y 02).
La relacién T verifica O1) y 02) y no verifica O3), ya queaT b, bTc y a¥ c.

Notaremos a1 < az < ... < @p_1 < an, para indicar que a1 < a2, a2 < as,...,an-1 < Un.
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Ejercicio 1.1.3 Probar que st a; < a2 < ... < ap—1 < an < a3, enfonces:
a1 =ag = ... = Qp_1 = Gyp.

Definicién 1.1.2 Si (4, <) es un conjunto ordenado, escribiremos a < b (a menor que
b) para indicar que a < b y a #b. Caso contrario notaremos a < b.

Anélogamente notaremos a; < ag < ... < @y_j < Gy, para indicar que:
ay < ag, Ay < ag,...,0p-1 < Qn.

Lema 1.1.1 La relacién < tiene las siguientes propiedades:
0’1) Propiedad Irrefleziva: x £ z, ¥V x € A.
0’2) Propiedad Transitiva: Si a,b,c € A verifican a<b y b<c entonces a<c.
y ademds se cumple la condicion:
D)a<b <= a<boa=h
Dem.
0’1) Supongamos que existe ¢ € A tal que z < z, luego z < z y x # =z, absurdo.

02) Sia<byb<centonces (1) a<b, (2)a#b 3)b<c,y(4)b#c De(l)y (3)
resulta por la propiedad O3) que a < c. Para probar que a < c, nos falta demostrar
que a # c. Supongamos que a = c¢, entonces por (3) tendremos que (5) b < a y de
(1) v (5) resulta por O2) que a = b, lo que contradice (2).

Observemos que de a # by b # ¢ no se puede concluir que a # c. En efecto
2#3, 3+ 2y no se verifica que 2 5 2.

D)==>) Si @ = b no hay nada que demostrar. Si @ # b como por hipétesis a < b
entonces a < b.

<) Dados a,b € A si a="b como a < a =b entonces a < b.
Si a < b entonces a < by a # b, luego en particular a < b.

[
El resultado precedente muestra que la relacién “<” se puede definir a partir de la relacién
“<” usando la propiedad D.

Teorema 1.1.1 Sea (A, <) un sistema formado por un conjunto, no vacio, A y una re-
lacidn binaria “<” definida sobre A que verifica las propiedades O’1) y O’2). Entonces,
s1 definimos sobre A la siguiente relacidn binaria:

D) a<b < a<b b a=b,
el sistema (A, <) es un conjunto ordenado y ademds:

a<b < a<by a#b.
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Dem.

O1) a<a, Ya€ A
De acuerdo con la definicién D) esto equivale a probar que a < a 6 a = a, luego
a < a.

02) Supongamos que a < by b < a, esto es, (Ha<b 6 2Ja=by@B)b<a 6 (4)
a=>o.
Si se verificaran (1) y (3) entonces por 0’2) tendriamos que a < a lo que contradice
0’1). Si se verificaran (1) y (4) también tendriamos que a < a. Si se verificaran (3)
y (2) también llegamos a que a < a. Por lo tanto a = b.

03) Supongamos que a < by b < ¢, esto es, (Na<b 6 (2)a=by B)b<c 6
(4) b=c.
De (1) y (3) resulta por O’2) que a < ¢, luego a < c. De (1) y (4) resulta que a < ¢
luego a < ¢. De (2) y (3) resulta a < ¢ luego a < ¢. De (2) y (4) resulta que a =,
luego a < c.

=) Supongamos que ¢ < b luego por D) resulta que @ < b. Sia = b entonces a < a,
absurdo luego a # b.

«) Supongamos que (1) a<b y (2) a # b, luego por D) a < b6 (3) a = b, como (2)
contradice a (3) tenemos que a < b. |

El resultado precedente muestra que la nocién de conjunto ordenado se puede definir de
dos modos diferentes.

Observemos que si (A, <) es un conjunto ordenado y X es una parte no vacia de A
entonces (X, <) es un conjunto ordenado.

Definicién 1.1.3 §i (A, <) es un conjunto ordenado, a,b € A se dicen comparables y
senotaal bsia<bdb<a, caso contrario se dicen incomparables y se nota a | b.

En el conjunto ordenado (INg, <) los elementos 2y 7 son comparables dado que 2 < 7,
pero en el conjunto ordenado (INp, /) son incomparables dado que 2 no divide a 7y 7 no
divide a 2.

Definicién 1.1.4 Un conjunto ordenado A se dice una cadena, conjunto linealmente
ordenado, J totalmente ordenado si todo par de elementos de A es comparable.

(INg, <) v (R, <) son cadenas. Si (A,<) es un conjunto ordenado, X C A, X #0y
(X, <) es una cadena se dice que X es cadena de A. Por ejemplo, sabemos que (INp, /)
no es una cadena, pero el subconjunto {2,4,8} es una cadena de INy ya que 2/4, 2/8 y
4/8.

Si (A, <) es un conjunto ordenado y a € A entonces {a} es una cadena de Aysia,b€ A
son tales que a < b también {a,b} es una cadena de A.

Definicién 1.1.5 Una parte L de un conjunto ordenado A se dice una parte libre de
A, si dados dos elementos diferentes de L ellos son incomparables. También se suele decir
que L es una anticadena de A. Si L = A se dice que A es una anticadena.

Ejemplo 1.1.2 El conjunto {2,3,5} es una anticadena del conjunto ordenado (INy, /).
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1.2 Elementos especiales. Diagrama de Hasse

Un conjunto ordenado (A, <) puede o no contener elementos con algunas de las propie-
dades que se indican a continuacién.

Definicién 1.2.1 Un elemento m de un conjunto ordenado (A, <) se dice un elemento
maximo o maximal de A si:

M) Sixz € A es tal gue m < x entonces x = m.
Un elemento m € A se dice un elemento minimo o minimal de A si:

m) Six € A es tal que x < m entonces z =m.
Ejemplo 1.2.1

1) Consideremos el conjunto ordenado (INp, <), entonces 0 es elemento minimo de INp.
Este conjunto no tiene elementos méximos.

2) Es claro que ({z € Z: z < 0}, <) es un conjunto ordenado, 0 es elemento maximo.
Este conjunto no tiene elementos minimos.

3) Sea A = {1,2,4,8,12}, como A C INy entonces (4,/) es un conjunto ordenado.
;A tiene elementos maximos? Si en efecto, 12 y 8 son elementos méaximos. Luego
si un conjunto ordenado tiene un elemento méximo, en general, é] no es tnico. El 1
es el tnico elemento minimo de A.

4) En (Z, <) no existen elementos méximos ni minimos.

Lema 1.2.1 Todo conjunto ordenado finito (A, <) tiene, por lo menos, un elemento mi-
nimo (mdzimo).

Dem. Por induccién sobre el ntimero n de elementos de A. Sin =1, el lema es eviden-
temente verificado.

Supongamos el lema verdadero para todo conjunto ordenado con k elementos, y sea
(A = {z1,%2,..., Tk, Ty}, <), un conjunto ordenado, entonces por la hipdtesis de in-
duccién, el conjunto X = {z;,zs,...,Zx}, tiene por lo menos un elemento minimo z; ,
1<t<k Ademéis, A= XU {xy 1}

Probemos que si (1) 241 < ; entonces Tx4; es un elemento minimo de A. En efecto sea
(2) a € A tal que (3) a < z41. De (2) resulta que (4) a € X 6 (5) a = zx+1. De (1) y
(3) se deduce (6) a < z;. Siocurre (4), como a,z; € X y T; es un elemento minimo de
X tenemos (7) a = ;. Luego de (3) y (7) resulta (8) z; < zp11 y de (1) y (8) concluimos
que T; = Ty,1. Pero z; € X y z31 ¢ X. Por lo tanto, debe ocurrir (5), lo que prueba
que Txy1 es minimal de A.

Si (9) Tg4+1 £ T, veamos que z; es minimal de A. En efecto, sia € A verifica (10) a < z;
entonces por (9) a # Tx41 y en consecuencia a € X, por lo tanto, como x4 es minimal de
X, de (10) resulta a = ;. [

Los conjuntos ordenados finitos pueden representarse por un diagrama denominado
diagrama de Hasse.
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Definicién 1.2.2 Sea (A, <) un conjunto ordenado, se dice que el elemento b € A cubre
al elemento a € A si

1) a <b,
2) No eziste ningin elemento x € A tal que a <z <b.

Ejemplo 1.2.2

1) En (INo, <), 4 cubre a 3.

2) En (INp, /), 4 cubre a 2, pués 2/4 y no existe ningin x € Ny, ¢ # 2, = # 4 tal que
2/zy x/4.

Dado un conjunto ordenado finito (A4, <), su diagrama de Hasse se construye de acuerdo
con las siguientes reglas.

H1) Sia€ A, a serd representado por un pequefio circulo, denominado el afijo de a.
H2) Sib € A cubre al elemento a € A, el afijo de b se “coloca por arriba” del afijo de a.

H3) Si b € A cubre al elemento a € A, los afijos de a y b se unen por un segmento de
extremos a y b.

Ejemplo 1.2.3
1) Sea A = {1,2,4,8,12} C INp, luego (A, <) es un conjunto ordenado, que tiene por
diagrama:

A 12

8

2) El conjunto ordenado (A, /) tiene por diagrama:

A 8\/4012

2
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3) B=1{1,2,3,4,6,9,12,18,36} es €l conjunto de los divisores naturales de 36. Luego
(B, /) es un conjunto ordenado que tiene por diagrama de Hasse:

B /O 36
/ 12 18
4 6

Q

Nt N\
%

O

Observemos que med {2,3} =1, mem {2,3} = 6, etc.

4) C ={1,2,3,5,6,10,15,30} es el conjunto de los divisores naturales de 30. Luego
(C, /) es un conjunto ordenado que tiene por diagrama de Hasse:

c 30

Ejercicio 1.2.1

Sea D = {1,2,,4,6,8,10,18,28,42,50,52,70}. Luego (D,/) es un conjunto ordenado.
;, Cudl es su diagrama de Hasse?

El uso de diagramas de Hasse tiene su importancia, fundamentalmente en investigaciones
tedricas.

Teorema 1.2.1 Todo conjunto ordenado finito tiene un diagrama de Hasse.
( G. Birkhoft, [7])

Dem. Por induccién sobre el nimero n de elementos del conjunto. Sin =1 el teorema
es evidentemente verdadero (su diagrama se reduce a un pequernio circulo). Supongamos
que el teorema es vélido para todos los conjuntos ordenados con & —1 elementos. Sea A un
conjunto ordenado con k elementos. Como A es finito, entonces por el Lema 1.2.1 A tiene
por lo menos un elemento méximo m. Entonces el conjunto ordenado A’ = A— {m} tiene
k — 1 elementos y por la hipétesis de induccién tiene un diagrama de Hasse. Poniendo el
afijo de m “por arriba” del diagrama de A’y uniendo el afijo de m con todos los afijos de
elementos de A’ a los cuales cubre m, eventualmente ninguno, obtenemos el diagrama de

A. |
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Para dar ejemplos de conjuntos ordenados finitos basta dibujar diagramas de Hasse y el
conjunto ordenado queda determinado en virtud del siguiente:

Lema 1.2.2 Conocido el diagrama de Hasse de un conjunto ordenado A (finito) entonces
el orden “<” de A queda univocamente determinado por el diagrama correspondiente.
(G. Birkhoff, [7]).

Dem. Sia,b€ A, a# bentoncesa <b < graficamente es posible pasar del afijo
de a al afijo de b por medio de segmentos ascendentes del diagrama, esto es a < b <
existe una sucesion g, T1, . . - , Tn, de elementos de A tales que zo = a, Tn = by el afijo de
; estd por arriba del afijo de z;_, para ¢ =1,2,...,7n. |

Ejemplo 1.2.4 Dado el siguiente diagrama:

La relacidn binaria estd indicada en la siguiente tabla:

[<[aefb]cld]e]

a elole
b eleo e
C o | o
d
e

Observemos que la siguiente figura no es un diagrama de Hasse:
d e

Definicién 1.2.3 Sea (A4, <) un conjunto ordenado. Se dice que un elemento 0 € A es
primer elemento de A si:

0 <z, paratodoz € A.
Se dice que un elemento 1 € A es 1ltimo elemento de A si:

z <1, paratodoz € A.
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Lema 1.2.3 Si un conjunto ordenado tiene primer (idltimo) elemento este es inico.

Dem. Supongamos que p y p’ son primer elemento de A, entonces:
(1) p<=z, paratodoze€Ad y (2) p <z, paratodoz € A

Luego como p’ € A, de (1) resulta (3) p < p/, y como p € A, de (2) resulta (4) p’ < p.
De (3) y (4) se concluye por la propiedad antisimétrica que p = p’. En forma andloga se
demuestra la unicidad del dltimo elemento. |

Si un conjunto ordenado tiene primer (dltimo) elemento es habitual notarlo Ag (A1), y si
tiene primer y tltimo elemento Ag ;.

Lema 1.2.4 Si A es un conjunto ordenado, entonces
1) Si A tiene primer (iltimo) elemento este es un elemento minimal (mazimal).

2) Si A es finito y tiene un dnico elemento minimal (mazimal) entonces él es el primer
(dltimo) elemento de A.

3) Si A es finito y no tiene primer (4dltimo) elemento entonces tiene mds de un elemento
minimal (mazimal).

Dein.

1) Sea 0 primer elemento de A, esto es 0 < z cualquiera que sea z € A, luego siz <0
entonces = 0, por lo tanto 0, es minimal.

2) Sea m el tinico elemento minimal de A y supongamos que m no es primer elemento
de A, esto es existe 7y € A tal que m £ =g, por lo tanto, m £ zo y (1) m # .
De (1) y la hipétesis resulta que zo no es minimal, luego como A es finito existe un
elemento minimal que lo precede, y como existe un tinico minimal, debe ser m < =,
absurdo.

3) Como A es finito tiene elementos minimales. Si tuviese un tnico elemento minimal
m entonces por 2) m serfa primer elemento de A, absurdo.

Definicién 1.2.4 Dado un conjunto ordenado A con primer elemento 0 se dice quea € A
esun atomo de A si “a” cubre a “0,” esto es, 0 < a y no existex € A tal que 0 < z < a.

Sea E un conjunto no vacio, luego (P(E), C) es un conjunto ordenado.

1) ; Este conjunto tiene dtomos? ;Cuales son?
(0 es el primer elemento de este conjunto ordenado. Los conjuntos {z}, donde z € E
son 4tomos de P(E), dado que no existe Y € P(E) tal que § C Y C {z}. Estos
elementos son los Gnicos dtomos de P(E), dado que si X C E tiene més de un
elemento entonces § C X \ {p} C X, con p € X.

2) ;Todo conjunto ordenado finito con primer elemento, siempre tiene dtomos? No,
por ejemplo si el conjunto tiene un sélo elemento.
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1.3 Isomorfismos e involuciones

Consideremos el conjunto A = {1,2,3,6} ordenado por la relacién divide y el conjun-
to ordenado (P(B),C), donde B = {a,b}. Tenemos asi dos conjuntos ordenados cuyos
diagramas de Hasse se indican a continuacién:

A 6 B P(B)
2 <<(>z 3 {a}<<>{b}

ol

Los conjuntos A y P(B) estdn formados por elementos de naturaleza diferente, pero sus
diagramas de Hasse son semejantes.

Definicién 1.3.1 Sean (4, <), (A, <') conjuntos ordenados. A toda funcidn suryectiva
f:A— A que verifica:

I1) Siz,y € A verifican x <y entonces f(z) < f(y),
I2) Sixz,y € A son tales que f(z) <' f(y) entonces z < ¥y,
daremos el nombre de isomorfismo (de orden) de A sobre A" y notaremos A=A

Observemos que todo isomorfismo es una funcién inyectiva. En efecto si f(z) = f (v)
entonces f(z) <' f(y) y f(y) <' f(z), de donde resulta por 12) que <y ey <z, y por
lo tanto, z = y.

Definicién 1.3.2 A toda funcidn f : A — A’ que verifica la condicién I11) se denomina
isétona o monétona. Esto es, respeta el orden de ambos conjuntos.

Consideremos los conjuntos ordenados indicados anteriormente y pongamos f(1) =0,
£(2) = {a}, f(3) = {b}, f(6) = {a,b}. Es facil ver que f es un isomorfismo de A sobre
P(B).

Lema 1.3.1 Si A, B y C son conjuntos ordenados, entonces:
1) A=A
2) Si A= B, entonces B = A.
3) 8i A= B, y B=C, entonces A= C.

Definicién 1.3.3 Dos conjuntos ordenados A y B se dicen isomorfos si existe un 1so-
morfismo de uno de ellos sobre el otro.

Un isomorfismo de un conjunto ordenado A sobre el mismo se denomina un automor-
fismo.

Ejemplo 1.3.1 1) Es claro que st A es un conjunto ordenado entonces la transforma-
cidn identidad, e(x) =z, Vo € A, es un automorfismo, denominado automorfismo
trivial.
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2) Consideremos el conjunto ordenado A cuyo diagrama de Hasse indicamos a conti-
nuacLon:

0

Vamos a demostrar que el 1inico automorfismo que admite es el trivial. En efecto:
si f es un automorfismo de A entonces (1) f es una funcidn suryectiva. Como
z < 1, Vo € A entonces (2) f(z) < f(1), Vz € A. De (1) y (2) resulta que
f(1) es el dltimo elemento de A y en consecuencia f(1) = 1. Andlogamente de
0 <z, Vz € A se deduce que f(0) = 0. Por lo tanto como f es inyectiva debe ser

f(a) = a.

8) Consideremos el conjunto ordenado B cuyo diagrama de Hasse se indica:

Es fdcil verificar que la funcién f definida por : f(0) = 0, f(1) =1, f(a) =
b, f(b) = a, es un automorfismo no trivial.

Definicién 1.3.4 Sean (A, <), (A',<') conjuntos ordenados. A toda funcion suryectiva
f:A— A que verifica:

A1) Siz,y € A verifican z <y entonces f(y) <' f(z),
A2) Siz,y € A son tales que f(z) <’ f(y) entonces y < z,

daremos el nombre de antiisomorfismo (de orden) de A sobre A'.

Es claro todo antiisomorfismo es una funcién inyectiva.

Definicién 1.3.5 A toda funcidn f : A — A’ que verifica la condicidn A1) se denomina
antitona o antirnonétona.
A todo antiisomorfismo de A sobre A se demomina antiautomorfismo de A.

Consideremos el conjunto ordenado B indicado en el ejemplo 1.3.1, 3) entonces la funcién
f definida por : f(0) =1, f(1) =0, f(a) =b, f(b) = a, es un antiautomorfismo de A.
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Si Ay B son los conjuntos ordenados cuyos diagramas se indican, entonces el conjunto
de todas las funciones is6tonas de A en B estéd indicado en la tabla siguiente.

A Ib Il B
a O c 0

If [afb]c]
#1000
1001
10|10
f4011
FH11]1]0
IAEEERE

Es claro que sobre un conjunto con un sélo elemento solamente se puede definir una tnica
relacién de orden. Si el conjunto tiene 2 elementos entonces se pueden definir 3 relaciones
de orden, cuyos diagramas se indican a continuacién:

Si el conjunto tiene 3 elementos entonces se pueden definir 19 relaciones de orden, 5 de
las cuales no son isomorfas entre si y cuyos diagramas se indican:
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Si el conjunto tiene 4 elementos entonces se pueden definir 219 relaciones de orden, de las

cuales 16 no son isomorfas entre si y cuyos diagramas se indican:

%
< L
) N
N
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Si el conjunto tiene 5 elementos entonces se pueden definir 4.231 relaciones de orden, de
las cuales 63 no son isomorfas entre si y cuyos diagramas se indican:

Conjuntos ordenados con 5 elementos y 1 minimal:

<
>

AN
-
e
N

S

N
e

i

N

~
o
.
N

/

O




N

/
/|

1

DN

<X

TP

)| X




W

—0

@r_<v>b
O 40

o= S

3

[l

8.

3

1V
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Conjuntos ordenados con 5 elementos y 3 elementos minimales

N

Q
o

T

M

=

O

y

:><>

o

O
o
/oo
vo o

17
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Conjuntos ordenados con 9 elementos y 4 elementos minimales

&

Conjunto ordenado con 5 elementos y 5 elementos minimales

L. Montewro

Si un conjunto tiene n elementos, no se conoce una férmula en funcién de n que indique
el ntimero de relaciones de orden que se pueden definir sobre el mismo, como asi tampoco
el ntmero de relaciones de orden no isomorfas.

A continuacién indicamos una tabla con los resultados conocidos, ver por ejemplo: [7],
[8], M. Erné and K. Stege Counting finite posets and topologies, Order 8, (1991), 247-265:

[ =]

Nro. de OrdenesJ

1

3

19

219

4.231

130.023

6.129.859

431.723.379

wloo| 3o o =W N+

44.511.042.511

—
o

6.611.065.248.783

—
—

1.396.281.677.105.899

—t
[Av]

414.864.951.055.853.499

=
w

171.850.728.381.587.059.351

—
>

08.484.324.257.128.207.032.183
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“ Nro. de Ordenes no isomorfos

1

2

S

16

63

318

2.045

16.999
183.231
2.567.284
46.749.427
1.104.891.746
13 33.823.827.452

Ol oo k| W N~ B

—
o

=
=

—
N

ver: C. Chaunier and N. Lygerds, The number of orders with thirteen elements, Order 9,
(1992), 203-204.

Ejercicio 1.3.1 Si X es un conjunto finito con n elementos, notaremos N[ X] = n. Sea

I, = {1,2,...,n}, se denomina sustitucién de orden n a toda biyeccion de I,. Al
conjunto de todas las sustituciones de orden n se lo representa por Sp, que se denomi-
na grupo simétrico. Es bien conocido que N[S,] = nl. Dada f € S, pongamos por

definicion: a °; b < a <by fa) < f71(b), donde a,b € I, y < indica el orden
natural de I,.

1) Probar que Ty es una relacion de orden.

2) Probar que si f € S, entonces (In,Cf) y (In,Cs-1) son conjuntos ordenados iso-
morfos.

1.4 Representacién de conjuntos ordenados

Hemos visto que si X es un conjunto, no vacio, entonces (P(X), C) es un conjunto orde-
nado.

Lema 1.4.1 Todo conjunto ordenado (A, <) es isomorfo a una familia de conjuntos or-
denada por la relacion de inclusion.

Dem. Dado x € A, sea A, = {y € A:y < z}. Entonces tenemos que: (1) A, # 0,
Ve A,yaquez € A,y (2) A, CA, Vz €A

Sea A = {Ag}sea, como (P(A), C) es un conjunto ordenado y A C P(A) entonces (A, C),
es un conjunto ordenado. Pongamos:

f(z) = Az, Vo € 4,

entonces f es una funcién de A sobre .A.

Sean x,y € A tales que (1) z < y, luego si z € f(z) = A, esto es, (2) z < z. De (1) y (2)
resulta z < y esto es z € A, = f(y). Acabamos asi de probar que f(z) C f(y).
Supongamos ahora que z,y € A son tales que A, = f(z) C f(y) = A,, entonces como
z € A, tenemos que x € A, estoes x < y. [
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Ejemplo 1.4.1 Sea A el conjunto ordenado cuyo diagrama de Hasse se indica.

Entonces A, = {a}, Ay = {a,b}, A, = {a,c}. Estos subconjuntos de A ordenados por
inclusion tiene el siguiente diagrama:

{a,b} O {a,c}
N

1.5 Conjunto ordenado dual

Dada una relacién binaria R sobre un conjunto A se denomina relacién dual 6 inversa
de R a la relacién binaria R* definida del siguiente modo:

s Ry < yRx

esto es (r,y) € R* <= (y,z) € R.

La relacién dual de la relacién “divide a” se denomina “es multiplo de”, la relacién dual
de “contenido” (C) se denomina “contiene a” (D) y la relacién dual de “menor o igual”
(<) se denomina “mayor o igual ” (>). Es claro que:

Lema 1.5.1 La relacién dual de una relacion de orden es una relacion de orden.

Se denomina dual de un conjunto ordenado (4, <) al conjunto ordenado (4, <*) donde
con <* indicamos la relacién dual de <. También notaremos > en vez de <* . Para
simplificar la notacién, notaremos con A* al dual del conjunto ordenado A. Es claro que
(A*)* = A. Un conjunto ordenado A se dice autodual si es isomorfo a su dual.

Ejemplo 1.5.1 El siguiente conjunto ordenado es autodual.

1 0
A A*

a a

0 1

Definicién 1.5.1 Sea (A, <) un conjunto ordenado, con iltimo elemento 1. Se dice que
be A esun dtomo dual de A si “17 cubre a “b”, esto es, b <1 y no eziste x € A tal
que b <z <1.

Ejemplo 1.5.2 1) En el siguiente conjunto ordenado, los elementos a,b y c son dto-
mos duales del mismo, y también dtomos.
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2) El dinico dtomo dual del siquiente conjunto ordenado es el elemento ¢

&

0
Es claro que si un teorema es vélido en un conjunto ordenado también es vélido si cam-

biamos entre si los simbolos < y > en el enunciado.

1.6 Cotas superiores e inferiores

Definicién 1.6.1 Sea (A, <) un conjunto ordenado. Un elemento ¢ € A se dice una
cota superior o un mayorante de un subconjunto, no vacio, X de A si:

r<c¢ VzelX.

Ejemplo 1.6.1 Consideremos los conjuntos ordenados, cuyos diagramas se indican a
continuacion:

Si X = {a,b} C A entonces c y 1 son cotas superiores de X. El subconjunto Y = {a,b}
de B no tiene cotas superiores.

En forma analoga se define la nocién de una cota inferior o minorante de un subcon-
junto, no vacfo. En los ejemplos anteriores 0 es una cota inferior de X y ¢ y d son cotas
inferiores de Y.

Definicién 1.6.2 Un conjunto ordenado A se dice filtrante superiormente si todos
los subconjuntos de A con 2 elementos tienen una cota superior.

En forma anéloga se define el concepto de filtrante inferiormente.
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Ejemplo 1.6.2 Consideremos los conjuntos ordenados cuyos diagramas se indican:

S
S X <

Entonces A es filtrante inferiormente, pero no lo es superiormente, B es filtrante supe-
riormente, pero no lo es inferiormente, C no es filtrante superiormente ni inferiormente
y D es filtrante superiormente e inferiormente.

Definicién 1.6.3 Si (4, <) es un conjunto ordenado, una parte X de A se denomina
seccién superior de A si:

X=90 6 Si ae X,y a<b entonces be X.

Por ejemplo, si A es un conjunto ordenado y a € A entonces el conjunto
[a) ={z € A:a <z}

es una seccién superior, que se suele denominar seccién superior generada por a.
Anélogamente se define el concepto de seccién inferior. Si a € A el conjunto

(a)={z€A:z<a}

es una seccién inferior, que se suele denominar seccién inferior generada por a.

Ejercicio 1.6.1 Determinar las secciones superiores (son 18) del conjunto ordenado cuyo
diagrama se indica:

d e f

a b C

Definicién 1.6.4 Si (A, <) es un conjunto ordenado, y a,b € A verifican a < b se deno-
mina:

e segmento al conjunto [a,b] = {z € A:a <z < b},
e intervalo al conjunto (a,b) = {x € A:a <z <b},

e intervalo semiabierto a izquierda o segmento cerrado a derecha al conjunto
(a,b] ={z € A:a <z < b},

e intervalo semiabierto a derecha o segmento cerrado a izquierda al conjunto
[a,b) ={z € A:a <z <b}
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1.7 Producto cartesiano de conjuntos ordenados

Dada una familia de conjuntos ordenados {(A;, <;)}icr, sea A = [] A; el producto carte-
iel
siano de la familia de conjuntos {A;}icr, esto es, el conjunto de todas las funciones

x : I — |JA; tales que en cada elemento ¢ € I toman un valor z(i) = z; € A;. Se
icl

dice que z; es la coordenada de indice 7 del elemento x € A y se nota z = [Zi)icr,

T=|z], = (zi)ier 6 == ().

Dados = = (%;)ic1 € A, ¥y = (¥i)icr € A, pongamos por definicion:

r<y <= z(3) <;y(i), Viel

Se prueba sin dificultad que la relacién binaria definida precedentemente es una relacion
de orden definida sobre A, por lo tanto (4, <) es un conjunto ordenado al que se denomina
producto cartesiano o directo de la familia de conjuntos ordenados {(A;, <i) bier- A
veces se suele escribir (A, <) = [[(4i, <;). Cada uno de los conjuntos A; recibe el nombre

icl
de i-ésimo eje de coordenadas 6 i-ésimo eje .
Para cada ¢ € I, la funcién p; : [] Ai — A, definida por pi(z) = z; se denomina

i€l
proyeccién i-ésima. Es claro que p; es una funcién suryectiva e is6tona.

Si A; = C, Vi€ I, entonces [] A; es el conjunto de todas las funciones de I en C, por
iel

ello se nota C!. Si el conjunto I es finito, por ejemplo I = {1,2,...,n} entonces se utiliza

cualquiera de las notaciones siguientes:

HAi é Al X Ay X ... X A,

En este caso, si z € H A; entonces: = = (z(1),z(2),...,2(n)) = (z1,%2,...,%n).

Es claro que A; % Az #+ Ay X Ay, pero Ay X Ap y Ay X A; son conjuntos ordenados
isomorfos. Tambien se prueba sin dificultad que A; x (A x As) = (A1 x Ap) x A3 y que
(A x B)* = A* x B*.

Observemos que si A, B son conjuntos ordenados y a es un elemento fijo de A entonces
el subconjunto {(a,y) : y € B} de A x B es un conjunto ordenado isomorfo a B y si b es

un elemento fijo de B entonces el subconjunto {(z,b) : ¢ € A} de A x B es un conjunto
ordenado isomorfo a A.

Ejemplo 1.7.1 Para cada par de conjuntos ordenados dados por sus diagramas de Hasse,
indicamos el diagrama de Hasse del producto cartesiano de los mismos.

A B Ax B
(11/O
1 (0,1)
1 a (1,0) o (Oa
oL
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A B Ax B
(1,b) 1 (1,a) (1,¢)

O C (0, b) (0’ C)

1 ba
I 0 \% 0,a)

A B ®.f) AxB (&)

(b,d)

IVEIVANS

Ejercicio 1.7.1 Si Ay, A, ... A, son conjuntos ordenados y A =[] A, ;Cudl es la con-
=1
dicién necesaria y suficiente para que (Y12, ---,Yn) € A cubra a (x1,T2,...,%n) € A7

(c;€)

(a,d)

a

O (a,e€)

1.8 Suma cardinal de conjuntos ordenados

Observacién 1.8.1 Dados dos conjuntos ordenados (A, <1), (B, <) donde ANB # 0,
sean u,v elementos tales que u # v. Como {u} y {v} son conjuntos ordenados, podemos
considerar los conjuntos ordenados A' = A x {u} y B'=B X {v}. Entonces es claro que
A'N B =0, dado que u # v. Si ponemos por definicion f(a) = (a,u), Ya € A, entonces
se prueba sin dificultad que f establece un isomorfismo entre A y A'. Andlogamente B es
isomorfo a B'.

Dados dos conjuntos ordenados (4, <i), (B,<2) tales que AN B = 0, consideremos el
conjunto C = AU B y definamos sobre C la siguiente relacién:

Dados ¢,d € C
c,de Ay ¢ d
c<d = {é

c,d € B y c¢<o d
Es claro que “<” es una relacién de orden definida sobre C, por lo tanto (C,<) es un
conjunto ordenado, al cual se da el nombre de suma cardinal de A y B, y se nota
C = A+ B. Ay B se denominan las componentes de la suma cardinal de los dos
conjuntos ordenados. Es claro de acuerdo a la definicién precedente quesia € Ay b€ B
entonces a y b no estan relacionados por “<” en C, y que ademas si A y B son finitos, el

diagrama de Hasse de C se obtiene colocando el diagrama de B al lado del diagrama de
A.
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Ejemplo 1.8.1
A B A+ B

LN NN

Lema 1.8.1 La suma cardinal tiene las siguientes propiedades:
1) A+B= B+ A.
2) (A+B)+C=A+ (B+C).
3) Ax(B+C)=(AxB)+(AxC).
4) (A+ B)* = A*+ B*.

Observemos que si A y B son conjuntos ordenados, no disjuntos, entonces la suma cardi-
nal de los mismos se define por A’ + B’, donde A’ y B’ son conjuntos ordenados disjuntos,
isomorfos respectivamente a A y B, (ver observacién 1.8.1).

1.9 Suma ordinal de conjuntos ordenados

Dados dos conjuntos ordenados (4,<,), (B,<5) tales que AN B = (), consideremos el
conjunto C = AU B y definamos sobre C la siguiente relacion:
Dados ¢,d € C
ceA y deB
c§d<=>{(’) c,deA v c<id
6 c,déB y c¢<yd
Es claro que “<” es una relacién de orden definida sobre C, por lo tanto (C, <) es un

conjunto ordenado, al cual se d4 el nombre de suma ordinal de A y B, y se nota
C=A®B.

Ejemplo 1.9.1 f 1
A B A® B Ba A
d € 0
1 f
I /O\ 1 /
0 d O O e \
0 d O O e

El ejemplo precedente nos muestra que la suma ordinal no es, en general, conmutativa.
Lema 1.9.1 La suma ordinal tiene las sigutentes propiedades:

1) (AeB)aC=Agd (BaC).

2) (A®B) = B* & A"

Observemos que si A y B son conjuntos ordenados, no disjuntos, entonces la suma ordinal
de los mismos se define por A’ @ B’, donde A’ y B’ son conjuntos ordenados disjuntos,
isomorfos respectivamente a A y B. (ver observacién 1.8.1).
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1.10 Producto ordinal de conjuntos ordenados

Dados dos conjuntos ordenados (4,<;), (B, <) tales que AN B = 0, consideremos el
conjunto C = A x B y definamos sobre C la siguiente relacion, dados (z,y), (z,w) € C

r <3z

(z,y) < (z,w) <= {6

r=2z e Y<aw

Es facil ver que “<” es una relacién de orden definida sobre C, por lo tanto (C, <) es un
conjunto ordenado, al cual se dé el nombre de producto ordinal de A por B, y se nota
C=A0B.

Observemos que para cada elemento o € A, el conjunto de los pares {(zo,Yy)}ye C AXB
es un conjunto ordenado isomorfo a B, luego para el caso en que A y B son finitos el
diagrama de B se repite en el diagrama de A ® B tantas veces como elementos tiene A.

Ejemplo 1.10.1 (1,¢) (¢, 1)

B AOB BOoOA
&

(1,a) (1,b)
A c
/ \ &) (a,l)I I (b,1)
1 a O O b
I o
0 (0, a) 0,)  (a,0) (b,0)

El ejemplo precedente nos muestra que el producto ordinal no es, en general, conmutativo.

Lema 1.10.1 (AOB)OC=ZAG(BOC) y(AGB)*=A"0B"

1.11 Potencia (cardinal) de conjuntos ordenados

Dados dos conjuntos ordenados (4, <1), (B, <2) sea C el conjunto de todas las funciones

isétonas de A en B, que notaremos C' = BA. Sobre C definamos la siguiente relacion,
dadas f,g € C

f<g < f(a)<pg(a), VacA

Es facil ver que “<” es una relacién de orden definida sobre C, por lo tanto (C, <) es un
conjunto ordenado, al cual se d4 el nombre de potencia (cardinal).

Ejemplo 1.11.1 Sean A y B los conjuntos ordenados cuyos diagramas de Hasse se in-
dican:

a b\o c
0 0

entonces B tiene los siguientes elementos:
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[ TA R falJalfs | fs] fo | fs [ fo | Fro | Fus [ Fio [ Fro [ Fra | fus | fre |
ofoJololoJofJo[oOolO{O0O|b b |b|c|lclc]|]l
alojo]lololba|b|c|lc|l|b}b|1]|c|c]|1]]1
1fofolelrlb|1}c{1}j1|b |1 |1 ]c;1 |11

/Ofls
f12 >f15
> fo fia

y su diagrama de Hasse es:

Of11

f1o > fe fe fi3
V% > g > 7
NG WA

Ejemplo 1.11.2 Sean C y D los conjuntos ordenados cuyos diagramas de Hasse se in-

C /O< D eo /o f
d o b \O d
entonces DY tiene los siguientes elementos:

| TATR[flfalfs]fe]fi]fs]fo]
ald|dld|d|d|ele| f]|f
dldld el Fldleld|Tr
dlel|flelflelelf|f

dican:

y su diagrama de Hasse es:
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Ejercicio 1.11.1 La potencia de conjuntos ordenados tiene las siguientes propiedades:
P1) AB x A = ABTC,
P2) A° x BC = (A x B)°.
P3) (ABYC = ABXC)
P4) (AP)* = (A")F".

P1) Sean (A, <1), (B, <2),(C, <3) conjuntos ordenados. Dadas f € AB, g € A® consi-
deremos la siguiente funcion de B+ C en A.

_Jf(r) si reB
h(f’g)(r)_{g(r) si redC.

Probar que hy,q) es isdtona y que la transformacion de AB x A€ en ABTC definida
por: o((£,9)) = hsq) €s un isomorfismo de orden.

P2) Dado (f,9) € A x BC consideremos la siguiente funcidn de C en Ax B: hjglc) =
(F(c),g(c)). Probar que hsq es isdtona y que la transformacion de A x B¢ en
(A x B)C definida por: ¢((f,g)) = h(s,g) €5 un isomorfismo de orden.

P8) Dada f € (AB)C entonces f(c) = gr € AB y gi(b) = a € A, donde b € B.
Consideremos la funcién de B x C en A definida por: h{(b,c)) = gs(b). Probar que
h es isétona y que la transformacion de (AP)° en ABXC definida por o(f) = h es
un isomorfismo de orden.

P4) Dada f € (AB)* entonces f es una funcidn istona de B en A, f también es una
funcidn isétona de B* en A*. En efect, si x,y € B son tales que x < y entonces
f(z) <1 f(y), esto es, y <s = entonces f(y) <. f(x), luego f € (A*)P". Esto prueba
que (AB)* C (A*)B". En forma andloga se prueba la otra inclusion.

1.12 Conjuntos ordenados conexos

Un conjunto ordenado A se dice conexo si no ezisten conjuntos ordenados A; y Ag, no

vacios, tales que A & A; + Ay, esto es, tales que A sea isomorfo a la suma cardinal de A,
con A,.

Observacién 1.12.1 Si un conjunto ordenado A es isomorfo a la suma cardinal A+ Az
de dos conjuntos ordenados, entonces existen subconjuntos ALy A, de A tales que A =
A+ A, esto es, A\NA, =0, A= AJUA, ya <b,dondea,bc A <= a<b, abe Al
6 a<b, a,b€ A,

En efecto, por hipdtesis existe una funcion f : A1 + Az — A, que es un isomorfismo de
orden. Sean Ay = f(A1) y Ay = f(A2). Si A) N Ay # 0 entonces eziste z € AN Ay,
luego z = f(a1) con a1 € Ay y z = f(az) con ay € A, entonces f(a1) = f(ag) de
donde resulta por ser f inyectiva que a = ag, absurdo dado que A; N Az = 0. Veamos
que f(A1) U f(As) = A. En efecto, es claro que f(A1) U f(As) € A. Sea w € A, luego
eviste (1) y € Ay + Ay tal que f(y) = w. De (1) resulta quey € Ay 6y € Ay, luego
fly) =w e f(A1) 6 f(y) =w € f(A2).
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Sean z,y € A tales que © < y, luego como f~' también es un isomorfismo entonces
= f(z) < f(y) =y, donde z',y' € A1+ Ay, y por lo tanto, z',y € A, 6,y € Ag,
esto es z,y € f(Ay) = A; dz,y € f(A) = A,. La reciproca es obvia.

Definicién 1.12.1 Se dice que los elementos a,b de un conjunto ordenado A estdn

conectados si eziste una sucesion finita ay,as, . . .,an de elementos de A tales que:
® a, =a,
® G = b>
® a; es comparable con a;q, parat=1,2,...,n— L.

y en ese caso notaremos a = b.

Ejemplo 1.12.1 En el conjunto ordenado cuyo diagrama estd indicado en el Ejemplo
1.2.4, el elemento a estd conectado con b, ya que la sucesién a; = a,ay =c¢,a3 =b verifica
las condiciones de la definicion anterior. Observemos que a y b son incomparables.

Lema 1.12.1 La relacién de conectabilidad es una relacion de equivalencia.

Por lo tanto, la relacién = d4 origen a una particién de A. Dado a € A, notaremos con
C(a) = {x € A: z = a}, la clase de equivalencia que contiene al elemento a € A.

Definicién 1.12.2 Sea (A, <) un conjunto ordenado y § # X C A. Se dice que X es
una parte conexa de A, si (X, <) es un conjunto ordenado conezo.

Lema 1.12.2 C(z) es una parte coneza de A, cualquiera que sea © € A.

Dem. Supongamos que C(z) =Y 4 Z, donde § # Y C C(z), § # Z C C(z). Dados
y €Y, z € Z entonces y,z € Y UZ = C(xz), y por lo tanto y = z. Luego, existe
una sucesién finita aq,as,...,a, de elementos de C(z) tales que: ay = ¥y, an = 2, a; €S
comparable con a;,1, para 4 = 1,2,...,n — 1. Observemos que n > 1, pues sin =1
entonces a; = y = z, absurdo, ya que Y N Z = 0.

Sea S ={ay,ay,...,a,} y W =S N Z, entonces como a, € Sy a, =z € Z tenemos que
an € W.

Sea (1) 4o el menor indice tal que a;, € W, luego a;, € Z. Como oy =y €Y eYNZ =0
entonces a; ¢ Z y por lo tanto a; ¢ W, entonces tenemos que % # 1, y por lo tanto
ig > 1. Como a;,_; € S, entonces por (1) resulta que a;,_ ¢ Z,y en consecuencia como
aj—1 €C(z) =Y UZ eY NZ = () tenemos que a;,_; €Y.

Como a;,_; es comparable con a;,, entonces tendriamos un elemento de Y,( el aj,—1),
comparable con un elemento de Z (el a;,), lo que contradice que C(z) es la suma cardinal
de Y con Z. |
Este resultado justifica que a los conjuntos C(a), donde a € A, se los denomine compo-
nente conexa del elemento a € A.

Teorema 1.12.1 La familia K de las partes conezas de un conjunto ordenado A, orde-
nada por inclusidn, es inductiva superiormente, esto es, toda cadena de K tiene una cota
superior en K.
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Dem. Sea {C;}icsr una cadena de partes conexas de A, es claro que S = |J C; es un
icl
conjunto ordenado. Como C; C S, para todo ¢ € I si probamos que S es una parte conexa
de A, entonces S es una cota superior, en K, de la familia {C;}ier.
Supongamos que S no es un conjunto ordenado conexo, esto es, S = S; + S, donde
S1#B, S #B, S1NSe=0, S;US; =25,y ningin elemento de S; es comparable con
ningin elemento de Ss.
Veamos que existe por lo menos un C; tal que (1) 1N C; # @. En efecto, si S; N C; =
@, Vi e I entonces C; C S\ S; = S2, Vi€ I, yporlotanto, S = [JC; C Sz yen
icl
consecuencia S = Sy, luego S; = @, absurdo.
En forma ansloga se demuestra que existe por lo menos un Cj tal que (2) So N C; # 0.
Como por hipétesis K es una cadena entonces (3) C; C C; 6 (4) C; C C;. Si se verifica
(3) entonces por (1) tenemos @ # S N C; C S1 N Cj, esto es, (5) §1 N Cj # 0.
Sean D; = S1 NC; y Dy = S2 N Cj, luego ambos son subconjuntos de C; y por (5) y
(2) respectivamente, ellos no son vacios. Ademds, D; U Dy = (S1NC)U(S,NCy) =
(SlLJSz)ﬂOj = SﬂCj = Cj yDlﬂDg = (SlﬂCj)ﬂ(S2ﬂCj) = 81032001' = @ﬂOj = @
Como los elementos de S; son incomparables con los elementos de S, también los elementos
de Dy y D, son incomparables. Por lo tanto, C; = D, + D; lo que contradice la hip6tesis
de que C; es conexo. Si se verifica (4) por un razonamiento andlogo se llega a una
contradiccién. Luego S es una parte conexa de A. [ ]
De este resultado se deduce por el lema de Zorn que:

Teorema 1.12.2 Toda parte coneza de un conjunto ordenado estd contenida en una parte
conexa mdarima.

Lema 1.12.3 Si M es una parte conexa mdzima de A y a € M entonces C(a) = M.

Dem. Sea a € M, si probamos que M C C(a), entonces como M es una parte conexa
méxima de A tendremos que M = C(a).

Supongamos que M ¢ C(a), donde a € M y sea My = M N C(a) luego My # 0 ya que
a € My a€ C(a). Consideremos el conjunto My = M \ C(a). Si® = My = M \ C(a)
entonces M C C(a), absurdo .

Tenemos asi que M = My UMy, MiNMs=0 M; #0 M, # 0. Veamos que ningtin
elemento de M; es comparable con ningin elemento de M,. En efecto, si m; € M; es
comparable con my € M, entonces m; = my y como m; € M N C(a), en particular,
m, € C(a) y por lo tanto my = a y en consecuencia my = a, esto es my € C(a), absurdo
ya que my € My = M \ C(a). [

Corolario 1.12.1 C(a) es una parte conexa mdzima de A cualquiera que sea a € A.

Dem. Por el Lema 1.12.2 sabemos que C(a) es una parte conexa, luego por el Teorema
1.12.2, existe una parte conexa méxima M tal que C(a) C M, luego como a € C(a)
tenemos que a € M de donde resulta por el Lema 1.12.3 que C(a) = M. [

La nocién de suma cardinal de dos conjuntos ordenados se puede generalizar para el caso
de una familia arbitraria de conjuntos ordenados.
Dada una familia arbitraria {(4;, <;)}icr tales que

(%) AiNA;j=0 para i,jel i+#j,
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consideremos el conjunto A = |J A; y dados a,b € A definimos a < b <= existe v € I,
i€l

tal que (1) a,b € A; y (2) a <; b. Entonces se verifica facilmente que (A, <) es un conjunto

ordenado, que se denomina suma cardinal de la familia {(Ai, <i) }ier y se nota

i€l

Observemos que si la familia de conjuntos ordenados no verifica la condicion

(%),

entonces para cada i € I, considerando los conjuntos ordenados A; = A; x {i}, ellos
verifican
(),

y entonces se define la suma cardinal de la familia dada como:
> AL
i€l

Utilizando la definicién precedente se puede afirmar que:

Teorema 1.12.3 Dado un conjunto ordenado (A,<), entonces A es conezo 6 A es la
suma cardinal de conjuntos ordenados conexos.

Dem. Si A es conexo no hay nada que probar. Supongamos que A no es conexo.
Como “=” es una relacién de equivalencia, ella induce una particion de A, {A;}icr donde
A; = C(a) para algtin a € A, esto es, A = |J A;, los conjuntos A; son no vacios para todo

iel

iely AiNA; =0, parai#j, 4,7 € 1. Por lo tanto, (4, <;) es un conjunto ordenado
cualquiera que sea i € I, y la relacién <; es la relacién < restringida al subconjunto A;
de A. Ademés sia,b € Ay a < bes claro que a = b, y por lo tanto a,b € C(a) = 4,

luego a <; b, y si a,b € A; y a <; b, entonces a < b. Por lo tanto A = > A |
iel
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2 RETICULADOS

2.1 Reticulados inferiores

Definicién 2.1.1 i (A4, <) es un conjunto ordenado, dados a,b € A se dice que el ele-
mento ¢ € A es el infimo de a y b y se notac=aAb si:

I1) c<ayc<b, esto es, c es una cota inferior del conjunto {a,b}.

12) Six € A verifica x < a yz < b, entonces & < ¢, esto s, C €s la “mayor” de las
cotas inferiores del conjunto {a,b}, d c es el ultimo elemento del conjunto de las
cotas inferiores del conjunto {a,b}.

Ejemplo 2.1.1 1) Sea A el conjunto ordenado cuyo diagrama se indica:
a /D b
c

d O e f

Entonces el conjunto de las cotas inferiores de {a,b} es {c,d, e, f} y por lo tanto ¢ = aAb.
2) Si B el conjunto ordenado cuyo diagrama se indica:

a b

c d

entonces no exziste el infimo de a y b dado que el conjunto {c,d} de las cotas inferiores de
{a,b} no tiene dltimo elemento.

Observacion 2.1.1 Es claro que a Aa = a.

Definicién 2.1.2 Un conjunto ordenado (A, <), se dice un reticulado inferior si todo
par de elementos de A tiene infimo.

Observacién 2.1.2 Como aAa = a, cualquiera que sea a € A, es claro que la definicidn
precedente debe verificarse para todo par, a,b de elementos de A tales que a # b.

Ejemplo 2.1.2 El conjunto ordenado cuyo diagrama se indica es un reticulado inferior.

O\I\ }/

Observacién 2.1.3 Todo reticulado inferior es un conjunto filtrante inferiormente, pero

la reciproca no es verdadera, por ejemplo el conjunto ordenado cuyo diagrama de Hasse
se indica:
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es filtrante inferiormente; pero no es un reticulado inferior pues el conjunto de las cotas
inferiores del conjunto {a,b} es {c,d,e}, y este conjunto no tiene dltimo elemento.

Lema 2.1.1 En un conjunto ordenado si existe el infimo de dos elementos, €l es unico.

Dem. Supongamos que (1) c=aAby (2) d=aAb. De (1) resulta por I1) quec < ay
¢ < b, luego como d es el infimo de a y b por 12) resulta que ¢ < d. En forma analoga se
deduce que d < ¢ y por lo tanto ¢ = d. |

Lema 2.1.2 a<b <= aAb=a.

Dem. =) Supongamos que a < b, luego tenemos Na<aya<b Siz<ayz<h,
en particular z < a, por lo tanto se verifica 12).
<=) Si a = a A b entonces, en particular a < b. |

Corolario 2.1.1 Toda cadena A es un reticulado inferior.

Dem. Seana,bec Aentoncesa<b 6 b<a,yporlotantoaAb=a6bAa=0 W
Lema 2.1.3 En todo reticulado inferior R se verifican las siguientes propiedades:

RI1) aA(bAc)= (aAb)Ac (Propiedad asociativa)

RI2) a Ab=bAa (Propiedad conmutativa)

RI3) a A a = a (Propiedad idempotente)

La propiedad RI1) nos dice que (A4, A) es un semigrupo, la RI2) que es conmutativo y la
RI3) que es idempotente.

Lema 2.1.4 Sea (R, A) un sistema formado por un conjunto, no vacto, R y una operacion
binaria definida sobre R, que verifica RI1), RI2) y RI3), entonces R es un reticulado
inferior.

Dem. En primer lugar debemos probar que R es un conjunto ordenado. Para ello vamos
a definir:
a<b << a=aAb

O1) Probar que a < a equivale a probar que a = a A a, lo que verifica por la hipétesis
RI3).

02) Supongamos que a < by b < a, esto es, que a = aAby b=>bAa, entonces por RI2)
resulta que a = b.

03) Supongamos que a <byb<c,estoes,a=aAbyb=0>bAc, entonces teniendo en
cuenta las hipétesis y RI1) tenemos a =aAb=aA (bAc)=(aAb)Ac=alc,
esto es, a < c.
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Acabamos asi de probar que (R, <) es un conjunto ordenado, que se denomina conjunto
ordenado asociado. Para verificar que R es un reticulado inferior falta probar que todo
par de elementos de R tiene un infimo. Vamos a demostrar que ¢ = a A b es precisamente
el infimo de a y b.

I1) aAb < ayaAb < b. Esto equivale a probar que (aAb)Aa =aAby (aAb)Ab=aNb.
(aAb) Aa = (por RI1) =a A (bAa) = (por RI2) = a A (aAb) = (por RI1) =
(a Aa) Ab= (por RI3) =a Ab. En forma andloga se prueba la otra condicién.

12) Seaz € Rtal que z <ay z < b, esto es, (1) x =z Aaay (2) + =z Ab. Entonces
2 A (a Ab) = (por RI1) = (z Aa) Ab = (por (1)) =z A b= (por (2)) = x, esto es,
z<aAlb.

||
Acabamos asi de probar que la nocién de reticulado inferior es equivalente a la de semigru-
po conmutativo idempotente. Entonces para dar ejemplos de semigrupos conmutativos
idempotentes, basta indicar conjuntos ordenados en los cuales cada par de elementos tenga
un infimo. Por ejemplo si A es el conjunto ordenado cuyo diagrama de Hasse se indica:

N2

a

entonces la operacién binaria “A” tiene la siguiente tabla:

[Alelolc]
b a5

C alajc

Si damos el conjunto A = {a,b,c} y la operacién binaria A indicada en la tabla precedente
para probar que (4, A) es un semigrupo conmutativo idempotente, debemos verificar que
se verifican RI1), RI2) y RI3). A partir de la tabla se ve inmediatamente que se verifican
RI2) y RI3). Para comprobar que se verifica RI1) hay que hacer 3% = 27 sustituciones y
los célculos correspondientes.

Definicién 2.1.3 Sean (A,A), (4, A) reticulados inferiores. A toda funcién h: A — A’
tal que h(aAb) = h(a)Ah(b), cualesquiera que sean a,b € A, se denomina homomorfismo
de A en A'. Si h es suryectiva, se denomina epimorfismo y si h es biyectiva se denomina
isomorfismo.

Definicién 2.1.4 Una familia F, no vacia, de subconjuntos de un conjunto fijo A se
denomina multiplicativa si verifica:

Si X,YeF=XnNYE€EF.

Como la interseccién de conjuntos tiene las propiedades RI1), RI2) y RI3) indicadas
anteriormente, entonces si F es multiplicativa, (F,N) es un reticulado inferior.

Lema 2.1.5 Todo reticulado inferior es isomorfo a una familia multiplicativa de conjun-
tos.
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Dem. Sea (R,A) un reticulado inferior y (R, <) el conjunto ordenado asociado, esto es
a<b <> a=aAb Size Rpongamos R, ={y € R:y <z} =(z]y h(z) =R

Vimos en el Lema 1.4.1 que h es un isomorfismo de orden entre los conjuntos ordenados
(R,<) ¥ ({Re}uer, C). Probemos que h(a Ab) = h(a) N h(b). Sea z € h(a A b), esto e,
z<aAb ComoaAb<ayaAb<bentonces tenemosz <ay x <b, estoes, z€ h(a)
y z € h(b), por lo tanto z € h(a) N h(b). Supongamos ahora que = € h(a) N h(b), luego
z € h(a) y z € h(b), esto es, z < a'y ¢ < by en consecuencia, por definicién, z < a A b,
esto es, & € h(aAb). Acabamos asi de probar que h(aAb) = h(a) Nh(b). De esta igualdad
se deduce que la familia F = {R,}zcr es multiplicativa, ya que si A,B € F entonces
A= h(a) y B = h(b), a,b € R y por lo tanto AN B = h(a) N h(b) = h(a A b), donde
aAbe R,estoes, ANB € F. [ ]

Definicién 2.1.5 Sea (R, A) un reticulado inferior.

1) Se dice que un elemento 1 € R es una unidad st 1 Az = =, Ve R. Esto
equivale a decir que * <1 YV z € R, esto es, el conjunto ordenado (R, <) tiene
ultimo elemento 1.

2) Se dice que un elemento 0 € R esnulo si0Az =0, Vz € R. Esto equivale a decir
que 0 <z Vi € R, esto es, el conjunto ordenado (R, <) tiene primer elemento 0.

n

En un reticulado inferior vamos a notar A a; 6 a1 AagA...Aa, alelemento:
i=1

(...((a1Aa2) Nag) A...) A an.

Lema 2.1.6 Todo reticulado inferior finito tiene primer elemento.

Dem. Sea R = {a1,0a2,... a,n}yp—/\a,zluegopERyp<a,z, 1=1,2,. |

Observemos que los reticulados m.ferlores ﬁmtos pueden no tener ultimo elemento, como
lo demuestra el Ejemplo 2.1.2.

2.2 Reticulados superiores

En forma similar se define el concepto de reticulado superior y se prueban resultados
anslogos, cuyas demostraciones quedan a cargo del lector.

Definicién 2.2.1 Si (A,<) es un conjunto ordenado, dados a,b € A se dice que el ele-
mento c € A es el supremo dea yb y se notac=aVb si:

S1) a<cyb<ec, esto es, ¢ es una cota superior del conjunto {a,b}.

S2) Six € A verificaa <z yb <z, entonces c < z, esto es, ¢ es la “menor” de las
cotas superiores del conjunto {a, b}, 6 ¢ es el primer elemento del conjunto de las
cotas superiores del conjunto {a,b}.

Sea A el conjunto ordenado indicado en el Ejemplo 2.1.1, 1) Entonces el conjunto de las
cotas superiores de {d,e} es {a,b,c} y por lo tanto c=d Ve.

Si B el conjunto ordenado indicado en el Ejemplo 2.1.1, 2) entonces no existe el supremo
de ¢ y d dado que el conjunto {a,b} de las cotas superiores de {c,d} no tiene primer
elemento.
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Observacién 2.2.1 FEs claro que aV a = a.

Definicién 2.2.2 Un conjunto ordenado (A, <), se dice un reticulado superior s: todo
par de elementos de A tiene supremo.

Observacién 2.2.2 Como aVa = a, cualquiera que sea a € A, es claro que la definicion
precedente debe verificarse para todo par, a,b de elementos de A tales que a # b.

Ejemplo 2.2.1 El conjunto ordenado cuyo diagrama se indica es un reticulado superior.

y
A IN

Observacién 2.2.3 Todo reticulado superior es un conjunto filtrante superiormente, pero
la reciproca no es verdadera, por ejemplo el conjunto ordenado cuyo diagrama de Hasse
se indica:

“ a

a b

es filtrante superiormente, pero no es un reticulado supertor pues el conjunto de las cotas
superiores del conjunto {a,b} es {c,d,e} y este conjunto no tiene primer elemento.

Lema 2.2.1 En un conjunto ordenado si existe el supremo de dos elementos, el es Unico.
Lema 2.2.2 a<b <= aVb=b.

Corolario 2.2.1 Todo conjunto totalmente ordenado A es un reticulado superior.
Lema 2.2.3 En todo reticulado superior R se verifican las siguientes propiedades:

RS1) aV (bVe)=(aVb)Vc (Propiedad asociativa)

RS2) aVb=>bVa (Propiedad conmutativa)

RS3) aV a = a (Propiedad idempotente)

La propiedad RS1) nos dice que (A4, V) es un semigrupo, la RS2) que es conmutativo y la
RS3) que es idempotente.

Lema 2.2.4 Sea (R, V) un sistema formado por un conjunto, no vacio, R y una operacion

binaria definida sobre R, que verifica RS1), RS2) y RS3), entonces R es un reticulado
SUPETLOT.
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Dem. Se define: a <b <= b=aVby la demostracién se hace en forma andloga a la
indicada en el Lema 2.1.4. |

Acabamos asi de probar que la nocién de reticulado superior es equivalente a la de semi-
grupo conmutativo idempotente. Entonces para dar ejemplos de semigrupos conmutativos
idempotentes, basta indicar conjuntos ordenados en los cuales cada par de elementos tenga
un supremo.

Definicién 2.2.3 Sean (A,V), (4',V) reticulados superiores. A toda funcion h: A — A’
tal que h(aVb) = h(a)Vh(b), cualesquiera que sean a,b € A se denomina homomorfismo
de A en A'. Si h es suryectiva, se denomina epimorfismo y si h es biyectiva se denomina
isomorfismo.

Definicién 2.2.4 Una familia F, no vacia, de subconjuntos de un conjunto fijo A se
denomina aditiva si verifica:

Si X, YeF=— XUY€F.

Como la unién de conjuntos tiene las propiedades RS1), RS2) y RS3) indicadas anterior-
mente, entonces si F es aditiva, (F,U) es un reticulado superior.

Lema 2.2.5 Todo reticulado superior es isomorfo a una familia aditiva de conjuntos.

Dem. Considerar la transformacién h(z) = {y € R : = < y}. [ |

n
En un reticulado superior vamos a notar \/ a; o ai1VaaV...Vay, al elemento:

(...((maVax)Vas) V..V an.

Lema 2.2.6 Todo reticulado superior finito tiene ultimo elemento.

n
Dem. SiR = {a;,as,---,a,} entonces u = \/ g, es el dltimo elemento de R. |
i=1
Observemos que los reticulados superiores finitos pueden no tener primer elemento, como
lo demuestra el Ejemplo 2.2.1.

2.3 Reticulados

Definicién 2.3.1 Un conjunto ordenado (A, <) se dice un reticulado si es reticulado
inferior y superior, esto es, si cualesquiera que sean a,b € A existen a Ab yaVb.

Ejemplo 2.3.1 1) Toda cadena es un reticulado (ver Corolarios 2.1.1 y 2.2.1).

2) El conjunto ordenado cuyo diagrama de Hasse se indica, es un reticulado, las ope-
raciones de A\ y V se indican en las tablas siguientes:

1 [~l0Tale]1]  [v]olalb]1]
01010100 01 0|alb|1
a b all0la|0]a alajallll
\ b 0|0|b]|b bbl1|b]|1
0 1§ 0|lalb)1 111111
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8) La recta es un reticulado donde x Ay =min{z,y} y =zVy=maz{z,y}.

De acuerdo con los Lemas 2.1.6 y 2.2.6 tenemos:

Lema 2.3.1 Todo reticulado finito tiene primer y tltimo elemento.

Lema 2.3.2 En todo reticulado R se verifican las siguientes propiedades:
RI1) aA(bAc)=(aAb)Ac (Propiedad asociativa)
RI2) a Ab=>bA a (Propiedad conmutativa)
RI3) a A a = a (Propiedad idempotente)
C1) aA(aV b) =a (Ley de absorcidn)
RS1) aV (bVc)=(aVb)Vc (Propiedad asociativa)
RS2) aVb=>bV a (Propiedad conmutativa)
RS8) aV a = a (Propiedad idempotente)
C2) aV (aAb) =a (Ley de absorcidn)

Dem. Como R es un reticulado inferior sabemos por el Lema 2.1.3 que se verifican RI1),
RI2) y RI3) y como es un reticulado superior sabemos por el Lema 2.2.3 que se verifican
RS1), RS2) y RS3). Por la definicién de supremo tenemos que a < aV b de donde resulta
por el Lema 2.1.2 a A (a V b) = a. Por la definicién de infimo tenemos que a A b < a de
donde resulta por el Lema 2.2.2 a V (a A b) = a. [

Lema 2.3.3 Sea (R,A,V) un sistema formado por un conjunto, no vacio, R y dos
operaciones binarias definidas sobre R, A y V, que verifican RI1), RI2), RI3), C1), RS1),
RS2), RS3) y C2), entonces R es un reticulado, en el cual cada par de elementos a,b € R
tiene un infimo que es precisamente a Ab y un supremo que es precisamente a \V b.

Dem. Como se verifican RI1), RI2), RI3) sobre R sabemos por el Lema 2.1.4 que
podemos definir una relacién de orden “<” (a < b <= a = aAb) y que el infimo de dos
elementos a,b € R es precisamente a A b. Como también se verifican RS1), RS2), RS3)
sabemos por el Lema 2.2.3 que podemos definir una relacién de orden “<"” (a <'b <
a Vb =b)y que el supremo de dos elementos a,b € R es precisamente g V b. Vamos a
demostrar que ¢ < b <= a <'b.

Sia < b, esto es a = aAb, entonces teniendo en cuenta C2) tenemos que aVb = (aAb)Vb =
b, esto es, a <’ b. Reciprocamente, si a <’ b, esto es b = a V b entonces teniendo en cuenta
C1) tenemos que a Ab =a A (aV b) = a, esto es, a < b. |

Ejercicio 2.3.1 Probar que en cualquier reticulado valen la siguientes reglas de cdlculo:
1) Sia<bentoncesaNc<bAcyaVec<bVec.
2) Sia<byd <V entoncesaNnad <bAV yaVa <bVl.

3) SiaANb=aVb entonces a =b.
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4) Leyes semidistributivas:
4a) (anc)V (bAc)<(aVb)Ac.
4b) (aVec)A(bVe)>(anb) Ve

Un reticulado R con primer y iltimo elemento se denomina reticulado acotado 6
(0,1)-reticulado

El producto cartesiano de reticulados se define en forma analoga a la indicada en el
capitulo de Conjuntos Ordenados. Si Ay B son reticulados en A x B el infimo y el supre-
mo estan dados por (ay, by)A(ag, be) = (a1/Aaz, biAb2) y (a1, b1 )V (ag, bs) = (a1Vag, b Vbs).

2.4 Elementos irreducibles y primos de un reticulado

Definicién 2.4.1 Un elemento i de un reticulado R se dice irreducible (6 V-irredu-
cible) si:

I1) i no es primer elemento de R.
I2) Si i=aVbentoncesi=a 6 i=b

Observemos que si el reticulado R no tiene primer elemento la condicién I1) es trivial-
mente verificada.
Existen reticulados que no tienen elementos irreducibles:

1) Cualquier reticulado con un solo elemento.

2) Sea R la recta con su orden natural. Sabemos que R es un reticulado y consideremos
el reticulado A = R x IR, €l cual no tiene primer elemento.
Seaa = (r1,79) € Ay < min{ry, 7}, entonces los elementos b = (r1,7) y ¢ = (r,72)
verifican: 1) a=bVe¢, 2) b#a, 3) c #a.




40 L. Monteiro

3) Existen reticulados cuyos elementos son todos irreducibles. Por ejemplo R.

4) En toda cadena sin primer elemento todos los elementos son irreducibles y si C es
una cadena con primer elemento O todos los elementos de C diferentes de 0 son
irreducibles.

El siguiente teorema nos d4 un método para determinar los elementos irreducibles de un
reticulado finito cuando conocemos su diagrama de Hasse.

Teorema 2.4.1 Sea R un reticulado finito, luego tiene primer elemento que notaremos
con 0. Para que i € R — {0} sea irreducible es necesario y suficiente que el conjunto
I ={z € R:z <1} tenga iltimo elemento.

Dem. =) Seai € R— {0} un elemento irreducible de R y consideremos el conjunto

I={z€ R:xz<i}. Como0 < iy por hipétesis i # 0 entonces 0 <, por lo tanto I # 0.

Por lo tanto, como R es un conjunto finito tenemos que I es un conjunto finito no vacio.
n

Sea I = {a1,a2,...,a,} y a =\ aj, luego a; < a para j =1,2,...,n. Si probamos que
i=1
a € I, la demostracién esté terminada. Probar que a € I equivale a probar que a < 7.
Como a; € I para j =1,2,...,n, esto es, (1) a; <4, para j =1,2,...,ny por lo tanto
n

a =\ a; <14 Veamos que a # i. En efectositi =a =a1V (a2 V...V ap) como % es
j=1

irreducible entonces (2) i =a; 6 (3) i =a2 V...V a,. La condicién (2) se contradice con
(1), luego se debe verificar (3). Reiterando este procedimiento llegaremos a que ¢ = ay,
absurdo. Luego ¢ # a.

<) Sea i € R — {0} tal que el conjunto I = {z € R : z < i} tenga dltimo elemento.
Sea m el tltimo elemento de I, luego (1) m € I, (2) m <4y (3) z < m para todo z € I.
Supongamos que i no es irreducible, esto es, que (4) i =a Vb, (5) i #ay (6) i #b. De
(4) resulta que (7) a < iy (8) b < i. De (7) y (5) resulta a < i, esto es, (9) a € I 'y de (8)
y (6) : b < i, luego (10) b € I. De (9) y (3) tenemos que a < m y de (10) y (3) que b < m.
Luego (11) i = a Vb < m. De (11) y (2) resulta ¢ < i, absurdo. Luego i es irreducible. B

Ejemplo 2.4.1 1) Sea A el reticulado cuyo diagrama de Hasse se indica. Los elemen-
tos irreducibles de A estan marcados con O.
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2) Sea B el reticulado cuyo diagrama de Hasse se indica. Los elementos irreducibles
de B estan marcados con 0.

Lema 2.4.1 Sea R un reticulado con primer elemento 0. Sia es un dtomo de R entonces
a es un elemento irreducible de R.

Dem. Supongamos que a = bV ¢, donde b,c € R, luego tenemos que (1) 0 < b<ay
(2) 0 < ¢ < a. De (1) resulta por ser a un dtomo que:

Si se verifican (3) y (5), entonces b = c = 0 y por lo tanto a = 0, absurdo. Si se verifican
(3) y (6), entonces b = 0 y por lo tanto ¢ = a. Si se verifican (4) y (5), entonces b =a y
¢ = 0. Finalmente si se verifican (4) y (6), entonces b = c = a. [ |

La reciproca de este resultado no es vélida. En el Ejemplo 2.4.1, 2), el elemento d es
irreducible y no es a4tomo.

Teorema 2.4.2 Si R es un reticulado finito, no trivial, esto es, con mds de un elemento,
y a,b € R son tales que a £ b, entonces existe un elemento irreducible i tal que : 1) i < a,

e (2)i &b

Dem. Representemos con 0 al primer elemento de R. Observemos en primer lugar que
a # 0, dado que si a = 0 como 0 < z cualquiera que sea = € R entonces 0 = a < b, lo que
contradice la hipétesis. Sea X ={zx € R:z <a y = £ b}, luego a € X. Tenemos asi que
X es un conjunto ordenado finito no vacio y en consecuencia por el Lema 1.2.1 tiene por
1o menos un elemento minimo. Sea i un elemento minimo de X, luego (1) i < a, (2) 1 £ b
y (3) si z € X verifica z < i entonces z = i. Si probamos que ¢ es irreducible el teorema
esté4 demostrado. En efecto: i # 0 pues si i = 0 entonces ¢ < b lo que contradice (2).
Supongamos ahora que i = z Vy. Si < be y < b entonces tendriamos que 2 =z Vy < b
lo que contradice (2). Por lo tanto (4) £ bo (5) y £ b. Como z < x Vy = 14 entonces
por (1) z < a, por lo tanto si se cumple (4) resulta x € X y como x < zV y = 1 resulta
por (3) que = i. Como (6) y < z Vy =i entonces de (6) y (1) resulta que (7) y < a.
Por lo tanto si se verifica (5), de (7) y (5) resulta (8) y € X. De (6), y (8) se deduce por
(3) que y = 1. [ |
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Ejemplo 2.4.2 Consideremos el reticulado indicado en el Ejemplo 2.4.1, 2). Tenemos
que ¢ £ 0, a es un elemento irreducible que verifica a < ¢ y a £ 0. El elemento b que
también es irreducible verifica b < ¢ y b £ 0. También ocurre que ¢ £ d, en este caso el
dnico elemento irreducible que verifica ambas condiciones es el elemento a.

Corolario 2.4.1 En todo reticulado R finito, no trivial, exzisten elementos irreducibles.

Dem. Como R es finito tiene primer elemento 0, y como R es no trivial existe por lo
menos un elemento z € R, x # 0, por lo tanto z £ 0 y en consecuencia por el Teorema
2.4.2 existe un elemento irreducible ¢ tal que s < z, 7 £ 0. |

Teorema 2.4.3 Si R es un reticulado finito, no trivial, todo elemento diferente del pri-
mer elemento es supremo de elementos irreducibles.

Dem. Seaa € R, a# 0, luego a £ 0, entonces por el Teorema 2.4.2 existe un elemento

irreducible 4 tal que i < a. Sea X = {i1,%2,...,n} €l conjunto de todos los elementos
n

irreducibles de R que verifican 4; < a para j = 1,2,...,n. Luego b = Vi <a. 8ib#a,
=1

esto es, b < a, entonces a £ b; luego por el teorema anterior existe un elemento irreducible

ital que (1) i < ay (2) i £ b. De (1) resulta que 7 € X, luego i = %; para algin j,

1<j<n Luego (3)i=14; < Vi =05 Como (2)y (3) se contradicen tenemos que
j=1

n
CI,:b:V’I,J .
i=1

Acabamos asi de probar que si R es un reticulado finito no trivial, a € R, y @ # 0,
entonces a es supremo de todos los elementos irreducibles que lo preceden.

Consideremos el reticulado indicado en el Ejemplo 2.4.1, 1). Entonces tenemos que:
l=aVbVeVdytambién que l=aVb, 1=aVe, y 1=05bVc Estonos indica que
existen varias representaciones del elemento 1 como supremo de elementos irreducibles.

Definicién 2.4.2 Una representacion de un elemento a # 0 como supremo de elementos
irreducibles a = i1 VisV. .. Vi, se dice irredundante sia # \/ x paratodo j, 1< j <n,

z€X;
donde XJ = {7;1,7:27 L )’L.’n} - {7’.7}

En el Ejemplo 2.4.1, 1) todas las representaciones irredundantes del elemento 1 tienen la
misma cantidad de elementos. Veamos que esto no siempre ocurre.
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Ejemplo 2.4.3 Sea R el reticulado cuyo diagrama se indica:

1
g
e d f
a b c
0

Entonces 1 =bV gy 1 =aV bV c son representaciones irredundantes del elemento 1.

Definicién 2.4.3 Un elemento p de un reticulado se dice primo si:
P1) p no es primer elemento de R.

P2) Sip<aVbentoncesp<a 6 p<hb

Observemos que si el reticulado R no tiene primer elemento la condicién P1) es trivial-
mente verificada.

Lema 2.4.2 En un reticulado R todo elemento primo es irreducible.

Dem. Sip es un elemento primo de R entonces p no es primer elemento de R, luego se
verifica 11). Supongamos que p = a 'V b, luego en particular tenemos que p < aVby como
p es primo resulta quep <a 6 p<b. Peroa<aVb=pyb<aVb=pluego,p=a
6 p=b. |

La reciproca de este lema no es verdadera. En efecto:

Ejemplo 2.4.4 Consideremos el reticulado A cuyo diagrama se indica:
1

a b c

0

El elemento a es irreducible, dado que es un dtomo de A. Se verifica quea <bVc=1y
a€bya¥Lc, porlo tanto a no es primo.
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3 RETICULADOS DISTRIBUTIVOS

3.1 Conceptos preliminares

Definicién 3.1.1 Un reticulado R se dice distributivo si verifica la siguiente propiedad
(ley distributiva del infimo con respecto al supremo):

(D) zA(yVz)=(xAy)V(zA2) cualesquiera que sean T,y,z € R.

El reticulado indicado en el ejemplo 2.4.4 no es distributivo, ya que a A (bve)=aNl=a
y (aAb)V(anc)=0VvV0=0.

Lema 3.1.1 En todo reticulado la condicidn (D) es equivalente a:
(D) zV(yAz)=(Vy)A(zVz)

que se denomina: ley distributiva del supremo con respecto al infimo.
Dem. (D) = (D). (zVy)A(zV2) = (porD) = [(zV WAz V(zVy) Az =
sV@AZ)V(yA)]=[zV (@A) Vyrz)=zV(yAz)
(D’) = (D). Se demuestra en forma aniloga. |
Lema 3.1.2 En todo reticulado las condiciones (D) y (D’) son equivalentes a :

(D”) (VYY) A(zV2)A(YyV2)= (zAY)V(zA2)V (YA 2).

Dem. (D) = (D”). Vimos que (D’) <= (D). Por lo indicado en el capitulo anterior
tenemos que (*) z Ay <z Vy. Entonces:

(s A9)V (& A2) Y (y A 2) = por (D] = (2 Ay) v [(xV y) A 2] = [por (D)] =
[z Ay)V (@ V) Al Ay) V2] = [por (+)] = (zVy) A Ay) V2] = [por ()] =

(VY A(zV2)A(yV 2)

(D”) = (D). Probemos en primer lugar que:

(#%) Si 2 <z= (zVy)Az=2zV (yA2) =(xA2)V(yAz).
En efecto de 7 < z resulta (1) z =z Az y (2) £V z = 2. Por (D"):
(zVY)A(gV2)A([yVa)=(@Ay)V(tA2)V(yAz),
luego teniendo en cuenta (1) y (2) tenemos que:
(V) AzA([yVz)=(@Ay) VeV (yAz),

luego por las leyes de absorcién, C1) y C2):
(zVvy)Az=zV(yAz),

y teniendo en cuenta (1), resulta:

(3) (zVy)rhz=(zAz)V(yA2).
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Por (D”) tenemos que:

(zVY)A(zV2)A(yVz)=(3Ay)V(zAz)V(yAz2).
Haciendo el infimo de ambos miembros con z tenemos:

(VY A@EV)AlYV)Az=[Ay)V(zA2)V(yA2)]Az

Luego teniendo en cuenta, sucesivamente una de las leyes de absorcion:

(VY A(@V)Az=[zAy)V(zA2)V(yA2)] Az

(4) (zVvy)Az=[zAy)V(EA2)V(yA2)]|Az
Como ' = (z A 2) V (y A z) < z resulta por (**) que:
(#'Vy)Az= (@ A2)V(H Az2), VY,
luego
(zA2)VyAz)VEAYlAz=[((zA2)V(yA2) A2V (T AYyAz),

esto es,
(zA2)V(yA2)V(@EAY|Az=(@A2)V(yA2)V(zAYyAz)

ycomoz AyNz<zAzyzAyNz<yAz, tenemos finalmente que:
B) (zA2)V(yA2)V(EAYIAz=(zA2)V(YA=2).
De (4) y (6) se deduce (D). |

Lema 3.1.3 En todo reticulado distributivo vale la ley de simplificacion (o de cancela-
cién), que dice: St aANxz=alNy y aVz=aVy entonces I=7Y.

Dem. z=2zV(aAz) =2V (aAy)=(zVa)A(zVy)=(aVy)A(zVy) = (aAz)Vy=
(any)Vy=y. u

Lema 3.1.4 Si R es un reticulado que verifica la ley de simplificacion entonces:
(C) (zA2)Vy|Az=(zA2z)V(yAz2).

Dem. Seanp = (xAz)V(yAz)yq=[(xAz)VylAz. ComozAz < zyaAz < (zAz)Vy
entonces (1) z A z < q. Anédlogamente como y Az < zey Az <y < (zAz)Vy entonces
(2) yA2<gq. De (1) y (2) resulta p < g y por lo tanto pAy < gAyypVy < qgVy.

Como gAy = [(xA2)VylAzAy = 2zAy < pAy. Como z < zV y entonces
@) [(@Az)VyAz<[(mAz) VY| A(2Vy). Ademés (4) y < [(z A2) Vy|A(zVy). De
(3) y (4) resulta que [(z A 2) Vy]Az]Vy < [(zA2) Vy|A(zVy)y por lo tanto tenemos
que gVy=[(zA2)VylAzlVy < [(gA2) VY A(zVy) < (zA2)Vy =pVy. Luego
tenemos que pAy =qAyy pVy = qVy, de donde se deduce por la ley de simplificacién
que p = q. |

Lema 3.1.5 En todo reticulado la condicidn (C) es equivalente a la condicion:

(Ch [(zv2)AylVz=(zV2)A(yV2).
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Dem. (C) = (C’). Como
(:UVz)/\(‘sz)::(z\/y)/\(sz)=[[z/\(a:Vz)]\/y]/\(a:Vz)= (por (C))
[z/\(a:\/z)]v[y/\(w\/z)]=zV[y/\(33Vz)]=[(:1:\/z)/\y]Vz.

(€)= (C).
(EA)V (A2 =AYV (@Az)=[zV (A AYV (@Az) = (por ()
[z\/(a:/\z)]/\[yv(a;/\z)]———z/\[y\/(:c/\z)]=[(m/\z)\/y]/\z.
|

Lema 3.1.6 Todo reticulado donde vale la ley de simplificacion es distributivo.
(0. Ore, On the foundations of abstract algebra I, Annals of Math. 36 (1935), 406-443
y On the foundations of abstract algebra II, Annals of Math. 37 (1936), 265-292).

Dem. Sean'rz[(.’E\/z)/‘\y]\/(m/\z)ys=[(y\/z)/\w]\/(y/\z),entonces
rAz=[[(a:Vz)/\y]V(m/\z)]/\z=[(w/\z)V[(sz)/\y]]/\z= (por (C))
(a:/\z)V[(sz)/\y/\z]=(:E/\z)\/(y/\z).
sAz:[[(yv,z)/\x]v(ym)]/\z=[@m)v[@w)m]]m: (por (C))

(y/\z)V[(sz)/\:L'/\z]=(y/\z)V(a:/\z).

Acabamos asi de probar que r Az = s Az. Vamos a demostrar que tambien rVz = sV z,
de donde resultars por la ley de simplificacion que r = s.
En virtud de la condicién (C’) indicada en el Lema 3.1.5 tenemos

’r\/z=[(a:\/z)/\y]V(:L'/\z)Vz=[(:L'Vz)/\y]Vz=(:I:Vz)/\(sz),

y tambien que sV z = [(yVz)Az]V(yA2)Vz= (yvz)Az]Vz=(yV2)A(zV2)
Acabamos asi de probar que r = s y por lo tanto tenemos que (1) rvs=rAs.

'r‘\/s=[(acVz)/\y]\/(w/\z)V[(y\/z)/\w]V(y/\z):

(zV2)AylV(yA2) VI yV2)Az]V(zA2)
Luego como y Az < (xVz)Ay ¥ z Az < (yVz) Az tenemos que

rvs=[zV2)Ay]VIyVz) A

y como (y V 2) Az < 2 < zV z podemos escribir
rVs= H[(yv;z) /\:U]\/(:L'Vz)] /\y] ViyVz) Az = (por (C')

[[(sz)/\m]v(va)] A [yV[(sz)/\m]]

y nuevamente como (y \% z) Az < zV z tenemos

2)rvs=(zVz)A [[(sz)/\x]\/y] =(zVz)A [[(sz)/\m]\/y] = (por (C'))
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(zV2)A(zVy)A(zVy).
En forma andloga se prueba que:
BYrAs=(zAy)V(yAz)V(zAz).
De (1), (2) y (3) se deduce que:
(zVyYA(zV2)A(YyVa)=(@Ay)V(zAz)V(yAz),

esto es se verifica la condicién (D”) indicada en el Lema 3.1.2 y en consecuencia el reti-
culado es distributivo. |

Lema 3.1.7 Un sistema (A,A,V) es un reticulado distributivo si y solamente si se
verifican:

S1) aA(aVb)=a
S2) aA(bVe)=(cAa)V(bAa)
(M. Sholander, Postulates for distributive lattices, Canad. Journ. Math., 3 (1951), 28-30).

Definicién 3.1.2 Una familia F, no vacia, de subconjuntos de un conjunto fijo A se
denomina un anillo de conjuntos si verifica:

Si X, YeF= XnNnY, XUuY eF.

Indicaremos a continuaciéon ejemplos de reticulados distributivos.
1) Si F es un anillo de conjuntos entonces (F,N,U). es un reticulado distributivo.

2) Toda cadena C es un reticulado distributivo. Para ello basta considerar elementos
a,b,c € C y probar que vale una de las leyes distributivas en los siguientes casos
posiblesa <b<c,a<c<bhb<a<c¢,b<c<a,c<La<lhclb<La.

3) (INo,/) es un reticulado distributivo.
Ya vimos que (INp, /) es un conjunto ordenado. Este conjunto ordenado tiene por
primer elemento al nimero 1 y por dltimo elemento al numero 0, ya que:

(*) 1/a, a/0, Y a € INy.

Para probar que es un reticulado distributivo, hay que demostrar en primer lugar
que todo par de elementos de INg tiene un infimo y un supremo y luego que vale la
ley distributiva (D).

De (*) resulta por lemas anteriores que: 1 =1Aa,a=1Va,a=0Aay0=0Vaq,
Y a € INg.

Sean a,b € INy — {0, 1} entonces como (i) med{a,b}/a , med{a,b}/by (ii) Siz/ay
z /b entonces z/mcd{a, b} resulta que med{a, b} = aAb. Andlogamente se demuestra
que memia, b} = aV b. Por lo tanto (INg, /) es un reticulado.

Recordemos que si a,b # 0,1y a = pf.p5*. ... pit, b= i .p?. ... .pl*, donde

?
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P1, P2, - - -, P¢ SO NUMEros primos positivos y e1,ez2,... e f1, f2,- - , ft son enteros
no negativos entonces:

a Ab=mecd{a,b} = sznin{ei, fi} _ sz(ei A £

aV b=mecmi{a,b} = sznax{ei, fid Hpi(e" v f’)

Antes de probar que se verifica la ley distributiva vamos a demostrar algunas
propiedades de este reticulado:

3.1)

3.2)

p es un dtomo de INg <= p es primo (aritmético) de INp.

=) Si p es 4tomo de INp entonces p cubre a 1, esto es 1/p, p # 1 y no existe
ningdin = € INp tal que 1 / = /p con = # 1, = # p.

Queremos probar que p es primo aritmético de INp estoesque (1) p#0,p#1
y que (2) Si d € INp verifica d/p entonces d =16 d =p.

Por hipStesis p # 1. Sip = 0 como 1 /2 /0 = p, p no seria 4dtomo de INp.
Supongamos que d € INg verifica d/p, luego como p es atomo de Ny tenemos
qued=16d=p.

«=) Si p € INy es un primo aritmético entonces p #£ 0,1, en particular p # 1
esto es p es diferente del primer elemento de INo. Supongamos que existe x € Ny
tal que 1 / = /p. Como p es primo aritmético de INp entonces de z/p resulta
que £ = p 6, z = 1. Luego no existe ningin = € Ny, x # p, x # 1 tal que
1/ z /p, lo que prueba que p es un dtomo.

¢ € INp es irreducible <= z = 0 6 = es potencia natural de un primo aritmé-
tico.

—) Supongamos que z € INp es irreducible, luego es diferente del primer
elemento de N, esto es ¢ # 1. En consecuencia ¢ =06 z > 1.

Siz > 1 entonces z = po.pS*. ... .p;' =aVb,dondea=p7 yb =p5. ... p;,
Y P1,D2, - - - » Pt SON NUMeEros primos y €y,€z,.. ., enteros positivos.

Como 7 es irreducible entonces (1) © = a = p{', 6 (2) © = b =p3*. ... P’
etc.

<) Supongamos que z = 06 z = p" donde p es un nimero primo y 7 un
entero positivo. Si z = 0 entonces z #* 1, esto es T es diferente del primer
elemento. Supongamos que a V b = 0, esto es que mem{a,b} = 0, y que
a#0,b#0 Entoncesa=16a>1yb=16b>1 Si @ = 1 entonces
1Vb=5b+#0. Sia>1entonces a =pi.p5>. ... .p7.Luego si b =1 tenemos
aVb=aV1=a%#0yenelotrocaso aVb#0.

Si x = p", donde p es primo aritmético entonces # 1. Supongamos que
z=p"=aVb=mcm{a,b} = pgelvfl).pngﬁ). .. .pﬁ‘“vft), como la descompo-
sicién en factores primos es Unica, a menos del orden de los factores, entonces

p" = pV) y como es V fs = €5 6 €,V fo = f, entonces p* = pg* 6 p" = ple.
Ahora bien mem{a,b} = PV e a=pe yb=pl 6a=plyb=rpZ,

luego p" =a 6 p" = b.

Probemos que el reticulado Ny es distributivo.
Si a = 0 entonces: a A(bVe)=0A(bVe)=bVecy (0AD)V(0AC)=bVe.
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En forma anédloga se demuestra para los casos b= 0, ¢ = 0.
Sia=1entonces: aA(bVc)=1A(bVec)=1y (1A V(IAc)=1V1=1
En forma anéloga se demuestra para los casos b=1, c = 1.

Si a,b,c # 0,1 entonces:

a/\(ch)=Hp[ei’\(fiV91)]

2

(@aAb)V(aNc) =H pz-(eiAfi) \/H pi(ei/\gi) =
11 pz[(ei ANV (e Al _ sz[ei A (fiV gl

4) Sea E un conjunto no vacio, y F una familia de partes de E que verifican:
(1) 0,E € F, (2) Si {Fi}icr es una familia no vacia, donde F; € F, para todo
i €I, entonces (JF, € F, (3) Si X,Y € F entonces X UY € F.

i€l

Al par (E, F) se denomina espacio topoldgico, y todo elemento F € F se lo denom-
ina conjunto cerrado del espacio topolégico. Observemos que de las condiciones (2)
y (3) resulta que F es un anillo de conjuntos, por lo tanto (F,N,U) es un reticulado
distributivo con primer elemento (@) y tltimo elemento (E).

Dada una familia de reticulados {(R;, A, Vi) }ier, sea P = [] R; el producto cartesiano de
iel
la familia de conjuntos {R;}ier, esto es el conjunto de todas las funciones z : I — U R
i€l

tales que en cada elemento ¢ € I toman un valor z(i) = z; € R;. Se dice que z; es la
coordenada de indice i del elemento € P y se nota & = [Tilicr, = [#], * = (Zi)ier O
z = (z).

Dados = = (%;)ier € P, ¥y = (¥s)ier € P, pongamos por definicion:

Ay =(z; Ny) Y e VY= (T Vi)

Se prueba sin dificultad (P,V, A) es un reticulado, al que se denomina producto carte-
siano 6 directo de la familia de reticulados {(R;, A, Vi) }ier- A veces se suele escribir

(R, A, V) = [1(Ri, Niy Va)ier- Cada uno de los reticulados R; recibe el nombre de i-ésimo
i€l
eje de coordenadas 6 i-ésimo eje .
Para cada 4 € I la funcién p; : [[ Rs — R;, definida por p;(x) = z; se denomina proyec-
i€l
cién i-ésima. Es claro que p; es una funcién suryectiva.

Si R, = C, Vi€ I, entonces [[ R; es el conjunto de todas las funciones de I en C, por
i€l

ello se nota C. Si el conjunto I es finito, por ejemplo I = {1,2,...,n} entonces se utiliza

cualquiera de las notaciones siguientes:

HRi é Ry xRy x...x R,
i=1

En este caso si z € [| R; entonces: z = (z(1),z(2),...,2(n)) = (21,72, --,Zn).
i=1
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Lema 3.1.8 El producto cartesiano de reticulados distributivos es un reticulado distrib-
utivo.

Corolario 3.1.1 El producto cartesiano de cadenas es un reticulado distributivo.

Lema 3.1.9 Si R es un reticulado distributivo entonces todo elemento irreducible de R
es un elemento primo.

Dem. Sea i un elemento irreducible de R, luego (1) ¢ no es primer elemento de R.
Probemos ahora que (ii) Si¢ < @V b, donde a,b € R entonces 7 < a 6 1 < b. En efecto de
i < aV b resulta que i =i A (aVb) y como R es distributivo tenemos ¢ = (iAa)V (i AD),
de donde resulta por ser i irreducible que i =1 A a 6i=1iAbestoesi<adéi<b W

Del Lema 3.1.9 y el Lema 2.4.2 resulta que en los reticulados distributivos las nociones de
elemento irreducible y elemento primo coinciden.

Lema 3.1.10 Para que en un reticulado finito, no trivial, R las nociones de elemento
irreducible y elemento primo coincidan es necesario y suficiente que R sea distributivo.

Dem. Por el Lema 3.1.9 es claro que la condicién es suficiente. Sabemos que en cualquier
reticulado vale la ley semidistributiva (ver Ejercicio 2.3.1.)

(aAb)V(anc)<an(bVo).

Supongamos que
an(dVe) L (anb)V(anc),

entonces como R es finito, no trivial, resulta por el Teorema 2.4.2 que existe un elemento
irreducible (que por la hipétesis hecha es primo) ¢ € R tal que: (1) ¢ < aA (bVe)y
(2) i £ (aAb)V(aAc).

De (1) resulta que (3) i < ay (4) i < bVe De (4) resulta por ser ¢ un elemento primo
que (5) i < b6 (6) i < c. De (3)y (5) deducimos ¢ < aAb < (aAb)V(aAc)loque
contradice (2). De (3) y (6) resulta i <aAc< (aA b) V (a A ¢) lo que contradice (2). B

Dado un reticulado finito, no trivial, R por intermedio de su diagrama de Hasse, se plantea
el problema de saber si R es distributivo, sin comprobar que se verifica alguna de las
propiedades (D) 6 (D’). De acuerdo con el resultado anterior basta demostrar que todo
elemento irreducible es primo. El Teorema 2.4.1 nos da un método para determinar los
clementos irreducibles de un reticulado finito, no trivial. Vamos a indicar un método para
determinar los elementos primos de un reticulado finito, no trivial.

Lema 3.1.11 En un reticulado finito, no trivial, R, p es un elemento primo <= el
conjunto ordenado Z, ={z € R:p & z} tiene dltimo elemento.

Dem. =) Dado un elemento primo p de R, consideremos el conjunto:

Z,={z€R:p¥z}
Como p £ 0, entonces 0 € Zy, esto es Zp # (0. Luego como R es finito, no trivial, tenemos

t
que Z, es un conjunto finito no vacio. Sea Z, = {z1,20,... 2} y 2=\ 2, luego z; < z
i=1
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para i = 1,2,...,t. Si probamos que z € Z, entonces z seré el ltimo elemento de Z,.
t

Supongamos que z ¢ Z,, entonces p < z = \/ z;, luego como p es primo resulta que
i=1
p < z;, para algin 4, 1 <3¢ <t, absurdo.

<=) Sea p un elemento del reticulado, finito no ftrivial, R tal que el conjunto
Z,={z € R:p £ z} tiene tltimo elemento. Luego, existe u € Z, (p £ u) tal que
(i) z < u para todo z € Z,. Probemos que p ‘es primo.

(1) p # 0. En efecto, si p = 0, como 0 = p < z para todo z € R resultaria que Z, es
vacio, absurdo.

(2) Supongamos que (i) p < aVbyquep £ ayp £ b, luego a,b € Z,, luego de (i)
resulta que a < u, b < u y en consecuencia (iii) a Vb < w. De (ii) e (iii) resulta que p < u,
absurdo.

Observemos que si notamos W, = {w € R : p < w} entonces Z, = R\ W), |

Consideremos el reticulado indicado en el Ejemplo 2.4.1,2. Vimos que el conjunto de los
elementos irreducibles es {a,b,d}. Determinemos los elementos primos: W, = {qa,c, 1},
luego Z, = {0,b,d} tiene Gltimo elemento y en consecuencia es primo. En forma andloga
se ve que b y d son primos. Como W, = {c, 1}, entonces Z, = {0, a,b,d} no tiene Gltimo
elemento y por lo tanto no es primo. Lo mismo ocurre con el elemento 1.

Definicién 3.1.3 Sean (A4, A,V), (A',A,V) reticulados. A toda funcién h : A — A’ tal
que:

H2) h(a Ab) = h(a) A h(b),

H3) h(aV b) = h(a) V h(b),

cualesquiera que sean a,b € A, se denomina homomorfismo de A en A'. Si h es suryec-
tiva, se denomina epimorfismo y st h es biyectiva se denomina isomorfismo.

Observacién 3.1.1 1) De cualquiera de las condiciones H2) ¢ H3) se deduce en forma
inmediata que todo homomorfismo es una funcidn isotona.

2) Si Ay A’ son reticulados con primer (0 y 0 respectivamente) y dltimo elemento (1 y
1’ respectivamente) a toda funcién h: A — A’ que verifica H2), H3), H0) h(0) = '
y H1) h(1) =1’ se denomina (0,1)-homomorfismo.

8) Si A y A tienen primer y dltimo elemento, y h : A — A’ es un epimorfismo,
entonces h es un (0,1)-homomorfismo. En efecto, como 0 < a cualquiera que sea
a € A entonces como h es isétona tenemos que (1) h(0) < h(a), cualgquiera que sea
a€ A,y como (2) h(A) = A, de (1) y (2) resulta que h(0) es primer elemento de
A’, esto es h(0) = 0. Andlogamente se prueba que h(1) =1'.
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Teorema 3.1.1 (de Representacién de Birkhoff) Todo reticulado distributivo finito es
isomorfo a un anillo de conjuntos.

Dem. Sea R un reticulado distributivo finito. Si R tiene un sélo elemento es claro que
R es isomorfo a F = {0}.

Supongamos que R tiene mds de un elemento y sea II = II(R) el conjunto de todos sus
elementos irreducibles (primos). Como R es finito, no trivial, sabemos por el Corolario
2.4.1 que IT # 0.

Pongamos por definicién:

Y(a)={p€l:p<a}, a€R,

luego ¥(a) CII, V a € R.
Sea F = {1(a)}acr. Vamos a demostrar que R es isomorfo a (F,N,U). Es claro que 3 es
una funcién de R sobre F. Observemos que:

1) ¥(z)=0 < z=0.
Si z = 0 no existe p € II tal que p < 0, luego ¥(z) = 0. Siy(z) =0 conz # 0
entonces = £ 0, luego existirfa p € II tal que p < z y por lo tanto p € 9(z), absurdo.

2) p(1)={pel:p<1} =1L

3) © es inyectiva.
Supongamos que ¥(a) = (b). Si ¥(a) = ¥(b) = 0 entonces a = 0 = b. Si
Y(a) = ¥(b) # 0 entonces a # 0y b # 0y sabemos por el Teorema 2.4.3 que
todo elemento diferente de 0 es supremo de todos los elementos irreducibles (pri-
mos) que lo preceden, luego de

{pell:p<a}={qell:q<b}

resulta
a=\/{pel:p<a)=\/{gel:g<b}=b.

4) Y(a Ab) =p(a) N(b). Siv(a) =0 6 ¥(b) = 0 es claro que se verifica 4).
pePland) <= pell y p<anb < pell, p<ay p<b &
peY(a) y peP(b) = pePla)Ni(b).

5) ¥(aVb) =p(a) Uy(b). Si(a) =0 6 ¢(b) =0 es claro que se verifica 5).
peplavb) < pell y p<aVhb, luego teniendo en cuenta que p es primo
podemos afirmar que la condicién precedente es equivalente a p € II 'y p < a
6peM y p<bloqueequivale a: p € ¥(a) 6 pe€Y(b) < p € P(a)VY(d).

De 4) y 5) resulta que F es un anillo de conjuntos. |

Vimos en el Ejemplo 2.4.3 que en un reticulado finito, un elemento a # 0 puede tener
varias representaciones irredundantes (como supremo de irreducibles).

Lema 3.1.12 En un reticulado distributivo finito R, si a # 0, a tiene una inica repre-
sentacidn irredundante como supremo de elementos irreducibles (primos), inica a menos
del orden en que aparecen los factores.
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Dem. Sea a # 0y supongamos que:
a:il\/z’2\/...\/is=p1\/p2v...\/pt

donde i;,p, € T =TI(R), 1 <5 <s 1<k <t son representaciones irredundantes de a.
Por lo tanto si (1) 1 < ji,52 < 8y j1 # jo entonces 45, # 45, y si (2) 1< ky,kp <ty
ki # ko entonces pi, 7 pr,- Sean I = {41,4s,...,%s}, P = {p1,p2,...,p:}, luego

Vi 1<j<s, a#\/{m:xeXJ’}, donde X; =1\ {i;},

Vi, 1<k<t, a;é\/{y:yEYk}, donde Y; = P\ {px}.
Probemos que I = P. Sea z € I, luego z =¢;, 1 < j < 5. Como
T=1 <143 VigV..Vig=pVpV...Vp

e i; € Il existe k tal que (3) 4; < pr.
Como
P <pPIVPV... VD=4 VigV... Vi,

v pr € Hexiste r, 1 < r < s tal que (4) pr < ¢,. De (3) y (4) resulta que #; < %,. Si
i; < iy, esto es 4; V i, = i, entonces la representacién no serfa irredundante, luego 2; = 1,
y en consecuencia j = r pues caso contrario 4; = 4, con j # r contradice (1). Tenemos asi
que i; < px, < 4j, esto es i; = py € P. Anédlogamente se muestra que P C I, y como los
elementos de cada conjunto son diferentes dos a dos tenemos que s = t. |

Sea R un reticulado distributivo finito, no trivial, 0 y 1 el primer y dltimo elemento de R.

Sia € R, a # 0 notaremos II(a) = {p € I1 : p < a}. Sabemos que II(a) # 0. Como R es

finito entonces I1(a) es un conjunto ordenado finito, luego tiene por lo menos un elemento

mAxXimo.

Lema 3.1.13 Si my,ma, ..., m; son los elementos mdzimos de Il(a), entonces la inica
¢

representacion irredundante de a es a = \/ m;.
i=1

Dem. Como m; € II(a), para 1 < ¢ < ¢, esto es m; < a, para 1 < ¢ < ¢y por
t

lo tanto m = \/ m; < a. Supongamos que m # a luego a £ m y en consecuencia por
i=1

el Teorema 2.4.2 existe un elemento irreducible (primo) p que precede al elemento a y

no precede a m. Esto esto, existe (1) p € I tal que (2) p < ay (3) p £ m. De (1)

y (2) resulta que p € II(a), luego existe un indice ¢ tal que p < m; y como m; < m

t
tenemos que p < m, lo que contradice (3). Acabamos asi de probar que a = \/ m.
=1

t

Probemos que esta descomposicién es irredundante. En efectosia = \/ m,, entonces
1=1, i==1g
t t
my,, < \Vm; = a = \/ my luego como m;, es un elemento primo tenemos que
i=1 i=1, i=ig
my, < m; para algin i, 1 < ¢ < n, 1 # 49, absurdo. |

Observemos que si p € TI(R) entonces la representacién irredundante de p es el propio
elemento p.

Consideremos el reticulado R cuyo diagrama se indica, donde los elementos primos estdn
marcados con e.
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1

01/3 >O J
o< > g > h
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o b
Ny
Entonces el diagrama de Hasse de II(j) = {a,b,c, e} es
c e
[. 1.
luego sus elementos maximos son ¢y € y €n consecuencia la representacién irredundante

de j es j = cVe. Andlogamente 1 = f Vb, h =aVe, son representacinones irredundantes
En el reticulado S cuyo diagrama se indica, donde los elementos primos estan marcados

con e
/Ol\
i j
g

N
V%

N

O

"

o C

AN

LN}

N -

)

O

/

tenemos que 1 =4V j, f =cV b, h=cV e son representaciones irredundantes.

Observacién 3.1.2 El reticulado distributivo (INg, /) no es finito pero si consideramos el
subconjunto D(u) = {y € Ny : y/u}, dondeu € INo, u # 0, entonces D(u) es un reticulado
distributivo finito con primer elemento 1 y ultimo elemento u. St la descomposicién en
primos de © € D(u) es ¢ = py .p5. ... p5r, los elementos irreducibles (primos) de D(u)
sonpli1<i<m 1< f;<e. Todo elementoy € D(u), y # 1 se expresa en forma
tnica como supremo de elementos irreducibles (primos ) mdzimos de D(u) que lo preceden
y estos son precisamente los primos aritméticos que aparecen en la descomposicion de y
elevados a la mdzima potencia. Indiqguemos dos ejemplos:
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En el primer ejemplo tenemos que 12 = 2% V 3 = mem{4,3}. En el segundo ejemplo
60 =22V 3V 5 = mem{12,20}.

3.2 Complemento de un elemento

Un elemento b de un reticulado R con primer (0) y ltimo elemento (1) se denomina el
complemento de a € R si:

aANb=0 y aVb=1.

Consideremos el reticulado cuyo diagrama de Hasse se indica:

1
ao\b c
0

Como aAb=0,aVb=1,aAc=0,aVc=1 tenemos que by c son complementos de a.

Si R es distributivo y a tiene complemento entonces €l es tinico. En efecto si aAb = 0 = aAc
yaVb=1=aV centonces por la ley de cancelacién resulta que b = c.

Observemos que el elemento a del reticulado cuyo diagrama de Hasse se indica a conti-
nuacioén no tiene complemento.

1

0

Si R es un reticulado distributivo con primer (0) y dltimo (1) elemento, y a € R tiene
complemento, lo notaremos con —a y diremos que a es un elemento booleano de R.

Al conjunto de todos los elementos booleanos de R lo notaremos B(R). Es claro que
0,1 € B(R).
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Lema 3.2.1 Si R = Rp1 es un reticulado distributivo entonces:
1) Si a € B(R) entonces — — a =a.

2) Si a,b € B(R) entonces evisten —(a A b),—(aV b) y se verifican las Leyes de De
Morgan
—(anb)=-aV —b, —(aVb)=—aN—b.

Definicién 3.2.1 Sea R un reticulado con primer elemento 0, se dice que un elemento
y € R es ortogonal al elemento be RsibAy=0.
Un elemento que notaremos —b se denomina el ortocomplemento de b si:

1) bA-b=0 (esto es ~b es ortogonal a b).
2) SibAz =0 entonces z < —b. (esto es —b es el mayor elemento ortogonal a b.)

A continuacién indicamos el ortocomplemento de todos los elementos del reticulado indi-

cado en la siguiente figura:
B 1/?

£

x |0lalblc|d]|l
—x(1|d|lal0lal0

d

Lema 3.2.2 i existe el ortocomplemento de un elemento b perteneciente a un reticulado
con primer elemento 0, €l es tnico.

Dem. Supongamos que a y € SOn ortocomplementos de b esto es:
(1) bAa=0 (2) Si bAz=0= z<a
(38) bAc=0 (4) Si bAz=0= z<c
De (1) y (4) resulta que a < cy de (3)y (2) ¢ < a,luego a =c. |

Observacién 3.2.1 1) De acuerdo con la definicién anterior, es claro que para que
un elemento b tenga ortocomplemento es necesario y suficiente que el conjunto de
todos los elementos ortogonales al elemento b tenga dltimo elemento.

2) No todo elemento de un reticulado con primer elemento tiene ortocomplemento. El
conjunto de los elementos ortogonales al elemento a del reticulado indicado en el
Ejemplo 2.4.4, es {0,b,c} y este conjunto no tiene dltimo elemento.

Lema 3.2.3 Si R es un reticulado distributivo, finito, entonces todos los elementos tienen
ortocomplemento.
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Dem. Dadoa € R, sea X, ={z € R:aAz =0}. Como 0 € X,, entonces X, 7 0. Sea

n n
Xo=1{Z1,%2,...,Zn} yx = \/ z;, entonces a Az = a A (V z) = V(aAz) =0, por lo
i=1 =1 i=1
tanto z € X,, y como z; < £ para 1 < 4 < n tenemos que z es el ltimo elemento de X,,
por lo tanto a tiene ortocomplemento. |

Si R es un reticulado distributivo finito, no trivial, sabemos que R tiene primer elemento
0. Esto es, 0 < x cualquiera que sea £ € R, y como R es no trivial existe zo € R tal que
0 < zg. Sea X = {x € R:0 < z} luego X es un subconjunto finito, no vacio, de Ry
por lo tanto X es un conjunto ordenado (finito). En consecuencia X tiene por lo menos
un elemento minimal. Sea m un elemento minimal de X, entonces m es un dtomo de R.
En efecto, de m € X resulta 0 < m y si existiera z € R tal que 0 < z < m entonces
el elemento z € X serfa un elemento menor que un elemento minimal de X, absurdo.
Tenemos asi que el conjunto A de todos los dtomos de R es no vacio.

Observemos ahora que si € R, z # 0 entonces:

aNz#0, Va€ A \/{a:aEA}Sx.

En efecto, (1) 0 < zAa < a cualquiera que sea a € Ay como a es dtomo entonces de (1)
resulta (2) z Aa =06 (3) z A a = a, pero por la hipétesis hecha solo se puede verificar
la condicién (3), luego a < z, Va € Ay por lo tanto \/{a:a € A} < z.
Supongamos ahora que b = \/{a : a € A} < =, entonces si existiera a € A tal que
a Nz =0, tendriamos que:

brha<anzxz =0,
y como a < b, esto es a A b = a entonces a = 0, absurdo. Luego a Az #0 Va € A
De lo anterior resulta que si \/{a : a € A} < =z, entonces —z = 0. En efecto, si —z #0
existe un dtomo a tal que a < -z y por lo tanto a Az <~z Az =0, estoes, a ANz = 0,
absurdo.
Esto nos permite, en forma inmediata determinar el ortocomplemento de todos los ele-
mentos que son mayores o iguales que el supremo de todos los dtomos de un reticulado
distributivo finito, no trivial.

Ejemplo 3.2.1 Sea R el reticulado distributivo cuyo diagrama de Hasse se indica.

/O 1
S
oS > g \ h
RV >/ :
N
Y%
Luego como el conjunto de los dtomos de R es {a,b} y aV b = d entonces ad = g =

—h = -4 = =j = -1 = 0. El ortocomplemento de los restantes elementos se obtiene
determinando el mayor elemento ortogonal a cada uno de ellos.
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Lema 3.2.4 En un reticulado distributivo con primer y dltimo elemento si un elemento
a tiene complemento entonces —a = 7a.

Dem. Por hipétesis (1) aA—a =0y (2) aV—a = 1. De (1) resulta que —a es ortogonal
al elemento a. Supongamos que a A z = 0, luego (aAz)V —a =0V —a = —a, y por lo
tanto

zV—a=1A(xV—a)=(aV—-a)A(zV—a)=(aAz)V—a=—a,

luego = < —a, lo que prueba que el mayor elemento ortogonal al elemento a es —a, y por
lo tanto —a = —a. |

Observacién 3.2.2 En los reticulados distributivos finitos siempre existe el ortocomple-
mento de cualgquier elemento x, pero pueden existir elementos sin complemento (booleano).

En el ejemplo precedente a vV —a = h # 1, y solo existen 4 elementos que tienen comple-
mento.

Lema 3.2.5 Para que -z sea el complemento de T es necesario y suficiente que
xV -z =1

3.3 Subreticulados

A todo subconjunto S, no vacio, de un reticulado R se denomina un subreticulado de
R si se verifican:

1) Siz,y € S entonces tAy € S,
2) Siz,y € SentonceszxVy€ES.

Es claro, de acuerdo con esta definicién, que S es un reticulado y que si R es distributivo
entonces S es distributivo, pero puede ocurrir que S sea distributivo sin que E lo sea. El
reticulado indicado en el Ejemplo 2.4.4 no es distributivo, y sin embargo S = {0,1} es un
subreticulado de R que es distributivo.

Si R es el reticulado indicado en el Ejemplo 3.2.1 entonces S; = {0, a, b, d} es un subretic-
ulado de R que tiene primer elemento 0 y ltimo elemento d. También son subreticulados
de B: Sy = {d,g,h,5,1}, S = {e, f,}, Sa = {a, 9,1}

Si a,b son elementos de un reticulado R tales que a < b entonces S = [a,b] = {z :a <
x < b} es un subreticulado de R que tiene primer elemento a 'y dltimo elemento b. En
particular las secciones inferiores (a], a € R y las secciones superiores [@), a € R, son
subreticulados de R.

Observemos que los subreticulados S» y s, indicados precedentemente, verifican SyNS;5 =

@, por lo tanto, la interseccién de dos subreticulados no es necesariamente un subreticu-
lado.

Lema 3.3.1 Si {S;}ic1 es una familia de subreticulados de un reticulado R tal que S =

N S; # O entonces S es un subreticulado de R.
iel

Dado un subconjunto, no vacio, G de un reticulado R siempre existe un subreticulado de
R que contiene a G, a saber el propio R. Por lo tanto, la familia {S;}icr de todos los
subreticulados de R que contienen a G, no es vacfa. Ademds, como ) C G C S, Vi€ I,
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entonces [ S; # @ y por lo tanto G = () S; es un subreticulado de R, que verifica
icl iel B

G C G. G se denomina el subreticulado generado por G. Es facil ver que G es el

menor subreticulado de R que contiene a G. Si G = R se dice que G es un conjunto de

generadores de R.

Ejemplo 3.3.1 Sea R el reticulado cuyo diagrama de Hasse se indica:
e
70 d
a O \ b
N

g 0

entonces la familia de todos los subreticulados de R estd indicada en la siguiente tabla:

| 1 elemento | 2 elementos | 3 elementos | 4 elementos | § elementos | 6 elementos |
{0} {0,a} {0,a,c} {0,a,¢,1} | {0,a,b,¢,1} R
{a} {0,b} {0,a,1} {0,a,b,c} |{0,b,c,d,1}
{o} {0, c} {0,6,c} {0,a,d,1}
{c} {0,d} {0,b,d} {0,b,¢,1}
{d} {0,1} {0,b,1} {0,b,d,1}
{1} {a/’ c} {07 c’ 1} {b’ c’ d’ 1}
{a,1} {0,d,1}
{b,c} {a,c,1}
{6, d} 1b,¢,1}
{b,1} {b,d,1}
{c,1}
{d,1}

Si G = {a,d} entonces G = {0,a,d,1} N R = {0,a,d,1}, y si G = {a,b} entonces
G =1{0,a,b,c}N{0,a,b,c,1} N R={0,a,b,c}.

Con este ejemplo vemos que no es facil o por lo menos no es cémodo determinar la
familia de todos los subreticulados de un reticulado R y por lo tanto no es cémodo o facil
determinar G utilizando la definicién de subreticulado generado. A continuacién vamos
a indicar como se obtiene G a partir de calculos efectuados sobre los elementos de un
subconjunto G, no vacio, de un reticulado distributivo.

Si X es un subconjunto no vacio de un reticulado R notaremos con i(X) el conjunto de
todos los elementos que son el infimo de un nimero finito de elementos de X, esto es :

(X)) = {/\ z:F C X, F finito, no vacio}.

zeF

Si F = {f} se sobreentiende que A z = f. Andlogamente:
z€F

s(X) = {\/ z:F C X, F finito, no vacio}.
zEF
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Es claro que, de acuerdo con estas definiciones: X CiX)y X Cs(X),y que:
1) Siz,y € i(X) entonces z Ay € i(X),
2) Si z,y € s(X) entonces z V y € 5(X).

Lema 3.3.2 Si R es un reticulado distributivo y G un subconjunto, no vacio, de R en-

tonces: G = s(i(G)) = i(s(G)).

Dem. Probaremos que G = s(i(G)), la otra igualdad se prueba en forma anéloga.

Si probamos que (I) G C s(i(G)) y que (II) s(i(@)) es un subreticulado entonces por la
definicién de subreticulado generado tendremos que (III) G C s(i(G)).

Como G C i(G) e i(G) C s(i(G)), luego G & s(i(@)).

Por 2) sabemos que si z,y € s(i(G)) entonces zVy € s(i(G)). Probemos ahora que

tambien z Ay € s(i(G)). Por hipétesis z = \/ z; donde z; € i(G) paral < j < ne
j=1

m
y = \/ y donde y; € i(G) para 1 < k < m luego:
k=1

<z
<3
<3

gAny=zA(\ 1) =

1 k

(x Ayx) = \/((\/ ;) A Yx) = (V(%’ A Yr))-

k 1

k

Como z7j,yx € i(G), para todo j y todo k entonces T; A\ Yp € i(G) para todo j y todo k;

por lo tanto, \n/ (z; A yx) € s(i(G)) y en consecuencia \"/L ({L/ (z; Ayx)) € s(i(G))-
j=1 k=1 j=1

Probemos ahora que (IV) s(i(G)) C G. Sea z € s(i(G)), estoes z = {L/ z; donde z; € i(G)
i=1

para 1 < j < n, luego z; = A v donde yi, € G C G luego por ser G un subreticulado de
k=1

R tenemos que ; € G para todo j de donde resulta por ser G un subreticulado de R que
T = V Z; € a [ |
j=1

En la demostracién anterior solamente se utilizé la propiedad distributiva en la primera
parte. Por lo tanto, en cualquier reticulado siempre se verifica s(i(G)) € G.

En el reticulado distributivo indicado precedentemente si G = {a,b}, entonces i(G) =
{a,0,0} y G = s(i(@)) = {a,b,0,c = a V b}, y si G = {a,d}, entonces i(G) = {a,d,0} y
G = s(i(@)) = {a,d,0,1 = a Vv d}.

Counsideremos el siguiente reticulado:

N
Lo
N,
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y G = {c,f,g}. Entonces i(G) = {c,f,9,0 = cA f,b = fAg} X =s(iG) =
{¢,f,9,0,b,1 = ¢V f,h = ¢V b,i = fV g} El conjunto X no es un subreticulado
dado que h,i € X y e = h A1 ¢ X. Este reticulado no es distributivo, dado que su con-
junto de elementos irreducibles es {a,c,d, f,g,b} y €l elemento ¢ no es primo. En efecto
c<dVeycLdyc¥Le.

Lema 3.3.3 Si G es una parte finita, no vacia, de R entonces G es finito.

Dem. Sea n el nimero de elementos de G, esto es N[G] = n. Pongamos i;(G) = G y si
1<j<mn,:i(G)={\y:y€Y,Y CG N[Y]=j} Entonces es claro que:

n

(6@ =Ju(@

Jj=1

n

va@i=(3) v M@= (}) 1<izn

N[(G)] < (’f) + (Z) TR (Z) —on 1.

Esto prueba que si G es finito entonces i(G) es finito. En forma andloga se demuestra

que si G es finito entonces s(G) es finito, y por lo tanto como i(G) es finito resulta que
s(i(G)) es finito. Ademds:

y por lo tanto

N[s(i(G))] < 2"~ — 1.
u

Yea R un reticulado distributivo con primer (0) y tltimo elemento (1). Diremos que un
subconjunto S de R es un (0, 1)-subreticulado de R si:

1) 0,1 €S,
2) Siz,y € S entonces z ANy, zVy €S

Esto es un (0,1)-subreticulado de R es un subreticulado de R que contiene al primer y
al dltimo elemento de R. Es claro que S es un reticulado distributivo con primer (0)
y tltimo elemento (1). El reticulado distributivo indicado en el Ejemplo 3.3.1 tiene los
siguientes (0, 1)-subreticulados: 81 = {0,1}; S2 = {0,a,1}, S3 = {0,b,1}; Sa = {0,¢,1};
S5 = {07 dal} ) Se = {Oa a, C>1}; Sy = {O,G,d,l}; Sg = {Oabac’ 1}1 Sq = {Oab>d>1}7 S0 =
{0,a,b,¢,1}; Sy = {0,b,¢,d,1}; Siz = R. Recordemos que R tiene 37 subreticulados.
Consideremos el siguiente reticulado distributivo:

/Ol
NG,
4

N
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Sy ={0,1},S; = {0,z,1} donde x € R\{0,1} son (0, 1)-subreticulados de R. Indiquemos
otros (0,1)-subreticulados:

N B

C o /O e
\o 0 0
Es claro que si S es un (0, 1)-subreticulado del reticulado distributivo R, entonces

{0,1} € S € R, y {0,1}, R son (0, 1)-subreticulados de R, y que si {Si}ier es una
familia de (0, 1)-subreticulados de R entonces (] S; es un (0, 1)-subreticulado de R.
i€l

Dada una parte G de R, se denomina (0, 1)-subreticulado generado por G a la intersec-
cién de todos los (0, 1)-subreticulados de R que contienen a G y lo notaremos SR(G). En
la forma habitual se demuestra que SR(G) es el menor (0, 1)-subreticulado que contiene
a G. De acuerdo con la definicién precedente es claro que SR(#) = {0,1}.

Si R es el reticulado distributivo indicado en el Ejemplo 3.3.1 y G = {d} entonces G = {d}

y SR(G) = {0,d, 1}, luego G # SR(G) ysi G = {a,d} entonces G = {0,a,d,1} = SR(G).
Lema 3.3.4 SR(G) = {0,1}UG.

Dem. (1) {0,1} UG C SR(G).

Como SR(G) es un subreticulado que contiene a G entonces (i) G € SR(G), y como
SR(G) es un (0,1)-subreticulado entonces (ii) {0,1} < SR(G), de (i) e (ii) resulta (1).
(2) SR(G) € {0,1} UG.

(iii) G € G € GU{0,1}. Probemos que: (iv) G U {0,1} es un (0,1)-subreticulado. En
efecto, si z,y € G, como G es un subreticulado tenemos que Ay, VY € G C GU{0,1}.
Siz,y € {0,1} es claro que zAy, zVy € {0, 1} € {0,1}UG.Siz € G ey € {0,1} entonces
zA0=0,zAl=2,zV0=2,0xV1=1, por lo tanto, también x Ay, zVy € {0,1}U@.
De (iii) y (iv) resulta (2). ]

f§> 9

Si G = {g} notaremos SR(g) en vez de SR({g}). Observemos que SR(g) = {0,9,1} si
g#0,1ysig=06g=1entonces SR(g) = {0,1}.
Si S es un (0, 1)-subreticulado y g € R\ S vamos a notar SR(S,g) en vez de SR(SU{g})-
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Lema 3.3.5 SR(S,9) = {sA(tVg):s,teSt={sV(tAg):steS}
[L. Monteiro, (1975)].

Dem. Sea H={sA(tVg):s,t €S} Probemos que:

(1) H C SR(S,9).

Seah € H, esto es h = s A (tV g) donde s,t € S, como § C SU{g} C SR(S,g9) y
g € SR(S, g) entonces h € SR(S, g).

(%) SR(S,9) C H.

Para ello probaremos que (2a) SU {g} C H, y (2b) H es un (0, 1)-subreticulado de R.
Sea z € SU{g} entoncesz € Soz =g yporlotanto,z =z A(zVg)édz=1A(0Vg).
Luego, en ambos casos, ¢ € H, lo que prueba (2a). Como S C SU {g} entonces por la
condicién (2a) resulta que S C H. Como 0,1 € S entonces 0,1 € H.

Sean z,y € H, luego £ =81 A (t1V g),y = s A (t2 V g) donde 81, 82,%1,%2 € S, luego:

s Ay=s1A{t1Vg)AsaA(taVg)=(s1As2)A((ts At) V g)
donde s; A s9,t1 Aty €S,y por lo tantox Ay € H.
sVy =[siA(t1V9)]V[s2A(t2Vg)] = (s1Vs2) A(s1VEaVg)A(s2VE V) A (VI Vg) =
(51V 82) A[[(s1V t2) A(s2 Vi) At Vi) Vg
donde 51 V 89, (51 Vta) A (s2 Vt1) A (t1 Vt2) €S, y por lo tanto z Vy € H. [

Observemos que la forma de los elementos de SR(S, g) no es tnica. En efecto consideremos
el reticulado R indicado en el Ejemplo 3.3.1. S = {0,d,1} es un (0, 1)-subreticulado de
R, SR(S,a) = {0,a,d,1},d=dA(dVa)yd=dA (1Va).

Sea G = {g1,92,---9n} un subconjunto de un reticulado distributivo R con primer y
dltimo elemento. Consideremos:

Sl = SR(gl), SQ = SR(Sl,g2), PN ,Sn = S’R(Sn_l,gn)

Probaremos que SR(G) = S,. Como g; € G entonces {g:} € G C SR(G) luego S; =
SR(g1) C SR(G) y por lo tanto Sy U {g2} € SR(G) y en consecuencia Sy = SR(S1,92) C
SR(G). Entonces tenemos que:

S C S C...CS,C SR(G).

Por la construccién indicada tenemos que g; € S; para i = 1,2,...,n y como S; C i1
para i =1,2,....,n — 1 resulta que (1) G C S,. Ademds, por construccién (2) S, es un
(0,1)-subreticulado de R. De (1) y (2) resulta que SR(G) C Sn.

Lema 3.3.6 Si R es un reticulado distributivo con primer (0) y dltimo elemento (1)
entonces el conjunto B(R) de todos los elementos booleanos de R tiene las siguientes
propiedades (ver Lema 8.2.1):

1) 0,1 € B(R),
2) Si z,y € B(R) entonces x Ay,zVy € B(R),
8) Si x € B(R) entonces —z € B(R).

De 1) y 2) resulta que B(R) es un (0, 1)-subreticulado de R. Ademds este (0, 1)-subreti-
culado tiene la propiedad 3).
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3.4 Factorizaciéon de un reticulado distributivo

Es claro que todo reticulado A es isomorfo al producto cartesiano de dos reticulados, en
efecto A x {0} = A = {0} x A. Vamos a determinar cuando un reticulado distributivo
finito, no trivial, es isomorfo al producto cartesiano de dos reticulados distributivos no
triviales.

Lema 3.4.1 Si A, y Ay son reticulados distributivos, no triviales, con primer (01,02
respectivamente ) 1y tltimo elemento (11,12 respectivamente) entonces en Ay X A, existe
un elemento booleano, diferente del primer y tltimo elemento de A= Ay x A,

Dem. Es claro que el primer elemento de A es 0 = (01,02) ¥y que el tltimo elemento de
Aesl=(11,1). Sea b = (01,15) € A. Es claro que b #£0,1. Sea b’ = (11,09) entonces
bAY = (01,12) A (11>02) = (01,02) =0ybVd = (01, 12) \2 (11>02) = (11>12) =1 u

Corolario 3.4.1 Si A; y Ay son reticulados distributivos finitos, no triviales, en A1 X Az
existe un elemento booleano, diferente del primer y 4ltimo elemento de A = A; x Az

Observemos que si R es un reticulado con un sélo elemento, R es un reticulado distributivo
con primer y dltimo elemento, y no existe ningiin elemento booleano diferente del primer
y tltimo elemento.

Lema 3.4.2 Sean A y A’ reticulados y h: A — A" un isomorfismo de orden de A sobre
A, entonces h es un isomorfismo de reticulado.

Dem. Debemos probar que se verifican las condiciones H2)y H3). Comoz Ay <2y
z Ay < y, resulta por ser h una funcion istona que Wz Ay) < h(z)y Mz Ay) < h(y).
Por lo tanto, el elemento h(z A y) es una cota inferior del conjunto X = {h(z),h(y)}.
Supongamos que z’ € A’ es una cota inferior del conjunto X, estoes 2’ < h(z) y 2’ < h(y).
Como b es una funcién suryectiva 2/ = f(z) con z € A, entonces tenemos que h(z) < h(z)
y h(z) < h(y), de donde resulta por ser i un isomorfismo de orden que z < zy z < ¥,
y por lo tanto z < x Ay, de donde se deduce z' = h(z) < h(z Ay). En forma analoga se
demuestra H3). u

Lema 3.4.3 Si R es un reticulado distributivo, no trivial, con primer y iltimo elemento
(0 y 1 respectivamente) tal que existe b € B(R) \ {0,1} entonces ezisten reticulados
distributivos no triviales Ry y Ry tales que R = Ry X Rs.

Dem. Por hipétesis () b € B(R) \ {0,1} luego R mno es trivial. Consideremos
los siguientes subconjuntos de R: Ry = [0,], Rz = [0, —b]. Sabemos que R; y Rz son
reticulados distributivos con primer elemento 0 (en ambos casos) y b es el dltimo elemento
de Ry, vy —b es el dltimo elemento de Rs. Ademés ambos son no triviales, pués de (*)
resulta que b# 0y si —b =0 entonces b =1, lo que contradice (*). Probemos que:

(I) R1N Ry = {0}. En efectosi z € Ry N Ry entonces 0 <z <by0<ax< —byporlo
tanto 0 <z < bA —b =0, y como {0} C R N Ry, queda probada la igualdad (I).

Si X,Y son subconjuntos de R notaremos X VY = {zvy:ze€X, yeY}

(I) R, V Ry = R. Es claro que R,VR, C R.Sear € Rentoncesr =rAl = rA(bV—b) =
(rAb)V (rA—b)ycomo0<rAb< by0<rA—b< —btenemos que 7 Ab € Ry y
r A —b € Ry, lo que prueba que R C Ry V R». Por lo tanto, todo elemento del reticulado
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R se puede expresar como supremo de un elemento de R; con un elemento de Ry.

(II1) Si z =7y V ry donde 7; € R; para 1 = 1,2 entonces r, = zAbyra=xzA—-bDex=
7y V 7y tesulta que (1) x Ab = (r; Vry) Ab = (ry Ab)V (ra Ab). Como 7y € Ry, esto
es 0 < 7, < b, por lo tanto (2) 7, Ab = 7. Como r; € Ry, esto es 0 < 7y < —b,
entonces 0 < 19 Ab < —bAb =0, luego (3) o Ab = 0. De (1), (2) y (3) resulta que
£ Ab =r,. En forma aniloga se demuestra que z A —b = r. Acabamos asi de probar que
la representacion es tnica.

Sea P = R; x Ry. Vamos a demostrar que R = P. Dado 7 € R, sea h(r) = (r Ab,r A —b)
luego h: R — P.

(IV) h es sobreyectiva. Dado p = (r1,72) € P, entonces r =71V 7y € R,y comor; € Ry
y ro € Ry tenemos que 1y = 7 Aby o =1 A—b, luego h(r) = (r Ab,r A—b) = (r1,72) =P
(V) Si & < y entonces h(z) < h(y). De z < y resulta que tAb < yAbyzA—b< yA\—b
por o tanto A(z) = (x Ab,z A —=b) < (y Ab,y A —b) = h(y).

(VI) Si z,y € R son tales que h(z) < h(y) entonces < y. De h(z) = (z A b,z A -b) <
(y Ab,y A —b) = h(y), resulta que t Ab <y Aby z A —b< yA—b, luego

z=xA(BV-b=(zAbV(EA-b)<(yAbVyA-b)=yA(bV-b)=y.
|

Ejemplo 3.4.1 1) Sea R el reticulado distributivo indicado en el Ejemplo 3.8.1 en-
tonces B(R) = {0,a,d,1} luego B(R) \ {0,1} = {a,d}. R, = [0,a], R, = [0,d].
luego R = Ry X Ry.

2) El reticulado indicado a continuacion es isomorfo al producto cartesiano de los si-
guientes reticulados:

><i>< X O<>
Lema 3.4.4 Si R es un reticulado distributivo con primer y dltimo elemento (0 y 1

respectivamente) tal que existe b € B(R)\ {0,1}, R1 = [0,b], Ry = [0, —b] entonces:
1) B(Ry) = RN B(R), B(Ry) = RN B(R).

IR

2) Si a € B(R) entonces a = a; V ay donde a; € B(R,) y az € B(Ry).
y si R es finito, no trivial, se verifica:
8) Sip € II(R) entoncesp € Ry 6 p € R,.

4) TI(R) = II(Ry) + II(Ry). Esto es, el conjunto ordenado de los elementos primos de
R es la suma cardinal de dos conjuntos ordenados.

Dem. Sabemos que si un reticulado tiene primer y tltimo elemento ellos son elementos
booleanos. Por lo tanto 0,b € B(R;).
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1)

2)
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Sea a € B(R;) luego a € Ry, esto es (i) 0 < a < by existe a € Rytalque ana =0
yaVa =b. Seac=dV—be R luego anc=an(dV—b)=(and)V(aA—b)=
0V (a A —b), pero de (i) resulta a A —b < b A —b =0y por lo tanto a A ¢ = 0. Por
otro lado aVe = aVa V—b=>bV —b=1. Esto prueba que a € B(R), y por lo
tanto B(R;) C R1 N B(R).

Seat € RiNB(R),luegot € Riyt € B(R) por lo tanto (1) 0 < ¢ < b, y existe
—tc Rtalque (2) tA—t=0y (3)tVv—-t=1 De (1) resulta (4) tV b =0b. Sea
¢ = —t A b, luego t' € Ry, entonces teniendo en cuenta (2), (3) y (4) tenemos que
A =t A—tAb=0ytVE =tV (—tAb)=(EV—t)A(tVD)=1Ab=0D,loque
prueba que t € B(Ry).

Sia € B(R) entoncesa=aAl=aA(bV —b) = (a Ab)V (a A —b) = a1 V ap donde
(1)a; =aAb€ R yaz=aN—b€ Ry Como a,b € B(R) entonces por el Lema
3.3.6: (2) a1 = a Ab € B(R). De (1) y (2) resulta que a € R, N B(R) = B(R,).
Anéalogamente se prueba que az € B(Rz).

Supongamos ahora que R es finito, no trivial.

3)

Sea p € TI(R), como p < bV —b =1 entonces p < bép< —bypor lotanto p € By
6 p € Ry. Observemos que como Ry N Ry = {0} las dos condiciones anteriores no se
pueden verificar simultaneamente.

De 3) resulta que II(R) € Ry U Rp. Observemos que II(R) = II(R) N (R, U Rp) =
(II(R)NR;)U(IL(R)NR2) y que ademas (II(R)NR1)N(II(R)NRy) = I(R)NF1NR2 =
TI(R) N {0} = 0. Por lo tanto II(R) es la unién disjunta de dos conjuntos, uno con-
tenido en R; y otro contenido en Rs.

Vamos a demostrar que II(R;) =II(R) N Ry.

Observemos que II(R) N Ry = {p € I(R) : p < b} = II(b), y que ademés
este conjunto es no vacfo dado que b +£ 0 entonces b £ 0 y por lo tanto existe
p € T(R) tal que p < b, y en consecuencia p € II(R) N R,. Probemos que
II(R) N Ry C II(Ry). Si p € II(R) N R, entonces p € R, y p # 0. Supongamos
que p < ay V by donde ay,b1 € By C R, luego como p € TI(R) resulta que p < a; 6
p < by, por lo tanto p € II(R;). Probemos que II(R,) C TI(R) N Ry. Sea g € TI(R1)
luego ¢ € Ry € R y g # 0. Supongamos que ¢ < ¢ Vy, donde =,y € R, luego
g=qgAb< (zVy)Ab=(zAb)V (yAb)y como tAbyAbE R yqeIl(R)
resulta que < zAb<z6qg<yAb<y.

An4logamente se prueba que II(R) N Ry # @ y que II(Rz) = {p € MI(R):p< —b} =
I1(—b).

Por Io visto anteriormente tenemos que II(6)NII(—b) = 0 y que TI(b)UII(—b) = II(R).
Nos resta probar que todo elemento de TI(b) es incomparable con todo elemento de
TI(~b). En efecto si p € II(b), ¢ € TI(—b) son comparables, por ejemplo si p < ¢
como g < —b entonces p < —b. Pero p < by por lo tanto p < b A —b = 0, absurdo.

En el reticulado indicado en el Ejemplo 3.3.1 TI(d) = {b,d} y II(—d) = II(a) = {a}, y el
diagrama de II(R) es el siguiente:
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id
b O a

En este ejemplo todo elemento booleano diferente de 0 y 1 es primo. Veamos que no
siempre ocurre esto. En el reticulado distributivo indicado a continuacién el elemento
marcado con e es un booleano diferente de 0 y 1 que no es primo.

oy

ANA

Observacién 3.4.1 1) Vimos en 2.4 que si R = Ry = R entonces R = II(R) =
II(Ry) # 0 y que TI(Ry x Ry) = 0. Esto es, existen reticulados distributivos Ry y Ry
cuyos conjuntos de elementos primos son no vacios y Ry X Ry no tiene elementos
Primos.

2) Egisten reticulados distributivos A con primer y 4iltimo elemento tales que:
II(A) =11, + I,
y no existen reticulados distributivos, no triviales tales que
A=A x A,

Por ejemplo, sea [0,1] CR, P =1[0,1] x[0,1] y A= P\ {(0,1),(1,0)}. Entonces A
es un subreticulado de P.

(1,0) (0,1)

0 0
Observando las siguientes figuras se deduce inmediatamente que ninguno de los
elementos (z,y), (z,1), (1,z) € A, indicados, es un elemento primo de A.
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(z,1) (1,z)
(y,1) (1,9)
(z,y)

(2,0) oy Y (0,2)

Se prueba sin dificultad que TL(A) = {(p,0): 0 <p<1}U{(0,p): 0 <p< 1}.
Si existieran reticulados A, y As tales que A = Ay x A, entonces en A tendria que
existir (ver Lema 8.4.1 ) un elemento booleano diferente del primer y ltimo elemento
de A, absurdo.

Lema 3.4.5 Si Ry y Ry son reticulados distributivos, no triviales, y R = R1 x Ry entonces
p=(p1,p2) € O(R) = pm=0yp: € II(Ry) 6 p1 € I(R,) yp2=0.

Dem. Empezemos por observar que como R; vy Ry son reticulados distributivos, no
triviales, entonces TI(Ry) # @, II(Ry) # @ y también II(R; X Ry) # 0.

Sea p = (p1,p2) € HI(R), luego p # (0,0) luego p1 # 0 6 p2 # 0. Supongamos que
py # 0y probemos que p; € IL(R1) y pp = 0. Como p = (p1,p2) = (p1,0) vV (0,p2)
y p es primo entonces (p1,p2) = (p1,0) 6 (p1,p2) = (0,p2), y como py £ 0 tenemos
que po = 0y p = (p1,0). Supongamos que p1 = T1 V 1y con z1,y1 € R; entonces
p=(z1 V1,0) = (21,0) V (y1,0) de donde resulta por ser p primo que (p1,0) = (%1,0) 6
(p,0) = (y1,0) y en consecuencia p1 = 1 6 p1 = y1. En caso en que py # 0 se prueba que
p =0y p2 € II(Re).

Supongamos ahora que py = 0y p2 € II(R,) y probemos que p = (0,p2) € I(R).
Como py € TI(R,) entonces p; # 0 y en consecuencia p = (0,p2) # (0,0). Si(0,p2) =
(z1,72) V (¥1,42) = (@1 V y1,32 V ys), luego 0 = z1 V41 y en consecuencia ;1 =y1 = 0
y ps = z2 V y2. Como pg € II(R,) entonces ps = T2 6 p2 = Y2, luego z2 V y2 = T2 6
22V ys = g2 y por lo tanto (0,p2) = (0,32) = (z1,72) 6 (0,p2) = (0) = (¥,20). W

Lema 3.4.6 Sean A y A’ reticulados distributivos con primer elemento y h: A — A’ un
isomorfismo de orden de A sobre A'. SiTI(A) # 0 entonces (A" # 0, y II(A) y II(A")

son conjuntos ordenados isomorfos.

Dem.

1) Sip € I(A) = h(p) € II(4).
De p € 1I(A) resulta que p # 0y como h es biunivoca tenemos que h(p) # h(0) =0'".
Supongamos que h(p) = @' V¥, con a,b' € A". Como h es suryectiva @’ = h(a),b' =
h(b), con a,b € A, luego h(p) = h(a) V h(b) = h{a V b) de donde resulta por ser h
biunivoca que p =a Vb y como p € [I(A) resultap=adép=>byen consecuencia
h(p) = h(a) = @’ 6 h(p) = h(b) =" Por lo tanto:

h: TI(A) — TI(A).

2) h es suryectiva.

Sea p’ € TI(A"), como h™! es un isomorfismo entonces por p=ht(p)ell(Ad)y
por lo tanto h(p) = h(h™'(p")) = P'.




Algebras de Boole 69

3) Six,y € II(A) entonces z <y <= h(z) < h(y)
Como todo homomorfismo de reticulado es una funcién is6tona, entonces h es isétona
sobre TI(A). Si h(z) < h(y) entonces h(z) = h(z) A h(y) = h(z A y), luego como h
es biunfvoca tenemos t =x Ay, estoes z < y.

Observacién 3.4.2 1) Consideremos los reticulados distributivos cuyos diagramas se
indican:

A o 1 A

b c v
a v < c
0 y

y la funcion h : A — A’ definida por h(0) = h(a) = 0, h(b) = ¥, h(c) = ¢,
h(1) = 1'. Se verifica ficilmente que h es un homomorfismo suryectivo, y que:

la) a € TI(A) y hia) =0 ¢ II(A").
1b) Dado p' € TI(A') emiste p € II(A) tal que h(p) =p'.

2) Sean A y R los reticulados distributivos indicados a continuacion:

T R f/o\;g

! hv4

y la funcién h : A — R definida por h(0) = 0, h(t) = d, h(1) = 1. Se verifica
facilmente que h es un homomorfismo biunivoco. En este caso, t € TL(A) y h(t) =
d ¢ TI(R). Ademds, dado p € II(R) no existe ningtin © € A tal que h(zx) = p, en
particular no existe ningtin q € II(A) tal que h(q) = p.

Observacién 3.4.3 En el reticulado R, indicado precedentemente, tenemos que: II(R) =

{a,b,c,e}. Sea I = {a,e} entonces \/i = aVe =g yI(g) = {a,b,e}, por lo tanto
i€l

I #1(g).

Teorema 3.4.1 Sean A, A' reticulados distributivos finitos, no triviales. i I1 = II(A) y
II' = II(A") son conjuntos ordenados isomorfos entonces A y A’ son reticulados isomorfos.
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Dem. Sea ¢ :II — IT un isomorfismo de orden de II sobre IT. Sabemos que si a € A,

a#0entoncesa= \ p.
pell(a)

o si a=0,

YOZY Ve siazo

pell(a)

Tenemos asi una funcién ¢ : A — A'. Vamos a probar que 1 es un isomorfismo entre los
reticulados A y A'. Para ello nos basta probar, de acuerdo con el Lema 3.4.2, que 9 es
un isomorfismo de orden.

Observemos en primer lugar que ¥;n = ¢, donde ¢ representa la funcién v restringida

al conjunto II. En efecto, si p € Il entonces p = V g, luego ¢ < p para todo g € II(p) y
g€li(p)

por lo tanto, ¢(q) < ¢(p) para todo g € TI(p) y en consecuencia Pip)= V ¢(g) = e(p)
g€l(p)

1) Siag,be A a<b = Y(a) <¢P(b).
Si o = 0 entonces ¥(0) = 0 < ¥(b). Si a # 0 entonces b # 0, luego como a < b
resulta que II(a) C TI(b) y en consecuencia ¢(II(a)) C ©(TI(b)) y por lo tanto

)=\ e <V ¢l =40

pell(a) g€Il(b)

2) Sia,b € A, son tales que ¥(a) <¢P(b) = a<b
Si ¢(a) = 0, de acuerdo con la definicién de ¢, a = 0y por lo tanto a = 0<b
Supongamos que ¥(a) # 0, entonces a # 0y b # 0 (si b = 0 entonces ¥(a) < P(b) =
0’ y en consecuencia 1(a) = 0', absurdo).
Probemos que II(a) C TI(b) de donde resultard que a < b. Sea p € II(a), luego

e(p) < V @) =v(a) <) = V ¢(g), entonces como o(p) € II' tenemos
tell(a) q€II(b)

que p(p) < ¢(q) para algin ¢ € TI(b), luego como ¢ es un isomorfismo de orden
p<qconqellb)estoes, g€y qg<b luegop<bypell lo que prueba que
p € II(d).

3) 1 es una funcién suryectiva.
Dado o’ € A, si @ = 0 entonces %(0) = 0/ = o’. Supongamos que a’ # (', luego

d = \ 7. Seal = ¢ (II(d)) entonces I # 0, dado que ¢ es suryectiva, y
p'ell(a’)
ademés I C II. Consideremos el elemento ¢ = \/ p y probemos que Y(a) = a'. Para
pel

ello nos basta probar que (*) I = II(a), (ver observacién 3.4.3), dado que entonces
(**) e(Il(a)) = o(I) = ‘P(‘P—l(ﬂ(a')) = II(a’) y por lo tanto teniendo en cuenta
Ny M@=V e@)=Velp)= V z= V z=d

pell(a) pel zep(l) z€ll(a’)

Probemos (*). En efecto:

(i) I C(a). Seap € I, luego p € Il y como p < \/ g =a resulta que p € I(a).

gel
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(i) H(a) C I. Sea g € T(a), esto es g € I y ¢ < a = V p, luego como g es un
- pel
elemento primo, ¢ < p para algin p € I, por lo tanto (***) o(q) < ¢(p).

Como p € I entonces p(p) € p(I) = II(a’) esto es, p(p) € II'y o(p) < @, luego
por (***) tenemos ¢(q) < @’ y como ¢(q) € II' tenemos que (q) € H( Ny
por lo tanto ¢ € ¢~} (II(a')) = I.

Acabamos asi de probar que si A es un reticulado distributivo finito, no trivial, y A esun
reticulado distributivo finito, no trivial, tal que II(A) y H(A/) son conjuntos ordenados
isomorfos entonces A y A’ son isomorfos.

Corolario 3.4.2 Todo reticulado distributivo finito, no trivial, A es determinado, a me-
nos de isomorfismos, por el conjunto ordenado II(A) de sus elementos primos.

Teorema 3.4.2 Si A es un reticulado distributivo finito, no trivial, II = TI(A), II =
I, + I, y A; y As son reticulados distributivos finitos tales que TI(A;) =1L, parai=1,2
entonces A = A1 X As.

Dem. De acuerdo con el Teorema 3.4.1 nos basta demostrar que IT = TI(A; x A). Por
el Lema 3.4.5 sabemos que (*) p = (p1,p2) € H(A1 X A2) <= =0y p2 € TI(A2) 6
p1 €I(A1) y p2=0.

Sean ¢q : II; — II(41) ¥ ¢2 : Iy — II(Ay), isomorfismos de orden. Pongamos por

definicién:
((,01(17),0) 8t penl)
p(p) = pell
(0, p2(p)) si p € Iy

Por (*) tenemos que ¢ : IT — TI(A; X As).

1) ¢ es suryectiva.
Dado p' € II(A; x Ajy), por (*) ! = (p},0) con py € TI(A;) 6 ¢
Py € H(Az) En el primer caso p] = ¢1 (pl) con p; € Iy, luego (p1) =
(p},0) = p'. En el segundo caso la demostracién es andloga.

= (0,p}) con
(1(p1),0) =
2) Si p,q € II verifican p < ¢ entonces ¢(p) < ¢(q)-

Sip,q € I = II, + II, verifican p < ¢ entonces p,g € Il 6 p,q € IIy. En el primer

caso como ; es un isomorfismo de orden 1 (p) < 1(q), esto es ¢(p) = (¢1 (p),0) <
(¢1(q),0) = ¢(g). En el otro caso la demostracién es analoga.

3) Sip,q € II verifican ¢(p) < ¢(g) entonces p < g .
Sean X1 = {(p,0) : p € IL(A1)}, X2 = {(0,9) : ¢ € II(A42)}. Sabemos que (A x Ap)
es la suma cardinal de los conjuntos ordenados X1 y X». Luego como o(p),¢(q) €
TI(A; X A3) y ¢(p) < ¢(q) resulta que ¢(p), v(q) € X1 6 ¢(p),¢(g) € Xz. En el

primer caso ¢(p) = (#1(p),0) < (1(9),0) = ¢(g) ¥ por lo tanto ¢1(p) < ¢1(g) y en
consecuencia p < ¢. En el segundo caso la demostracion es analoga.

De acuerdo con los resultados precedentes tenemos €l siguiente:
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Teorema 3.4.3 Para que un reticulado distributivo, finito, no trivial A sea isomorfo al
producto cartesiano Ay x Ag de dos reticulados distributivos no triviales Ay y Ag es nece-
sario y suficiente que el conjunto ordenado [I(A) de sus elementos primos sea la suma
cardinal de dos conjuntos ordenados (esto es que II(A) no sea conezo. )

Definicién 3.4.1 Un reticulado distributivo A se denomina reducible si no es trivial y
A= A x Ay donde Ay y Ay son reticulados distributivos no triviales. A se denomina
irreducible, si no es trivial, y no es reducible.

Todo reticulado formado por un sélo elemento, no es reducible, ni irreducible.

De acuerdo con la definicién precedente y resultados anteriores tenemos que:

Lema 3.4.7 Sea A un reticulado distributivo, finito, no trivial, entonces:

1) A es irreducible < B(A) = {0,1},
2) A es irreducible <= TI(A) es un conjunto ordenado conexo.

Ejemplo 3.4.2 1) Los siguientes reticulados son irreducibles:

O/O\O [ ] \0
R NN NP
N l

dado que sus conjuntos de elementos primos son: /O

i /O \ O\ /O )
o 0 o \3
2) Los siguientes reticulados son reducibles:

AN PN

AT NN\

N4 N\
N

dado que sus conjuntos de elementos primos son:
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S

Lema 3.4.8 Si A es un reticulado distributivo, finito, y no trivial, b € B(A) \ {0,1},

Ay = [0,b] entonces para que A; sea irreducible es necesario y suficiente que b sea un
dtomo de B(A).

Dem. Por el Lema 3.4.4 sabemos que B(A;) = A1 N B(A), luego por el Lema 3.4.7 para
que A; sea irreducible es necesario y suficiente que B(A;) = {0,b}. Vamos a demostrar
que esto equivale a decir que b es un dtomo de B(A).

—) Por hipétesis b € B(A) y b # 0. Supongamos que (1) 0 < a < bcon (2) a € B(A).
De (1) resulta que (3) a € A; y de (2) y (3) a € A;NB(A) = {0,b}, estoesa=06a =10
y por lo tanto b es un atomo de B(A).

=) Supongamos que (1) b es un 4tomo de B(A). Como 0,b € A; N B(A) entonces
{0,b} C A; N B(A). Sea a € A; N B(A) entonces a € Aj, estoes (2) 0 <a <by (3)
a € B(A). De (1), (2) y (3) resulta que a = 0 6 a = b, por lo tanto a € {0,b}. Esto
prueba que A, N B(A) C {0,b} y en consecuencia A; N B(A) = {0,b}. [

Sea R un reticulado distributivo con primer y tltimo elemento, B(R) el (0, 1)-subreticu-
lado de R, de todos los elementos booleanos de R, entonces:

Lema 3.4.9 Sip es un elemento primo de B(R) entonces p es un dtomo de B(R).

Demn. Como p es un elemento primo de B(R) entonces p # 0. Supongamos que
(1) 0 < g < p, con g € B(R), luego existe —q € B(R) talque gV —g=1y gA—¢=0.

Como p < 1=¢qV —qy p es primo de B(R) entonces (2) p < ¢ 6 (3) p < —g. Si ocurre
(2) entonces por (1) tenemos que ¢ = p. Si ocurre (3) entonces pA g < —g A g = 0, esto
es (4) pA g =0, pero por (1) tenemos (5) pA g = q. De (4) y (5) resulta g = 0. [

Corolario 3.4.3 Si R es un reticulado distributivo finito, no trivial, y A el conjunto de
los dtomos de B(R) entonces \[{a:a € A} =1.

Dem. Como R es finito, no trivial, entonces B(R) es un reticulado finito, no trivial, y
en consecuencia II(B(R)) # 0. Por el lema anterior II(B(R)) C A y sabemos que todo
4tomo es un elemento primo, esto es A C II(B(R)). Por lo tanto II(B(R)) = A. Como
el supremo de todos los primos de un reticulado distributivo finito es igual a 1, entonces

1=V{p:peI(B(R)} =V{a:ac A} |

Lema 3.4.10 Si R es un reticulado distributivo con primer y dltimo elemento tal que el
conjunto A de los dtomos de B(R) es no vacto, entonces:

I) Sia,be A yas#b entonces aNb=0,
II) Sia€e Aybe B(R) entoncesaNb=06aAb=a.

II) Sia € Ay by,by,...,b € A son tales que a #* b; para i = 1,2,...,t entonces
t
i=1
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IV) Siay,az,...,660b1,b2,...,b € A son tales que a; # b;, ¥ 1,j entonces

8 t

(\/ a;) A (\/ b;) =0.

i=1 j=1
Dem.

I) Supongamos que aAb # 0 luego (1) 0 <aAb<ay (2) 0 < aAb<b De(l)
resulta por ser a 4tomo que aAb =a y de (2) resulta por ser b dtomo que aAb = b.
Entonces tendriamos que a = b, absurdo.

IT) Como 0 < aAb< ayaes dtomo entoncesaAb=06aAb=a.

t
I1I) Utilizando la propiedad distributiva, las hipétesis y (I) tenemos que: a A (Vb)) =
i=1
t

i=1
IV) Utilizando la propiedad distributiva, las hipotesis y (III) tenemos que:

s t ]

(\ @) A (V b)) = \/(a: A (\/ b)) =0.

i=1 i=1 i=1 j=1
|

Lema 3.4.11 Si R es un reticulado distributivo finito, no trivial, tal que todo elemento

primo de R es un dtomo de R entonces todos los elementos de R tienen complemento
booleano.

Dem. Sabemos que 0,1 € B(R). Sea a € R\ {0,1}, luego como a # 0,
a=\{p:pell(a)}y ademis II(a) Il = II(R) pués si II(a) = II entonces por el Coro-
lario 3.4.3, a = \/{p: p € II} = 1, contradiccién. Sea IT' =TI\ H(a) y b=V{g:q €I},
entonces:

(1) avb=V{p:pel(a)}vVV{g:qel'}=V{p:pell} =1, y
2) anb=(V{p:pel(@)}) A(V{g: g€ II'}).

Sea A el conjunto de los 4tomos de R, por hipétesis IT C A, luego los elementos de los
conjuntos I1(a) y I son 4tomos. Ademds II(a) NI = @, por lo tanto si p € H(a)ygeIl
tenemos que p # ¢, luego por el Lema 3.4.10,(IV) tenemos que: (3) aAb = 0. De )y
(2) resulta que a € B(R). [ |

Lema 3.4.12 Sea A un reticulado distributivo finito, no trivial, reducible entonces A =
A; x Ay x ... % A,, donde los A;, 1 <1 < n son reticulados distributivos irreducibles y n
es el niimero de dtomos de B(A).
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Dem. Por hipétesis A es reducible luego B(A) # {0,1}, luego tiene atomos. Sea
A ={a1,as,...,a,},n > 2, el conjunto de los 4tomos de B(A). Por el Lema 3.4.8 sabemos

que A; = [0,a;], 1 < i < m es un reticulado distributivo irreducible. Sea P = ITA:y
i=1
probemos que A = P. Dado = € A pongamos por definicién:

o(z)=(xANa, zAag,...,TAay),

como 0 <z Aa; <a; paral <i<mentonceszxAa; € A;paral <i<n.
Vamos a demostrar que ¢ es un isomorfismo de orden de A sobre P.

1) ¢ es suryectiva.

Siy = (y1,Y2,---,Yn) € P entonces y; € A; C A, paral <7 < n. Seaz = V v
=1
Vamos a demostrar que = A a; = yj;, cualquiera que sea j, de donde resultara que

p(z) =y.
En efecto zAa; = (V Yi)Naj = \/ (y;Aa;). Comoy; € A; = [0,a;] entonces y; < a;

y por lo tanto y; /\aj =y,;.51] 7& z de y; < a; resulta que y; = y;Aa; < a;ANa; =0.
Luego z A a; = yj, cualquiera que sea j, 1 < j < n.

2) Six,y € A son tales que z < y entonces ¢(z) < p(y).
De z < y resulta que A a; < y A a; para 1 < 4 < n, luego ¢(z) < ¢(y)-

3) Siz,y € A son tales que p(z) < ¢(y) entonces z < y.

<:

De ¢(z) < ¢(y) resulta que z A a; < y Aa; para 1 < i < n, luego x A (

i=1

’L)=
n n n

V(zAa) <V (yAa;) =yA(V ai),y como (ver Corolario 3.4.3), V a; = 1 tenemos
i=1 =1 i=1 i=1
finalmente que z < y.

Observemos que por el Teorema 3.4.3 y el Lema 3.4.4 tenemos que:

P) = ZH(Ai) = ZH([O, as)).

Veamos otra forma de probar el resultado anterior: Como a; € B(A)\{0,1}, por el Lema

3.4.11 el complemento de ay es by = \/ a;, luego por el Lema 3.4.3 tenemos que:
=2
A= [0) a’l] x [0’ bl]
y por el Lema 3.4.4
II(A) = TI([0, @a]) + TI([0, b4])-

Sin = 2 entonces by = ay, luego

A=[0,m]x[0,0) vy TA) =TI(0,ai]) + TI([0, as)).



76 L. Monteiro

Supongamos que (*) n > 2. Como 0 < a2 < V a; = by tenemos que az € [0,b1]. Por el
=2
Lema 3.4.4 sabemos que B([0,b1]) = [0,b1] N B(A), por lo tanto az € B([0,b1]). Ademas

as # 0y por (¥) ag # by tenemos que az € B([0,b1]) \ {0,b1}. Como el complemento

booleano de as en [0,b;] es by = / a; tenemos que:
=3

[0, bl] = [0,(12] X [0,b2]
y
11([0, b;]) = II([O, as]) + I1([0, by)).

Reiterando este procedimiento n — 1 veces tenemos:

A= H[O, a y A= ZH([O, a]).

3.5 Caracterizacién de un reticulado distributivo finito, no
trivial, por intermedio del conjunto de sus elementos primos

3.5.1 Teorema de Birkhoff

Vimos que si R es un reticulado distributivo finito, no trivial, entonces el conjunto de sus
elementos primos, II(R) no es vacio. Entonces a cada reticulado distributivo finito, no
trivial, R le podemos hacer corresponder un conjunto ordenado finito, a saber II(R) :

R — II(R).

Se plantea en forma natural el siguiente problema. Dado un conjunto ordenado finito 1I,
sexistird algiin reticulado distributivo finito, no trivial, R tal que TI(R) = TI? La respuesta
es afirmativa y fué dada por G. Birkhofl.

Recordemos que si I es un conjunto ordenado se dice que un subconjunto Y de II es una
seccién inferior de IIsi Y =0 6 Y verifica: Siy €Y yt <y entoncest € Y. Vimos que
siy € II entonces (y] = {t € 1 : ¢ < y} es una seccién inferior de II.

Sea A el conjunto de todas las secciones inferiores de II, entonces:
I) 9,TI e A,
IT) Si X,Y € A entonces X NY,XUY € A
En efecto:
I) Por definicién § € A, y es obvio que II € A.

II) Si X NY =0 entonces X NY € A. SiXNY #Pseate XNY y z <t luego como
X,YE.A,tEthEYtenemosquezEXyzEY,porlotantozeXﬂY.
Si X,Y =0 entonces X UY =0 € A. Si uno de los subconjuntos es vacio y el otro
no es vacfo, por ejemplo X = @ e Y # 0 entonces X UY =Y € A SiX #£0De
Y = (), entonces X UY # 0. Seat€ XUY yz<t luegote X 6t€Y,yporlo
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tanto como X,Y € A tenemos que z € X 6 z € Y y en consecuencia z € X UY.
Acabamos asi de probar que A es un anillo de conjuntos (formado por subconjuntos
de TI), y en consecuencia (A4,N,U) es un reticulado distributivo. Ademsds, como
@,1I € A tenemos que .A es un reticulado distributivo con primer y dltimo elemento,
que es claramente finito.

Vamos a demostrar que: (a) II(A) = {(z] : z € IT}.

Sabemos que (1) (z] € Ay como z € (z] entonces (2) (z] # 0.

(3) Supongamos que (z] = S; U S; donde Sy, S2 € A. Entonces por hipdtesis 5y
$1US, = (z]y S2 € S1USy = (z]. Como x € (x] = 81 U S, entonces (i) x € 51 6
(ii) z € S,. Si ocurre (i) entonces (z] C Sy. En efecto si y € (] esto es y < z, como
z € S; € A entonces y € S;. Analogamente, si ocurre (ii) se deduce que (z] C Se.
Acabamos asi de probar que: {(z]: z € IT} C II(A).

Sea X € II(A), luego X # 0 y X € A. Como X es un subconjunto, no vacio, del

conjunto finito IT entonces X = {z1,%2,...,%,}. Probemos que (iii) X = | (z].

i=1

En efecto como z; € (z], para i = 1,2,...,n entonces X = {J{z:} C U (z;]. Sea

=1 i=1
t € U(ﬂh] luego t € (7] para algtn 4, 1 < ¢ < n, y por lo tanto ¢ < z;. Como

z; € X € A entonces t € X.
De (iii) resulta por ser X un elemento primo de A que X = (z;] para algin 1.
Acabamos asi de probar que II(A) C {(z] : z € II}.

Vimos en el capitulo 1 que si definimos:

¢(p) = (pl, peTl

entonces ¢ : II — II(A) es un isomorfimo de orden.

Vamos a notar RB(II) al reticulado distributivo que terminamos de construir. Acabamos
de probar que dado un conjunto ordenado finito II, RB(IT) verifica II(RB(II)) = II,
luego por el Corolario 3.4.2 si A’ es un reticulado distributivo finito, no trivial, tal que el

conjunto ordenado II(A’) es isomorfo a TI, entonces A’ es isomorfo a RB(II).

Sabemos que todo elemento X € A = RB(II), X # 0 es supremo de elementos primos
de A, luego para construir RB(IT) nos basta considerar los conjuntos (z] , con z € Il 'y
hacer reuniones finitas de ellos.

Recordemos que si R es un reticulado trivial entonces II(R) = 0. Pongamos RB(0) = {1}.

Ejemplo 3.5.1 1) SiIl es la suma cardinal de n conjuntos ordenados cada uno de los
cuales tienen un sélo elemento, esto es II es una anticadena. Por lo tanto tiene el
stguiente diagrama:

O O “ e O
T T2 Tn
Luego (x;) = {x:} parai=1,2,...,n, y por lo tanto RB(II) es igual a P(II).

2) SiIl es una cadena conn elementos, Il = {z1, 22, . .. ,Tn}, dondezy < T2 < ... < Iy
entonces (x;] = {%1,%2,...,2;} para i = 1,2,...,m, y por lo tanto (z1] C (zq] C
. C (x,]. Luego RB(II) es una cadena conn + 1 elementos.
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8) Sea Il el conjunto ordenado cuyo diagrama se indica.

[ [@ ] ¢ [ | |

U {a} | {a,b} | {a,c} | II
{a}

{a,b} I
{a,c}

Por lo tanto, RB(II) tiene el diagrama indicado precedentemente.

4) Sea II el conjunto ordenado cuyo diagrama se indica.

RB(II) 11
5 {a,b,c} o<>/o {a,b,d}

{a} ® e {b}

L (@ e [ g T @ | |

U {a} | {b} |{a,b,c}|{abd} |11
{a} {a, b}
{6}
{a,b,c} II
{a,b,d}

Por lo tanto, RB(II) tiene el diagrama indicado.

5) Si I1 es el conjunto ordenado cuyo diagrama se indica, RB(II) estd indicado a

continuacion.
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RB(I)

N

II

YOS
N

3.5.2 Niimero de elementos de RB(X)

Cc

Si II es un conjunto ordenado y z € Il pongamos:
Cono(z) = (z] U [z).

Por ejemplo, si II tiene el diagrama que se indica:

A

entonces Cono(c) = {a,b,c,e}.

J. Berman and P. Kéhler, Cardinalities of finite distributive lattices, Mitt. Math Sem.
Giefen 121 (1976), 103-124, probaron que si I es un conjunto ordenado finito, entonces
cualquiera que sea x € II, se tiene:

N[RB(I)] = N[RB(II\ {z})] + N[RB(I \ Cono(z))].

Este resultado nos d4 informacién sobre el niimero de elementos de RB(II) pero no sobre
su estructura. En el ejemplo 4) indicado anteriormente, si = a entonces Cono(a) =
{a,c,d}, I; = I\ {a}, Il =II \ Cono(a) tienen los diagramas indicados a continuacion:

I CO\/d e
O b o b

y en consecuencia N[RB(IL;)] = 5 y N[RB(Il;)] = 2. Por lo tanto, N[RB(II)] =5+2 =7.

Observemos que si p es primer elemento del conjunto ordenado II entonces I\ Cono(p) =
II\II = 0 y si u es ltimo elemento de I entonces IT\ Cono(u) = IT\ Il = (). Por lo tanto,
en estos casos RB() tiene un solo elemento. En el ejemplo 3) indicado anteriormente si
consideramos z = a entonces II; = IT\ Cono(a) = 0, y II; = II'\ {a} tiene el siguiente
diagrama:
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I, ob o c

por lo tanto N[RB(II;)] =1y N[RB(IIz)] = 4, luego N[RB(II)] = 5.
Consideremos en el ejemplo 5) = = b entonces IT; = II\ {b}, Iz =11 \ Cono(b) tienen los
diagramas indicados a continuacion:

c d e
I OQ /D Il
a oc

y en consecuencia N[RB(Ily)] = 2. En el conjunto ordenado II; consideremos = = d luego
T, = 0, \ {d}, I, = IT; \ Cono(d) tienen los diagramas indicados a continuacion:

co\/o e Il
O a

v en consecuencia N[RB(II3)] = 5 y N[RB(IL4)] = 4, luego N[RB(II)] =2+5+4 =11,
como habfamos visto anteriormente.

9i hubiésemos considerado en I, z = a entonces ITy = I\ {a}, Il = 0, luego N[RB(IL)] =
2. El conjunto II; tiene el siguiente diagrama:

NG

c O b

I3

O c¢c O ¢

luego es la suma cardinal de dos conjuntos ordenados Iy y Ils, esto es II; = I+ 113 luego
por el Teorema 3.4.2 RB(IL;) = RB(I1y) x RB (Il5), por lo tanto N[RB(Il;)] = 2x5 = 10,
y en consecuencia N[RB(II)] = 11.

Sea X un conjunto no vacio, R un reticulado distributivo con 0y 1 y F(X, R) el conjunto
de todos las funciones de X en R. Si f,g € F(X, R), pongamos por definicién:

(f A g)(z) = f(z) A g(2)
(fVg)(=z) = f(z)V g(z)

entonces F(X, R) es un reticulado distributivo. Ademas 0(z) =0,1(x) =lcgs. z€ X
son el primer y dltimo elemento de F (X, R) respectivamente.

VeeX

Si X es un conjunto ordenado y RX es el conjunto de todas las funciones isétonas de
X en R, entonces R* C F(X,R), 0,1 € RX y es claro que si f,g € RX entonces
fAg, fVg € RX. Por lo tanto, RX esun (0, 1)-subreticulado de F(X, R) y en consecuencia
es un reticulado distributivo con primer y ultimo elemento.

Sea X un conjunto ordenado finito y 2 = {0,1}, donde 0 < 1. Como 2 es una cadena
entonces es un reticulado distributivo. Ademés tiene primer y dltimo elemento. En este
caso 2X es un reticulado distributivo finito ya que es un subreticulado del reticulado
distributivo finito F (X, 2).
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Vamos a probar que RB(X) y (2%)* son reticulados distributivos isomorfos.

*
Observemos que como 2 = 2% entonces X *) ~ (2*)(X ), y como (2X)* = (2*)(X*)
entonces 2X*) = (2X)*,

Vamos a definir una funcién ¢ : 2% — RB(X) y vamos a probar que ¢ es un isomorfismo
de orden entre los conjuntos ordenados (2%, <*) y (RB(X), C) de donde resultard por el
Lema 3.4.2, que los reticulados distributivos (2%)* y RB(X) son isomorfos.

Sea f € 2% esto es una funcién isétona de X en 2, ongamos por definicién:
5 y pong p

o(f) = f70),

luego f~1(0) C X.

Si £~1(0) = 0, lo que ocurre cuando 0 ¢ Im(f) entonces f~'(0) € RB(X).

Si £71(0) # 0, esto es cuando 0 € Im(f). Veamos que f~'(0) € RB(X). En efecto
siz € f1(0), esto es f(z) = 0, sea y < x como f es isétona f(y) < f(z) =0yen
consecuencia f(y) = 0 esto es y € f~'(0). Por lo tanto en ambos casos f71(0) es una
seccién inferior de X, esto es f~1(0) € RB(X).

1) @ es suryectiva.
Sea Y € RB(X), esto es, Y C X e Y es una seccién inferior de X.

fr(z) =

0€2, siz€Y
{ ,xe X

l1e2, sizéY
Tenemos asi una funcién fy de X en 2.

13) fr € 2X.
Sean z,y € X, © < y. Si fy(y) = 1 entonces fy(z) < fr(y) =1. Si fy(y) =0
entonces y € Y y como z < y tenemos que z € Y, luego fy(z) =0y por lo
tanto 0 = fy(z) < fr(y) = 0.

1b) o(fy) =Y.
En efecto o(fy) = f;l(o) =

2) Si fi,f2 € 2%,y fi <" fa, esto es fo < fy entonces ©(f1) € ©(f2)-
Si (f1) = 0, es claro que se verifica la inclusién. Si ¢(fi) # 0 sea z € o(fi) =
F71(0), luego fi(z) =0y como f < fi tenemos que fa(z) = 0, luego = € f71(0) =
o(f2)-

3) Si f1, f2 € 2%, son tales que ¢(f1) C ¢(f2), entonces f; <* fo, estoes fo < fi
Si f, £ fiexiste z € X tal que fa(z) £ fi(z) y como ambas funciones toman valores

en 2 = {0,1}, debe ser fy(z) = 1y fi(z) = 0 entonces = € p(f1) € ¢(f2) = fz (0),
luego fa(z) = 0, absurdo.

Otro modo de demostrar 3) es el &guente Por hipétesis, f;2(0) C f;'(0) luego
£FH) = X\ £10) € X\ f71(0) = fi*(1). Por lo tanto si fa(z) = 0 entonces
faol2) =0 < fi(z), ysi fa(z) = 1, x € f3'(1), luego z € f'(1) esto es fi(x) =1y
en consecuencia fa(x) < fi(x).



82 L. Monteiro

De 1), 2) y 3) resulta que (2%)" = RB(X).

Vamos a indicar otra demostracién del Teorema 3.4.2 cuyo enunciado es el siguiente:
Si A es un reticulado distributivo finito, no trivial, 11 = IM(A), I =1, +1II, y A; y Az son
reticulados distributivos finitos tales que IL(A;) = I, para i = 1,2 entonces A= A x A,

Por lo demostrado anteriormente tenemos que A; & RB(Il;) = 2(I11) y Ay =2 RB(IIp) =
2(H2), luego:

Ejemplo 3.5.2 Sea X el conjunto ordenado que se indica a continuacion.
b O /O c

\O a
Vimos anteriormente que RB(X) tiene el siguiente diagrama:

p:

G

AN

I

A continuacién indicamos los elementos de 2% su diagrama y el diagrama de (2%)*.

r“fllf2|f3|f4lf5j
all 00|00} 1
o|lo\l 11| 1
cllotlt 1|10 1] 1

X (1,1,1) (2%)* /OQO, 0)
(0,1,1) (0,0,1) © (0,1,0)

(0,0,1) (0,1,0) }4 1)

o (0,0, 0) (1,1,1)

/
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Los siguientes resultados se deben a L. Monteiro. ! Sea t un elemento fijo de X y

Fo={f€2%:f(t) =0}, Fa={fe2*:ft)=1},

luego
FigU Fyy = 28 y FoNF.1=0

por lo tanto
N[2%] = N[F,0] + N[F.1].

En el caso anterior tenemos: sit =a, N[2X] =4+ 1,sit=05, N[2¥]=2+3, ysi
t=c, N[2X]=2+3.

Lema 3.5.1 1) Sip es primer elemento de X entonces F,, = {1}.
2) Siu es dltimo elemento de X entonces F,o = {0}.
3) p es primer elemento de X <= X\[p) =
4) u es dltimo elemento de X <= X \ (u] =

5) t no es primer ni dltimo elemento de X <= X\ [t) #0 y X\ (t] #0

Dem. 1)y 2) se prueban sin dificultad.

3) =) Como p < z, V x € X entonces X = [p).
«=) Si X\ [p) = 0 entonces X C [p) y como [p) € X entonces X = [p), por lo
tanto p es primer elemento de X.

4) Se prueba en forma similar a la anterior.
5) Es una consecuencia inmediata de 3) y 4).

Lema 3.5.2 Sit no es primer ni wltimo elemento de X entonces N[Fyo] = N[2X\@] o
N[E,1] = N[Z(X\[t))]_

Dem. Sea f € Fig, estoes f € 2% y f(t) = 0 luego:

Q)  flz)=0, V z€ (.

Sea f* = fix\@, luego f* : X \ (t] — 2y es claro que f* es isétona, luego f* € 2%\,
Pongamos H(f) = fix\, luego:

H:F,o,— 2X\@

1Los mismos fueron obtenidos en 1990 y expuestos en diversos cursos que dictara en la Universidad
Nacional del Sur y en el Congreso “Ldgica 98” realizado en la Universidade de Evora, Portugal (13 al
17 de julio de 1998) en homenaje al Dr. Antonio A. R. Monteiro y publicados en “Multiple Valued Logic
(2000), 1-18 (volumen de homenaje al Dr. Gr. C. Moisil).
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Sea f* € 2X\@ estoes f*: X\ (t] — 2y f* es isGtona. Pongamos por definicion:

fiz) sizeX\( = z¢(l
f(z) = , L€ X .
0 si z € (t]

luego f : X — 2y por definicién f(t) = 0.

Probemos que f es is6tona. Sean z,y € X tales que z < ¥, entonces no puede ocurrir
que z € X \ (t] e y € (t], pués en este caso ¥y <ty como z <y entonces tendriamos que
z < t, esto es z € (¢, absurdo. Luego, s6lo se pueden presentar los siguientes casos:

a) z,y € (.
Entonces f(z) =0< 0= f(y).

b) z,y € X\ (¢].
flx) = f*(2) < f*(y) = f¥)-

¢) z€(t], ye X\ (t
f(z)=0< f*(y) = fv)-

Ademés es claro que H(f) = fix\@y = f*, esto es H es suryectiva.

Vamos a probar que los conjuntos ordenados Foy 2X\(# gon isomorfos.

Sean f, g € Fip, tales que f < g, estoes f(z) < g(z), para todo z € X, luego en particular
f(z) < g(z), para todo z € X \ (t], entonces

H(f) = fix\a < 9ix\a = H(9):

Reciprocamente si f, g € Fpo son tales que fix\@ = H(f) < H(g) = gix\(x), como f,g €
Fyp esto es f(z) = g(z) = 0 para todo z € (t] entonces f < g. Acabamos asi de probar
que los conjuntos Fyo y 9X\(l gon isomorfos y por lo tanto coordinables. En forma analoga
se demuestra que F;1y 2X\[9 son coordinables.

Observemos que la hipétesis de que ¢ no es primer ni dltimo elemento de X sélo tiene
importancia para que X \ (¢] #0y X \ [t) # 0. [

Tenemos asi que:

1) Sit es primer elemento de X entonces N [2X] = N[Fo) + 1.
2) Si t es wltimo elemento de X entonces N [2X] = 1+ N[F ).

3) Sit no es primer ni dltimo elemento de X entonces N[2X] = N[2X\U] + N [2X\)] y
por lo tanto:

N[RB(X)] = N[RB(X \ (t})] + N[RB(X \ [t))].
El problema consiste en determinar un elemento t € X de forma tal que sea fécil calcular
Ft,() y Ft,l Fo) ZX\(t] y 2X\[t)

Observemos que el nimero de funciones isétonas de una cadena C, con n elementos en
una cadena C,, con m elementos es:

N[COH] = (m—l-n— 1>.

n
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Luego si m = 2, que es el caso que nos interesa tenemos que

2 —1
N[ZC”]=( n ):n+1.
n

Vimos que si X, Y, Z son conjuntos ordenados entonces:
XY X XZ ~ XY+Z
- )
luego, si ellos son finitos:
N[XY*+%] = N[XY]. N[X?],
luego si X = 2 e Y, Z son cadenas finitas tenemos que:

N[2"%] = (N[Y] +1) . (N[Z] +1).

Por lo tanto si mediante la eleccién de un elemento ¢ € X obtenemos que X \ (t] y X'\ [t)
son cadenas, o suma cardinal de cadenas, el célculo de N[2%] es inmediato.

Ejemplo 3.5.3 1) Sea X el conjunto ordenado cuyo diagrama se indica:

N2

a

t = a) Entonces N[2X] = N[F,o] + N[F,1] = N[F,o +1 = N[2X\] + 1. Como
X \ (a] tiene el siguiente diagrama, (es suma cardinal de 2 cadenas ):

b © O c
entonces N[RB(X)] = N[2¥] =(2x2)+ L

t = b) Entonces X \ (b] y X \ [b) tienen los diagramas que se indican a continuacion:

IC
c O a

y por lo tanto N|[RB(X)] = N[2¥] =2+3 =5.

t = c) Entonces X \ (c] y X\ [c) tienen los diagramas que se indican a continuacion:

Ib
b O a

y por lo tanto N[RB(X)] = N[2*] =2+3 =5.

2) Sea Y el conjunto ordenado cuyo diagrama se indica:

d C O e

c Q b

V7
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Entonces:

Y\ (] ={c,d, e} Y\ [b) ={a,c}

lc
O ®) O a

c d e
luego N[RB(Y)] =N[2"]=(2x2x2)+3=11L

8) Sea Z el conjunto ordenado cuyo diagrama se indica:
d O\ /O 6

b Q > c
\o a

FEntonces:

Z\ (] Z\ [b)

e c
d O IC Ia

luego N[RB(Z)] = N[24] =(2x3)+3=09.

Vamos a determinar el nimero de elementos del reticulado de Birkhoff determinado por
cada uno de los conjuntos ordenados indicados a continuacién, asf como el diagrama de

los reticulados.
A 1
d /I e f
Dy
N

entonces los conjuntos A; = A\ (b] y Az = A\ [b) tienen los siguientes diagramas:

A d Ay a o/\
Q e

Por lo tanto N[RB(A3) ] = 6. Consideremos el elemento e € A;, entonces
Ajp = Ay \ (e] y A1z = A1\ [e) tienen los siguientes diagramas:
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o1 d f
Ando/\of Aga 1 1

a (&

Entonces N[RB(A12)] = 3 x 3 = 9. Consideremos el elemento d € A;;. Entonces los
conjuntos
Ain = A\ (d] y A2 = Aqq \ [d) tienen los siguientes diagramas:

1
A111 I A112

f o f

Por lo tanto:
N[RB(A1;)] = N[RB(A111)] + N[RB(A112)] = 3 +2 = 5. En consecuencia N[RB(A)] =
6 +9 + 5 = 20, su diagrama de Hasse se indica a continuacion:

?

RB(A) /\
®

\\
v

\
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Consideremos el conjunto ordenado B indicado a continuacion:

d e
’ / .\ / .\
. . °
a b c
entonces los conjuntos By = B\ (b] y B2 = B\ [b) tienen los siguientes diagramas:

By =B\ (Y] BZZB\[b)

di Ie
a C a O c O

luego N[RB(B)| = N[RB(B,)] + N[RB(B,)] = (3 x 3) + (2 x 2) = 13, y su diagrama es:

N\
ANV AN

NN

T\f/@

Consideremos ahora el siguiente conjunto ordenado:

Rty
.

® a

entonces los conjuntos C; = C '\ (8] y C2 = C \ [b) tienen los siguientes diagramas:

(&5 do\ O e Cs Ic
Ve

entonces, ya vimos que N[RB(C:)] = 5y N[RB(Cy)] = 3, por lo tanto N[RB(C)] = 8.
Su diagrama se indica a continuacion:

a



Algebras de Boole 89

N
/
\

Consideremos el siguiente conjunto ordenado D:

N
N
\{

D \ [c) tienen los siguientes diagramas:

O

entonces, ya vimos que N[RB(D;)] =4 y N[RB(D,)] =6, por lo tanto N[RB(C)] = 10.

Su diagrama se indica a continuacion:

NS
ANV
N

|

entonces los conjuntos Dy = D \ (c] y D
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Sabemos que si un conjunto ordenado finito X es la suma cardinal de conjuntos ordenados,

X =% X,y Ri, 1 <1< nson reticulados distributivos tales que II(R;)) 2 X; 1 <i<n

i=1

n
entonces R = [] R; verifica II(R) = X.

i=1
Si el conjunto X es conexo la construccién de RB(X) puede ser mas o menos complicada
dependiendo la misma de lo “complicado” que sea el diagrama de X.
Indiquemos una simplificacién para un caso particular de ciertos conjuntos ordenados
conexos (M. Abad y L. Monteiro, Notas de Logica Matematica 35, INMABB-CONICET-
UNS (1987)). Sea X un conjunto ordenado finito, no trivial con primer elemento po,
luego X es conexo. Sean pi,p2,...,P: los elementos que cubren a pg y supongamos que
se verifica:

) Nlp) =0, 1<i,j<t, i#]
Sean R;, 1 < i <t reticulados distributivos tales que I(R;) = [p;), 1<+ <t entonces

R={0}@H&,

es un reticulado distributivo tal que II(R) = X.

Ejemplo 3.5.4

1) Consideremos el conjunto ordenado indicado en el Ejemplo 3.5.3, 2), entonces
po=a, pp =b p =cyp)Nfc) = 0. Luego [c) y [b) tienen los siguientes

diagramas:
o\O /O

y Ry, Ry R los diagramas:

-
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2) Consideremos el conjunto ordenado indicado a continuacién:

N\,
V4
NS

entonces pyp = a, p1 = b, p2 = ¢ y los reticulados R; y Ry tales que: R; = [b),
Ry = [c) y R= {0} @ R; X Ry tienen los siguientes diagramas:

Rl Rg RZ{O}@R1XR2

A
I O\I> '\I>I/

Observemos que esta construccion no vale para cualquier conjunto ordenado finito
con primer elemento: Sea Z el conjunto ordenado indicado a continuacién, vimos

que RB(Z) tiene el siguiente diagrama:

En este caso Ry = RB([a)), R2 = RB([b)) y R = {0} ® R; X Ry tienen los siguientes
diagramas:
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p
/

Definicién 3.5.1 Un conjunto ordenado conezo X se dice un érbol si (z] es una cadena,
cualquiera que sea T € X.

Los siguientes conjuntos ordenados son arboles:

X Y Z

O\ /O O\Cj\ /O
y el conjunto ordenado indicado a continuacién, no es un érbol dado que (a] no es una
cadena.

a

N

Lema 3.5.3 Un conjunto ordenado X es un drbol <= [a) N [6) = 0 para todo par de
elementos incomparables a,b € X, (L. Monteiro, 1990).

Dem.

—) Supongamos que existen elementos incomparables a,b € X tales que [a) N [b) # 0,
luego existe z € [a) N [b) esto es a < z, b < z y por lo tanto a,b € (z] de donde
resulta por ser (z] una cadena que a < b 6 b < a, absurdo.

<=) Supongamos que existe z € X tal que (z] no es una cadena, entonces existen
(1) a,b € (z] incomparables en (z] (y en X). De (1) resulta que a < 2, b<zy
por lo tanto z € [a) N [b), absurdo.
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Si consideramos el conjunto ordenado A = X 4+ Y, donde X e Y son los conjuntos
ordenados indicados precedentemente, entonces A verifica el Lema 3.5.3, pero no es un
arbol dado que no es conexo.

Lema 3.5.4 Todo drbol finito tiene primer elemento. (L. Monteiro, 1990)

Dem. Sea X un arbol finito, luego, por definicién, es un conjunto conexo finito. Como

X es un conjunto ordenado finito, sabemos que tiene por lo menos un elemento minimo,

y sabemos ademas que si un conjunto ordenado finito tiene un tnico elemento minimo él

es el primer elemento del conjunto ordenado.

Supongamos que X tiene més de un elemento minimo y sean mj, my; . . ., Ma, donden >1

los elementos minimos de X, luego ellos son incomparables dos a dos, en consecuencia

por el lema anterior [m;) N [m;) = @, para todo par de indices 1,7, @ # j. Ademss es
n n

claro que |J[m:) = X. Probemos que X = ) [m;). Supongamos que existen (1) z € [my),
i=1 i=1

(2) w € [m;), donde i # j, que son comparables, por ejemplo (3) z < w. De (1) resulta

(4) m; < 2,y por lo tanto de (3) y (4) obtenemos (5) w € [m;). Finalmente de (2) y (5):

w € [m;) N [my;) = 0, absurdo. Luego X es la suma cardinal de conjuntos ordenados, lo

que contradice que X es conexo, por lo tanto X tiene primer elemento. |

Si X es un 4rbol finito se puede aplicar la construccién de Abad-Monteiro para obtener
RB(X). Observemos que el conjunto ordenado indicado en el Ejemplo 3.5.4, 2), no es un
arbol pero a él se le puede aplicar la citada construccién.

Definicién 3.5.2 Un conjunto ordenado X se dice una floresta o un bosque s es la
suma cardinal de drboles.

Si X es un bosque finito y X = > X; entonces:
i=1

RE(Y) =[] RB(X) = [[ (0} @ [] RE(m),

i=1

donde n; indica el nimero de elementos de X; que cubren al primer elemento de X;, y m;,
1 < j < n; son tales elementos. Por ejemplo, si X = X; + X; tiene el siguiente diagrama:

N

RB(X) = ({0} ® X)) x ({0} ® A) =B x C

entonces:

donde A es el producto cartesiano de dos cadenas con dos elementos cada una y por lo
tanto B y C tienen los siguientes diagramas:
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y el diagrama de RB(X) es:

3.6 Producto subdirecto de reticulados distributivos

Dada una familia {A;}icr no vacia de reticulados distributivos, sabemos que el conjunto

P = ][ A; es un reticulado distributivo. A los reticulados A; se los denomina ejes del
i€l
reticulado P. El siguiente resultado se prueba facilmente.

Lema 3.6.1 Para que P tenga primer (tdltimo) elemento es necesario y suficiente que
todos los reticulados A;, i € I tengan primer (iltimo) elemento.

Consideremos la proyeccién (proyeccién i-ésima) II; de P sobre A; definida por I;(a) =
a; € A;. Probemos que II; es un homomorfismo de P sobre A;. Claramente cada II; es una
funcién suryectiva. Sean a,b € P entonces I1;(anb) = ILi((a:)ic A (by)ier) = L (a;Abs)ier =
a; Ab; = I;(a) A TL(b). En forma analoga se prueba que IL;(a Vv b) = Ii(a) V I1;(b). Si
P tiene primer elemento 0 = (0;)scr y Gltimo elemento 1 = (1;):c; entonces I;(0) =0, y
II;(1) = 1; para todo i € I.

En esta seccién sélo consideraremos reticulados distributivos con primer y iltimo elemen-
to.

Definicién 3.6.1 Si$ es un (0,1)-subreticulado del reticulado P =[] Ai tal que I,(9) =
iel

A;, para todo © € I, entonces diremos que S es un producto subdirecto de los reticu-

lados distributivos A;.

Ejemplo 3.6.1 Sean Ay = Ay = Ay P = A x A los reticulados distributivos indicados
en la figura:
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( 1) P=AxA

\01

(a 0) (0, a)

o0 \ (0,0) /O
El subconjunto S = {(0,0), (1,0), (0,1),(1,1)} es un (0, 1)-subreticulado de P y II;(S) =
{0,1} # A; y Iy(S) = {0,1} # A, luego S no es subproducto directo de los reticulados
A, y Ay. Observemos que ninguno de los homomorfismos II;, ¢ = 1,2 es un isomorfismo.
Claramente el propio reticulado P es un producto subdirecto de A; y Az, mas precisamente
es producto directo de los reticulados 4; y Az. El subconjunto T = {(0,0), (a, a),(1,1)}
de R es un (0,1)-subreticulado de P y ILi(T) = {0,a,1} = A1 y I(T) = {0, 4, 1} = A,.

Por lo tanto T es producto subdirecto de los reticulados A; y As. En este caso los
homomorfismos II;, ¢ = 1,2 son isomorfismos.

0
—

— N
O
)

Ejemplo 3.6.2 Dado el reticulado R indicado en la figura consideremos el reticulado
P = R x R x R, que tiene el siguiente diagrama:

P (1,1,1)

(1,1,0) (1,0,1) o (0,1,1)

R 1 (1,0,0) (0,1,0) © (0,0,1)
0 (0,0,0)

Consideremos el siguiente (0, 1)-subreticulado de P,
S = {(0,0,0),(0,1,0),(1,0,1),(1,1,1)}.

Luego las proyecciones sobre los ejes verifican: II;(S) = Ty(S) = M3(S) = R, y en
consecuencia S es un (0, 1)-subreticulado propio de P, que es producto subdirecto de tres
reticulados iguales a R.

Lema 3.6.2 Todo (0,1)-subreticulado S del producto cartesiano P = || A; de reticulados
i€l
distributivos es subproducto directo de reticulados distributivos.
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Dem. Para cada i€ I sea A, = IL;(S). Dado que las proyecciones son homomorfismos
de P en A, entonces A} es un (0, 1)-subreticulado de A;. Sea P' =[] Aj y 1T} la proyeccion
i€l
i-ésima de P’ en Al. Probemos que S es producto subdirecto de P', esto es que 1) S un
(0, 1)-subreticulado de P'y 2) IT(S) = A. cualquiera que sea i € I. Por la definicién de
P’ es obvio que se verifica 2). Dado s = (Si)ier € S, como s; = IL;(s) € A;, entonces
s = (a;)ics € P' = [] Aj. Por lo tanto S es un subconjunto de P, y en consecuencia S es
iel
un (0, 1)-subreticulado de P’ [
La condicién IL;(S) = A; indicada en la Definicion 3.6.1 significa que sobre el eje A;
ninguna de las coordenadas es “nutil”. Pero esto no significa que no existan ejes en

“orceso”. Cuando S es producto subdirecto de un reticulado P = [ A; puede ocurrir que
i€l

alguna de las proyecciones 1I; sea un isomorfismo. En el Ejemplo 3.6.1 ambas proyecciones

del (0,1)-subreticulado T son isomorfismos.

Ejemplo 3.6.3 Sea R el reticulado indicado y P = R x R.

R (1,1) P=RxR
! (1,0) o/O 0,1)
Io \a (0,0)

entonces P es producto subdirecto de A; y A,. En el Ejemplo 3.6.2 vimos que el
(0, 1)-subreticulado S es producto subdirecto de tres reticulados iguales a R y acabamos
de ver que P también es producto subdirecto de dos reticulados iguales a R. Luego
la representacién de un reticulado como producto subdirecto de reticulados no estd en
general univocamente determinada.

Se plantea el problema de la economia en el ntimero de ejes coordenados. Observe-
mos también que un reticulado A puede representarse como producto subdirecto de un
niimero arbitrario de reticulados todos iguales a A. En efecto, sea {Ai}ier , con A; = A,

y P =[] A; = A, Consideremos la diagonal A’ de P, esto es, el conjunto de todos los
icl

elementos (a;)ie; de P tales que a; = a para todo i € I.

Es evidente que:

1. A es isomorfo a A’. El isomorfismo es la transformaciéon 8 que a cada elemento
a € A le hace corresponder el elemento B(a) = (a;)ier, con a; = a para todo i € I

2. TI;(A) = A; = A, y por lo tanto A es isomorfa a un producto subdirecto de P.

3. En este caso todas las proyecciones son isomorfismos. Esto indica que seria suficiente
tomar un solo eje.
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Definicién 3.6.2 Se dice que un reticulado A es subdirectamente reducible si A es
isomorfo a un (0,1)-subreticulado A’ de un producto directo P = [[ Ai, en forma tal que:

il
1. IL(A') = A;, cualquiera que sea i € I.

2. Ninguna de las proyecciones es un isomorfismo.

Un reticulado se dice subdirectamente irreducible si no es subdirectamente reducible.

Ejemplo 3.6.4 Sea R' el reticulado indicado a continuacidn:

PN
N
/Dd

b C c

V7

El reticulado R’ es isomorfo al subreticulado

§ ={(0,0),(a,0),(0,a), (a,a),(1,a),(a,1), (1,1)}

del reticulado P indicado en el Ejemplo 3.6.1. S es claramente producto subdirecto de
los reticulados A; = A, indicados en el mismo ejemplo y ninguna de las proyecciones
(que son funciones suryectivas) de S sobre los ejes son isomorfismos. Por lo tanto R’ es
subdirectamente reducible.

Veremos mas adelante que el unico (0, 1)-reticulado distributivo subdirectamente irre-
ducible es el reticulado B = {0,1}. Por tal motivo tiene especial interés considerar los

(0, 1)-subreticulados de productos cartesianos P = [[ B; donde B; = B para todo i € I.
i€l
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4 ALGEBRAS DE BOOLE

4.1 Definicién, ejemplos.
Se denomina Algebra de Boole a todo reticulado distributivo con primer y dltimo ele-

mento, en el cual todo elemento tiene complemento booleano.

Ejemplo 4.1.1 1) Consideremos el reticulado distributivo cuyo diagrama se indica a
continuacion:

entonces —0=1, —a=b, —b=a, —1=0.

2) Sea E un conjunto no vacio y A = P(E). Sabemos que (A,N,U,0,E) es un re-
ticulado distributivo con primer y tltimo elemento. Ademds si X C E entonces

XU(E\X)=EyXn(E\X)=0, luego A es un dlgebra de Boole.
Podemos definir un algebra de Boole del siguiente modo:

Definicién 4.1.1 Un sistema (4,A,V,—,0,1) formado por un conjunto no vacio A, dos
operaciones binarias A, V definidas sobre A, una operacién unaria — definida sobre A y
dos elementos 0,1 € A se dice un dlgebra de Boole si se verifican los siguientes ariomas,
cualesquiera que sean los elementos x,Y,z € A:

I1) [aA(yAz)=(xAy)Az S1) JzVv(yVz)=(zVy Vz

I2) lzAy=yAzx S2) izVy=yVuz,

I3) jzhzx=x S8) |zVr==x

Il) |zA(zVy) =2 Si) |zV(eAy) ==z
DI)[zA(yv2)=(zAy)V(zAz) | D2) tVynz)=(@@VyA(zVz2)
I5) {0Az =0 S5) |OvVe=x

I6) |1hNz==x S6) |1ve=1

I7) {zAN—2=0 S7) |zvV—2xz=1

De I1), I2), 13), I4), S1), S2), S3), S4) y D1) resulta que A es un reticulado distributivo.
Por I5) e 16) resulta que tiene primer y tltimo elemento. Por I7) y S7) cada elemento
tiene complemento.

Es claro que en la definicién anterior sobran condiciones, pero es habitual encontrar esta
definicién en la literatura existente.

Vimos anteriormente que si R es un reticulado entonces 1) Todo dtomo de R es un
elemento irreducible, 2) Todo elemento primo de R es un elemento irreducible, y que si
R es distributivo 3) Todo elemento irreducible de R es primo.

Por lo indicado en el Lema 3.4.9 tenemos:

Lema 4.1.1 Si A es un dlgebra de Boole y p es un elemento primo de A entonces p es
un dtomo de A.
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Tenemos asi que en las dlgebras de Boole las nociones de elemento irreducible, primo y
dtomo son equivalentes.

Si B es un algebra de Boole finita, no trivial vamos a notar con .A(B) el conjunto de todos
los 4tomos de B. Por un resultado indicado en el parrafo 3, tenemos que:

1= \/{a :a € A(B)},

ya que A(B) =II(B), y el supremo de todos los elementos primos es igual a 1.

Es claro que B = {0} es un algebra de Boole, pero ella no tiene 4tomos. Luego si B es un
4lgebra de Boole no trivial sin dtomos entonces ella debe ser infinita, pués si fuese finita
ella tendria elementos primos, luego dtomos. Para ver ejemplos de 4lgebras de Boole sin
4tomos recomendamos consultar: [48], pag. 90 y [10], pero para entender estos ejemplos
hay que tener mas conocimientos sobre las algebras de Boole.

De acuerdo con el resultado indicado en el Lema 3.4.11 tenemos que:

Lema 4.1.2 Si R es un reticulado distributivo, finito no trivial, en el cual todo elemento
primo es dtomo, entonces R es un dlgebra de Boole.

Definicién 4.1.2 Sean A y A’ dlgebras de Boole. A toda funcidn h: A — A’ tal que:
HO0) h(0) =0,

Hi) h(1) =1,

H2) h(a Ab) = h(a) A h(b),
H3) h(a Vb) = h(a) V h(b),
H4) h(—a) = —h(a),

cualesquiera que sean a,b € A, se denomina homomorfismo (booleano) de A en A'. Si
h es suryectiva, se denomina epimorfismo (booleano) y si h es biyectiva se denomina
isomorfismo (booleano).

Observemos que de HO) - H3) resulta H(4). En efecto, 0 = h(0) = h(z A —z) = h(z) A
h(—z) y 1 = h(1) = h(z V —z) = h(z) V h(—z), luego h(—2z) = —h(zr). Tambien de
H2) y H4) resulta H3). En efecto, h(z Vy) = h(—(—z A —y)) = —h(—z A —y) =
—(h(—2) A h(=y)) = —h(=2z) V =h(-y) = h(z) V h(y).

Lema 4.1.3 Si h es un isomorfismo de orden de un dlgebra de Boole A en un dlgebra de
Boole A, entonces h es un isomorfismo booleano.

Dem. Como h es un isomorfismo de orden, sabemos que h es un isomorfismo de
reticulado. Ademads, como 0 < z para todo z € A, resulta por ser h isétona que
h(0) < h(z), para todo z € A, y como h es suryectiva tenemos que h(0) = 0. En
forma andloga de x < 1, para todo z € A, se deduce que h(1) = 1. Luego, h es un
isomorfismo booleano. [

Si A es un 4lgebra de Boole finita, no trivial en particular A es un reticulado distributivo
finito no trivial. Sea IT = II(A) el conjunto de todos los elementos primos (4tomos) de A.
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Por un resultado anterior sabemos que si definimos pla) ={pell:p=< a} entonces ¢
es un isomorfismo (de reticulado) de A sobre A = {p(a) : a € A} que verifica 0(0) =0
y (1) = II. Ademés, A C P(II). Vamos a probar que en este caso ¢ s suryectiva esto
es p(A) = P(II). Sea X € P(II), esto es X CIL Si X =0 entonces (0) =0. 8i X # 0,

t
como 1T es finito X = {a1,a2,...,a&}. Sea a = V a;. Veamos que ¢(a) = X. En efecto
i=1
t

como a; < Vai=a,y0a € II entonces a; € ¢(a), para 1l <1 < tyen consecuencia
i=1
t t
X = U{a:} C ¢(a). Reciprocamente, sea p € o(a), estoes p < a= \/ a;, entonces como
=1 i=1

p es primo resulta que existe un indice i tal que p < a;. Como 0 < p < a; y a; es un atomo
entonces p = a; y en consecuencia p € X.

Tenemos asi que ¢ : A — P(II) es una funcién suryectiva que verifica HO) - H3), y por lo

tanto ¢ es un isomorfismo booleano.

Acabamos asi de probar:

Lema 4.1.4 Toda dlgebra de Boole, finita no trivial, A es isomorfa al conjunto de todas
las partes del conjunto TI(A) de sus dtomos.

Por lo tanto, si A tiene ¢ atomos, A tiene 2 elementos. Observemos que si A no tiene
tomos, esto es A = {0} entonces A = {#}, y su niimero de elementos es 20 =1.

Definicién 4.1.3 Sea E un conjunto, no vacio. Una parte, no vacia A de P(E) se
denomina un cuerpo de conjuntos st verifica:

C1) $iX,YeA entonces XNY € A

C2) Si X € A entonces E\ X € A.

Observemos que si A es un cuerpo de conjuntos entonces se verifica:

Si X,Y € Aentonces X UY € A y0 E €A

Es claro que A = {§,E} y A= {0, X, E\ X,E} donde § C X C E son cuerpos de
conjuntos.

Vamos a probar que si E es un conjunto infinito y A est4 formado por las partes finitas de
E y los complementarios de las partes finitas de E/, entonces A es un cuerpo de conjuntos,
y que ademés A # P(E).

En efecto sean X,Y € A, entonces tenemos las siguientes posibilidades: (1) X eY son
partes finitas de E, (2) X = E\ X;,Y = E\Y;, donde X,,Y; son partes finitas de £,
(3) X es una parte finita de EeY = E\ Y, donde Y] es una parte finita de E. En los
casos (1) y (3) tenemos que como XNY C Xy X es finita entonces X NY es una parte
finita de E. En el caso (2) XNY = (E\X1)N(E\ Y1) =E\(X;UYy)ycomo X; UY;
es una parte finita de E, tenemos que XnyY € A

Si X € Ay X es una parte finita entonces E\ X es complementario de una parte finita y
si X es complementario de una parte finita su complemento es un conjunto finito. Luego,
A es un cuerpo de conjuntos. Como E es infinito entonces E = Ey U Ez y 0 = E{NE,
donde E; y E, son infinitos, luego Eqy = E \E,y E1 ¢ A
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4.2 Algebras de Boole atémicas

Dijimos que existen algebras de Boole no triviales que no contienen dtomos y
algebras son infinitas.

Un 4lgebra de Boole B se dice atémica si dado z € B, x # 0 existe un dtomo a tal que
a < z. Obviamente las dlgebras de Boole finitas, no triviales, son atémicas.

Lema 4.2.1 En un dlgebra de Boole z < w <= zA—-w=0.

Dem. =) De z < w resulta que 2 A —w < w A —w = 0.
<=)De zA—w=0resulta (2 A—w)Vw=0Vw=w,estoesw=(zVw)A(—wVw)=
(zVw)Al=2zVw,estoes z < w. n

Teorema 4.2.1 Toda dlgebra de Boole atdmica B es isomorfa a un cuerpo de conjuntos,
del conjunto E de todos los dtomos del dlgebra B (A. Tarski).

Dem. Dado b€ B, pongamos ¢(b) = {a € E : a < b}, luego ¢(b) C E, y por lo tanto,
A= {p(b): b€ B} C P(F). En forma anéloga a la indicada en el Teorema de Birkhoft
se prueba que:

ez Ay) =¢(@)Ne(y), e@Vy) =eE)Ue(y), ¢0) =0, ¢1)=E,

dado que todo dtomo es un elemento primo. Para demostrar que ¢ es inyectiva, no
podemos hacer la misma demostracién que en el teorema de Birkhoff, pues en ella uti-
lizamos el hecho de que todo elemento diferente del primer elemento es supremo de los
primos que lo preceden.

Supongamos que z # y. Luego (1) z £ y 6 (2) y £ z. Si ocurre (1) entonces por el Lema
precedente © A —y # 0, luego como B es atémica existe un dtomo a tal que a < z A —y
y como z A —y < x tenemos que a € ¢(z). Como z A —y < —y, resulta que a < —y y
por lo tanto a € ¢(—y) = E \ ¢(y), luego a ¢ ¢(y). En consecuencia ¢(z) # ¢(y). Por lo
tanto A es un cuerpo de conjuntos isomorfo a B. n

En el caso en que B es finita, no trivial, vimos que ¢(B) = P(FE), donde E es el conjunto
de todos los 4tomos de B, pero este resultado es mas general pues si B es finita no trivial,
B es atémica.

4.3 Anillos booleanos

Sea (A, +,.,0) un anillo, no necesariamente con unidad ni conmutativo. Un anillo se dice
booleano si:

(B) z.z =z paratodoz € A.

Lema 4.3.1 Todo anillo booleano A es conmutativo, y se verifica  + x = 0, cualquiera
que sea T € A, (esto es el simétrico de x es el propio elemento x.)

Dem. z+y= (por hip.) = (z+y).(z+y) = (z+y).c+(z+y)y =z.z+y.s+z.y+yy =
(por hip) = z + y.x + z.y +y Luego (i) y.z + 2.y = 0 En particular si z = y tenemos que
z.x + 2.2 =0y como A es booleano (ii) z +z = 0.

De (i) deducimos y.z + y.x + .y =y.z + 0 = y.z y por (ii) z.y = y.z. |
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Si B es un anillo booleano con unidad, 1 entonces se verifican:
G) zx==z, (ii) z4+2z=0, (ii) sy=y2z (iv) L.o==z.
Definamos sobre B la siguiente relacién binaria:
<y <= T=21.

Veamos que es una relacién de orden:

01) Como z = z.z entonces z < z. 02) Supongamos que z <yey < zestoesz =z.y ¢
y = y.x luego como el anillo es conmutativo z = y. O3) Supongamos que z <yey < z
estoesz=z.y ey =1y.zluego z.2 = (z.y).z =z.(y.2) =zy =z estoes z < 2.

Ademés como = = z.1 tenemos que < 1 para todo z € B, y como 0.z = (z + ).z =
z.x+ z.x =x + x = 0 resulta que 0 < z para todo = € B.

Por lo tanto B es un conjunto ordenado con primer elemento 0 y dltimo elemento 1.
Vamos a demostrar que B es un reticulado inferior. Mas precisamente vamos a demostar
que el infimo de 2 elementos z,y € B es el elemento z.y. En efecto:

) zy <z, zy<uy.
Como (z.y).z = (y.z).z = y.(z.z) = y.x = z.y entonces z.y < z. Andlogamente se
prueba que z.y < y.

I2) Seaz € Btalque 2 <z y 2z <y y probemos que z < 2.y
Por hipétesis z = 2.2 y z = 2.y entonces 2.(z.y) = (2.2).y = 2.y =z estoes z < z.Y.

Vamos a demostar ahora que B es un reticulado superior. Para ello vamos a probar que
el elemento s = x +y — x.y es el supremo de z e y, y dado que el simétrico de a es el
propio elemento a entonces s = +y + .y

S1) z<s, y<s.
ts=z.(z+y+zry) =z2+zy+zy=x+0=z, yporlotanto z <s. Laotra
condicién se prueba en forma andloga.

S2) Seaz€ Btalquer < zey < zyprobemosque s=z+y+z.y< 2
s.z = (z+y+2.y).2 = z.2+y.2+x.(y.z) = (por hip.) = z+y+x.(y.2) = (por hip.) =
z+y+zxy=s.
Acabamos asi de probar que B es un reticulado con primer (0) y tltimo (1) elemento,
donde:

TANYy=2y y zsVy=c+y+z.y.

B es un reticulado distributivo.
tAyVz)=2(yVze)=a(y+z+yz)=zy+zz+az(y2),y@Ay)VEArz)=
(zy) V(z.2) =zy+z.2+ (zy).(z2) =2y + .2+ (z.2).(y.2) = sy + 2.2+ 2.(y.2).

Definamos ahora la siguiente operacién unaria : z' =1 — 2z = 1+ z. Entonces z Az’ =
z.(l+z)=z+zax=s+z=0yzVe' =c+(1+z)+z.(l+z)=c+1+z+zt+23=
r+z+14+2x4+2z=04+1+0=1.

Por lo tanto B es un reticulado distributivo con primer (0) y tltimo (1) elemento, donde
cada elemento tiene un complemento, esto es B es un 4lgebra de Boole.

Observemos que  +y = (z Ay') V (3’ A y). En efecto, (zAY)V (z'Ay) = (z.9)V(2'y) =
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vy +3'y+(zy).(z'y) =2.1+y)+(Q+z)y+ez’ +yy =z+2zy+y+zy+0+0=
r+yt+zrzy+zy=c+y+0=z+y.

Por lo tanto la operacién de suma (+) se puede expresar en funcién del infimo, el supremo
y el complemento booleano.

Dada un 4lgebra de Boole (B, A,V,’,0,1) definamos sobre B las siguientes operaciones:

Ty =T NY,
z+y=(zNy)V (@ Ay).

Vamos a demostrar que (B, +,.) es un anillo booleano con unidad 1 y elemento neutro 0.
Para ello observemos en primer lugar que:

(1) z4+y+zy=xVy Enefecto (z+y) =[=Ay)VEAY)) =@E VY A(zVYy)=
@ AD)V(E@ AYYVyAz)V(yAY) =0V (Z'Ay)V(yAz)VO=(z'AY)V(yAx).
Entonces:

z+y+azy=(pordef.) =[(z+y) A (z.y)]V [z +y)' A (z.y)] = (por(1)) =
(@ Ay) V& Ay AAY) ]V AY)V (2 AY) Az Ayl
y como (' Ay') V (z Ay) > = Ay tenemos que
r+y+ay=[(Ay)VE AY)A@AY ]V (@AY =
Ay A VYY)V (E AYA( VY)YV (zAY)
ycomoy <z'Vy' yz' <z'Vy tenemos que
z+y+ey=(@AyY)VE Ay V@Ery) =EAlGVY]V(@E Ay =
(zAD)VE AY)=2zV (@' Ay =@EV)A(zVy)=zVy.
Veamos ahora que se verifican los axiomas de grupo:

Gl
) s+ y+2)=Ay+2)]V[ Ay +2)] = (por(l) =
[z A (W ALYV AV I A A2V (yAZ))] =
(TAY AV (@ AyA2)V(E AY A2)V (' AyAZ).
Desarrollando (z + y) + z se llega a la misma expresién.
G2) 0+z=0AZ)V{OAZ)=0V(lAz)=0Vz=1
G3) z+z=(xA2)V(2' Az)=0v0=0.
G4) z+y=AY)V(@EAy)=@wAz)V (Y Az)=y+
Probemos que se verifican los axiomas de anillo.

Al) z.(y.z) = (z.y).z (es claramente verificada)

A2) z.(y+2) = sA((WAZ )WV (Y A2)) = (AYAZ )V (ZAY A2) y zy+3.2 = (TAY)+(TA2) =
() A (@A 2]V [(mAg) A @A2)] = (@AY A (V)Y (@ V) A (@A) =
(zAYAZ )V (ZAYAZ)WV (T AZA2)V (Y AT Az) =0V (zAyAZ)VOV (Y Az Az) =
(zAYyNZ)V (Y ANz Az).
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Como z.y = T Ay =y AT = y.x entonces también se verifica la ley distributiva a derecha
esto es:

A3) (z+y)z=1z.2+Yy.2
A4) zl=zA1l=1.

Ademés B es un anillo booleano ya que .z =T AT = Z.

Observemos que: z+1=(z A1)V (2’ Al)=0Va = Z', y que si en un anillo booleano
B definimos © <y <= z.y =¥, entonces B es un conjunto ordenado y £ Vy = Z.Y,
tAy=2z+y-+zy,0eseliltimo elemento de B y 1 es el primer elemento de B. Por lo
tanto se obtiene un orden dual del indicado precedentemente.

4.4 Subdlgebras booleanas

Sea B un 4lgebra de Boole, una parte, no vacia, S de B se dice una subalgebra
(booleana) de B si:

S1) Sia,b € S entoncesaAbES.
$2) Sia € S entonces —a € S.
Es claro que si S es una subdlgebra, entonces
S3) Sia,b € S entonces aVbeS.
S4) 0,1 € S.
Por lo tanto, si S es una subélgebra de B tenemos:
{0,1} C SCB.

Es claro que la interseccién de subalgebras de B es una subélgebra de B. La nocién de
subélgebra generada por una parte G de B, que notaremos SB(G), se define en la forma
habitual y se prueba que SB (G) es la menor subélgebra de B que contiene a G. Es claro
que SB(0) = {0,1}. Si SB(G) = B, se dice que G es un conjunto de generadores de
B.

Si G C B, notaremos con PF(G) la familia de todas las partes finitas de G, entonces:
Lema 4.4.1 SB(G) =U{SB(F): F € PF(G)}.

Dem. Sea X = U{SB(F): F € PF(G)}. Si F € G como G C SB(G) entonces
F C SB(G) y por lo tanto SB(F) C SB(QG) para todo subconjunto de G , en particular
para todo F € PF(G), luego: (i) X € SB(G). Probemos que (ii) SB(G) € X. Para ello
probaremos que (iia) G C X e (iib) X es una subdlgebra de B.

(iia) Sea g € G, luego {g} C SB({g}) C X,y por lo tanto G = U{g} X

geG
(iib) Como 0,1 € SB(F) cualquiera que sea I € PF(G), entonces 0,1 € X. Sean z,y € X
entonces z € SB(F1),y € SB(F,) donde Fy, F» € PF(G), por lo tanto F1U F3 € PF(G).
De Fl g F1UF2 y F2 Q F1UF2 resulta que SB(Fl) _(; SB(F1UF2) Yy SB(FZ) _C_ SB(F1UF2),
luego =,y € SB(Fy U F,) y por lo tanto 2 Ay, 2 VY € SB(F, U F) C X. Es claro que si
z € X entonces —z € X. ||
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Vamos a ver como se determina SB(G) en el caso en que G es un conjunto finito, no
vacio, de un &lgebra de Boole B.

Recordemos que si z,y € B y definimos z +y = (—z Ay) V (z A —y), entonces z +0 = =
y z+1=-—zx.

Sea {A;}ic; una familia de algebras de Boole y P = [[ A; el producto cartesiano de la
il
familia de conjuntos {A;}icr, esto es conjunto, el de todas las funciones = : I — |J 4;
i€l
tales que z(i) = z; € A; para cada ¢ € I. Notaremos con ¢ = (z;)ie; 6 = (x;) a los
elementos de P. Sean ¢ = (a;)icr, b = (bi)ic1 € P. Definamos sobre P las siguientes
operaciones:

anNb=(a)Ab)="(a;Ab), aVb=(a;)V (b)=(a;Vb), —a=—(a;)=(—a)

Sean 0 = (0;) y 1 = (1;), donde 0;, 1; representan el primer y 1iltimo elemento de A;, para
¢+ € I. Entonces es claro que (P,A,V,—,0,1) es un élgebra de Boole. P se denomina el
producto cartesiano o producto directo de la familia de dlgebras de Boole {A;}icr.
En el caso particular en que A; = A para todo ¢ € I, P es simplemente el conjunto de
todas las funciones definidas sobre I y que toman sus valores en A. En este caso se suele
notar P = A!, ysi f,g € A!, entonces de acuerdo a la definicién anterior tenemos que
(f A g)(=) = (F(@)) A (g(x) = (F(@) A g(x)), por lo tanto (f A g)(z) = f(z) A g().
Andlogamente (f V 9)(z) = £(x) V 9(2), (~F)(@) = —(f(z)), 1(z) =1,y O() = 0.

Dada un algebra de Boole B sea P(B,n) = {p = (p1,p2,-.-,pPn) 2 € {0,1} € B,1 <4 <
n}, esto es, el conjunto P(B,n) estd formado por todas las n-uplas de elementos 0,1 € B.
P(B,n) es el producto cartesiano de n algebras de Boole iguales a {0,1} C B, luego es
un 4lgebra de Boole con n dtomos, que son precisamente las n-uplas que tienen una tnica
coordenada igual a 1 y las restantes iguales a 0.

Si G =1{g1,92,...,9.} C By p € P(B,n), notaremos con m,(G) o mas sencillamente m,

al elemento: n

/\(gz' + pi).

i=1
Estos elementos se denominan combinaciones algebraicas elementales de G. Ob-
servemos que de acuerdo con la definicién precedente g; +p; =¢; 6 g +p;i = — G-
Sea m(G) = {m, : p € P(B,n)}, como N[P(B,n)] = 2" entonces N{m(G)] < 2™.

Ejemplo 4.4.1 Consideremos el dlgebra de Boole, cuyo diagrama se indica a continua-
cion:
1

0
y sea G = {a,b}. Determinemos m(G). Como P(B,2) = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}
entonces: m,0y = (a+0)A(b+0) = aAb =0, mp) = (a+0)A(b+1) = aA—b=ala =a,
ma,0) = (a+1)A(b+0) = —aAb = bAb = b, mu1y) = (a+1)A(b+1) = —aA—b=bAa = 0.
Observemos que la primera y la cuarta combinacion algebraica elemental se forman de
modo diferente, pero el resultado es el mismo. Acabamos asi de ver que m(G) = {0, a, b}.
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Lema 4.4.2 Si B es un dlgebra de Boole, G = {g1,92,--.,9n} entonces:

1) Sip,qe P(B,n) y p# q entonces my Amy =0.

2)
3)
4)

Vi, :p e P(Bm)} 1.
Sip,q € P(B,n), p#qymp < my entonces my = 0.

gi=\V{my:peP(B,n), p; =0}, 1<i<n.

Dem.

1)

Como p # q entonces existe por lo menos una coordenada ¢,1 < ¢ < n, tal que
pi # gi, y como p;,¢; € {0,1} C B, entonces “p; =0y ¢ =1"6 “py=1y ¢ =0".
En el primero de los casos tenemos: my Amyg = (-~ AgiA--YA(- - A—=giA-++) =0.
Anélogamente en el segundo caso.

Por induccién sobre n. Sin =1, entonces : m(G) ={mo=g1 +0,my = g1 +1} =
{gla _91}7 luego V{mp ‘pe P(37 1)} =gV—q= 1.

Supongamos que la propiedad enunciada vale para todo conjunto G con (n — 1)
elementos, y probemos que vale para todo conjunto G con n elementos. Observemos

que \/{m, :p € P(B,n)} =
\/{mp :pe P(B,n), pp =0} V \/{mp :pe P(B,n), pp =1} =51V s2.
Como los elementos que aparecen en el primer supremo verifican p, = 0, entonces

n—1
mp= A (gi+p)) A (ga+0) =My Agn, donde p' = (p1,p2,. ., Pa-1) € P(B,n—1).

i=1
Ademés b= (p11p27 vt apn) € P(Ban) = p’ = (plap2a s apn—l) € P(B,n - 1)
v pn € {0,1}, luego s; = gn A V{myp : ¢ € P(B,n —1)}, y por lo tanto teniendo en
cuenta la hipétesis de induccién sy = gp A 1 = gn.
Anélogamente se prueba que Sp = —gn, y por lo tanto s; V s3 = 1.

Por hipétesis m, = m, A mq = [por 1)] = 0.

gi=giN1=[por2)] =giAV{m,:p € P(B,n)} =
(s AN\ {mp: p € P(B,n), pi =0}V (g AV {my :p €P(B,n),pi=1}) =
(V{g'b /\mp ‘pe P(Ban)apz = 0}) v (V{g; /\mp ‘pE P(B)n))p’i = 1})

Sip; = Oentonces my, = ¢ A ( A (g5 +p;)) luego g Amy = my y si
j=1,5=i
p; = 1 entonces m, = —g; A ( N\ (g; +p;)), luego g; A m,, = 0. Por lo tanto

g; = \V{m, : p € P(B,n), p; =0}.
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Sea (R, A, V,0) un reticulado con primer elemento 0, X € R, N[X] =t, notaremos:
So(X) = {0} ; Si1(X) = X,
Si(X)={Vy:yeY, YCX,N[Y]=j}, 1<j<t

5(0) = U ()

Si no ponemos So(X) = {0} puede ocurrir que S(m(G)) # SB(G). En efecto, si conside-
ramos el subconjunto G = {a} del &lgebra de Boole B indicada precedentemente entonces
m(G) = {a,b} y S(m(G)) = {a,b,1}. Como las tnicas subdlgebras de B son la propia B
y {0,1} entonces SB({a}) = B.

Lema 4.4.3 Si G es un subconjunto finito, con n elementos del dlgebra de Boole B,
entonces:

1) SB(G) = S(m(G)).
2) A(SB(G)) = {m, : m, € m(G), m, # 0}.
Demn.

1) Sea G ={g1,92,---,9n} € B,y t = N[m(G)] < 2".
Probemos que (*) m(G) C SB(G).
En efecto si y € m(G), entonces: y = m, = A(g; + p;) donde g; + p; = g; 6
i=1
gi + pi = —gi, para algin p € P(B,n). Como G C SB(G) y g: € G entonces
—g; € SB(G), por lo tanto m, € SB(G) cualquiera que sea p € P(B,n) luego
y € SB(G).

Dado y € S(m(G)) = Li)ﬂ S;(m(G)) siy € So(m(G)) = {0} entonces

Phue
y = 0 € SB(G). Si y € Si(m(G)) = m(G) entonces por (*) y € SB(G). Si
y € S;(m(G)), con 2 < j < t entonces: y = my, V my, V...V my , donde
pn € P(B,n), paral < h < j y como por (*) m,, € SB(G) paral < h < j tenemos
que y € SB(G).

Probemos ahora que G C S(m(G)) y que S(m(G)) es una subélgebra del dlgebra
de Boole B. Sea g € G, luego g = g;, donde 1 <t < n. Por el Lema 4.4.2

gt = \/{mp peE P(B,’I’L),pt = 0}

luego g € S(m(G)).

S(m(Q)) es una subéslgebra:

(i) 0 € S(m(G)). En efecto {0} = So(m(G)) C S(m(G)).

(ii) Sea y1,42 € S(m(G)). Si alguno de estos elementos pertenece a So(m(G)) = {0},
entonces y; V y2 € S(m(G)).

Supongamos que ¥; € S;(m(G)), 7 > 1 e y2 € Sp(m(G)), k > 1, luego:

Y1Vys =

\{mp:p € X1 S P(B,n), N[Xi]=j}V \/{mp :p € X2 SP(B,n), N[Xo] =k} =
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\/{m, :pe X1 UX; CP(B,n), NX1UXo] <j+k}

por lo tanto y; V 4o € S(m(G)).

(iii) Sea y € S(m(G)), si y € So(m(G)) = {0} entonces —y = 1 =
V{m, : p € P(B,n)} € S(m(G)). Siy € S;j(m(G)), con j > 1 entonces y =
Vim,: pe X  P(B,n), NIX] = §} donde 1 < j < Nm(G)]. Si j = Nfm(G)
entonces y = 1 y por lo tanto —y = —1 = 0 € S(m(G)). Supongamos que
1 <j < NmG),yseaz = \V{my : ¢ € P(B,n)\ X}, luegoyVz =1,e
yAnr=yA(\{m,:q€P(B,n)\ X}9=\{yAmy:qeP(B,n)\ X}.

Pero si ¢ € P(B,n) \ X, entonces y Amy = \/{m, : p € X C P(B,n)} Amy =
V{my Am,:p € X CP(B,n)}. Como g e P(B,n)\ X yp€ X entonces p # ¢
luego por lo visto en el Lema 4.4.2, 1) m, Am, = 0 y en consecuencia y A mq =0
para todo g € P(B,n)\ X, y por lo tanto y A z = 0. Acabamos asi de probar que
—y =1y como z € S(m(G)) resulta que —y € S(m(G)).

2) En efecto sea m, € m(G) C S(m(G)) = SB(G), m, # 0 y supongamos que 0 < ¢ <
m, donde t € SB(G). De t € SB(G) resulta que t = 0 6 t # 0, luego en este caso
t € 8;(m(G)) con j > 1,y por lo tanto t = \/{m, : ¢ € X C P(B,n), N[X] =j}
entonces m, < t < m, para todo g € X. Si ¢ # p para todo ¢ € X entonces por el
Lema 4.4.2, 3), resulta que m, = 0 para todo ¢ € X y por lo tanto ¢ = 0, absurdo.
Luego ¢ = p para algin ¢ € X, entonces tenemos m, < t < m, y por lo tanto
t = m,p.
Supongamos ahora que a es un atomo de SB(G) entonces a # 0y a € SB(G) =
S(m(G)), luego a € S;(m(G)) con j > 1, esto es

a=\/{m,:pe X CP(B,n),NX]=j}

entonces como a es irreducible tenemos que a = m,, para algin p € X. Observemos
que no puede ocurrir que m, = 0 para todo p € X, pues en este caso tendriamos
a = 0. Contradiccién. Observemos ain que p es dnico, pués si a = m, = m, donde

g€ Xyp#q,m,#0, m, #0, entonces a = m, A my =0 (ver Lema 4.4.2, 1)).

Como N[m(G)] < 2" por el Lema precedente, tenemos que N[A(SB(G))] < 2" y en
consecuencia N[SB(G)] < 22",

Lema 4.4.4 Si B es un dlgebra de Boole y G = {g1,92,-.-.-,9n} < B entonces
SB(G) = SB(m(G)).

Dem. Como m(G) = S1(m(G)) C j@OSj(m(G)) = S(m(G)) = SB(G), entonces

SB(m(G)) C SB(G).

Sea y € SB(G) = S(m(G)) entonces y € S;(m(G)), para algin j, 0<j < 2"

Si j =0, ello equivale a y =0, y por lo tanto y € SB(m(G)).

Si j = 1, ello equivale a y = my, my € m(G). Si 2 < j < 27, entonces
y=\V{z:2¢€ Z Z C m(G), N[Z] = j}. Como m(G) C SB(m(G)), entonces
en ambos casos y € SB(m(G)). n
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Definicién 4.4.1 Un subconjunto G = {g1,92,...,9:} de un dlgebra de Boole B se dice
una particién del elemento 1 € B, si:

t
i=1
(H. Bass, Finite monadic algebras, Proc. Amer. Math. Soc. 9 (1958), 258-268)

Observacién 4.4.1 1) Los dtomos de un dlgebra de Boole finita no trivial B forman
una particion de 1.

2) Si A(B) = {ay,as,a3} entonces {a,,azV as} es una particion de 1l y {0,a1,a2 Vag}
también es una particion de 1.
Si A(B) = {a1,a2,a3,a4} entonces {a1Vaz,a3Vas} es una particion de 1 y ninguno
de sus elementos es un dtomo.

Si G es un subconjunto finito no vacio de B, entonces de acuerdo con los Lemas 4.4.2,
4.4.3 el conjunto m(G) forma una particién de 1, que contiene a los 4tomos de SB(G).
Si G = {g1,92,...,0:} es una particién de 1, sea Go = {g € G : g # 0}. Sig;g; €
Go, i+ j entonces g; # g;. En efecto, si g; = g; entonces g; = g; A g; = 0. Absurdo. Por
lo tanto Gy es una particién de 1, cuyos elementos son diferentes dos a dos.

Si G es una particién de 1 tal que .A(B) C G entonces G \ A(B) = {0}. En efecto, por
hipétesis existe z € G\.A(B). Si z # 0 entonces £ = \/{a : a € A(z)} entonces cualquiera
que sea a € A(z) tenemos a Az = a # 0, pero a,z € G, G es una particién y a # =, dado
que z € G \ A(B), entonces a = a A z = 0, absurdo.

Lema 4.4.5 Si B es un dlgebra de Boole finita, no trivial, y G = {g1,92,.--,9x} €5 una
particion de 1, entonces Go = A(SB(G)).

Dem. Observemos en primer lugar que Go # 0, pues si Gop = @, entonces G = {0} y

este conjunto obviamente no es una particién de 1.

Sabemos que A(SB(G)) = {m, : m, € m(G),m, # 0}. Sea g € Gy, estoes g #0y

g=g;, 1<j<n ComogAg =0 Vi#j 1<i<mn,loqueesequivalente a decir
n

que g; < —gi, Vi # j, 1 <i < n, entonces g; < A{—gi:i# j}, luego

i=1

n

g9 =i AN N\{—gi:1# 5} = N\gi +p:)
i=1

i=1

donde p; =0y p; =1V i # j, en consecuencia g; = my, con p = (p1, P2, - - ., Dn) verificando

las condiciones anteriores. Acabamos as{ de probar que Gy C A(SB(G)).

Sea m, € A(SB(G)), luego m, # 0y my = A (g: +p:). Sip; = p; =0 con ¢ # j entonces
i=1

mp=giNg; N N\ {gn +pn: h #i,h # j} = 0. Absurdo.
h=1

Por lo tanto, si ;np # () no puede existir mas de un p; = 0. Luego tenemos los siguientes
Casos:
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N p=(,1,...,1)

2) pP= (plap?-a"' apn)vveriﬁcapio =0donde 1 < iO Snypi = 1) V?’) 1< 1 < n, 7’7& iO'

En el caso 1) tenemos m, = A —g; = — \/ gs = —1 = 0. Absurdo. Por lo tanto, se debe
i=1 i=1
verificar el caso 2), y tendremos:

my=—g1N—GaN...NGig N ... N—0gn

donde g;, # 0 pues si g;, = 0 entonces m, = 0. Absurdo. Como g;, Ag; =0, ¥V j # 1o
entonces g;, < —g; V j # 40 y en consecuencia

—giIAN=G2 N .. NGig N N —Gn = Gig
esto es my = gig, cON giy # 0, y por lo tanto m, € Go. |

Observacién 4.4.2 1) Si G es un subconjunto finito de un dlgebra de Boole B, Gy =
{g € G: g # 0} entonces SB(G) = SB(Go). Por definicién Go € G. Si G = Gy
es obvio. Si Go C G entonces como G C SB(G) tenemos Go C SB(G) y en
consecuencia SB(Go) C SB(G). Por otro lado como Go & SB(Go) y {0} € SB(Go)
entonces Go U {0} = G C SB(Gy), y por lo tanto SB(G) C SB(Go).

2) Sabemos que G C SB(G, luego si g € G entonces g € SB(G) y por lo tanto
—g € SB(G). Representemos por —G al conjunto {—g : g € G}, tenemos entonces
que —G C SB(G), y en consecuencia GU -G C SB(G).

Probar que SB(G) = s(i(G U —G)). (ver 3.8).

4.5 Relacién entre subdlgebras y particiones de los atomos

Sea B un 4lgebra de Boole con n dtomos: A(B) = {a1,az2,...,an} ¥

P ={X1,Xs,...,X:}, donde 1 <t < n una particién de A(B).
Sean g; = \/{z:z € X;}, 1<1i<t Veamosque: Gp ={g1,92,--- , gt} €s una particién
de 1,donde g; #0, 1 <<t

En efecto

1) Por la definicién de los g;, cada uno de ellos es supremo de 4tomos, luego g; # 0,
para 1 <¢ <t

t t
2) (\7/191» =\{z:z¢€ 'L—JlXi} =\{z:z€ A(B)} =1.
3) Si1l<14,j <t son tales que 7 # j entonces

ghg=N\{zzeXxHA\y:ye X))

Como X;, X; C A(B) y XiN Xj =0 entonces = #y, Vz € X;, Vy € X; y por lo
tanto g; A g; = 0 (ver Lema 3.4.10,( IV)).
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Sabemos por el Lema 4.4.5 que la subélgebra B’ = SB(Gp) de B verifica A(B') = Gp.
Pongamos por definicién:

¥(P) = SB(Gr)

Tenemos asi que a cada particién P de los 4tomos de B le hacemos corresponder una
subédlgebra de B.

Dada una subdlgebra S de B, como S es finita, si t = N[A(S)] entonces N[S] = 2* <
N[B] = 2" luego, 1 < N[A(S)] =t < n.
Sea A(S) = {s1,82,...,5:} entonces como s; € B, Vi tenemos:

81 = \/{Chj < 811ag; € A(B)}

j=1

89 = \/{azj < 8g:ay € A(B)}
ji=1

t
Como s; As; =0, Vi#jy \/ s =1, entonces:
i=1
X1 = {an,a12,. .. ,aul}

Xy = {an,ag,...,02,}

Xi = {an,aq2,---,0,}

es una particién de A(B). En efecto:
1) Es claro que X; #0, 1 <4 <t.
2) XpNX,=0,81 h#£k, 1<hk<t Size X,NX;, entonces z = ap, = agr <

k23

V {ag; : ax; € A(B)} = sg, y por lo tanto aps = aps A sp < sp A s = 0, luego
j=1

aps = 0. Absurdo.

t t
3) U X; = A(B). En efecto, es claro que |J X; C A(B). Sea a € A(B), entonces
=1 ;

i=1

<n

a<1=V s,. Como a es primo entonces a < s, para algin r, 1 < r < ¢ luego:

r=1

a<apVapV...Va,,

y como @ es primo a < ayp, con 1 < h < ¢,.. Como ambos elementos son atomos
t

tenemos que a = app y €11 consecuencia a € U Xz
i=1
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Luego P = {X1, Xs,...,X;} es una particién de A(B) y se verifica que:
U(P) = SB(Gp) = SB({s1,52,..-,8t}) = S.

Acabamos asi de probar que ¥ es una funcién suryectiva.
Probemos finalmente que ¥ es inyectiva. Sean P;, P, dos particiones de A(B) tales que
U(P;) = ¥(Py), esto es Sy = SB(Gp,) = SB(Gp,) = Sz. Probemos que Py = Po.
Sabemos que si Py = {X1, Xa,..., X} y P2 = {Y1,Y2,...,Y;} son particiones de A(B)
entonces:

g = \/{w cx € X}, 1<i<s, son atomos de S,

hiz\/{y:eri}, 1<4<t, son 4tomos de Sy

De S; = S, resulta que A(S;) = A(S2), luego {g1,92,---,9s} = {h1, ha,. .., h}, y como
gi 7 gj, V1 # j, hi # hj, Vi # j, tenemos que s =t.

Reordenemos el conjunto A(S;) de forma tal que g; = h;, para todo ¢, 1 <4 < s.
Tenemos entonces que:

9i = \/{w .z € X;} donde X; = {ai1, ;.. 05}, ¥ tis € AB), 1 <5<

hi = \/{y:y € ¥} donde ¥; = {bis,bi,..., b}, ¥ biw € A(B), LS v <k
esto es
gizaﬂ\/aiz\/...\/aiji-——bﬂ\/bﬁv...mei=hi.

Cada una de estas representaciones de g; = h; es una representacion irredundante,
ellas estan formadas por los primos maximales que preceden a g; y a h; respectivamente
luego X; =Y;, 1 <14 <s, y por lo tanto P; = Ps.

Acabamos as{ de probar que si B es un 4lgebra de Boole con n atomos, existen tantas
subdlgebras de B como particiones tiene el conjunto de los atomos de B.

Observacién 4.5.1 Denotemos con p; el nimero de particiones de un conjunto con i
elementos y pongamos pp = 1 entonces :

~ n
Pri1 = (Z.)pi, n > 0.

1=0

0. Ore, Theory of equivalence relations, Duke Math. Journal 9 (1942), 573-627.
Si X es un conjunto con un sdlo elemento entonces eviste una sola particion de X y

0
ma = 2 0= Qro=1
=

Supongamos ahora que la formula vale para todo conjunto con un ndmero de elementos
t < n y probemos que vale para todo conjunto con n + 1 elementos.

Sea X = {x1,%2,...,%n,Tns1}, Yy P una particion de X. Si Z es un conjunto de la
particion que contiene al elemento x,,1 entonces Z puede contener desde 1 hastan +1
elementos, esto €s Z = {Tns1,...}. Si Z tiene un solo elemento, esto es si Z = {@Tn1},
existen tantas particiones de este tipo como particiones tiene un conjunto con n elemen-
tos. Si Z tiene dos elementos Z = {x,.1,z} existen (7{) conjuntos con 2 elementos que
contienen a Tni1, luego para cada uno de estos conjuntos hay tantas particiones de este
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tipo como particiones tiene un conjunto con n— 1 elementos. En general st Z tiene j ele-
mentos Z = {Tpi1,Y1,Y2, - -, Yj—1} €xisten (jfl) subconjuntos de X que contienen a Tp.1
y j elementos, y por lo tanto para cada uno de estos conjuntos hay tantas particiones
de este tipo como particiones tiene un conjunto conn+1—j =mn— (j — 1) elementos.

Tenemos asi:
7 n D)
pn+1:( )pn+( )pn—1+---+( )P0=
0 1 n

(2 -2 (-2 (e

Luegopg=1, p1 =1, pp =2, p3 =95, py = 15,...

Dada una particién P = {C4,Cs,...,C:} del conjunto de los dtomos de un dlgebra de
Boole B con n 4tomos, vimos que los 4tomos de la subalgebra determinada por la particion
son los elementos

ai=\/{:c::v60¢}, 1<i<t.

Por lo tanto una tal subdlgebra tiene 2¢ elementos.

Se denomina t-particién de un conjunto A a toda particién de A formada por ¢ subcon-
juntos de A. Entonces es claro, por la construccién indicada que las subalgebras de B con
2! elementos provienen de las t-particiones de A(B).

;, Cuéntas subélgebras con 2! elementos, 1 < t < n, existen?

Para ello vamos a indicar previamente como se determina el nimero de funciones suryecti-
vas de un conjunto X = {1,2,...,m} con melementos en un conjunto Y = {41, %2, ..., Yn}
con n elementos. Representemos, como es habitual, por Y* el conjunto de todas las fun-
ciones de X en Y, y por FS(YX) el conjunto de todas las funciones suryectivas de X en
Y, queremos determinar N[FS(Y¥)]. Es claro que si m < n entonces N[FS(Y*)] = 0.
Supongamos que m > n, entonces es claro que sin = 1, N[FS(YX)] = 1, cualquiera que
sea m > 1. Supongamos que n > 2, entonces es evidente que N[FS(YX)] = n™ — ny,
donde ng indica el niimero de funciones de X en Y que no son suryectivas. Si f € YX y f
no es suryectiva, esto es f ¢ FS(Y*) entonces existe y € Y tal que f(z) # y, cualquiera
queseaz € X. Sea F;={feYX:y, ¢ Im(f)},1<i<n,luego N[F}] = (n—1)"
Tenemos asi una familia {F; : 1 <4 < n} de subconjuntos de YX, cada uno de los cuales
tiene (n — 1)™ elementos.

Lema 4.5.1 fe YX\ FS(YX) — f¢ LnJ F;.

=1
Dem. Es evidente que la condicién es suficiente. Sea f € Y* \ FS(YX), entonces
Im (f) #Y, mas precisamente Im (f) C Y, luego f € F; para algin 4, 1 <7 < n. |

Lema 4.5.2 (| F; = 0.

i=1

Dem. fe (| F, < feF,paral<i<n < y;¢Im(f),paral <i<n <
i=1

Im (f) =0, absurdo. [ |

Lema 4.5.3 Si T es un subconjunto de {1,2,...,n} cont elementos, 1 <t < n entonces
el conjunto Z = (W{Fi : i € T} tiene (n —t)™ elementos.
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Dem. fe(F:i€T} <= f & F, cualquiera que sea: € T, y esto equivale a
decir que Im (f) C Y \ {y:}ier. Por lo tanto el conjunto 7 tiene tantos elementos como
funciones existen de X en Y \ {¥:}ier, esto es (n — )™ elementos. |

Es bien conocido que:

MUE = SNFI =Y MEAE S Y NRAENR - £ N(A

i= i=4 i=ji=k,j=k i=1 =

Luego

N[;LJIE] —n(n—1)"— (;L)(n—2)m+ (;L)(n—3)m—...:& (Z)(n—n)m,

esto es el nimero de funciones de X en Y que no son suryectivas estd dado por:

NI = g(—m‘“’ (”) (n—™,

i=1

por lo tanto

Mpsro) =nm - 3o (7)o i - S (D) m-am

i=1 i=0
Observemos que esta férmula también es valida para el caso en que n = 1.

Toda funcién suryectiva de X en Y dé origen a una n-particion, del conjunto X. Reci-
procamente dada una n-particién del conjunto X ella d4 origen a una suryeccién de X
en Y, mas precisamente ella dé origen a n! funciones suryectivas de X en Y. Por lo tanto
podemos afirmar que |
N[FS(YX)]
n!
es el niimero de n-particiones del conjunto X luego el nimero de relaciones de equivalencia
(esto es el nimero de particiones) que se pueden definir sobre X es :

nﬁ:(% g(—l)"(g (n— z‘)m).

Retornemos a nuestro problema: Dada un algebra de Boole con n &tomos i Cuantas
subédlgebras con 2¢ elementos, 1 < t < n, existen? Tantas como el ndmero de
t-particiones, 1 < ¢ < n de un conjunto con n elementos y este nimero estd dado por:

t—1

(D¢

=0

t!

donde el numerador de esta fraccién indica, como vimos, el nimero de funciones suryec-
tivas de un conjunto con n elementos en un conjunto con elementos (1 <t < n.)
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En un algebra B, las posibles subalgebras son isomorfas a By, Bs,...,Bn_1, Bn. En Bs
existen 1 subélgebra isomorfa a By, 3 subdlgebras isomorfas a By y 1 subdlgebra isomorfa a
Bs. En By, existen 1 subdlgebra isomorfa a B, 7 subédlgebras isomorfas a B, 6 subdlgebras
isomorfas a B3 y 1 subdlgebra isomorfa a By.

Vamos a indicar otro método para calcular SB(G) donde G es un conjunto finito. Si G
tiene un sélo elemento G = {g}, notaremos SB(g) en vez de SB({g}) ysi G =Y U {z}
notaremos SB(Y,z) en vez de SB(Y U {z}).

Observemos que si G = {g} entonces SB(g) = S(m(G)) = S({g,—9}) = {0,9,—9,1} ¥
sig=006g=1entonces SB(g) = {0,1}. Sea G = {g1,92,...,9n}, consideremos:

e 51 = 53(91)
o Sy = 53(51,92)

e S, =S5B(Sn-1,9n)
Demostremos que S, = SB(G). En efecto de la construcién anterior resulta que:
{91} € S1 € S1U{g2} CSB(S1,92) =52 C ... C Sn,

por lo tanto (1) G C S, y como por construccién (2) S, es una subdlgebra, de (1) y (2)
resulta SB(G) C S,,. De g1 € G resulta que S; C SB(G), luego S1 U {g2} € SB(G), por
lo tanto Sy = SB(S1,92) C SB(G),..., Sy = SB(Sn-1,9) € SB(G).

Lema 4.5.4 Si B es un dlgebra de Boole, S una subdlgebra booleana de B y b € B,
entonces:

SB(S,b) = {(s1 Ab) V (s A —b) : 51,50 € S}.

(R. Sikorski, A theorem on extensions of homomorphisms, Annales de la Soc. Polonaise
de Math. 21 (1948), 332-335).

Dem. SeaT = {(s1 Ab)V (s A —b):s1,52 € S}

1) T C SB(S,b)
Sea t € T entonces t = (s; A b) V (s2 A —b) donde s;,s, € S. Como b € SB(S,b)
entonces —b € SB(S,b). Ademés s1,s2 € SU{b} C SB(S,b), luego como SB(S, B)
es una subédlgebra tenemos que t € SB(S,b).

2) SU{p}CT
Sis€ Sentoncess=sA1=sA(bV-b)=(sAb)V(sAh—=b)eT.
Ademés b=bVv0=(1Ab)V(0A-D) eT.

3) T es una subdlgebra.
De 2) resulta inmediatamente que T 7# (. Sean u,v € T luego uV v = (51 A b) V
(sa A —=b) V (83 A b) V (s4 A —b) donde sy,53,83,84 € Sy por lo tanto u Vv =
((s1V 83) Ab)V ((s2V s4) A —b) donde (51 V s3),(s2 V 54) € S dado que S es una
subélgebra.

Ademéds —u = (—s1 V —b) A (—s3 Vb) =
(—s1 A —82) V(=81 Ab)V (=bA —s2) V (=bAD) =
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(=81 A —82) V (=81 Ab)V (=bA —s2) VO =

(—s1 A —sy Ab)V (—s1 A =82 A=D) V (=51 AB)V (—s2 A =b) =
(=81 A —s3) V —51) Ab) V(=81 A —s2) V —89) A —b) =

(=81 Ab)V (—s2 A —b)

y como —s1, 83 € S tenemos que —u € T.

De 2) y 3) resulta que SB(S,b) C T.

Observacién 4.5.2 1) Si S = {0,1} y b ¢ S entonces SB({0,1},b) = {0,1,b,—b} =
SB(b).
2) Sea B el dlgebra de Boole indicada en la figura.

Y

S ={0,1,a, f} es una subdlgebra. Entonces d € SB(S,b) =B yd= (fAb)V(aA-b)
yd=(1Ab)V (aA—b). Esto nos muestra que la expresion de los elementos de SB(S,b)
no es inica.

Sea B un Algebra de Boole, finita no trivial, N[A(B)] = n, S una subélgebra de By
g € B.

;Cémo se determinan los dtomos de SB(S,g)? Si N [A(B)] = n = 1, la tnica subélge-
bra de B es la propia B y cualquier elemento de B pertenece a esa subélgebra, luego
SB(S,g) = B y por lo tanto A(SB(S,g)) = A(B) = {1}. Supongamos que N[A(B)] =
n>1.Si g € S entonces SB(S,g) = S y por lo tanto A(SB(S, g)) = A(S).

Luego el caso que interesa determinar es cuando g ¢ S. La siguiente demostracion fue
indicada por L. Monteiro (1990):

1) Sise S entonces sAg, sA—g € SB(S,g).
En efecto como S C SB(S,9) vy g,—9 € SB(S,g) entonces s A g € SB(S,g),
sAh—ge SB(S,g).

2) Existe s € A(S) tal que s A g # 0.
SisAg =0 V s € A(S) entonces V{sAg: s € A(S)} = 0, esto es
(V{s: s € A(S)})Ag =0, ypor lotanto g =1Ag = 0. Absurdo dado que
g¢s.

3) Ewiste s' € A(S) tal que ' A —g # 0.
Demostracién andloga a la anterior.

4) Sis; Ag#0, saA—g#0 donde sy,82 € A(S) entonces sy A g # s2 N —g.
Sis;Ag=syA—gentonces s AgAg=52A—gAg=0, absurdo.
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5) Si {by,ba,...,b.} es una particion del , he€ B yb;=b;Ah, b, ,=bAN—h, 1<
i <1 entonces {b},by,..., b, bl 1,...b5.} es una particién de 1.

2r T r
En efecto, \/ b5 = V(b AR)V V (b A —h) =
j=1 1 i=1

i=

(V5 ARV IV b) A=B] = (LAR)V (LA =h) =hV —h =1,

Probemos que b, Ab, =0, para v # v, 1 <wu,v < 2r. En efecto podemos tener los
siguientes casos:

i) Si 1 < wu,v < r, entonces b, Abl, =by NANhAby ANh=b, Nby N\h=0Ah=0.

ii) Sir+1 < w,v < 2r, entonces u = r + 4, v =7+ j donde i # j y entonces
AV, =bjAN—=hAbjAN=h=b;Abj A\—h=0A—-h=0.

i) Sil<wu<r, r+1<wv<2r entonces: b, A\b, =b, \hAb, N —h =0.

6) A(SB(S,9)) = {shg:sAhg #0,s € AS)JU{sA—g:s5AN—g # 0,5 €
A(S)}. Sea A(S) = {s1,52,...,8}, y consideremos los elementos s; = s; A g,
si; =8iA—g, 1<t <t Porlovistoenelpunto5) P = {s],85,...,8,St11,- -+ Sh}
es una particién de 1. Luego, por el Lema 4.4.5 A(SB(P)) = {s, € P : s, # 0}.
Veamos que SB(P) = SB(S,g).

En efecto, probemos que SU{g} C SB(P) de donde resultara (i) SB(S, g) € SB(P).

Sear € SU{g}, luego r € S 6 r = g. En este ultimo caso tenemos que r = g =
¢ ¢ ¢

gAN1l =gA(Vs)=Vsing = Vs, € SB(P). Sir € S entonces r = 0,
i=1

i=1 =1

¢

Jr
y en este caso r € SB(P) 6 7 # 0y entonces r = \/ {s;; : s;; € A(S)}, luego
j=1
v Jr
rAng=\{sy; Ng:sy; € AS)} = V{s,} € SB(P) y también
j=1 j=1

Jr jr
rA—g=V{sy A—g:si; € AS)} = V {s,} € SB(P). Por lo tanto
. s

=1

r=rA(gV—g)=(rAg)V(rn—g) € SB(P).

Probemos que (ii) P C SB(S,g). En efecto, sip € P entonces p=s;,1 <i <2ty
por lo tanto p = 8; A g 6 p = s; A —g donde s; € A(S) y por lo visto en 1) en ambos
casos p € SB(S, g).

Por lo tanto, dada una subélgebra S de un 4lgebra de Boole B, finita no trivial, y g ¢ S
para obtener SB(S, g) basta calcular sAg, sA—g donde s € A(S) y luego hacer supremos
de todos aquellos elementos de esta forma que son diferentes de 0.

Observacion 4.5.3 A la subdlgebra S le corresponde una particion P = { X1, Xa, ..., Xi}
de A(B) y a SB(S,g) le corresponde una particion Q de A(B).
s Como se obtiene Q a partir del conocimiento de la particion P y el elemento g ¢ S?

La siguiente demostracién fue indicada por L. Monteiro (1990).

Sig= \/{a::Ifinito}seaY = {a;}iciy W = A(B)\Y.SiW =P estoes A(B)\Y =0,y
i€l

por lo tanto A(B) C Y luego 1 = \/{a: a € A(B)} < V{a;: 4 € I} = g y en consecuencia
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_ 1 de donde resulta g € S, absurdo. Luego W # 0. Entonces —g = V{a € A(B):a €
Pongamos Y; = X; N V,1<i<t, W, = X, NnW, 1 <4<t Vamos a probar que los
conjuntos de la particién Q son precisamente los Y; £ Q) y los Wy # 0.

Por 6) sabemos que:

A(SB(S,9)) ={sng:shg#0,s€ AS)}U{sA—g:sAN—g#0,8€ A(S)}.

Si s A g # 0, entonces existe a € A(B) tal que a < s A\ g, entonces como a <sNg<s
tendremos que a € X; para algin ¢ y como a < s A g < g entonces a € Y, luego
e € X,NY =Y, Si X;NY # 0 entonces existe a € A(B) tal que a € X; NY y por lo
tanto a € X; esto es a < s, s € A(S) yac€Y, estoesa < g, por lo tanto a < sA g,y en
consecuencia s A g # 0. En forma anéloga se demuestra para los Wi.

4.6 Teoria de homomorfismos

Los resultados mas importantes de la teoria de las 4lgebras de Boole se obtienen utilizando
la teoria de homomorfismos.

Si Ay A’ son 4lgebras de Boole y h: A — A es un epimorfismo de A sobre A', (esto es
h(A) = A') entonces se dice que A es una imagen homomoérfica de A.

Lema 4.6.1 Si h es un homomorfismo de A en A’ entonces h(A) es una subdlgebra de
A, que es una imagen homomdrfica de A.

Lema 4.6.2 Sea (A,/\,V,—,O,l) un dlgebra de Boole. A’ un conjunto no wacio donde
estdn definidas dos operaciones binarias “ A7, “V7 y una operacidn unaria “ — 7.
Sean 0,1 € A'. Si eziste una funcién h de A sobre A’ que verifica: HO) h(0) =0, H1)
h(1) = V', H2) h(z Ay) = h(z) A h(y) H3) h(z Vy) = h(z) V h(y), H4) h(-z) = —h(@),

entonces (A',\,V,—,0,1") es un dlgebra de Boole que es una tmagen homomdrfica de A.

Dem. Elegida una axiomatica para las 4lgebras de Boole debemos probar que se verifican
todos los axiomas sobre A’. Aqui puede tener importancia disponer de una axiomatica
“breve” y con axlomas independientes. Indiquemos solo la demostracién de un axioma:

2 Ay = h(z) AR(y) = h(z Ay) =h{y A z) = h(y) Ah(z) =y Az’ [ |

Queremos resolver el siguiente problema: Dada un dlgebra de Boole A como se pueden
obtener todas las imdgenes homomdrficas de A, por intermedio de una construccion efec-
tuada sobre A.

Para resolver este problema vamos a comenzar por resolver un problema anélogo de la
teoria de conjuntos.

Dado un conjunto no vacio E diremos que un conjunto E' es una imagen de E si existe
una transformacién f de E sobre E', esto es f(E) = E'. Se suele decir que E’ es una
imagen de E por intermedio de f.

Es bien conocido que la transformacion f induce una particion, que notaremos Py, sobre

E a saber :
P = {1z} wer-

Esta particién se denomina particién de E inducida por f.
También sabemos que toda particién de E induce una relacién de equivalencia sobre £,
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por lo tanto a la particién Py le corresponde una relacion de equivalencia Ry.
Recordemos que Ry se define del siguiente modo:

a,be E, a Ry b sss existe £’ € E' tal que a,b € (="

luego

a Ry b sss f(a) = f(b)
Representemos por C(a) la clase de equivalencia con respecto a Ry que contiene al ele-
mento a € F, esto es:

Cla)={bec E:b R; a} ={be E: f(b) = f(a)}.

Recordemos aun que si R es una relacién de equivalencia sobre un conjunto E se deno-
mina conjunto cociente de E por R al conjunto de todas las clases de equivalencia con
respecto a R. Este conjunto se representa por la notacién E/R.

Consideremos la transformacién ¢ : E — E/R definida por ¢(z) = C(z). Es bien cono-
cido que ¢ estd bien definida ya que si z = y entonces p(z) = C(z) = C(y) = ¢(¥y).
Ademas ¢ es suryectiva, ya que dado =’ € E/R esto es, ' = C(z) con z € E y entonces
¢(z) = C(z) = 2. Por lo tanto E/R es una imagen de E por intermedio de .

¢ se denomina la transformacién canénica (“conforme a las reglas”) o natural de £
sobre E/R.

Vamos a demostrar que toda imagen de E se puede obtener de este modo, esto es con-
siderando una relacién de equivalencia R sobre E y construyendo el conjunto cociente
E/R. Para ello vamos a demostrar una serie de lemas.

Lema 4.6.3 Si fi(E) = E1, f2(E) = E», y Ry, C Ry,, (esto es, a Ry, b= a Ry b)
entonces existe una Unica funcién h de E; sobre Ey tal que h o fi = fo.

Dem. f
E E,
f l /
h
E,

Sea a; € E, = fi(E), luego a; = fi(a) con a € E y por lo tanto fr(a) = ay € E.
Pongamos por definicién:

h(a1) = ag = fa(a).
Probemos que h est4 bien definida, esto es que si b € E es tal que fi(b) = a, entonces
f2(b) = fa(a).
En efecto, si b € E es tal que f1(b) = a; entonces f1(b) = fi(a) luego a Ry, b de donde
resulta por la hipétesis que a Ry, b esto es, fa(b) = fa(a). Luego h es una funcién de E,
en Fy.
Sea a € E, como fi(a) = a; € E, entonces por la definicién de h tenemos h(a;) = fa(a),
esto es h(fi(a)) = fa(a), y por lo tanto (ho fi)(a) = fa(a).
De aqui resulta que h es suryectiva, ya que si es € Ey entonces ez = fa(e), cone € E, y
por lo tanto fi(e) = es, luego h(er) = (h(fi(e)) = fa(e) = ea.
Probemos finalmente que h es Unica. Supongamos que h, : E; — Ej verifica hy o f; = fa,
y probemos que h(a;) = hi(ay), para todo a; € E;. En efecto a; = fi(a) con a € E
entonces hy(a;) = h1(fi(a)) = (por hipétesis) fo(a) = h(fi(a)) = h(a1), luego h =h;. W
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Lema 4.6.4 Si fi(E) = E1, fa(E) = Ea, y Ry, = Ry, entonces En y By son coordinables.

Dem. Para ello nos basta demostrar que la transformacién h definida anteriormente es
inyectiva. Sean ai,b1 € E, tales que h(a1) = h(b;). Como a1 = fi(a), b = f1 (b) donde
a,b € E, entonces h(fi(a)) = h(fi(b)), esto es fa(a@) = f2(b), por lo tanto a Ry, by como
por hipétesis Ry, = Ry, , entonces @ Ry, b, esto es fi (a) = fa(b), y por lo tanto a; = b. B

Lema 4.6.5 Si f(E) = Ey entonces E' = E/R; es coordinable con Ej.

Dem. Sea ¢ la transformacion canénica de E sobre E' = E/Ry, luego o(E)=FE"

f

E E,

¥
E/Rj
Por el Lema 4.6.4 si probamos que R, = Ry resulta que E; y E/R; son coordinables, lo
que es evidente pués: a R, b <= o(a) = p(b) <= C(a) = C(b) <= a Ry b. [

Por lo tanto, todas las imagenes de un conjunto, no vacio, E se obtienen (a menos de una
biyeccién) considerando relaciones de equivalencia R sobre E y construyendo E /R, dado
que: 1) si R es una relacion de equivalencia definida sobre E entonces E' = E/R es una
imagen de E y 2) si E’ es una imagen de E existe una relacién de equivalencia R definida
sobre E tal que E' es equipotente con E/R.

Lema 4.6.6 Sean fi(E) = Ei, fo(E) = Ea, y que existe una funcién b« By — Ej tal
que ho fi = f2.

a) Entonces necesariamente h es suryectiva y Rp C Ry,.

b) Sila funcion h es ademds inyectiva, entonces Rp = Ry,.
Dem.

a) Ya sabemos que de h o fi = f» resulta que h es suryectiva. Sia Ry, b= fila) =
£1(6) = h(fu(@) = h(fi(8) = fa(0) = fo(b) = a B b

b) Por a) R, C Ry, Supongamos que a Rj, b = fa(a) = f2(b) = (por hipétesis)
h(f1(a)) = h(f1(b)), luego como h es inyectiva fi(a) = fi(b) => a By, b.

||
Retornemos al problema de determinar todas las im4genes homomorficas de un &lgebra
de Boole A. Sea h: A — A" un epimorfismo, luego en particular el conjunto A’ es una
imagen del conjunto A por intermedio de la funcién h. Vimos que toda funcién de A
sobre A’ determina una relacion de equivalencia sobre A, luego h determina una relacién
de equivalencia Ry, sobre A, definida del siguiente modo:

a R, b == h(a)=h(b).
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Lema 4.6.7 En toda dlgebra de Boole, t <y <= —zVy=1.

Dem. —)Dez<y = l=—-csVae<—-zVy.
—)De —zVy=1resultazA(—zVy)=zAl,estoes (zA—2)V (zAYy) =0 =
OV(zAy) =2 = zAy==zx,estoesx < Y. |

Corolario 4.6.1 t=y < —zVy=1y —yVz=1

Observacion 4.6.1
aRyb <= h(a)=h(b) =

—h@)Vh(b)=1y —h(d)Vh(a)=1 <= h(-aVb =1y h(-bVa)=1 <=
—aVbehl(1) y —bvaehl(1).

Esto significa que: el conocimiento de la clase de equivalencia h~'(1) es suficiente para
conocer las restantes clases de equivalencia.

Lema 4.6.8 Sia Ry, byad Ry b, entonces:
1) avad Ry bVV
2) ana Ry bAY
3) —a R, —b

Dem. En efecto, h(aV ') = h(a) V h(a') = h(b) V h(¥') = h(b V b'). Las propiedades 2)
y 3) se demuestran en forma andloga. ]

Las propiedades 1), 2) y 3) se expresan abreviadamente diciendo que la relacidn de equi-

valencia Ry, es compatible con las operaciones de V, A y —, o que Ry es una relacién
de congruencia.

Si h es un homomorfismo de A en A’ se denomina nicleo de h al conjunto:
F = Nuc(h)=h"(1)={z € A: h(z) =1}
y antinicleo al conjunto I = ANwuc(h) = h™1(0) = {z € A: h(z) = 0}.
Lema 4.6.9 F=—]= (def) ={—i:i€I}.
Dem. —ICF. Seaj€—-I = j=—iconie€l = h(j)=h(—1)=—h(i)=
—0=1 = je€F.

FC—-I.SeajeF = h(j)=1 = —h(j)=0 = h(—j)=0
— —jel = j=—(-j)e-L "

Lema 4.6.10 Elnicleo F = Nuc(h) de un homomorfismo h : A — A’ tiene las siguientes
propiedades:

F1) 1€ F.
F2) Siz,y € F, entonces t Ay € F.

F8) Sixz € F ey € A verifica x <y entonces y € F.
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Dem.
F1) Resulta de h(1) = 1.
F2) h(z Ay)=h(z) AR(y) =1A1=1
F3) 1= h(z) = h(z Ay) = h(z) A h(y) =1 AR(y) = 1(y)-
=

Definicién 4.6.1 Una parte F de un dlgebra de Boole A se dice un filtro si verifica las
propiedades F1), F2) y F3).

Por lo tanto, de acuerdo con esta definicién, el nicleo de un homomorfismo es un filtro.

Lema 4.6.11 Si h : A — A’ es un homomorfismo entonces h(a) = h(b) sss existe
n € Nuc(h) tal que aAn=>bAn.

Dem. Vimos en la Observacién 4.6.1 que h(a) = h(b) sss —a Vb € Nuc(h) y
—bV a € Nuc(h). Como Nuc(h) es un filtro, entonces por la propiedad F2) podemos
afirmar que:

n=(—aVb)A(—bVa)€ Nuc(h).

Luego
aAn=aA(—aVb)A(-bVa)=aA(—aVb)=aAb,

y
bAn=>bA(—aVbA(=bVa)=bA(-bVa)=aAb.

Supongamos que existe n € Nuc(h) tal que a An = b An, luego:
h(a) = h(a) A1 = h(a) A h(n) = h(a An) = h(bAn) = h(b) A h(n) = h(b) A1 = h(b).
|

Lema 4.6.12 Si R es una relacién de congruencia definida sobre un dlgebra de Boole A
entonces:

I) C(1) ={z € A:x R1} es un filtro.
II) Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) a Rb.
2) —aVb, —bVaeC(1).
8) Ezisten € C(1) tal quea An=>bAn.

1) ¢(1) = —C(0) = {—z : z € C(O)}.
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Dem.

I) Como 1 R 1 entonces F1) 1 € C(1).
F2) Sean z,y € C(1),luegoz R 1, y R 1,y como R es compatible con A tenemos
que z Ay R 1A1=1, porlotanto z Ay € C(1).
F3) Siz € C(1), entonces z R 1y comoy R yy R es compatible con A tenemos
que zAy R 1Ay =y. Por lo tanto si z < y donde y € A tendremos que z ANy ==z
y por lo tanto z R y y como z R 1 tendremos, dado que R es una relacion de
equivalencia, que y R 1, esto esy € C(1).

Observemos que basta que R sea compatible con A para que C(1) sea un filtro.
II) Probemos que 1 — 2; 2 —3; 3 — 1.

1 — 2) De a R b resulta por ser R compatible con V que 1 = —-aVa R —aVbpor lo
tanto —a V b € C(1). Anslogamente se prueba que —bV a € C(1).

2—-3) De —aVbe C(l)y —bVa € C(1), resulta por ser C(1) un filtro que n =
(—aVb)A(—bVa) € C(1), y se prueba en forma andloga a lo indicado en el
Lema 4.6.11 la propiedad 3).

3 — 1) Supongamos que existe n € C(1) tal que a An =bAn. Den € C(1) resulta
n R 1, luego como R es compatible con A tenemos que aAn R aAl=ay
bAn R bA1l=b,y como por hipdtesis a An =bAn resulta que a R b.

Il z€C(l) <« zR1 <= (porser R compatiblecon “~") —z R —1=0
<~ —-z€C(0) <= z¢e-C(0).

Definicién 4.6.2 En un dlgebra de Boole A se demomina implicacién clasica a la
operacién binaria ¢ — 7 definida sobre A del siquiente modo:

z—y=—xVy, donde z,y€ A
que se lee “x implica clasicamente a y” ¢ mas sencilamente “x implica y”.

De acuerdo con esta definicién el Lema 4.6.7 se puede enunciar del siguiente modo:

Lema 4.6.13 a <b < a—b=1.
y el Corolario 4.6.1 se enuncia

Corolario 4.6.2 a=b «<— a—-b=1yb—a=1.

Lema 4.6.14 La implicacién tiene las siguientes propiedades:
I1) a —a=1.
I2)a— (b—a)=1

I3) a — (aNb) =a —b.
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o Leyes distributivas a izquierda [ 14 )els) |
1) a— (bVe)=(a—bV(a—o).
I5) a — (bAc)=(a—b)A(a—c)

o Leyes antidistributivas a derecha [ 16 ) el7) |
I16) (aVvb)—c=(a—c)A(b—c)
I17) (anb)—c=(a—c)V(b—c)
18) a— (b—c)=(anb) —c
19) a— (b—c)=(a—b)—(a—c)

e Ley de Peirce

110) (@ — b) — a=a.
Lema 4.6.15 Si h es un homomorfismo booleano entonces h(z — y) = h(z) — h(y).
Corolario 4.6.3 h(a) =h(b) <> a—beh™(1) y b—ac h1(1).

Lema 4.6.16 El nicleo F de un homomorfismo booleano h tiene las siguientes propie-
dades:

D1) 1€ F.

D2) Sia€ F ya—be F entonces b€ F (modus ponens).

Definicién 4.6.3 Una parte D de un dlgebra de Boole A se dice un sistema deductivo st
verifica las condiciones D1) y D2).

Lema 4.6.17 D sistema deductivo <= D filtro.

Dem. Necesaria) La propiedad F1) coincide con D1). Sean a,b € D si probamos que
d — (aAb) € D, con d € D entonces por la propiedad D2) resultard que a Ab € D.

Por hipétesis b € D y por 12) b — (a — b) =1 € D luego por D2) deducimos que
a—beD.

Por la propiedad I3) a — (a Ab) = a — b, de donde resulta por lo que acabamos de
probar que a — (a A b) € D, luego como por hipétesis a € D resulta a Ab € D.
Supongamos que a € Dy a < b, donde b es un elemento del 4lgebra. De a < b resulta
a— b=1¢€ D, luego como por hipétesis a € D resulta por D2) que b€ D.

Suficiente) D1) coincide con F1). Supongamos que @, & — b € D, luego como D es un
filtro resulta por la propiedad F2) que aA(a — b) € D. Pero a/ (a — b) = aAb, entonces
como a Ab<b, aAbe D resulta por F3) que b € D. |

Definicién 4.6.4 Dado un filtro F de un dlgebra de Boole A diremos que el elemento
a € A estd relacionado con el elemento b € A, mddulo F y escribiremos a = b (méd.F),
a="b(F) éa=h, sieviste f € F tal queaNf=bAf.
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Lema 4.6.18 La relacidn binaria “ =7 es una congruencia.

Dem.
I) = es una relacién de equivalencia.

1) ComoaAl=aAlyle€ F entonces a = a.

2) Sia = b entonces existe f € F tal que aAf =bA f y por lo tanto bA f =aA f
esto es b = a.

3) Sia = by b = c entonces existen fi,fo € F tales que (i) a A fy = bA fi
y (ii) bA fo = ¢ A fo. De (i) se deduce a A fy A fa = bA fi A foy de (ii)
bAfaANfi=cA foAfi,luego a N fiNfao=cAfi A fa,ycomo f1,fo€e Fy F
es un filtro tenemos que fi; A fo € F'y en consecuencia a = c.

II) = es compatible con “A”, “V7y “=".
Supongamos que a = by a’ = ¥, esto es existen fi, fo € F tales que (i) aA fi = bA fi
y (ll) a A fo=bAf

1) De (i) e (ii) resulta que aAd' A fy Afa =bAU A fi A fay como fi A fo € F
entonces aAa' =bAY.

2) De (i) se deduce —a V —f; = —bV —f; y por lo tanto (—a V —f1) A fi =
(=bV —f1) A f1, luego —a A fi = —b A f1, donde f, € F esto es —a = —b.

3) De 1) y 2) se deduce utilizando las leyes de De Morgan, que = es compatible
con V.

4) Observemos que también se puede probar que = es compatible con V del si-
guiente modo:
(4a) Si a = b entonces a V ¢ = bV c. En efecto, por hipétesis existe f € F
tal que a A f = bA f luego, (a A f) Ve = (bA f)Vey por lo tanto (i)
(aVe)A(fVe)=(BVe)A(fVe) Como Fesunfiltro, fEFy f< fVe
entonces (ii) f V¢ € F. De (i) e (ii) resulta que aVc=bVe.
(4b) Si (ili) a = by (iv) o’ = V' entonces aVa' = bV . En efecto, de (iii) resulta
por (4a) que (v) aVa' =bVa'y de (iv) resulta por (4a) que (Vl) aVvVb=bVb.
De (v) y (vi) tenemos finalmente que aVa' =bV Y.

|
Notaremos C(z) = Cp(z) = {y € A: y = z} (clase de equivalencia que contiene a z € A.)

Lema 4.6.19 F =C(1) y C(0) = —F.

Dem. Siz € FcomozAx =1Az entonces £ = 1 y por lo tanto F' C
Reciprocamente si £ € C(1) entonces z A f = 1A f = f, donde f € F, luego f
como F es un filtro tenemos que x € F, por lo tanto C(1) C F.

Por el lema anterior sabemos que C(1) = —C(0) entonces —F = —C(1) = C(0). [

C(1).
<zy

Acabamos de probar que un filtro F' del dlgebra de Boole d4 origen a una relacién de

equivalencia “ = ”. Al conjunto cociente lo notaremos A/ = 6 A/F. Sobre este conjunto
definamos las siguientes operaciones:

—C(z) =C(~x); C(z)AC(y)=C(zAy); Clz)VC(y)=ClzVy).
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Como “ =" es compatible con las operaciones “A”, “V”y “ —7 podemos afirmar que
estas operaciones estan bien definidas.

Tenemos asi un sistema (4/F,A,V,—,C(1),C(0)). Sip: A — A/F esté definida por
¢(z) = C(x) para todo z € A entonces ¢ es una funcién suryectiva que verifica (1) =
C(1), (0) = C0), p(z Ay) = o(z) A py), ez Vy) =e@) V), ¢(-2) = —¢(),
luego por el Lema 4.6.2, A/F es un lgebra de Boole que es una imagen homomorfica de
A. ¢ se denomina el homomorfismo canénico o natural de A sobre A/F,y A/F el dlgebra
cociente de A por F o el dlgebra cociente de A por = .

Observemos atn que Nuc(p) = {z € A: p(z) =C(1)} = {z € A: C(z) = C(1)} =
{rcA:z=1}=C(Q1)=F.

Lema 4.6.20 Sean A, A, Ay dlgebras de Boole, hy : A — Ay hy : A — Ay epimorfis-
mos booleanos tales que Nuc(hy) = Nuc(hy). Entonces Ay y Az son dlgebras de Boole
isomorfas.

Dem. Nuc(hi) = Nuc(hg), equivale a decir que Ry, = Ry, luego la transformacion
h: A; — A, definida por h(a1) = ha(a), donde hi(a) = a1 es una biyeccion de A en A
(ver Lema 4.6.4) que verifica hohy = he y ademés h es tnica. Probemos que en este caso
h es un homomorfismo booleano.

Hl) h(al V bl) = h(al) \Y h(bl)
Sean a,b € A tales que hi(a) = a1, (b)) = b1 entonces h(ai) V k(b)) =
h(hi(a)) V h(hi(b)) = ha(a) V ha(b) = ha(aV b) = (ho hi)(a V b) = h(hi(a V b))
h(h] (a) V hl(b)) = h(a1 \% bl)

H2) h(—a1) = h(—hi(a)) = h(h(—a)) = ha(—a) = —ha(a) = —((ho hi)(a)) =
—(h(ha(a1)) = —h(a1).

De H1) y H2) se deduce H3) h(ay A by) = h(a1) A h(b;). De estas tres propiedades se
deduce H4) h(1) =1y h(0) =0. ]

I

Corolario 4.6.4 Si A y A’ son dlgebras de Boole y h es un homomorfismo booleano de
A sobre A’ entonces A’ es isomorfa a A/Nuc(h).

Dem. Sea F = Nuc(h), luego F es un filtro de A y en consecuencia A” = A/Nuc(h) es
un 4lgebra de Boole. Ademés ¢(z) = Cnuc(n)(#) s un epimorfismo booleano de A en A"
tal que Nuc(p) = F = Nuc(h) y por lo tanto A" = A/Nuc(h). |

Acabamos asi de probar que todas las imagenes homomorficas de un 4lgebra de Boole A
se obtienen (a menos de isomorfismo) considerando filtros F* de A y construyendo A/F.

Si A es un 4lgebra de Boole, y f € A notaremos con F(f), [f, 1] 6 [f) al conjunto
{zeA: f <z}
Lema 4.6.21 [f) es un filtro de A.

Dem. Como f < 1 entonces F1) 1 € [f). Probemos la propiedad F2) Siz,y € [f) esto
es f <z, f <yentonces f <z Ay luego z Ay € [f). Demostremos F3) Sea z € [f) e
y € A tal que z < y, entonces como f < x tenemos que f <y estoesy € [f)- [
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Definicién 4.6.5 Un filtro F de A se dice principal si eziste f € A tal que F = [f).
Lema 4.6.22 En un dlgebra de Boole finita A, todos los filtros son principales.

Dem. Sea Funfiltroy f = A z. Como A es finita entonces F' es un conjunto finito y
zeF
por lo tanto, existe el infimo f, y ademds como F es un filtro (2) f € F.

Por lo tanto si y € F entonces f = A z < y, por lo tanto y € [f). Reciprocamente si
z€EF
y € [f) esto es f < y por lo tanto de (2) y teniendo en cuenta que F es un filtro resulta

que y € F. |
Lema 4.6.23 Dado un filtro principal [f), entoncesa =b (mdd. [f)) <= anf =>bAf.

Dem. = )Sia=0b (méd. [f)) existe n € [f) ,estoes f <n, talque aAn=>bAmn,
luego a A fAn=bAfAn,ycomo fAn=ftenemosaAf=>bAf.

«=) Como f € [f) es claro que a = b (méd. [f)). [
Sea A el algebra de Boole indicada en la figura y consideremos el filtro principal [f).

A 1
d e o f
CLI >b< C
g o [0falo[e[d[e[J]1]
[znflofofblc[blc[f]f]

Luego C(0) = {0,a}, C(b) = {6,d}, C() = {e.e}, C(1) = {1,f} = ).

Ejercicio. Dada el dlgebra de Boole By, con cuatro dtomos, indicada en la siguiente figura,
y el filtro [b) determinar todas las clase de equivalencia médulo [b).
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Sean p,u elementos de un 4lgebra de Boole tales que p < u. Sabemos que el segmento
S = [p,u] es un reticulado distributivo con primer elemento p y dltimo elemento u.

Lema 4.6.24 S = [p,u] es un digebra de Boole.

Dem. Para ello necesitamos probar que todo elemento de S tiene un complemento en
S, esto es que si s € S existe deStalquesAs =pysVs =u
Pongamos por definicién:

& =pV(-sAu

luegop_<_pV(——s/\u)=(p\/—s)/\(qu)=(p\/—s)/\u§u,yporlotanto ses.
s/\s’zs/\[pv(—s/\u)]=(s/\p)v(s/\—s/\u)=p\/0=p.

sVs =sVpV(—sAu)=sV(-sAu)= (sV—8)A(sVu)=1Au=1u. [
Corolario 4.6.5 S = [0,u] = (u] es un dlgebra de Boole donde el complemento de s € S
ess = —sAu, yT =u,1] = [u) es un dlgebra de Boole donde el complemento det € T
est' = —tVu.

Lema 4.6.25 Si A es un dlgebra de Boole y u € A entonces A = A/[u) es isomorfa a
A" = (u).

Dem. Dado a € A, sea h{a) = a Ay, como 0 < aiu < u entonces h es una
transformacion de A en (u]. Ademds dado y € (ul, esto es 0 < ¥ < u, como y € A

entonces h(y) =y Au = y. Esto prueba que h es suryectiva y que deja invariantes a los
elementos de (u]. Ademas

hMaAb)=aAbAu=alNuNbAu= h(a) A h(b).
(h(a)) = —h(a)Au = —(aAu)Au = (—aV—u)Au = (—aAu)V(—ulu) = —aAu = h(—a).
Acabamos asi de probar que h es un epimorfismo booleano. Sea ¢ el homomorfismo
natural de A sobre A’ = A/[u). Si probamos que NN uc(¢) = Nuc(h) entonces por el Lema
4.6.20, resultars que A’ = A/[u) es isomorfa a (u].
En efecto, © € Nuc(p) <= z€u) < u=sAuU= h(z) < z € Nuc(h). ®

Lema 4.6.26 Si C es una clase de equivalencia mddulo [u) entonces el conjunto C'N (u]
contiene un dnico elemento.

Dem. 1) Cn(u] #0.8eaz € C, luego hz) = zAu € (u] y h(z) Nu =z Auhu=TNU,
por lo tanto h(z) = z (méd. [u)) y como = € C tenemos que h(z) € C y en consecuencia
h(z) € C N (u).

2) El elemento es tGnico. Siz,y € C N (u] entonces tendremos que (i) z,y € Cy (i)
z,y € (u]. De (i) resulta que =y (méd. [u)) esto es (iil) & Au =1y Aw,y como por (ii)
tenemos 0 < z < u, 0 <y < u, de (iii) resulta que z =y. |

Lema 4.6.27 Si A es un dlgebra de Boole y F' un filtro de A, entonces toda clase de
equivalencia modulo F es coordinable con F. (A. Monteiro, 1978.)

Dem. Sea C una clase de equivalencia médulo F. Vamos a definir una funcién g de F'
en C del siguiente modo:

g(f)=(f = n(c—==(-FVA(=cV])

cualquiera que sea f € F,ce C, ¢ fijo.
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1)

3)

Lema 4.6.28 Si z € (u] entonces Cpy)(z) = [z, 2 V —u]. (L. Monteiro, 1996.)

Dem.

g(f) eC.

129

G A= (—fVOA(=eV INF= (VNS =(=FA)V(cAf) =cAf. Por

lo tanto como f € F esto significa que g(f) = ¢ (méd. F) y en consecuencia como

¢ € C tenemos que g(f) € C.

g es suryectiva.

Dado b € C tenemos que ¢ = b (méd. F), luego (—cVb), (—bVec) € F'y como F es un
filtro tenemos que f = (—cVb) A(—bVc) € F, entonces g(f) = (—fVe)A(—cV f) =

[—((=e VB A(=bVe)) V] A[—cV ((—cVb)A(=bVc))] =
[(cA=B)V (BA—=C)VA[-cV((—cVb)A(=bVc))] =
bA——c)Ve|A[(—cVB)A(—cV —=bVc)]=

&b\/c)/\(—c\/c)]/\[(—ch)/\1]=(ch)/\(—ch)=bV(c/\——c) =b.

g es inyectiva.
Supongamos que g(f1) = g(f2) donde f1, fo € F, esto es

1) (AvVAA(=eVha)=(-fiVA(=cV f)
luego
cA(—five)A(—cV fiy=cA(—faVe)A(=cV fr)

y por lo tanto
cA(=cV fi)=cA(—cV fo)
esto es
(2) enfi=cAfa
Anélogamente de (1) se deduce

—cA(=fiVe)A(—=cV fi) =—cA(=frVc)A(=cV fa)
luego
—cA(=five)=—cA(=faVe)

esto es
—cA—f1=—cA—fa

y por lo tanto
(3) C\/f1=C\/f2.
De (2) v (3) resulta por la ley de simplificacién que f; = fo.

l=zV-z<yV—zporlotanto (3) —zVy=1¢€ [u).
De (2) resulta —x Au < —y y por lo tanto zV (—z Aw) < 2V —y, luego (4) 2V u =
IAN(zVu)=(zV —z)A(zVu) <zV—y Como (5) u < zV u, entonces de (4) y (5)
resulta u < zV —y y como u € [u) y [u) es un filtro tenemos (6) £V —y € [u). De (3) y
(6) resulta que y = z (mdd. [u)) y por lo tanto [z,z V —u] C C(x).
Seay € Clyy(z) estoes —zVy € [u) y 2V —y € [u), luego (7) u < —zVy,y (8) u < zV—y.

Sea y € [z,zV —u], esto es (1) z <y e (2) y < « V —u, entonces de (1) resulta
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De (7) resulta z A —y < —u y en consecuencia z A —y Au < —u Au = 0, por lo tanto
¢ A —yAu = 0y como por hipétesis & < u, tenemos finalmente x A —y = 0, esto es
z < y. De (8) se deduce y A —& < —u y por lotantoy < zVy= (zVy A(zV-—z)=
zV(yA—z)<zV-—u [ |

Vimos que dada una relacién de congruencia R sobre un algebra de Boole A, a R le
corresponde un filtro de A, a saber F' = Cr(1). Pongamos:

¥(R) = Cr(1).

Reciprocamente dado un filtro F de A, él induce una relaciéon de congruencia sobre A , a
saber “ a =b (méd. F) <= aAf=>bA f donde feF y¥=)=Cz(1)=F Porlo
tanto ¥ es suryectiva.

Supongamos ahora que R; y Rp son dos relaciones de congruencia sobre A tales que
R: # Ry, luego existen a,b € A tales que a Ribya PBbbaRbya R b).
En el primer caso a Ry b < —aVb,—bVa € Cr,(1). Si Cg,(1) = Cg,(1), entonces
—aVbh, —bVa € Cg,(1) esto es a Ry b absurdo. En el otro caso la demostracién es analoga.
Acabamos asi de probar que ¥ es biyectiva, por lo tanto existe una biyeccion entre rela-
ciones de congruencia sobre un dlgebra de Boole A y la familia de todos los filtros de A.

Dada un 4lgebra de Boole A las siguientes relaciones binarias son relaciones de congruencia
sobre A:

1)z Iy < z=y, (Relacién Identidad).
2) z U y V z,y € A, (Relacién Universal).

Estas dos relaciones se denominan relaciones triviales. En el primer caso tenemos
Ci(z) = {z} cualquiera que sea ¢ € Ay en el segundo caso Cy(z) = A cualquiera que
sea x € A.

Observemos que si A tiene un sélo elemento entonces I = U y que esta es la dnica relacion
de congruencia que se puede definir sobre A, y si A tiene més de un elemento entonces
I # U, y la funcién ¥ definida precedentemente verifica:

v =0)={1}=[) y W) =Cu(1)=A=[0).

Se plantea en forma natural la siguiente pregunta ; Cuéles son las lgebras de Boole, con
mas de un elemento, en las cuales las tnicas relaciones de congruencia son I y U?

Definicién 4.6.6 Un dlgebra de Boole A se dice simple si:
1) A tiene mas de un elemento (esto es, A no es trivial)

2) Las tinicas relaciones de congruencia sobre A son las triviales.

Lema 4.6.29 Un dlgebra de Boole A es simple sss
1) A no es trivial.

2) Los tinicos filtros de A son [1) = {1} y [0) = A.
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Dem. Es una consecuencia inmediata de la biyeccién existente entre las relaciones de
congruencia sobre A y la familia de todos los filtros de A. |

Lema 4.6.30 Un dlgebra de Boole A es simple sss
1) A no es trivial.

2) Las tnicas imdgenes homomdrficas de A son isomorfas a A ¢ a un dlgebra trivial.

Dem. =) Por hipétesis [I) = {1} y [0) = A son los tnicos filtros de A y como
todas las imagenes homomérficas de A se obtienen (a menos de isomorfismo) haciendo el
cociente de A por un filtro de A, las dnicas imégenes homomérficas de A son isomorfas a
A/[1)=2 Aéa AJ[0) = {0}.

+=) Supongamos que A no es trivial y que las Unicas imégenes homomorficas A’ de A
son isomorfas a A 6 a un 4lgebra con un sélo elemento {0}. Sea h : A — A’ el isomorfismo
en cuestién. Sabemos que + Rp, y <= h(z) = h(y) es una relacién de congruencia,
luego como h es biunivoca  Rp y <= 2z =y. En el caso que A’ =2 A tendremos que
R, =1, yenelcaso que A’ = {0} tendremos z Ry y, V 2,y € A < Ry=U B

Lema 4.6.31 Las 4nicas dlgebras de Boole simples son isomorfas a {0,1}.

Dem. Es claro que B = {0,1} es un &lgebra de Boole simple. Si B tiene mas de
dos elementos, existe z € B, z # 0, = # 1, por lo tanto el filtro [z) verifica [z) # [1),
[z) # [0) = B, y en consecuencia B no es simple.

4.7 Teoria de filtros

En este pérrafo, salvo mencién en contrario, vamos a considerar reticulados R con ultimo
elemento 1. Entonces:

Lema 4.7.1 Si {F;}icr es una familia de filtros de R entonces F = N F; es un filtro de
icl
R.

Sea G'C Ry {F;}ics la familia de todos los filtros de R que contienen a G. Esta familia

no es vacia ya que R es uno de sus elementos. Por el Lema 4.7.1, F(G) = () F; es un
iel

filtro y es claro que G C F(G), y F(G) es el menor filtro que contiene a G. F(G) se

denomina filtro generado por G.

Observemos que si G = @) entonces F(0) = {1} y que si G = {1} también F({1}) = {1}.

Lema 4.7.2 Si G es una parte no vacia de R y

t
H={z € R: existen g1,g2,...,9 € G tales que A g; <z}
i=1

entonces F(G) = H.
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Dem.
1) H C F(G).
Sea z € H, luego existen (1) g1,92,..-,9t € G tales que (2) /t\ gi < z. Como (3)
G C F(G) de (1) y (3) resulta (4) g1, 02,9 € F(G), luego como F(G) es un
filtro tenemos que () /t\ g; € F(G). De (5) y (2) resulta por ser F(G) un filtro que
z € F(G). -
2) F(G)C H.

2a) GCH.
Sea g € G, entonces como g A g < g tenemos que g € H.
2b) H es un filtro.
Como gA g < 1 cualquiera que sea g € G entonces 1 € H. Siz,y € H entonces
t

N g: <z ,donde g; € Gparal <1< sy /\g;gy,dondelgigsyg;EG
i=1 j=1
para 1 < j <t, luego:

8 t
NoiA Ngi<eny
i=1 j=1

y por lo tanto z Ay € H.

Siz e Hey € R verifica (1) < y entonces (2) A\ g; < , donde B)geCG
i=1

para 1 <i < s. De (1) y (2) resulta A g; <y, luego por (3) y € H.
i=1

De 2a) y 2b) resulta 2)
|

Lema 4.7.3 Si G es una parte finita no vacia de R, entonces F(G) es un filtro principal
de R y reciprocamente, todo filtro principal de R tiene un conjunto finito de generadores.

t
Dem. Sea G = {g1,92,---,9:} Y 9 = /\ gi- Probemos que [g) = F(G). En efecto, si
i=1
8
y € F(Q) entonces por el Lema 4.7.2 A g;. <y, donde g;- € G paral < j < s, luego como
=1
t 8 , ! t
g=Ng < N\g; <y, resultayc [9). Reciprocamente si y € [g) entonces g = A g <y,
i=1 j=1 i=1
luego por el Lema 4.7.2 y € F (G). Supongamos ahora que F es un filtro principal, esto

es F = [g), donde g € R, luego y € [g) <= g <y loque equivale a decir, teniendo en
cuenta el Lema 4.7.2 que y € F({g}), por lo tanto [g) = F({g})- ]
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Ejemplo 4.7.1 Sea R el reticulado cuyo diagrama se indica, G = {f, g} entonces F(G) =
F({fng})=I[frg)=1d)

Si R es un reticulado, sin tltimo elemento, un subconjunto, no vacio, F' de R se dice un
filtro de R si se verifican: F2) Si z,y € F entonces t Ay € F' y F3)Size F,eyc R
verifica < y entonces y € F.

Observemos que cualquiera que sea el elemento x del reticulado R entonces [x) es un filtro

de R.

Definicién 4.7.1 Un filtro F de un reticulado R, no necesariamente con tltimo elemento,
se dice propio si F # R.

Lema 4.7.4 Si R es un reticulado con primer elemento 0 entonces: F propio <= 0¢ F

Dem. =) Si0 € F entonces como 0 < z para todo z € R tendriamos que z € F para
todo z € R y por lo tanto F = R, absurdo.
<=) Si 0 ¢ F entonces F # R. [

Definicién 4.7.2 Se dice que una parte no vacia X de un reticulado R con primer
elemento 0 tiene la propiedad de interseccion finita (PIF) si el infimo de cualquier
familia finita, no vacia, de elementos de X es diferente del elemento O. Esto es st

k13
T1,T2,...,Tn € X entonces N\ x; # 0.
i=1

Observemos que si el conjunto X verifica que existe A =y A z # 0 entonces X tiene

reX reX
la PIF, dado que si § #Y C X, Y finito, entonces 0# A z< A v.
zeX yey

Lema 4.7.5 Sea un reticulado R con primer elemento 0, y @ # G C R entonces F(G) es
un filtro propio <= G tiene la PIF.

t
Dem. —>) Sean g¢i,92,.-.,9: € G y supongamos que /\ g; = 0, entonces como
i=1
G C F(G) resulta que g1, 92, ..., g € F(G), y como F(G) es un filtro entonces 0 € F(G).
Absurdo.

t
«=) Si 0 € F(G) entonces existen elementos g1, g2, .., g: € G tales que N\ 9 <0y por
i=1

t
lo tanto A g; =0. [ [}
i=1



134 L. Montewro

Representemos con F(R) el conjunto de todos los filtros de un reticulado no trivial R.

Definicién 4.7.3 Un filtro F de R se dice irreducible s

1) F es propio.

2) Si F = FyN Fy donde Fy, Fy € F(R) entonces F = F, ¢ F=F.
y se dice completarnente irreducible s:

1) F es propio.

9) Si F =\ Fi donde F; € F(R) Vi€ I entonces eziste ig € I tal que F = Fj,.
icl

De acuerdo con este definicién es claro que todo filtro completamente irreducible es irre-
ducible.

Observacién 4.7.1 Si R es una cadena yz € R es tal que [z) es un filtro propio entonces
[z) es irreducible. Supongamos que [z) = F1 0 Fy, donde F, y F, son filtros de R, y que
[z) # Fy y [z) # Fp. Como [z) = F1N F, C F, y [zr) = Fi N Fy C F, entonces tenemos
que [z) C Fy y [z) C Fa. Sean f1 € F1\ [z) y fo € P2\ [z). De fi, f2 ¢ [z) resulta por ser
R una cadena que fi, fa < x y por lo tanto fiVfp <z Como fr < f1V fa, fo < f1V fo,
fi€ By, fa€e Fr y Fy y Fay son filtros de R resulta que fiV f2 € Fiy fiV fa € Fz. Por
lo tanto iV fa € F1 0 Fy = [z) y en consecuencia (2) < fiV fa. De (1) y (2) resulta
que x = f1V fa, y como R es una cadena fa < f1 6 fr < fa luego z = fi 6z = fr ypor
lo tanto f1 € [z) 6 f2 € [%).

Definicién 4.7.4 Dado un subconjunto {Z:}ier de elementos de un reticulado R se dice
que s € R es el supremo de dicho subconjunto y se nota s = \[ z; si se verifican:
el

SG1) z; < s para todo 1 € I.

SG2) Siy € R wverifica £; <y para todo i € I, entonces s < Y.

Lema 4.7.6 Si R es un reticulado y {z;}ier € R es tal que eziste T = V z; entonces

(@) = [V @) = os):

icl iel

Dem. Seay € [z) esto es z < y. Como z; < \/ 2; = =, para todo i € I entonces

z; < y para todo i € I, esto es y € [z;) para to:ieoli € I,y por lo tanto y € ([z:)-

Reciprocamente si y € ﬂ [z;), entonces y € [x;) para todo @ € I,estoesz; <y parza% Itodo

1 € I,y por lo tanto = il\/lxi <y,estoesy c [%). |
ic
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Corolario 4.7.1 Si R es un reticulado y a,b € R entonces [a V b) = [a) N [b).

Observacion 4.7.2 Sabemos que el conjunto R de los nimeros reales forman un reti-

culado distributivo. Sea x € R eY = {y € R : y < z}. Probemos que (i) z = \/ y.
yey
Por hipdtesisy < z, Yy € Y, luego = es una cota superior de Y. Supongamos que (ii)

y<z', Vy€eY yprobemos que x < z'. En efecto caso contrario, como R es una cadena,
tendriamos x' < xz, luego existe r € R tal que ' < r < x. Der < z resulta quer € Y
luego por (1) r < z'. Tenemos asi que x’' <r yr < z’, absurdo.

De (i) resulta que [z) = () [y) y por lo tanto [z) # [y) para todo y €Y, esto es [x) no es
yey
un filtro completamente irreducible.

Como [z) # R y R es una cadena, podemos afirmar en virtud de la Observacion 4.7.1
que [x) es un filtro irreducible.

Si R es un reticulado, F € F(R) y a € R representaremos con F(F,a) el filtro generado
por el conjunto F U {a}.

Lema 4.7.7 Si F € F(R) yT = {t € R: existe f € F talque a A f < t} entonces
F(F,a)=T.

Dem. Seat € F(F,a), por el Lema 4.7.2 sabemos que existe G = {g1,92,...,9s} C
FuU{a} talque A ¢g; <t

i=1

1) Si G C F entonces h = A g; € F, luego a Ah < h <t,donde h € F, de donde
i=1
resulta que t € T.

8
2) Si G C {a} entonces h = A ¢g; = a, luego a A f < a = h < t, cualquiera que sea
i=1
f€F,yporlotantot € T.

S
3)SiGNF # By Gn{a} # 0, entonces A ¢gNa = Ag <t y como
gieGnF i=1
A gi € F,entonces t € T.
g €EGNF

Reciprocamente, si t € T entonces existe f € F tal que (1) f Aa < t. Como f,a €
FU{a} C F(F,a) entonces (2) f Aa € F(F,a). De (1) y (2) resulta t € F(F,a). [

Corolario 4.7.2 Si R es un reticulado y a,b € R entonces F([b),a) = [a A D).

Dem. Seat € F([b),a) entonces por el Lema 4.7.7: (1) f Aa <t donde f € [b), esto es
@ b< f

De (1) resulta f AaAb < bAt <t luego teniendo en cuenta (2) tenemos a Ab <ty por
lo tanto t € [a A b).

Seat € [aADb), esto es a A b < t, luego como b € [b) tenemos por el Lema 4.7.7 que
t € F([p),a). [
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Lema 4.7.8 Si R es un reticulado y a,b € R entonces F([a) U b)) = F([a),b).
Dem. Sean Fy = F([a) U b)) y F» = F([a),b). Como
@) U {6} € [a) U D) € F([9) U b)) = F

entonces Fy = F([a),b) C Fi. Probemos ahora que F; & F. En efecto, [a) C [a) U {b} C
F([a),b) luego (1) [a) € F([a),b). Sea v € [b), esto es b < x luego como b € F([a),b)
tenemos que z € F([a),b), por lo tanto (2) [6) € F([a),b). De (1) y (2) resulta que
[2) U[b) C F([a),b) y en consecuencia Fy = F([a) U b)) € F(la),b) = F2. ]

Corolario 4.7.3 Si R es un reticulado y a,b € R entonces F([a) U [)) = [a A D).
Dem. Es una consecuencia inmediata del Lema 4.7.8 v el Corolario 4.7.2. |

Vamos a indicar algunas propiedades del conjunto F (R). Es claro que (F (R),C) es
un conjunto ordenado, que tiene ultimo elemento R, y primer elemento [1) = {1}.
Anslogamente (F(R),2) es un conjunto ordenado, que tiene primer elemento R y ul-
timo elemento [1) = {1}. Ademas (F(R),S)" = (F(R),2). De ahora en adelante para
referirnos a estos conjuntos ordenados, notaremos mas sencillamente F(R) y F*(R).

R F(R) F*(R)

0) =R [1) = {1}
/ib [a O/OO b)  [o) /Ol 1

AN
e! d [)
N 0 \m:{l} [o(;a

Observemos que si R no tiene ltimo elemento entonces F(R) no tiene primer elemento.
En efecto, si F(R) tuviese primer elemento entonces existirfa un filtro P tal que (1) P C F
cualquiera que sea F' € F(R). Este filtro sélo puede contener un elemento, en efecto, sean
2,y € P, luego teniendo en cuenta (1) y € P C [) y z € P C [y), entonces z < y €
y < x, esto es  =y. Por lo tanto P = {p}, luego por (1) {p} C [r) para todor € R, esto
esr < pparatodor € Ryen consecuencia p seria dltimo elemento de R, absurdo.

Si ponemos por definicién h(z) = [z), donde z € R entonces h es una funcién de R en
F(R) que verifica:
<y < hz)=[z)2M)=h{)

Observemos que esta funcién no es necesariamente suryectiva. En efecto, en el conjunto
de los nimeros reales R dado z¢ € R, el conjunto F = {y € R : xo < y} es un filtro que
no es principal.

Representemos con FP(R) el conjunto de todos los filtros principales de un reticulado
distributivo R, entonces h es una funcién suryectiva de R en FP(R) y por lo tanto h
es un antiisomorfismo de orden de (R, <) en (FP(R),C) y un isomorfismo de orden de
(R,<) en (FP(R),2). Luego en el caso en que R es finito tenemos:

(R,<) = (FP(R),C)" = (FP(R),2).
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Si Fy, Fy € F(R) pongamos por definicién:
FNFEB=RNEF

entonces es claro que F; M F; es el infimo de los elementos Fy y Fy del conjunto ordenado
(F(R),C). Pero no podemos afirmar que Fj U F; es el supremo de estos elementos pues
en general F; U F;, no es un filtro.

Lema 4.7.9 El supremo de dos filtros de R es el filtro generado por su unién.

Dem. En efecto, 1 CFLUFR C F(FLUFR)y F, C FUF, C F(F, UF,), luego
F(F, U F3) es una cota superior del conjunto {Fi, F>}. Supongamos ahora que F € F(R)
verifica F1 C F'y Fp C F, luego F; U F5 C F y por lo tanto F(F; U ) C F. [ |

Notaremos Fy U Fy = F(F} U Fy).

Acabamos asi de probar que el conjunto ordenado (F(R), C) es un reticulado con primer
elemento [1) y dltimo elemento R.

NOTACION: Si X e Y son subconjuntos de un reticulado R pongamos:
XANY={zAy:ze X, yeY}

Lema 4.7.10 Si F; y F; son filtros de un reticulado distributivo R entonces Fy A Fy es
un filtro de R y F(Fy U Fy) = Fy A Fy.

Dem.

1) Fi A F; es un filtro.
Como 1 € Fy, F; entonces F1) 1 =1A1 € Fy A F5. Sean x,y € Fy A\ F; entonces
z = fiNf2, y = g1/Ag2 donde f1,g1 € Fi, f2,92 € F, y por lo tanto zAy = (fiAg)A
(f2Age) donde fiAg, € Fiy foAgs € Fyluego, stAy € FiAF,. Siz € FiAFyey € R
verifica z <y entonces z = fiA fa, ey =yVaz =yV(irfo) =YV i) A(yV f).
Como f; € Fy (f» € Fy) entonces yV f; € Fi ey V f, € F, y en consecuencia
Yy c F1 A Fz.

2) AEANF, CF(FLUR).
Sea fe€ FyANFyluego f=fiAfodonde fy€ F1y fo € Fy. Como F;, CF,UF, C
F(FRUFR)yF R CFRUF CF(FUPE), entonces f = fiA f € F(F1 U F).

3) FUR CF AR,
F,CFNF,.
Si f € Fy entonces f = fA(fV f2) cqs fo € Fo y como f, € F tenemos que
fV f2 € Fy. Por lo tanto f € Fy A Fy, luego (i) F; C Fi A F,. En forma anéloga se
demuestra (ii) F> € Fi A F;. De (i) e (ii) resulta (3).

4) F(F] U F2) C Fi A Fy.
Es una consecuencia inmediata de 1) y 3)

La parte 4) de este lema también se puede demostrar usando el Lema 4.7.2. |
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El lema anterior no vale si el reticulado no es distributivo. En efecto, consideremos el
reticulado R cuyo diagrama se indica:

R 1
a g b c
0

entonces [a) = {a,1}, [¢) = {¢,1} ¥ [@)Ale)={anc,aAL,1ACTA 1} = {0,a,¢,1} no
es un filtro de R. Observemos que F([a) U [c)) = B

Lema 4.7.11 El conjunto F(R) de todos los filtros de un reticulado distributivo R con

dltimo elemento, ordenado por inclusidn es umn reticulado distributivo con primer y ultimo
elemento.

Dem. Para ello basta probar que:
AN (FRUFR)=FNFR)UETD F3).
Pero sabemos que en todo reticulado vale
(FNEB)U(FRNE)C RN (Fy Ul F3).

Probemos que
FN(FRUF)C(RNER)UEN F3)

esto es que
FN(RUR)C(FRNR)UEN F3)

y por lo tanto debemos probar

Fin (Fz A Fg) - (Fl n Fz) A (Fl N Fg)

Sea f € Fy N (Fy A F3), luego f € Fy y f=faAfsdonde fr€ F2y f € F.

Como f< fVfo,fe€Fiy Fiesun filtro tenemos f V f» € Fy y andlogamente como
fo <fVfy fo€ Ry Fpesun filtro resulta que fV fy € F5. Por lo tanto fV fa € FyNFa.
Anslogamente se prueba que fV fs € Fy N F3, y por lo tanto

(FV ) A(FV f3) € (FLNF) A (Fi N ),
luego como R es distributivo
FV(fahfz) € (RN E) A (F1 0O F),
y como f = fo A fs entonces fV (f2 A f3) = f lo que prueba que

f e (FLNEF)A(FNE).
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Vimos que si a, b son elementos de un reticulado R:
(1) [a) M1 [b) = (por def.) = [a) N [b) = (por Corolario 4.7.1) = [a V b).
(2) [a) U [b) = (por def.) = F([a) U [b)) = (por Corolario 4.7.3) = [a A b).
Probemos que si a,b € R, donde R es un reticulado distributivo entonces:
(3) [a) A D) =[aAb).

En efecto, [a) A [b) = (por Lema 4.7.10) = F([a) U [b)] = (por (1)) = F([a A b)) = [a A b).

De aqui resulta que en los reticulados distributivos:
@) U[b) = [a A b) = [a) A [b).

Observacién 4.7.3 Si R no es distributivo, no podemos afirmar que [a) A [b) = [a A b).
En efecto consideremos el reticulado R indicado precedentemente. Entonces [a) A [b) =
{0,a,b,1} y [aAnb) =R.

Teorema 4.7.1 Sea R un reticulado no trivial tal que el conjunto de todos los filtros de
R, ordenado por C es un reticulado distributivo, entonces R es distributivo.

Dem. Como

[@) 1 (1) U [e)) = ([a) M [b)) U ([a) TV [c)),
entonces por el Corolario 4.7.3 [b) L [¢) = F([b) U [c)) = [bAc¢) y por el Corolario 4.7.1
[@) M [p) =[a)N[b) = [a Vb), y andlogamente [a) M [c) = [a V ¢) luego

[@)N[bAc)=[aVb)UaVec),
y por lo tanto teniendo en cuenta nuevamente los Corolarios 4.7.1 y 4.7.3 tenemos
[aV (bAc))=[(aVb)A(aVc)),

luego
aVbAc)=(aVb)A(aVec).
|
Lema 4.7.12 Si {F,};c; es una cadena de filtros de un reticulado R entonces F' = |J F;
i€l
es un filtro de R.

Sea F un filtro propio de Ry b ¢ F, notaremos
F(Fb)={F e F(R): FCF,b¢ F'}

Es claro que F € F(F,b) y que (F(F,b),C) es un conjunto ordenado.

Veamos que este conjunto es inductivo superiormente, esto es que toda cadena K de
elementos del conjunto F(F,b) tiene una cota superior en F(F,b) (Observacién: la recta
IR con su orden natural no es un conjunto inductivo superiormente, R es una cadena de
R y no tiene cota superior en R).
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Sea C = {F,}ics una cadena de F(F, b) y consideremos el conjunto F' = |J F;, entonces
i€l
por el Lema 4.7.12 (1) F' € F(R), ademas (2) b ¢ F', ya que b ¢ F; cualquiera que sea
i € I. Como F C F; para todo ¢ € I entonces (3) FC U F; = F', y por lo tanto de (1)
i€l
y (2) resulta que (4) F' € F (F,b), y de (3) y (4) que F' es una cota superior de K que
pertenece al conjunto F (F,b). Observemos que F' es un filtro propio de R ya que b ¢ F'.
Como el conjunto F(F,b) es inductivo superiormente, por el lema de Zorn, podemos
afirmar que este conjunto tiene por lo menos un elemento maximo.

Qi R es un reticulado no trivial y tiene Gltimo elemento 1, sea y € R tal que y # 1,
entonces [1) = {1} es un filtro de R que no contiene al elemento y. Sea F(y) = F([1),y) =
(FeFR):[)CF y¢g F}= {(FFe F(R):y ¢ F'}.

A cada elemento méximo de este conjunto ordenado daremos el nombre de filtro ligado
al elemento y lo notaremos C.

Lema 4.7.13 Sea F € F(R) ey ¢ F, entonces si M es un elemento mdzimo de F(F,y),
M es un elemento mdzimo de F(y)-

Dem.

1) F(Fy) € F(y)-
Sea F' € F(F,y), luego (i) F C F' e (i) y ¢ F'. De (ii) resulta que (iii) y # 1,
luego F' € F(y).

2) Supongamos que M es un clemento méximo de F(F,y), en particular M € F(F,y)
entonces por 1) tenemos que M € F(y). Si M no fuese un elemento maximo de
F(y) existirfa (i) C € F(y) tal que (i) M c C.

De (i) resulta (iii) y ¢ C. Por hipétesis (iv) F C M, luego de (ii) y (iv) tenemos
(v) F c C. De (v) y (iii), resulta por ser C un filtro que (vi) C € F(F,y). Luego
tenemos que M € F(F,y), M méximo, C € F(F,y) y M c C. Absurdo "
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Observemos que la reciproca no es verdadera. Para ello consideremos el reticulado R
indicado en la figura A. El conjunto ordenado (F(R), C) estd indicado en la figura B. Los
elementos del conjunto F(a) estan indicados con e, por lo tanto [b) y [d) son los elementos
méximos de F(a).

Los elementos del conjunto F([c),a) estan indicados con O, luego [d) es un elemento
méximo de F(a) y no es maximo de F([c),a) ya que [d) ¢ F([c),a).

AN A
/\ /’> / /,[e)
\O/J \/ )

Figura A Figura B

Lema 4.7.14 Si R es un reticulado, con 4ltimo elemento 1, todo filtro C, (ligado a un
elemento y # 1) es completamente irreducible.

Dem. Como y ¢ C, entonces C, es propio. Supongamos que C, = ()] F; donde
iel
{F;}icr es una familia de filtros de R. Como y ¢ C, existe ip € I tal que y ¢ F,, luego

F, € F(y). Ademés, C, = N F, C F,, y como C, es un elemento maximal de F(y)
i€l
resulta que C, = Fj,. |

Lema 4.7.15 Todo filtro propio de un reticulado R, con dltimo elemento, es interseccion
de filtros completamente irreducibles.

Dem. Sea F un filtro propio de R, luego existe r € R tal que r ¢ F. Por lo tanto,
existe un elemento méximo M de F(F,r) y en consecuencia M es méximo de F(r) esto
es M = C,. Ademas F C C,.

Luego, para cada r ¢ F existe un C, tal que F C C, y por lo tanto F' C [ C,. Probemos

r¢F
que (1) () C, C F. Probar (1) es equivalente a probar que CF € C(N C,) = U CC..

r¢F r¢F r¢F
Sea y € CF entonces y ¢ F luego, y ¢ C, y en consecuencia y € CC, C |J CC,. [ |
réF

Corolario 4.7.4 Todo filtro propio de un reticulado R, con dltimo elemento, es intersec-
cidn de filtros irreducibles.

Dem. Basta observar que todo filtro propio completamente irreducible es irredu-
cible. |
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Definicién 4.7.5 Un filtro F de un reticulado R, no necesariamente con Gltimo elemento,
se dice primo $i :

P1) F es propio.

P2) SizVyeF entoncesx € F dy € F.

Representaremos con P(R) el conjunto de todos los filtros primos de un reticulado R. El
filtro [c) del reticulado indicado precedentemente en la Figura A, no es primo dado que

c=avVbel)yadlc),bdglo)

Lema 4.7.16 Si F es un filtro primo de un reticulado R, no necesariamente con iltimo
elemento, entonces F es un filtro irreducible.

Dem. Como por hipétesis F es primo, en particular, F' es propio. Supongamos que
F = F, N F; donde Fy, F, € F(R) y supongamos que (1) F # Fy, (2) F # Fz. Como (3)
F=FNFKRCFh,y4 F=FRNFkKC F,, entonces de (1) y (3) resulta FCF yde
(2) y (4) que F C Fy.Sean fi € i\ F, f2 € Fy\ F. Como f; < fivh, ieRhy A
es un filtro resulta que fi V fa € Fi. Andlogamente, de fo< iV, o€ 2y Py filtro
resulta que f1V fo € F. Luego f1V fo € FiNF, = F y como F es primo entonces f1 € F
6 fo € F absurdo. ||

Lema 4.7.17 Todo filtro irreducible de un reticulado distributivo R, es un filtro primo.

Dem. Por hipétesis I es propio. Supongamos que = Vy € I y consideremos los filtros
Fi=F(,z), i, = F(I,y),luego IC FrelC F, en consecuencia I C F1 N Fa.
Probemos que Fy N Fp C I. Seat € Fy N Fy, esto es t e F(I,z) yt € F(I,y), luego por el
Lema 4.7.7 tenemos que: (1) iy Az < tdonde (2)ia €1y (3) g Ay < t donde (4) 22 € I.
Luego de (1) resulta :

7:1/\’1:2/\$St/\‘l:2§t

y de (3):
’ilAiz/\ySt/\’ilst

Sea i = i A iy € I, entonces (2) y (4) resulta por ser I un filtro que @ € I. Tenemos
entonces que:

iNT <1, iANy <t

luego
(iAz)V(INY) <t

esto es (5) i A (z Vy) < t. Pero como por hipétesis zVy € I, y ademdsi e I e I es un
filtro, entonces (6) i A (z V y) € I. Luego, de (5) y (6) resulta teniendo en cuenta que I
es un filtro que t € I.

Acabamos asi de probar que I = Fy N Fy, luego como I es irreducible tenemos que I = Fy
6 1= F,ycomoz € Fyey€ F2 tenemos quez €l éyel, porlo tanto I es primo.
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Tenemos asi:

En reticulados

FILTRO
COMPLETAMENTE ~» FILTRO IRREDUCIBLE
IRREDUCIBLE
En reticulados En reticulados
distributivos

FILTRO PRIMO

Lema 4.7.18 En un reticulado distributivo R todo filtro propio es interseccion de filtros
Primos.

Dem. Sabemos que todo filtro propio es interseccién de filtros irreducibles (ver Corolario
4.7.4) y por el Lema 4.7.17 todo filtro irreducible es un filtro primo. ]

Vimos que si R es un reticulado distributivo, entonces el conjunto ordenado F (R) es
un reticulado distributivo donde Fy M F, = RN E y iU F, = F(F U F;). Luego
el conjunto ordenado F*(R) es un reticulado distributivo donde Fy U Fp = FiN Fa y
F1|_|F2 :F(F1UF2)

Lema 4.7.19 F filtro primo de R <= F es un elemento primo del reticulado F*(R).

Dem. =) Si F es un filtro primo de R, en particular, F' # R, esto es F es diferente
del primer elemento del reticulado F*(R). Supongamos que F' 2 F1 LU Fy, = F1 N F2 y que
F 2 F, y F 2 F, entonces existen (1) f1 € Fy, (2) f» € F, tales que fi, f, ¢ F.

Como (3) fi < iV ey (4) fo < f1V fa, entonces de (1) y (3) resulta (5) foV f2 € Fi y de
(2) y (4) resulta (6) f1V fo € F,. Entonces de (5) y (6) tenemos que f1V fp € FiNFy C F.
Esto es, fi V fo € F y como F es un filtro primo resulta que fi € F 6 f € F. Absurdo!!!
<) Supongamos que (1) F es un elemento primo del reticulado F*(R), luego en parti-
cular F £ R. SizVy € F entonces F D [z Vy) = [z) N [y) = [z) U [y), luego por (1):
FDOz)6F2[y)yporlotantoz € Foy € F. [ |

Sabemos que en todo reticulado si un elemento es primo entonces es un elemento irre-
ducible. Acabamos de demostrar que F filtro primo de R <= F es un elemento primo
del reticulado F*(R), por lo tanto, F es un elemento irreducible del reticulado F*(R) esto
es F£Rysi F=F UF,=F NF,entonces F = F; 6 F = F,, es decir F es un filtro
irreducible de R (resultado que ya hemos demostrado de otro modo, ver Lema 4.7.16).
Vimos que si R es distributivo entonces F*(R) es un reticulado distributivo. En este caso,
si F es un filtro irreducible de R, esto es F #* R y si F = F; N F, entonces F' = F} 6
F = F,, lo que es equivalente a decir que F # Ry si F = F; U F; entonces F' = F1 6
F = F,, entonces F es un elemento irreducible del reticulado distributivo F*(R), luego co-
mo en todo reticulado distributivo los conceptos de elemento irreducible y elemento primo
son equivalentes, podemos afirmar que F es un elemento primo del reticulado distributivo
F*(R), luego por el Lema 4.7.19 F es un filtro primo de R. (ésta es otra demostracion de
un resultado anterior, ver Lema 4.7.17).
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Definicién 4.7.6 Una parte I de un reticulado distributivo R, con primer (0) y dltimo
elemento (1) se dice un ideal de R si:

I1) 0el.
12) Siz,yel entonces TV y € 1.
I3) Sizel e ygwdondeyERentoncesyeI.

Un ideal I se dice propio siI # R el se denomina primo, si es propio y st verifica: “St
tAy€el entoncesz €1 6y el.”

Lema 4.7.20 Si P es un filtro primo de R entonces I = CP es un ideal primo de Ry
reciprocamente si I es un ideal primo de R entonces P = (I es un filtro primo de R.

Dem.

=) Por hipétesis P # R, luego I =CP +#R. Si0¢I entonces 0 € Py por lo tanto
P = R, absurdo. Sean a,b € I. SiaVb ¢ IentoncesaVbe Py como P es un filtro
primo entonces a € P 6 b € Pluegoa ¢ I 6b¢ 1, absurdo. Seaa € Iybe R tal
que (1) b < a. Sib ¢ I entonces b € P, luego por (1) resulta, por ser P un filtro, que
a € P, esto es a ¢ I, absurdo. Sean a,b € R tales que aVb € I, supongamos que
ad¢Iyb¢lestoesa,be P, luego como P es un filkro a Ab € Pestoesanb gl
absurdo.

«) Demostracién analoga.

Teorema 4.7.2 (Teorema del Filtro Primo). Dado un filtro F y un ideal I de un reticu-
lado distributivo R tales que FNI =0, existe un filtro primo Ptalque FCPelNP=0.
M. Stone (1937)

Dem. Sea ® el conjunto de todos los filtros de R que contienen a F' y son disjuntos
de I. Como F € ® entonces ® # (). Se prueba sin dificultad que el conjunto ordenado
(®,C) es inductivo superiormente, luego en este conjunto existen elementos maximales.
Sea P un elemento maximal de ®. Probemos que P es primo. Sean a,b € R tales que
aVb € Py supongamos que (1) a,b ¢ P. Consideremos los siguientes filtros Fy = F(P,a)
y Fy = F(P,b), luego por (1) tenemos que PC FyyP C Fyypor lo tanto IN F £0e
INF, # 0 ya que P es un elemento méximo de ®. Sean 7, € IN Fy e iy € I N F3, por lo
tanto (2) i1,z € I, (3) 41 € Fy e (4) &2 € Fa. De (3) resulta (ver Lema 4.7.7) que existe
pr € Ptalque py Aa <4 yde (4) resulta que existe p; € P tal que py A b < 49. Luego,
pApaAa <t yp1ApaAb S ipyen consecuencia (5) z = (p1 Ap2) A(aVb) <igVig. Por
(2) tenemos (6) i1 V iz € I. De (5) y (6) resulta por ser I un ideal que (7) z € I. Como
p1,p2 € P resulta py Aps € Py como aV b e P entonces (8) z = (p1 Ap2) A(aV b) € P.
De (7) y (8) concluimos que z € PN I, 1o que contradice que PN I = 0. |

Corolario 4.7.5 Si a y b son elementos diferentes de un reticulado distributivo entonces
eziste un filtro primo que contiene a uno de los dos elementos sin contener al otro.
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Dem. Como a # b entonces (1) a £ b6 (2) b £ a. Entonces [a) N (b] = @, pues si
[a) N (b] # O entonces existirfa @ € [a) N (b] y por lo tanto @ < < b, absurdo. Luego
por el Teorema 4.7.2 existe un filtro primo P tal que [a) C Py ()]N P = (. Luego como
a € [a) tenemos a € P. Sib € P entonces (b] N P # (), absurdo. Luego b ¢ P.

Otro modo de demostrar este resultado es el siguiente: de (1) resulta que b & [a), ¥
por lo tanto [a) es un filtro propio. Por el Lema 4.7.18 todo filtro propio es intersecciéon
de filtros primos, luego [@) = [ Pi, donde {P:}icr es una familia de filtros primos. Si

i€l

be P, Vieclentonces b € [a) absurdo, luego existe un filtro primo P = P; tal que
b¢ Pya€P ||

En forma anéloga a la indicada en el Teorema anterior se prueba:

Teorema 4.7.3 Dado un filtro F y un ideal I de un reticulado distributivo R tales que
FNI=0, existe un ideal primo P tal gque I C P y F NP = (. M. Stone (1937)

El resultado anterior también es una consecuencia del Teorema 4.7.2, teniendo en cuenta
que el complementario de un filtro primo es un ideal primo.

Vimos que “Todo filtro propio de un reticulado distributivo, no trivial, R es interseccion
de filtros primos”.

Teorema 4.7.4 Si en un reticulado, no trivial, R se verifica que todo filtro propio es
interseccion de filtros primos entonces R es distributivo.

Dem. Sabemos que en cualquier reticulado se verifica:
(anb)V(aAc)<an(bVe)

Supongamos que
p={(aAb)V(aAc) <aA(bVec)

luego p ¢ [a A (bV ¢)) = F, por lo tanto F es un filtro propio y en consecuencia

F = (P, : i € I} donde los P, i € I son filtros primos. Luego a A (bVc) € P, para
todoi € I. Como aA(bVe)<ayan(bVc)<bVcentonces (1) a € F; paratodoi € [
y (2) bV ¢ € B, para todo ¢ € I. Dado que los F; son filtros primos de (2) resulta que
para cada i € I (3) b € P, 6 (4) ¢ € P, luego para cada i € I tenemos que a Ab € P;
6ancé€ P yporlotanto p= (aAb)V (aAc) € P; para cada i € I y en consecuencia
p € {P :i €I} =F,absurdo. [

Lema 4.7.21 Si R es un reticulado con primer y 4ltimo elemento (0 y 1) entonces [a)
es un filtro primo de R <= a es un elemento primo de R.

Dem. =) Si[a) es un filtro primo de R, en particular [a) # R, luegoa # 0. Supongamos
que a < bV ¢ donde b,c € R, luego bV ¢ € [a) y como [a) es un filtro primo, tenemos que
bela)bc€ela)estoesa<bda<ec

<) Si a es un elemento primo de R en particular a # 0 y por lo tanto [a) # R. Si
bV c € [a), donde b,c € R, esto es a < bV ¢ entonces como a es un elemento primo de R
tenemos que a < b6 a < ¢, esto es b € [a) 6 c € [a). |

Corolario 4.7.6 Si R es un reticulado distributivo con primer y dltimo elemento (0y 1)
entonces [a) es un filtro irreducible de R <= a es un elemento irreducible de R.
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Dem. Sabemos que decir que [a) es un filtro irreducible es equivalente, en reticulados
distributivos, a decir que [a) es un filtro primo y esto equivale a decir, por el lema anterior,
en cualquier reticulado, que a es un elemento primo, lo que equivale a decir, en reticulados
distributivos que a es un elemento irreducible. |

Corolario 4.7.7 En un dlgebra de Boole B, [a) es un filtro primo de B <= a es un
dtomo.

Dem. [a) filtro primo, equivale a decir (en reticulados) que a es un elemento primo, y
en las 4lgebras de Boole ello equivale a decir que a es un atomo. |

En los reticulados distributivos, existen filtros primos principales que no son generados
por 4tomos. En el reticulado R indicado precedentemente en la Figura A, [d) es un filtro
primo y d no es dtomo de E.

Lema 4.7.22 Para que en un reticulado las nociones de filtro primo y filtro irreducible
sean equivalentes en necesario y suficiente que el reticulado sea distributivo.

Dem. <=) Ya vimos que si el reticulado es distributivo entonces las nociones de filtro
primo y filtro irreducible son equivalentes.
—=) Sabemos que en cualquier reticulado se verifica:

(anb)V(aAc)<an(bVec)

Supongamos que
p=(anb)V({aAc)<an(bVec)

luego, p & [a A (bV ¢)) = F, entonces existe un elemento maximo M € F(F,p) y por lo
tanto FC M yp¢ M.

Sabemos que M es completamente irreducible, luego irreducible y por la hipétesis hecha
M es un filtro primo. Como a A (bVe) € FC M, an(dbVe)<a, an(bVe)<bVe
entonces (1) a € M y (2) bV ¢ € M. De (2) resulta por ser M un filtro primo que (3)
be M6 (4) c€ M. LuegoaAbe M 6aAc € My porlo tanto p = (anb)V(anc) € M.
Absurdo !! |

Definicién 4.7.7 Si F es un filtro propio de un reticulado distributivo R, se dice que un
filtro primo P es un filtro primo minimo de F si:

1) FCP,
2) Si Py es un filtro primo tal que F C Py C P entonces P, = P.

Esto equivale a decir que si F es el conjunto de los filtros primos que contienen a F,
entonces P es un elemento minimal del conjunto ordenado (F,C).

Lema 4.7.23 Sea R un reticulado distributivo y F un filtro de R. Para que un filtro
primo P sea un filtro primo minimo de F es necesario y suficiente que el ideal primo
I = CP sea un elemento mazimal del conjunto ordenado (Z,C) donde I es la familia de
todos los ideales de R que son disjuntos de F'.
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Dem. =) Si P es un filtro primo minimo de F, en particular F C P y en consecuencia
FNI=FNnCPCPNCP=0yporlotanto FNI =0. Luego I =CPcZ SeaY €I
tal que (1) I = CP C Y. Como Y € T entonces (2) Y N F = 0, luego por el Teorema
4.7.3 existe un ideal primo I tal que (3) Y C I; y (4) FNI; = (. De (4) resulta que
(5) F € CI, = P,, donde P, es un filtro primo. De (1) y (3) tenemos que (6) I C I. De
(3) resulta que (7) P, = CI; € CY. De (1) deducimos que (8) CY C P. De (5), (T) y (8)
resulta F C P, C P y como P es un filtro primo minimo de F entonces P; = P esto es
CI, = CI, por lo tanto I; = I y como por (7) Y C I, entonces (9) Y € I. De 9) y (1)
resulta que I =Y.

<) Sea I = CP un elemento maximal del conjunto ordenado (Z, C), luego I es un ideal
primo tal que I N F = ( luego F C CI = Py P es un filtro primo. Supongamos que
P, es un filtro primo tal que FF C P; C P luego CP =1C (CP, =1, donde I es un
ideal primo y como I es un elemento maximal tenemos que I =1, y por lo tanto

P=CP=CL=". u

Lema 4.7.24 Dado un filtro propio F de un reticulado distributivo R y un filtro primo
P tal que F C P, existe un filtro primo minimo Py de F tal que FCPCP

Dem. I = (P es un ideal primo. Por hipétesis F' C P, luego I N F = 0 entonces por el
Teorema 4.7.2 existe un filtro primo Py talque FC Py (*) IN P = . De (*) resulta
que P, CCI =P |

Corolario 4.7.8 Todo filtro propio F es interseccidn de filtros primos minimos de F.

Dem. Como F es un filtro propio entonces por el Lema 4.7.18 F' = (N P, donde {P;}icr
iel

es una familia de filtros primos. Luego F C P;, Vi € I. Por el lema anterior, para cada

i € I existe un filtro primo minimo P} tal que F C P/ C F;, luego

Fc(\Pc(\R=F

i€l i€l
|

Observacién 4.7.4 En un reticulado distributivo finito R, no trivial, todo elemento
z € R, x # 0 es supremo de elementos primos. En efecto, como x + 0 entonces [z) es
propio, luego por el Lema 4.7.18 todo filtro propio es interseccion de filtros primos, luego
[x) = N P, donde {P;}icr es una familia de filtros primos. Como R es finito, sabemos
iel
que para todo i € I, P; = [p;) donde p; € TI(R). Luego [z) = ([p:) = [V pi) y por lo
iel iel
tanto = \/ p;. Pero como [z) C [p;) cualquiera que sea @ € I entonces p; < T para todo
il
1 € I. Por lo tanto

mz\/{pEH(R) cp <z}
Un resultado similar ya fué indicado en el Teorema 2.4.3. Es fdcil ver que esta forma de
expresar un elemento diferente de 0 como supremo de primos, no es iunica.

Vimos en el Corolario 4.7.8 que todo filtro propio F es interseccion de filtros primos
minimos de F. Luego si x # 0
z) = (B

i€l
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donde los P; son filtros primos minimos de F y como P; = [ps) con p; € TI(R) tenemos,
en forma andloga a la indicada precedentemente que T €s supremo de un conjunto de
elementos primos {p;}ic1 tales que cada [p;) es un filtro primo minimo de [z). Luego los
elementos p; son elementos primos mazximales del conjunto ordenado (Il(z),<). Esta es
la representacion irredundante de x.

Definicion 4.7.8 Sea R un reticulado con primer y wltimo elemento (0y 1). Se denomina
ultrafiltro ¢ filtro maximo a todo elemento mdzimo de F(0).

Luego en un reticulado con primer y tltimo elemento (0 y 1), todo ultrafiltro es un filtro
completamante irreducible ya que es un filtro ligado al elemento 0.
Notaremos con U(R) la familia de todos los ultrafiltros de un reticulado .

1) Si R es un reticulado distributivo con primer y dltimo elemento (0yl)y Fesun
filtro propio de R, entonces 0 ¢ F y por lo tanto F € F(0), luego existe U € F(0),
U maximal tal que F C U, y si F no es maximal entonces U verifica F C U.

2) Decir que un filtro propio U es un ultrafiltro equivale a cualquiera de las siguientes
condiciones:

A) Si U’ € F(R) es tal que U C U’ entonces U' =U 6 U’ = R.
B) Si U’ € F(R) es tal que U C U’ entonces U’ = R.

Es claro que las condiciones A) y B) son equivalentes. Veamos que decir que U es
ultrafiltro equivale a la condicién A.

—) Si U’ € F(R),estal que U CU"y U’ C R, entonces 0 ¢ U’ luego U’ € F(0) y
como U es un elemento maximo de F(0) tenemos que U =U".

«=) Sea U un filtro propio de R que verifica la condicion indicada y probemos que
U es un ultrafiltro. En efecto si U* € F(0) verifica U C U*, entonces U™ es propio,
esto es U* # R de donde resulta por la hipotesis hecha que U* = U.

Lema 4.7.25 Sea R un reticulado distributivo, no trivial, con primer y iltimo elemento
(0 y 1). Para que un filtro propio U de R sea un ultrafiltro es necesario y suficiente que
Vag¢gU ezistau €U, tal que aAu=0.

Dem. =) Sea U un filtro propio de R, y supongamos que (1) U es un ultrafiltro y sea
a ¢ U, luego U C U U {a} C F(U,a) de donde resulta por (1) que F(U,a) = R, y por
lo tanto 0 € F(U, a), entonces por el Lema 4.7.7 existe u € U tal que u A a <0, esto es
uAa=0, donde u € U.

=) Sea U un filtro propio de R que verifica la condicién indicada y supongamos que
U no es un ultrafiltro, luego existe un ultrafiltro U* tal que U C U*. Sea a € U~ \ U,
entonces por la hipétesis hecha existe u € U tal que a Au = 0. Pero como a,u € U* y U*
es un filtro tenemos que 0 = a A u € U* y por lo tanto U* = R. Absurdo. [

Lema 4.7.26 Sea R un reticulado, no trivial, con primer y dltimo elemento (0 y 1) v
a € R, entonces [a) es ultrafiltro <= a es un dtomo de R.
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Dem. =) Si [a) es un ultrafiltro entonces a # 0. Si a no fuese atomo de R, existe
be Rtal que 0 < b < a y por lo tanto [a) C [b) C R, absurdo, dado que [a) es un
ultrafiltro.

<) Si a es un 4tomo de R, en particular a # 0, luego [a) # R. Si [a) no fuese un
ultrafiltro entonces existiria un ultrafiltro U tal que [a) C U y por lo tanto a € U. Como
a es un 4tomo de R sabemos que cualquiera que sea € R entonces aAz =006 aAz = a,
por lo tanto si u € U \ [a) tenemos a Au = 0 6 a A u = a, pero en este dltimo caso
tendriamos @ < w y por lo tanto u € [a), absurdo, luego a Aw = 0, y como a,u € U
entonces 0 = a A u € U, absurdo. | |

De este lema resulta que si R es un reticulado distributivo finito, no trivial, los tnicos
ultrafiltros son de la forma [a) donde a € A(R), ya que hemos visto que a € A(R),
equivale a [a) ultrafiltro y si U es un ultrafiltro de R, como R es finito, U es principal,
esto es U = [a) con a € R, luego por €l Lema 4.7.26 a € A(R).

Lema 4.7.27 En un dlgebra de Boole B todo filtro primo es un ultrafiltro.

Dem. Sea P € P(B), luego en particular P es propio. Supongamos que P no es
un ultrafiltro, entonces existe un ultrafiltro U tal que P C U. Sea (1) v € U \ P, como
l=uV—u€ Py P esprimo entonces (2) u € P 6 (3) —u € P. Como (2) se contradice
con (1) entonces (4) —u € P C U. De (1) y (4) resulta 0 = u A —u € U, absurdo.

Otra demostracién: Sea U € F(B), talque (1) P C U.Sea (2) u € U,comol =uV—-u € P
y P es primo entonces (3) u € P 6 (4) —u € P. Si ocurre (3) entonces U C Py por lo
tanto P = U. Si ocurre (4) por (1): —u € U. De (2) y (4) tenemos 0 =u A —u € U,y
por lo tanto U = B. |

Corolario 4.7.9 En las dlgebras de Boole las nociones de filtro irreducible, filtro comple-
tamente irreducible, filtro primo y ultrafiltro son equivalentes.

Dado que:
En reticulados
con ler. elemento
ULTRAFILTRO » FILTRO COMPLETAMENTE
IRREDUCIBLE
En dlgeb ;
n dlgebras En reticulados En reticulados
de Boole .
distributivos

FILTRO PRIMO ~ » FILTRO IRREDUCIBLE

Lema 4.7.28 Para que un filtro propio F de un dlgebra de Boole sea un ultrafiltro es
necesario y suficiente que dado a ¢ F entonces —a € F.

Dem. —) Sea F un ultrafiltroy a ¢ F, como aV —a =1 € F, F es un filtro primo y
a ¢ F tenemos que —a € F.
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<=) Sea F un filtro propio que verifica la condicién indicada y supongamos que F' no es
un ultrafiltro, luego existe un ultrafiltro U tal que F' C U. Entonces si (1)a€ U\F,
tenemos en particular que a ¢ F, luego por la hipdtesis hecha —a € F C U. Luego (2)
—a € U. De (1) y (2) resulta por ser U un filtro que 0 =aA—a & U, absurdo!!!

Otra demostracién de la condicién suficiente: Probemos que F es un filtro primo. Sea
(3) z Vy € F y supongamos que ¢ F ey ¢ F, entonces por la hipétesis hecha resulta
que —z,—y € F y por lo tanto —z A —y € F, esto es (4) —(zVy) e F. De(3)y (4)
0= (xVy)A—(zVy) e F, absurdo!!! [

Corolario 4.7.10 Un filtro propio F de un dlgebra de Boole B es un wultrafiltro <=
Vbe B, be F éd—-beF.

Dem. =—>)Seabe Bentoncesb€ F6b¢g F. Sib ¢ F, resulta por el Lema 4.7.28 que

—be F.
<=) Si b ¢ F resulta por la hipétesis que —b € F, luego por el Lema 4.7.28 F es un
ultrafiltro. |

En el capitulo de reticulados distributivos indicamos el siguiente teorema de Birkhof:
Todo reticulado distributivo, finito, es isomorfo a un antllo de conjuntos. Recordemos
que si R = {0} entonces R = {0}, y si R tiene més de un elemento, vimos que el
conjunto IT = II(R) de los elementos primos (irreducibles) de R no es vacio y si definimos
¢(a) = {p € I : p < a} cualquiera que sea a € R entonces ¢ establece un isomorfismo
entre R y el anillo de conjuntos {¢(a)}acr-

Teorema 4.7.5 (de representacién de Stone) Todo reticulado distributivo R es isomorfo
a un anillo de conjuntos.

Dem. ler. caso) Si R tiene un solo elemento entonces R es isomorfo al anillo de
conjuntos A = {0}.

2do. caso) R tiene més de un elemento. Entonces existe por lo menos un elemento r € R
que 1o es primer elemento de R, luego [r) es propio, y en consecuencia si x ¢ [r), en el
conjunto ordenado F([r), z), existen elementos maximos , que son filtros completamente
irreducibles y por lo tanto filtros primos. Sea E = P(R) el conjunto de todos los filtros
primos de R, acabamos de probar que E # (). Pongamos por definicién:

S(ry={P€E:reP}, donde r€R

Luego S(r) C E, y por lo tanto S : R — 2F (conjunto de las partes de E). La funcion S
se denomina transformacién de Stone.

Observemos que si R tiene primer elemento 0 entonces S(0) = 0, dado que ningun filtro
primo contiene al 0 y si R tiene dltimo elemento 1, S(1) = E, dado que todo filtro de R
contiene al elemento 1, en particular todos los filtros primos contienen al elemento 1.

1) S(aAb) = S(a)NS(b).
PeS(and) < PcEyanbeP PeEyabeP > PeS(a)y
PeS() < PeS(a)nSb).

2) S(aVb) =S(a)US(b).
PeSlavd « PeEyaVbeP (dado que P es un filtro primo)
PcEyacPébeP <> PecS(a)6PeSO) «— P e S(a)USd).
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3) S es biunivoca.

Sean a,b € R tales que a # b. Vimos en el Corolario 4.7.5 que existe un filtro primo
P que contiene a uno de los elementos sin contener al otro. Entoncessia € Py

b ¢ P tenemos que P € S(a) y P & S(b), luego S(a) # S(b).

Acabamos asi de probar que R es isomorfo al anillo de conjuntos A=1{S(r)}rer-
Observemos que podemos también hacer la demostracién del siguiente modo:

1) S es una funcién del conjunto ordenado (R, <) sobre el conjunto ordenado

(A= {S(r)}rer; ©)-

2) Si (1) = < y entonces S(z) C S(y).
En efecto, sea P € S(z) luego (2) P € P(R) y = € P luego por (1) tenemos que (3)
y € P. De (2) y (3) resulta P € S(y).

3) Si (4) S(z) C S(y) entonces z < y.
Supongamos que ¥ % y, luego y ¢ [z) y por lo tanto existe (5) P € P(R) tal que
y¢ Pylz) CP,luego (6) z € P. De (5)y (6) resulta P € S(z), luego por (4)
P € S(y) esto es y € P, absurdol!

Observacién 4.7.5 Si en vez de considerar el conjunto de todos los filtros primos de R
consideramos el conjunto E' de todos los filtros completamente irreducibles de R, toda la
demostracion anterior es vdlida. Este es un teorema de representacion establecido por
Birkhoff. Recordemos que E' C E (ver Lema 4.7.17 ), por lo tanto la representacion de
Birkhoff es “mas econémica” que la representacidn de Stone. Pero en el caso en que R
es finito E' = E. En efecto sea P un filtro primo de R, luego P = [p) con p € II(R).
Por el Lema 4.7.15 sabemos que todo filtro propio es interseccion de filtros completamente
irreducibles, y como R es finito P es interseccion de un nimero finito de filtros comple-

T
tamente irreducibles, esto es P = () F;. Como el reticulado es finito entonces todos los
1
T T

=
filtros son principales, luego F; = [z;), 1 <4 < 7 luego [p) = Nz:) = [V 2i), y por lo
i=1 i=1
tanto p = \/ zi, luego como p es primo tendremos que p = i, donde 1 < ip < 7, luego
i=1
[p) = [2:,) Yy como [xi,) es completamente irreducible resulta que ECPE.

Observacion 4.7.6 Sabemos que si R es un reticulado distributivo finito, no trivial,

peTI(R) < [p) € P(R). Sea h: P(R) — II(R) definida por :
h(lp)) = p:
h es una biyeccidn y un antiisomorfismo de orden ([p) C l¢) = q < p). Veamos que:
o(ry=h(S(r)), VreR

En efecto, h(S(r)) = h({P € P(R): 7€ P}) =h({[p):p€ II(R), r € [p)}) =

({lp) :p € I(R), p<r}) = {h([p)) : p € T(R), p< 7} ={p:p €TI(R), p< 7} = p(r).
Luego en el caso finito ¢ = hoS. Esto es la transformacidon de Birkhoff es igual a la
composicion de la transformacion de Stone con la funcidén h, definida precedentemente.
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Teorema 4.7.6 Toda dlgebra de Boole B, no trivial, es isomorfa a un cuerpo de conjun-
tos.

Dem. Sea E =U(B) el conjunto de todos los ultrafiltros (filtros primos) de B. Como
B 1o es trivial entonces E # (. Pongamos

S(a)={P€E:ac P}, donde acB.

Hemos visto que 1) S(0) = @; 2) S(1) = E; 3) S(z Ay) = S(z) N S(y); 4) Sz Vy) =
S(z) U S(y) y por lo tanto S(—z) = LS(x), luego B es isomorfo al cuerpo de conjuntos
A ={S(z)}zeB- |

Observacién 4.7.7 Vimos anteriormente un teorema andlogo para las dlgebras de Boole
atémicas, pero el teorema precedente es mds general puesto que vale para cualquier dlgebra
de Boole, no trivial. En el caso finito las dos demostraciones coinciden ya que existe
correspondencia biunivoca entre dtomos de B y ultrafiliros de B.

Teorema 4.7.7 En toda dlgebra de Boole infinita B existen ultrafiltros que no son prin-
cipales.

Dem. Supongamos que todos los ultrafiltros de B son principales, luego, si U es un

ultrafiltro de B, U = [a) donde a € A(B), por lo tanto A(B) # 0.

Probemos que —A(B) = {—a : a € A(B)} tiene la PIF. Sean z,25,...,%, € —A(B)
¢ ¢

luego z; = —a;, 1 <14 <t donde a; € A(B), 1<1i <t Porlotanto, Az; = A —a; =

=1 i=1

t t t t
—(V ;). Supongamos que A ;=0 <= —(\/ a;)=0 <= V a;=1. Luego, dado
i=1 i=1 =1 i=1

t

a € A(B), tenemos a < 1 = \/ a; de donde resulta, por ser a un elemento primo, que
a < a;, para algin 79, 1 < 79 §zt,lluego a = a;, ya que a y a;, son atomos. Esto prueba que
A(B) C {a1,as,...,a,} y por lo tanto A(B) seria finito. Probemos que B es atémica. En
efecto, si b € B, b # 0 entonces [b) es principal y [b) C U donde U es un ultrafiltro de B,
luego [b) C U = [a) donde a es un dtomo. Entonces a < b lo que prueba que B es atomica.
Por el Teorema 4.2.1 (de Tarski) B es isomorfa a una subalgebra B’ del dlgebra de Boole

P(A(B)) y como A(B) es finito entonces también el algebra de Boole P(A(B)) es finita

t
y, en consecuencia, B’ y B lo son, absurdo!! Luego, A #; # 0. Acabamos asi de probar

i=1
que —A(B) tiene la PIF, luego, por el Lema 4.7.5 F = F(—.A(B)) es un filtro propio. Sea
U un ultrafiltro tal que F C U = [a) con a € A(B) entonces —a € —A(B) C F y por lo

tanto a, —a € U de donde resulta que 0 =a A —a € U, absurdo. |
EJERCICIOS.

1) Si E’ es una familia de ultrafiltros de un algebra de Boole B tal que {1} = ) U,
UeE
pongamos por definicién ¢(b) = {U € E' : b € U}. Entonces ¢(b) C E’. Probar que
¢ es un isomorfismo booleano de B sobre {¢(b)}ses C oF"
Como E’ no es la familia de todos los ultrafiltros (filtros primos) de B, no se puede
probar que ¢ es biunivoca del mismo modo que en el Teorema 4.7.5. Suponer que

¢(z) = ¢(y) y probar que z =y.
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2) Si B un é&lgebra de Boole atémica y E' = {[a) : a € A(B)}. Probar que
N [a) = {1}

aeA(B)
Lema 4.7.29 Sea A un dlgebra de Boole, no trivial, y U un ultrafiltro de A, entonces
A/U =B ={0,1}.

Dem. Empezemos por observar que como A es no trivial, existen ultrafiltros en A. Si
U es un ultrafiltro de A consideremos la siguiente funcion:

0 siz ¢ U
h(:v)={ x € A

1 sizelU
Vamos a demostrar que h es un epimorfismo de A en B.

1) h es suryectiva.
Obvio por la definicién de h.

9) k(1) =1.
Como U es un filtro entonces 1 € U, luego h(1) = 1.
3) h(0) = 0.

Como U es un filtro propio 0 ¢ U, luego h(0) = 0.

4) h(z Ay) = h(z) A h(y).
MeAy)=1 < zAyelU < zelUeyecl h(z)=1e
h(y)=1 <= h(z)Ah(y) =1.
Observemos que como B = {0,1} entonces a A b = 0 implica quea=06b=0.
MzAy) =0 < zAy¢U <= z¢Usy¢U < h(z) =06
h(y) =0 <= h(z) Ah(y) =0.

5) h(z Vy) = h(z) V h(y)-

Observemos que como B = {0,1} entonces a V b =1 implica que a =16 b= 1.
h(zVy) =1 <= zVyel < (dado que U es un filtro primo) z € U ¢
yeU «= h(z)=16h(y)=1 <= h(z)Vh(y)=1
MzVy)=0 <> zVy¢U <= (dadoqueU esun filtro primo)
z¢Uey¢ U « h(z) =0="h(y) <= h(z)Vh(y) =0

De 1) a 5) resulta que h es un epimorfismo booleano de A — B, y ademas por la definicion

de h , Nuc(h) =U.

Sea ¢ : A — A/U el epimorfismo natural, luego como Nuc(p) =U = N uc(h) resulta que

B es isomorfa a A/U. [ |

Veamos una nueva demostracién del resultado indicado en el Lema 4.6.31.
Lema 4.7.30 Si A es un dlgebra de Boole simple entonces A= B = {0,1}.

Dem. Sea A un &lgebra de Boole simple, luego, A no es trivial, y por lo tanto, existen
ultrafiltros. Sea U un ultrafiltro de A, luego, por el lema anterior tenemos que
(1) A/U=B={0,1}.

Como A es simple entonces (2) A/U = {0} 6 (3) A/U = A.
(2) no puede ocurrir porque B = A/U = {0}, absurdo. Luego,, debe ocurrir (3) y por lo
tanto, A = A/U = B. n
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Lema 4.7.31 Si A es un dlgebra de Boole y F es un filtro de A tal que A/F es simple,
entonces F es un ultrafiltro de A.

Dem. 1) F es un filtro propio. En efecto, si F' = A entonce A/F = AJA={0} #B =
{0,1}. Absurdo.

2) Sea M un filtro de A tal que F € M y sean ¢ : A — AJF, g2 : A — A/M los
homomorfismos naturales respectivos.

$1
A A/F
P2
rd
A/M

Entonces como Nuc(¢1) = F € M = Nuc(gy) existe un epimorfismo g : A/F — A/M
tal que g o 1 = 2. Pero Nuc(g) es un filtro de A/F = B luego Nuc(g) = {1} ¢
Nuc(g) = {0, 1}

ler. caso) Nuc(g) = {1}. Sea z € M luego ¢(z) = 1y como g(p1(z)) = p2(z) tenemos
g(¢1(x)) = 1 y por lo tanto ¢1(z) € Nuc(g) = {1} esto es ¢1(z) = 1 y por lo tanto
2 € Nuc(py) = F y en consecuencia M C F de donde resulta F' = M.

2do. caso) Nuc(g) = {0,1} = A/F. entonces g(y) =1,V y € A/F, luego g(p1(z)) =
1, Vz € Aesto es po(z) =1Ve € Ayentoncesz € M = Nuc(py) = A. Luego F es un
ultrafiltro de A |

Si {A;}scs es una familia de lgebras de Boole tales que A; = A para todo ¢ € I, entonces

sabemos que P = [[ A; es simplemente el conjunto de todas las funciones definidas sobre
i€l

I y que toman sus valores en A. En este caso se suele notar P = A, A toda subélgebra

booleana de A! se denomina dlgebra de Boole funcional. En particular, Al es un

dlgebra de Boole funcional.

Teorema 4.7.8 (de Stone) Toda dlgebra de Boole, no trivial, A es isomorfa a un dlgebra
de Boole funcional.

Dem. Como A no es trivial, entonces el conjunto E de todos los ultrafiltros de A no es
vacio. Consideremos el lgebra de Boole funcional F = B, donde B = {0, 1}.

A cada elemento f € A le vamos a hacer corresponder un elemento F e F ,esto es una
funcién de E en B, ¢(f) = F, del siguiente modo:

F(U) =u(f),

donde U € E y u es el homomorfismo canénico u: A — A/U = B.
Luego como para cada U € E, F(U) € B tenemos que F € F, y por lo tanto ¢ es una
funcién de A sobre A’ = {¢(f)}sea. Probemos que:

1) o(f A g) =o(f) A plg)-
Sean h = fAg ¢(h) = H, o(f) =F, ¢(g) = G. Queremos probar que H=FAG
esto es que H(U) = (F A G)(U) = F(U) AG(U), para todo U € E. En efecto:
H(U) = (def.) =u(h) =u(fAg) = (por ser uun homomorfismo) = u(f)Au(g) =
F(UYAG(U).
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2) o(fVvg)=e(f)Velg)

Demostracién andloga a la anterior.

3) ¢(0) =0.
Sea F = ¢(0) luego, F(U) = u(0) = 0 para todo U € E esto es ' = 0.
4) (1) =1.

Demostracién andloga.

Como ¢ es un funcién de A sobre A’ que verifica 1), 2) 3) y 4) entonces A’ es una
subélgebra booleana de F. Probemos que ¢ es inyectiva. Sean f,g € A, f # g luego, (1)
£ g6 (2) g% f Supongamos que ocurre (1) entonces, existe Up € E tal que f € Up
y g ¢ Up, y probemos que F = ¢(f) # ¢(g) = G. En efecto como f € Up = Nuc(ug) ¥
entonces F(Up) = uo(f) =1y como g ¢ Up entonces G(Up) = uo(g) = 0.

Acabamos asi de probar que las funciones F'y G toman valores diferentes en el punto Uy,
luego F # G. | ]

Veamos que en el caso en que A es finita, no trivial, la funcién ¢ es suryectiva. Sea
{ay,as,...,a,} el conjunto de los 4tomos de A, por lo tanto E = {[m),[a2),---,lan)} ¥

BE = HA/[a,z-) = A/la1) x Aflaz) % ... A/lan)

donde A/[a;) 2B paral <i<mn.
Sea y € B, luego ¥ = (y1,%s, - - -, Yn) donde ; € A/[a;), 1 < i< n.
Sea u; : A — A/a;) el homomorfismo natural. Luego, para cada y; € A/[a;) existe

z; € A tal que ui(z;) = yi. Sea z = \/ (z; A a;) y probemos que o(x) = y. Pero ¢(z) =

(s (@), wa(2), - - n(2)). '

i=1
Observemos que u;(z) = u;(V (zi A ai)) = V ui(zi Aai) =

i=1 1 3

<3
<

u;(z;) A uj(a;). Pero como
1

.
|

I

a; € [a;) entonces o
ui(a;)) =1 y uj(a) =0 sl i#]

Luego, u;(z) = u;(5;) A uj(a;) = wi(w;) A1 = u;(z;) = g5 y para i # j, uj(z) =
uj(z;) A uj(as) = u;(z;) A0 =0, luego o(z) =y.

Acabamos asi de probar que si A es finita, no trivial, con n dtomos entonces

A%BXBX...XQ.

n veces

Lema 4.7.32 Si X es un conjunto arbitrario, B = {0,1}, entonces BX y P(X) son
dlgebras de Boole isomorfas.

Dem. Dada f € B¥ consideremos la funcién H : BX — P(X) definida por:

Hf)=f"(1) ={zeX: flz) =1}

s claro que H toma sus valores én P(X), ademés claramente se

Dado que f~}(1) C X e
-1(1) =@ y H(1) = 17%(1) = X. También se verifica H(~f) = CH(f).

verifican H(0) =0
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En efecto, z € H(—f) = (=)7'(1) <= (-flz) =1 < —(f(z)) =1 < f(@)=
0 = z¢ 1) =H(f) & w¢€ CH(f). Probemos que H(f A g) = H(f)N H(g).
En efecto, 7 € H(f Ag) = (fA9) (1) <= (FAQ) =1 += (Mf@@)rgle) =1y
como f(z),g(z) € B = {0,1} entonces (1) < fz)=g9(@@)=1 < z€ (1), z €
g~ (1) <= =z € H(f)NH(g). En forma analoga se prueba que H(fV g) = H(f)UH(g).
H es suryectiva. En efecto, dado Z & X consideremos la funcién f : X — B defina por:

1eB siz€Z
f(:c)z{ z € X.

0eB siz ¢ Z

verifica H(f) = f~'(1) = Z.

H es inyectiva. Sean f,g € BX, tales que f £ g, luego existe € X tal que f(z) # g(=).
Luego como f(z), f(y) € B = {0,1}, tenemos que f(®) =0, gz) =16 f(z) =1, g(z) =
O o Py = H(f), 3 € g7 (1) = H(g) 63 € f(1) = H(), v ¢ 47(1) =
H(g) luego H(f) # H(g)- u

4.8 Algebras de Boole libres

Definicién 4.8.1 Un subconjunto G de un dlgebra de Boole L se dice un conjunto de
generadores libres de L si:

L1) SB(G) =L, (esto es, G es un conjunto de generadores de L.)

L2) Dada una funcion f de G en un dlgebra de Boole arbitraria A, existe un homomor-
fismo hy : L — A que extiende a f, esto es f(g) =hs(9), Vg EG.

En este caso se suele decir que L es un dlgebra de Boole libre o que L es un dlgebra
de Boole con un conjunto G de generadores libres.

Teorema 4.8.1 (de Birkhoff) Para toda “dlgebra” definida por igualdades existe siempre
el dlgebra libre con un conjunto de generadores de cardinal prefijado.

Lema 4.8.1 Sean A, A’ dlgebras de Boole, h : A — A’ un homomorfismo de A en A'.
Si G C A es tal que SB(G) = A entonces SB(h(G)) = h(A). (esto es, si G genera A
entonces h(G) genera al dlgebra de Boole h(A).)

Dem. Sea A, = SB(h(G)), luego A} es una subélgebra de A’ y en consecuencia
A; = h™'(A}) es una subalgebra de A. Ademés (1) G C A;. En efecto, si g € G entonces
h(g) € h(G) C A} y por lo tanto g € h1(A}) = A;. De (1) resulta que A = SB(G) C Ay,
esto es A; = A, y en consecuencia como h es una funcién de A sobre h(A):

h(A) = h(A:) = (™' (4))) = Ay = SB(A(G)).
u

Lema 4.8.2 Si L es un dlgebra de Boole con un conjunto de generadores libres G, A
un dlgebra de Boole con un conjunto G' de generadores y f : G — G’ es una funcidn
suryectiva, entonces A es una tmagen homomdrfica de L.
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Dem. Como L es un algebra libre la funcién f se extiende a un homomorfismo h; :
L — A, luego (1) hy(g) = f(g), Vg € G. Entonces por el Lema 4.8.1 SB(h;(G)) = hs(L),
pero por (1) hy(G) = f(G) = G', luego SB(G') = hy(L) y como SB(G'") = A tenemos
finalmente que hy(L) = A.

Observacién 4.8.1 Este lema significa que L es la mayor dlgebra entre las que contienen
un conjunto de generadores de cardinal igual al cardinal de G.

Ejemplo 4.8.1 a) Consideremos el dlgebra de Boole A cuyo diagrama se indica a
continuacion:

Sea G = {a,b}, sabemos que SB(G) = A. Por lo tanto, G es un conjunto de ge-
neradores de A. Veamos que G no es un conjunto de generadores libres. Para ello
consideremos la aplicacién f : G — B = {0,1}, definida del siguiente modo: fla) =
f(b) = 0. Supongamos que hy es un homomorfismo que extiende a f, entonces
he(a) = hy(b) = 0. hy(a) = hs(=b) = —hs(b) = —f(b) = —0 = 1. Por lo tanto no
eziste mingtin homomorfismo de A en B que extienda a f. En consecuencia G no
es un conjunto de generadores libres.

b) Consideremos ahora el conjunto H = {a}. Como m(H) = {a,—a} entonces
SB(H) = S(m(H)) = A. Probemos que H es un conjunto de generadores libres.
Sea f: H— A' donde A' es un dlgebra de Boole arbitraria, y fla)=a € A'. Sihy
es un homomorfismo de A en A' que extiende a f se debe verificar hy(a) = fla)y=d
y por lo tanto hy(b) = hsy(—a) = —hs(a) = —f(a) = —d', y ademds he(0) =0y

hy(1) =1,
Entonces dada f : H — A’ pongamos por definicion hy(0) =0, hy(1) =1, h¢(a) =
fla) = d y hg(b) = hy(—a) = —f(a) = —a'. Luego la funciin hy extiende

a f. Probemos que hy es un homomorfismo, para lo cual nos basta probar que
he(—z) = —hs(z), Vo € A y que hg(z Ay) = hg(z) A he(y), V z,y € A. En efecto:

he(—0) = hy(1) = 1= —0=—hg(0); hy(=1)=hs(0) =0=—1=—hs(1)
hi(—a) = hy(b) = —a' = —hg(a); hp(=b) =hs(a) =a' =——a' = =Ry (b)
hi(0Ay) = hs(0) =0=0A hs(y) = hg(0) A hs(y)
hi(1Ay) = hy(y) = LA hs(y) = he(1) A hg(y)
hf(a, A\ b) = hf(()) = 0 = G,I A —a’ = hf(a) AN hf(b)

Acabamos asi de probar que H = {a} es un conjunto de generadores libres del dlgebra

A.

c) En forma andloga se demuestra que I = {b} es un conjunto de generadores libres
de A. ‘
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d) Consideremos un dlgebra de Boole B; con tres dtomos. Para demostrar que Bz no
tiene mingin subconjunto de generadores libres, deberiamos considerar los 258 = 28
subconjuntos de Bs, ver cuales de ellos generan a B;. Luego, para cada conjunto
G C Bs tal que SB(G) = Bs verificar que cualquiera que sea el dlgebra de Boole A’
y cualquiera que sea f : G — A’ no se puede extender a un homomorfismo de Bz en
Al
Vamos a indicar una forma mucho mas sencilla de demostrar que Bs no tiene ningin
subconjunto de generadores libres.

e) Observemos que si A es un dlgebra de Boole, G C A tal que SB(G) =4, 91,92 € G
son elementos comparables, pero diferentes, esto es (i) g1 < g2 0 (it) g2 < g1,
entonces G no es un conjunto de generadores libres.

En efecto, en el caso (i) considerando la funcion f : G — B definida por f(g1) =1,
f(g2) =0, la misma no se puede extender a ningtin homomorfismo de A en B.
Vemos asi que si G es un conjunto de generadores, y g, 92 € G donde g1 # g2 ellos
deben ser incomparables.

Teorema 4.8.2 Sea G un conjunto de generadores de un dlgebra de Boole Byf:G—A
una funcién de G en un dlgebra de Boole arbitraria A. Si existe un homomorfismo de
B — A que extiende a f, €l es inico.

Dem. Sean #/,k” homomorfismos de B en A que extienden a f, esto es:

() h'(g)=flg) YgeG; (i) h"(g) = f(g) Vg €G.

Consideremos el conjunto X = {z € B : /(z) = h"(z)} C B, entonces (1) GC X. En
efecto, si g € G entonces h'(g) = f(g) = #"(g) y por lo tanto g € X.

Sean z,y € X entonces W(x Ay) = W'(z) AW (y) = h"(z) A h'(y) = K'(z Ay) luego,
z Ay € X. Anélogamente se prueba que £ Vy,—% € X. De estas condiciones resulta que
0,1 € X. Luego (2) X es subalgebra de B. De (1) y (2) resulta B = SB(G) C X y por
lo tanto B = X esto es, W' (z) = h"(z), Vz € B. |

Teorema 4.8.3 Si L, es un dlgebra de Boole con un conjunto de generadores libres G1,
Ly un dlgebra de Boole con un conjunto de generadores libres G y si existe una biyeccion
f: Gy — G, entonces Ly = L.

Dem. Como L, es libre y f : Gy — Ly, esta funcién se puede extender a un homomor-
fismo hy : Ly — Lo.

Como f es una biyeccién, entonces también f -1. Gy — G, es una biyeccion.

Entonces como L es libre y f~1 : Gy — Ly, esta funcién se puede extender a un homo-
morfismo hg-1: Ly — L.

Consideremos el homomorfismo h = hs-1 0o hy : L1 — L1, y sea:

X ={zx€Ly:h(z)=2x} C L.
a) G’ng

Sea g € Gy luego h(g) = hg-1(hs(g)) = hy-1(f(g)) y como f(g) € G; tenemos
finalmente h(g) = f~*(f(g)) = g, luego g € X.
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b) X es subélgebra de L;.
Su demostracién es obvia.

De a) y b) resulta que Ly = SB(G;) € X y por lo tanto L, = X, y en consecuencia:
c) h(z) =z, Vz € L.

d) hy es inyectiva.
Si hy(x) = hys(y) entonces hg-1(hs(x)) = hs-1(hs(y)), esto es h(z) = h(y) de donde
resulta por ¢) que T = ¥.

e) hy es suryectiva.
Como SB(Gi) = L1y hy : Ly — Lz es un homomorfismo entonces por el Lema

48.1: hy(Ly) = SB(hy(Gh)) = SB(f(G1)) = SB(Ga) = La.
u

Esto nos prueba que el dlgebra de Boole con un conjunto de generadores libres G, es inica
a menos de isomorfismos.

Vamos a indicar una construccién del 4lgebra de Boole L(n) con un conjunto de genera-
dores libres, con n elementos, n € IN.

Claramente L(n) no es un algebra de Boole trivial. Sea & = {U;}ier €l conjunto de todos
los ultrafiltros de L(n). Por el teorema de Stone sabemos que L(n) es isomorfa a una
subéleebra del 4lgebra de Boole P = [] L(n)/U; , y tambien sabemos que cada uno de

i€l
los cocientes L(n)/U; = B = {0,1}.
Por lo tanto, si probamos que el conjunto E es finito tendremos que P es un algebra
finita y por lo tanto L(n) es finita. Si ademés determinamos el nimero de elementos de
E conoceremos el nimero de elementos de P y su “estructura”.
Para ello vamos a demostrar, utilizando una técnica indicada por L. Monteiro en 1964,
para las dlgebras de Heyting, que existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto
BS de todas las funciones de G en B y el conjunto E. Esta técnica fué utilizada poste-
riormente por R. Cignoli, A. Monteiro, L. Iturrioz, M. Abad y A. Figallo, entre otros.
Dada f € B¢ como G es un conjunto de generadores libres de L(n), existe un homomor-
fismo h; : L(n) — B que extiende a f. Ademas sabemos que SB(h¢(G)) = he(L(n)) y
como la tinica subalgebra de B es la propia B entonces SB(hs(G)) = B y por lo tanto
h;(L(n)) = B. Probemos que: Nuc(hy) € E.
Sea ¢ el homomorfismo natural de L(n) — L(n)/Nuc(hy). Como Nuc(hs) = Nuc(p),
entonces L(n)/Nuc(hs) = B, esto es L(n)/Nuc(hy) es un 8lgebra simple, luego por un
resultado anterior Nuc(h;) es un ultrafiltro de L(n).

Pongamos por definicién:
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luego ¢ : B¢ — E.

1) 4 es suryectiva. Sea U € Ey ¢ L(n) — L(n)/U el homomorfismo natural. Como
L(n)/U = B podemos suponer que ¢ : L(n) — B. Sea f = ¢|, luego feBYy
por lo tanto puede extenderse a un homomorfismo hy : L(n) — B. Pero como hyy
¢ son extensiones de f resulta por el Teorema 4.82 que hy =p yen consecuencia
Y(f) = Nuc(hy) = Nuc(p) = U.

Observemos que de la condicién 1) ya resulta que E es finito, pués N [E] <27,

BG

e 1(U)

2) 9 es inyectiva. Sean fi,f2 € B, tales que ¥(f1) = ¥(f2), esto es Nuc(hy) =
Nuc(hg). Luego L(n)/Nuc(hi) = L(n)/Nuc(he) = B. Entonces si z € Nuc(hy) =
Nuc(hg), hp(z) =hp(z) =1ysiz € L(n) \ Nuc(h,) = L(n)\ Nuc(hz), he (z) =
hs,(z) = 0, por lo tanto he(z) = hpl(z) YV o € L(n), en particular fi(g) =
falg) ¥V g € G, esto es fi = fa.

Acabamos asi de probar que E tiene 2" elementos y por lo tanto

P 2"
L(n) = [] L(n)/Ui = T L(n)/a0)-
i=1 i=1
Luego, como cada uno de los cocientes tiene 2 elementos tenemos que:

N[L(n)] =2%".

Si ponemos por convencion que B = {0,1} es un &lgebra libre con un conjunto vacio
de generadores, entonces las 4lgebras con 1,2,4,... ,2¢, ... 4tomos son libres , esto es el
ndmero de &tomos es una potencia de 2. De aquf resulta que el slgebra de Boole B; con
3 atomos no es libre.

4.9 Homomorfismos de un cuerpo de conjuntos en otro, induci-
dos por una funcién puntual.

Sean X e Y conjuntos no vacios y f : X — Y. Pongamos por definicién:
h(Z)=fH2)={zeX: flz)eZ}, VZCY

Entonces
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Lema 4.9.1 La funcion hy: P(Y) — P(X) verifica
(1) hs(0) =0.
(2) he(Y)=X.
(3) hi(ZNW) =hg(Z)Nhe(W), YZ,WCY.
(4) h(ZUW) =hp(Z) Uhe(W), Y Z,W CY.
(5) hy(CZ) =Chs(Z) YZ C Y.

Por lo tanto, h; es un homomorfismo del dlgebra de Boole P(Y) en el dlgebra de Boole
P(X), que se denomina homomorfismo inducido por la funcién f. (R. Sikorski).

Observacién 4.9.1 Si Z C Y, entonces hy(Z2) = f1(2) =0 < ZCY —Im(f).
Lema 4.9.2 h; inyectiva <= f suryectiva.

Dem. =) Dadoy € Y entonces {y} CY y ademas {y} # 0, por lo tanto como hy

es iny.ectiva, hi({y}) # hs(0), esto es f71({y}) # f~1(®) = 0, luego existe € X tal que
z € f~1({y}), esto es f(z) =y, por lo tanto f es suryectiva.

«=) Sean Z,W C Y tales que Z # W, esto es (1) Z € W 6 (2) W € Z. Supongamos
que ocurre (1) entonces existe z € Z tal que z ¢ W. Como z € Y y f es suryectiva, existe
z € X tal que f(z) = 2z, por o tanto z € f7(Z) =hs(Z) yz ¢ f~Y W) = hg(W), esto
€8 hf(Z) 7é hf(W) |

Lema 4.9.3 h; suryectiva <= f inyectiva.

Dem. =) Sean z;,z € X, tales que x; # T2, entonces Oy = {r;} € X, Cy =
{z3} € X y Cy # C,. Como hy es suryectiva existen 21,2, C Y tales que hy(Z1) =C1 y
hi(Z3) = C, esto es f1(Z1) = Cy = {z1} vy F7(Z2) = Ca = {22}, luego f(z1) € Z1
Flx2) € Zy. Ademas fH(Z1) N 1 (Z2) = {m1} N{z2} = 0, esto es f~YZiNZy) =0y esto
significa que no eviste z € X tal que f(x) € Z1 N Z;. Luego, si f(z1) = f(z2) tendremos
que f(z1) = f(x2) € Z1N Zy. Absurdo, luego f(z1) # f(z2) y por lo tanto f es inyectiva.

«=)Si C C X entonces Z = f(C) C Y, luego hy(Z) = fY(f(C)) = (por ser f inyectiva)
= C. ]

4.10 Algebras de Boole libres, construccién de A. Monteiro

Dado un ndmero cardinal ¢ vamos a indicar una construccién, debida a A. Monteiro, del
4lgebra de Boole con un conjunto de generadores de cardinal c.
Dada el 4lgebra de Boole B = {0,1}, sea I un conjunto de cardinal ¢, E = [ B; donde

iel

B; = B, para todo i € [ y £ = P(E) la familia de todos los subconjuntos de E.
Consideremos la siguiente familia de conjuntos G; = {z € E : z; = 1}, donde ¢ € I. Por
lotanto G; CE, VicIestoes G, €&, Viel.

Observemos que el elemento e € E definido por e(i) =1, V¢ € I pertenece a todos los
conjuntos Gy. Luego G; #0, Viel.
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Tenemos asi un subconjunto G = {G;}icr del dlgebra de Boole £ que verifica cuyo cardinal
es igual a ¢, lo que equivale a decir que los cardinales de G y de I son iguales. En efecto
si ponemos por definicion a(i) = G;, entonces o es una funcién de I sobre G. Ademaés o
es inyectiva, ya que si4,j € I, ¢ # j, entonce el elemento = € E definido por z(j) =0y
z(k) = 1 para todo k # j verifica z ¢ G,y z € Gi, luego a(i) = Gi £ G; = a(j).

Sea £ = SBg(G), esto es L es la subélgebra booleana generada en & por G. Vamos a
demostrar que G es un conjunto de generadores libres de £. Para ello debemos demostrar
que dada un 4lgebra de Boole arbitraria A y una funcién f : G — A, f se puede extender
a un homomorfismo h; : L — A.

PRIMER CASO) A tiene un sélo elemento, A = {0}, entonces si f : G — A, tendremos
que f(G;) =0, V G; € G y por lo tanto la funcién hf(z) =0, Vo € Lesun homomorfismo
que extiende a f.

SEGUNDO CASO) A tiene més de un elemento. Sea T el conjunto de todos los ultrafiltros
de A, entonces por el teorema de Stone A es isomorfa a una subalgebra A del algebra
funcional BT y como el dlgebra de Boole BT es isomorfa al dlgebra de Boole P(T') de todos
los subconjuntos de T, entonces podemos suponer que A es isomorfa a una subalgebra A
de P(T).

S{ f es una funcién de G en A entonces f(G;) = H; donde H; € A, estoes H; CT.

£ = P(E)

£ = SBe(G) (T

Vamos a definir una funcién ks : P(E) — P(T) de forma tal que hy sea un homomorfismo
que extienda a f. Una tal funcién debe hacer corresponder a cada subconjunto X de E
un subconjunto de T, esto es

Si X CE entonces hy(X)CT.

Para cada H; C T consideremos la siguiente funcion kpy; T —B={0,1}.

978 (t) =

1eB sit € H;

y la funcién K : T — E definida por:

K(t) = (km,®)er € [[ Bi=E, teT

iel
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Luego
hi(X) = K7'(X), donde X C E

es una funcién de P(E) en P(T), que verifica hy(@) = 0, hy(E) = T, he(X N Y) =
he(X) N hs(Y), hp(X UY) = hg(X) U hy(Y). Por lo tanto, hy es un homomorfismo
booleano P(E) en P(T). Probemos hy es una extensién de f. Esto es que hi(Gy) =
f(G;) = H;, Y j €I, loque equivale a demostrar que KYG;)=H;, Vjel.

En efecto t € K~Y(G;) < K(t) € G; «= (ku,(t))ier € G; < ku(t) =1 <
t € Hj.

Veamos finalmente que el homomorfismo hy toma sus valores en A, estoes que he(L) C A
Sea L' = {X € P(E) : hy(X) € A}, entonces:

1) gCc.
En efecto si G; € G, entonces h(G;) = f(Gi) = H; € A, luego G; € L' para todo
1€ 1.

2) L' es una subélgebra de P(E).
Como hi(®) = 0 € A, hy(E) = T € A, entonces 0Ec A Si XY € L en-
tonces he(X),hs(Y) € A, y como A es una subalgebra de P(T) tenemos que
he(X NY) = he(X) Nhe(Y) € A he(XUY) = hi(X) U he(Y) € A, luego
rNY, XUY € A

De 1) y 2) se deduce que (3) £ = SBg(G) € L'. Por lo tanto si Y € hy(L) esto es (4)
Y = hy(X) donde (5) X € L. De (5) y (3) resulta X € L'y porlotanto Y = hs(X) € A

Ejemplo 4.10.1 Seac=2, [ = {1,2}, E =B x B. Luego tenemos que los diagramas
de E y & = P(E) son los que se indican a continuacién, y G = {Gy,G3} donde Gy =
{(17 0)7 (1’ 1)}a Gy = {(07 1)7 (1’ 1>} Y SBS(Q) =£.

E

E=BxB

(1,1)
(1,0) < (0,1)

e G»

(0,0) {(0,0)} {1, 1}

Apliquemos la construccién de A. Monteiro para el caso en que ¢ es un ndimero natural,
luego I = {1,2,...,n},
E=BxBx...xB,

N
n veces
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NIE] = 2", € =P(E), N =22,G ={s€E:z=1h1<si<m
G = {G;:1< i< n}. Probemos que SBg(g) = €.

El conjunto de los atomos de € es A(€) = {{z}}sep. Si probamos que A(E) € m(G)
entonces S(m(G)) = SBg(G) = £. Si {z} € A(£), entonces z = (z1,%2,...,%,) € EY
por lo tanto z; € B={0,1}, 1 <i<n.

Pongamos
0 st x;=1

E s1 111,:0

Entonces
X = (Xl,Xz,...,Xn) Giw,E} X {@,E} X ... X {(Z),E;}.

n veces

Probemos que mx = {z}.

1) {z} C mx.
Sea I(a:,l)={i€I:m¢=1}eI(m,0):I\I(m,1).
Si I(x,1) = I esto es z; = 1 para todo 7 € I entonces = € G; para todo ¢ € I y por
lo tanto si X = (X1, Xz, ..., Xs) = (,0,...,0) entonces

n

xmezﬁGizﬂ(Gi—l—Xi).

i=1 i=1

Si I(x,0) = I esto es z; = 0 para todo ¢ € I entonces T € CG, para todo ¢ € I y por
lo tanto si X = (X1, Xy,...,X,) = (E,E,..., E) entonces

i=1 i=1

Si I(z,1) # I entonces z; = 1 para todo i € I(z,1) y z; = 0 para todo % € I(z,0)
esto es ¢ € G; para todo para todo ¢ € I(z, )yz e CG; para todo para todo
i € I(z,0) y por lo tanto si X = (X1, Xa,...,Xp) es tal que X; = () para todo
i€ I(z,1) y X; = E para todo i € I(z,0) tenemos que

rEeEmyxy = ﬂ (Gz—*‘X,,,)ﬂ m (G1+X1)

icl(z,1) i€I(z,0)

Seay € mx = NG+ X;), luego y € Gy + X;, 1 < i < m. Por lo tanto si
=1

X, =0 < m =1, entonces y € G; + 0 = G; luego (1) y(i) = 1 = (i), y si

X,=E <= z; =0, entonces y € G; + E = 0G; luego y ¢ G; y por lo tanto (2)

y(i) = 0 =x(i). De (1) y (2) resulta que y = .

De A(€) € m(G) C S(m(G)) = SBe(g) resulta que & = SBe(A(E)) C SB:(9).
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4.11 Extensién de homomorfismos

Definicién 4.11.1 Un dlgebra de Boole C se dice completa si para todo subconjunto
{a;}ic1 de elementos de C, existe el elemento \/ a; en C.

il
Lema 4.11.1 Si en un dlgebra de Boole A eiste el supremo (infimo ) de un subconjunto
{a;}icr de A entonces también existe el infimo (supremo) del subconjunto {—a;}ier Y

ademds
/\—ai = —(\/ a;) Y \/ —a; = —(/\ai).

i€l i€l i€l i€l
Lema 4.11.2 Un dlgebra de Boole C es completa st y solamente st para todo subconjunto
{a;}icr de elementos de C, existe N ai.
iel
Es obvio que todas las dlgebras de Boole finitas son completas. Indiquemos un ejemplo
de un 4lgebra de Boole que no es completa.

Ejemplo 4.11.1 Sea N el conjunto de los nidmeros naturales, entonces A = P(N) es un
dlgebra de Boole. Sea S el subconjunto de A formado por las partes finitas de N y los
complementarios de las partes finitas de N. Como O es una parte finita de N, entonces
0 S. ComoN =C0 entonces N € S. Dados X,Y € S entonces (1) X es finita 6 (2)
X = CFy, donde F, es una parte finita de N, (3) Y es finita ¢ (4) Y =CF,, donde F es
una parte finita de N. Si se verifica (1) entonces CX € S, y si se verifica (2) entonces
CX = F, € S. Por lo tanto, S es cerrado con respecto al complemento.

Como X NY C X, entonces si se verifica (1), X NY es finito esto es XNY eS8, Sise
verifican (2) y (8) como XNY C Y entonces XNY es finito y en consecuencia XNY € S.
Si se verifican (2) y (4) entonces X NY = CANCE =0(AUFR), por lo tanto X NY es
el complementario de la parte finita Fy U Fy de N, luego XNy e=s.

Tenemos asi un dlgebra de Boole S. Para probar que S no es completa basta indicar un
subconjunto de elementos de S que no tenga supremo en S.

Sea I el conjunto de los niimeros naturales impares, P el conjunto de los niimeros naturales
pares y consideremos el siguiente subconjunto de S : X = {{i}}ic1. Supongamos que
Y € S es una cota superior de X, esto es :

(itCy, Viel,

entonces I C Y. Por lo tanto Y no puede ser un subconjunto finito de N y en consecuencia
debe ser el complementario de una parte finita de N , esto es Y = CF donde F es finita
y F C N. Luego F = CY C CI = P, esto es el conjunto finito F es un subconjunto
del conjunto de los naturales pares. Sea F = {p1,p2,---,Pn} donde los p; son nimeros
naturales pares. Tenemos entonces

ICY =CF =C{p1,p2,...,Pn}-

Sea p un nimero natural par tal que p # p;, paral < i <n, esto esp € CF. Entonces el
conjunto Fy = {p1,pa, - -,Pn, P} verifica F C Fy y por lo tanto :

) 1=CFRClF=Y,

ycomoI CITU(P\F)= CF, =Y; entonces Y; es una cota superior del conjunto X de
elementos de S que es “menor ¢ igual” que Y, (ver (i)) . Esto prueba que el conjunto de
las cotas superiores de X no tiene primer elemento.
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Lema 4.11.3 El producto cartesiano de dlgebras de Boole completas es un dlgebra de
Boole completa.

Dem. Sea {A;}ic; una familia de dlgebras de Boole completas y P =[] Ai. Dado un
i€l

conjunto {0}, de elementos de P, esto es ) = (azgj))iel Y j € J, vamos a demostrar

que existe el supremo de este conjunto.

Para cada 1 fijo, ¢ € I, {xgj)}je} es un subconjunto de elementos de A;, y como A; es

completa existe el elemento (1) s; = \/ xi’), para cada i € I. Consideremos el elemento
jeJ

de P definido por s = (s;)ic1, entonces :

m)ﬂna)éﬂga,VjeJ;v¢eLhm@m@=4ﬁ%mpg@ma=s,Vjel

82) Sea p c P tal que (mgj))iel = w(J) < P = (pi)iela v J € Ja luego ng) < bi,
VjeJ, Viel, luego por (1) tenemos que s; < p;, Viel, estoess < p.

Definicién 4.11.2 Se dice que un dlgebra de Boole completa C' es un completamiento
de un dlgebra de Boole A si C contiene una subdlgebra isomorfa a A.

Lema 4.11.4 Toda dlgebra de Boole A admite un completamiento.

Dem. Si A es trivial, es claro que es completa. Si A no es trivial, sabemos por
el Teorema de Stone que A es isomorfa a una subélgebra de C = BF, donde E es el
conjunto de todos los ultrafiltros de A. Como B es un &lgebra de Boole completa, dado
que es finita, entonces por el lema anterior C es completa, luego C es un completamiento

de A. |

Lema 4.11.5 Si A es un dlgebra de Boole, S una subdlgebra de A, h un homomorfismo
de S en un dlgebra de Boole completa C y b € A, entonces h se puede extender a un
homomorfismo H de SB(S,b) en C. (R. Sikorski)

Dem. Sabemos que:
SB(S,b) = {z = (s1 Ab)V (s2 A —b) 1 81,5 € S}.

Sean X = {s € S:58<b} Y ={s€S:b< s} Estosconjuntos no son vacios dado que
leXyleY.

Como C es completa podemos asegurar la existencia de los siguientes elementos de C:

m=\/ h(z); M=Amw

z€X yey

Veamos que m < M. En efecto, sean x € X, y € Y, estoes x € S, z<b, ye S, b<y,
luego ¢ < y cualesquiera que sean £ € X, y € Y, y por lo tanto h(z) < h(y) cualesquiera
que sean © € X, y € Y, por lo tanto m = \/ h(z) < h(y) cualquiera que sean y € Y y

z€X
m < N h(y) =M.
yey
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Dez<b<y Vz€cX, VyeY,resulta quesi H esun homomorfismo de SB(S,b) que
extiende a h entonces

h(z)=H(z) < H() < H(y) =h(y), VeeX, Vyey,

por lo tanto
m < H(b) < M.

Ademas, si z € SB(S, b) entonces z = (s1 Ab) V (s2 A —b) donde 51,5, € 5, y por lo tanto
H(z) = (H(s) NH®) Y (Hlss) A H(=8)) = (h{sx) A HO) V (h(s2) A —H().
Seacec Ctal quem <c< M, siz=_(s;Ab)V (s2A—b) donde s1,5; € S pongamos por
definicién:

H(z) = (h(s1) Ac) V (h(s2) A —c).

Sabemos que la “representacién” de los elementos de SB(S,b) no es unica, entonces para
ver que H es una funcién debemos probar que si:

(1) z=(s1AD)V (saA—b)=(s3Ab)V (saA—b)
donde s; € S, 1 <4 < 4, entonces :
z = (h(s1) Ac) V (h(s2) A —c) = (h(s3) Ac) V (h(s4) N =€) = w.

Recordemos que z =w <= zA—w=0 y wA—z=0.
En efecto 2 A —w = [(h(s1) A c) V (h(s2) A —¢)] A (—h(s3) V —¢c) A (—h(ss) Ve) =

[(h(s1) Ac) A (h(—s3) V —c) A (h(=s4) V S)] V [(h(s3) A —c) A (h(—s3) V —c) A (h{—s4) V C)].
Como h(s;)Ac<c< h(—sg)Vey h(ss) A —c < —c < h(—s3) V —c, entonces:
2z A —w = [h(s1) Ac A (h(—s3) V —=c)] V [A(s2) A —c A (h(—sa) V)] =
[h(s1) A c A h(=s3)] V [h(s1) Ae A=)l V [h(s2) A —c A h(—s4)] V [h(s2) N —c A c] =

[h(s1) A c A h(=83)] V [A(s2) A —c A R(=54)] = [R(s1 A —s3) A ] V [h(sg A —s4) N —c].

Por lo tanto z A —w = 0 si y solamente si h(si A —s3) Ac=0y h(s2 A —s4) A —c = 0.
De (1) haciendo el infimo de ambos miembros con b y luego con —b tenemos

(2) siAb=ssAb y (3) s2A—-b=s4A—b
Entonces de (2) resulta

siA—s3Ab=0 estoes (4) b<—(s1A —83)
y de (3) resulta

sgA—ssA—b=0, estoes (5) s3A—84<,

y como
—(s1A—s3) €S y s2A—854E€S

tenemos que
(6) s2A-ss€X y () —(s1A-s3)eY.
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Por lo tanto de (4) y (7) resulta que

< M= A\ h(y) < h(—(s1 A —59))

yey

y de (5) y (6) resulta h(sz A —s4) < \/ h(z) < c. Por lo tanto
zeX

cA—h(—(s1A—=83)) =0 y h(saA—ss)A—c=0,

esto es
cAR(syA—s3) =0 y h(s2A—s)AN—c=0.

Anélogamente se prueba que w A —z = 0. Acabamos asi de probar que H es una funcion

de SB(S,b) en C.

1) H extiende a h.
Sisec Sentonces s =sALl=sA(bV—b)=(sAb)V(sA—b),yporlo tantoH (s) =
(h(s) Ac)V (R(s) A —c) = h(s) A (cV —c) = h(s).

2) H es un homomorfismo.

) Como H extiende a h entonces H(0) = h(0) =0,y H(1) = h(1) = 1. Sean z,y €
SB(S,b) entonces H(z)VH(y) = (h(sl)/\c)v(h(sz)/\—c)v(h(33)Ac)V(h(s4)/\—c) =
[(B(s1) V h(s3)) Ac)V [(h(s2) V h(sy)) A —c) = [h(s1V s3) A )]V [h(s2 V 84) N —c.
Como zVy = (s AB)V (s2A—b)V (s3Ab)V (saA—b) = [(s1Vs3) Ab]V [(s2V 84) A,
entonces H(z Vy) = H(z) V H(y).

Vimos que si & = (51 A b) V (s2 A —b) entonces —1 = (=81 Ab) V (=83 A =), luego
(o) = (h{s1) A &) V (h(—s2) A ~c), y —H(@) = ~[(h{s2) A ) V (h(s2) A=0)] =
(=h(s1) Ac) V (—h(s2) A —¢) = (h(—s1) A ) V (h(—=s2) A —c).

Observemos que H(b) = ¢. En efecto, como b = (LA b) V (0 A —b) entonces H(b) =
(R(1)Ac)V (R(O)A —c)=cVO=c |

;Cuantas extensiones podemos construir? Tantas como elementos tiene el segmento
[m, M] C C. Luego la extensién no es dnica salvo que [m, M| = {zo}.

Teorema 4.11.1 Si S es una subdlgebra de un dlgebra de Boole A, h un homomorfismo
de S en un dlgebra de Boole completa C, entonces existe un homomorfismo H : A — C
que extiende a h. (R. Sikorski)

Dem. Sea F el conjunto de todos los pares (B, H ) donde B es una subalgebra de A que
contiene a S y H un homomorfismo de B en C que extiende a h. Es claro que (S, h) € F.
Pongamos por definicién (B, H 1) < (Ba, Hy) si y solamente si B, es una subédlgebra que
contiene a By y Hy es una extensiéon de H;. Entonces es claro que (F, <) es un conjunto
ordenado. Veamos que es inductivo superiormente. Sea K = {(Bj, Hj)}jes una cadena de
elementos de F y consideremos el conjunto B = \J B;j. Este conjunto es una subélgebra
jed
que contiene a S. En efecto, como S C Bj, Vje& J entonces S C U B; = B. Como
jed
0,1 € B; cualquiera que sea j € J entonces 0,1 € B. Siz,y € B ejntonces r € B; e
y € Bj, y como por hipétesis Bj; & B;, 6 Bj, C Bj, entonces I,y € B;, 6 x,y € By,
por lo tanto z Ay,zVy € Bj, 6 ANy, zVy € Bj, luego en cualquiera de los dos casos
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Ay, zVyé€EB.
Probar que (B, H) € F, para algin homomorfismo H : B — C, es una cota superior de
K equivale a probar que

(ijHj)S(B’H)a v jE.],

esto es que B; es una subdlgebra de B, V j € J, lo cual es obvio y que H es un
homomorfismo de B en C que extiende a H;, Vj € J.

Sea b€ B = |J B,, entonces existe jo € J tal que b € B;,. Pongamos por definicién:
jeJ

H(b) = Hjo (b)-
Observemos que si j € J es tal que b € B;, como K es una cadena entonces :
(1) (BJmH ) (Bj>Hj)) 6 (2) (BjaH ) (BJoaH )

En el caso (1), como H; es extensién de H;, y b € By, entonces H;(b) = H;,(b) y en el
caso (2) como Hy, es extensién de H; y b € B entonces H;,(b) = H; ( ), luego (B, H) € F
y es ademas cota superior de K.

Por lo tanto dado (S, h) € F existe un elemento maximal (M, H) € F tal que (S, h) <
(M, H).

Si M # A, entonces existe a € A — M y por lo tanto M; = SB(M, a) es una subélgebra
tal que (3) M # M, y por el lema de R. Sikorski sabemos que existe un homomorfismo
H, : M) — C que extiende a H, entonces por (3) tenemos (M, H) < (M, H;), Absurdo.
Por lo tanto M = A. ||

Definicion 4.11.3 Un dlgebra de Boole I se dice inyectiva si todo homomorfismo h de

una subdlgebra S, de un dlgebra de Boole A en I se puede extender a un homomorfismo
de Aenl.

Lema 4.11.6 Un dlgebra de Boole es inyectiva si y solamente si es completa

Dem. <= ) Si A es completa entonces por el Teorema de R. Sikorski A es inyectiva.

=) Sea A un 4lgebra de Boole inyectiva. Sabemos que A se puede sumergir en un 4lgebra
de Boole completa C'. Sea h la funcién definida en el subconjunto A de C y que toma sus
valores en A por h(z) =z, Vz € A. Es claro que h es un homomorfismo de la subélgebra
A de C en A, luego como A es inyectiva, h se puede extender a un homomorfismo
H : C — A. Probemos que A es completa. Sea F = {a;};e; C A C C, luego como
C es completa existe el elemento (1) ¢ = \/ a; € C, por lo tanto a; < ¢, Vj € Jyen

jed

consecuencia a; = h(a;) = H(a;) < H(c), V j € J esto es H(c) € A es una cota superior
en A del conjunto F. Supongamos que a; < b, Vj € J, donde (2) b € A. Probemos que
H(c) < b. En efecto de (2) y A C C resulta que (3) b € C. Luego de (3) y (1) tenemos
¢ < by en consecuencia H(c) < H(b) y como b € A, y H es una extensién de h tenemos
finalmente H(b) = h(b) = b, y por lo tanto H(c) < b. [
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4.12 Ntmero de epimorfismos entre dlgebras de Boole finitas

En esta seccion, salvo mencién en contrario By, By representaran dlgebras de Boole, finitas
no triviales, A; = A(B;), Az = A(B2) los conjuntos de sus dtomos.

Lema 4.12.1 Si h: By — By un epimorfismo, entonces:

(1) 8ib€ A, eziste un dnico a € Ay tal que h(a) =b.
(M. Abad and L. Monteiro, Number of epimorphisms between finite symmetric
Boolean algebras, Reports on Mathematical Logic, 10 (1978),3-7).

(2) Sia€ Ay entonces h(a) =0 6 h(a) € As.
(M. Abad and L. Monteiro, Monadic symmetric Boolean algebras, Notas de Logica
Matemética 37, (1989)).

(3) Si h es inyectivo entonces h(a) € Az, cualquiera que sea a € Ay,
(M. Abad y L. Monteiro, Monadic symmetric Boolean algebras (1989)).

Dem.

(1) Como h es suryectiva existe x € By tal que h(z) = b. Es claro que z # 0 por lo
t

tanto z = \/ a;, donde a; € A;, a; < z, paral <12 < ¢t En consecuencia b =
i=1

t

h(z) = \/ h{a;), y por lo tanto 0 < h(a;) < b, Vi, 1 <i <t Como b es un dtomo
i=1

entonces h(a;) =06 h(a;) =b, 1 < i < t. Pero como b # 0 entonces necesariamente

h(a;) # O para algin ¢. Si a;,a; son dtomos de By que preceden a x, a; # a;y

h(a;) = h(a;) = b entonces 0 = h(0) = h(a; A a;) = h(a;) A h(a;) = bAb =1,

absurdo.

(2) Supongamos que h(a) # 0, luego existen by, by, ..., b € A, tales que h(a) = V b,
i=1
Por (1) sabemos que para cada b; existe un dnico a; € Ai, tal que h(a;) = b,

luego h(a) = V b = V h(a;). Por lo tanto h(a A a;) = h(a) A h(a;) =
i=1 i=1

(\V h(a;)) A h(a;) = h(a;) = b;, para cada i, 1 < ¢ < r. Como b; # 0 entonces
i=1

aAa; # 0luego 0 < a Aa; < a. En consecuencia a = a A a; y por lo tanto
h(a) = h(a A a;) = b; € As.

(3) Es una consecuencia inmediata de (2) y de la hipétesis.

Lema 4.12.2 Si B es un dlgebra de Boole finita, no trivial, h : B — B un automorfismo,
z,y € B tales que h(z) = y entonces: h(A(z)) = Aly) y h(A(—z)) = A(—y).

(M. Abad and L. Monteiro, Monadic symmetric Boolean algebras, Notas de Logica Ma-
tematica 37, (1989)).

Dem. Siz = 0 entonces y = 0 y por lo tanto h(A(0)) =0 = A(0) y h(A(V—O)) =
h(A(1)) = A(1) = A(-0).
Supongamos que = # 0 y sea a € h(A(z)), esto es, a = h(b) donde b € A(z). Como



Algebras de Boole 171

b € A(B) por el Lema 4.12.1,(3) tenemos que a € A(B). Como b < x entonces a = h(b) <
h(z) =7y, esto es a € A(y) y por lo tanto h(A(z)) C A(y).

Sea ¢ € A(y), entonces por el Lema 4.12.1, (1) existe un tnico a € A(B) tal que h(a) = c.
Como a < 1=2zV —zyaes un elemento primo de B tenemos que a < T 6a< —z.

Si ¢ < —z entonces ¢ = h(a) < h(—z) = —h(z) = —y, y como ¢ < y tendriamos que
¢ < yA—y = 0, absurdo. Luego a < z y por lo tanto ¢ = h(a) € h(A(z)). Como
h(—z) = —y, la otra parte del enunciado es obvia dada la demostracién anterior.

Sabemos por el teorema de Birkhoff que By = P(A;) y B2 = P(As) donde los isomorfismos
©1: B1 — P(A1), g2 : By — P(Az) estan dados por:

¢1(z) = Az), =€ By y ©2(y) = Aly), vy € Bo.

Ahora bien, por el Lema 4.9.1 si f es una funcién de A2 en A; ella induce un homomorfismo

hy = f71 : P(A) — P(Az). Como ¢ : By — P(As) es un isomorfismo, también
@271 : P(Ay) — By es un isomorfismo. Ademds sabemos que @3 M) =0ysi X C A
entonces ;1 (X) = V =

zeX
Si z € B; pongamos por definicién:

Hy(z) = (¢3! © by o ¢1)().

f
A = A
hf = f_l
By By
1 3"
Hy
P(A) - P(A2)

Luego H; : By — By es un homomorfismo, por ser composicién de homomorfismos.
Lema 4.12.3 Ademds:

(1) Hy inyectiva <= [ suryectiva.

(2) H; suryectiva <= f inyectiva.
Dem.

(1) <=) Si f es suryectiva entonces por el Lema 4.9.2, h; es inyectiva, luego Hy es
inyectiva, por ser composicién de tres funciones inyectivas.

—>) Si probamos que hy es inyectiva entonces por el Lema 4.9.2 resultard que
f es suryectiva. Supongamos que (1) hs(X1) = hs(Xz) donde X1, Xy € P(A1).
Como ¢; es suryectiva entonces X; = @1(71), X2 = ¢1(x2) donde z1,22 € Bi.
Entonces de (1) resulta hy(p1(z1)) = hp(X1) = he(X2) = h¢(p1(z2)) y por lo
tanto H;(z;) = H;(xy), de donde resulta por ser Hy inyectiva que Ty = 3 ¥ en
consecuencia X; = p1(z1) = ¢1(z2) = Xa.
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(2) <=) Si f es inyectiva entonces por el Lema 4.9.3, hy es suryectiva y por lo tanto
H; es suryectiva, dado que es composicién de tres funciones suryectivas.

—) Supongamos que H; es suryectiva, esto es By = H;(B;) = 05 (hs(p1(B1))
luego @a(B2) = ht(p1(B1)), ¥ como 1, @2 son suryectivas tenemos que P(4z) =
ht(P(A1)), luego hy es suryectiva, de donde resulta por el Lema 4.9.3 que f es
inyectiva.

Observacién 4.12.1 Como H; es un homomorfismo Hf(0) = 0 y siz € By, © # 0
entonces Hy(z) = (p3" © hy o ¢1)(z) = (¢7" o hy)(pu(x) = (2" © hs)(A(x)) =
03 (ks (A(2))) = 03 (fTH(A())) = V{b: b € fH(A(2))} = V{b e As: £(b) € A
V{b € Az : f(b) < z}. Ademds por lo visto en la Observacion 4.9.1 H¢(z) = 0 <=
f(A2) € Ar\ A().

De acuerdo con los resultados anteriores tenemos que:

Lema 4.12.4 Si By, By son dlgebras de Boole, A1 = A(B;), Ay = A(B>) los conjuntos
de sus dtomos y f : Ay — Az, entonces la funcion Hy : By — By definida por:

0 stx=20

Vi{be Ay : f(b) <z} stz #0

es un homomorfismo de By en Bay, y si f es inyectiva entonces H; es un epimorfismo.

Observacién 4.12.2 §i f es inyectiva y a € A; entonces Hy(a) = \/{b € Az : f(b) < a},
pero f(b) € Ay, luego de f(b) < a, y f(b),a € Ay resulta que f(b) = a y por lo tanto
Hi(a) = V{b € Ay : f(b) = a}. Luego, de acuerdo con el Lema 4.12.1,(2) tenemos los
stguientes casos:

(1) Si Hi(a) = ¢ € Ay tendremos que ¢ = Hy(a) = \/{b € Ay : f(b) = a}
{be Ay : f(b) =a} ={c}, = f(¢)=a.

(2) Si Hi(a) =0 <> \{be Ay: f(b) =a} =0 <= noexisteb € Ay tal que
f(d) =a <= a ¢ Im(f).

Ademds

(3) Sia€ Ai, c € Ay entonces He(a) =c < f(c) =a.
En efecto en (1) vimos que Hy(a) = c¢ = f(c¢) = a. Reciprocamente si f(c) = a
como Hi(a) = \/{b € Az : f(b) = a}, luego f(c) = f(b) y como f es inyectiva c =b,
entonces Hy(a) = c.

Si By y By son 4lgebras de Boole y h : By — By es un epimorfismo, F = Nuc (h), F3 el
conjunto de todos los filtros de Bs y JF; el conjunto de todos los filtros de B; que contienen
a F. Es claro que (F1,C) y (F2, C) son conjuntos ordenados.

Lema 4.12.5 Los conjuntos ordenados F2, F1 son isomorfos.
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Dem.

Si U € F, pongamos por definicién A(U) = h™'(U). Luego BU) =h~1(U) C Bu.

Ademés si z € Nuc (h), entonces h(z) =1 € U, luego = € h™'(U) = B(U), por lo tanto
Nuc (h) € 8 (U).

(A) [ es una funcién de F en Fi.

(B)

Probemos que B(U) = h~}(U) es un filtro de B.

F1) Como h(1) =1 € U entonces 1 € h™'(U).

F2) Siz,y € h~}(U) esto es, h(x), h(y) € U entonces como U es un filtro h(z Ay) =
() (y)Eprorlotantox/\yeh Yu).
Y

F3) Sixz € h~'(U) esto es (1) h(z) € U e y € By verifica z < y, entonces como h es
isétona (2) h(z) < h(y). De (1) y (2) resulta por ser U un filtro que h(y) € U,
esto es, y € h~1(U).

U CUy = ﬂ(Ul) - ,B(Uz) donde U, U; € Fo.
=) Sea y € B(U1) = h™(Uh), esto es h(y) € Uy, luego como Uy & U, tenemos
h(y) € Uy y por lo tanto y € h™'(Uz) = B(Uz).

«—) Sea (1) y € Uy, luego como h es suryectiva existe = € B, tal que (2) h(z) =y.
De (1) y (2) resulta que & € h™*(U;) y como por hipétesis h~ YUp) = B(Uy) C
B(Us) = h~1(Us) tenemos que z € h™'(Uz) esto es y = h(z) € Us.

La funcién g es suryectiva.

Sea M un filtro de By tal que F = Nuc (h) C M y U = h(M). Probemos que
UecF,yque B(U) =M.

U e F.

F1) Como 1 € M, entonces 1 = h(1) € h(M) =U.

F2) Sia,be U = h(M) entonces a = h(mi) y b= h(mz) donde my,m; € M, luego
(1) my Amy € M. Ademés (2) a Ab = h(m1) Ah(my) = h(my Amy). De (1) y
(2) resulta a Ab € h(M) =

F3) Sean (1) z € U = h(M), (2) y € B, tales que (3) = < y. De (1) resulta que
2 = h(m) con m € M, e de (2) resulta por ser h suryectiva que existe z € A
tal que h(z) =. Por (3) y =y V x esto es (4) h(z) = h(m) V h(z) = h(mV z).
Comom € M, m<mV zy M es un filtro tenemos que m V z € M y por lo
tanto (5) h(mv z) € h(M). De (4) y (5) resulta que y = h(2) € h(M).

B(U) = M. Ya sabemos que F = Nuc (h) € h~*(U) = M. Es bien conocido que
M C h~Y(h(M)). Probemos que h™*(h(M)) C M. En efecto, sea x € h~ Y(h(M))
esto es, h(z) € h(M) y por lo tanto h(z) = h(m) para algin (1) m € M. Luego
existe (2) f € Nuc (h) tal que (3) z A f =mA f. Como por hipétesis Nuc (h) C M
entonces por (2) resulta (4) f € M. De (1) y (4) tenemos que (5) mAfeMyde
(3) v (5) que (6) A f € M ycomozAf<zyM es un filtro tenemos finalmente
que z € M.

Corolario 4.12.1 Eziste correspondencia biyectiva entre los elementos mazimales de los
conjuntos ordenados Fz y Fi.
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Observacién 4.12.3 Sean Ry, Ry los reticulados distributivos con primer y iltimo ele-
mento, cuyos diagramas se indican:

%{? ol

Consideremos el epimorfismo (de reticulado) h : Ry — R definido por h(0) = h(a) =
0, h(b) = z, h(c) =y, h(d) = h(1) = 1. Entonces Nuc (h) = {d,1}. Los diagramas del
conjunto Fy de todos los filtros de R, que contienen a Nuc(h) y del conjunto Fa, de todos
los filtros de Ry se indican a continuacion. Luego F, y Fa no son conjuntos ordenados
isomorfos.

Fi Ry
) " R
) N\ ) o/o )

[€)
\ 40@) = [d) \ [1)

O

Dadas las algebras de Boole finitas A, A’. Si A’ es un lgebra trivial es claro que existe
un tnico epimorfismo de A en A’. Supongamos que ambas 4lgebras no son triviales, que
A ticne r 4tomos y A’ tiene t 4tomos. Pongamos A = B, y A’ = B, entonces N[B,|=2"
y N[B;] = 2¢, luego para que existan epimorfismos de B, en B; debe ser 2" > 2! |y
por lo tanto 7 = logy 2" > logy 2" = t, esto es r = N[A,] > N[4,] = t donde A, A;
son los conjuntos de dtomos de B,, By, respectivamente. Vimos en el Lema 4.12.4 que
a toda funcién inyectiva f : A, — A, le corresponde un epimorfismo H; : B, — B;.
Sea FI(A;, A,) el conjunto de todas las funciones inyectivas de A; en A, y Epi(B,, B)
el conjunto de todos los epimorfismos de B, en B.. Pongamos ®(f) = H;. Es claro, de
acuerdo con el Lema 4.12.4 que ® es una funcién. Tenemos asi que:

& : FI(A;, A,) — Epi(By, By).
Lema 4.12.6 ® es biyectiva.
Dem.

1) ® es inyectiva.
Sean f,g € FI(As, A,), f # g entonces existe a € A; tal que f(a) # g(a). Entonces
fla) =b € Ay, gla) =c € A, y b# cy por lo visto en la Observacién 4.12.2, (3):
fla) =b < Hib) =a y gla) =c <= Hy(c) = a, luego (1) Hy(b) = Hy(c).
Si H,(b) = a entonces ello equivale a decir que g(a) = b, absurdo. Por lo tanto

Hy(c) # Hy(c).
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2) & es suryectiva.
Sea h € Epi(B,, B;), y a € Ay, luego [a) es un ultrafiltro de B; y en consecuencia por
el Corolario 4.12.1, h™([a)) es un ultrafiltro de B,, en consecuencia h=([a)) = [b),
donde b € A,, y ademds Nuc (h) C h™'([a)). Pongamos f(a) = b. Por el Corolario
4.12.1 existe correspondencia biyectiva entre los ultrafiltros de B; y los ultrafiltros
de B, que contienen al nicleo de h, por lo tanto f est4 bien definida. Probemos
que f € FI(Ay A;). Sean a;,a; € Ay tales que a; # a; luego [a;) # [a;), por lo
tanto (1) [a;) Z [a;) 6 (2) [a;) € [a;). Supongamos que se verifica (1), luego existe
y € [a;) tal que y ¢ [a;). Como h es suryectiva entonces y = h(z) con & € B,.
Luego h(z) € [a;) y por lo tanto z € h7!([a;)) ¥ = ¢ h~!([a;)) en consecuencia
[6:) = R~ ([a:)) # h™*([a;)) = [b5) ¥ por lo tanto b; # b;.
Probemos que ®(f) = h, esto es, que Hy = h. Como B es finita para demostrar que
estos dos epimorfismos son iguales nos basta demostrar que H;(b) = h(b), para todo
b€ A,. Sib € A, entonces por el Lema 4.12.1,(2) sabemos que (1) H¢(b) =a € A; 6
(2) Hy(b) = 0. En la Observacion 4.12.2,(3) vimos que Hy(b) =a <= f(a)=by
de acuerdo con la definicién de f : h7}([a)) = [b). Como b € [b) tenemos b € h~1([a))
entonces h(b) € [a), esto es, (3) a < h(b).Como b € A,, y h es un epimorfismo por
el Lema 4.12.1,(2) tenemos: (4) h(a) =0 6 (5) h(a) € A;. Como (4) se contradice
con (3) entonces de (3) y (5) resulta por ser h(b),a € A; que h(b) = a y por lo tanto
H(b) = h(b).
Si ocurre (2) vimos en la Observacién 4.12.2, (2) que b ¢ Im (f). Como h es un
epimorfismo, por el Lema 4.12.1,(2) : (6) h(b) = a € A, 6 (7) h(b) = 0. Si ocurre
(6) h7*([a)) es un ultrafiltro de B, y por lo tanto h~([a)) = [c), donde ¢ € A,, por
lo tanto de acuerdo con la definicién de f tenemos que f(a) = ¢. Como h(b) = a
entonces b € h™'([a)) = [c), esto es, ¢ < b donde ¢,b € A, y por lo tanto ¢ = b,
luego f(a) = c =, esto es b € I'm (f), absurdo. Luego h(b) = 0 = H(b).

Pongamos por definicién:

0 st <t

=
Il

r!

st >t

Entonces:
N[Epi(B,, B;)] = N[FI(A;, A,)] = Vs

Observemos que esta férmula es vélida atn en el caso en que el 4lgebra A’ tenga un solo

|
elemento, luego A’ = Ag y por lo tanto Vio = ___( T.O)‘ =1.
r — 0O}

Si representamos con Aut(B) el nimero de automorfismos de un algebra de Boole B con
7 4tomos entonces tenemos en particular que:

N[Aut(B)| =V, =rl.

Sea h € Epi(B,,B;) y o € Aut(B;) entonces es claro que h; = a o h € Epi(B,, By).
Ademds Nuc (h) = {z € B, : hy(z) = 1} = {z € B, : a(hi(z)) = 1}, y como « es
inyectiva a(hi(z)) =1 = (1) <= h(z) =1. Por lo tanto Nuc (h;) = Nuc (h).

Entonces es natural formularse la siguiente pregunta:
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(Dado h € Epi(B,, B), cuantos epimorfismos de B, en B; tienen el mismo ntcleo que h?

Como en B, existen t! automorfismos entonces existen por lo menos t! epimorfismos de
B, en B; cuyo niicleo es igual al nicleo de h.
Si hy € Epi(B,,B;) es tal que Nuc (h1) = Nuc (h), entonces sabemos que existe

a € Aut (B;) tal que hy = a o h. h
B, B,
hy { /
a
B

Acabamos asi de probar que dado h € Epi(B,, B;) existen t! epimorfismos de B, en B,
que tienen el mismo nicleo que h.

Dada B, existen (’;), donde ¢ < 7 cocientes B, con t dtomos, esto es isomorfos a B; y
como para cada h € EPI(B,, B;) existen t! epimorfismos que tienen el mismo niicleo que

h entonces existen )
N[Epi(B,, B)] _ ("
N[Aut(By)] t

epimorfismos de B, en B; con nicleos diferentes.

Observemos que cada hy € EPI(B,, B;) tal que Nuc (hy) = Nuc (h), proviene de una
funcién f, € FI(A, Ar) tal que Im (f1) = Im (f) y reciprocamente si fi, f € FI(Ay, Ay)
son tales que Im (f1) = I'm (f) entonces Nuc(Hy,) = Nuc(Hy).

Otro modo de probar lo anterior es el siguiente: Si h € EPI(B,,B;) sabemos que
B; = B,/Nuc(h). Como B, es finita Nuc(h) = [z), con £ € B, y también sabemos
que B, /[z) = (z], por lo tanto (z] & B;, esto es = debe ser supremo de t dtomos de B,.
Como (:) es el nimero de elementos de B, que son supremo de ¢ 4tomos, entonces existen:
(:) epimorfismos de B, en B; con ntucleos diferentes.

Siz € B, y h € Epi(B,, B;) entonces h(z) = 0 6 h(z) # 0. Si z = 0 es claro que todo
h € Epi(B,, B;) verifica h(z) = h(0) = 0.

Si z # 0 ;Cuéntos epimorfismos » de B, en B; verifican h(z) =0 ?

Sea [f) = Nuc(h), si h(z) = 0 como h(0) = 0 entonces z = 0 (méd [f)), por lo tanto
zAf=0Af=0y en consecuencia f < —z. Como z # 0 entonces x es supremo de s
atomos de By, 1 < s <r, y por lo tanto —z es supremo de r — s 4tomos de B,.

Sir—s < t no existen funciones inyectivas de A; en .A(—z), por lo tanto ningtin homomor-

. . . r — 5)! .
fismo verifica h(:z:) =0, y si r — s > t entonces existen V_.s,t = ( ) n epimorfismos

(r—s—1t)!
h tales que h{z) =0y V,+ — V,_;; homomorfismos h tales que h(z) # 0.
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B,
A, A

Observacién 4.12.4 Dadas las dlgebras de Boole B, y B; donde r > t y una funcién

inyectiva f : A — A,, podemos definir una funcién f*: A, — A, U {0} del siguiente
modo:

0 sia ¢ Im (f)
f(a) =
b sib= f(a)
entonces definiendo H* : B, — By

0 siz=0
H*(z) = {
Vif(@:a<z}  siz#0

tenemos que H* es un epimorfismo.
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5 APENDICE

5.1 Reticulados distributivos simples

Definicién 5.1.1 Un reticulado distributivo R con primer y dltimo elemento, esto es
acotado, se dice simple st

1) R no es trivial.

2) Las 1inicas imdgenes homomdrficas de R son 1somorfas a R 6 a un reticulado trivial,
esto es con un sélo elemento.

Definicién 5.1.2 Un reticulado distributivo R acotado se dice serisimple si es producto
subdirecto de reticulados distributivos acotados simples

Sea R un reticulado distributivo acotado, no trivial, y P un filtro primo de R. Dado el
reticulado B = {0, 1} consideremos la tranformacién h : R — B definida por

{0 siz ¢ P

1 sizre P

h(z) = z € R.

En forma ansloga a la indicada en el Lema 4.7.29 se prueba que h es un epimorfismo de
R en B.

Supongamos ahora que R es un reticulado distributivo acotado, no trivial, y que existe un
epimorfismo de R en B. Sea P = {z € R : h(z) = 1}. Por lo indicado en el Lema 4.6.10
P es un filtro. Veamos que es un filtro primo de R. Si z Vy € P esto es h(z) V h(y) =
h(z V y) = 1 luego como h toma sus valores en B entonces h(z) =1 6 h(y) = 1, esto es
x € P6ye€ P, por lo tanto P es primo.

Teorema 5.1.1 Para que un reticulado distributivo acotado sea simple es necesario y
suficiente que contenga solo dos elementos.

Dem. =) Sea R un reticulado distributivo acotado simple. Luego R no es trivial.
Supongamos que existe a € R\ {0,1}. Como a # O entonces el filtro principal [a) es
propio, por lo tanto (ver Teorema 4.7.5), existe un filtro primo P tal que [a) C P, luego
a € P. La transformacién h : R — B definida por:

{0 siz ¢ P

1 six € P

h(z) = x € R,

es un epimorfismo de R en B, que no es un isomorfismo dado que a # 1y h(a) = h(1) = 1.
Luego h(R) = B es una imagen homomérfica de R que no es trivial ni isomorfa a R, lo
que contradice la hipétesis de que R es simple.

<) El reticulado B no es trivial, y claramente si A es una imagen homomorfica de B
entonces A es un reticulado trivial 6 isomorfo a B. Luego B es simple. |
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Vamos a demostrar los siguientes resultados:

1. El tnico (a menos de isomorfismos) reticulado distributivo acotado, subdirectamente
irreducible es {0, 1}.

2. Para que un reticulado distributivo acotado no trivial, sea subdirectamente reducible
es necesario y suficiente que el no sea simple.

1) Sea R un reticulado distributivo acotado con méas de dos elementos y E = P(R) el
conjunto de sus filtros primos. Dado P € E sea p el epimorfismo de R en B definido por:

0 siz ¢ P
p(z) = T € R.

1 sixeP

Consideremos el reticulado distributivo
B” = [] Be.
PcE
donde Bp = B para todo P € E
Dado P € E sea F la funcién definida por :
F(P) =p(f), donde f€R

y donde p : R — B es el epimorfismo determinado por P.

Luego como para cada P € E, F(P) = p(f) € B tenemos que F € BE. Sea ¢(f) = F,
luego ¢ : R — BE y por lo tanto ¢ es una funcién de R sobre R’ = {¢(f)}srer © BE.
En forma ansloga a la indicada en el Teorema 4.7.8 se prueba que, cualesquiera que sean
frg € R 1) o(fAg) =o(f)Ae(g),2) 9(fVg) = (f)Ve(g),3) ¥(0) =0y 4) (1) = 1.
Luego ¢ es un epimorfismo de R en R’ y por lo tanto R’ es un subreticulado de BF.
Veamos que ¢ es inyectiva. En efecto sean f,g € R tales que f # g, luego i) fLgbd
(ii) g £ f. Probemos que F = ¢(f) # ¢(g9) = G. Supongamos que se verifica (1), luego
g ¢ [f) y por lo tanto existe un filtro primo P tal que [f) € P, luego f € Py g ¢ P.
Entonces F(P) =p(f) =1y G(P) =p(g) = 0, por lo tanto F # G.

Vamos a demostrar que R es producto subdirecto de la familia de reticulados Bp, con

P € E. Ya vimos que R es isomorfo al reticulado R’ C [] Bp. Es claro que IIp(R') =
PEE

Ip(p(R)) C {0,1}. Como Ip(0) = Hp(p(0)) = 0y ITp(1) = lp(p(1)) = 1 entonces

p(R) = {0,1}.

Ademés ninguna proyeccién es un isomorfismo pués R = R’ tiene mds de dos ele-

mentos. Acabamos asi de probar que todo reticulado distributivo acotado con més de

dos elementos es producto subdirecto de reticulados simples por lo tanto es semisimple.

Este resultado se debe a M. Stone y G. Birkhoff, pero la demostracién indicada preceden-

temente es diferente y fue dada por A. Monteiro.

Si B = {0,1} fuese subdirectamente reducible entonces B serfa isomorfo a un subreticu-

lado S de un producto directo de reticulados [ A; y mds precisamente B = {0,1} = S.
iel

Ademds como estamos suponiendo que B es subdirectamente reducible tenemos que

II,(S) = A; para todo i € I, pero ILi(S) = TI;{0,1} = {0,1}, entonces tendrfamos
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A; = {0,1} y todas las proyecciones serian isomorfismos, absurdo.

2) Sea R un reticulado distributivo acotado, no trivial, subdirectamente reducible, en-
tonces si R fuese simple por 1) seria subdirectamente irreducible, absurdo. Reciproca-
mente si R no es simple entonces R tiene més de dos elementos y en consecuencia por 1)
R es subdirectamente reducible.

5.2 Imdagenes homomorficas de un reticulado distributivo

Vimos (Lema 4.6.18) que si F' es un filtro de un reticulado R y definimos
(*) x=y (méd. F) < existe f € F talque s Af=yAf

entonces = es una relacién de congruencia. Observemos que si R no tiene dltimo elemento
entonces la propiedad refleriva se demuestra del siguiente modo: Dado a € R entonces
como cualquiera que sea f € F se verifica a A f = a A f luego a = a cualquiera que sea
a € R. Por lo tanto el conjunto cociente, que se nota R/ = o R/F, es un reticulado y
R/F es una imagen homomdrfica de R. Observemos que si F' = R entonces R/F tiene
un sélo elemento y que si R tiene tltimo elemento 1 y F = {1} entonces R/F es isomorfo
a R.

En la Observacién 3.4.2 indicamos los siguientes reticulados distributivos acotados:

R /o 1 R
b C > c /o iy
\ a b/o cI
I 0 \o 0’

La funcién h : R — R’ definida por h(0) = h(a) =0, h(b) =¥', h(c) =¢, h(1) =1" es un
homomorfismo suryectivo, por lo tanto R’ es una imagen homomérfica de R. Sin embargo
no existe ningtn filtro F de R tal que R/F sea isomorfo a R'.

A. Monteiro indicé una construccién que permite determinar todas las imédgenes ho-
momorficas de un reticulado distributivo. Las demostraciones nunca fueron publicadas
pero fueron expuestas en dos cursos realizados en la Universidad Nacional del Sur [38],
[41] y en el Simposio Panamericano de Matemdtica Aplicada realizado en Buenos Aires en
1968, donde expuso el trabajo Generadores de reticulados distributivos finitos [43]. Vamos
a indicar a continuacién estos resultados.

Recordemos que un homomorfismo de un reticulado distributivo A en un reticulado dis-
tributivo A’ es una funcién « : A — A’ que verifica: H1) a(z Ay) = a(z) A a(y) y H2)
a(z Vy) =alz) V aly).

Lema 5.2.1 Sean A y A’ reticulados distributivos, A’ no trivial y o un epimorfismo
de A en A'. P, P’ las familias de los filtros primos de A y A'. Si P' € P’ entonces
P=aYP)eP.
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Dem. Como A’ es no trivial entonces P’ % 0. Sabemos (ver Lema 4.12.5) que P =
o~ (P') es un filtro, veamos que es primo. Si P = A entonces a(z) € P’ paratodoz € A
luego a(A) = P', pero o es un epimorfismo a(A) = A’ entonces P' = A', absurdo. Por lo
tanto P es un filtro propio. Supongamos que zVy € P esto es a(z)Valy) =a(zVy) € P
luego como P’ es primo tenemos que afz) € P'6 afy) e Pestoesze PéyepP. N

Observemos que si P’ = () esto es A’ tiene un s6lo elemento entonces:
Q={a}(P): P eP}=0.

Lema 5.2.2 Sean A y A’ reticulados distributivos, A’ no trivial, & un epimorfismo de A
en A, P’ la familia de todos los filtros primos de A" y Q = o~ (P') entonces: afa) = a(b)
«— {QeQ:a€Q}={PcQ:beP}

Dem. =)Sea@ € Qtalquea € Q,luego Q = o 1(P') donde P’ € P’, luego a(a) € P
y como por hipétesis a(a) = a(b) tenemos que a(b) € P' y porlotanto b € Q = a~1(P").
«) Si afa) # ab) entonces por el Corolario 4.7.5 existe un filtro primo P’ de A’ que
contiene a uno de los elementos sin contener al otro, lo que contradice la hipotesis. [

Observemos que si A’ tiene un sélo elemento entonces P’ =0y (*) ala) = a(b) Va,be A,
y como Q = ) entonces claramente {Q € Q: a € Q}=0={PeQ:be P} Como se
verifica (*) tambien es claro que la reciproca es verdadera.

Estos resultados nos conducen a la siguiente construccién. Sea Q un conjunto, no vacio, de
filtros primos de un reticulado distributivo A. Notaremos a = b, (méd. Q) o mas sencilla-
mente, si fijamos Q, a = b, para indicar que la condicién del Lema precedente se verifica,
entonces se prueba en forma inmediata que: “=” es una relacién de equivalencia. Veamos
que ella es compatible con las operaciones Ay V, esto es “=" es una congruencia definida
sobre A. En efecto supongamos que a = by o' = b/, esto es Q1 = {ReQ:acQ} =
{PEQ:bEP}=ngQ3={Q’EQ:a’€Q’}={P’6Q:b’€P’}=Q4. Sea S € Q
tal que a A a’ € S luego como aAad < a,anha < dyaAa €8S, tenemos que a,a’ € S
donde S € Q luego S € Q1 = Q2 ¥y S € Q3 = Qy, por lo tanto bt/ € S luego S € Q
verifica que b A b’ € S. Andlogamente se demuestra que si TcQestalquebAV €S
entonces a Ad € S, luego aAad =bA Y (méd. Q).

Supongamos ahora que S € Q verifica aV a' € S, como S es un filtro primo entonces
acSéd e€S.Siae S, estoes S € Q; = Q, entonces b € Sy por lo tanto bvd e€S.
Anéslogamente si @’ € S se demuestra que bV ¥ es, vaquesiSe Q verifica bV €5,
entonces aVda € S, luego aVa =bVY (méd. Q).

Sea C(a) la clase de equivalencia que contiene al elemento a € A, esto es C(a) =
{r € A:x=a}y A = A/= el conjunto cociente de A por la relacién “=”. Observemos
que si Q = @ entonces es claro que = es una congruencia, pués a = b, Va,b € A,
Algebrizemos A’ definiendo las operaciones A y V sobre A’ del siguiente modo:

Cla) AO(b) =ClaAb) y Cla)VC(b) =ClaVb).

Entonces la transformacién h(a) = C(a), verifica las condiciones H1 y HI, por lo tan-
to (A’,A, V) es un reticulado distributivo, y A’ es una imagen homomorfica de A. La
transformacién h se denomina epimorfismo natural. Notaremos A/Q para representar el
reticulado distributivo obtenido de este modo. Vamos a demostrar que todas las imagenes
homomérficas de un reticulado distributivo A pueden obtenerse del modo que acabamos
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de indicar. Sea A’ una imagen homomoérfica de A. Si A’ tiene un sélo elemento, entonces
considerando el conjunto Q = @ de filtros primos tenemos que A/ tiene un sélo ele-
mento y por lo tanto A’ y A/( son isomorfos. Supongamos ahora que A’ tiene mas de
un elemento y sea P’ el conjunto de todos filtros primos de A’y Q = a‘l(P'). Vamos
a demostrar que el A/Q es isomorfo al reticulado A’. Sea H : A/Q — A’ la funcién
definida por H(C(a)) = afa) y probemos que H es un isomorfismo. 1) H es surye-
ctiva. En efecto dado o' € A’, como «a es suryectiva, existe a € A tal que a(a) = o,
luego H(C(a)) = afa) = d'. 2) H(C(a) A C(b)) = H(C(a)) A H(C(b)). En efecto
H(C(a) A O(b)) = H(C(a Ab)) = afa Ab) = a(a) A (b) = H(C(a)) A H(C(b)). En
forma analoga se prueba 3) H(C(a) vV C(b)) = H(C(a)) V H(C(b)). 4) H es inyecti-
va. Supongamos que H(C(a)) = H(C(b)) esto es a(a) = a(b), luego por el Lema 5.2.2
{QeQ:aeQ}={PcQ:be P} estoesa=b(méd. Q)y por lo tanto C(a) = C(b).

Puede ocurrir que existan dos conjuntos Q; y Q2 de filtros primos de A tales que Q; # Qq,
y que el reticulado A/Q; sea isomorfo a A/Q,. Basta observar que si Q; = {Pi}y
Qg = {P2}, donde P, y P; son dos filtros primos de A tales que P, # P, entonces los
reticulados A/Q; , v A/Q2 son isomorfos al reticulado {0,1} donde 0 < 1.

Si P es el conjunto de todos los filtros primos del reticulado distributivo A entonces
A/P = A. En efecto supongamos que C(z) # {x} para algin x € A entonces existe (1)
y € C(z) tal que y # z. Supongamos que y £ z entonces existe P € P tal que z € P e
y & Py en consecuencia = # y lo que contradice (1).

Observemos que en el estudio de los reticulados distributivos con primer y dltimo ele-
mento, para definir un homomorfismo h debemos suponer H1, H2 , H3) a(0) =0, y H4)
a(ly =1.

Sea R un reticulado distributivo acotado, no trivial, Q un conjunto de filtros primos de R,

eI ={CP: P e Q}. Como los elementos de Q son filtros primos entonces los elementos

de I son ideales primos. Sean F = [ P,eY =[] 1.
PeQ I€el

Lema 5.2.3 FUY = R <= Q tiene un sélo elemento.
Dem. De FUY = R resulta que

Urp=lr=CI=CrcF=P

PeQ Iel Iel PeQ

luego tenemos que para todo P € Q:
pcl|JrPc(pPcr

PeQ PeQ

por lo tanto (1 P = P, V P € Q, y en consecuencia Q tiene un sélo elemento.
PeQ

Reciprocamente si Q tiene un sélo elemento P entonces F =P e Y = CP, luego

FUY =R. |

Si Q es un conjunto de filtros primos de R e I = {CP : P € Q}, dado @ € R sean
Pla)={PeQ:ac€P}teI(a)={I€l:acl}

Si Q tiene un sélo elemento P ya sabemos que R/Q es isomorfo al reticulado {0,1} con
0<1lyqueC(l)=PyC(0)=CP.
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Lema 5.2.4 Si una familia Q de filtros primos de R tiene mds de un elemento entonces
la clase de equivalencia (mdéd. Q) que contiene al elemento a € R es el conjunto:

X@= (Y Pn (L

PeP(a) I€T(a)

(L. Monteiro, (1966)).

Dem. Como Q tiene més de un elemento entonces F'UY # R esto es C(FUY) #0.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Sig =1 entonces P(1) ={P€Q:1€P}=Qyporlotanto (] P= | Pes

PeP(1) PeQ
un filtro e Z(1) = 0 luego () I = Ry en consecuencia X()= [ P=F.
Iez(1) PeQ
Siag=0entonces (} I= NCP=CU P)yP(0)={PeQ:0€e P} =0,
1€Z(0) PeQ PeQ
luego () P =R, por lotanto X(0) = 1= () CP=C(U P).
PeP(0) Iel  PeQ PeQ

Siz,y € X(1) = F entonces z =y (Q).

En efecto de z,y € F = [\ P resulta inmediatamente que P(z) =Q="P(y) y por
PeQ
lo tanto z =y (Q).

Siz € Feye CF entonces z # y (Q).

Como = € F entonces P(z) = Q y como y ¢ F = () P tenemos que y ¢ Py para
PeQ
algin Py € Q por lo tanto P(y) # Q y en consecuencia #y (Q).

C(l)=F=X(1).
Consecuencia inmediata de 3) y 4).

Si z,y € X(0) entonces z =y (Q).

De z € X(0) = () CP resulta que z ¢ P,Y PeQluego P ¢ P(x), VP €Q, por
PeP
lo tanto P(z) = 0. Andlogamente P(y) = y en consecuencia z =y (Q).

Siz € X(0) ey ¢ X(0) entonces z # y (Q).

Como z € X(0) sabemos que P(z) = 0. De y ¢ X(0) = N I resulta que existe
Iel

Ip € Ital que y ¢ Ip y como I = CP, con Py € P entonces y € Py y por lo tanto
P(y) # 0.

C(0) = X(0).

Consecuencia inmediata de 6) y 7).

Sia,beL(FUY)ybe X(a) entonces b = a (Q).

De (1) b € X(a) resulta en particular que (2)beP,VPePla)y(B)bel, VIc
Z(a). De (2) se deduce que P(a) C P(b). Veamos que P(b) C P(a). En efecto si
Py € P(b) entonces Py € Qy (4) b € Po. Si Fo ¢ P(a) entonces a ¢ Fy y por lo
tanto a € 0Py = Io, esto es Iy € Z(a) luego por (3) tenemos que b € Io =CP lo que
contradice (4).
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10) Sia,b e C(FUY) y b¢ X(a) entonces b # a (Q).
De b ¢ X(a) resulta quu b e |J CPU U CI luego (i) b € CPRy para algin
PeP(a) IeZ(a)
Py € P(a) o (ii) b € CI, para algin Iy € Z(a). De (i) resulta que b ¢ Py con
Py € P(a) y por lo tanto Py ¢ P(b), luego P(a) £ P(b). De (ii) resulta que
be I, =CP, con P, € P. Por lo tanto P(a) € P(b).

De 9) y 10) resulta inmediatamente que sl a € C(FUY) entonces C(a) = X(a).

Finalmente recordemos que C(1) = (] P es el dltimo elemento de R/Q, y que C(0) =
PeQ

C( U P) es el primer elemento de R/Q. [

PeP

Ejemplo 5.2.1 Sea R el reticulado distributivo cuyo diagrama se indica:

N\
A
NN

0

entonces el conjunto de todos los filtros primos de R es P(R) = {[a), [b), [¢), [f)}. Luego
podemos considerar las siguientes familias de filtros primos:

o P1={[a)}, P2={[b)} Ps ={[0)} Pa = {[/)}-

. 7’5 = {[a), )}, Ps = {[a),[0)}, Pr={[a), 1)}, Ps={[),[0)}, Po={[b),[F)},
= {le), [N)}-

o Pu={[a),[b),[0)}, Pr2={[a), ), [N}, Pz ={l0) [c), [N}, Pra={P) [c). [f)}-

o Pis = {[a),[),[c),[F)} = P(R)

o P =10.

entonces tenemos las siguientes imagenes homomérficas de R:

1) R/Pi = R/P, =2 R/Ps=R/P,= Ry

S
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2) R/Ps = RR/Ps = R/P1o = Ry
R, /7
<
O

3) R/Ps = R/Pr = R/Py = Ry
Ry

4) R/P1n =2 R/Puu= Ry

&

5) R/Pi2 = Rs
Rs )
<>
6) R/Pis = Rq .
e >
N
7) R/Pis = R

8) R/P = {0}.

185
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Los resultados precedentes se aplican naturalmente a las dlgebras de Boole, pues en este
caso los homomorfismos pueden definirse por las condiciones H1, H2, H3 y H4.
Observemos que en las 4lgebras de Boole es suficiente conocer un filtro F', no necesaria-
mente primo, para determinar el cociente A/ F, pero lo mismo no ocurre en los reticulados
distributivos. Vemos asi que la determinacién de las im4genes homomérficas de un retic-
ulado distributivo no es tan simples como en el caso de las 4lgebras de Boole.

Observemos que la condicién de que los filtros de la familia QQ sean primos, se utilizé para
demostrar que la relacién de equivalencia “=" es compatible con la operacién de supremo.
En ejemplo anterior si consideramos la familia de filtros F = {[e), [f)} y definimos, como
anteriormente, la relaciéon “=” entonces = es una relacién de equivalencia, pero no es una
congruencia pués ¢ = d (méd. F), f = f (méd. F), y sin embargo ¢V f = 1 no es
equivalente con dV f = f.

Sea “~” una relacién de congruencia, diferente de la relacion universal, definida sobre un
reticulado distributivo acotado R no trivial y C(a) = {z € R : = ~ a}. Entonces el con-
junto cociente R’ = R/ =< algebrizado por C(a)AC(b) = C(anb) y C(a)VC(b) = C(aVb)es
un reticulado distributivo, no trivial, con primer elemento C(0) y tltimo elemento C(1). Es
claro que R’ es una imagen homomoérfica de R via la transformacién h(z) = C(z), Vz € R.
Sea P’ el conjunto de todos los filtros primos de R’y Q = {h™!(P') : P’ € P’} luego por
el Lema 5.2.1 tenemos que Q es un conjunto de filtros primos de R.

Probemos que a & b <= a =b (méd. Q). Supongamos que a ~ b luego (1) h(a) = h(b).
Sea Q € Q tal que a € @ luego Q@ = h™1(P') con P’ € P. Por lo tanto h(a) € P’ luego
por (1) tenemos h(b) € P’ esto es b € h™}(P') = @, con @ € Q. Andlogamente se prueba
que si Q € Q es tal que b € @ entonces a € Q. Luego a = b (mdd. Q).

Supongamos ahora que a = b (m6d. Q) y que h(a) # h(b) entonces por el Corolario
4.7.5 existe un filtro primo que contiene a uno de ellos sin contener al otro. Sea por
ejemplo, P’ € P’ tal que h(a) € P' y h(b) ¢ P, luego a € h™'(P") y b ¢ h™*(P’), donde
h~Y(P') € Q, absurdo. Luego h(a) = h(b) y como a € |a| = h(a) = h(b) = |b| entonces
a € |b] y por lo tanto a ~ b.

Observacion 5.2.1 Sea A un dlgebra de Boole y F un filtro de A. Si F = A entonces
sabemos que AJ/F = {0} y que si consideramos el conjunto vacio de filtros primos de A

entonces el reticulado A/D es isomorfo a {0}. Si F es un filtro propio de A, sabemos que
todo filtro propio es interseccion de filtros primos, luego

F=(¢&

QeEQ

donde Q C P y P es el conjunto de todos los filtros primos de A. Vamos a probar que:
a=b(méd. F) <= a=b(mdd. Q).

Supongamos que a = b (néd. F), luego existe (*) f € F tal que (**) aNf=bAf. Si
a % b (méd. Q) entonces existe Q € Q tal que, por ejemploa € Q yb ¢ Q. De (*) resulta
que f € Q,VQ € Q), luego a, f € Q y por lo tanto aN f € Q y por (**) podemos afirmar
queb A f € Q ycomobA f <btendriamosb € Q, absurdo.

Supongamos ahora que a = b (méd. Q) esto es que Py = {Q € Q : a € Q} =
{Pe€Q:b€ P} =P,y Siazb (méd F) entonces cualquiera que sea f € F se
tiene que a A f # b A f. Entonces existe, por ejemplo, un filtro primo P tal que a A f € P
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ybA f ¢ P ComoaAf < aentoncesac P y en consecuencia P € Py y por lo tanto

PcP, ComofecF= () Q,entonces f € Py por lo tanto b A f € P, absurdo.
QeqQ

Sea R un reticulado distributivo finito, no trivial, P el conjunto de los filtros primos de R,
P, un subconjunto de P tal que ) C Py C P. Sea IT = II(R) el conjunto de los elementos
primos de R. Como R es finito sabemos que PcP <= P =|p), donde p € Il. Luego
al conjunto Pg le corresponde un subconjunto T, que verifica § C IIy C II. Dado r € R
scal(r) ={pel:p<r}yT(r)={pecllo:p=< r} luego Ilp(r) = II(r) N Io.
Observemos que si a,b € R entonces:

a=b (mc’)d Po) e H()(CI,) = Ho(b)
Notaremos a = b (méd. Tlp) en vez de a = b (méd. Po) ¥ R/II, en vez de R/Po.

Lema 5.2.5 Si R es un reticulado distributivo finito, no trivial, II el conjunto de los
elementos primos de R, Iy un subcongunto de TI tal que § C IIp C 1II, ' el conjunto
de los elementos primos del reticulado cociente R/Ty, y h el epimorfismo natural de

R — R' entonces la funcidén h restringida a Ilp establece un isomorfismo de orden entre
los conjuntos ordenados (Ilp, <) y (IT', <), esto es II(R/Io) = Ilo.
A. Monteiro [43].

Dem. Como @ C IIy C II entonces R/Ilp es un reticulado no trivial y en consecuencia

o #90.
1) Si p € I entonces h(p) = C(p) € II'".

la) C(p) # C(0) cualquiera que sea p € Tlo.
Como p € IIo entonces p # 0y p € C(p),. Sip € C(0) entonces Ily(p) =
TIo(0) = @, absurdo. Luego C(p) # C(0).

1b) Sip € My y C(p) = C(a)VC(b) = C(aVb) entonces C(p) = C(a) 6 C(p) = C(b).
De C(p) = C(a V b) resulta que p = a Vb esto es o(p) = Ho(a V b), y como
p € Tlp entonces p € Io(p) y por lo tanto p € Ho(aVb), estoes p < aVby como
p es un elemento primo de R tenemos que p < aép<b Sip < aentonces
Tlo(p) C To(a) y como siempre se verifica Tlo(a) C Tp(a V b) = Tlo(p) tenemos
C(p) = C(a). En forma andloga si p < b se deduce que C(p) = C(b).

2) La restriccién de h al conjunto I, es una funcién suryectiva de llg en IT'.
En efecto si p € I, como h es una suryeccién existe y € R tal que h(y) =Cy) =7
Sea X = {z € R: hz) = p'}. Es claro que el conjunto X verifica “ Siz,y € X
n

entonces z Ay € X”. Sea X = {x1,%a,. .. Tn} ¥ Po= )\ s, luego po € X. Vamos

i=1

a demostrar que py € IL. Si pg = 0 entonces p’ = h(p) = h(0) = 0/, absurdo.
Supongamos que po = a V b, entonces p’ = h(po) = C(po) = C(a) V C(b) y como
p = Clpo) € I entonces p' = C(p) = C(a) = ha) 6 p' = C(p) = C(b) = h(b),
luego a € X 6 b € X. Sia € X entonces pp < aydea<aVb=pyse deduce
po = a. Del mismo modo si b € X se concluye que po = b. Luego po € II.

Vamos a demostrar mas precisamente que po € Ilo.

Sea Io(po) = {qg € Iy : ¢ < po}- Si Tlo(po) = @ entonces pp = 0 (mod. IIp) y en con-
secuencia h(pg) = h(0) = C(0) = 0, contradiccion, luego Io(po) = {q1,42,---,9s}-
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Sea z = \/ ¢;. Es claro que 2 = pp (méd. IIp), luego = € X, de donde resulta por la
i=1

definicién de po que po < = \/ ¢;, y como pp es primo existe un indice 4,1 <2 < s
i=1
tal qu e pp < ¢;. Ademés como ¢; < pp tenemos finalmente que py = ¢; € Ilo.

3) Si py,ps € Iy son tales que p; < py entonces h(p1) < h(ps).
En efecto de p; < p; resulta que p; = p1 A p2, luego C(p1) = C(p1) A C(p2) ¥ en
consecuencia h(p1) = C(p1) < C(p2) = h(p2).

4) Si p1, pa € Iy son tales que h(p;) = h(p2) entonces p; = ps.
Como h(py) = h(ps) esto es C(p1) = C(ps), entonces py = py (méd. Ilo), esto es
Io(p;) = Ip(py) de donde resulta que p; < p2 ¥ p2 < pi1, luego p1 = pa.

En el capitulo sobre reticulados distributivos demostramos el siguiente resultado: (*) i
R y R’ son reticulados distributivos finitos, no triviales, tales que los conjuntos ordenados
II y I de sus elementos primos son isomorfos entonces R y R son reticulados isomorfos

Lema 5.2.6 Si R y R son reticulados distributivos finitos, no triviales, IT y II' los con-
juntos ordenados de sus elementos primos, y o : R — R' un epimorfimo de reticulados,
entonces eziste un isomorfismo de orden B : TI' — II, esto es el conjunto ordenado IT'
es isomorfo al subconjunto B(IT') del conjunto ordenado II. Ademds R’ es isomorfo al
reticulado R/B(IT').

Dem. Dado (1) p/ € IT', como « es una funcién suryectiva X = a7 '(p') # 0. Sea
p= A z luego a(p) = p'. Pongamos por definicién 3(p') = p. Veamos que p € II. En

zeX
efecto si p = 0 entonces a(p) = 0 lo que contradice (1). Supongamos que (2) p=aVb
entonces p' = a(p) = a(a) V a(b) y como p’ es un elemento primo de R’ resulta que

(3) ¢’ = a(a) 6 (4) p' = a(b). Si ocurre (3) entonces a € X y por lo tanto p < a. De (3)
resulta a < p, y por lo tanto p = a. Anélogamente si ocurre (4) se demuestra que p = b.
Sean p/, ¢ € II' tales que p' < ¢ y B(P') = p, B(¢') = ¢, entonces a(pAq) = a(p) Na(q) =
pAqg =p luego pA g€ a l(p') = X y por lo tanto p < p A g. Luego como pA g < g
tenemos p < q esto es B(p') < B(¢).

Si B(p') = B(¢) esto es p = g entonces a(p) = a(g) y por lo tanto p' = ¢

Por el Lema 5.2.5 sabemos que II(R/3(IT")) = B(II') y como II' = B(II') tenemos que
I(R/B(IT)) = TI' = II(R'), luego por resultado (*) tenemos que R(B(IT')) y R' son
reticulados isomorfos. |

Estos resultados (Lemas 5.2.5 y 5.2.6) fueron generalizados por A. Monteiro [38], [41] para

las dlgebras de De Morgan, y extendidos por M. Tourasse Teixeira, para las M-dlgebras
en su tesis doctoral (1964) realizada bajo la direccién de A. Monteiro.

En virtud del Lema 5.2.5 para determinar imagenes homomdrficas de un reticulado dis-

tributivo finito, no trivial, R basta considerar subconjuntos X del conjunto ordenado
I1 = II(R) y luego construir RB(X).

Sea R un reticulado distributivo finito, no trivial. Q una familia, no vacia de filtros primos.
Sabemos que P € Q <= P =[p) dondep € I =1I(R). Seallq ={peIl: [p) € Q}
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y II* el conjunto de los elementos primos duales, de R (esto es elementos primos del reti-
culado R*, dual de R). Sabemos que si P es un filtro primo de R entonces I = CP es un
ideal primo de R. Ademais es facil ver que I = (g] con g € IT". SeanI={I =CP: PecQ}
y ITg, = {q € II* : (q] € 1}. Sabemos que las clases de equivalencia (méd. Q) son de la

forma:
Cla) = ﬂ P N ﬂ I

PecP(a) IeZ(a)

Sea P(a) = {P1, Py,..., P} luego P(a) = {[p1), [p2), -, [pt)} donde pi,p2,...,ps € IL
Mas precisamente P(a) = {[p) : p € Ilq y p < a}. Por lo tanto

N P=p)=(Vr)

PeP(a) i=1
Anélogamente si Z(a) = {I1, I, ..., I} entonces:
Z(a) = {(a1], (@], - -, (¢5]} donde q1,42,.--,9s € lqg-
Mas precisamente Z(a) = {(g] : ¢ € IT" y a < g}. Por lo tanto:
N I=l=(Aal
Iel(a) Jj=1 j=1

Entonces: . .
8 8
Ce)=1Vr, Nl ={z€R:\/p<z< N &t
=1 j=1 i=1 i=1
Observemos que si a = 1 entonces

P1)={PeQ:1eP}=Q e I1)={CP:PeQ, 1€lP} =0,

luego C(1) =[ V p,1]. Andlogamente si a = 0 entonces
pEl’I:‘2

PO)={PeQ:0cP}=0 e Z(0) = {{P: P Q, 0 [P} =1,
luego C(0) = [0, A 4l

*
qGHQ

Retornemos al reticulado indicado en el Ejemplo 5.2.1. Consideremos la siguiente familia

de filtros primos Q = {[a), [b), [¢)} luego IIq = {a,b,c} y I = {(b], (¢}, (f]} ¥ por lo tanto
IIg, = {b,c, f}. Indicamos con e los elementos del conjunto IIq y con O los elementos
del conjunto Ilg. 1

A
<5,
N\

0
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En consecuencia C(1) = [aVb V¢, 1]
la,c A f] = la,a] = {a}, C() = [b,b
C(d) = [a’\/bv.f] - [d>.ﬂ = {dvf}'

Sea R un reticulado distributivo finito, no trivial y Q = { P, P, . .. , P,} un conjunto de

filtros primos de R, I = {CP : P € Q}. Observemos que A/Q siempre es un reticulado

distributivo no trivial. Vamos a demostrar que A/Q es un édlgebra de Boole, con n 4tomos

si y solamente si el conjunto ordenado (Q, C) es una anticadena con n elementos.

Si R/Q es un &lgebra de Boole con un dtomo entonces R/Q = {C(0),C(1)} y como

cl)= N PCO=NIyR=C1U C(0) resulta por el Lema 5.2.3 que Q tiene
PeQ Iel

le,1], C(0) =[0,bAcA f]= [0,0] = {0}, C(a) =
f] = [bab] = {b}, C(C) = [ Vv C’C] = [CaC] = {C})

> |l

un sélo elemento. Supongamos ahora que R/Q es un dlgebra de Boole con n 4tomos,
n > 2. Si existieran P;, P; € Q, ¢ # j, comparables, supongamos por ejemplo que (1)
P, C Pj,sean (2) a € P;\ P,y b ¢ P; entonces a Vb € P;\P,yaAnb¢g P;. Dado
C(a) € R/Q como R/Q es un algebra de Boole existe C(d) € R/Q, d # a tal que
Clavd)=C(a)vC(d)=C(1)y Cland) = C(a) A C(d) = C(0) por lo tanto aV d =1
(Q)yand=0(Q)estoes (3)avde [\ Py (4)and¢ P, Y PeQ.De (3) resulta

PeQ
en particular que a Vd € P; y como F; es un filtro primo tenemos que a € P, 0 d € F,

pero como por (2) a ¢ P; entonces d € F;, luego por (1) tenemos (5) d € P;. De(5) y (2)
resulta a A d € P; lo que contradice (4).

Reciprocamente supongamos que la familia de filtros primos Q es una anticadena con
n elementos. Si n = 1 entonces Q es una anticadena (a la vez una cadena) con un sélo
elemento y R/Q es una cadena con dos elementos, luego un 4lgebra de Boole. Supongamos

ahora que n > 2. Sia € F = () P entonces C(a) = C(1) = F y por lo tanto su
PeQ

complemento booleano es C(0). Sia € Y = C( U P) entonces C(a) = C(0) y por lo
PeQ
tanto C(1) es su complemento booleano. Supongamos ahora que:

ael(FUY)=C(P n CCP=JCP n U~

PeQ PeQ PeQ PeQ

entonces ¢ € |J CPya € |J P por lo tanto existe P, € Q tal que a € F, y existe
PeQ PeQ

Py € Qtal que a ¢ Fy. Sean(l)Qa={P€Q:a€P}y(2)QO:{PEQ:agéP}.
Claramente Qa#QOa QaUQOZQ}’QamQO:‘@-
Sabemos que C(a)= ) PN () CP.Sea (3) X= (] PN N CP.

PeQa PeQpo PeQo PeQq
Si X =Qentonces (} PCC N CP= U P.
pGQO PeQa PeQa,

Como el reticulado es finito todos los filtros primos son de la forma [p) donde p es un
elemento primo de R.

Sean TL, = {p: [p) € Qu}, Tho = {p: [p) € Qo} y Iq = {p € T(R) : [p) € Q}-
Luego Ilq es una anticadena de R con n elementos y ademés II,NIT; = 0 y TL,UII = Ilg.

Por (3) tenemos que
@ [Va=Nc U

g€Ilp qellp p€ll,
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Como \/ g€V q) entonces por (4) tenemos que \/ ¢ € [pa) con p, € Il,, esto es

qellp q€Ilg gellp
(5) pa < V ¢, luego como p, es un elemento primo de R, de (5) resulta que(iv) pa. < qo
g€l

con p, € I, y g € Ilp. Como Tlg es una anticadena de (iv) resulta p, = go, donde
ps € I, v go € I, absurdo dado que I, N1l = 0.

Acabamos asi de probar que X # 0. Sea b € X. De (3) resulta que (i) b € P para todo
P € Qo y que (ii) b ¢ P para todo P € Qa. De (1) resulta que a € P para todo P € Qa
luego como a < a V b tenemos que a Vb € P para todo P € Qa. Como (iii) b< aVvd
de (i) e (iii) se deduce que a V b € P para todo P € Qo. Luego tenemos que aVb € P
para todo P € Q y en consecuencia a V b = 1 (mdd. Q). Luego C(a) vV C(b) = C(1). Si
a Ab € P para algtin P € Q entonces a A b € P para algin P € Q, 0 a Ab € P para
algin P € Qp. Como a Ab < b en el primer caso tendriamos que b € P con P € Q, lo
que contradice (ii). Como aAb < a en el segundo caso tendrfamos que a € P con P € Qo
lo que contradice (2). Luego a Ab= 0 (méd. Q) y por lo tanto (a) A C(b) = C(0). En
consecuencia C(b) es el complemento booleano de C(a).

5.3 Axiomatica de M. Sholander

M. Sholander demostré el siguiente resultado: Para que un sistema (R,A,V) sea un
reticulado distributivo es necesario y suficiente que se verifiquen:

S1) aA(aVb)=a, Va,be R
S2) aA(bVe)=(cAa)V(bAa), VabceR
Es claro que la condicién es suficiente. Probemos que es necesaria.

1) a=(ana)V(aNa)
a= [por S1)] =aA (aVa)= [por S2)] =(aNa)V(aAa).

2) a=aAla.
(i) aAa= [por Sl)] =(ana)A((arha)V (ana)) = [por1)] = (aNa)Aa.
ana= [por1)] =aAn((ana)V(ana))= [por $2)] ((ana)Aa)V ((aha)Aa) =
[por (i)] =(aAa)V(aAa)= [porl)] =a.

3) a=aVa.

a= [por2)] =(aAa)V(ana)= [porl)] =a.
4) aANb=bAa.

aAb= [por3)] =(aAb)V (aAb)= [por S2)] =bA(aVa)= [por3)] =bAa.
5) a=(bAa)Va.

a= [por S1)] = aA(aVb) = [por 52)| = (bAa)V(ana) = [por2)] =(bAa)Va.

6) a=aV((bAa)Aa).
a= [por2)] =aAa= [por5) =aA((bAa)Va)= [porS2)] =
(aAa)V((bAa)Aa)= [por2)] =aV ((bAa)Aa).
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7) avb=(bV (aAb))Va.
avb= por2)] =(@VbA(avb)= [porS2)] =bA(aVb)V(aA(aVb)=
[por $2)] = ((bAB)V (bA))))V (aA(aVb)) = [por S1)] = ((bAb)V (bAa))Va =
[por 2)] = (bV (bAa))Va.

8) b=>bV (aNb).
b= [por5)] =(aAb)Vb= [por7)] = (bV ((aAb))Ab)V (aAb)= [por6)] =
bV (aADb).

9) avb=>bVa.
aVb= [por7)] =(bV (aAb))Va= [por8)] =bVa.

De las propiedades 2), 3), 4) y 9) resulta que las operaciones “A” y “V” son idempotentes
y conmutativas. Ademas por S1) y 8) se verifican las leyes de absorcién y por 82), 4) y
9) se verifica una de las leyes distributivas. Probemos ahora las propiedades asociativas.
Seanp=(aVb)Ve y g=aV(aVec).

10) aAp=a.
aAp=aA((avb)Vec)= [porS2)] = (cAa)V ((aVb)Aa) = [pord)]
(cAa)V(an(aVb)) = [por S1)] = (cAa)Va = [por 9)] =aV(cAa)= [por8)] =a.

Il

11) bAp=1b
bAp =bA((avbd)Ve) = [porS2)] = (cAa)V ((aVb)Aa) = [por4)]
(cAa)V(aA(aVb)) = [por S1)] = (cAa)Va = [por 9)] =aV(cAa)= [por8)] =

8

12) cAp=b.
cAp=cA((avb)Vc)= [por9)] =cA(cV(aVb))= [porSl)] =c.

13) g=pAgq.
g=aV (bve) = [por10), 1)y 12)] = (@Ap)V (BAP)V (¢ Ap) = [por 52)] =
(anp)V (pA(eVD)) = [por 4)] = (@Ap)V((eVb)Ap) = [por S2)] = pA((cVb)Va) =
[por 9)] =pA(aV(cVb))=pAg.

14) p=pAgq.
Se demuestra en forma andloga a 12).

15) (aVvb)Ve=aV (bVec).
Consecuencia inmediata de 13) y 14).

16) (aAb)Ac=aA(bAc).
Se demuestra en forma analoga a 14),

Acabamos asf de probar que R es un reticulado distributivo.
Consideremos ahora los siguientes axiomas:

S3) Existe 0 € RtalqueavV0=a, Va€ R.

)

S4) Existe 1 € RtalqueaAl=a, Vac R

S5) Existen 0,1 € R tales que 0V (aAl) =a Va € R.
)

S6) Dado b € R existe b’ € R tal que aA (bV V) =aV (bAY).
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Entonces todo sistema (R, A,V) que verifica:
a) S1), S2) y $3) es un reticulado distributivo con primer elemento 0.
b) S1), S2) y S4) es un reticulado distributivo con dltimo elemento 1.

c) S1),S2) y S5) es un reticulado distributivo con primer elemento 0 y dltimo elemento
1.

d) S1), S2) y S6) es un 4lgebra de Boole.

a) En efecto a A0 = [por 83)] = (aVO)AOD= [por 4)] =0A (aV0) = [por9)| =
0A(0Va) = [porS1)] = 0. Probemos que este elemento es tnico. En efecto si
existiera 0 € R tal que (*) aV 0' = a, Y a € R. entonces 0' = [por S3)] =0VvVO0=

[por 9)] =0V 0 = [por (x)] =0.

b) Se demuestra en forma dual de la anterior.

¢) 0Va= [porS5)] =0V (0V(aAl))= [por15)] =(0OV0)V(anl)= [por3)] =
0V (anl)= [porS5)] =a.
aAl= [porS3)] =0V ((aAn1)Al)= [por 16)] =0V (aA(1AL1)) = [por2)] =
0V (aA1l)= [porS5)] =a.

d)) Sea (i) bV ¥ =1y (ii) bA b = 0 entonces (iii) a A1l = [por (i)] =aA(bVY) =
[por $6)] =aV (bAY) = [por (ii)]) =aVO0.
0V (aAl) = [por (i) =0V (aV0)= [por9)] =0V (0Va) = [por15)] =
(OVO)Va= [por3)] =0Va= [por9)] =aVv0= [por3)] = (aVa)V0=
[por15)] =aV (aV0) = [porS5)] =aV (anl) = [pord)] =aV(lAa) =
[por 8)] = a,y en consecuencia se verifica S5. Luego R es un reticulado distributivo
con primer y tltimo elemento, donde cada elemento tiene un complemento, luego I
es un algebra de Boole.
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