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Introduccion

En un articulo de Shunji Ito de 1989 [5] se aplica un método desarrollado por
I"M. Dekking [1], [2] en el estudio de las representaciones de los mimeros complejos
cn cierlas bases complejas.

En 1994 cl Dr. Rafacl Panzone me propuso cl siguiente problema: ” Describir los
naturales N para los cuales la base —N + 4 poscen un conjunto fraccionario cuyo
contorno es una curva de Jordan simple (A. Benedck y R. Panzone habian resuelto cl
caso N = 1). Entonces el Dr. R. Panzone me indicé que él conjeturaba que para el
caso IV = 2 el contorno no cra simple y me sugirié ¢l estudio del método de Dekking
que segin observaciones del Dr. Pablo Panzone podria tener crrores.

En la Tesis de Magister ” Figuras Replicantes Planas obtenidas via Endomorfismos
de Grupos Libres ” [6] presentada en diciembre de1996 y defendida en mayo de 1997 en
la UNS se corrigen y completan algunos aspectos del método de Dekking de generacién
y andlisis de curvas fractales por medio de endomorfismos de grupos libres..

En el presente trabajo se demuestra, en el marco del método de Dekking, la
conjetura de R. Panzone de que el contorno del conjunto de los fraccionarios en la
base -2+i no es simple.



1. Representacién de los Ndmeros Complejos en una base b.

Los enteros positivos pueden ser representados en cualquier base b > 1 usando digitos
0,1,...b—1. El sistema decimal y el binario son los méas conocidos de estas representa-
ciones. Esta idea pucde ser extendida a los nimeros complejos.

Secanb e C, |b| > 1y D = {ay,0s,...,a} C C; 0 € D.

Se definen los enteros del sistema (b, D) como los niimeros del conjunto

M
W = {Zajbi; a; € D}

Jj=0

Los fraccionarios del sistema son los del conjunto

-1
F = {Zajbj; a; S D}

Los ntimeros representables en la base forman el conjunto

M
G = {zajbj; a; € D}

y finalmente los racionales del sistema serén aqucllos nimeros en G para los cuales
a; =0si j < N, para algin N entero.

A continuacién enunciamos, sin demostracién algunos teroremas de la teoria de
representabilidad.

Teorema 1.1. Seab € C, |b| > 1y D = {a1,a9,...ar} € C; 0 € D. Entonces

M ,
no todo niimero complejo admite un desarollo de la forma Y. ¢it; ¢; € D o algiin

numero tiene més de un desarrollo.

Definicién 1.1. (b, D) se dice un Sistema Numérico si todo entero gausiano, esto

es un elemento del conjunto E = {p +iq; p,q € Z} es representable en él como un
entero del sistema.

Teorema 1.2 [Katai y Szabd]. Sean b = A+ iB, |b| > 1,A y B en Z y D =
{0, 1,..., |61 = 1} (b, D) es un sistema numérico si y sélo si se verifican

i) A=Re(b) <0

i) B =Im(b) = +1

Teorema 1.3. Si (b, D) es un sistema numérico entonces todo complejo es represen-
table en el sistema.



2. Representaciones de Endomorfismos de Grupos Libres y Curvas
Recurrentes.
Sca. G el grupo libre generado por ¢ y b. Considcramos a G como el cociente del
semigrupo S* generado por S = {a,b,a™',b"1} por la relacién de equivalencia 7,
definida por V. "W si y sélo si V y W determinan por cancelacién la misma palabra
llamada palabra reducida.

Sea f : G — R? un homomorfismo, es decir, determinado por f(a) y f(b) y las
rclaciones

fW) ==fW) y fF(VW)=f(V)+ f(W)

Dada f se define una aplicacién K que asigna poligonales en R? a cada palabra,
reducida en G de la siguiente manera

Kls)={af(s); 0<a<1} seS={aba’,b7}
Sisy.5m €G y f(51...5m) #(0,0) 0 f(51...5,) =(0,0) y s;1 # s}

m

K[sl...sm] = |J (K[si] + f(s51...8i-1)) (1)

i=1

SiW = s51..5m € G v f(51--8m) = (0,0) y s = s,;! entonces K[W] =
K[V] + f(U) donde V y U satisfacen la signiente condicién: V es la palabra de
longitud minima tal que W = UVU™!, es decir que K[V] corresponde a la primer
definicion.

Es facil ver que K[W 1] = K[W] — f(W).

También que si en el producto de dos palabras UV no se prodiuicen cancelaciones,
s decir que la tiltima letra de U y la primera de V' no son inversas entonces

K[UV] = K[UJU(K[V]+ f(U)) (2)

Sea ahora # un endomorfismo de G, definimos la matriz de § de la siguiente
manera, llamamos p al homomorfismo p : G — R? tal que p(a) = ey; p(b) = ey,
entonces llamaremos m;; a los enteros tales que

p(0(s;)) = myjp(a) +my;p(b) s =a; sg=0>

, . . 2
Se llamard matriz de 8 que notaremos My a la matriz (m,-j)i].=1
Puede verse que entonces

f(0(s;)) = my; f(a) + mo; f(B) s1=a; s =0

Diremos que un endomorfismo 6 tiene corto rango de cancelacion si para cualquier
palabra reducida stu la cancelacién no borra todas las letras de ninguna de las

subpalabras 0(s) 6(t) 6(u) en 0(stu) € S*

m,;; enteros.

Valen los siguientes resultados.



Teorema 2.4. Sea § un endomorfismo de G tal que

(1) 0 tiene corto rango de cancelacion,
(2) |det Mgl > 1,

(3) Hay una matriz singular T = (t;;) tal que My = T~'LT donde L es una
rotacién seguida de una multiplicacién por un escalar,

(4) No se producen cancelaciones en ninguno de los productos 8™(aba™'b7").

Si K, := L™"(K[0"(aba~'b")]) entonces existen parametrizaciones {u("’)}

y
neN
u tales que u(™ es una parametrizacion de K,,, v es una parametrizacion de una curva

Ko y

u™ =y
Corolario 2.1. K,, — K en la métrica de Hausdorff.
n—oo

Perfil de la prueba: Sea f: G — R? el homomorfismo tal que

t22

f=Ten=( ) 10 == ()

La prueba se basa cn la construccién de las parametrizaciones u™ donde son
esenciales el hecho de que L~! es una contraccién y que

L"f=f0" VneN (3)

De las férmulas (2) y (3) y ya que no se producen cancelaciones en ninguno de los
productos 0™ (aba='b~') se tiene que

K. = L™K[™a)]u{L"K{g"(b)] + f(a)}u
U{L™K[0"(@™)] + f(a) + f(B)} U {LTKIE"(67)] + )}

A partir de las mismas relaciones fundamentales se tiene que si llamamos
0V = Sy, S0y - - - Sy, 5w € S ={a,b,a7",07'} | =long(fv)
para todov e Syn €N

LK (v)) = L (U (LK™ (50]) + 1 (500 s”i")> (4)

i=1

En base a esta tltima férmula, se construyen recursivamente parametrizaciones
u™ (t) para K,.

Pueden probarse las signientes propiedades de la geometria de las curvas aproxi-
mantes K, :

1. Los lados de K, son de la forma L™"K[v] +w, w € R?.



2. Si llamamos V™ (v) al conjunto de vértices de LK [0™(v)], resulta que
VO(v) = {0, f(v)}
!
V(n+1)(’l)) = Lt (U {V(")(Sw) -+ f(s,,'s,,z...svi_l)})

i=1

3. Para todo n € N, V(™ (y) € V" (4) y ademss si u™(t) € V(1) entonces
u™D(t) = u™(t).

4. Dados dos vértices concecutivos de K,,, si el lado que los une es LK [v] +w
entonces la poligonal que une esos vértices en K, es L-("*D | [Ov] +w.

7

Se prueba luego que dados n € N, y ¢ € [0, 1], siendo u™(t;) y u(™ (ty) los vértices
consecutivos del lado de K, que contiene a u(™(t). Si llamamos P a la subpoligonal
de Kyy1 que une los vértices u(™(t1) = u®D(t;) y ut(ty) = u™+D(t,) se prueba
que

“u("“)(t) - u("')(t)” < long(P)

pero P es congruente con L~ K [0v] para algiin v € Sy v = Sy, Suy - - - Sy;, lUELO
long(P) = |10 sy )| 4 L0 f(sun)|[ 4+ + L7 f(51,)|
= AL o)+ 1)+ -+ + 1 ()

donde A es el escalar que verifica L = AR, A\? = |det Mp| > 1. Asi, si

1(6v)
C = max { S Mo )lls0 = a,,b}
i

se tiene para todo ¢ € [0, 1]
[+ (t) — u™ )| < A e
de donde para todo ¢ € [0, 1] y para todo p € N

A

) ¢2) - u™ (b)) < gp\r("*"’ C<C™ =Pt

Esto prueba que u(™ es una sucesién de Cauchyen € ={f : [0,1] — R?, f cont.}
(con la métrica del supremo) que es un espacio completo. Por lo tanto existe u € €
tal que

u™ =y

Si Ko = {u(t), t € [0, 1]} ,se tiene en particular que K, — Ky en la métrica de
Hausdorff

Este teorema se extiende de la siguiente manera.



Teorema 2.5. Sivalen (1), (2) y (3) y

(4) No se producen cancelaciones en ninguno de los productos 8™ (aba=1b71) o ex-
iste un endomorfismo © de un nuevo grupo libre generado por tres elementos A, B, C
y una aplicacion K que asigna poligonales én el plano a palabras reducidas en H tal
que L7 (K[O"(ABC)]) = n(K,) donde 7 es una semejanza. Y de manera que no se
producen cancelaciones en ninguno de los productos ©*(ABC).

(5) K[0W] tiene un lazo si y sdlo si K[W] tiene un lazo!,

Entonces

a) K, no tiene puntos dobles y converge en la métrica de Hausdorff a una curva
Kp.

b) Sea F, la clausura del dominio interior de K,, F, converge en la métrica de
Hausdorff a un conjunto Fy, compacto y conexo, cuya frontera estd contenida en Kjy.

¢) Vale que drea F,, = |det T|

d) Fy es replicante de orden d = |det My| y es el dnico compacto invariante por d
transformaciones de semejanza de la forma L™ (z) + V; i=1,...,d

e) Fy tiene dimensién de Hausdorff coincidente con su razon de semejanza e igual
a 2 y su medida plana de Lebesgue m(Fy) es mayor o igual a |det T .

f) Si m(Ky) = 0 entonces m(Fp) = |detT'|. '

3. La base -241.

Vayamos a nucstro caso. Sca el endomorfismo 6 definido por 6(a) = a®ba™"
6(b) = (a®1)2a™®
-2 -1

La matriz de 6 es por lo tanto My, = < L —9

), de determinante 5, cuyos

autovalores son: —2-+1 y —2 —1

=2 =1
Mo=\/5<%5 :/5)=\/5Rw
5 Vs

donde R, es la rotacién de dngulo ¢; cos ¢ = —2//5; sen ¢ = 1//5.

De aqui también se tiene que la matriz de cambio de base T es la identidad y por
lo tanto f(a) = e, y f(b) = ey. Asi L = My. Observemos que para z € C, L(z) =
(—2+1) 2

Si graficamos K; = L™ (K[f(aba~1b71)]) = L~ (K[aPba=b7"])
vemos que llamando F; a la clausura del conjunto limitado por K;

Fy, = L YF)UL Y (Fy+(1,0) UL (Fy+(2,0))U
U L_I(F() - (3, 0)) U L—](FO + (4, O)) =
= L Y (F)U (L YFp)+b "YU (L (Fo)+2b7 1)U
U (L_1 (FQ) + 3b_1) U (L-] (Fo) + 4()_1)

La hipétesis (5) es la que garantiza que las poligonales aproximantes sean simples. Esta hipétesis
puede verificarse en una cantidad finita de pasos tal como estd probado en [6]. El Teorema que lo
afirma se presenta en el apéndice



puede probarse que

Foy1 = L YF)ULY(F,+(1,0)) UL Y(F, + (2,0))U
U LY (F, +(3,0) U L7(F, + (4,0)) =
= L™YFE)U(LYF,)+b YU (L YF,) + 21U
U (LY (F,) + 307 ) U (L7Y(F,) +4b71)

y pasando al limite tendremos (ver apéndice de propicdades elementales de la métrica

de Hausdorft)

Fp = L7N(Fp)U (L7 (Fo) + b7 ) U (L7 (Fo) + 2b™)
U (L7 (F) +307") U (L7 (Fo) + 4b71)

de modo que Fjy es el conjunto de los fraccionarios en la base b = —2 + i. (existe un
inico compacto invariante por una familia de semejanzas contractantes).

Por cuestiones técnicas (el endomorfismo original sufre fuertes cancelaciones) se
definird un nuevo grupo libre H gencrado con tres elementos A, B, C'y un endomor-
fismo © : H — H de modo que la curva limite de K, := L "(K[0"(ABC)]) serd
semejante a la original Ky = lim L~ (K[0™(aba=1b71)]), pero en O©"(ABC) no se
producen cancelaciones. '

Previamente debemos reducir el niimero de cancelaciones en 8. Para esto definimos
un nuevo endomorfismo de G que serd de la forma Oy donde Oy (s) = WO(s)W ™!
con W € G. Es f4cil probar que para cualquier palabra V € G, tal que f(V) = (0,0)
se tiene

K10 (V)] = KI"(V)] + 3 S@(W))  neN

En particular para V = aba='b!

K[G’J‘,(aba‘lb—l)] = K[0"(aba b7 1)] + "2 (W)
de donde

L K6}, (aba™'b7")] = L—"K[en(aba—lb—l)]+§L—”f(9i(W))-_—

i=0

K.+ znjL—if(W)
=1

y ya que L~! es una contraccién, se prueba inmediatamente que existe un purito Pw
de R? tal que

Py = T}I_{I‘}OZL“lf(W)
=



y asi, en la métrica de Hausdorft

lim LK}, (aba=b™1)]) = lim L™"(K[0"(aba""v7")]) + Pw (5)

n—oo n— 00
En nuestro caso serd W = a=° y llamaremos 9 := @y que resulta

9(a) = ba™?
9(b) = a b 'a?h!

El grupo H se ralaciona con G por medio del homomorfismo de grupos libres
I': H — G. En nuestro caso I estd definido por

['(A) = ba?
r(B) = a %!
re) = a

Notar que I" no tiene cancelaciones en al producto ABC.

Se define entonces el endomorfismo O, de manera que 'oc® = JoI' y por lo tanto
Fo®ft =9 oI’ VEkeN.

Finalmente sea g = f o', de modo que go® = L og, con lo que go 6F =
LFog, VkeN.

Podemnos representar esto en ¢l siguicente diagrama

H 5 ¢ L R
la ll? lL
g - ¢ L r

Aqui sera

O(A) = BA™?
o(B) = A™'C
0(C) = A

Notemos que aqui I' (ABC) = 9(aba~1b71), por lo tanto
o ©F(ABC) = 9% o T(ABC) = 9**(aba™'b7") (6)
tenemos la siguiente proposicién:

Proposicién 3.1. ©¥(ABC) no sufre cancelaciones y I' no sufre cancelaciones en
©*(ABC) para ningin k € N .

Demostracién: Es inmediato ver que para el endomorfismo © se producen can-
celaciones sélo en las palabras que scan de la forma ---UV--- donde UV = (AC)*!
o UV = (CB)*!, pero estas combinaciones no aparecen en ABC, por lo tanto no



hay cancelaciones en ©(ABC). Siguiendo, el producto UV = (AC)*! no aparece en
ningin ©(S), § € {A,B,C}, sélo aparece en una palabra O(W), si W es de la
forma ---ST-.- donde ST = (CB)*! y el producto UV = (CB)*! sélo aparece en
una palabra ©(W), si W es de la forma - - -ST" - - donde ST = (BA)*!, finalmente un
produnto (BA)*! aparece en alguna palabra ©(W), sélo si W contiene un producto
(AC)*!, esto nos da un ”circuito cerrado ” de productos de pares de letras tales que
ninguno de cllos aparcce en O(ABC), lo que prucba que no hay cancelaciones en
ninguna palabra ©¥(ABC) k € N. Finalmente, ya que I' sélo sufre cancelaciones cn
palabras que incluyan los productos (AC)*!, (CB)*' o (BA)*! y como se ha visto
cstos pares no aparecen en ninguna palabra ©*(ABC) k € N, se tiene que I' no sufre
cancelaciones en ©%(ABC) para ningtin k € N .

Para obtener las mismas poligonales que se generan con 9 definimos una aplicacién
K que asigna poligonales en R? a palabras reducidas en H como sigue

K[S1S2 ... 5u] := K[[(5:S; ... 5,)]
de la férmula (6)

L™ (K10*(ABC))) = L (L~ (K[9*+! (aba™"b7")]))

y cn consecuencia, segiin (5) (ver también cn ¢l Apéndice propiedades elementales de
la métrica de Hausdorff)
lim L™*(K[0*(ABC)]) = L ( lim L7 (K[0" (aba~"b"")]) + PW) (7)
= L(Ks+ Pw)

Se construyen parametrizaciones i, para las poligonales K, valiéndose del hecho
de que ©*(ABC) no sufre cancelaciones y T no sufre cancelaciones en ©F(ABC) para
ninglin k € N y asi

K, = L™K[@"(A)]u{L"K[6"(B)] + g(A)}u
U{LTK[OM(C)] + 9(A) + 9(B)}

y también si OV = Sy, Sy, ... Sy, Sy, € § = {A*!, B C*1} | =long(OV) para
t.odoVES'ynEN

L_("+1)R[@n+l(v)] =L} (U (L_"k [@n (Sv,)]) +g (S‘/] s SVi—l))

i=1

Para el caso sin cancclaciones dijimos que podia probarse que todos los vértices
de K, son vértices de K4y y que si u™(t) € V™ (v) entonces u*+1(t) = ul™ (t).
No ocurre lo mismo para un caso con cancelaciones. No todos los vértices de K,
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son vértices de I%nﬂ, pero sf un subconjunto de ellos, y que son los extremos de las
subpoligonales de la forma L™ K[S] + w, w € R?, § € § = {A*! B*!, C*l}.
Finalmente se tiene también que existe 4 : [0, 1] — R? continua tal que

o™ =, 5

Si Ke := {4(t), t € [0,1]}, tenemos en particular que K,, — Ko en la métrica
de Hausdorfl. De la férmula (7) se sigue que

Ko = {i(t), t € [0,1]} = L(K, + Py) (8)

4. Puntos dobles de la frontera del conjunto de fraccionarios los en la
base -2+i.

Construccién de un punto doble de la curva Ky

Vamos ahora a definir dos sucesiones de vértices en K, que tendran el mismo
punto limite y tales que como se demostrard determinan dos lazos en Ky.

En adclante llamarcmos vértice a lo que podria denominarse un vértice esencial
(cstos son los que permanceen paso a paso) que cn cada iteracién son los extremos de
las subpoligonales de la forma L‘"‘(IA([V]) donde V = A*! B*! C*'. Este conjunto
de vértices para K[ABC] cs

Vo ={9(4), g(A) + 9(B), g(A) + g(B) + g(C)}

donde g(A)+g(B)+g¢(C)=0
Los vértices en L™ (K[©(ABC)]) los podemos escribir como la unién de VAU

VB UVE. El primer elemento de la. primera sucesién lo tomamos en V;# que son los
que van de 0 a g(A) = L~1(g(©A4)) ya que O(A) = BA~3 serd,

W =170, (), o(B) -~ g(4), 9(B) - 29(4), o(B) - 39(4))

El primer elemento de la seginda sucesién lo tomamos en V€ que son los que van

de g(A) +g(B) a g(A) + g(B) + g(C) = 0 ya que ©(C) = A° sers

VO =17"{0, (), 29(A), 39(A), 49(A), 59(A)} + g(A) + ¢(B)
elegimos
P = L7Y(g(B) - g(A))
P = L7'(5g(A)) + g(A) + g(B) =0
Asi

PP — PV = L'(g(A) - g(B))
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y damos nombre al vértice inmediato anterior en cada caso

P = L7(g(B))
PP = L 1(4g(A)) + g(A) + g(B)

Ahora serd V3" el conjunto de vértices de L™2(K[0*(ABC)]) que van de o

a P ).y ya que P( ) = P(]) L7'(g(A)), la poligonal que los unc es de la forma
(K[@A ). En‘ron( S

VD = 172 {0, g(A), 20(A), 3g(A), 39(A) — g(B)} + PV

De manera semejante definimos V3> el conjunto de vértices de L~2(K[©?(ABC)))

o) (2) g @ _ 5® -1 :
que vande P1” a P;”. Como en este caso P;”’ = P’ +L7'(g(A)), la poligonal que
Jos une es de la forma L~2(K[©A]). Entonces

vi® =120, g(B), 9(B) - g(4), 9(B) —~ 29(4), g(B) ~3g(A) | + P

elegimos
(._._
P = L)+ P
. 2
P = L %(g(B) —3g(A)) + P

Observemos que L~%(g(B) — 3g(A)) = L7%(g(©A)) = L7 '(g(A)), por lo tanto
PP =P,

PP P = L7(g(B)—6g(4)) + PP — PP =

. L™(5g
+P? — P 2L} (g(A)) =
— L2{g(B) — 9(4)) — L (g
+ L™ (g(A) — g(B)) — 2L7(9(A)) =
= L7%(g(B) —g(A)) — L7 (¢(C))+
+ L7 (g(A) — g(B)) — L™1(29(A)) =
= L7*(g(B) — g(A)) — L7H(g(A) + ¢(B) +4(C))

y ya que g(A) + g(B) + g(C) = 0 tenemos

PP — P{V = L(g(B) — g(4))

Ahora seran

— —
P = 1g)+ PP = B —L7g(4)
PP = L72(g(B)-29(A) + P = B +L7(9(A)

Antes de gencralizar los clementos de las sucesiones vamos a completar un paso
més pues la cleccién de los vértices cambia para los términos parcs e impares. Para
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elegir los siguientes elementos de nuestras sucesiones esc rlblmos elc onjunto de vértices
V) que son los vértices de L~ 3(K[®*(ABC))) quevande P§ PV a P, y el conjunto
V( ) que son los que van de P(Q) a P(z)

W = 172{0,9(B), 4(B) - g(4), 9(B) ~ 29(4), (B) — 39(4)} + P

WP = 17 {0, g(A), 29(4), 3g(A), 39(A) — g(B)} + PP
clegimos —
R = L7(g(B) - 39(A)) + P{
PP = L-33g(4)) + PO

En este caso observamos que L™%(g(B)—3g(A)) = L~3(g(©A)) = L=2(g(A)), por
lo tanto P3( P(l).

PP~ P = L7%69(4) - g(B)) + P - P =
= L"%g(A) - g(B)) + L~3(5g(A))+
+ P — PV 4 2L-2(g(A)) =
= L7%(g(A) — g(B)) + L73(g(0C))+
+ L™2(g(B) — g(A)) +2L72(g(A)) =
= L7g(A) —g(B)) + L~ 2(’](0))4‘
(B) = g(A)) + L72(29(A)) =
= Lg(A) — g(B)) + L2(g(A) + g(B) + 9(C))

entonces

y siguiendo supongamos llegado al paso n donde: -
- Sin es par: P{" es el cuarto vértice de la subpoligonal L"(K[©@A- 1)+ P, y

P{? es el quinto y dltimo vértice de la subpoligonal L (K[OA]) + (P?,(f_)l. Es decir
que

P{ = L™(3g(A)) + P,
P® = L(g(B)-3g(A)+ P,

- Si n es impar: Se conmuta el orden del caso par. Esto es

P{ = L™(g(B)—3g(A)) + P,
PO = L7(3g(4) + P,

y vale que

B» — P = (—1)"*'L™"(g(A) — 9(B))
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— —
Py P2 son los vértices inmediato anteriores, es decir
Si n es par:
PO = L(2g(A)+ P, PV — L™(9(A))
PO = L7(g(B) -29(A)+ Py = PO+ L™(g(A)
Si n es impar:
— —
PO = L(g(B) —29(A) + Py = PP +L7(g(A)
PO = L™(29(A)+ P2, = PP~ L™(g(4)

V., es el conjunto de vértices de L-*+D(K [0 (ABC)]) que van de P® a
PO .12

n )

Si n es par:

—

Vi = e {0, g(B), 9(B) - g(4), 9(B) —29(4), g(B) = 3g(4) } + P
(_
Vi = 1700 o, g(A), 29(A), 3g(4), 39(4) —g(B)} + PP
Py = Lm0D(g(B) - 3g(A)) + PO
PEy = L7t (3g(A) + PP
Si n ¢s impar:
v = 17 {0, g(A), 29(4), 39(A), 39(A) - g(B)} + P
Vi = Lo {o, 9(B), 9(B) — g(A), 9(B) —2g(A), Q(B)—39(A)}+ P®

P, = L0+ (3g(A) + PO
PR, = L-tv)(g(B) - 3¢(A))+ PO
entonces
PP, —PY), = (~1yL(g(B) — 69(A)) + PP — P =

= (=1)"'L- ("“)(q( ) — ()) (—1)m L= (5g(A))+
+ P® — — (=" 2L7(g(A)) =

= (- 1)"“1 "“)(( ) — ( )) — (1)L (g(OC))+
+ (=1)™1 L™ (g(A) — g(B)) — (=1)™+ 2L~"(g(A)) =

= (=1)"?L-0N(g(A) - g(B)) — (=1)"'L™(g(C))+
+ (=1 L (g(A) — g(B)) — (=)L (29(A)) =

= (=)™ (L="D(g(A) — g(B)) + L™"(g(A) + g(B) + g(C)))

esto es

P — PV = (1)1 L™(g(A) — g(B))
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vale para todo n € N. Esto implica que

1P = PO| = X"llg(A) — g(B)I| —=. 0

11—00

Ahora debemos probar que ambas sucesiones son convergentes. De la construccién
. . . 1
de las sucesiones que se ha hecho se deduce rapidamente que si n es par P,E 4}1 = P,

. sz 1 .
Basta entonces estudiar la sucesiéon (Pék?l'l)kﬂ\! que cs igual a (Pz(li)),c N
€ €

(_._
Py, = PR =L"%3g(A)+ P, =
= L (3g(A)) + Pl 4 L= (g(A))

PRy — Pyl = L7%(3g(A)) + L™*(g(0A)) =
= L %(3g(A)) + L*(g(B) — 3g(A)) = L~%(g(B))

Si llamamos @y = PQ(,&I tendremos

k+p k+p

Qrap —Qr= Y Qi —Qj1= > L% (g(B))

Fomk1 Gkt

por lo tanto

k+p ] k+p )
Qe — Qell < - L% (BN = > A ¥|g(B)]] o2 0
j=kt1 j=k+1 P00

de donde deducimos que existe

P = lim PV

00

Ahora
1P — P < |PP — PN+ | PV — Pl — 0

Finalmente veamos que cfectivamente hay dos lazos de P a P. Escribiremos V' <
W si V se encuentra antes que W en la curva Kj siguiendo el recorrido inverso al
sentido horario y comenzando por el origen. Recordemos que todos los vértices con
los que hemos trabajado (vértices esenciales) permanecen para el paso siguiente y por
lo tanto todos estdn en la curva limite Ky. Entonces

0< PO <PD < <g(A)<...<g(A)+g(B)<..< PP < PP =

Ademads patra cada n € N y para i = 1,2 se ticne

PT(L)_< pfnl1<Pr(a-21 jPé)
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luego para todo n € N

—

0< PV <pPO<pM < PO p® < p® g

por lo tanto — —
0< PP <P<PY <. < PO <P<P?D =y

Puntos dobles en J1.

Como se afirma en el teorema 2.5 la frontera del compacto Fp, que en este caso es
el conjunto de los fraccionarios en la base -2-+i, est4 contenida en Kjp. Se terminé de
ver que esta curva Ky tiene al menos un punto doble, cstrictamente hablando sc ha
probado para Ko = {a(t), t €[0,1]} = L(Ky+ Pw) que es semejante a Kp. Pero por
el cardcter "autosemejante ” de esta construccién resulta facil ver que esta situacién se
repite en cualquier subconjunto conexo de csta curva como cs 3F,. Vedamoslo también
en este caso para la curva semejante L(OF, + Py).

La idea es que un proceso casi idéntico al presentado de determinar dos sucesiones
(onvergonfoq a un punto doble puede repetirse en cualquier subpoligonal de la forma

S KIABATY + w.

Consideremos un segmento arbitrario {4(t); ¢ € [ty,15]} C L(OFy+Pw) C L(Ko+
Py) = K (o. Sabemos que cada vértice esencial de I, permanece como vértice esen-
cial de K, para m > n y por lo tanto pertenece a la curva limite Ke Ademas
los vértices esenciales de K, son los extremos de las subpoligonales de la forma

LK[S]+w, w € R, § € § = {A*!, B*',C*} cuyas longitudes tienden a
cero cuando n tiende a infinito. Es claro entonces que para cualquier segmento
dado {a(t); t € [t1,t,]} existe N suficientemente grande tal que los extremos de al-
guna subpoligonal L~ N [B] + w, w € R? pertenecen al segmento, pero entonces

LN K[03(B)] + w es la subpohgonal de Kn43 que une los mismos extremos;
siendo

Il

0*(B) O*(A™1C) = O(A*B~14%)
0(AHO(B1A)0(A4Y)

O(A%)C1ABA~30(AY)

I

por lo tanto, recordando la férmula (2) tenemos que K[ABA~']4g (©(A%)C~?) es una
subpoligonal de K[©%*(B)] y entonces L~ NI K[ABA™Y] + L~V +3)g(0(A3)C1) +
w es una subpoligonal de K N+3 cuyos vértices esenciales estdn en el segmento de
curva {4(t); t € {t1,t2]} . Llamamos v al punto de traslacién ciuyo valor no modifica
en nada el siguiente proceso y K a N + 3. Los vértices fijos de L™ K[ABA-1] + v
sS0n

L= {0,9(A), g(A) + g(B),g(B)} + v
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fomamos

=
|

entonces

Vi — Vi = LK (g(B) - g(A)) |

y damos nombre al vértice inmediato antcrior cn cada caso

(_ .
VP = L K(g(A)+g(B))+v

. -
i s : 1
Ahora veamos el conjunto de vértices esenciales de Ky, que van de Vg ) a

V1(1),' ya que v = <—V—§]) + L=K(g(A)), la poligonal que los une es de la forma
L~E+Y (K[ A]). Entonces los vértices fijos de esta subpoligonal son

L=+ {0, g(B), 9(B) — 9(A), 9(B) —29(4), g(B) = 39(A) } + V1"

: , g o < 2
De manera semejante esc nblmos el conjunto de vértices de Ky 1 que van de V S )

a V¥ Como en estc caso V& = V' VO K (9(A)), la poligonal que los une es de
1«1 forma L=+ (K[OA-"]) y asi los vcrh( es esenciales en la subpoligonal son

L0 o, g(A), 29(A), 39(A), 39(A) —g(B)} + VP

elegimos }73
V2(1) = L-(K+)(g(B) — 3g£i4)) +V gl)
V2(2) _ L_(1<+1)(3g(,4)) + V§2)

En este caso observamos que
L~ (g(B) — 3g(A)) = L~ *D(g(©4)) = L™ (9(4))

por lo tanto VQ(” = V](l).

VD -V = LU (6g(A) — g(B)) + VD~ V(D =
= L7090 (g(A) — g(B)) + L0 (59(A)) +
+ W~V 420K (g(4)) =

= L~UOD(g(A) — g(B)) + L~ (g(0C))+
+ L (g(B) — g(A)) +2L7(9(A)) =
= L7UGD(g(A4) — g(B)) + L~ (9(C)+
+ L™"(g(B) — g(A)) + L™ (29(A)) =
= L-(K+(g(A) — g(B)) + L (g(4) + 9(B) + 9(C))

—~

0
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entonces

Vi — VD = (4D (g(A) — g(B))

Ahora seran

V= LR (g(B) — 2(A)) + VIV = YD 4 Lm0 (g(4))
VO = L)+ T = - o)

Ahora ya que V) = V' § VO - (K+1)(g(A)), el conjunto de vértices de Ky, que van

de V, Vg VY sonlosdela poligonal que los une, que es de la forma L~-U+2) (K [0 A-1)).
Entonccs son

L=+ {0, g(A), 29(A), 3g(A), 39(A) - 9(B)} + Vi

De manera semejante escribimos el conjunto de vértices esenciales de K Ni2 que
van de V VO V. Como en este caso v = V &) 4 p-ucey )(g(A)), la poligonal que
los une es de la forma L~%+2(K[0A]). Entonces los vértices son

L7 L0, 6(B), 9(B) ~ g(A), 9(B) ~ 20(4), g(B) ~39(A)} + T

elegimos
v o U (3¢ (A))_‘_(‘_/—g
WP = LU (g(B) - 39(A) + V)
Observemos que

L0 g(3) — 39(4)) = L4 (g(0.4)) = L g(4)
por lo tanto ng = V(z)-

VP -V = LB —6g(A)) + V) - VD =
= L~K)(g(B) — g(A)) — L-K+D(5¢(A))+
+ V2(2) _ Vz(l) _ 2L‘(K+1)(g(A)) =
= L7U99(g(B) - g(4)) — L~ (g(0C))+
+ L~ (g(A) — g(B)) — 2L~ +N)(g(A)) =
R (1(+2)( (B) — g(A)) — L‘("+1)(g(0))+
+ K+ g B)) _ L‘(K“)(2g(A))‘=

A)
(g(A) — g
= L~4D(g(B) — g(A)) — L-E+(g(A) + g(B) + ¢(C))

y ya que g(A) + g(B) + g(C) = 0 tenemos

V2 — v = [-K+D(g(B) — g(A))

La demostracién sigue de manera totalmente andloga a la que muestra que existe
un punto doble en Ky y queda probado que hay puntos dobles en cualquier segmento
de esta curva y por lo tanto en cualquier segmento de 9Fj.
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5. Apéndice.
5.1. Métrica de Hausdorff.

Definicién 5.2. Sea R(R") la coleccién de todos los conjuntos compactos no vacios.

La funcién h:R(R") x K(R") — R" definida por
h(A, B) := max {max’min lla — b|| , max min ||a — b]]}
a€A becB beB acA

es facilmente comprobable que es una métrica en R(R"). sta es la llamada métrica
de Hausdorff.

Esta definicién es equivalente a lo que sigue:
Sea § > 0

[Als : = {m eR"™: 3161;1; la —z|| < 6}
h(A,B) : =inf{6: AC[B]; y BC|A]s}

El espacio (&(R"™), h) es un espacio métrico completo y valen las siguientes propie-
dades elementales

1. Sea f : R®* — R™ una funcién de Lipschitz con constante de Lipschitz s.
Entonces para A, B € &(R")

h(f(A), f(B)) < sh(A, B)

2. Sean {A;; i1=1,...,k} y {B;; i=1,...,k} coleccioncs finitas de conjuntos en
A(R™). Entonces

k k
[) (U Ai, UB’> S max{h(Ai,B,;); 1= 1,,k3}
i=1 =1

5.2. Simplicidad de las poligonales aproximantes. La condicién (5) de la
hipdtesis del teorema 2.5 que es la que garantiza que las curvas aproximantes sean
simples pide que (W) tiene un lazo si y sélo si W tiene un lazo. M4s técnicamente
esta hipétesis se enuncia de la siguiente manera: :

SiW e Gy 6(W) = STU con T una palabra no vacia, S,U no ambas vacias,
S # Uy f(T) = (0,0), entonces W = S'T'U’ con T’ palabra no vacfa, S',U’
no ambas vacias y S = 6(S"), T = 6(T"), U = 6(U"), (de donde f(T") = (0,0) y
S # (U

En [6] se prueban los signientes resultados:
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Teorema 5.6. Sea G* el subconjunto de G formado por las palabras W que satis-
facen la siguiente condicién

{ fW) =kif(a) +kaf (b) ki, ka €Z y |ki] + |Kko| < long(W) < |ky| + |ko| + 4
Va | f(W)ll < 20 max {||f(a)ll, |l f(B)lI} siendo o := max {long(fa), long(6b)}

entonces

i) G* es finito y contiene a todas las palabras de dos letras.

ii) Si la condicién (5) de la hipétesis del teorema 2.5 se satisface para las palabras
en G* se satisface para toda palabra en G.

Proposicion 5.2. Si vale la condicion (5) entonces las poligonales K,, no tienen
puntos dobles.
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