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TEMAS COMPLEMENTARIOS DE ANALISIS

A. BENEDEK, P.A. PANZONE Y R. PANZONE

PROLOGO

El Area III del Departamento de Matematica de la Universidad Nacional del Sur tiene a
su cargo el dictado, entre otras, de las siguientes asignaturas propias de la Licenciatura en
Matematica: Variable Compleja y Funciones Especiales, Espacios Métricos y Topolégicos,
Funciones Reales, Analisis Superior, Ecuaciones Diferenciales Parciales y un Seminario de
Anélisis. Este se creé en 1971, con la intencion de hacerlo permanente, en una reunién en
la que participaron la Dra. Agnes Benedek, el difunto Dr. Evelio Oklander y el que firma.
Hasta el momento se ha cumplido el objetivo propuesto.

Estas notas constituyen una recopilacién de exposiciones extraidas de este Seminario de
Analisis o de cursos especiales.

Algunos temas que se presentan en las tres primeras asignaturas mencionadas y cuyos de-
sarrollos se ven restringidos por los limites naturales de las mismas, son discutidos aqui con
mayor profundidad. El tratamiento de cada asunto es practicamente independiente de los
restantes pero todos asumen los conocimientos bésicos de Variable Compleja, Topologia,
Andlisis Funcional y Anélisis Real. El denominador comiin de los diez primeros capitulos
es el concepto de curva. :

Los temas surgidos de la teoria de Ecuaciones Diferenciales seran desarrollados en otro
volumen. El lector, al hojear estos apuntes, hard bien en suponer que son sélo una in-
vitacién a la lectura de textos sisteméticos y organizados, que por cierto no faltan en la
actualidad.

Rafael Panzone

Bahia Blanca. Marzo de 1998.
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CAPITULO I
SOBRE EL CONCEPTO DE CURVA

I.1.

En este capitulo discutimos algunas propiedades de las curvas planas. ;Qué es una
curva? En primer lugar es un conjunto de puntos, que supondremos acotado, con la
topologia heredada del espacio métrico R? en el cual est4 sumergido.

Es obvio que la cardinalidad de ese conjunto no juega un papel preponderante para
distinguir las curvas de conjuntos que no lo son. Un arco de curva debe estar formado por
un solo trazo. Topolégicamente: debe ser un conjunto conezxo.

Ejemplo 1.

El grafico S de sen%, z € (0,1}, junto con el segmento del eje de abscisas [—1,0] es un
conjunto no cerrado y conexo (demostrarlo).

Ejemplo 2.
La clausura del conjunto S, S, consiste de SU B, B = {(0,y): 0 < |y| < 1}.

Al conjunto del Ej.1 mal podria llamarsele arco de curva. Agreguemos a la conexién la
propiedad de compacidad, y para evitar casos triviales, que el conjunto tenga més de un
punto. Es decir, supongamos que nuestro conjunto sea un continuo, eliminando asi al
ejemplo 1 de nuestra consideracién. (La cardinalidad de un continuo es c).

Desafortunadamente un disco es un continuo, lo mismo que S. Pero si pensamos que un
arco de curva debe vincular dos puntos, el inicial y el final, agregamos una restriccién que
nos favorecerd.

Ejemplo 3.

El disco de centro 0 y radio 1, el segmento de las abscisas [—1, 1] y la semicircunferencia

(z,+v1—22) unen a = (—1,0) con b = (1,0).

Los conjuntos del ejemplo 3 vinculan dos puntos a y b, a 3 b. Pero si exigimos de nuestro
continuo, al que queremos llamar arco de curva, que sea irreducible en el sentido que no
contenga ningun subconjunto conexo propio que vincule a con b, el disco queda eliminado.
Obsérvese que S es un continuo no irreducible que une @ con b, a # b.

Nos falta todavia introducir la idea de recorrido en el arco, es decir, en nuestro continuo
irreduciblemente conexo, pues ésta es esencial a la idea de curva. ’

Debemos entonces saber para 0 < t < 1, que ¢t = 0 corresponde a un extremo, ¢ = 1 al
otro y que al pasar ¢t de 0 a 1 se “recorre” la curva. El ejemplo més simple de arco de curva
seria entonces el segmento del eje de abscisas [0, 1] donde al punto (0,t) le corresponde t.
En cierto sentido es el mas general pues vale el

Typeset by AAS-TEX



2 CAPITULO 1 SOBRE EL CONCEPTO DE CURVA

Teorema 1. Todo continuo irreduciblemente conexo en R? que une dos puntos a yvbes
homeomorfo al intervalo [0,1].

Como las imagenes biunivocas y bicontinuas de [0,1] son llamadas arcosde Jordan
tenemos el

Corolario. Todo continuo irreduciblemente conexo es un arco de Jordan y reciprocamente.
I.2.

Aparentemente nuestro analisis nos llevé a una definicién de arco de curva demasiado
exigente. Como en presencia de la inyectividad, la bicontinuidad sigue de la continuidad
de la aplicacién (pues [0, 1] es compacto), si no queremos caer en la definicién de arco de
Jordan, pero si mantener la continuidad de la aplicacién, la tinica restriccidén a levantar es
la de la biunivocidad.

Llamaremos arco de curva de Peano a toda imagen continua P del intervalo [0, 1]. Es-
tos son conjuntos conexos compactos, o sea, si no se reducen a un punto, son continuos.
Ademas son localmente conexos. Se dice que K es localmente conexo si dado un’ punto
cualquiera a del conjunto K y un entorno de a de radio ¢, Uy, existe un entorno de radio
6, Us, tal que dos puntos z, y de K N Us pueden unirse por un subconjunto conexo de K
contenido en U.. (Demostrar que un arco de Peano es localmente conexo).

Hahn y Mazurkiewicz probaron
el siguiente:

Teorema 2. Paratodo continuo
localmente conexo K hay una apli-
cacion continua de [0, 1] sobre K.

A los continuos localmente conexos
se los llama también continuos de Peano
y con razoén pues ya en 1890 Peano
demostrd el siguiente caso parti-
cular del teorema 2:

?

Teorema 3. Sea K un cuadrado

cerrado. Existe una aplicacién
continua de [0, 1] sobre K.

I.3.

Por dominio entenderemos un abierto conexo. Regién serd un sinénimo de dominio,
si no hay una indicacién en contrario. Lamaremos curva de Jordan a un “arco de Jordan
con extemos iguales”. Precisamente, una curva de Jordan es un conjunto homeomorfo a
la circunferencia. En 1910, L.E.J. Brouwer di6 un ejemplo consistente en tres dominios
planos con exactamente la misma frontera. Sin embargo, el contorno comin a las tres
regiones no es un arco de Jordan pues vale el siguiente importante resultado.

Teorema 4 (Jordan-Veblen, 1905). Todo arco de Jordan tiene un tinico dominio com-
plementario. Toda curva de Jordan tiene exactamente dos dominios complementarios que
la tienen por frontera.
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I.4.

Sea F(t) = (2(t),y(t)),0 < t < 1, la aplicacién continua que define una curva de Peano
P. Diremos que P es rectificable si las longitudes de las poligonales inscriptas forman
un conjunto acotado. El supremo de este conjunto es, por definicién, la longitud de P.
Sabemos que z(t) ey(t) son continuas, y vale el

Teorema 5. El arco de Peano P es rectificable si y solo si z(t) e y(t), 0 < t < 1, son
funciones continuas de variacién acotada.

Mas atn,

Teorema 6 (Tonelli). Si P es rectificable entonces tiene tangente en casi todo t. Ademads,
dado t, si A y B son puntos de la curva tales que ty <t < tp, vale

||B — 4]
tg,ita—t tg — A

=/z'(t)2 + 9 (t)2, cd.t.

Sin embargo, un arco de Jordan no es necesariamente rectificable.

En efecto, la funcién w de Van der Waerden, w : [0,1] — [0, 1], tiene un gréfico continuo
que describe un arco de Jordan y Aw/Ax no tiene limite ni finito ni infinito en ningin
punto.

L.5.

Si un arco de Jordan llenara una esfera no se desconectaria al quitarle un nimero
arbitrario pero finito de puntos. De la definicién seguiria entonces que lo mismo le ocurriria
al segmento [0, 1], lo cual es falso. Vale entonces el

Teorema 7. Un arco de Jordan es nunca denso.

Pero que un arco no sea-denso en ninguna esfera no dice nada sobre la medida plana del

mismo. En efecto, un arco de Jordan puede tener medida plana positiva (W. F. Osgood,
1902; H. Lebesgue, 1903). Més ain,

Teorema 8 (F. Riesz, 1905). Dado un conjunto compacto totalmente desconexo (=sus
componentes conexas constan de un solo punto) existe una curva de Jordan que lo contiene.

Sin embargo es facil demostrar la siguiente
Proposicion 1. Una curva de Jordan rectificable tiene medida plana cero.

I.6.

Volvamos a las propiedades de conexién de un arco de Jordan. Se dice que = € E, F
conjunto conexo, es un punto de corte si E\{z}no es conexo. Se sabe que todo continuo
tiene al menos dos puntos que no son de corte, y vale el siguiente resultado.

Teorema 9 (Janiszewski, 1912). Un continuo tal que todos sus puntos, excepto dos,
son de corte es un arco de Jordan.

También,
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Teorema 10. Si la conexién de un continuo K es destruida eliminando dos puntos arbi-
trarios entonces K es una curva de Jordan.

1.7.

Los ejemplos de Osgood y Lebesgue, y el teorema de Riesz, colaboran para que se
destaque ain mas el teorema de Jordan-Veblen. Es oportuno citar ahora la reciproca de
este resultado.

Teorema 11. Si un conjunto compacto J tiene exactamente dos dominios complemente-
rios, y si cada uno de sus puntos x es extremo de dos arcos de Jordan contenidos respecti-
vamente, salvo por ese extremo, en cada dominio complementario, entonces J es una curva

de Jordan.
1.8.

Escudrinando entre las ideas esbozadas en las secciones precedentes notamos que en
realidad la palabra “curva” fue usada para describir conceptos distintos, que pasamos a
analizar en el caso, por ejemplo, de un “arco de Jordan”.

Al conjunto de puntos en R?, imagen biunivoca y continua del intervalo [0,1] por una
aplicacién F(t), lo llamaremos camino. El camino junto con la aplicacién F' definen una
trayectoria o curva parametrizada. t serd el parametro. Dos parametrizaciones t y 7
se diran equivalentes si la correspondencia ¢ <+ T es biunivoca y bicontinua, y a ¢ = 0
le corresponde 7 = 0; o lo que es lo mismo si t = ¢(7) y 7 = 7(t) definen aplicaciones
continuas, estrictamente crecientes, de [0, 1] sobre [0,1], (demostrarlo). Entonces F(t) y
G(1) = F(t(7)) se dirdn trayectorias equivalentes. Por arcodecurva denotaremos a la
familia de trayectorias equivalentes a una dada. Teniendo clara la diferencia entre
concepto y concepto, no evitaremos en lo que sigue el abuso de lenguaje cuando se trate de
la palabra “curva”, salvo cuando aquél contribuya con una confusién innecesaria. Sobre un
camino de un arco de Jordan sélo es posible definir dos trayectorias no equivalentes, o sea,
sélo da lugar a dos arcos de Jordan, y esto en correspondencia con los distintos sentidos de
recorrido. Por ejemplo, en el intervalo [0, 1] se puede ir de un extremo a otro en el sentido
de las ? crecientes o en el de las ¢t decrecientes.

En el caso de una curva de Jordan las transformaciones ¢ = t(7) utilizadas para definir
la equivalencia de trayectorias deben ser homeomorfismos de la circunferencia unitaria que
preservan orientacién. Los mismos no tienen necesariamente un punto fijo como en el caso
de los arcos.

1.9.

Teorema de Peano. Existe una aplicacién continua del intervalo [0, 1] sobre un tridngulo
plano dado.

Demostracion.

Tomemos un tridngulo rectangulo no isésceles. A cada puntoz € {0,1], x = 0.p1 pops - . .,

A
p; = 0.1, le haremos corresponder un encaje de tridngulos semejantes al A = ABC que
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Ay

AOI

4
o0,

A=p(qu) H

B=/>/0, 17.)

definirdn un punto p = p(z) de A:

{p} = A#l n Aﬂ-l,u-z N Aﬂl#Z#B n....

) A

Simbélicamente: p = (Au,Auipg,---). Dado Ay, ~ ABC, la altura desde el
vértice ortogonal al lado opuesto lo divide en dos tridngulos semejantes a él, uno pequefio
y uno grande. A, , o designard al pequefio y A, ., 1 al grande. Es una buena
definicién: si un punto admite dos desarrollos x = O.puypo--- = O.v11n ..., vale que p =
(D, Dppgs---) =q= (D, Dvyuyy - - - ). Por ejemplo, z =0.100--- = 0.01111...,p(x)
= C (ver figura). p(z) es continua pues por ejemplo, si z no es diddico, entonces =, — x
implica que los desarrollos de z, y z tienen un numero tan grande como se quiera de
primeras cifras iguales lo que hace que sus imégenes estén arbitrariamente préximas.

Es facil ver que todo punto estd en un encaje de tridngulos y por lo tanto es imagen de
un z € [0,1]. No es biunivoca: z = 0.010000... e y = 0.11000... tienen por imdgen a H
pero = #y. QED.

I.10.

Como vimos las aplicaciones continuas de un segmento sobre el plano pueden presentar
particularidades sorprendentes. Las de la circunferencia agregan otras nuevas. Sea f(z)
una aplicacién continua de la circunferencia sobre la recta. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que f aplica la circunferencia unitaria sobre [—1,1]; entonces g(z) =
f(2) — f(—z) lleva {|z| = 1} sobre un conjunto conexo contenido en [—2,2]. Como g es
impar. existe 2z tal que g(z) = 0. Luego, en la circunferencia hay dos puntos diametralmente
opuestos que tienen la misma imagen, (cf. cap. I1I).



CAPITULO 1II
- +  ALGUNAS PROPIEDADES
DE LOS DOMINIOS PLANOS

I1.1.

Si el espacio métrico R! fuera homeomorfo a R, q¢ > 1, entonces R'\{0} ~ R\
imagen de 0, lo cual es imposible pues R!\(0) no es conexo. Si R?> ~ R%, ¢ > 2,y C es
una circunferencia en RY, entonces RI\C ~ R?\ imagen de C. Pero la imagen de C es
una curva de Jordan, y en R? se rompe la conexién y en R? no. Vale que R™ no puede ser
transformado topoldégicamente en R™ si m ## n. Esto es un caso particular del teorema de
Brouwer de invariancia de conjuntos abiertos:

Teorema 1. Si un abierto en R™ tiene por imagen a E en R™ bajo una aplicacién
biunivoca y continua, entonces F es abierto y la aplicacion es un homeomorfismo.

Luego, si E C R™ C R™, m < n, y la aplicacién es continua de R™ sobre F, entonces
no es inyectiva. En este orden de ideas se encuentra el siguiente teorema:

Sea f una aplicacién continua del disco cerrado D en su contorno 7. Entonces existe
un punto p € T tal que él y su diametralmente opuesto tienen la misma imagen por f.

11.2.
Recordemos ahora un famoso teorema de Riemann:

Teorema 2. Sea G una regién plana simplemente conexa cuyo complemento en R? es no
vacio (cf. NB). Entonces G puede transformarse conformemente' sobre el disco D = {|z| <
1} de manera que un punto arbitrario a € G sea transformado en 0. La transformacién
queda univocamente determinada si una direccién arbitraria en a se transforma en una
direccion dada en 0.

Este resultado puede mejorarse cuando al contorno de G se lo conoce con més precisién.

Teorema 3. Sea G una regién simplemente conexa limitada por una curva de Jordan J.
Si w = f(z) transforma conformemente D = {|z| < 1} en G entonces f puede extenderse
continuamente a D, y su extension transforma topolégicamente D en G y 8D en 0G.

I1.3.

El teorema 3 puede generalizarse de la siguiente forma (cf.I1.5):

ltransformacién conforme =p g transformacién biunivoca definida por una funcién meromorfa.
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Teorema 4. Si J es una curva de Jordan, es posible transformar topolégicamente R? en
si mismo de manera que la transformacién lleve J en una circunferencia C, y los dominios
interior y exterior de J en sus homdlogos de C'. Més atin, la transformacién puede obtenerse
como extensién de un homeomorfismo dado entre J y C.

Sin embargo un “trébol T” en R3 (ver figura)
es homeomorfo a una circunferencia C' pero no
existe ninguna transformacién topoldgica de
R? en si mismo que lleve T en C.

NB. Una regién plana se dice simplemente
conexa si su complemento en el plano cerra-
do Z? -la esfera de Riemann- es conexo. La
misma definicién se utiliza para regiones en
7% 7% es compacto y por lo tanto no es
homeomorfo a D. R?y D son homeomor-
fos, pero no son conformemente equivalentes,
pues segln un teorema de Liouville no hay fun- e
ciones enteras acotadas no constantes.

Una regién plana G tal que Z?\G es conexo y R?\G # (), tiene por complemento en Z2 a,
un continuo que contiene al punto en el infinito del plano complejo. Una funcién meromorfa
elemental establece una correspondencia conforme entre una regién P simplemente conexa
en Z?, distinta de Z2 y de Z2 menos un punto, y una regién plana como la G. El teorema
de Riemann afirma entonces que P es conformemente equivalente a D.

II1.4.

A continuacién citamos algunos resultados q\ue involucran a dominios planos, la mayoria
de los cuales, aunque de demostracién no trivial, tienen enunciados de contenido “evi-
dente”. :

A los dominios planos considerados en esta seccién y la siguiente se los supondra
siempre acotados. Sea D entonces un dominio plano acotado.

Teorema 5. Sila curva de Jordan J; es interior a J,, su dominio interior estd contenido
en el de Js.

Definicién 1.

Un arco de Jordan con sus dos extremos en 8D se dird un corte de D si todos sus puntos
no extremos pertenecen a D. Un arco de Jordan que tiene un extremo en 8D y todos sus
otros puntos, incluido su otro extremo, en D, serd denominado semicorte de D.

Teorema 6. Un semicorte de D, L, no desconecta. Ademads, la frontera de D\L es LUOD.

Teorema 7. Si ambos extremos de un corte L de D estan en la misma componente del
complemento de D entonces D\L tiene exactamente dos componentes y L est contenido
en la frontera de ambas.

Teorema 8. Si D; es uno de los dominios complementarios de una curva de Jordan J
¥ L es un corte de Dy cuyos extremos dividen J en dos arcos L; y Lo entonces las dos
componenetes de D1\ L tienen como fronteras a LU L, y L U Ly, respectivamente.
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Teorema 9. Sea D un dominio. Las componentes de R*\ D tienen fronteras conexas.

Teorema 10. Todo dominio residual de un conjunto C cerrado (= componente conexa
de R?\C) conexo tiene frontera conexa.

Teorema 11. Cada componente de R?\D, D dominio, contiene exactamente una com-
ponente de 8D (= la frontera de D).

Teorema 12. Un corte en el dominio D con extremos en diferentes componentes> de 0D
no destruye la conexién de D.

I1.5.
Definicién 2.

Un dominio D se dird simplemente conezo si R?\ D es conexo. Esto equivale a que todo
poligono cerrado formado por paralelas a los ejes contenido en D contiene en su interior
s6lo puntos de D. Y también equivale a que la frontera de D sea conexa.

Teorema 13. Todo dominio residual de un continuo es simplemente conexo.

Teorema 14. Un corte en un dominio simplemente conexo determina exactamente dos
dominios que también son simplemente conexos.

Teorema 15. Si todo corte del dominio D destruye su conexién entonces D es simple-
Inente conexo.

\
Teorema 16. Un dominio C R? es simplemente conexo si y sélo si es homeomorfo al
interior de una circunferencia.

Teorema 17. Si los puntos x, y € D, D simplemente conexo, estdn separados’en D por
un conjunto cerrado F' C D entonces estan separados en D por una componente de F.

Notacion.

U(a,6) = Us(a) = B(a, §) = Bs(a) := {z: |z — a| < 6}.
I1.6.
Definicién 3.

Un subconjunto E C R? se dice localmente conezo (1.c.) en a sidado € > 0 existe § > 0
tal que dos puntos cualesquiera de £ N U(a, §) estan unidos por un conjunto conexo que
yace en N U (a,¢€). Podemos suponer siempre que a € E. _

Esto es lo mismo que decir que dado € existe €’ < € tal que ENU, (a) es un subconjunto
de una componente de £ N Uc(a).

2dos puntos se dicen separados en D por un conjunto E si pertenecen a diferentes componentes de
D\E.
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Teorema 18. Sea D un dominio simplemente conexo conformemente equivalente al disco
D,. EI contorno de D es localmente conexo si y sélo si la transformacién conforme se
extiende a una aplicacién bicontinua de D, en D, (Carathéodory).

E se dice uniformemente localmente conezo (u.l.c.) si dado € existe § tal que dados dos
- puntos z, y € FE, |z =y} < § implica la existencia de un conexo C E'de didmetro < € que
los une. ‘

(En espacios compactos, 1.c.<=>u.l.c. Sea G abierto y acotado; si G es l.c. en todo
punto entonces 9G es u.l.c. y reciprocamente)

Teorema 19. Sea D el dominio interior de la curva J de Jordan. Entonces, D es ul.c..
Definicion 4.

Si D es un dominio C R?, z € 8D se dice accesible desde D si es un extremo de un
semicorte en D.

(Los puntos accesibles son densos en dD. Un arco de Jordan es accesible en todo
punto desde su dominio residual el cual no es localmente conexo en los puntos no extremos
del arco.)

Teorema 20. Si D es lL.c. en a € 3D entonces a es accesible desde D. La reciproca es
falsa.

Teorema 21. Un dominio simplemente conexo no es l.c. en puntos de corte de su frontera.

Arco semilineal:= arco de Jordan formado por una sucesién finita o numerable de seg-
mentos consecutivos.

Teorema 22. Una curva de Jordan es accesible en cada uno de sus puntos desde ambos
dominios complementarios por arcos semilineales.

Teorema 23 (Reciproca del T. de Jordan).

1a Forma: Si un conjunto cerrado tiene dos dominios complementarios desde cada uno
de los cuales es accesible en cada uno de sus puntos entonces es una curva de Jordan.

2a Forma: Si un dominio acotado es simplemente conexo y u.l.c. entonces su frontera
es una curva de Jordan.

3a Forma: Si un dominio acotado es simplemente conexo y l.c. en su frontera, entonces
ésta es una curva de Jordan.

Teorema 24 (Kerékjartd). Si dos curvas de Jordan, J; y Ja, tienen més de un punto
en-comun, todos los dominios residuales de J; U Jy son dominios de Jordan.

Las demostraciones de los teoremas enunciados en este Capitulo pueden estudiarse en

la referencia [NM].



CAPITULO III
APLICACIONES ESENCIALES E INESENCIALES

II1.1.

Ciertas propiedades topolégicas profundas de conjuntos planos y de la esfera siguen
como consecuencia de resultados sencillos sobre funciones sin logaritmo continuo.
Designaremos con R a los nimeros reales, con C a los complejos, con X a un espacio

topolégico (T2), con D al interior del disco unitario (en C) y con T a su contorno: {z :
|z| =1}.

Definicion.

Sea f una aplicacién continua de X en C\{0}. Diremos que f es exponencial (inesen-
cial) si tiene un logaritmo continuo, es decir, existe una aplicacién continua ® : X — C
tal que f(z) = exp @(z). Una funcién se dird esencial si no es exponencial.

Ejemplos.

1) Sea n entero. La aplicacién z — 2™, 2 € X = T, es exponencial si y sélo si n = 0.
En efecto, si 2mi® fuera un logaritmo continuo de la aplicacién tendriamos 2™ = 27:®(2)
para todo 2 € 7, y por lo tanto .

(1) e2mi®(E ) —2ming _ 4 para todo # € R

Luego, ¥(0) = (™) = nf + N para todo 0. Entonces, N = %(0) = (1) = n+ N
implicaria n = 0.

2) La aplicacién F : (0,27) — T\{1}, E(t) = €, define un homeomorfismo. Su inversa
es L(z) = t si z = e*. Toda aplicacién continua f de X en T\{1} es exponencial. En
efecto,

(2), 2 = f(z) = V) = LoD, $(2) = i(Lo f)(a).

3) Si f : T — C\{0} es impar y continua entonces es esencial. En efecto, si no lo
fuera existirfa g continua y no nula, tal que g2 = f. Luego, g(—u)/g(u) =%, o bien = —i.
Entonces g(u)/g(—u) = —%, o bien = %, contradiccién. Una generalizacién de este resultado
se prueba en III.6. ‘

I11.2.

Es importante notar que deformaciones homotépicas de aplicaciones esenciales son esen-
ciales.

Typeset by ApS-TEX
10



2 CAPITULO I1I APLICACIONES ESENCIALES E INESENCIALES

Teorema 1. Sean f1 y fo aplicaciones continuas de X en C\{0}. Si para todo z €
X, |f1(z) — fa(z)| < |fo(z)| entonces f, es exponencial si y sélo si fa lo es.

Demostracién.

Sea h = f1/fo. Entonces |h(z)—1| < 1 para todo z. De esto sigue que h(z) 0 para todo
, y que h(z) es exponencial. Definamos g(x) := h(z)/|h(z)|. Luego, g(X) C TN{(0, 00) x
R}, y existe ®(z) continua tal que: g = exp®. Por lo tanto: h(z) = |h(z)| - exp &(z). En
consecuencia:

fi=f2-e®TR = g, e QED.

Teorema 2. Sea X compacto, y sea F : X x [0,1] — C\{0} continua en (z,t). Si
Fi(z) := F(z,t) entonces Fy es esencial si y sélo si F} lo es.

Demostracidn.

d = inf|F(z,t)] > 0. De la continuidad uniforme de F sigue que dado d existe n tal
(z,t)

quesi[s—t| < 1/n, 0< s, t < 1, entonces |F(z,t) — F(z,s)| < d para todo € X. Luego,
de

.................................

resulta que Fy es exponencial sii Fy/, loes .. . sil F1 es exponencial. QED.

Corolario. Sea f continua de D en C\{0}. Entonces f es exponencial.

Demostracion.

Sea F': D x [0,1] — C\{0} definida por: F(z,t) = f(tz). Como Fy(z) = f(0) # 0, Fp
es exponencial, y por lo tanto Fi(z) = f(2) es exponencial. QED.

II1.3.

Observemos que la restriccién de una funcién exponencial a un subconjunto X’ de X
también es exponencial. Sea S = {(z1,z2,23) € R®: Y |z;|2 = 1}

Teorema 3 (de las antipodas; Borsuk-Ulam). Sea f : S — C continua. Entonces
existe p € S tal que f(p) = f(—p).
Demostracion.

Definamos F': D — C por F(z) := f(z,1/1 — |2]2) — f(—z, —/1 = |2]2). Si el resultado
fuese falso tendriamos F'(z) # 0 para todo z € D. Del colorario 2 seguirfa entonces que

F seria exponencial. Por lo tanto también lo seria F|z : Fl|r(u) = f(u,0) — f(—u,0), en
contradiccidn con el ejemplo 3). QED.

Teorema 4. Sea f : D — T continua. Entonces existe u € T tal que f (u) = f(—u).

11



CAPITULO I1I APLICACIONES ESENCIALES E INESENCIALES 3

Demostracion.

Sea H(u,t) := (2 —1t)f(u) —tf(—u). Supongamos que para todo u € T, f(u) # f(—u).
Como |f(u)| = |f(—u)| = 1, sigue que H(u,t) # 0 en T x [0,1]. Ho(u) = 2f(u) es
una deformacién homotépica de Hy(u) = f(u) — f(—u). Esta tltima es esencial segin el
ejemplo 3), y Hy es exponencial segin el corolario al teorema 2, contradiccién. QED.

Es decir, necesariamente hay dos puntos antipodales del contorno 7 con la misma imagen.

De esto sigue el siguiente principio del tambor que afirma que 7 no puede ser un retracto
de D.

Corolario. No existe una aplicacién continua de D sobre T que deje fijo cada punto de

7.
Veamos ahora una aplicacién de este principio.

Teorema 5 (del punto fijo; Brouwer). Sea f : D — D, continua. Entonces existe
z € D tal que f(z) = z.

Demostracién.

Si no fuera asi, f(z) # z para todo z. Luego,
podria construirse g : D — 7, como en la figura. g
seria continua y dejaria invariante todo punto de 7T,
contradiccion. QED.

EJERCICIOS. v

1. Sea I = [0,1]. Demostrar el principio del tam-
bor en el caso que D sea reemplazado por I y T por
el contorno de I en R.

2. Redemostrar el teorema del punto fijo para
aplicaciones continuas de I en I. ; (x)

I11.4.

La propiedad D para funciones reales continuas
tiene su analogo bidimensional en el siguiente teo-
rema (por qué?).

Teorema 6. Sea F : D — C, continua, tal que para todou € T : F(u) = u. Entonces,
D c F(D).

Demostracion.

Si no fuera asi existiria p € D\F(D). Luego, |p| < 1. Definamos:

__ F(z)~-»p
1&) = ey =

12



4 CAPITULO 11 APLICACIONES ESENCIALES E INESENCIALES

Entonces f llevaria D sobre 7. Del teorema 4 seguiria entonces que existe u € T tal que

f(u) = f(~u). Pero F(u) =u, F(~u) = —u, y por lo tanto ﬁ:gl = l:z:zl. O sea,
(3) (I +pl + v — plu = (lu+p| — [u - pl)p.

Como 1 = |u| > |p|, y 0 < Jlu+p|+ |u—p| > |lu+p| — |u— p||, seguiria de (3) una
contradiceidon. QED.

I11.5.

Toda aplicacién biunivoca y continua de un espacio compacto sobre uno de Hausdorff
es bicontinua. Para ver esto basta mostrar que si un conjunto Y es compacto respecto a la
topologia 71, Hausdorff respecto a la topologia 7 y 71 > T2 entonces 7 = 75. (En efecto,
si C' es cerrado T entonces es compaco 71, y por lo tanto compacto 72; luego, es cerrado
72). En espacios euclideos el resultado vale atin para abiertos:

Teorema 7 (de la aplicacién abierta; Brouwer). Sea U C C, abierto; g : U — C
continua y buinivoca. Entonces, g(U) es un subconjunto abierto de C y g™' : g(U) — U
es continua.

Esto sigue del siguiente:
Lema 1. Sea f : D — C continua e inyectiva. Entonces f(0) es un punto interior.

En efecto, el lema implica que g(U) es abierto. Como la imagen de un disco cerrado K
con centro a, K C U, es un compacto g(K), la aplicacién g es bicontinua entre K y g(K).
Por ser g(a) interior a g(K), g~! es continua en g{a).

El lema es facil de demostrar para una aplicacién continua f de I = [~1,1] en R. f(I)
se reduce a un punto o bien a un intervalo no trivial. En este dltimo caso, si f(0) no es
interior a f(I), f(0) es necesariamente un extremo de ese intervalo. Por lo tanto hay dos
puntos z, y € I, z < 0 < y, tales que f(z) = f(y).

Demostracion del lema 1.

Sea yo = f(0). Definamos h(u,t) : T x [0,1] — C\{0} por h(u,t) = f (ﬁ_t) ~f (I—:f;)
Entonces, hi(u) = f(u/2) — f(—u/2) es continua, impar y no nula; por lo tanto esencial.
Luego seré esencial su deformacién homotépica: ho(u) = f(u) — yo.

Sea 7 = inf|ho(x)|; r es positivo. Sea y; tal que |y; — yo| < 7.
z€T
Definamos: ha(u) = f(u) —y1, ho: T — C. Vale

|ha(u) = ho(u)| = |y1 —yo| <7 < |ho(u)|  para todou € 7.
En consecuencia, hy es no nula y esencial. Consideremos la aplicacién: F(z) = f(2) — yi,
z € D. Si F(D) C C\{0}, F serfa exponencial y por lo tanto serfa exponencial F|p = hg,

contradiccién. Es decir, existe z € D tal F(2) =0 = f(z) — y;. Como hy(u) # 0, z € D.
Luego f(D) llena B,.(yo). QED.

13



CAPITULO 111 APLICACIONES ESENCIALES E INESENCIALES 5

II1.6.

Sea n > 1, n entero; sean w = e2™/™ y f : T — C\{0}, f continua. Si
flwu) =wf(u) para todo u € T,

entonces f no tiene una raiz enésima continua, y por lo tanto es esencial. En efecto, sea
g continua tal que g: 7 — C, g™ = f. Entonces g"(wu) = f(wu) = wf(u) = wg™(u) # 0
implica (g(wu)/g(u))™ = W para todo u € 7. En consecuencia, g(wu)/g(u) = v = raiz
n-ésima de w. Luego

glw) _gw™) g(w?) g(w’) glw™) |

=) T ) ) g g

contradicciéon, QED.

II1.7.

El resto del capitulo lo dedicamos al teorema de Jordan-Veblen que reenunciamos a
continuacién (Ts. 8 y 9). Sea K un compacto, K C C(= R?), y sea A una componente
de C\K. Entonces, A es abierto y AU K es cerrado. En efecto, C\(A U K) es unién de
componentes de C\ K.

Ademis, existe en el complemento de K, por ser K acotado, exactamente una com-
ponente no acotada. Sea ahora K = J, una curva de Jordan. De lo dicho sigue que
AUJ = AUJ, A C J. Demostraremos los siguientes resultados:

Teorema 8. 0A = J.

\

Teorema 9. C\J tiene exactamente dos componentes.
Teorema 10. Un arco de Jordan I' no desconecta a su complemento.

Veamos que 7.10 => T'.8. Sean a € Ay x € J. Sea 7y un subarco abierto de J tal que
z € vy 7y C Be(x), € suficientemente pequetio. y = C'\(J\y) es un abierto conexo en virtud
del 7.10. Luego es posible unir @ con z con un arco p en <. Sea y el primer punto de p no
en A. Entonces, y € 84, por lo tanto, y € v. En consecuencia, z € A4, QED.

El teorema 10 es consecuencia del siguiente resultado, llamado el lema de Alexander:

Teorema 11. Sean A y B compactos conexos contenidos en C tal que AN B es conexo o
vacio. Sean a,b € C\(AU B). Si A y B no separan a de b tampoco lo hace AU B.

T.11 = T.10: Supongamos que € > 0 es tal que Bc(a) y B¢(b) no intersecan a I.
Dividamos I' en subarcos de didmetro menor que €. Cada uno de estos no separa a de b
(demostrarlo) por lo que tampoco los separa su unién I', QED.

1I1.8.

La demostracién del T. de Jordan-Veblen se apoyara en dos resultados sobre separacién
de puntos por un compacto: el criterio de Eilenberg y el lema de Alexander.

Seae: R — I, X :=X1(0) =(T,.), et) := ¥,

14



6 CAPITULO 111 APLICACIONES ESENCIALES E INESENCIALES

Esta aplicacién es suryectiva y continua, y define un homomorfismo del grupo aditivo R
en el grupo multiplicativo X, cuyo nicleo es Z. En lo que sigue del capitulo no distinguire-
mos entre £ y T cuando se trate del conjunto {z: |z] = 1}. R y e definen un cubrimiento
de ¥, concepto que no analizaremos en profundidad. Dados X, espacio topoldgico, y f

aplicacién continua de X en X ; existe una aplicacion continua f que hace conmutativo el
siguiente diagrama?:

Una tal f se llama un relevamiento (lifting). La funcién ®(z) = 27if(z) es una rama de
Inf : f(z) = e(f)(z) = exp ®(z). Luego, en esta situacion:

f admite un relevamiento si y sdlo si es exponencial.

Diremos que f es homotépica a 0 si f es homotdpica a una funcién constante.

Lema 2. |
(i) Si h: X — X es continua y no suryectiva entonces es homotdpica a 0.

(ii) Toda aplicacién continua f : I — ¥ tiene un relevamiento f. Todo otro relevamiento
se obtiene del anterior por medio de una traslacién por un entero.

(iii) La proposicién (ii) vale atin si I es reemplazado por I x I.
Demostracion.

(i) £ menos un punto es homeomorfo a (0,1) que es un espacio contraible a un punto.
(i1) Dividamos I en n subintervalos iguales de manera que para todo j:

F(lG/n, (G + 1)/n]) cT.

f1[0,1/n] tiene un relevamiento lo mismo que f|[1/n,2/n]. Estos pueden hacerse iguales
en £ = 1/n, con lo que se logra un relevamiento de f|[0,2/n]. Slgulendo asi se obtiene f,
el cual esté univocamente determinado por f(0).

(iii) Idem (ii), QED.

Supongamos ahora X = X y consideremos el diagrama siguiente donde f es continua de
T en X. Sea g un relevamiento de f o (e|l). Entonces

15



CAPITULO 111 APLICACIONES ESENCIALES E INESENCIALES 7

e(g(1)) = f(e(1)) = f(e(0)) = e(g(0)).

g
Luego g(1) —g(0) € Z. Si ¢ es [ -eem e - >R
otro relevamiento, g’(1) —¢’(0) =
9(1)—g(0) pues g’ = g+k, k€ Z. ell e
Definimos el grado de la apli-
cacidn, sin ambigiiedad, por ¥ f
X > X

grado f = deg(f) := g(1) — g(0).

Dadas f1 y f2 es facil ver que el producto f; - f2 satisface deg(f1 - f2) = deg fi + deg fo.

Teorema 12. Sea f: X — X, f continua; las siguientes proposiciones son equivalentes:
(i) f es homotépica a 0,

(ii) deg(f) =0,

(iii) f tiene un relevamiento f.
Demostracion.

Si f es homotépica a 0, entonces es exponencial (T.2) y por lo tanto hay un relevamiento
f. En este caso, f (X) es un compacto de R el cual es contraible a un punto. Luego f = foe
es homotépica a 0. O sea, (i)« (iii). Obsérvese que solo se usé la compacidad del dominio
de f para demostrar la equivalencia de (i) e (iii). Si f tiene grado 0 hay un relevamiento g
de fo(ell) con g(1) = g(0). Sea f : T — R, fi=go(elI)™%; la tnica ambigiiedad posible
es en 7 = 1 pues (e|/I)7(1) = {0,1}. Pero como g(1) = g(0), f est4 bien definida y es un
relevamiento de f. O sea, (ii)= (iii).

(i)= (iii). Basta ver que aplicaciones homotdpicas tienen el mismo grado. Sea F una
homotopia entre f y f’, F': £ x I — 3. Consideremos el diagrama

(AelI) X1 e

T X1 > T

16



8 CAPITULO 111 APLICACIONES ESENCIALES E INESENCIALES

G es un relevamiento de F'o((e|I) x id). La aplicacién f(t) = F'(t,0) tiene un relevamiento
9(t) = G(t,0). Luego, deg f = G(1,0) —G(0,0). Andlogamente, deg f' = G(1,1) —G(0, 1).
Sea d(u) := G(1,u) — G(0,u). Como e(G(1,u)) = F(1,u) = e(G(0,u)), d toma valores
enteros. Como es continua, resulta d = cte. Entonces, deg f = def f’, QED.

I11.9.
Si z € C\{0} definimos
(4) N(z) :=z/|z| € Z.

Teorema 13 (Criterio de Eilenberg). Sean K C C, K compacto, a,b € C\K. Entonces
a y b estan en la misma componente de C\K si y sélo si la aplicacién

(5) f@) =N (222) ze

Z —_—
es homotépica a 0,

Demostracion.

Si a y b estdn en una misma componente A y p(f) es un arco en A que une a con b,
entonces H(z,t) = N (f-;bet)) define una homotopia de f con una aplicacién constante.

Sean A y B componentes distintas de C\K, a € A, b € B. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que A es acotada, (cf. IIL7). Si f ( ) es homotdpica a 0 entonces, por
el T.2, tiene un relevamiento f. f (K) es un compacto de R de extremos a 'y 3, 8 >
Sea B R(O) D K. Podemos extender f (T. de Tietze) en forma continua de K a C\A. En
consecuencia, existe una extensién continua f; de f , de K a C\A, con valores en [a, j].
Luego, existe una extensién g; de f, con valores en ¥, g; := e(fy).

Por otra parte, f(2) tiene sentido para todo z # a, # b. Tiene ademds una extensién
natural continua, gs, a (AUK)\{a}, g2 : (AUK)\{a} — X, pues b€EA. K es la interseccién
de los dominios de g; y g2, donde ambas coinciden con f. Luego, juntas definen una funcién
F continua, F': C\{a} — X, que extiende a f. Sea ¢ > 0 y B.(a) C A. Definimos una
homotopia H: X x [ — X

(6) hi(z) :== H(z,t) := F(a + 2(e + 1Q)), lz] =1,0< ¢ <1,

donde @ es tal que a + 2(e + Q)€EAsiz € . Sit =1, degh; = 0, pues hi(2) =

Fla+ 2z(e + Q)) = gi(a + z(e + Q)). Por otra parte, hy(2) = F(a + z€) = ga(a + z¢) =
=) = N(2)N(e)N((a + ze — b)™'). En consecuencia, si ¢ es suficientemente

pequetio: deghp = 1+0+0y 0= degh; # deg ho = 1. Pero esto es imposible pues siendo
hi una deformacién homotépica de hy deberia tener el mismo grado , QED.

Demostracién del T.11.

Sea f la funcién definida por (5) con K = A y g la definida andlogamente pero con
K =B. Como A y B no separan a de b, f y g son homotépicas a 0. Por lo tanto, existen
relevamientos f y § tales que: f = e(f), g = e(§). Si AN B = 0, la funcién f U g con
dominio AU B admite un relevamiento. Siz, € AN B tomemos un relevamiento § tal que
§(zo) = f(z,). Entonces § = f en AN B, pues este conjunto es conexo. Nuevamente fUg
admite un relevamiento, (cf.T.12), QED.
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CAPITULO 111 APLICACIONES ESENCIALES E INESENCIALES 9

I11.10.
Conjuntos 0.

Sean U y L conjuntos unidi-
mensionales como en la figura. Y
seanp: X —0,py: X —U py:
¥ — L, aplicaciones continuas
que dejan invariantes los puntos U
de % que yacen en sus respectivos
rangos y que proyectan segun el L
eje de las y sobre [-1,1] a los
puntos restantes. En la figura
tenemos

§=XU[-1,1]=UUL. 6=1UI[-1,1] =UUL.

Vale:

Teorema 14. Sea f: 0 — X continua. Entonces
(7) degfop=degfopy+degfopr.

Demostracion.

fop, foprLy fopy aplican ¥ en 2. Sean g, gu y gz, relevamientos de fopo(ell), fo
puo(ell)y fopro(e|l),y sea h un relevamiento de f|[—1,1]. Podemos convenir en que
h(—1) = g(1/2) : f(~1) = e(h(—1)) = e(g(1/2)), y construir gy y g1, a partir de h y g, de
la siguiente manera: '

g(), 0< t < 1/2 h(cos2nt), 0 < t < 1/2
gu(t) = {h(cos ort), 1/2<t<1 90 ={ (t), 1/2 <t < 1.
Entonces,
deg fop=g(1) — g(0) = g(1) + (1) — h(1) — g(0) =
=gr(1) — g.(0) + gu (1) — gu(0) = deg f o pr. + deg f o py, QED.

Corolario. Sea F' : § — C continua; a,b € C\F(#). Si dos de los compactos conexos
F(X), F(U), F(L) no separan a de b, el tercero tampoco.

Demostracién.
Sea f(z) :=N (%) ; [0 — Z.F(X) no separa a de b si y sblo si f|Z es homotépica

a 0, o sea, siy sblo si deg f op =0. Idem para F(U) y F(L). La tesis sigue ahora de (7),
QED.
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10 CAPITULO III APLICACIONES ESENCIALES E INESENCIALES

IIL.11.

Demostraciéon del T.9 (segin Dieudonné).

CASO ESPECIAL: existe un
segmento y tal que J =y + 6§, § o
arco de Jordan, (ver figura). Sin
pérdida de generalidad puede su- A T a /
ponerse que 7y es un diametro de ——— c v § .7
B.(c) y que JNB.{c) =+. Toda mm—
componente de C\J contiene a A .

o a B, (T.8). Luego hay a lo \ b
sumo dos regiones complementarias Saea”

a J. U no separa a de b mien- B
tras que Uy separa a de b. Del
Cor. al T.14 sigue entonces que
U6 separa a de b. Es decir, hay
exactamente dos regiones comple-
mentarias.

CASO GENERAL: Sea v un
segmento que une los puntos x, y
de J, y supongamos que no hay
otros puntos de J en -y fuera de
sus extremos. Esta situacién se
presenta si el problema no es re-
ducible al caso especial. Esto se
demuestra en la nota final. Sean
P € J\(yUpB) y r tal que B,.(P)N
(yUpB) = 0. Sean a y b pun-
tos de B-(P)\J. Entonces 3 U~
no separa a a de b. Luego, a y
b estan separados por J = a U
B siy sélo si lo estdn por J' =
a Uvy. Como J’ tiene exacta-
mente dos regiones complemen-
tarias, ambas del contorno J’, hay
dos puntos en B,.(P)\J separa-
dos por J', y por tanto por J.
Por la misma razén no puede haber
tres puntos en B,.(P)\J separa-
dos dos a dos por J. Se deduce
entonces que C\J tiene exacta-
mente dos componentes, QED.

NOTA.

La situacién se reduce al estudio de un arco.simple V cuyos extremos son A y B del

19



CAPITULO II1 APLICACIONES ESENCIALES E INESENCIALES 11

eje real, A < B. Las coordenadas (X(t),Y (¢)) de los puntos de V pueden suponerse
dependientes del pardmetro t tal que A < ¢t < B. Podemos suponer también que Y'(s) > 0
para un s € (4, B).

Como {t; Y (t) = 0} es cerrado y distinto de [A, B], existe un intervalo abierto (4’, B’) C
(A, B) donde Y es positiva con Y(A’) = Y(B’) = 0. Si V fuera parte de una curva de
Jordan J que no contiene ningin segmento definimos como + al segmento [A’, B’} y como
B al arco de V que une A’ con B’.

20



CAPITULO 1V
CURVAS DIFERENCIABLES Y LONGITUD DE UN ARCO

IV.1.

Designaremos con z un vector del plano. Sea f(t) = (fi(t), fa(t)) : I = [0,1] — R2. Di-
remos que f es una representacién C™ de una curva, o bien que f representa a una curva
C™, n 2 0, si para todo £y € I existe un entorno V de ty tal que f restringida a V define
un homeomorfismo de V' sobre f (V') con funciones f1, f2, n veces continuamente diferen-
ciables. En particular, todo arco de Jordan tiene una representacién C°. Consideremos
las aplicaciones continuas:

(1) u(t) = (cos 2mt, sen2nt) , v(t) = (cos2nt?, sen 2mt?).

El objeto geométrico definido por u no es esencialmente distinto al definido por v desde
el punto de vista de la geometria que considera las propiedades de esos objetos que no
dependen de las aplicaciones que los definen. Por eso se dice que una trayectoria de
Peano f representa una curva continua, la cual es por definicién el conjunto de todas las
aplicaciones h(t) := f(H(t)), donde H (t) es un homeomorfismo de I sobre s{ mismo tal que
H(0) = 0. Todas las aplicaciones h asi construidas definen la curva. Asimismo tenemos:

\
Definicién 1. Llamaremos curva C™, n > 0, a la familia de las funciones g obtenidas a
partir de una representacién C™ (trayectoria C), f : I — R?, y de la forma g = foH,
donde H y H™! son aplicaciones C™ de I sobre s mismo con H(0) = 0.

Luego, una curva C' puede intersecarse a si misma infinitas veces, puede tener infinitos
puntos dobles o tener cispides, aunque es localmente un arco de Jordan diferenciable.

Ejemplo 1.

Las curvas u y v en (1) representan la misma curva (cerrada) C°, pero no son repre-
sentaciones de una misma curva C*.

Ejemplo 2.

La cicloide ¢(t) = (47t —sen4dnt, 1 —cos 47t) viene definida por funciones analiticas en .
Pero su vector tangente se anulaent = 0, 1/2, 1, pues: ¢/(t) = (4m—4n cos 4nt, 4x sen 4nt).
Ademaés dy/dx = cotg 2t es igual a +00 en esos puntos.

Typeset by AAS-TEX
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2 CAPITULO IV CURVAS DIFERENCIABLES Y LONGITUD DE UN ARCO

x, i
t-4 -1
=0
o Zrr 47 .,

3]

Iv.2.

Definicién 2. Una curva C™, n > 1, se dice definible como funcién de la longitud de arco
si existe una representacién para ella, f € C™, tal que |f'(t)] = L = costante no nula.

Entonces, si s = L-t y z(s) = f(s/L),0 < s < L, tendremos |z'(s)| = 1. A sselo
denomina parametro longitud de arco, y a L longitud total de la curva.

Teorema 1.
(1) El parémetro s definido por

t - -
() 5= / (2 + f2) 2 de,

estd determinado (salvo por una constante aditiva) univocamente, es decir, es independien-
te de la representacion C™, n > 1, de la curva dada.

(ii) Entre las representaciones C™, n > 1, de una curva hay a lo sumo una para la cual
Ii(t)l es una constante positiva en 0 <t < 1. ,

(iii) Condicién necesaria y suficiente para que una curva C™, n > 1, sea definible como
funcién de la longitud de arco es que tenga vector tangente no nulo en todo punto.

Ejemplo 3.

La cicloide del ejemplo 2 y la v del ejemplo 1 no son definibles como funcién de la
longitud de arco, mientras que la u del ej. 1 tiene vector tangente de longitud 27 en todo
punto.

Demostracién del teorema 1.

(1) Sea u = u(t),u(0) = 0, un homeomorfismo C” entre 0 <t <1y 0 < u < 1. Sea
g(u(t)) = f(t). Entonces df/dt = (dg/du) - (du/dt). (Usamos indistintamente la notacién
d/dt ="="). Luego

@ = [ on= [(((2) 1 (22)) " ). 2 )t =

u(a)
(3) = [ (gt +op
0

22



CAPITULO IV CURVAS DIFERENCIABLES Y LONGITUD DE UN ARCO 3

O sea, el parametro s, si s(0) = 0, no depende de la representacién elegida. Como a = 1
implica u(a) = 1, tenemos

1 1
(3 L= / (2 + f2)/2dt = / (@ + ¢3)2du.

(ii) Si | f (t)] = cte. > 0 entonces | f ()] = L. Si hubiera otra representacién, g(u), tal
que |g(u)| = cte., de (3) y (3’) seguirfa que |g(u)| =Ly

/ dt=/ (ig)dt para todo a.
0 o \ dt

Por lo tanto, ‘2—;‘ =1, yu=t. Luegog=/[.

(iii) Sea f(t) una representacién de una curva C™ tal que | i (t)| > 0 para todo ¢ € [0, 1].
Definamos: ‘

(3") s(t) = /O F(@)ldz, L=s(1), u=s/L.

Entonces, u establece una correspondencia entre 0 <t <1y 0 < u < 1 tal que ella y su
inversa son aplicaciones C™. Ademis, si g(u) = f(t(u)) entonces

dt d
|dg/du| = ldi/dtll;l—i = ldf_/dtld— ()] dz ds =
. 1
=|f(t)|——L =1, ED.
|£( )|| Gl \ Q

Ejercicio 1.

Sea n = 2. Calcular dt/ds y d*t/ds? en (iii) del teorema precedente. Demostrar que
t(s) := ©(s), donde z(s) = f(t), verifica [t| = 1.

Sea % una particién del intervalo I = [0,1] y ¥* otra més fina (obtenida de la anterior
intercalando nuevos puntos). Definamos:

(4) ZI tiv1) — f(&)], ti €D, ti < tigr

La longitud geométrica L de un arco de Peano es, por definicidn, igual a sup {L(X): T
particién de I}. El arco se dice rectificable si I < co. Si f(t) es una representacién de
una curva C'! tenemos

N-1

L(%) = Z(fl(ti+1) — L&) + | fa(tizr) — f2(ti)|2)l/2 -

(5) = > (AE + 1fa@m)P)? (tirr — 1),

i=0

23



4 CAPITULO IV CURVAS DIFERENCIABLES Y LONGITUD DE UN ARCO

donde ¢; < &;, 7; < t;+1. Como fl y f2 son continuas sigue enseguida que

1
(6) L5403H@WayL<w.

Como ¥ < ¥* = L(X) < L(X*), L no sélo es el supremo sino también el limite de L(X)
segun el conjunto dirigido {£}. Si en (6) hubiéramos integrado sélo hasta a, habriamos
obtenido s(a) (cf. (3)). Es decir, la longitud geométrica entre ¢ = 0 y ¢t = a coincide,
para curvas C', con nuestro parametro longitud de arco, y aquella entre ¢t = 0 yt=
1, con nuestra longitud total. La longitud geométrica podrs utilizarse para definir una
representacién de la curva exactamente cuando | i (t)] # 0 para todo ¢ (cf. T.1).

Ejercicio 2.

Sea g(z),0 < = < 1, una funcién real convexa: en [a,b] C I la funcién no supera en
ningin punto al segmento que une (a,g(a)) con (b, g(b)), para todo par a < b, a,b € I.
Supéngase g continuaenz =0y z = 1.

Demostrar:

1)que g(z) es continua,

2)que existe un punto ¢ € I tal que en [0,¢] y en [c, 1], g es monétona,

3)que el arco de Jordan definido por g es rectificable, (cf. Cap.I).

Iv.3.

Sea f(t) una curva C! definible como funcién de la longitud de arco: z(s) = f(t) si

t(s) | )
(7) =A (F1(0)® + o (0)?)2dv.

Entonces z(s) € C*([0, L]); L = long.total. El par de versores {t,n} definidos por #(s) =

z1(s)e, +x5(s)ey, n(s) = —ah(s)e, +z'(s)e,, donde {e;, e, } es la base ortogonal de nuestro

espacio R?, define al sistema mévil de referencia (SM) de la curva. t es el vector

tangente y n aquél obtenido rotando ¢ en 7/2. El versor (s) (con origen en 0) describe
sobre la circunferencia unitaria la émagen tangente de z(s).

Teorema 2. La imagen tangente determina la curva salvo por una traslacién:

8) 2(s) = 2o+ [ tlo)do

La matriz del sistema mévil (MSM), A(s), se define por las siguientes relaciones:

o () -aw(®) - (Lo ) (@)= (3 2)()

pues |t| = |n| = 1. Luego, A(s) determina a z(s) salvo por una traslacién.
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CAPITULO IV CURVAS DIFERENCIABLES Y LONGITUD DE UN ARCO 5

IV.4.

Supongamos z(s) € C%([0, L]). La matriz de Cartan asociada a A es C(A) := A’A~,
y verifica:

w () =1(2) o)

A (10) se la denomina ecuacidn de Frenet. De (9) sigue,

Y —sent cosf cos —senl\
(11) C(4) =0'(s) < —cosf -—senﬂ) (sen@ cosH) =0'(s)J,
01
donde J = (__1 O>’
(12) o(4) = 0 M2 T (f p g
—(z12”9 — 27 12%) 0 = 0=
Luego,
(13) ¢ =k(s)n, ' =—k(s)t, k(s) =0(s) = (&’ Az")(s),

k(s) es la curvatura de z en z(s).
IV.5.

Definiciéon 3. Dos curvas se dicen cong:ruentes si una es imagen de la otra por un
movimiento euclideo: x — Rx + b, R matriz ortogona.] de determinante +1.

Ejercicio 3.

Las curvas C?, z(s) y z(s) +b, b = cte, tienen el mismo SM, la misma MSM y la misma
longitud de arco. Tienen entonces también la misma matriz de Cartan, y por lo tanto, la
misma curvatura.

Sea R la matriz ortogonal:

” R=(cosa —sena>‘

SeEN & cosa

La transformacién de coordenadas se realiza segiin las férmulas (ver figura):

(15) (z1, 2) = (y1, ¥2)R.

Sin embargo, de
yu\ _ 1) _
(y1,92) <12> = (21, 22) <§2>

(mm(£) = (o) R( ),
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6 CAPITULO IV CURVAS DIFERENCIABLES Y LONGITUD DE UN ARCO

%,
X (w=(x1gx1)
TR~ X
A l \ ~ RX 4
ad *—1‘“‘(—% =
7 S I
ey | \ | "
| e |
|
| ) x
0 h

se deduce que las bases se transforman segin la férmula:

) () =)

Consideremos la curva C2%([0,L]) : z(s) = z1(s)e; + z2(s)e;. Entonces, Rz(s) :=
z1(s)(Re,) +x2(s)(Rey) = z1(s)i; + z2(8)i,. Luego, sean ug, ug, coordenadas en e, e, de
Rx(s) : Rx(s) = ui(s)e; + ua(s)e,. Entonces (cf. (15)):

(17) (u1,u2) = (z1,22)R.
Ejercicio 4.
Demostrar que:

(1) Rz(s) tiene el mismo pardmetro longitud y la misma longitud total que z(s)

(2) su MSM es A(s)R.
(sug.: |(Rz(s))'| = |z(s)']; A(s)R = ((fﬁ%:igg) - (‘Z;; Z:i))
IV.6.

Sean A(s) y B(s), 0 < s < L, matrices diferenciables no singulares, y D(s) una matriz
diferenciable ortogonal. Entonces, si A = cte, C(A) = 0. Ademis de C(AB) =
(AB) - (AB)~! = (AB’+ A'B) - B~ A~ sigue que la matriz de Cartan de A - B es igual
a:
(18) C(AB) = C(A)+ AC(B)A™L.
Anilogamente, como D*D = DD = I, tenemos: 0 = (DD!)’ = D'D* + DD¥ = D'D~! +
(D'D1yt.

Luego,

(19) C(D) = ~C(D).
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CAPITULO 1V CURVAS DIFERENCIABLES Y LONGITUD DE UN ARCO 7

Ejercicio 5.

La curva Rz(s) (cf. (14) y Ejercicio 4) tiene la misma curvatura que z(s) (Sug.:C(A(s)R) =
C(A(s)))-

Ejercicio 6.

Dos curvas C? congruentes tienen el mismo parametro longitud de arco y la misma
curvatura.

Teorema 3. Sean z(s) e y(o) curvas C? respecto a sus pardmetros longitud de arco:
s € [0,L], o € [0,A]. Entonces, si L = A y ky(s) = ky(s) para todo s, z(s) es congruente
a y(s).

El T.3 es una consecuencia del siguiente,

Teorema 4. Sean k(s) € C°([0, L]), so € [0,L] y {ty,no} un sistema ortonormal orientado
como la base {e,,e,}. Existe una tinica curva C2(0 < s < L), cuyo parametro longitud
de arco es s y su longitud total L, que pasa por z, en el instante sg, con tangente t; en
zoy = z(80), ¥ que admite a k(s) como su curvatura en cada punto.

La demostracién del teorema 4 requerira algunos lemas que pasamos a enunciar.

Lema 1. Sean A(s) y B(s) matrices diferenciables no singulares. Sea M(s) := B~1(s)A(s).
Entonces C(A) = C(B) si y sélo si M es constante.

Demostracion.
C(A) = C(B) + BC(M’)B“‘l. Luego, C(A) = C(B) sii C(M) = 0, sii M’ = 0, sii
M = cte., QED. '

Lema 2. Sea K(s) una matriz continua, 0 < s < 1. Dado sy existe una matriz A(s) € Ct,
no singular, tal que '

(20) A(sp) ='I, K(s) =C(A(s))  paratodo s e [0,1].

Demostracién.

Debemos resolver

(21) A'(s) = K(s)A(s), A(so) = 1.

Como K € CP, existe la matriz fundamental del sistema. diferencial lineal 3/ (s) = K (s)y(s),
que coincide con la matriz identidad en s = sp, QED.

Lema 3. La ecuacién C(B) = K(s), K(s) € C°, tiene una dnica solucién B(s) € C* (0 <
s < 1) que en un punto dado, so, coincide con una matriz no singular T dada.

Demostracién.

Sea A(s) como en el lema 2. B(s) := A(s)T verifica C(B) = C(A) = K, B(sp) =T.
Del lema 1 sigue la unicidad, QED.
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8 CAPITULO IV CURVAS DIFERENCIABLES Y LONGITUD DE UN ARCO

Demostracién del teorema 4.

Las matrices A y T definidas por

cos [, k(t)dt sen [ k(t)dt
(22) Als) = <—sen J2 k@)t cos f:ok(t)dt)’ O<s< i,

= ) =7()

son ortogonales de determinante +1. La primera resuelve el problema
(24) A'(s) =K(s)A(s), A(so) =1, 0< s, so < L,

donde
0 k(s)

K(S)=(—k(s) 0 )

Por lo tanto, la matriz ortogonal de determinante +1,
(25) B(s) = A(s)T

es la solucién del problema
(26) C(B(s)) = K(s), B(sg) =T.

Luego,

& () =21(2)

es, para todo s, un sistema ortonormal equiorientado con la base {e;, e}, vy la curva

(28 z(s) =z, +/ t(r)dr,0< s < L,

o

tlene por tangente a t(s) en todo punto. z(s) tiene por matriz del sistema mévil a B y por

lo tanto su matriz de Cartan es C(B) = C(A) = K. Es decir, z(s) tiene curvatura k(s) en

todo s. Como el problema (26) tiene solucién tnica, (28) es la tnica curva C? que pasa
por Zg, tiene alli tangene %, y en todo punto una matriz de Cartan igual a

<_k(s()) ’“(53), QED.
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CAPITULO 1V CURVAS DIFERENCIABLES Y LONGITUD DE UN ARCO 9

Iv.7.

A continuacién anotamos algunas férmulas para el cédlculo de la curvatura. Sea 0 < u <
1, z(u) € C?. Entonces, si s = s(u),

1%y — F10

(29) - k(s) = T(U)-

En efecto, |z(u)| = %f: y (29) sigue de (13).

Siu=2xy k= k(s(zx,)), vale

d2$2

(30) k= dof (z1)-

2\ 3/2
d:Eg
1 i3
(&)
En coordenadas polares: z; =71-cos®, zo0 =7-sen®,donde r =r(t), 2 =®(¢), 0 <t < 1
tenemos:

d :
(31) _f = v 72 +,r.2@2.

dt

)

Si (r(¢), ®(t)) € C?, utilizando (31) y (29) se obtiene:

_ r2d3 + 272 + r7® — rird

k -
(32) (72 + r282)3/2
Si®(t) =t,
2 .2 _ P
(33) b — re + 27 rT

B (72 +72)3/2 °
Sit = s entonces 72 4+ r2$2 =1 y se obtiene
(34) k=& 472 +rid — rid.

NB. Obsérvese que A’(s) puede existir para todo s sin que necesariamente z(s) €
C%([0, L)), (cf. IV.4). Siz(s) € C' y A’(s) existe, entonces A’(s) es medible lo mismo que
6'(s).
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CAPITULO V
CIRCULO DE CURVATURA Y
CONTACTO ENTRE CURVAS

V.1.

Hipotesis 1. Sean f(s) y g(s) curvas C! referidas a sus longitudes de arco. Supondremos
que sus vectores tangentes tienen componentes absolutamente continuas diferenciables en
todo punto.

Entonces, las curvaturas kf(s), kq(s) -que existen para todo s- estdn definidas por
funciones localmente sumables.

Hipotesis 2. En s = 0 las curvas f y g verifican: f(0) = g(0) = (0,0), f'(0) =g¢'(0) = e;.

Esto ultimo se expresa diciendo que las curvas estin en contacto en s = 0. En esta
situacién existe € > O tal quesi0 < =1 < €, f y g quedan definidas por sendas funciones C! :
Ty = F(x1), 32 = G(z1), respectivamente. En efecto, consideremos f(s) = (z(s), za(s))-
Sea u(s) = (z}(s),25(s)). Por hipdtesis existen z;”(s) y z2”(s), y 2,(0) = 1, z5(0) = 0.
Entonces,

(1) 21(s) = /0 "2 ()dt, wa(s) = /0 T (1)t

En un entorno de z; = 0 queda definida s como funcién de z; : s = s(z1), y verifica:

ds d?s o d%z)
@ = Usl(s), T =~ T
Luego, z2 = z2(s(z1)) = F(z1), tiene dos derivadas:

dzos ds A2z ds \ 2 dxo d?s
3 F = = () = . . )
3 (1) ds dz;’ (1) ds? <dm1> ds dx?

O sea, F € C!' y F' es diferenciable.
Es oportuno observar que v/(s) es un vector ortogonal a v(s). En efecto, derivando la
expresién 1 = |v(s)|? = v(s).2(s) obtenemos ‘

(4) 0 = 2u(s).v/(s).
Por lo tanto, como fy| =1, v/(s) L u(s).

Typeset by AAS-TEX
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2 CAPITULO V CIRCULO DE CURVATURA Y CONTACTO ENTRE CURVAS

V.2.

Con el objeto de estudiar el
contacto en s = 0 de f con g di-
remos que f esta por encima de 1
g en z1(> 0) si F(z1) > G(z1).
Naturalmente, se dice que g esté
por debajo de f. Bl

Teorema 1. Sean f y g dos cur-
vas que satisfacen las hipétesis 1
y 2. Entonces,

(1) Siks(0) > k4(0), f esta por
encima de g en 0 < a:l_é € para
cierto € > 0.

(ii) Sea kf(0) = kg4(0), pero
ki(s) > kg(s) en 0 < s < 7. En-
tonces, si cada una de las curva-
turas no cambia de signo en (0, 7],
existe € > 0 tal que f esta por
encima de g en 0 < z; <€

Diremos que dos curvas como en el T.1, f, g, se cruzan en z; = 0 (s = 0) si existe ¢
tal que F(z;) > G(z1) en 0 < 21 < e y F(z1) < G(z1) en —e < 21 < 0. Vale entonces el
siguiente corolario del T.1 (demostrarlo).

Corolario. Sean f y g como en el T.1,(ii). Si en [-7,0), k¢ (s) < ky(s) y las curvaturas
no cambian signo alli ni en (0,7), entonces las curvas se cruzan en x; = 0.

Demostracién del T.1.

Sea k¢(0) > kq(0). Por hipétesis, si s pertenece a un semientorno reducido positivo de
s=0,

(5) 07(s) = ks(0).5 + o(s), O(s) = ko(0).5 + o(s).

Recordemos las formulas

(6) 0(s) = ’ k¢(r)dr, 04(s) = skg(r)dr,
0

0

(7) z1(s) = / cos 0(r)dr, z2(s) = / senB(r)dr.
0 0
En un entorno W+ = W N (0,00) de s =0, si kf(0) > 0> ky4(0) tendremos 6r>0, 0, <0

y por lo tanto en un entorno de z; = 0, V' =V N (0,00), tendremos z35 > 0, z2g < 0.
Es decir, [ esta por encima de g alli. Si kf(0) > k4(0) > 0, de (5) obtenemos:

(8) |0g(s)] < 0£(s)] = 05(s) <7/2,
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CAPITULO V CIRCULO DE CURVATURA Y CONTACTO ENTRE CURVAS 3

en un entorno W+ de s = 0.

Si k(0) = kg(0) = 0, pero kf(s) > kq(s) > 0 en W™, de (2) obtenemos nuevamente
(8)- Y si ks(0) = k4(0) = 0 pero kg(s) > 0 > ky(s) en W+ entonces 0(s) > 0, 0,(s) <
0(s>0)y:c2f>0, $29<08nv+.

- Veamos ahora que (8) implica que F est4 por encima de G en un entorno V+. En efecto,
si 83 > 0, s; suficientemente pequerio,

T1g(s1) = [, cosby(s)ds,

x15(s1) = [3' cos O (s)ds
9 f 0
©) { |zag(s1)| = [5" senb,(s)ds.

zap(s1) = [, senbs(s)ds

VoA

Como 0,4(s) es continua, existe sy entre 0y s; tal que: z14(s2) = z15(s1). Pero |wa,(s2)] <
Top(s2) < 225(s1). O sea, el punto (x1£(s1), z2f(s1)) estd por encima del punto

(z1g(s2), Z24(s2)). Prestando més atencién a las desigualdades estrictas vemos que F(z;) >
G(’L‘l) si r = xlf(sl).

Hemos demostrado:

(i) del teorema para kf(0) > 0, ks(0) > k4(0). Supongamos 0 > kf(0) > k,(0). Este
caso se reduce al estudiado cambiando simplemente los signos de xzy¢ y z2,. (i) queda
entonces completamente demostrada.

También se probé (ii) cuando kf(s) > 0, kr(s) > kq(s). Si kg(s) < k¢(s) < 0, el mismo
artificio permite completar la demostracién de ii), QED. ’

V.3&.

Sea R real, positivo o negativo. Cuando s recorre el segmento [0, 27| R|], las circunferen-
cias A
(10) z1(s) = Rsen(s/R), z2(s) = R(1 — cos (s/R)),

admiten a s como pardmetro longitud de arco, pasan por (0,0), tienen alli por vector
tangente a e, y su curvatura k(s) es igual 1/R. El signo de R indica en cual semiplano,
superior o inferior, se encuentra ubicada la circunferencia. Dada una curva f como en el

teorema 1 vemos que las circunferencias (10) estin en contacto con f en (0,0), y vale:

(11)

kf(0) =inf{1/Ry : R{' = curvatura de las circunferencias por encima de f en (0,0)},

(12)
kf(0) = sup{1/Ry : Ry' = curvatura de las circunferencias por debajo de fen (0,0)}.
En esta situacién proponemos la siguiente

Definicion. Circulo de curvatura de i(s) enxy = 0, x9 = 0, es el circulo con centro
(1/k£(0))e, y radio 1/k¢(0). Su contorno seré la circunferencia osculatriz S¢(0). Siks(0) =
0, la circunferencia osculatriz coincide con la recta tangente a f en f(0).

Asi, el radio de curvatura de la curva es el radio del circulo de curvatura, y la circunferen-
cia osculatriz es la mejor aproximacién local circular a f en f(0). Sikf(s) es estrictamente
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4 CAPITULO V CIRCULO DE CURVATURA Y CONTACTO ENTRE CURVAS
creciente en un entorno de s = 0 (o decreciente) entonces S§(0) y f se cruzan en f(0).

Supongamos f € C?. Si su curvatura presenta un valor extremal estricto en s = 0, f y

S¢(0) no se cruzan en f(0). B
Los puntos extremales de la curvatura de f se denominan vértices de la curva.
Necesariamente [ tiene por lo menos dos vértices. El teorema de los cuatro vértices

(Mukhopadhaya) afirma que toda curva de Jordan C? tiene por lo menos cuatro vértices.

Ejercicio 1.

Estudiar la curva ®(t) = (t,1%.sen1/t) en un entorno de t = 0 y su contacto en (0,0)
con g(s) = (s,0). Comparar con los resultados del teorema 1.

Ejercicio 2.

Sean f(s) y g(s) curvas satisfaciendo la hipdtesis 1 que se intersecan en s = 0: f(0)=
g(0). Supongamos que f(0) = (0,0) y 1'(0) = (1,0) # ¢g’(0) # (0,1). Demostrar que en

un entorno de f(0), f y g se cruzan.
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CAPITULO VI
- .FUNCIONES MONOTONAS

El familiar teorema sobre primitivas de una funcién afirma que dos funciones reales
continuas definidas en [0,1] con la misma derivada (finita) en todo punto difieren en una
constante aditiva.

El teorema de Barrow y Newton, en el marco de la teorfa de la integral de Lebesgue,
podria enunciarse asi:

Teorema 1. Sea f(z) continua, f : [0.1] — R. Si f'(z) existe en todo puntoyfo1 I/ (t)]dt <
oo, entonces f(z) = f(a) + [ f'(t)dt.

Este resultado, que no demostraremos aqui, se basa esencialmente en la existencia en
todo punto del limite numérico del cociente incremental Af /Oz. Por ejemplo, e(x), la
funcién de Cantor, es continua y mondtona creciente en sentido amplio y tiene derivada
nula c.d. pero e(0) =0, e(1) = 1.

Obsérvese que = — (x, f(x)) es un arco de Jordan, si f(z) es continua. Ademds, si se
satisfacen las hipétesis del teorema 1, queda univocamente determinado por f (a) y f'(z).

Es instructivo comparar estos resultados con (ii) del siguiente teorema 2.

O
Sea K =triddico de Cantor N(0,1) y H = (0, 1)\K = U (a3, b;).
. i=1
Teorema 2 (Ruziewicz).

(i) Existe una funcién estrictamente creciente continua f :(0,1) — [0,2] tal que es
derivable en todo punto de H y su derivada Dini en los puntos de K es igual a +o0.

(ii) Sea f’ la derivada de [ descripta. Hay infinitas funciones estrictamente crecientes,
continuas, f(z;t), 0 <t < oo, f(x;0) = f(z), f(';t): (0,1) — [0,t+2] tales que f'(z;t) =
f'(z) ysit< s entonces 0 < f(x;s) — f(x;t) # constante.

Demostracién.

(i) = (ii): Sea e(z) la funcién de Cantor (=escalera del diablo). Entonces podemos
definir

1) flz;t) = f(z) +1-e(x).
(i) Sea g una funcién continua definida en R, estrictamente creciente con derivada
en [0,1] tal que 1/2 < g¢'(z) all, 0 < g(z) < 1, nula en (—00,0], constante en [1, c0).

Especializaremos esta funcién més adelante. Definimos, en 0 < z-< 1 y con (a;,b;)
intervalo complementario del ternario de Cantor, la funcién f (z):

@) o) = T;iz{(f;)mg(b ) in-am o

Typeset by ApS-TEX
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2 CAPITULO VI FUNCIONES MONOTONAS

Entonces |f(z)| < 2. Sea z = (0.did2...d;...)3 € [0,1]. Luego, z € K siy sélo si =
admite una representacién tal que d; € {0,2} para todo 1.

Supongamos K 3z # (0.d1dy...d;0222...)3.
Como (0.d1ds...d;0222...)3 = (0.d1d3..:d;100... )3, los puntos excluidos corresponden
a puntos iniciales de lagunas de K. Sea d suficientemente pequenio > 0. Estimaremos

I=[f(z+d) - f(z)]/d

Se presentan las siguientes alternativas,

(1) siz+u ¢ K, Vu € (d/3,d], entonces I(a;,b;), intervalo complementario, tal que
z <a; <x+d/3 <x+d<b; donde la primera desigualdad es estricta pues z no es el
extremo inferior de un intervalo complementario, o bien,

(II) 3u € (d/3,d] tal que z + u € K por lo que I(a;,b;) C (z,z + u) con b; —a; 2
u/3 > d/9. En efecto, de = +u > z sigue que existe j tal que z = (0.d1dy...d;0 ~)3
y  +u = (0.dids...d;2 ~)3, donde ~ indica una sucesién de digitos pertenecientes a
{0,2}, no necesariamente la misma en cada representacién. En consecuencia, (z,z+u) D

((0.d1dz ...d;1)3, (0.dids . ..d; 2)3). Por lo tanto,
(3) 1/87 > u>1/37 > u/3 > d/9.

Entonces, en el caso (I), para |(a;, b;)| = 37™ obtenemos,
2\"L[ (z+d—a T—a;\ 2\™
Z 1= - — ] — > =
> (3) () - G=))= ()
C/2\™1 4 [6\"1
" \5/) dbi—a; \5/ 2
En el segundo caso, recordando que g(0) =0,
£(®:) — f(a:) 2\ 1 2\"11
>V I 5 (2 N-g®|=>(2) 22>
1> 10 D aw-s0] 1> (3) 352
2\™1 1 6\ "1
Zlz) ssaoa=\z] %
5 293—m™m 5 18
En estos puntos z, Dy f(z) = +o0, pues m — +oo cuando d — 0. (En efecto, dado ¢ sea

do := dist {x, punto inicial de los intervalos complementarios de longitud > 379}. Luego,
do > 0 y tomando d < dy aseguramos que |(a;,b;)] = 3™™ < 379).

\Y

Siz = (0.didz...d;0222...)3 = (0.d1d2...d;1000... )3 este argumento falla. Asumire-
mos a continuacién que g tiene ademds las siguienes propiedades: Dyg(0) = +oo y
D_g(1) = +oo. Entonces, D4 f(x) = 400 también en los extremos izquierdos de inter-
valos complementarios del triddico. Anélogamente se trata D_ obteniéndose que en todo
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CAPITULO VI FUNCIONES MONOTONAS 3

punto de K vale Df(z) = +oo. Para probar que D_f(z) = 400 en los puntos de K,
los puntos que se excluyen en primera instancia para analizar las alternativas (I) y (II)
correspondientes, son los extremos derechos de intervalos complementarios que ahora son

de la forma: z = (0.d1dy...d;1222...)3 = (0.d1dy ...d;2000...)3, QED.

NOTA: Puede usarse g(z) = 2arcseny/z, 0 <z < 1 pues ¢'(z) = ———— > 3.

™ W\/—x_(I:)—/
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CAPITULO VII
TEOREMA DE STOKES EN EL PLANO

VII1.1. Formas Diferenciales.

Dada una regién plana S definiremos en ella las i-formas, 7+ = 0,1,2. 0O-forma serd
cualquier funcién continua @ en S; w = f(x, y)dx + g(z, y)dy serd una l-forma si f y g son
O-formas; W = F(z,y)dz A dy serd una 2-forma si F' es una O-forma. Por definicién, toda
n-forma con m > 2 es nula. El simbolo A define un producto entre diferenciales sujeto a
las siguientes reglas:

de ANdy = —dy ANdx, de ANdz =dy ANdy =0.

Esto dltimo explica por qué una 3-forma es una forma nula. De acuerdo a la regularidad
de la i-forma podremos diferenciarla aplicindole el operador d de diferenciacién el cual
actiia de acuerdo a la regla de Leibnitz. Si ® € C!, d® = &,dz + ®, dy serd una l-forma.
Siw € C, dw =df Adzx + dg A dy. Esta dltima se obtiene utilizando la que por ahora es
una convencién: ddx = ddy = 0 y la regla de Leibnitz. dw es una 2-forma:

\

(1) dw = (g.z‘ - fy)dx A dy.
Si W es una 2-forma C1, dW = 0. Si ®, wy W son C? formas tenemos entonces,
dd® = ddw = ddW =0,

lo cual justifica la convencién utilizada.

Ejercicio.
d(dw) = Bdw + d® A w = d((8f)dz + (Dg)dy).

Sea ahora T una transformacién C? de S en T'S inyectiva de jacobiano no nulo. Entonces,
S* =TS es una regién, T~ ! es C? y su jacobiano mantiene signo. Sea

T: (z,y) —(&n), (z,9) €S, (§n) €5

La siguiente operacion T™ nos permitira transplantar formas de S a §*. Sea ® una 0-forma
en S: T*® := ®(z(&,n),y(£,n)), la que escribiremos simplemente como T*® = &.

Typeset by AAS-TEX
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2 CAPITULO VII TEOREMA DE STOKES EN EL PLANO

Si w es una l-forma: T*w :=T* fT*dx + T*¢T*dy. Convendremos por el momento en

que T*(dz) = d(T*z). Luego, T*(dx) = dz(&,n) = zcdf + z,dn. Asi,
(2) T*w = (fze + gye)d€ + (fon + gyn)dn = f*dE + g™ dn.

Si W es una 2-forma: T*W = T*F T*(dz A dy), donde

T™(dz A dy) := Eg’y;dﬁ A dn = j§(§,m)dE A dn.

Luego

(2') T*W = F.j d¢ Adn.

Vale:

(3) T°d® = dT™*®, T"dw = dT*w, T*dW = dT*W.

La ultima relacidén es trivial y la primera facil de verificar. Veamos la segunda,

T*dw =(gz — fy)-a(w7 y)df ANdn = (gz — fy)-(Teyn — Tyye)dE A dn =

a(&,m)
=(fexn + geyy — fnZe — Gnye)dE A dn =
P B .
(37). = {—%(fﬂff + 9ye) + a—g(fm’( + gyn)} d¢ A dn = dT™w

En lo que sigue de esta seccién supondremos j(¢,7) > 0. Dado un arco de curva C!
contenidoen S, I': z = x(t), y=1y(t), a <t < b, definimos, si w € C

(4) /w-—/ fd$+g )dt.

El valor de la integral deﬁnida es independiente de la representacién C' del arco.
También, fs = ffs z,y)dzdy, si W € C y se anula fuera de un compacto con-
tenido en S. Entonces si I'* es el arco en §* dado por: & = &(z(t),y(t)), n = n(z(t), y(t))

a <t<b, tenemos,

3

/w—/ {fxf"'gy& (fmn'*'gyn)ilit}dt

d
®) [ &g [ 1
Anilogamente,
©) fw =[] Faenuem.icnia= [ 1w
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Si w es una l-forma: T*w := T* fT*dx + T*gT*dy. Convendremos por el momento en
que T*(dz) = d(T*z). Luego, T*(dz) = dx(§,n) = x¢df + zpdn. Asi

(2) T*w = (fxe + gye)dE + (frn + gyn)dn = f*dE + g™dn.

Si W es una 2-forma: T*W = T*F T*(dx A dy), donde

T*(dz A dy) = Md& A dn = §(§,m)dE A dn.

a(¢,m)
Luego
(2’) T*W = F.j d§ A dn.
Vale:
(3) T*d® = dT*®, T*dw = dT"w, T*dW = dT"W.

La dltima relacién es trivial y la primera facil de verificar. Veamos la segunda,

T*dw =(gz — fy)-a(x’y) dé AN dn = (gz — fy)-(Teyn — Tyye)dS N dn =

o,n) ~
=(fexn + geUn — fnTe — gnye)dE A dn =
p) B
(3°) = [—-a—n(fxe + gye) + afé(fxvz + gyn)J d¢ AN dn = dT*w

En lo que sigue de esta seccién supondremos j(§,m) > 0. Dado un arco de curva Ct
contenidoen S, T': z = x(t), y = y(t), a <t < b, definimos, siw € C

| b dx dy
(4) /Fw:=/a (P2 + gt

El valor de la integral definida es independiente de la representacién C' del arco.
También, [(W = [[,F(z,y)dzdy, si W € C y se anula fuera de un compacto con-
tenido en S. Entonces, si I'* es el arco en S* dado por: & = £(z(t),y(t)), n = n(z(t),y(t)),
a < t<b, tenemos,

b de¢ d
/ w = / [(f:vs +gys)d—; + (fzy +gyn)d—ﬂ dt =

(5) / (% + g %yt = / T

Anélogamente,

(6) /W // F(z(&,m),y(&m))-j(§ ndEdn = / T*W.
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Obviamente: (T~1)*T*® = ®. Como el producto de los jacobianos de T y T ! es igual a
uno, (T~ })*T*W = W. Para 1-formas observemos que

(T (F*dé + g*dn) = (F*€x + g*no)dz + (f€, + g™n,)dy =
=[(fze +9ye)ez + (fon + gyn)nzldz +[.. . ]dy = fdz + gdy = w,

pues gﬁ- = %:;i = 0.

Vemos ahora el teorema elemental de Stokes (para
rectdngulos). Sea un rectdngulo R contenido en S de
lados paralelos a los ejes como en la figura y w una |

1-forma C'. Entonces,

/Rdw=//R(gm—fy)dfvdy=
d

=/ l9(b,y) — g(a,y)ldy—

c

b
- [V d) - w0l =

- [ Garga= [ w

—

VII.2. Particién de la unidad.

Denotaremos con C§°(S) al conjunto de las funciones indefinidamente diferenciables f
cuyo soporte, {z : f(z) # 0}, es un compacto contenido en S.

Teorema 1. Sea D = {D;};e;, un cubrimiento de R? por abiertos D, donde L es una
familia arbitraria de indices. Entonces, existe una familia de funciones {f;};en tal que
para cada i existe | para el cual f; € C§°(D;), que es localmente finita (todo compacto de
R? interseca sélo a un nimero finito de soportes) y que verifica . fi =1 en R2.

iEN
Demostracion.

(i) Reduciremos el problema al caso I numerable. Cada z € R? lo cubrimos con un
entorno abierto circular de radio menor que uno contenido en algin D;. Con una subfamilia
finita de ellos, G,, cubrimos K, = {z: n—1 < |z| < n},.n =1,2,.... Reemplazamos
ahora D por G = ggn.

(ii) El teorema 1 seguird ahora del siguiente

Teorema 2. Sea G = {G;};en un cubrimiento localmente finito de R2? por abiertos aco-
tados. Entonces, existe una familia de funciones {g;}ien, 9; € C§°(G:), 0 < g; < 1, tal
que Y. g; =1 en R2.

En efecto, sea K, = c(fgic;i) = RQ\OQGZ-. Si K, = 0, definimos H; = @, g; = 0. Si
K, # 0, existe H; abierto tal que K; C Hy C H; C G;. Reemplazamos {G1,Ga,...} por
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{H1,Gs,...}. Tenemos, H; U ?Gi = R2. Repetimos ahora el proceso: reemplazamos en

la dltima familia G por Hs y asi sucesivamente. Sabemos que dado H; existe una funcién
no negativa, ¥; € C§°(G;), igual a uno en H;. (Una funcién asi se obtiene convolucionando
una funcién caractiristica con una funcién de prueba adecuada). Definimos

“ g =i/ Y ¥

Esta definicién es buena pues la familia {G;} es localmente finita. Como UH; = R?, 3 ¢; =
1, QED.

Corolario. Sea K un compacto y {G1,...,G,} un cubrimiento por abiertos acotados.
Existe una familia de funciones no negativas, g;, 1 = 1,...,n, tal que g; € C§°(G;), Lg; =
1 en un entorno de K.

VII.3. Dominios Estandar.

Sea @ C R?. Diremos que Q tiene dimensién-s = 0 para s = 1,2, si para cada € > 0

es posible hallar un ¢y = ¢y(€) tal que para todo ¢ < ¢g existen cuadrados Qi,--.,Qk
(abiertos o cerrados) de didmetro menor o igual a c tales que
(a) QC QU ---UQg, kc®<e

Un compacto plano de medida Lebesgue cero es de dimensién-2 nula.
Todo conjunto finito tiene dimensién-1 nula lo mismo que el conjunto {0,1/n?}, n =

1,2,.... Més atn, dim1{(0,Cr): 0<C, | 0, h=1,2,...} = 0, (demostrarlo).
X

NB. Los cuadrados @; en (a) pueden siempre
elegirse de lados paralelos a los ejes.

AN

Definicién. Sea S C R? abierto, conexo
¥y acotado. Diremos que S es un do-
minio estandar si existe un conjunto Q C
0S de dimensién-1 nula tal que para
todo p € P = 3S\Q existe un entorno
U de p, disjunto con Q, tal que en él el
contorno esta representado por un arco
C': zy = f(z1), donde (z1,z,) son las
coordenadas en el sistema mdévil de re-
ferencia del contorno (dado por la tan- ]
gente y la normal al arco en p). Este
sistema, estd equiorientado con el sis-
tema de coordenadas en R2.

Respecto al sistema mévil:
p=(0,0), SNU =
(b) = {(z1,22) €U : 3 > f(x1)}.

Nuestro objetivo es demostrar el siguien-
te teorema general de Stokes:
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Teorema 3. Sea w una 1-forma en C'(S), S sea un dominio estandar. Supongamos que
w esta definida en S\Q y es continua y acotada alli. Si dw es sumable en S y w es sumable
en P entonces

(7) /de=/asw.

) 55 W significard precisamente | pw. La definicién de esta tltima se dard més adelante
y generalizard a aquella introducida en los cursos de Anélisis.

Por el momento veamos que si J = 85 es una curva de Jordan C! con tangente no nula
en todo punto entonces S es un dominio estindar. Llamaremos a estos dominios estdndar
regulares.

En efecto, J es definible como una funcién C! de la longitud de arco s. Supong-
amos p = (0,0) € J y sea t(0) = e, y n(0) = e,. Entonces, z; = fos cosO(t)dt, o =
fy sen8(t)dt, 6(t) continua. Luego, 1 ~ s y podemos definir 3 = h(z) en un entorno de
s =0. Ademés: dzy/dz; = (dz2/ds)/(dz1/ds) € C. Por lo tanto, en un pequefio entorno
circular abierto K con centro en p, J N K coincide con el lugar de los puntos de una curva
Cl: z3 = h(z;). SiU es un entorno circular concéntrico con K y suficientemente pequefio,
(cf114), a = {(z1,22) € OU : 23 > h(z1)} y B = {(z1,22) € U : z2 < h(z1)} son cortes
de distintos dominios complementarios de J, y la tesis sigue inmediatamente, QED.

VIIL.4.

Es conveniente para la demostracién del T.3 probar antes el siguiente caso particular

(teorema especial de Stokes). .

Teorema 4. Sea S un dominio estdndar y w una 1-forma C1(S), continua en S, de soporte
compacto K C S tal que K N Q = (. Entonces,

(8) | /de=/65w.

Demostracion.

Cubrimos K con un ndmero finito de cuadrados abiertos B con centros en .S que tengan
su clausura disjunta a . Esto es posible pues Q@ = Q. Podemos lograr todavia que si
el centro p de B pertenece a S entonces B C S y tiene lados paralelos a los ejes; y si
p € P, entonces BNS C U, donde U es un entorno de p como el descripto en la definicién
de “dominio estdndar” y B tiene lados paralelos a los ejes del sistema mévil en p. Sea
{B1,...,Bi} ese cubrimiento de K y {®;} una particién de la unidad asociada al mismo.
Luego, > ®; = 1 en un abierto VD K y > ®; = 0 en un abierto W D Q. Entonces,

k
w=fdz+gdy=>Y w; w; = dw= fidw+g;dy, fi, g; € C*(S) N C(E\W);
=1

dw; = ®; dw + d®; Aw = F,dx ANdy, F; € C(S).
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Ademss, dw =Y dw; y

o o o= o

/ w = Z/ Wy, / w; Z=/ wy.
as i 88 a8 B;néS

Por otra parte,

(10)

Es decir, definimos | a5 W por medio de una particién de la unidad asociada al compacto
(sop w)NAS de manera que cada w; tenga en S soporte contenido en un abierto relativo
UNoS. La definicidn es buena pues es independiente de la particion utilizada. En efecto,

dadas Py = {®;} y P2 = {¢;}, sea P3 = {®;9;}. Como @; =) &;v;,
J

P =20, se
1

deduce facilmente que el resultado obtenido con la particién P; (Ps) coincide con aquél
obtenido con la particién P3 (cf.(5)). Mds atin, la definicién coincide con la utilizada en la

teoria clasica cuando 3S es suficientemente regular.

Sea R C B; NS como en la figura y tal que R D
sopw;. Existe una funcién hi € CQ(——l —e<T <
1 + ¢€) tal que en el intervalo de definicién verifica

0< hk(ill'l) - h(xl) < 1/k,

(11) | (1) — B (21)] < 1/k.

Sea Ry = {(z1,z2) € R: z2 > hi(z1)}. Entonces,

\

b X2

e e =V amad

ka dw; = ka (g;",m1 — fi":xz)d:l:l dxo k——))oo fR dw;,

(12)

Esta demostracién del teorema especial de Stokes,
requiere que mostremos que

Ry AR

La transformacién T : Rx — R}, T(z1,22) = (¥1,%2),

(13)

§

A\

i {+¢

Jor, Wi = S (@, b)) dy + g (21, b (1)) P (1 ) deea ] i Jor wi-

Yz

e

J
T

(14) Y1 =21, Yo = T2 — hp(x1),

es C? y tiene jacobiano igual a uno. En realidad tiene
esas propiedades en una regién R, D Ry. Sabemos

que (cf.(8)y (6)):
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CAPITULO VII TEOREMA DE STOKES EN EL PLANO 7

/ w; =/ T*w;, / dw; =/ T*(dwi)=/ d(T*w;).
dR;. oR; Re R; R

*
k

Por lo tanto, la demostracién de (13) se reduce a la de

(15) /R ,

Kk OR;

Como w; tiene soporte en R que no toca los “lados”
verticales ni el superior de esa regién, entonces T*w;
tendra soporte que no toca los “lados” verticales ni el
superior de Rf. (15) se deduce ahora de las siguientes
igualdades obtenidas utilizando el teorema elemental
de Stokes (ver figura). Sea w) = T*w;,

dw§=/ dw, = / dw, = / w; =
R 2.C; ‘ij Cj ; ac;

/ w; = / w;.
a3 C; oR;

El teorema elemental de Stokes prueba también que
si By C S entonces

(16) / dw; =/ w; = 0.
B, 8B,

Consecuencia de (16), (13), (12), (10) y (9) es ahora la tesis del T.4, QED.

Todo dominio estdndar regular es normal. (Normal para el teorema de Gauss. Es
decir, sirve como dominio para ese teorema). En efecto, sea w = gdy € C*. Entonces,
dw = gz dzdy. Como (x,y) = (z0,y0) + [ (cosd, senf)dt, utilizando el T. de Stokes, se

tiene
//gxd:vdy=/ gdy=/gnzds,
S a8

donde: n;(s) = sen6(s) = primera componente de la normal exterior a S en el punto de
J donde la longitud de arco vale s.

VIL5. Una divisién de R?\Q en cuadrados.

\

Sea @ un conjunto compacto. Sea K| un cuadriculado del plano con cuadrados de lado
1 paralelos a los ejes. Sea

Ko :={C: C € Ky, dist(C,Q) > 3diam C = 3v/2}.
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8 CAPITULO VII TEOREMA DE STOKES EN EL PLANO

Cada cuadrado de K\ Ky lo partimos en 4 cuadrados cerrados de lado 1/2 y llamamos a
esta familia K. Luego definimos,

K, :={C: CeK! dist(C,Q) > 3diamC = 3v2/2}.
1

Asi siguiendo,

Kn:={C:CeK!, dCQ)>3v2/2m}].
Sea R; = .LiJOU {C: C e Kj}. Vale
‘7=

Teorema 5.
(i) p ¢ R: = d(p, Q) <4v2/2",
(i) p € R; = d(p, Q) > 3v/2/2,
(iii) C € K, m > 0= d(C,Q) < 7V2/2™,
(iv)pECEKm1,p* €C* €Ky jy P ¢ Ry j 21, m > 1= d(p,p*) >2/2™ 1,
(v) R; T R?\Q si i — oo.

Demostracion.

(i) Sip ¢ R; existe C € K!\K; tal que p € C y dist(C,Q) < 3v/2/2¢. Entonces
d(p, Q) < d(C, Q) + diam C < 3+/2/2% +/2/2.

(ii) Sigue directamente de la definicién de Kj.

(ii) Si C € K., y m > 0, C es uno de los cuadrados en que se subdividié un C* €
K! _\Km-1. Luego, d(C*,Q) < 3v/2/2™7 . Sea p* € C* y d(p*,Q) = d(C*,Q). Como
d(p*,C) < VZ/2™ resulta d(C, Q) < 7v/2/2™.

(iv) Sea p* € C* € Km+j, p* & Rm. Luego, d(p*, Q) < 4v/2/2™. Es decir, existe ¢ € Q
con d(p*,q) < 4v/2/2™. Ademis, si p € Kp_1, d(p,q) = d(p, Q) > 3v/2/2™" ! = 6y/2/2™.
Por lo tanto, d(p, p*) > d(p,q) — d(p*, q) > (6 — 4)v/2/2™ = +/2/2™~!, QED.

En el capitulo IX volveremos, y en forma independiente, sobre esta divisién que permite
construir un entorno acotado del compacto ) con cuadrados cuya distancia a @ es del
mismo orden que su diametro.

VIL.6. Un cubrimiento abierto de R?\Q y una particién de la unidad.

Sga C; € Kn,. Definimos C! como el cuadrado concéntrico con Cj, abierto, de lado
doble. Entonces {C!} es un cubrimiento abierto de R?\Q : U U C! = R%\Q, pues

m=0 C;eK .
CINQ =0, (cf.(ii). T.5).

Teorema 6.

(i) C € Kjp—1 y C* € Ky, © 2 1, entonces C' NC* = (.

(ii) Dado x € R2\Q existe m = m(z) tal que si z € C’, C € UK}, entonces C €
K, U Km+1.

(iii) Si z € R2\Q, hay a lo sumo 17 cuadrados C’, C € UK}, que lo contienen.
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CAPITULO VII TEOREMA DE STOKES EN EL PLANO 9

Demostracion.

(1) Sea.p € C' N C*. Entonces,
d(p,C) < (diam C)/2 = v/2/2™; d(p,C*) < (diam C*)/2 = V2/2m++1,

Luego, d(C,C*) < vV2(1 +27¢71)/2™ < +/2/2""1. Pero de (iv)T.5 se deduce que si
p€C € K1, p* € C* € Kimyj y m,J > 1, entonces d(p,p*) > v/2/2™7L. Por tanto,
d(C,C*) > v/2/2™ 1, en contradiccién con el resultado obtenido al negar la tesis de ().
(i) Es corolario de (i)
(iii) Es facil de ver pues la cota es grosera, QED.

Sea ®(z) una funcién con las siguientes propiedades:
(a) @ € C*(R?); (b) sop @ C (—1,1) x (=1,1); () 0 < @& < 1; (d) & =1en
[-1/2,1/2] x [-1/2,1/2].

Definicion 1. Dado C; € K,,, sea p; su centroy

(17) oi(p) =32 (p—ps)), X(p):=) Y ®ip)

Entonces ®. € C$°(C!). La suma X(p) estd bien definida y pertenece a C*(R?\Q),
pues por el T.6, cada z € R?\Q admite un entorno U 3 z tal que todas las funciones &’
son nulas en U salvo por un nimero finito de ellas. Més atn, X(p) > 1si p € R?\Q.

Definicién 2. @;(p) := ®;(p)/X(p).

Teorema 7.

(i) ®:(p) € C°(C)); 0 < B;(p) < 1; Y 2i(p) =1l en 'RQ\Q Es decir, {®;} es una
particién de la unidad en RZ\Q a.soc1ada, al cubrimiento {C!}.

(i) [V®;(p)| < M.2™ si C; € Ky, M = constante independiente de m e i.

Demostracién de (ii).

\

Como X(p) > 1si p € R?\Q, tenemos,
(18)

[V@i(p)| = [V (p)/ X (p) — 2;(p) VX (p)/ X*(p)| < IV‘PQ(p)HZ{IV@}(I))I :CiNC; # 0}

En la dltima suma hay a lo sumo 17 sumandos no nulos, cada uno correspondiente a un
Cj € K;pm1 UK, U Ky y1. Luego, de (17) obtenemos,

{ IVei(p)] < 2™.maz|VE(p)|
> IVei(p)| < 17.2m maz [VE(p)|.

De (18) sigue entonces que

IV®,;(p)| < ™ maz |V®(p)| = M.2™, QED.

45



10 CAPITULO VII TEOREMA DE STOKES EN EL PLANO

VIL.7 Intervencién de la hipotesis sobre la dimensién de Q.
En el siguiente teorema se acota el nimero de cuadrados que componen K,,.

Teorema 8. Si Q es un compacto de dimensién-1 nula entonces

H{C: C e K} = o(2™).

Demostracién.

Sea € > 0, €, = €/a?, donde a = 2 + 16v/2. Sea (p tal que si ¢ < Co existe un
cubrimiento con cuadrados de lados paralelos a los ejes, @1 U--- U Qn D @, verificando:
diam Q; < (, N.( < €.

Sean mg y m tales que ¢ = 27™ < 27™0  (p. Sea ¢; € Q; el centro de Q; y @ un
cuadrado con centro ¢; y lado a27™. Si C € K, entonces existe ¢ tal que C C Q). En
efecto, si C € K,, existe ¢ € @ con d(g,C) < 7v/2/2™, (cf.(iii)T.5). Como este q¢ € Q;
para algin %, d(g,¢;) < 1/2™. Luego,

d(g;,C) < (1 +7v2)/2™.

En consecuencia, C estd contenido en todo cuadrado de centro ¢; cuyo lado es >
2(1‘57—,,}/5 + diamC) = 2+21—,§,‘/§. En particular, C C Q..

2

Como en cada Q) caben a lo sumo @ cuadrados C € K,,, resulta

#{C: C € K} <a’N < a’ey /¢ =e2™, QED.
VIL.8. Demostracién del teorema general de Stokes (T.3).

— m—1
Seaw € CH(S)NC(S\Q). Como S es estindar, Q es compacto. Sea ., 1= >y 8,
k=0C;€K},
Ym € CE(R*\Q) ¥ ¥m T 1 en el complemento de Q. En particular, en PU S. Sea
W = Pmw. El teorema especial de Stokes asegura ahora que f s QW = f a5 Wm = f p Wm.
Como dwp, = Yydw + dio, A w sigue que

(19) /Pwmw—/swmdw=/sd1j)m/\w.

Debemos mostrar que en nuestro dominio acotado S : i) gdw= | p W, donde P+ Q = 958§,
Q de dimensién-1 nula. Suponemos w acotada, sumable en P, dw sumable en S.
Conviene en este momento leer la seccién VII.9 donde se explican algunos de los términos
y simbolos utilizados en la demostracién. :
El miembro izquierdo converge, para m | oo, a | pW— f s dw; luego, el teorema quedars
demostrado si probamos que

m—o0

(20) /S B A — 0.
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Observemos que

)=1 sipeCeK;, j=0,1,.... m—2,
(21) Ym(p)=0 sipeCeK;, j=m+1lm+2,...,
dym(p) =0 sipgU{C: Ce K1 UK,,}.

Entonces, si N > |w| := sup sup (|f(p)], |g(p)]),
P

(22)

d¢mAw|< NZ{/ |[Vomldp : C € Ky uKm}.
S C

Pero,sipe U{C: C € K,,, UK,,,_1} entonces,

m+1
Vm (D) = V(1 = %m(p) I—WZ YaEI=IVY Y o
k=mC;€ Ky k=mC; €K}
m+1
23) <D Y V()| < (cf. Ts. 6y 7) < 17TM2™+L,
k=mC;EK}y
En consecuencia, de (22) y (23), y T.8:
diprm A w‘g 3AMN2™ 22 =m™WIC : C € K UK o1} = o(1), QED.
S

VIIL.9.

La sumabilidad de dw sobre S significa que sup [ g 192 — fyldz dy < 00, donde H recorre
H

la familia de conjuntos compactos contenidos en S, y por lo tanto tiene un claro sentido

Jsdw = [[s(g= — fy)dz dy.
La sumabilidad de w sobre P = 95\Q la definimos por

(24) sup{ /v,[)mlf dz +g dy|}< 00,

para todo p € P. La integral en (24) localmente significa [;;5c ¥m®;|fz’ + gy/|ds. El
uso de particiones de la unidad, {®; € C§°(R?)}, sobre compactos nos permite definir
[ ¥ml|f dx + g dy| como una suma finita en 7 y también [ Wm(f dz + gdy), con valores
independientes de la particién de la unidad elegida, (cf.Cap.V y férmulas (5) y (12)).

Entonces, existe M = lim [ tn,|f dz + gdy| < 0co. M es independiente de la sucesién
m—0o0
mondtona {n,} elegida. (Dadas {1m} y {1} } se tiene, para m fijo, € > 0 pequefio y todo
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12 CAPITULO VII TEOREMA DE STOKES EN EL PLANO

k 2 ko(m), que (1 — €)9m < ¥y, en todo punto de P en el soporte compacto de 1,). En
consecuencia,

(25) { [ mts dx-i—gdy)}

define una sucesién de Cauchy con limite L, independiente de {1, }. Convenimos entonces
en que '

[
(26) L:=/Pw=/Pfd:v+gdy.=/asw.
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2a PARTE

Contiene los capitulos VIIT al XI. Los temas tratados aqui requieren un mayor esfuerzo del lector.

\
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CAPITULO VIII
TRANSFORMACIONES CONFORMES

VIII.1.

A continuacién presentamos algunas definiciones y propiedades de funciones y familias
de funciones requeridas para la demostracién del teorema de Riemann.

NOTACION: B,(a) = {z € C: |z —a|] <1}, S;(a) = B.(a), Z.(a) = S.(a)\B,(a).

Definicién 1. Se dice que una sucesién (f,) de funciones holomorfas sobre una region G
converge casl uniformemente a f(z), [, =3 f, si f, converge uniformemente a [, f,—/,
sobre cualquier compacto K C G.

En esta situacién, para cada n y cada z en el interior de un disco cerrado C' C G

() fule) = 5 [ 1200

= dt.
2mi Joo t— 2

Luego,

2 fe) = [ L

21t Joo t — 2

dt,

y por tanto, f,, 3 f implica f holomorfa en G.

Definicién 2. Una familia de funciones definidas en una regién G se dice casi uniforme-
mente acotada si es uniformemente acotada sobre cada compacto K C G.

Definicién 3. Una familia § de funciones holomorfas sobre una regién G se dice normal
si toda sucesién contenida en 0§ contiene a su vez una subsucesién casi uniformemente
convergente.

Teorema 1 (Stieltjes-Osgood). Toda familia @ de funciones holomorfas sobre una
region G, casi uniformemente acotada, es normal.

Demostracion.

Para cada disco cerrado E C G existe otro C C G que lo contiene en su interior.
Entonces para z;, 290 € E, y toda f € 0:

—f(a) =22 /()
8 fe) = ey =252 o T

En consecuencia,

(4) : |f(22) = f(z0)] < M|z — 2,
y la familia 0 es equicontinua y acotada sobre todo compacto contenido en G. El teorema

de Arzela-Ascoli y la o-compacidad de G aseguran ahora la existencia de una sucesién casi
uniformemente convergente, QED.

Typeset by ApS-TEX
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2 CAPITULO VIIT TRANSFORMACIONES CONFORMES

Teorema 2. Sea {w,} una sucesién de funciones holomorfas y w,, =3 w sobre G. Entonces,
. k
(1) wi = wk k=1,2,...
(i) si cada w,, es inyectiva entonces w es inyectiva si no es constante.

Demostracion.
(i) w es holomorfa. Luego, de w(z) — w,(z) = T Jsc l‘—)&t__ﬁ’z—"it—)dt sigue que
[e]
W' (2) — wi(2) = 5= [50 ﬂ%%ﬂdt, si z € C, y C es un disco cerrado contenido en G.

Sigue ahora que w], =3 w'.

(ii) Supongamos w no constante y que para ciertos zi, zp en G, 2z, # 29, vale w(z) =
w(22) = wo, que se puede suponer cero sin pérdida de generalidad. Supongamos

Se(21) N Se(z2) = B; Se(2) C G, i = 1,2, y tales que ninguno de esos discos contiene otro
cero de w que su centro. Como w,—>w sobre L.(2;) U E.(23) del teorema de Rouché se
concluye que sin 2 ng, w y w, tienen el mismo nimero de ceros dentro de Sc(21) y Se(22),
lo que contradice la inyectividad de w,,, QED.

Teorema 3. Sea w(z) # 0, holomorfa en un entorno de z = 0 y tal que w(0) = 0.
Entonces, w(2) = cn2™ + Cmy12™M + ..., ¢ # 0, m > 1, en un entorno de 0. Ademds,
dado € > 0 suficientemente pequeiio existe n > 0,7 = 7(e), tal que para todo p €
B(0)\{0} hay exactamente m puntos distintos de Be(0), {21, ..., 2m}, tales que w(z;) = p.

Demostracién.

Sea € tal que w(z) # 0 en B(0)\{0}. Como w'(z) #* 0 podemos suponer que alli también
w'(2) # 0. Sean :=inf {|jw(z)| : z € T(0)} >0, y wy € B,,(0)\{0}. Entonces, la funcién
F(z) = w(z) — wo verifica en I(0) :

[F(2) = w(2)| = |wo| <7 < |w(2)].

Entonces, por el teorema de Rouché, I'(z) tiene en B¢(0) tantos ceros como w(z). Como
en esos puntos,

d

- (w(z) = wo) = w'(z) # 0,

tales ceros son simples. Es decir, w(2) toma. el valor wy en exactamente m puntos distintos

de B.(0), QED.

Definicién 4. Sea G una regién plana. Se dice que la aplicacién w : G — C es una
transformacion conforme si w es holomorfa e inyectiva.

Del teorema de Brouwer se deduce que w(G) es una regién. Y del teorema 3 que
w'(z) # 0 en todo z € G. Luego, w™!(t) es una funcién holomorfa e inyectiva tal que
(w™t)(t) # 0 para todo t € w(G).

VIII.2.

Haremos uso frecuente de las transformaciones lineales y homograficas que constituyen
grupos de transformaciones conformes de la forma: w(z) = az+b,a # 0, y w(z) =
(az +b)/(cz + d), ad — bc # 0, respectivamente.
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Siw = az+ by a # 1, es decir, si la transformacién lineal no es simplemente una
traslacién, entonces existe un punto fijo 2y, y podemos escribir:

(5) w— zg = ke (z — z), k>0,

o sea, 2 — w resulta de la composicién de una rotacién de centro zy, una dilatacién de
centro 0 y una traslacién, que por otra parte son todas definibles por medio de transforma-
ciones lineales. Una transformacién homografica viene dada por una aplicacién meromorfa
con un solo polo, y simple, en 25 = a/c. La aplicacién

(6) | w—a=1%/(2—a),

define una inversién de centro a y radio r. Si [} 0, o sea, sila transformacién no es lineal
’ ) )
puede escribirse como

a ad—bc 1
7 —_— . .
@ e c? z+d/c’

es decir, toda transformacién homogrifica es el producto de un ndmero finito de trans-
formaciones lineales y una inversién. Algunas propiedades de las transformaciones ho-
mogréficas se citan a continuacién en el

Teorema 4.

(i) las transformaciones homograficas transforman circunferencias en circunferencias
(propias o impropias),

(ii) toda transformacién conforme del plano -o del plano menos un punto- en el plano,
es una transformacion homografica; las primeras son necesariamente lineales,

(iii) si Cy y Cy son circunferencias, propias o impropias, y z€C;, i = 1,2, entonces
existe una transformacién homogréfica que lleva z1 en 23, y C; sobre Co,

(iv) la transformacién homografica llamada factor de Blaschke:

_R? z-p _Rp| z-p

) BO =W Rpr = R

donde |p| < R, tiene valor absoluto constante en Zr(0) : B(z) = R, y se anula en p. Luego,
B lleva p en 0, Br(0) sobre Br(0) y £r(0) sobre Lr(0).

Vale también el siguiente
Teorema 5. \

(i) Si w(z) es una transformacién conforme de Bg(a) sobre si mismo tal que w(a) = a
entonces es una rotacién de centro a. ;

(ii) Toda transformacién conforme de B, (0) sobre si mismo es una transformacién ho-

mografica.

Para demostrarlo recurriremos al asi llamado Lema de Schwarz:

52
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Teorema 6. Sea w(z) una funcién holomorfa definida en Bgr(0) tal que alli

lw(z)] < M < oo yw(0)=0.

FEntonces
(9) en =0, |[w'(0)] < M/R,
(10) st z € Br(0)\{0}, |w(2)| < M|z|/R.

Si se da la igualdad en alguna de las dos desigualdades precedentes entonces w(z) =

e*Mz/R.
Demostracion.

Sea [(z) := w(z)/z. F'(2) es holomorfa en Br(0) pues w(0) = 0. Para 0 < r <
R, M(r) := sup{|F(z)| : |2| =r}. Entonces |F(z)| < M(r) < M/r si |2| <.

En consecuencia
(11) |F(2)| < M/R, para todo z € Br(0).

El principio de méximo da lugar a dos alternativas: |F(z)] < M/R en Bg(0), o bien,
|I'(2)| = M/R. En el primer caso es |w(z)| < M|z|/R en Bg\{0}. Ademds como w'(z) =
2F'(2) + F(2) resulta |w'(0)] = |FF(0)] < M/R. En el segundo caso es F(2) = e M/R, o
sea, w(z) = ¢?M2/R y |w'(0)| = M/R, QED.

Demostracion del Teorema 5.

(1) Se puede suponer a = 0 y en tal caso se verifica la acotacién |w(z)| < R sobre Bg(0).
Ademids, w™! estd en las mismas condiciones. Luego, |w(2)| < R|z|/R = Jw™ (w(2))] <
lw(z)|. Entonces, |w(z)| = |z| y por tanto, w(z) = €% 2.

(i1) Si w(0) = 0, por la proposicién anterior resulta w una rotacién. Sea w(0) = 2p # 0.
Consideremos la composicién H = B o w, de w con el producto de Blaschke B que lleva
Bg(0) sobre si mismo y 2 en 0. Nuevamente por la proposicién anterior H es una rotacién
y entonces w = B™! o H es homogrifica, QED.

VIIIL.3.

Necesitaremos también en la demostracién del teorema de Riemann poder definir una
rama de /z sobre cierta regién. Para esto veamos el

Teorema 7. Sea G una regién simplemente conexa,

(1) para toda funcién holomorfa W que no se anule en G existe una rama F del logaritmo
de W.

(i) e*F" es una rama de We, a € C.

(iii) Si 0EG puede definirse en G una rama de ln z.
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Demostracién.
(i) La funcién

z WI (t)

(12) Fi(2) := 70 dt, 2z, z € G,

Z0

esta bien definida en G y es holomorfa; por lo tanto también lo ser4 la funcién O(2) =
W (2)/ef() que verifica & = (W' — WF!)/ exp I} = 0. Entonces, ®(z) = C, constante
no nula. Luego,

(13) F(2) == Fi(2) + InC

es holomorfa en G,y exp F = C.exp F} = W.
(i) y (iii) siguen facilmente, QED.
Veamos una aplicacién del tltimo teorema.

Teorema 8. Sea G ablerto simplemente conexo, G G Bi1(0),0 € G. Entonces existe
una funcion F holomorfa en G, inyectiva y con |F(z)| < 1 para todo z € G, tal que
F(0) =0, |F(2)] > |z| siz# 0 y |F'(0)] > 1.

Demostracion.

Por hipétesis existe a € B1(0)\G. Llamemos F a una transformacién homografica que
aplique B1(0) sobre Bi(0) y lleve a en 0. O sea, 0€F;(G). Como imdgenes homeomorfas
de dominios simplemente coneros también lo son, F} (G) es simplemente conexo. Por lo
tanto puede definirse una rama de /2 sobre Fi(G) a la que llamaremos F(z). Sea ahora
F3 2 B1(0) — Bi(0) una aplicacién (biyectiva) homografica que aplica F5(F1(0)) en 0.
Llamaremos F':= F3o0 F 0 F1. F': G — F(G) es holomorfa y biyectiva, entonces F(G) es
un abierto (simplemente conexo) contenido en B;(0). Sea

P =F'l=IT'oloFyl: F(G)—>G.

® es holomorfa y admite una extensién @ a todo el disco B, (0) : B(w) = FUY([F (w)]?),
|lw| < 1. ® no puede ser una rotacién porque si lo fuese tendriamos:

2> = (Fy 0 ® o F3)(2), |2| < 1.

Es decir, z — 2% serfa una composicion de funciones homograficas, y por lo tanto ho-

mogréfica, y conforme, lo que no es cierto en z = 0. Entonces, ® satisface las hipétesis del
Lema de Schwarz y no es una rotacién, por lo que se verifica que

|(2)] < |2| si|2] #0, [#(0)] < 1.

En consecuencia,

|2 = [2(F(2))] < |F(2)| sil2] # 0, y|F(0)]

1
=~ >1, QED.
|2(0)]

54



6 CAPITULO VIII TRANSFORMACIONES CONFORMES

VIII1.4.

Para demostrar el teorema de Riemann es conveniente reducir el problema a regiones
acotadas, lo cual se logra con el siguiente

Lema 1. Si G es una regién simplemente conexa del plano y R?\G # (} entonces G se
puede transformar conformemente en una regién (simplemente conexa) contenida en B, (0).

Demostracién.

Si existen b y R tales que R?\G D Sg(b), la demostracién es sencilla puesto que la
funcién

R
z—b

w(z) =

aplica G en una subregién de B;(0). En el caso general, sea b € R\G, y f(z) := 2 —b.
Como f no se anula en G hay alli una rama de In f a la que notamos L(z). Esta funcién
define una transformacién conforme de G. Si definimos H := L(G) y consideramos la rama
L*(2) := L(2) + 27i y su correspondiente H* := L*(G), se tiene H N H* = (. En efecto,
si existiera u perteneciente a ambas regiones seria u = L(2g) = L(z1) + 27, luego 2y = 2,
y por tanto L(zp) = L(2¢) + 27, contradiccién. Entonces, el complemento de H contiene
un disco S,(c), y el lema sigue inmediatamente, QED.

Lema 2. Sea G una regién simplemente conexa tal que G C B(0), a € G. Entonces
existe una transformacién conforme W de G sobre B1(0) tal que W(a) =0.

Demostracion.

Utilizando un factor de Blaschke (cf.T.4) podemos reducir el caso a aquél donde a = 0.
Sea F := {F : F holomorfa, inyectiva, de dominio G, F(0) = 0, F(G) C B:(0)}. Sea
m = sup {{F'(0)]: F € F}. m 21 pues la identidad pertenece a F. Sea {F,} C F tal
que nl_z_}ngo |F},(0)] = m. Como F estd uniformemente acotada, por el terorma de Stieltjes-

Osgood se sabe que existe una subsucesién {Fy,} casi uniformemente convergente en G a
una funcién holomorfa W la cual es inyectiva (T.2) y tal que W(0) =0y |[W(z)] < 1 si
z € G. Como W(G) debe ser un abierto en realidad tenemos |W(z)| < 1si z € G. Por
otra parte Fy,. = W', y por tanto, m = |W'(0)|. Es decir, W € Fy [W'(0)| > |F'(0)]
para toda F' € F.

Si fuera B1(0)\W(G) # 0 existirfa una funcién ® inyectiva y holomorfa sobre W(G) tal
que |®(2)| < 1 alli y |®'(0)] > 1 (T.8). Luego, la funcién ® o W : G — B,(0) perteneceria
a F. Sin embargo

(@ o WY(0)] = [2(0)] . [W'(0)] > [W(O),

lo cual es imposible. En consecuencia, W (G) = B1(0), QED.
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VIII.4.
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y por tanto L(29) = L(zp) + 274, contradiccién. Entonces, el complemento de H contiene
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Lema 2. Sea G una regién simplemente conexa tal que G C B1(0), a € G. Entonces
existe una transformacién conforme W de G sobre B1(0) tal que W(a) =0.

Demostracion.

Utilizando un factor de Blaschke (cf.T.4) podemos reducir el caso a aquél donde a = 0.
Sea F := {F : F holomorfa, inyectiva, de dominio G, F(0) = 0, I'(G) C Bi(0)}. Sea
m:= sup {|{F'(0)]: F € F}. m > 1 pues la identidad pertenece a F. Sea {F,} C F tal
que n?z_{go |F’.(0)] = m. Como F esté uniformemente acotada, por el terorma de Stieltjes-

Osgood se sabe que existe una subsucesién {Fy;} casi uniformemente convergente en G a
una funcién holomorfa W la cual es inyectiva (T.2) y tal que W(0) =0y |[W(z)| < 1 si
2z € G. Como W(G) debe ser un abierto en realidad tenemos [W(z)] < 1si z € G. Por
otra parte Fy, = W', y por tanto, m = |W’(0)|. Es decir, W € Fy |W/(0)| > |F'(0)]
para toda F' € F.

Si fuera B1(0)\W(G) # 0 existiria una funcién @ inyectiva y holomorfa sobre W(G) tal
que |®(2)] < 1 alli y |®(0)] > 1 (T.8). Luego, la funcién ® oW : G — B;(0) perteneceria
a F.' Sin embargo

(& 0 W)'(0)] = |2'(0)] . [W'(0)} > [W'(0)],
lo cual es imposible. En consecuencia, W(G) = B;(0), QED.
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Teorema 9 (Riemann). Sea G una regién simplemente conexa, plana, tal que R?\G # {.
Sea a € G. Entonces, existe una tinica transformacién conforme de G sobre By (0), F(z),
tal que lleva a en 0 y una direccidn arbitraria a en a sobre una direccién dada 3 en 0.

Demostracién.

Por lo ya dicho sabemos que existe una transformacién que lleva conformemente G
sobre B1(0) y a en 0. Componiendo con una rotacién adecuada, podemos lograr que una
direccién a en a se transforme en una 3 dada. Sean W y W dos transformaciones con
estas propiedades. Entonces

F(2) := (WoW™1)(2) : B;(0) — B,(0),

es sobre y deja fijos el origen y la direccién 3. Por el teorema 5, F' define una rotacién y
necesariamente F(z) = z. Luego, W = W, QED\

VIII.5.

Definicién 5. Un arco abierto de Jordan I' con extremos p, q distintos se dice un corte
de una regién acotada GsiI' C G y p. g € 0G.

Las regiones acotadas simplemente conexas tienen varias caracterizaciones. Cualquiera
puede adoptarse como definicién. Tomemos por ejemplo la

Definicién 6. Una region acotada G se dice simplemente conexa si todo corte la separa
en exactamente dos regiones, G1 y Go.

Cada una de las regiones GG; es también simplemente conexa.

Definicion 7. Si G es una regién acotada simplemente conexa, una sucesién de cortes
{¢n} de G se llama una sucesién fundamental de cortes si G, Nq,, = 0 para m # n, ¢,
separa a gn41 de g, en G y la sucesién de arcos q,, converge a un punto del contorno
de G. (SFC:=sucesién fundamental de cortes).

De la definicién se desprende que a la sucesién {q,,} le esta asociada una sucesién {D,,}
de regiones simplemente conexas tal que G D D, D D,41. Sea I',, el conjunto de puntos
de 8D, noen G. Entonces T',, =T, D T',+1. Ademés, ND,, = 0. En efecto, sean x € ND,,
y j un arco en G que une x con un punto de qq; si z, € ¢, N7, {,} no converge a un
punto de 9G.
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Definicién 8. Dos sucesiones fundamentales de cortes, {qn} y {q,,}, de G, se dicen equiv-
alentes si D, D {q),: m = mg(n)} y D), D {qgm : m = my(n)}.

Definiciéon 9. De un subconjunto compacto m C 9G se dird que es un elemento de
contorno si existe una sucesién fundamental de cortes {q,} tal que # = NOD,,.

Entonces: ™ = NI, = ND,,. Ademaés, limgq, € 7.

Definicién 10. p € 7 se dice principal en el elemento de contorno 7 respecto de
una SFC que define al elemento si es limite de una SFC equivalente a la dada. En caso
contrario se lo llama secundario o accesorio respecto de esa SFC.

Dos elementos de contorno no son necesariamente disjuntos, y un punto principal respec-
to de una SFC no es necesariamente principal respecto de otra no equivalente. Véase la
siguiente fig.1, y luego la fig.2 al final del capitulo.

P oG
B ——— | | S N S S B C
] [l ', \ ‘\ ~- 7 ‘ !
/) ! | \ ‘\_,// ’I,
I’I :qn S e - __,/,
7 : iv
' q
II m
TT {
1 ', G B 2
An R e e . 4
I
qlll Bn+1
n
A D Fig.1
En la figura 1 es A = (0,0), B = (0,1), C = (k,1), D = (k,0), A, = (£,1 - 1), B, =
(k—-L11-1), B = (k- FGL—T’ ;;1}_——) 71, Ta y w3 = {P} son elementos de contorno,

7y = AB, m3 = CD. B es el tnico punto principal de 7;; todo punto de 75 es principal.
w4 = {Q} es un elemento de contorno que puede ser definido por sucesiones fundamentales
de cortes no equivalentes. Dejamos al lector la demostracién de la (cf. Cap.II):

Proposicion 1. Supongamos que es J el contorno de la regién G. Si J es una curva de
Jordan entonces todo punto p de J es un elemento de contorno y reciprocamente.

Definicién 11. Sean m un elemento de contorno y {w;} una sucesién de puntos en G. Si
existe una sucesion de cortes que define a m, {qn}, tal que para todon, D, D {w; : j >
jo(n)}, entonces diremos que w; converge a 7.

Si {q),} es equivalente a {g,} entonces también para todo n, D, O {w; : j > ji(n)}.

Proposiciéon 2. Si G tiene por contorno una curva de Jordan entonces w, — m = {P} si
y sélo si w,, — P en el sentido ordinario.

57



CAPITULO VIII TRANSFORMACIONES CONFORMES 9

VIII.6.

Algunos de los teoremas que se enuncian a continuacién son utilizados en la demostracién

del T. de Carathéodory.
Teorema 10 (Poisson). Si f(pe'®) es continuaen 8, p constante > 0, entonces la funcién

™ 2 _ ’7‘2
(14)  ulz) = 2%' [ 1pe) i

do =re'®, r
p? —2rpcos(0 — @) +r2 "’ FmTEnL TSP

es arménica en B,(0) y admite una extension continua a Sp(0) que verifica: uly, ) = f.

Dado un disco B,(a) se llama regién de Stolz en un punto b € £,.(a) a un cono con
vértice en b, abierto, contenido en B,.(0), simétrico respecto a la normal a X, en b. y de
angulo menor que /2.

Teorema 11. Si u(z) es una funcién armdnica y acotada en Bi(0) entonces para casi
todo punto de £1(0) existe u(e??) := limu(z) siempre que z — €*® dentro de una regién
de Stolz en €. Vale entonces, para l2| < 1,

I 1—r? :
15 = — o df = re'?.
(15) u(z) 27 /_7, ufe )1 —2rcos(0—¢)+12 "’ e=re

Si ademis |u(e®)| < m para €® en un entorno de z = 1 entonces lim |u(z)| < m para

z — 1, z € By(0). En particular, si lim u(e??) = a entonces lim u(z) = a.
€101 . 2€B,(0)

AY
z—1

Una aplicacién inmediata del T.11 asegura que si G(z) es holomorfa y acotada en B;(0)
entonces, para casi todo 8, G(e'®) est4 bien definida. g(f) := G(€*%) es acotada y medible.
Es bien conocido el siguiente teorema:

Teorema 12. Si G(z) es holomorfa en B1(0) y se anula en un conjunto infinito de puntos
con un punto de acumulacién en B;(0) entonces G(z) = 0.

Vale también el siguiente resultado debido a F. y M. Riesz:

Teorema 13. Si G(z) es holomorfa y acotada en B1(0) y si G(€*®) = 0 en un conjunto de
medida positiva del contorno entonces G(z) = 0.

Este dltimo teorema, que no probaremos aqui, generaliza al precedente en cierto sentido
y extiende al siguiente resultado que permite conjeturarlo.

Lema 3. Sea G(z) holomorfa en B;(0) y acotada. Si en un arco del borde: 0 < 8 < 2n/n,
se verifica: G(z)—0 para z € B1(0) tendiendo a un punto del arco, entonces G(z) = 0.

En efecto, sea H(z) := G(z). G(e*™/™z) .. .G(e?™*(®~1)/";). Esta funcidn tiene una
* extensién continua a §)(0), nula en el borde. En virtud del principio del méximo, H = 0.
En consecuencia, G = 0, QED.

Este resultado admite también la siguiente generalizacidn:
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Teorema 14. Sea G(z) holomorfa y acotada en B1(0) y sea {7,} una sucesién de arcos
de Jordan, v, C B1(0), con extremos py, Gn, Pn = Th€'®, ¢, = R,e"®9) ¢ > 0, tal que
“Yn converge uniformemente al arco o del contorno: o = {€® : a < 0 < a +€}. Luego, si
M, = Eé?*yXIG(Z)I ~— 0 para n — oo entonces G(z) = 0.

Teorema 15 (Lindel6ff). Sea D un recinto de Jordan de contorno J. Sea 0 € J y G(z)
una funcion holomorfa en D que pueda extenderse continuamente a J\{0}.

(i) Si G(z) converge al valor a cuando z — 0 sobre J\{0} entonces lim G(z) = a para
z—0,z€ D.

(ii) Si G(2) — a para z — 0 de un lado de z = 0 sobre J\{0} y G(z) — b por el otro
lado entonces a = b.

Obsérvese que este tltimo resultado es falso si G es sélo armdnica.

VIIIL.7.

Refinaremos ahora el concepto de convergencia a un elemento de contorno. Sea 7 un
tal elemento y {¢n} una SFC que lo define. Pongamos p = (,{g.}) y P sea la familia de
los p asi definidos con la siguiente relacién de equivalencia.

Definicién 12. p; = ps si T = T3 y {q1,n} es equivalente a {g2,,}-
En la Fig.1, py = (@, {¢"x}) # P2 = (Q, {q'})-

Definicién 13. Diremos que {w,} C D converge a p = (7,{qn}), 0 que w,, — T segiin
{an}, si Dy D {w; : j > jo(n)} para todo n.

Obsérvese que si p; = pa entonces w, — p1 si y sblo si w, — pa, (cf. def. 7, 8 y 11).

Proposicién 3. Si J es una curva de Jordan y ® = {P} entonces w,, — P si y sélo si
wy, — (7,{¢n}) cualquiera sea {q,} que defina a .

En efecto, en esta situacién todas las SFC que definen a 7 son equivalentes, (cf. prop.
ly?2).

Teorema 16 (Carathéodory). Si f(z) es una transformacién conforme de B;(0) sobre
una region acotada simplemente conexa D entonces f puede extenderse a S1(0) de manera
que a cada zg € ¥£1(0) le corresponda un elemento p € P. Esa correspondencia, , define
una biyeccién y es tal que una sucesion {z,} C Bi(0) converge a zy € £1(0) si y sélo si
wy, = f(2,) converge a 7 segin {g,}, donde n{20} = p = (7,{qn}). Ademis

8D =U{r : (m,.) € P}.

En relacién con este dltimo teorema véase la Fig.2. Con las mismas hipétesis del T.16
tenemos el

Lema 4. Sean 7 € (0,1], rp < 1p=1/2, &y = {2 € B1(0) : Tpy1 < |Jz2=1| <7} D
C(pn) = arco de circunferencia de radio p,, con extremos en £1(0), donde 7,1 < pp < .
Existe una subsucesion {pn, } tal que la sucesién fundamental de cortes en By (0), {C(pn,)},
tiene por imagen a {Y(pn,) := f(C(pn,))}, la cual es una sucesién fundamental de cortes

en D.
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Demostracion.

El drea de f(A,) y la longitud de (p), donde ¥(p) = f(Q(p)), Qp) =

{z€ A, :|z—1] =p}, p € (Trt1,7n), pueden calcularse con las siguientes férmulas:

(16) =/ / (=) 2r dr db; 7(p)| = /Q i@,

donde z = 1 + re®. Entonces, |y(p)| es semicontinua inferiormente y positiva.

Ademas,

// "(2)|rdrdf < |f(AR)]H? (// rdrd0>1/2 < T VT F(AL)H2.

Sea M el infimo esencial de |y(p)| en (rpt1,77) y m el infimo de |y(p)| en [rni1,7n].
Entonces, M > m > 0y vale:

0 n Mdr < / dp/ 2)|rdf < // z)|rdrdf < Tn\/ﬂf(An)[l/Q-
Tr4+1 Trnil Q(p)

Luego, existe t, tal que t, € (Tp41,70) ¥

longitud de f(Q(tn)) =|f(Q(t:))| =
o = [ WEro <svRIeI = 0
Q(tn)

pues los A\, son disjuntos dos a dos y D es acotado.

Maés ain, el conjunto de los t,, que satisfacen (17) tiene medida positiva.

Sean an y fBn los extremos de f(Q(t,)) en &D. Definimos p; = ¢; con t; satisfaciendo
(17). Puede ocurir que al elegir un t; tengamos {as, B2}N {1,581} = @ y entonces py := t,.

En caso contrario, sea Q(p) un arco en Ay de extremos A y B tal que f(Q) tenga algtin
extremo igual a a; o a f;. El conjunto de puntos A en 2{(0) con esta propiedad es de
medida cero pues f no es constante (cf.T.13). Idem para B. Luego, existe py € (r3,73)
tal que 7(p2) = F(Q(p2)), 11(p2)] < 3y F(59)]/2 y tal que los extremos aa, f de y(ps)
son distintos de o} y de 8;. Andlogamente hallamos p3 € (r4,73) tal que Q(p3) tiene por
imagen a -y(p3) cuyos extremos as, 53 no pertenecen a {ay, 51, a2, 32}, etc..

Si en el paso n, a, = B, entonces un pequeno giro de Q(p,) con centro en «a,, da lugar
al arco C(p,) tal que f(C(pn)) tiene extremos distintos y satisface (17). Esto dltimo se
verifica aplicando el argumento ya utilizado. Reemplazamos entonces Q(p,) por C(p,). Si
Qn # fBr, definimos C(p,) = Q(pn). Como |f(C(pn))| — 0, existe una subsucesién {p,,}
tal que ¥(pn,) = f(C(pn,)) converge a un punto, necesariamente en dD. Sigue ahora
facilmente que {¥(pn,)} es una sucesién fundamental de cortes, QED.
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Demostracién del T.16.

Sean p = (7,{gn}) € P, an y By los extremos de q,, wo = lim g,,. Sea
{wn :n=1,2,...} una sucesién de puntos en D con las siguientes propiedades:

(c) Wy, =P, w, mwETM, fHw,) — 2z € £1(0).

Dados p y w € 7 siempre existen sucesiones (c) asociadas a ellos. Definamos A,, :=
f7Y(gn). Los extremos a, y b, de A, son los puntos de ¥; determinados por a, y Bn
respectivamente.

Para ver que A, tiene limite ay, (y by, en el borde) basta observar que en caso contrario
existirian dos radios fijos de B;(0) que intersectarian a A,, infinitas veces al acercarse A,
al contorno. Del teorema 14 seguiria f(z) = cte; contradiccién.

Ademss a, # b,. En efecto, supongamos a,, = b,; aplicando el T.15 a la funcién f (2)
sobre una subregién de By cuyo contorno es A, resulta a, = 3,, contradiccién.

La funcién f(z) — wp converge uniformemente a cero sobre los arcos de Jordan A, pues
f(An) = gn — wo. Silos arcos A, no convergieran a un punto de ¥; existirfa un cono V
con vértice en 0 tal que sobre A, NV, f(z) —wy — 0 para n — co. En virtud del T.14.
f(2) = wp, lo cual es imposible.

Sea entonces zp = lim A,, 20 € 1. {A,} es una SFC en B;(0). Existe entonces una
SFC equivalente a {A,}, {C(p,)}, del tipo del lema 4 (cf.Prop.3). f(z) aplica esta tltima
en una SFC equivalente a {g,}, {7,}. Definimos

(18) n(z0) = p-
Observemos que si w; — 7 segin {g,} entonces z, = f~!(w,) converge a zy, y
reciprocamente. :

Veamos que la definicién (18) es independiente de {w, } y w de la sucesién (c). Sean w’ €
y w;, — p, w;, — w’. Supongamos que f~(w}) — 2z1(€ X1). Si 2y # z; entonces a partir
de un jo, {f*(w})} y f~'(w;)) estén separadas por un C(p.,), m = m(j). Sin embargo,
(ver Def.13), sus imdgenes {w}} y {w;} estén en un mismo D, si j > 5 (r). Si D, se elige
contenido en el dominio asociado al elemento vy, = f(C(py,)) de la SFC {v,}, equivalente
a {¢r}, se obtiene una contradiccién. O sea, zg = 2;. Es decir, zg queda determinado por
wo = lim q, € 7. Luego, si zg # 21, entonces 7(2p) # n(21).

Por otra parte, el lema 4 permite asignar cada zp € X; al elemento de contorno g
determinado por la sucesién fundamental de cortes {f(C(pr))}, imagen de la SFC {C(p,)}
que converge a zg. Luego, 7 1(P) = 1.

Sélo resta ver que los elementos de contorno m cubren 8D. Sea w € 8D. Existen
{wn} C Dy zg € I tales que w, — w, 2, = f~}(w,) — 2. Para este 2y construimos
{C(pn)} como en el lema 4. Vale {C(pn)} — 20. Si gn == f(C(pn)) entonces {g,} (o una
subsucesién) es una SFC que define un elemento de contorno p = (m, {q,}) para el cual
w € 7. En efecto, m = ND,,, QED. ‘
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CAPITULO VIII TRANSFORMACIONES CONFORMES 13

Corolario del T.16. Si ademds J es una curva de Jordan y J = 0D, f se extiende a un
homeomorfismo entre S; y D de manera que £; < J y By « D.

El corolario sigue de la Prop.3 y el T.16. Los detalles se dejan al lector.

Fig.2
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CAPITULO IX
EJEMPLO DE H. WHITNEY

IX.1.
Un caso particular del Teorema de extension de Whitney.

NOTACION: C, C’ representan constantes absolutas > 1, no necesariamente iguales en
distintas férmulas y x, y, z puntos del plano. |z| representa la distancia de z al origen.
Para fijar ideas supondremos que tenemos un compacto H C @y = cuadrado cerrado de
centro 0 y lado 1. Sea R = 3.int Q¢ = cuadrado abierto de lado 3 con centro en 0. Los
cuadrados tienen lados paralelos a los ejes.

Teorema 1. Sea f(x) una funcién real definida sobre H tal que |f(z) — f(y)| < w(|z—y|)
siz,y € H, x # y, donde w(t)/t es una funcién no negativa, mondtona creciente, definida
en la semirrecta positiva y que tiende a 0 para t — 0. Entonces, existe una extensién € f
definida en R tal que:

(i) €f(z) = f(x) sizx € H

(ii) ef(z) € Ct en R

(ili) |ef(z) —ef(y)| Sw(Clz—yl) sizeH yeR

(iv) |grad e f(z)| < C’%gf}%ﬁ donde z € R/H.

Este teorema es un caso muy particular del teorema de extensién. El resultado general
se enuncia en 1X.3. La hipdtesis puede ejemplificarse sin mucha dificultad con funciones no
constantes si A es numerable con un dnico punto de acumulacién. Antes de la demostracién
observemos que el gradiente de €f(z) serd 0 si *+ € H como consecuencia de (iii) y la
hipétesis sobre w.

Subdividimos R en nueve cuadrados de lado 1, de interiores disjuntos y llamamos Fp al
conjunto de esos cuadrados; Qo € Fp. Luego, definimos inductivamente F,, = el conjunto
de cuadrados de lado 27" en que quedan divididos los cuadrados que componen F,,_;. Si
Qe F,yQ €F, conm< n, entonces o bien son de interior disjunto, o bien Q C Q’.

Sea M’ = {Q € G F;: dist(Q,H) > diam(Q)}.
; A

Definicién 1. M = {Q EM:Q##QeM =Q¢ Q}.
lo representard al lado del cuadrado Q. El operador ¢ denotars el complemento a R.
Por ejemplo, H® = R\H.

Proposicion 1. 5
(1) SiQ, Q € M, Q # Q, entonces sus interiores son disjuntos.
(i) U{Q: Q € M} = HC.

Typeset by ApS-TEX
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2 CAPITULO IX EJEMPLO DE H. WHITNEY

(iii) Si Q € M entonces diam (Q) < dist(Q, H) < 3.diam (Q).
(iv) Sean Q € M, Q € M". S1Q0Q7é06ntoncesl < 4.do.

(v) Si Q@ € M entonces hay a lo sumo 20 cuadrados Q € M que verifican QN Q # 0.

Demostracion.

(i) e (ii) son inmediatos.

(iii) Sea Q € Fjy sea Qe F;_1 tal que Q C Q. Entonces Q ¢ M. Luego 2 diam(Q) =
diam (Q) > dist (Q, H) y por lo tanto dist(Q, H) < dist (Q, H) + diam (Q) < 3.diam (Q)
(1V) Siz € QNQ con diam(Q) < diam (Q), entonces, usando iii), dist (z, H) <

m (Q) + dist (Q, H) < 4.diam (Q), mientras que por la definicién de M’ : d(z, H) >

dzst (Q, H) > diam(Q).
(v) sigue de (iv), QED.

Definicién 2. SiQ es un cuadrado de lado 1 y centro ¢ entonces Q* denotara al cuadrado
abierto con lados paralelos de longitud (1 + €)l, con € < 1/8, fijo y el mismo centro c.

Consideremos los elementos de M numerados: M = {Q : k = 1,2,...}. Sea M* =
{Q% : Qx € M}. Vale la siguiente

Proposicién 2.
(1) Si QrNQ; # 0 entonces Qi N Q; # 0.
(ii) Si z € H® entonces hay a lo sumo 21 niimeros k tales que x € Q5.

Demostracion.
\

(i)Sea @ € M. Por Prop.1l, (iv), los cuadrados de M que tocan @ tienen lados de
longitud mayor o igual a lp/4. Por lo tanto

RNQ*cintU{Qe M: QnQ # 0}.

(ii) sigue de (i) y de la Prop.1, (v), pues si z € HE entonces z € Q; € M y si también
Tz €QF, QunNQ; #0, QED.

NB. Obsérvese que (ii) puede afirmarse también de puntos fuera de R. Incluso de un
pequeiio entorno de x para todo x ¢ H.

Respecto de (i) nétese que vale: QF NQF # @ implica Qr N Q; # . En efecto, por la
eleccibnde e, QFNQr #0=QrNQ; #0.

NOTACION: [; denotara la longitud del lado de Q; y ¢; su centro.
Sea ¢(z) € C tal que 0 < ¢(z), d(z) =1en Qo y ¢(z) =0siz ¢ Qf.

Defnicions. &i(@) = o( 7% ) i= L2 8= Th@, i) =2

Enz € HY, ®(z) > 1y en todo punto, ¢;(z) >0
Es claro que las ¢;(z) forman una particién de la unidad de HC, esto es, vale el (cf.

NB):
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CAPITULO IX EJEMPLO DE H. WHITNEY 3

Lema 1. ) ¢;(z) =1 en HC y todo x ¢ H admite un entorno donde se anulan todas las
i=1
¢; salvo por un nimero finito de ellas.

Demostracién del teorema 1.

Sea y; € H tal que dist (Q;, H) = dist (Qi, ;).
Definimos

i_o:lf(y,)gbz(m) size HC
f(x) site H

Ef(x) :=

De la definicién sigue (i) y también que €f(z) € C*°(H®), dado que sélo un nimero
finito de sumandos es distinto de cero en un entorno de cada x € H.

Supongamos (iii). Entonces, €f(z) es continua. Ademds, grad €f(z) existe y es nulo
para © € H. Por tanto, (ii) sigue de (iv).

Veamos (iii). Sea z € H, y € H¢

SUCENIOIESIE RN A

Llamemos § := |z — y|. Sea ¢ tal que ¢;(y) # 0. Entonces y € Q7,

(1) [€f(z) - €f(y)| =

@) 6 > dist (y, H) > dist (Qi, H) = dist (y, Q:) > (1 - 5) diam (Q).
Luego '
(3) l; < C6 con C una constante absoluta..

Adem3s, usando (3), la definicién de y; y la Prop.1, (iii):

(4) ly: — yl < dist (y;, Qi) + diam Q7 <

pues la suma es < 3.diam Q; + diam Q7.
Luego, para estos i:

(3) |z —yi| < |z —yl+ |y —w| < (1+C)6.

Teniendo en cuenta (1), la hipdtesis sobre f y que w es creciente con w(t) — oo para
t — o0, resulta,

|€f(z) — & Zw ((1 4+ C"é).¢;(y) = w((1L + C")é).

Esto prueba (iii).
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4 CAPITULO IX EJEMPLO DE H. WHITNEY

o
(iv). Sea z € HY. Por Lema 1, 3 V¢;(z) = 0. Luego, si & € H es tal que |z — 3| =
i=1
dist (z, H) resulta:

Vef(z Z Flys) — f(3)Véi(z),

donde la suma se reduce a los 7 tales que V¢;(x) no es cero en un entorno de z. Sea 7 uno
de estos. De la definicién de Z sigue que |z — Z| < |z — y;|, que implica (cf.Prop.1),

(6) |1Z — yi| < 2|z — yi| < 2(dist(yi, Q;) + diam (Q7)) < C;

Tenemos entonces,

(7) IVEf(z)] <) w(CL)[Vey(z)].
=1

Por otra parte,

o(x)

Vo, (z)] < Cmax{

l V(z)
32(z)

} < C’mal:v Vol

pues los @ que contienen a z poseen lados del mismo orden que I;, (cf.Prop.1).

Usando que |V¢;(z) < % y que l; < C'dist (z, H) se obtiene (iv) de (7).

Esta ultima desigualdad sigue de: dist (z, H) = |v — Z| > dist (Z,Q}) > dist(H, Q) >
dist (H,Q;) — ediam Q; > (1 — €)diam Q;. QED.

IX.2.
El contraejemplo de Whitney.

Dada una funcién f(z) en una regién D del plano, f € C™(D), m > 1, diremos que
x € D es un punto critico de f si Vf(x) = grad f(z) = 0. Es natural conjeturar que si
H C D es un conjunto conexo de puntos criticos entonces f es constante sobre H. Esto es
efectivamente asi si m > 2 (M. Morse, cf. IX.4) pero para m = 1 presentamos el siguiente

ejemplo de H. Whitney de una funcion C'(D) no constante sobre una curva de Jordan de
puntos criticos.

% El arco. Sea Q un cuadrado de lado 1 en el plano y sean Q;, i = 0,1,2,3 cuatro
cuadrados de lados 1/3, ubicados ciclicamente en el interior de @, a distancia 1/12 del
contorno de (). Sean los puntos £ (=entrada) y S (=salida) centros de lados consecutivos
de @ de manera que E equidiste de Qg y de @, y S equidiste de Qo y de Q3. Sean E; y S;
centros de lados consecutivos de Q); de manera que S; y F;; estén sobre lados enfrentados
para ¢ = 0,1,2 mientras que Ey esté cerca de E, y S3 esté cerca de S, (ver Fig.1). Para
1 =0,1,2,3, sea ¢; la semejanza de razén 1/3, que lleva el cuadrado Q en Q; de manera
que ¢;(E) = E;, ¢;(S) =S, (¢2 es una homotecia de razén 1/3, ¢ incluye una reflexién
respecto al eje de las y, ¢1 y ¢3 incluyen rotaciones en 7/2 y —7/2).
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CAPITULO IX EJEMPLO DE H. WHITNEY 5
Sea A el segmento EEy, A; el segmento S;_1E; para j = 1,2,3 y finalmente A4 el
segmento S35. Para o = {41,...7,} un multiindice con ix € {0,1,2,3}, definimos para

h €{0,1,2,3,4}, i € {0,1, 2,3}, recursivamente, (cf.Fig.2 y 3):

- Qia = ¢i(Qa) Aiah = ¢i(Aah)-

A
) 3
QQ 3. E QB
2 3
E S T
2 3 &
& Q s s
=
1
BT s
Ql A (0 Qu
Fig. 1,
ED =
A
E
- £ |
[ Q 47—
3
_—
b 0
'y
10 Y03 1 ‘o2
Q, I U By
1
] Q 1 1Q
03 01 Flg. 2
B
E
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6 CAPITULO IX EJEMPLO DE H. WHITNEY

Q
3 A3y
Ea)
E, 31 Q Ao,
A | o 3 )
3 \ 230 A:aoa
\ nin
Al Yo Lasoo| IF3C] U
2
Qg Qg |
Uz / Uz | U Fig. 3
{
/ A

Te——
5 \ A,

Si a = {i1%5...} es una sucesidn, iy € {0,1,2,3}, entonces @, serd el punto de inter-
seccién de todos los cuadrados Qg con 3 = {i1%2...%,}. La unién de todos los segmentos
Aqn junto con los puntos @, forma un arco de Jordan H, que puede representarse como
la imagen topolégica del segmento [0,1]. En efecto, una transformacién z : [0,1] — H, con
z(0) = E, z(1) = S, se puede obtener si representamos cada punto de t € (0,1) en base 9,
t=0.a10a9... conap € {0,1,...,8}. Esta representacién es unica, salvo por las de periodo
8, las que excluiremos en lo que sigue. Usaremos en su lugar su expresién equivalente de
periodo 0.

Sit=0.0102... conap =2ip+ 1y a={i1i...} definimos z(t) = Qq.

Siap =2ip+1parah=1,...,n, £k €{0,1,2,3,4} y @ = {41 ...9n}, entonces definimos
x: [0.a;1...an(2k),0.0; ... an(2k + 1)] — Ask en forma lineal.

Obsérvese que para k € {1,2,3,4} el punto inicial de Aqr es el punto final de Aqk—1)4.
Y también que el punto inicial de A, es el punto final de A,,.

% La funcién f, Definimos primero la funcién f(z) sobre H de la siguiente manera:
f(E)=0, f(S)=1. Sit=0.a103... conap, =2ip+1lparah=1,...,ny apy, = 2k,

definimos f(z(t)) = Y. % + 52 (si n es 0o, entonces no aparece el dltimo sumando).
h=1

Como % + 4134,1 +-t 4m3+h + 4mfh+1 = Z%: resulta f(Aqk) = f(Aa(k:--l)4) =
f(Aa(k—1)3..34) para k € {1,2,3,4} y también f(Aan) = f(Aaro..0).para h.€ {0,1,2,3}.
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CAPITULO IX EJEMPLO DE H. WHITNEY 7

O sea, f es constante sobre las poligonales que componen H y sélo crece en los puntos
. con « una sucesién infinita.

Teorema 2. La funcién f(z), definida sobre el compacto H, verifica para z,y € H,

log 4

[f(z) - f(y)| < Clz—y|" donde 1 := >1

log 3 ’
Demostracién.
Sean z,y € H, x = xz(0.a1a2...), y = (0.b1bs ... ) tales que

(8) f(z) # fy)

Sea n definido por ap = by, para h = 1,...,7 y @nt1 # bnt1. Entonces (8) implica que
ap = 2ty + 1 es impar para h < n, y de la definicién de f se ve que

9) f(2) = f(y) =47(f(&) - f(9)) conZ = 2(0.ant10ns2-..), §=2(0bps1bnt2...).

Por otro lado, = ¢4 (Z),y = ¢a(§) con a = {i1%1 ...9,}. Luego

|z —y| =37"|Z — g osea, |t —yl"=4""z—g|"
y b
10) £ - W) _ @) - 1)
|z -yl 1z — g

Hay tres posibilidades de ubicacién del par Z, § en Q.

Caso 1: T € Qn, ¥ € Q.

Caso 2: T € Qp, Y € Ag.

Caso 3: T € Ap, y € Ag.

Como an+1 # bp+y1, debe ser h # k en los casos 1 y 3, mientras que en el caso 2, la
desigualdad (8) implica que Z ¢ A(;_1)4 U Ago.

Sigue que |£ — §| > 1/6 en el caso 1, | — §| > 1/36 en el caso 2, |T — §| > V/2/6 en el
caso 3. O sea en todo caso | — §| = 1/36. Como |f(Z) — f(¥)] < 1, sigue que el cociente
en (10) estd acotado por C = 36", QED.

% El teorema 2 muestra que f(z) definida sobre la curva H verifica la hipétesis del
teorema 1 con w(t) = C.t". Luego la extensién dada por ese teorema es una funcién
continuamente diferenciable en @), de gradiente nulo en H, no constante sobre H. Es el
ejemplo de Whitney. El arco H tiene dimensién de Hausdorf ;Zg ‘31 € (1,2) y por lo tanto
medida cero.
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8 CAPITULO IX EJEMPLO DE H. WHITNEY

IX.3.

T, y Tepresentardn puntos de R™, = = (21,...,%,), 2+y = (T1+¥1,---,Zn +¥n), R
un hipercubo abierto de R™. a € N™ representard n-uplas de nimeros naturales, o =
(01,...00), o] :=a1+ -+ apn, dd =a1!...a,!, D= 5;—;1—1%, T =z .zl

El teorema de extensién de Whitney responde a la siguiente pregunta: Dada una familia
de funciones {fa(z);|a| < m} sobre un conjunto cerrado H, H C R, bajo qué hipStesis
se puede asegurar que ellas son las restricciones a H de D*F, donde F' € C™(R) es una
funcién con m derivadas continuas en R.

En el caso que exista una tal funcién se tiene, por la férmula de Taylor, para

1Bl <m, z,y € H,

a3

(1) \fﬁ(a:)— S s T o - w)

al
laj<m—|B]

donde wp(t) es una funcién definida sobre la semirrecta positiva tal que ’“g,Et) ~— 0 para

t — 0. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que E%Q es mondtona creciente.
Luego (11) es una relacién necesaria entre las f, para la existencia de F. El teorema de

Whitney dice que también es suficiente

Teorema de Whitney. Sean {f.(z);|a| < m} funciones definidas sobre un compacto
H C R que verifican (11) con las funciones w—:h@ mondtonas crecientes, > 0 y tales que
w:—,ft) — 0 para t — 0.

Entonces, existe una funcién F' € C™(R) tal que D*F(z) = f,(z) para todo z € H.
\

En el péarrafo 1 se considera el caso de este teorema donde n =2, m =1, f,(z) =0
para |a| = 1. La hipétesis (11) se reduce en este caso a

(12) - Nfolz) = fo()l < wi(lz — yl).

Recordemos como se obtiene la férmula (11).

Si F(t) es una funcién de una variable real, con m derivadas continuas en |t| < 1
entonces

3

S pOE = [ gyt (g gy - pom o)y 4E
0 F- Y005 [ = ot @ - e )
En particular sigue que
(14) |F<1> - i},ﬂﬂ(mk maz{|[F™) () - F™(Q)]; 2 € [0, 1]}/m!
j=0"" .

Si aplicamos estas férmulas a la funcién F(t) := f(y + t(z — y)) y usamos el hecho que

(13) FO@) = 3 D fly+ iz~ ) 2w )
la=7 ’
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CAPITULO IX EJEMPLO DE H. WHITNEY 9

resulta,

f@ - Y i E
lelsm '

(16)
Smaz (2|D°f(2)[; |a] =m, |z — 2| <z —yl} .|z — y["n™ = wa(|x — ).

IX.4.

Sea Q2 un abierto de RY y sea F(z) una funcién real de CP(Q). m denotard la medida
de Lebesgue en el espacio que corresponda. Sea C := {z; VF(z) = 0}, el conjunto de
puntos criticos de F.

Teorema de Morse. Sip > N entonces m(F(C)) = 0.

Luego, si N = 2 entonces p > 2 implica que F'(C) es un conjunto en R! de medida cero,
que es justamente el caso citado en el parrafo 2.

Sea ahora F' a valores en R™ y F”(x) la matriz jacobiana. En esta situacién,
C := {z; rango F'(z) < m}. El siguiente resultado generaliza al precedente,

Teorema de Sard. p+m > N + 1= m(F(C)) =0.
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CAPITULO X
CURVAS GENERALIZADAS

Introduccidén.

Las curvas generalizadas son ciertas funcionales lineales de un espacio dual B*.

Este espacio dual B* contiene los ‘representantes’ de todas las curvas mas o menos
suaves (continuas con derivadas continuas a trozos digamos). La clausura, dentro de B*
de todos los ‘representantes’ son las curvas generalizadas. Es decir, dentro de esta clausura,
estarian todas las curvas mas eventuales elementos nuevos, limites de dichas curvas.

Como dicha clausura intersecada con la esfera de radio R resulta ser compacta se pueden
obtener teoremas automaticos de existencia sobre infimos o supremos de ciertas funcionales.
El siguiente ejemplo aclara las cosas.

Tratemos de encontrar el minimo de

/1(1 +22)(1 + (2% — 1)?)dt
0

sobre las curvas z(t) ¢ € [0, 1] continuas con derivadas continuas a trozos con la propiedad
z(0) = z(1) = 0. Si uno toma a z(t) continua con derivadas +1 a trozos y |z.(t)| < ¢, la
integral no es mayor a €2 + 1. Sin embargo, el limite de z.(t) tiende a la curva constante
igual a cero. Si uno calcula la integral para zo(t) = 0 V¢ € [0, 1], esta da 2. Por otro lado se
ve la integral de arriba, es siempre > 1. Es decir si bien la solucién no existe dentro de las
curvas continuas con derivadas continuas a trozos, la solucién se puede pensar como una
curva constante igual a cero que en cada punto tiene pendientes 1 y -1 con probabilidad
1/2. Esto es una curva generalizada. Lo que sigue es una descripcién matemética de esta,
idea.

El orden de este capitulo es el siguiente: en X.1 y X.2 se dan las definiciones generales
de los espacios de Banach con los que se va a definir una curva generalizada; en X.3 se
da la definicién de curva generalizada y el enunciado del teorema mas importante de este
capitulo (teorema de representacién) . X.4 contiene un ejemplo parecido al de arriba. X.5
y X.6 contienen la demostracién del teorema de representacién.

X.1.

Las curvas generalizadas son ciertas funcionales lineales de un espacio dual B*.Definamos,
pues, nuestro espacio de Banach B que tendra como dual a B*.

Definicién. El espacio de Banach B = C(A) es el conjunto de funciones continuas en
un compacto A C R*™ con la norma del supremo, i.e., si L(p) es una funcién continua su
norma es

||L|| = sup|L(p)|.
pEA

Typeset by ApS-TEX
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2 CAPITULO X CURVAS GENERALIZADAS

El compacto A esta formado por todos los puntos p tales que
p= (xl’ c- 3Ty i’.lr" 7i:n) = (117,117)

K>0, -K<z; <K, i=1,...,n,

|| =1/82 +-- -+ 32 =1.

Sea z(t) = (21(t),...,zn(t)), t € [to,t1], una curva AC en R™(*) : cada una de sus
componentes es AC con —K < z;(t) < K parat € [to,t1], i =1,...,ny tal que |2(¢)| =1
salvo en un conjunto de medida cero, (£(t) = (£1(t),...,2,(t))). Llamaremos a estas
curvas, curvas admisibles. Se puede identificar una funcional F € B* asociada a esta
curva de la siguiente manera:

$U0=/huﬂmimMuLeB

to

Veamos que esta bien definida:

(I) Dadas las definiciones de L y z(t), L(z(t), Z(t)) tiene sentido para todo ¢ casi doquier
y es una funcién acotada y medible en [tg,?1].

(1)

[¢]

/lm%@akar¢mwm

ty i1 b t1
/(M+Lma®ﬁ=/<h@@ﬁ+/.h@@@

to to to

: / tl(aL)(w,a’:)dt =a / ; L(z, &)dt.

to to
Luego, F € B*.
X.2.

Llamaremos A’ al conjunto de puntos p tales que
-K<z; <K paratodoi=1,...,n.

Es obvio que A C A'.

Lema 1. Sea L funcién continua en A. Existe una tinica funcién continua L. definida en
A’ de tal manera que '

(I) Le|A =L,

(I)Le(z,zk) = kLe(z, ), k > 0.

(*JAC: absolutamente continua
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CAPITULO X CURVAS GENERALIZADAS 3

Lema 2. Sea f(x), z € [a,b], una funcién continua, estrictamente creciente y tal que

m{f'(z) =0} = 0. Entonces f~! es AC (Teo. de Zarecki).

Sea y(t) = (y1(t),---,yn(t)), t € [to,t1], una curva AC, con —K < y; < K para
todo ¢ para todo 7, y tal que 0 < |y(¢)] < K’ ed. Llamaremos a estas curvas, curvas
reparametriza-

bles.

Sea

La demostracion de que F € B* es andloga a la hecha, sélo es necesario recalcar que
(Ll + L2)e = Lle + L?ey

(aLl)e = ang,

t1
[ etwiae < 5t = ol 1L
Q

Sean T = s(t) = [, |ldt, L = [ y|at.

Por el teorema de derivacién de Lebesgue 5(t) = |¢(¢)| cd, entonces s(t) es AC, estric-
tamente creciente y m{s(z) = 0} = 0; luego por el lema 2, s71(7) es AC (y estrictamente
creciente).

Sea Q = {t: |y(t)|3, 0 < |y(t)|, 8(t) = |y(t)|}, entonces m(~ Q) = 0(*). Por ser s(t) AC

y estrictamente creciente entonces m(s(~ @)) = 0. Sea 7 ¢ s(~ @), entonces

PO

a1 - |- 1,
= [g(s™H(m)s ()| = y(t)g(—ﬁl—l.

Es decir que y(s~ (7)) = z(7) es una funcién AC, con |#(7)| = 1 cd. Ademis,

l 1 3
L(w(r), &(r))dr = /0 Lo(a(r), d(rdr = £

o~

S o

Le(z(r),5(s™Hm)))$™ (1)dr =

" Le(y(2), 9(8)s™*(s(8)))8(2)dt =

t1

Il
S

e(y(2), y(2))dt.

Il
5~
b{

0 4

Hemos demostrado que si tenemos una curva y(t) reparametrizable y su funcional F
asociada, entonces existe una curva z(7) admisible cuya funcional asociada F' es igual a

F.
(*)~ Q@ = [to, 1 \Q-
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4 CAPITULO X CURVAS GENERALIZADAS

Esto es debido a que y(t) permite una reparametrizacién, suficientemente buena, por
medio del pardmetro longitud de arco 7.

X.3.

Definicién. Una curva z(t), t € [to,t1] se dice lipschitziana si existe una constante c tal
que
[2(t") — 2(t)| < c|t’ — t| para todo t,t’ € [to, t1].

Definicién. Las funcionales lineales que provienen de curvas mediante la correspondencia
descripta més arriba seran llamadas funcionales o curvas admisibles.

Definicién. EI cono positivo de B* es el conjunto de funcionales F tal que
F(L)y>0si L>0con L €B.

Esta claro que una funcional admisible pertenece al cono positivo.

Teorema Alaoglu-Bourbaki. La esfera de radio R en B* con la topologia débil es
compacta.

Teorema. B es separable, y por lo tanto, la esfera de radio R > 0 en B* munida de la
topologia débil en B* es metrizable.

Definicién. Llamaremos curvas generalizadas a la clausura dentro de B* (con la
topologia débil) de las curvas admisibles. \

Sea z(t), t € [to,t1], una curva admisible y F su funcional asociada. Entonces

I17]| = ”izltlz_lllf(L)l < (1 — to)||IL]| = (t1 — to)-

Pero si Ly = 1 entonces
F(L1) = t1 — to = ||F|| = longitud de la curva z(t).

M4és aun, toda funcional del cono positivo de B* alcanza su norma en la funcién
idénticamente uno.

Teorema de Riesz. Dado F € B* existe una tinica medida i con signo, regular, definida
sobre los borelianos de A de tal manera que

F(L) = / Ldy para todo L € B.
A

Ademas, si F pertenece al cono positivo entonces la medida es positiva.

La medida p se dice regular si para todo E boreliano y para todo € > 0 existen
K g

F=F, G= é C A tales que G D E D F y |u(c)| < € para todo boreliano ¢ C G\ F).
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CAPITULO X CURVAS GENERALIZADAS 5

Definicién. Llamaremos elemento generalizado de linea 6 elemento de linea turbulento
a una funcional F, tal que por el teorema de representacién de Riesz se escriba

Fo(L) = /A Lay

con (1 una medida positiva, nula fuera del conjunto de puntos {p = (zg,%)} C A, con cierto
o ﬁjo.

Si la medida u (positiva) estd toda concentrada en un punto p = (zo, Zp) llamaremos a
esa funcional, elemento de linea.

Definicién. Dado un elemento generalizado de linea llamaremos resultante al vector

(a;o,/ 0d,u>.

A

Entendemos
/odﬂ= (/ ild,u,...,/ a':nd,u> e (Folir), - Folien).
A A A

Nuestro principal interés estd en el teorema que sigue.

Teorema de representaciéon. Un elemento F € B* es una curva generalizada si y
sélo si existe una funcién vectorial lipschitziana z(t), t € [0,1] ! y para casi todo t, un
elemento generalizado de linea g; con resultante (x(t), Z(t)) de tal manera que ||g:|| esta
uniformemente acotado y

1 «
F(L) = / 9:(L)dt para todo L € B.
0

X.4.

Veamos un ejemplo de curva generalizada.

A) Curva de Lebesgue.

Sea x™(t) = (z7(t),z5(t)), t € [0,1], en el plano tal que zF(t) = t/v/2 para todo n y
z7(t) es un “diente de sierra” de altura 1/n con pendiente +1/2/2 (ver figura).

Como |£"(t)| = \/ (£v2/2)2 + (v/2/2)2? = 1 cd, las curvas £"(t) son admisibles y ademds
longitud de z™(t) = 1 para todo n. Sean F™ las funcionales asociadas a z™(t). Probaremos
que existe F, una curva generalizada, tal que F*=F (débilmente).

l-K < z;(t) < K para todo i para todo t € [0, 1].
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6 CAPITULO X CURVAS GENERALIZADAS

A% (1) ?6;7(1)
%
W
0 \/ 10t
()

pendienles 2 VZ/2 0\ /Jenc//e/?Zc/ 25t

Para ello sea {P;} la familia de polinomios que es densa en C(A) = B.
Para saber qué sucede con F"(P;) cuando n — oo basta analizar lo que sucede con un

monomio m:
— i1 %2 T T2
m=axr Ty T Ty°.

Entonces,

1 . ) . .
Frm) = [ ot (005" 08" (033" O
0
Dado que |z§” (£) &% (t) #57 (t)| < k para todo ¢ ed. y 2%(t) — 0 (uniformemente)
entonces si 2; > 0 tenemos que la integral tiende a cero.

Supondremos pues que 4; =0 (i.e. el monomio m no posee primer factor); j; puede ser
par o impar. Supongamos que j; es par, entonces,

1 ) . .
Frm)=a / 25 (8) 877 (8) 857 (8)de =
0

N a/ol(t/\/ﬁ)iz (EV2/2)7 (V2/2)dt =

. e 1
— 2/9)irtiztiz .
a(\/_/ ) 19+1
Si 71 es impar entonces nuestra integral es de la P (1)
forma "—')l’
1 %
F(m) =/ f(t)gn(t)dt para todo n (f(t) fijo), 0 11
0 l
donde f es continua, g,(t) es una funcién que osci- \IZ)L
la entre v/2/2 y —/2/2 en intervalos iguales y estos }/
tienden a cero si n — 0.

Luego, F*(m) — 0 si » — oo. Luego, para
todo m monomio existe el limite de F™(m); entonces
también existe el limite de F™(P) donde P es un
polinomio. Sea f cualquier funcién de B:

IF2(f = POI < WF™If = Bill = |If = B]l  para todo n.
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CAPITULO X CURVAS GENERALIZADAS 7

Como {P;} es densa en B entonces existe lim F"(f). Luego, por propiedades de lineali-
n—oo

dad de 7" y ||F"|| = 1 para todo n, queda definida F por

lim F*(f) = F(f),

n—oo

y de manera que

(I) F(fr + f2) = F(fr) + F(f2)
(1) F(kf1) = kF(f1)
(1) |7l < 1.

., Cémo es F?
Sea z(t) la curva definida por z(t) = (21(t) = 0, zo(t) = t/v/2) para todo t € [0,1]
y para todo t de ese intervalo g; un elemento generalizado de linea que tiene masa 1/2
en cada uno de los puntos (z1(t) = 0, zo(¢) = ¢/V2,v2/2,v/2/2) y (z1(t) = 0, z5(t) =
t/\/§1 _\/—2—/21 \/5/2)
Luego
gt(m) =0 st 4, > 0 o si j; es impar.

Si 43 = 0, j; es par, entonces
) ge(m) = a(VZ/2yr+a b g,

Ademas g¢(L) = 1/2.L(0,t/v/2,v2/2,+/2/2) + 1/2.L(0, t/v/2,-v/2/2,/2/2). Luego
definiendo fol gt(L)dt = G(L), se ve facilmente que G € B*. Ademis por (1), G(m) =
F(m). Por lo que F(P;) = G(P;) para todo i. Como F,G son continuas sigue que F = G.

La resultante de g¢ es

(0,£/v/2, g¢(1), 9¢(82)) = (0,¢/v2,0,v/2/2) = (x(t), (2))-

Demostracion del teorema de representacién.
X.5. Necesidad.
Sea F una curva generalizada tal que [|F|| = F(1) < ¢. Sea {H} el conjunto de

funcionales admisibles de norma < ¢ ; entonces F € {H} y ademéas para todo H € {H3},
1H|| < ¢; luego {H} C R’ = esfera de radio ¢ de B*, que es compacta (en la topologia
débil) y metrizable.

Luego, existe z*(¢), t € [t),ti], curvas admisibles con sus funcionales F* asociadas, de

tal manera que

0y F 5 F (débilmente),

(11) [ti —thl =|F[|<c  para todo i.
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38 CAPITULO X CURVAS CENERALIZADAS

Sea y*(t), t € [0, 1], la reparametrizacion lineal de z#(t) [i.e. ¥*(t) = o*((t8 — t&)t + t})],
entonces . '
ly* (') — " (t)| < ¢|t’ — t|, para todo %, para todo ¢, ' € [0, 1].

Luego () son equicontinuas (por ser lipschitzianas) y ademés equiacotadas (por definicién
de curva admisible). Luego existe una subsucesién tal que y* (t) — y(t) (uniformemente).
Entonces y(¢) es lipschitziana y

lg(t)| € ¢ ed.

Tomaremos esta subsucesién (que volveremos a llamar ¥*).

Definimos .
Gi(D) = [ Ly, idt e
0
Entonces _ . '
0 =0, G} =F,
(2) IGHL) — GL(L)| < cft = ¢ ||L]]-

Obsérvese que para todo t € [0,1], 4, fijos, Gi(L) es una funcional de norma < ct.
Sea ¢ € [0, 1] racional, entonces existe una subsucesén, Gf;, y un elemento G, € B* tal
que ’
G; = G4 débilmente
ya que Gfl, 1=1,2,...,e R].

- ;! s ;" -
De esta nueva sucesién, G/, se extrae otra subsucesién, Gy, (¢ racional, ¢’ # ¢) tal que
ez} , .
Gy — Gy (débilmente).

Repitiendo el procedimiento para todo g € racionales de [0, 1], y tomando la sucesién
diagonal tendremos una sucesién G7 tal que el lim Gg (L) existe si ¢ € racionales de [0, 1]

Jj—roo
y L € B. .
Probemos que el limite existe también si ¢ € [0, 1]. Dado que el limite de G7(L) existe,
entonces
|G (L) — GI*(L)] =
=|(G(L) = G} (L)) + (G (L) - GE(D)) + (G} (L) = GP(L))| <
<2t —qlellZl| + 1G] (L) - G (L) < €

si |t — ¢| suficientemente pequefio y j1, jo suficientemente grandes. Llamaremos ¢(¢, L) al
nuevo limite, i.e.,

lim GI (L) = ¢(t, L) para todo ¢ € [0, 1] para todo L € B.

J—oo
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CAPITULO X CURVAS GENERALIZADAS 9

Por propiedades del limite, por ser Gg funcionales lineales y por la propiedad (2) tenemos
que

(I) ¢(t3 Ll + L?) = ¢(t7 Ll) + ¢(t7 L?)
(IT) ¢(t, kL) = k¢(¢, L)
(111) lp(t, L) — ¢(t', L)| < c|t — '] ||L|| paratodot, t' €[0,1], L € B.

En particular, ¢(t,L) es, para L fijo, lipschitziana y por lo tanto AC, y para ¢ fijo un
elemento de B* de norma < clt|.

Sea {L;}7 = 1,2,... la familia de polinomios a coeficientes racionales en z, #. Esta
familia es densa en C(A) = B. Entonces salvo un conjunto £ de medida cero de [0, 1],
existe ¢(t, L;) para todo i =1,2,....

Probemos que la derivada existe también para cualquier L € B.

Sea L € B, t ¢ E, entonces (dado que ¢(t, L;) existe)

A, JAVS
Big(t, L)  Dog(t, L) | $(t+ A1, Li) — (4, Li) | (t+Ag, La) — 6(t, La) | _
Al AQ Al A2
'<f>(t + A17L - Ll) — ¢(t1L - Ll) \¢(t + AQ? L— Ll) - ¢(t)L - Ll)
= — +
‘ A]_ AQ
Al AQ =

S 2lL — Lille+€ <e

si ||L — L;||, A1, A2 son suficientemente pequenos.

Luego, ¢(t, L) existe salvo en el conjunto F de medida cero.

Tambien por linealidad, propiedades de limites y propiedad (I11), para todo t € E
(1) ¢(t, Ly + La) = ¢(t, Ll) + §(t, La)

(I1) (t,kL) = ke(t, L)

() 16(2, L) < clIZ].

Luego, ¢(t,L) € B* y se tiene llé(t, )| < ¢ para todo t ¢ E.

Llamaremos g¢(L) := ¢(t, L). Como ¢(t, L) es AC entonces

F(L) = limGi(L) — limGi(L) = ¢(1, L) — $(0, L) = / é(t, L)dt = / ge(L)dt.

(Cual es la naturaleza de g;7
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10 CAPITULO X CURVAS GENERALIZADAS

Sabemos que ||gt,]] < ¢ para todo tg ¢ E. Ademas

¢(t0 +A L ¢(t07 ) _
A =
i Clora @) = GL (@) fo T Lol gdt
Témese un L € B tal que L(p) =0 si p = (y(to), %) cualquiera sea = con || = 1.

Luego, L.(p) = 0 si p = (y(tp), ) con |z| < c¢. Este tltimo conjunto de puntos, D, es
compacto y por lo tanto, existe un abierto D’ que lo contiene (y que podemos suponer
formado por puntos a una distancia < s de D) de tal manera que sobre I, |L.| < e.

Témese ip tal que

lv* (to) — y(to)| < s/2 para todo i > ig.
También
to+A ) to+A )
/ yzdt‘ < / |9t]dt < ¢A < 3/2si A< s/2c
to

to

De aqui resulta que {y(to) — yi(to + A)| < ssi A < s/2¢, para todo i = g
Luego, (y*(¢),9*(t)), t € [to,to + A] con A < s/2¢, para todo i > ig, pertenece a D’
(salvo medida cero de [tg, to + A]). Entonces

/“*AL4wyﬂa
to A

‘g € para todo 7 > 9, A < s/2c.

Hemos demostrado que si to ¢ F entonces |¢(to, L)| < € para esos L.

Luego, ¢¢,(L) =0 con L tal que L(p) =0 si p= (y(to), 2] = 1). Ademds, g;, pertenece
al cono positivo. Por el teorema de representacmn de Riesz existe una medida positiva u
concentrada en los puntos p = (y(to),|Z]| = 1) tal que

gto (L) = / Ldy para todo L € B
’ A

1.e., gt, €s un elemento generalizado de linea.
Calculemos la resultante de gy, : (y(to), [, 0du(to)).
Calculemos la primer componente de [, 0du(to)

(}I)(to,Ll) = gto(Ll) =/ leﬂ(tO) con Ll = .’i?l.
A

Dado que Lie = 7 entonces

é(to + A, Ly) — ¢(to, L) _

A
A A
i o Lye(y, )t imf:o” yi()de
o wil+A) wit) _ wilto+A) — ui(t)
e A - A :

Luego, ¢(to, L1) = %1 (to) e [ 4 0du(to) = 9(to), QED.
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CAPITULO X CURVAS GENERALIZADAS 11

X.6. Suficiencia.

Esta claro que la funcién
1
F(L) = / g¢(L)dt para todo L € B = C(A)
0

estd por hipdtesis bien definida y es una funcional lineal perteneciente al cono positivo.
Queremos probar que es una curva generalizada. Para ello construiremos funcionales
lineales pertenecientes al cono positivo, Gy, G2, G3, con ciertas propiedades. La dltima de
ellas serd, en realidad, una funcional admisible cuya curva asociada es un poligono.
Para definir G, reemplicese z(t) por (1 — €)z(t) y la medida p, que define a g;, por
(1 — €)ue para casi todo t, donde p, estd concentrada en {((1 — €)z(t),z) : |&| = 1} y tiene
la “misma distribucién que pu”. Definimos

(L) = /A Ld(l— ).

La funcional G (definida mas abajo) tiene la propiedad que G1 € B* (més atn al cono
positivo) ya que si L¢(z, &) := L((1 — €)z, &):

(1)
Gi(1) = [ (1~ a1t = (- 9F(1) =
- /0 " g1, (L)dt para todo L & B, pues
L) = [ L(a(t), 8)de = [ 1((1 = o(0), 8)d = 91,(1)/(1 - o).
(1) |

Gi(Ly + L) =(1 — ) F((Ly + L)) = (1 — e) F(L§ + L§) =
=(1 = e)(F(LT) + F(L3)) = G1(L1) + G1(La).

(111)

: Gi(kL1) = (1 — ) F((kL1)) = (1 — €) F(kL]) = kG1(Ly).

(Iv)
1GLD)] = (1 = )F (L) < |1 — el [IFNIL < 1 — e IFIIL-

La resultante del elemento generalizado de linea g1, es (z(t)(1—¢€), Z(t)(1 —¢)) para casi
todo t, ||g1,]| < (1 — €)||g¢|| para casi todo t y finalmente

Gi(L)—=F(L) LeB sie—0

ya que L — L uniformemente.
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12 CAPITULO X CURVAS GENERALIZADAS

Dado que G es, en cierta forma, “exactamente igual” a G (i.e; en el sentido de su

representacién: las hipétesis del teorema), seguiremos llamando z(t) a su curva ‘soporte’
y ¢ a la medida asociada a g;,.

Para definir Gy, témese la esfera || = 1 en R™ y dividase ésta en N conjuntos dis-
juntos ©4,a = 1,...., N, tomando una direccién representativa f,, &« = 1, ..., N, de cada
conjunto ©,, @ =1,..., N, de tal manera que

|0 —0,] <sparatodo8 €Oy, a=1,....,N,1>s>0.

Sea ahora m = N + 2n. Sean ademés 0,, @ = N + 1,...,m, las direcciones paralelas y
antiparalelas a los ejes de R™. Los ©, deberan ser Borel-medibles.

Al definir G, z(t) (la curva ‘soporte’) permanecerd igual. Reemplazaremos u(t) por una
medida discreta que tendrd pesos positivos pa(t), @ = 1,...,m, asociada a los vectores
(z(t),0a)a=1,...,m.

Con esto la resultante no serd afectada mientras que la diferencia

m
| 3° ta — [ dp| serd arbitrariamente pequefia.
a=1

Definimos(*)
,ua(t)=s/m+/ dp, a=1,...,N.
STe
Para definir los otros pus(t), @« = N +1,...,m, consideremos el vector
N N N N
¢ :=/0du — Y Oapa = Z/ Ody — Z/ Oadp — Y (s/m)8, =
a=1 a=1Y0a ' 4=1/Oa a=1
N N
=Z/ (0 —6,)du — Z(s/m)@a.
a=1Y9a a=1
Luego
N N s
S /e (0~ 0a)anl+ | 20 <
a=1 a a=1

N N
gz/e 10 — 0.)dp + s.N/m < Z/@ sdu+s < s(E+1)
a=1 & o

a=1
donde i = [ du = ||g1,||- Entonces definimos

pa(t) = s/m+ maz(€.0,,0),a=N+1,...,m
donde £.0,, es el producto escalar y max (a,b) denota el mayor de a y b.

(*)p estd concentrada en {(z(t),|Z| = 1)} C R?", mientras que, por definicién, O, esté definida en
un espacio R™. Esta integral debe entenderse sobre un espacio R™ de tal manera que el isomorfismo
(z(t),2) — (&), t fijo, “copia” la medida (en R2" y para t fijo) en R™.
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CAPITULO X CURVAS GENERALIZADAS 13

Asi G se compone de la curva z(t) y para casi todo t, ga,, de un elemento generalizado

de linea cuya medida positiva estd concentrada en los puntos (z(t),0,), @ = 1,...,m, con
pesos i, (t).

Veamos que G2 esté bien definida.
La resultante de go, es

(JT(t),th(i,‘]_), . 792t .’En = Zoaua(t

Por definicién de pq

ZGa,ua —-Zﬂaua -+ Z Ontia = /Hdp,—ﬁ—i- Z 0o (s/m + maz(£.0,,0)) =

a=N+1 a=N+1
=/9d,u — &+ Zﬁas/m-}— Zeamaaz(g.Oa,O) = /Hdu = &(t).
N+1 N+1

Ademis Z Ba = ||g2.]| <+ s+ m|{| (i.e; estd uniformemente acotado) y go,(L) =

Z L(z(t),04)1ta(t) es medible en t (cf. Nota Final).
Luego

1 .
Go(L) = / g2,(L)dt es un elemento de B*,
0

también,

m m
0< ) pa—T= Z/J'a > pa-E=

a=1 a=N+1
N m
s.N / s(m — N) _
= — dp+ —+ ) mazx(£0,,0) - =
T e, M e

=5+ Zmax(fﬂa,O) < s+ mlé| < s(1+mp+m).
N+1

SiLeB=C(A)sea|L(p)— L(p)| <esilp—p|<s, sup[L( )] < M, entonces

pEA
2.2~ | L) - D L(a(0), i) - / L(w(t),fv)du’ -
N m
= | L0000+ Y Le),0ma) - [ 10,50 <
a=1 a=N+1 A
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14 CAPITULO X CURVAS GENERALIZADAS

N N m
3 L(e(0),00) /L ey L L(w(t),w)dul + 3 16 eama(t)’ <

m
< em+ MZHQ (t) < e+ M (s + mj€|) para todo ¢ salvo medida cero.
N+1

Luego,
Gatt) - a0l | | - | lglt(L)th

/Ol(ggt(L) - /A Ldp)dt|< /O l g2, (L) — /A Ldy‘dt = o(1) para s — 0.

Luego G2(L) — G1(L) para todo L € B si s — 0.

Veamos que con las funciones pq(t), ¢ € [0,1], @ = 1,...,m, se puede reconstruir la
curva z(t) dado z(0).

Esto es cierto ya que

m
Zﬁa,ua =% (salvo medida cero).
a=1
Integrando miembro a miembro
> Bada(t) =z(t) — 2(0)
a=1

donde fg pa(T)dT = Ao (t), a=1,...,m.

Construiremos finalmente G3. Para ello apoximaremos las funciones A,(t) por funciones
Sa(t).

Dividamos el intervalo [0,1] en v intervalos iguales A y cada A en m intervalos més,

Ay, a=1,...,m (los cuales no tienen por qué ser iguales y cuya longitud se va a definir
abajo). t +
Si llamamos m | . 1! L |
A=3 0 A :
a=1l

Entonces (ver fig.1)

l l e— IA)‘QI ' | — )‘a(tl) - /\a(tO) .
V.Y A1) = Alto)

A

Como las funciones A\, son estrictamente crecientes,

m
entonces |A,| # 0. Ademds ) |A,| = A. Defini-
a=1

4 : '[
mos, para todo t € A, s4(t) como sigue: sit ¢ A, A{o B A T
A
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CAPITULO X CURVAS GENERALIZADAS 15

entonces so(t) es constante e igual a A,(fo) a la

izquierda de A,, e igual a A, (t1) a la derecha de A,

(Fig.1). Sit € A, entonces es lineal con pendiente
Ade  OX
Al 1A

Dado que existe un k&’ > 0 tal que

0< D palt) <K
a=1

[ Somato] = 18a1 < #1al
A a=1

y por lo tanto 0 < 5,(¢) < k' para ¢t € [0,1]. Ademds por construccién tenemos que
[8a(t) — Aa(t)] < AN, < K/|A]-

Ahora definimos (en la forma inversa a la que se encuentra z(t) en funcién de Aa(t))
una funcién vectorial &(¢), ¢ € [0, 1],

IS

m
0) + ZBasa (t)
a=1

Aqui se ve la necesidad de la construccién de G;. Dado que [E(t) — z(t)| =

m
2. 0a(sa —Aa)| € Y |8a — Aal, ¥ como las funciones s, aproximan uniformemente a A,,
= o=]

resulta que Z(t) pertenece al cubo, cualquiera sea. ¢.
Esta & es la representacién paramétrica de un poligono (que es una curva reparametriza-

ble).

A la funcional lineal asociada la llamamos G3. Veamos
1 ) 1
|G3(L) — Go(L)| = l/ Le(sf:(t),:f:(t))dt—/ 92, (L)dt‘ =
L(2(2), 04)5a (t)dt —/ (ZL o)l t))dt\

< /0 l L(x(t),04)84(t)dt — /O 1 L(z(t),8a) “a(t)dt> l

m
< Z
a=1

Dado que fijamos Ga, entonces m est4 fijo. Para probar que G3(L) — Go(L) si A — 0
bastard probar que

/ 1 L(3(), 0a)3a(t)dt — / l L(2(t), 0a) a(t)dt — 0 si A — 0,
0 0
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16 CAPITULO X CURVAS GENERALIZADAS

pero obsérvese que

/Ol(L(HE(t), 00) — L(z(t),04))3,(t)dt — 0 si A — 0,

ya que L(Z(t),0a) — L(z(t),0a) (uniformemente) y |$4(2)| < k. Luego bastars sélo probar
que

/0 L(2(t), 02) (3c(t) — ra(t))dt — 0 si A — 0.

Este tltimo problema es similar al siguiente (la nomenclatura es nueva, no guarda
relacién con la anterior).
Sean

l91.(2)

< .
g2 (t): <k } para todo %; para todo t € {0,1]; ¢} (), g2(¢) funciones medibles.

Ademads para todo € existe ig tal que

tgi(T)dT — tgz(T)dT
0 0

Entonces debemos demostrar que si f(t) es continua en [0, 1], entonces

< € para todo t € [0, 1], para todo 7 > .

\

1
| #0060 = 920t — 0 51— o
0
Si fn(t) es una funcién a saltos entonces obviamente
l .
| 060 - g2()ide 0 s i — oo
0

Ademés si fy(t) es una sucesién de funciones a saltos tal que fnx(¢) — f(t) (uniforme-
mente) entonces

| - o)t - gQ(t»dt' <

1
< / |f = fnl(1gt] + |g2])dt < 2ke para todo %, para todo N > Np.
0 o

Luego, para la expresién anterior fijemos N = Ny y sea ig tal que

| o - 92(t))dt‘ <esiizio
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Luego

Uolf(t)(gi(t) _92(t))dt‘ _

1 1

/ flgt —gg)dt:t/ fo (91 —gg)dt’ < 2ke+e.
0 0

Esto completa la demostracién del teorema.

NOTA FINAL. Que g2,(L), para todo L € B, t € [0,1], es una funcién medible (y si lo

es, sumable por la acotacién uniforme de go,) depende de los primeros N pesos e (t), ya

N
que si estos lo son entonces £ = f fdp — " Bapie es un vector con componentes funciones
a=1
medibles pues [ fdy = &(t) es medible, y por lo tanto maz(£.04,0), a=N+1,...,m, es
medible y las p,(t), a = N +1,...,m, también lo son.

Demostremos que pq(t) @ =1,..., N son medibles. Por definicién

,ua(t)=s/m+/ du a=1,...,N.

[=3

Tomemos « fijo. Sean ©,, a=1,...,N, elegidos de la siguiente manera:
(I) @a = ﬂai = UCl
1 1

(IT) a; abiertos tales que a; D a;41 para todo 3.
(III) C; cerrados tales que C;y; D C; para todo 1.

Dado € > 0, para casi todo ¢ existe 4,(t) tal que si 7 > 1y, entonces

0 < pa; — pCj < e

Por lo que
lim pa; = lim pCi = u®, para todo t c.d..
T— 00 1—> 00
Sea f*(¢) = f*(&1,...,%,) una sucesién de funciones continuas tales que

() fii)=1si¢eC,

(I1) f*(z) =0siz ¢ a;,

(IIT) 0 < f%(2) < 1 para todo .
Luego

a1 () = [ F@u(t) - / i

Como gy, (f*(%)) es medible en t, entonces fea dy es medible.

88



CAPITULO XI
FUNCIONES ELIPTICAS. FUNCION MODULAR.:

1. Funciones elipticas.

Definicién 1. Se llama funcion eliptica a toda funcién meromorfa f (2) definida en el
plano complejo C, doblemente periédica. Esto es, existen dos niimeros complejos no nulos
w1, wy, de cociente no real tales que f(z + nwy + mws) = f(2) para todon, m € Z.

De aqui en adelante w1, w; se consideraran fijos, y se sobreentenderd que hablamos de
funciones elipticas con los mismos periodos, salvo cuando se aclare explicitamente que no
es asi.

De la definicién sigue inmediatamente:

Proposicion 1.

(i) Si f, g son funciones elipticas entonces también lo son f + g, f/g, f.g. En otras
palabras, las funciones elipticas forman un cuerpo.

(i1) Si f es una funcién eliptica entonces % =: f’ también es una funcién eliptica.

Por la doble periodicidad de f(z), ella queda determinada por sus valores sobre un
paralelogramo tipico:{z = sw; +twy : s € [a,a + 1), t € [b,b+ 1)}, a,b reales. Vale

\

Proposicién 2.
(i) Si la funcién eliptica f(z) no tiene polos entonces es constante.
(ii) La suma de los residuos de los polos de f(z) que caen en un paralelogramo tipico es

0.
Demostracién.

Si f(2) no tiene polos entonces es una funcién entera, acotada. Luego, (i) es consecuencia
del teorema de Liouville.

(i1)Sea T el contorno de un paralelogramo tipico sobre el cual no haya polos. Por la
doble periodicidad de f, fr‘ z)dz = 0. Pero esa integral es 2mi veces la suma de los
residuos de los polos de f que caen en dicho paralelogramo, QED.

Corolario 1. No existen funciones elipticas con un sélo polo y de primer orden.
Pero se puede decir maés.

Corolario 2. La suma de los érdenes de todos los polos de f que caen en un paralelogramo

tipico es igual a la suma de los érdenes de todos los ceros de f que caen en un paralelogramo
tipico.

En efecto, de la Prop.1 sigue que f'/f es eliptica. Luego,
fi(ceros de f encerrados por I') - #{polos de f encerrados por T') = 5= fI‘ Ldy =

Typeset by ApS-TEX
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2 CAPITULO XI FUNCIONES ELIPTICAS. FUNCION MODULAR.

Definicién 2. Se llama orden de la funcién eliptica f al niimero de ceros de f (contados

con sus multiplicidades) que caen en un paralelogramo tipico.

2. Construccién de funciones elipticas de orden positivo.

Proposicién 3. Sea j > 2. La serie de funciones meromorfas Zez(szUll—n—wz)f’ con-
m,n

verge uniformemente en cualquier paralelogramo tipico. La serie define entonces una
funcién eliptica de orden j.

Demostracién.

Sea k = min {|xw) + yws| : z,y reales, |z + yi| = 1}. Obsérvese que k > 0, y verifica,
|zwy + ywa| > k|z + yi| para todo par de nimeros reales {x,y}. Luego,

(1) k.mazx {|m|,|n|} < k. m +in| < jw|, w=mw; +nwy, m,n € Z.

Si z pertenece al paralelogramo fundamental: {z = aw; + fw; : 0 < 0,8 < 1} ¥
maz {|m|, |n|} > 2 entonces por (1), k.maz {|m|,|n|} < ¥'|2 — mw; — nwy|, o sea,

1 < 4
|z — mw; — nws| — k.mazx{|m|,|n|}’

Ademis, la siguiente serie de términos positivos verifica para j > 2,

(2) Z 1 _ Zﬂ{{m,?}:max{v{m|,|n|}=N} <8Z 1
N=1 o]

m.n0,0 (maz {|m|, |n|})I N7 N1
Por tanto, Zezm-‘l“n—“’g)? converge a una funcién meromorfa f;(z) en el paralelo-
m,n

gramo fundamental; en efecto, un resto de esta serie tiene como mayorante un multiplo
de la serie numérica (2). Se comprueba ficilmente que f;(z +w1) = f;(z +wy) = f;(2).
Vale entonces que ezisten funciones elipticas de orden j > 3. La serie que define f;(2) no
converge para j = 2, pero veremos que se la puede modificar para construir una funcién
eliptica de orden 2, la funcién de Weierstrass.

Proposicién 4. Sea p(z) :== 5+ Y L - 1 . La serie de la

0,0 (z—mwi —nwo)? (mwi+nws)?

derecha converge uniformemente sobre compactos a una funcién eliptica de orden 2.
Demostracion.

Observese que el corchete en la sumatoria vale
z(2mw; + 2nwsy — 2)
= 5
(z — mwy — nws)2(mw; + nws)
Si z pertenece al paralelogramo fundamental

C
(maz {|m], |n|})*"

{z =aw, + Pw; : 0 < o, B < 1} y maz {|m],|n]} > 2, entonces |[]| <
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De esto se deduce la uniforme convergencia sobre compactos de la serie,

1 1 1
3) =T E [(z_ml_nw?V_('rmul-f—muz)Q}’

o sea, p(z) es meromorfa en el plano complejo.

Por otro lado, p(z +w1) — p(2) = 3 [ L — ! ] donde la

(myn) (z—(m—1)w1 —nwy)? (z—mwy —nwa)?

suma se extiende sobre todos los pares de enteros m,n. Si 2z se mantiene acotado, la serie
doble obtenida de la precedente eliminando los primeros sumandos admite una mayorante
convergente independiente de esos z, por tanto, sumando primero en m se comprueba que
©(z +muw1) — p(z) = 0. Andlogamente se ve que p(z +uws) — p(2) = 0, QED.

Veremos que la funcién eliptica p(z), de orden 2, junto con su derivada, de orden 3,
%2 = —2f3(z), generan todas las funciones elipticas en el sentido que si f(z) es una
funcién eliptica entonces puede escribirse como una expresién racional en p(z) y ¢'(z2).

Recordemos que p(z) = & +3 (ﬁ - ;1-2—) donde 3" indica que la suma se extiende

sobre los w = mw; + nws no nulos.

Teorema 1. Si f(z) es eliptica entonces existen funciones racionales R; tales que
f(2) = Ri(p(2)) + ¢'(2)-Ra(p(2))

Demostracion.

Sea f no trivial. f puede escribirse en forma dnica como suma de una funcién par,
F(z) = (f(2) + f(—2))/2, y una funcién impar, G(2) = (f(2) — f(—2))/2, ambas elipticas.

Supongamos que en 0,w;/2, wa/2, (w1 + wg)/2, F(2) no tenga ceros. Los ceros de F
vienen apareados. En efecto, si F' tiene un cero de orden p en un a € paralelogramo
fundamental, entonces también tiene un cero de orden p en —a + mw; + ws # a, que
para m y n adecuados pertenecerd al paralelogramo fundamental. Para este punto a,
consideremos la funcién eliptica par p(z) — p(a). Como p(z) tiene un polo de orden 2 en
todo paralelogramo tipico, los ceros de p(z) — p(a) en a y en —a + mw; + nw, tienen que
ser simples. Por ello (p(z) — p(a))? tiene un cero de orden p en a y otro de orden p en
—a + muw; + nws. Luego, un producto finito de la forma:

A(p(2) = p(a))? ... (p(2) — p(b))*

tiene en el paralelogramo fundamental los mismos ceros que F, con sus multiplicidades y
un polo en el origen de orden 2(p + - - - + q). 4

Aplicando esto a 1/F, bajo la hipétesis que F' no tenga polos en 0, w; /2, wq/2, (w; +
w2)/2, se ve que un producto:
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tiene en el paralelogramo fundamental los mismos ceros que 1/F y un polo en el origen de
orden 2(r +---+3s8)=2(p+--- +q).

Luego, A/(F(z)B) coincide con una constante C'y F(z) = A/(C.B) = R,(p(2)).

La hipdtesis sobre la ubicacién de los ceros y polos de F' se puede lograr considerando
en lugar de F' la funcidn eliptica par F(z) = C) + 1/(F(2) + C3) con constantes C;
adecuadamente elegidas. Como F(z) es una funcién racional de F' (z), se obtiene que
F(z) = Ri(p(2)), sin la hipétesis restrictiva sobre la ubicacién de los ceros y polos de
F(z). '

Para terminar, obsérvese que G(z)/¢'(2) es una funcién eliptica par. Entonces por lo
ya demostrado G(z)/¢'(2) = Ra(p(2)), y se concluye el teorema. QED.

3. Conexidén entre py .

Nuestro siguiente objetivo es demostrar el Teorema 2.
1
Sean G, = Gp(wy, we) = Z — y W= {mw, +nwy : m,n € Z}.
weW\0

Teorema 2.
(i) Existen constantes g3, g3, tales que

d 2
(%) -4 - o) - g0
(i1) La dependencia de g3, g3 de w; se expresa como
g2 = 60Gy, g3 = 140Gs.

Demostracion.

Calculamos el desarrollo de Laurent en 0 de una primitiva de p(z).
Integrando de 0 a z, 2 pequeno, los términos no singulares en 0 de la serie que define a
p(2), obtenemos una serie uniformemente convergente, la primitiva de p(z) — %, nula en

el origen, dada por la serie: Y, — [ L4+ =+ %J . Luego

zZ—w
weW\0
-1 1 z 1
@ W= X | g Eey
weW\0

Lk -1 o~ 2F
donde —[] = ZW’ es una primitiva de p(z), siendo la serie {(z) := 7-*— Z Zwk+l

k=2 ‘ weEW\0k=2

absoluta y uniformemente convergente para z pequefio pues de (1) y (2) se deduce, si j > 2,

que
o0

. 1 1 4
. —_ _ = — 2
k E W £8 _S_ 5 37r .
weW\0 1
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De (4) y el hecho que Gogy1 = 0 para k = 1,2,..., sigue que los primeros términos de
la serie de Laurent de ((2) son: {(2) = — L + G42® + G62° + Ggz" +.. ..
Derivando obtenemos los siguientes desarrollos de Laurent de p(z) y de ¢'(2):

1 2
(3)  p(2) = 5 +3G42°+5Gez +...  ¢/(2) = —— +6Giz + 20Ge2® + . ..

Usando (5) se ve que la serie de Laurent de (p(2))% — 4(p(2))3 + 60G4gp(z) + 140G4 sélo
tiene potencias positivas de z. Entonces, en primer lugar es una funcién eliptica sin polos,
o sea una constante, y en segundo lugar, por anularse en el origen, es 0, QED.

[z = p(2), y = 9'(2) es una parametrizacién de las raices de la ecuacién algebraica

(6) y? =42® — gox — g3

del mismo modo que z = sen(z), y = cos(z) es una parametrizacién de las raices de
22 +y? =1y x =ch(z), y = sh(z) es una parametrizacién de las raices de z2 — y? =1.

Moviendo el ltice se puede obtener cualquier valor para g2 y g3. Como y? + ay =
bz® + cz? + dz + e se reduce a (6) por medio de transformaciones lineales de z e y, las
raices de cualquier ecuacién de esta forma se pueden parametrizar con traslaciones de
miltiplos de x = p(z), ¥ = p’(2) para un W adecuado.

Teorema 3. Para y = 0 las tres raices de y* = 4z% — gox — g3 son distintas (simples).

Demostracion.
Sea zg € {%, 2, ’—”—1-%}, (ver Fig.1). Entonces, 2zp € W y el hecho que p(2) es una
funcién par conduce a \
(7) p(z + 20) = p(—2 — 20) = p(—2 — 20 + 220) = p(—2 + 20).
Derivando en el punto 2 = 0, obtenemos |
(8) ©'(20) = —§'(20) = 0.

Luego p(z) — p(z0) tiene en zp un cero de orden por lo menos dos. Pero esta funcién es
eliptica de orden dos (pues tiene s6lo polos de orden dos en los puntos de W) y entonces
no puede tener un cero de orden superior a dos en zp, ni otros ceros distintos a 2y + w,

w € W. En particular, si z; € { %+, %2, 2402 & 2, oL 2 entonces p(21) — p(20) # 0.

Hemos probado entonces que los valores p(%) , p(%g) , p(w—ﬁzl@-) son distintos dos

a dos. Estos tres nimeros son raices de la ecuacién de tercer grado: (p'(29))? = 0 =
42% — gox — g3. Como son distintos, son todas las raices, que son stmples. O sea,

o meemn o) o F)o(57)) o

Como corolario tenemos A = g5 — 2792 # 0. En efecto, 4% — gox — g3 = 0 tiene raices
simples si y sélo si su discriminante A # 0, QED.
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4. La funcién modular J(z).

Consideremos la dependencia de los valores de g2 y g3 de {w1,ws}. De la definicién
(cf.(ii), Teorema 2) se ve inmediatamente que

1 1
(10) 92(Awi, Awg) = XzQQ(th&) g3(Awy, Aws) = GL (w1, w2)

w +w
2

1

©,0)

Fig. 2
T()=-1¢
T(A)=A"

-1 172 0 12 1

Como las funciones en (10) dependen sélo del latice W, y no de los generadores w;, wy
que se elijan, valen las identidades,

(11) gn(wi, w2) = gn(wa, w1) = gr(w1, w1 + we) = gn(—w1,ws), para h =2,3.
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gg(wh wQ)

93 (wl7 ’LUQ) - 279%(71)1, w?)
denominador no es cero mientras 22 ¢ R. Por (10) y (11) esta funcién homogénea de
grado cero verifica con 7 = 2 ¢ R,

Definamos: J(w,ws) =

. Por el corolario al teorema 3, el

(12) ~ ~ .
T(wr,wa) = J (wy, —ws) = J(wa,w1) = J(L,7) = J(L = 1) = J(L, 1+ 1) = J(1,-1/7).
Definicién 3. Se llama funcidn modular J(7) a la funcién J(7) = J(1,7).

De (12) obtenemos:
(13 Ir) = I +7) = J(-1/7) = T(=1).

ab

L4l = 1. Entonces la transformacién

Proposicion 5. Seana, b, ¢, d € Z, ¢ > 0, con det

T(z) = %t% es una transformacién conforme de H := {z; Imz > 0} sobre H.

cz+d

Demostracién.
Si ¢ > 0 entonces T'(2) = £ — Erc—zl—l-—d) pues ad — bc = 1. T es una composicién de
transformaciones de la forma: T,.(z) = z 4+ con r real, I(z) = —~1/2, M(z) = mz con

m > 0, cada una de las cuales lleva H sobre H.
Sic=0entonces a =d==*1,y T(z) = z+b/d = z+ b = traslacién en un nimero real
que lleva H sobre H, QED.

Obsérvese que J(7) es analitica regular en H como se ve de la definicién de G4 y Gg,
(cf. T.2, (ii)). En efecto, Im(7) > 0 implica mw; + nws # 0 si m y n no son ambos nulos

y A #0.

=1 entonces

J(ZZ:Z) — J(7).

Teorema 4. Sia, b, ¢, d € Z con det ZZ

Demostracién.

Sean w] = cwy + dwi, wh = awy + bw,. Entonces w;, = aw] — cwh, wy = de — bwi.
En consecuencia, w, wh y wl, wo generan el mismo latice W, de manera que J(w), wh) =
J(w1,ws). Llamando 7 := 2y resulta

J(r)y=J(1,7)=JQ1,7) = J) QED.
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4.1.

Sea g(z) una funcién meromorfa definida en H tal que

(1) no tiene polos en {Imz > M} para M bastante grande,

(i) g(2) = g(z + 1).

Entonces, una funcién f(t), meromorfa en {0 < |¢| < 1}, queda definida mediante la
identidad: f(t) = f (€2™%) = g(2) para t = e2™%*. Esta f est4 bien definida y es analitica
en un entorno reducido de 0. Luego posee un desarrollo de Laurent: f(t) = Y ant?, que

o0
expresado en la variable z se escribe f (€2™) = g(z) = Y ane?™** y que convergers en

{Imz> M}.

Como vimos, la funcién J(z) no tiene polos en H por lo que para ella puede usarse
;)\r{ = O.

-0

Definicién 4.

Diremos que una funcién g(z) es modular si g : H — C'y se verifica:
(i) g es meromorfa en H, sin polos en {Im z > M} para algin M

(i) g(2) = g(Az) para toda transformacién Az = 28 q b, ¢, d € Z con det

cz+d? =1

ab
cd

(ili) existe un n € Z tal que a;, = 0 para h < n en el desarrollo de Fourier g(z) =

> ane?™thz y g, £0, o sea, g(2) = > a;e?"..
n

-0

Para la funcién modular J(z) probaremos que ap, = 0si h < —1. O sea que J(z2) =

o .
Y. ane®™** y esa funcién también es modular en el sentido de la definicién 4, con M = 0.
h=-1 :

Notamos, sin demostracién, que toda funcién modular g(z) es una ezpresion racional en
J(2).
Para conocer los valores de una funcién modular g(7) en el semiplano I'm (1) > 0, basta
conocerlos en la regién G = {7 : |7| 2 1, |Re7| < 1}, llamada regién fundamental.
Esto podria probarse, sin entrar en detalles, de la siguiente manera. Los valores de J(7)

o
en G determinan sus valores en G; = U (G +n), y esos a su vez a los valors de J(7)
n=—oQ

en G := —1/G;. Reiterando, quedan determinados sus valores en G3 = 0] (Ga+n)y
n=-—oc
en G4 = —1/G3, ete.,(ver Fig.2).

NB. En el proximo teorema, la regién G se tomard con los puntos del contorno que caen
en {Rez < 0}, y sin los puntos del contorno que caen en {Rez > 0}. p representa al
punto i = e271’12/4 y ﬁ — 627('2'/3.

Teorema 5. Sig(z) es una funcién modular y n es el entero definido en (iii), ( f(e?m%) =
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Y a;e?™% = g(2), an # 0), entonces
—n = Z{(orden del cero de g en z)-(orden del polo de g en z): 2z € G\{p, p}}+
+((orden del cero de g en p)-(orden del polo de g en p))/2+
+((orden del cero de g en j5)-(orden del polo de g en p))/3.

Demostracion.

g'(2)
g(2)

1
Consideremos la integral: [ = — / dz sobre el camino 7y representado en la figura
¥

2m1

(14) I= Z{(orden del cero de g en z)-(orden del polo de g en 2) : z € G\{p, 5} }.

¥ se compone de varios arcos, que denomi- "fs
namos i, h = 1,2,...,8, llamando I la in-
tegral sobre . Para mayor claridad,
(i) 2 ¥ 6 son partes de circunferencias de ra- Fis. 3
dio pequeno con centros en p y su simétrico 2
respecto al eje imaginario. \
(i1) 74 es parte de una circunferencia de radio " '}‘l y
pequeno con centro en p =1 7
(iii) y7 = 1 +1, recorrido en sentido contrario

alde 1 <m (@
(iv) v3 = T3, con Tz = —1/z, recorrido en

sentido contrario al de ~ys.

Teniendo en cuenta (ii) y (iv) y la propiedad
de invariancia de una funcién modular por T’
y traslacién en enteros, resultan I, + I; = ~

0, I3 + Iy = 0. Esta ultima resulta de g(z) = P %3
g(=1/z), ¢'(2) = ¢'(=1/2)z=2. En cambio
I> + I = la integral sobre un arco de circun-
ferencia correspondiente a un dngulo & 27/3,
recorrido en sentido negativo. Luego, cuando
el radio tiende a cero, I3 + I tiende a -((orden
del cero de g en p)-(orden del polo de g en
p))/3. Asimismo I tiende, cuando el radio
tiende a cero, a -((orden del cero de g en p)-
(orden del polo de g en p))/2. Luego, hemos
probado que:
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I =Ig — ((orden del cero de g en p)-(orden del polo de g en j))/3—
(15) —((orden del cero de g en p)-(orden del polo de g en p))/2.

En vista de (14) y (15), el teorema quedard probado si se demuestra que
(16) Is = —n si Im~ys es suficientemente grande.

Haciendo en I3 el cambio de variable ¢t = €2™**| g se transforma en una pequena
circunferencia a alrededor del origen, recorrida en sentido negativo. Entonces,

L rf@
= dt = — ED.
27t J, f(t) " @
Teorema 6. Para la funcién modular J(z) vale:
(i) J(2) es analitica regular en el semiplano superior H y n = —1 en el sentido del punto

(iii) de la Definicién 4.

(ii) J(p) = 0, J(p) = 1, siendo j un cero de orden 3 de J(z) y p un cero de orden 2 de
J(z) — 1. Estas funciones no tienen otros ceros en G.

(ili) J transforma el interior de G_ := G(\{Rez < 0} en H en forma biunivoca y sobre,
y el contorno de G_ en el eje real, en forma biunivoca, de manera que:

J(lado Rez = —1/2)=semirrecta (—o0, 0]

J(arco de circunferencia)=[0, 1]

J(lado Rez = 0)=[1, o).
Demostracion.

Ya notamos que J es analitica regular. Aceptemos que n = —1.
(i) Tenemos,

N 1 d —7)8 d ~1 _
Golloi) = 2 o ~ Z(‘:‘i%n? =2 Gy = G

Luego, g3(1,%) = 0. De la definicién de J sigue que J(i) =1, o sea J(p) = 1.
Por otro lado p% = 1. Por tanto,

/ 1 / ~ed

(17) Gs(1,5) = ot ) > m = p*G4(1,%).

Pero de % +p+1 = 0, sigue que el latice generado por 1 y j es el mismo que el generado
por 1y /2, luego ga(1,5) = g2(1, 5%). Como 5 # 1, sigue de (17) que 92(1,5) = 0. De la
definicién de J sigue entonces que J(p) = 0. Esto prueba la primera parte de (ii).

Aplicando el teorema 5 a J(z) (cf. NB que precede a ese teorema) se ve que z = 5 debe
. ser un cero triple y el dnico cero de J(z) en G. Anélogamente, J(2) — 1 tiene.un cero-en p
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qué por el teorema 5 es doble y el inico cero de esta funcién en G. Esto termina de probar
(i).

(iii) Sea ¢ € C\{0,1}. Entonces J(2) — ¢ es una funcién modular, con n = —1, que no
se anula ni en p ni en p. Luego, tiene exactamente un cero de orden 1 en G. Esto es, J
transforma G en C en forma biunivoca y sobre.

De la definicién de J se ve que

(18) J(Z) = J(2).

Usando (13) obtenemos para t real, J(it) = J(—(it)) = J(—it) = J(it) = real, y también

e-3) o (D) (D) D - )

Por otra parte, si |z| = 1, entonces Z = 1/z y de (13) sigue que

J(2) = J(=%) = J(Z) = J(2) = real.

Luego, J toma valores reales en el contorno de G... Como J(z) toma cada valor una
Unica vez y cuando z recorre el contorno de G_ en sentido positive pasa primero por j
con J(p) = 0 y después por p con J(p) = 1, debe ser, por (i), una funcién monétona
estrictamente creciente de —oo a 00. (Si J(OG_) = (a,b) con a finito entonces J(z) — a
tiene un cero simple en un punto de G/@G_ y en un entorno de ese punto repite algin valor
de (a,b)). Dado que J(2) es una funcién analitica, ella transforma regiones sin cambiar la
orientacién. Luego, la imdgen J(G_) de G_ tiene que ser el semiplano H = {Imz > 0} y
(i) queda demostrada.

Finalmente probaremos que n = —1. Para ello recurriremos a la siguiente identidad:
1 1 1
(19) Teot T = — + Z ( ——> )
T T+m m
meZ\0

Para probar (19), lamemos f(7) := 7 ¢ot 1 — (% + > (;-_i_lﬁ - —1—)) Las unicas

m
meZ\0
singularidades de esta funcién estén en 7 € Z y son evitables. Ademés es una funcién
2
. . ™ ..
periédica de periodo 1. Entonces f'(7) = ——— + E 5 también es una
sen? T (T 4+ m)

meZ
funcién entera de periodo 1. Luego estd acotada en |Im7| < 1. Para |ImT| > 1, usando

que |sen (z + iy)|* = sen?z + sen h’y obtenemos |sen?n7| > senh?7 y por tanto que

2 0 .
T
"< ———+2 ———. Resumiendo, f/(7) es una funcién entera acotada or
(< et m2=:01+m2 , J(7) y P

consiguiente una constante. Sigue que f(7) = a7 + b. Por la periodicidad de f(7), a = 0
y como f(7) —>00 resulta (19).
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1+ e?mir 1
Sea ahora Im T > 0. Teniendo en cuenta que 7 col 7T = —iT ——5— = —in(l+q) —— =
1 — e2miT 1 q
o0 .
—in(l + 21§1qn) con q = e*™7, obtenemos X + EZZ\O(T—_&E - %) —im(1+2 Zlq ).
Derivando esta iltima expresién h veces respecto de 7, resulta: - -
(20) ERILT) P — -(27ri)h+1irhqr q=e"".
meZ (T + m)h+1 r=1
Para h = 3 tenemos
o0
4 3
(21) ~62 T+m)4 = —16m7 Z'r‘q
mezZ r=1

Por otro lado, usando (21), obtenemos,

92=92(17T)=602(m—+1;,r_ {22m4 +ZZ(m+nT)4}

n=lmeZ

= 60 {2§ 4) + QZ (__7.‘.427.3 27rznTr> } — 1206 + 320,“,4 2627rzm'rzd3

d|lm
(22)

Aqui se ha usado la notacién

(23) Zhi ox(m) = S d*

dim

Los valores de £(2m) se hallan usando la siguiente expresién que se obtiene de (19),

(24) wzeotmz =1 — 22z27 Z i 1- 225(23’)22’
=1  m=l1 j=1
4 6
en particular, £(4) = 55, &(6) = -

[De otra forma: los nimeros de Bernoulli By, Bg =1, B; = 1/2,By, =1/6,B4 = 1/30, Bg =
1/42, Bopy1 = 0, By, = %5(271) para n = 1,2,..., pueden obtenerse del desarrollo

1_2 T = BO + Blt + Z ( )TH_l g:,f)lthn]

TI,_
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De (20), con h = 5, se obtiene,

1 6 - 5
. meZ r=1

Procediendo como en el caso precedente (férmula (22)) y usando (25), se obtiene

g3 = g3(L,7) —1402 = 280£(6) ~ fl_SWG \ie%zmrzds

dlm

(26) =8 [1 - 504205 2’”'"”}

Entonces, los desarrollos de g% y de g3 en potencias de g = €™ se escriben

3 _ T 3(1+3 x 240¢ + Y _bng")
gs = o7 q rq
h>1
71'1282

—27g% = — 5 (1= 2% 504g + ) “engh)

h>1

de donde
AY

(27) A:=g3 - 2792 =Cq+ ZCTq con C ?e 0.

r=2

Como J(7) = g3 /A, resulta n = —1 y queda demostrada (i) del Teorema 6, QED.
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