INFORME TECNICO INTERNO

N° 58

INSTITUTO DE MATEMATICA DE BAHIA BLANCA

INMARRB (CONICEL - UNS)

UNTVERSIDAD MACIONAL DEL STUR
Avda, ALEM 1253 - 8000 BAHIA BLANCA

- 1997 -



ALGEBRAS DE ARTIN CON TODOS SUS IDEALES
IDEMPOTENTES PROYECTIVOS DE TIPO

DE REPRESENTACION FINITO

Sandra Michelena

Departamento de Matematica
Universidad Nacional del Sur

INMABB
CONICET - UNS

ANO 1997

O | AR AR AR



ALGEBRAS DE ARTIN CON TODOS SUS IDEALES
IDEMPOTENTES PROYECTIVOS DE TIPO DE

REPRESENTACION FINITO

Sandra Michelena

La autora agradece apoyo econémico del subsidio PICTO 0368, FONCYT. Durante la realizacién

de este trabajo la autora fue Becaria Interna del CONICET, Argentiné,
Typeset by AaS-TEX






INTRODUCCION

Las élgebras de artin A que tienen la siguiente propiedad

(IIP) Todos sus ideales (bil4teros) idempotentes son A - médulos a izquierda

proyectivos

forman una clase amplia de 4lgebras que contienen a las lgebras hereditarias y a las locales.

Las propiedades homoldgicas de los ideales idempotentes de un 4lgebra de artin fueron estudiadas
por M. Auslander, M.I. Platzeck y G. Todorov en [APT]. Por otro lado, M.I. Platzeck estudi6 y
caracterizé los anillos artinianos con la propiedad (IIP), en el caso que son bé,sicoé, como aquellos
anillos artinianos bdsicos A que contienen en su radical un ideal bildtero proyectivo a izquierda J
tal que el anillo cociente A/J es un producto de anillos locales ([P1]). Més atin, probé que tales
anillos tienen dimensién finitistica a lo sumo uno y di6 una descripcién de los médulos de dimensién
proyectiva finita. Ademas, las 4lgebras de artin con esta propiedad han sido objeto de estudio de

otros matematicos como F. Coelho, H. Merklen, E. Marcos, M.I. Martins y J.A de la Pefia.

En este trabajo se resuelve el siguiente problema: clasificar todas las 4lgebras A de dimensién
finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado K, que tienen la propiedad (IIP) y son de tipo de

representacién finito.

Para resolver el problema se puede suponer que A es basica y conexa, lo que permite describir
a A como el 4lgebra de caminos KQ/I de un diagrama finito y conexo Q. Se trata entonces de
hallar todos los diagramas @ y todas las relaciones R tales que A = KQ / < R > tiene la propiedad
(IIP) y es de tipo de representacién finito. De aqui el caracter combinatorio del trabajo.

La primera dificultad a sortear en la resolucién del problema es determinar la familia de dia-
gramas y relaciones a estudiar. Es conocido el hecho que si A tiene la propiedad (ItP) y P, P’
son A - médulos proyectivos indescomponibles no isomorfos tales que Homy (P, P') # 0 entonces
Homa(P',P) = 0. De aqui resulta que el diagrama ordinario de un 4lgebra‘con la propiedad
(ITP) no tiene circuitos orientados que no sean lazos. F. Coelho, E. Marcos, H. Merklen y M.I.
Platzeck probaron en [CMaMP] que si A = KQ/I satisface la propiedad (IIP) y Q no tiene lazos

entonces A es un algebra hereditaria, y es bien conocido que las algebras hereditarias de tipo de
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representacion finito son las dadas por los diagramas de Dynkin. De aqui que en principio, los
diagramas a estudiar son diagramas con lazos y sin otros circuitos orientados que no sean lazos.
Si un lgebra A’ es cociente de un 4lgebra A por un ideal (bildtero) J entonces todo A’ - médulo
esun A - médulo y més ain, A’ es de tipo de representacién finito si A lo es. Usando esto y el hecho
que las dlgebras determinadas por los diagramas =y (O  son de tipo de representacién
infinito se puede probar que los diagramas a estudiar tienen a lo sumo un lazo en cada vértice y

no contienen flechas dobles.

El siguiente paso es decidir qué tipo de relaciones estudiar sobre tales diagramas. Para ello fue
esencial el gstudio hecho por M.I. Platzeck en [P2] que describe las relaciones sobre las dlgebras de
caminos que satisfacen la propiedad (IIP). Aplicando los resultados de [P2] al caso particular en
que @ tiene a lo sumo un lazo en cada vértice probamos aqui que las relaciones pueden elegirse de
la forma fo* = Y §; donde « es un lazo en el vértice k, 8 es una flecha con origen en k y los §;

son caminos de k en el final de S.

Una vez determinada la familia de diagramas a estudiar y las relaciones a considerar sobre
los mismos, sélo resta decidir cudndo las correspondientes dlgebras de caminos son de tipo de
representacién finito.

En general no es sencillo decidir si un 4lgebra es de tipo de representacién finito, dificultad que
aumenta cuando el 4lgebra estd dada por un diagrama con lazos.

En nuestro caso la herramienta fundamental es la teoria de cubrimientos de slgebras. Estas
técnicas fueron introducidas en la teoria de representaciones para el estudio de 4lgebras de tipo de
representacion finito y para la descripcién de sus médulos indescomponibles, y tienen sin duda su
inspiracién en la teoria de cubrimientos topolégicos.

Dentro de la teorfa de cubrimientos son de particular interés los lamados cubrimientos Galois.
Tales cubrimientos permiten reducir el problemna de determinar si un dlgebra A es de tipo de

representacién finito al de determinar si un cubrimiento Galois de A es localmente de tipo de



representacion finito ([Gal).

Dada un élgebra A = KQ/I con @ un diagrama con lazos, a veces es posible elegir un cubri-
miento Galois A = KQ /I de A tal que Q no tiene lazos, aunque puede ser un diagrama infinito.
He aqui la ventaja de estudiar localmente el tipo de representacién del cubrimiento A = kQ / I.

Para el caso en que A es un &dlgebra distributiva de dimensién finita sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado K, y tal que existe un cubrimiento Galois simplemente conexo (en el sentido
simplicial de Bongartz en [Bo]) de A, existe un criterio para decidir si A es de tipo de representacién
finito a partir de ciertas condiciones que debe satisfacer el cubrimiento A. Este importante resul-
tado fue probado por K. Bongartz en [Bo).

Si bien el Criterio de Bongartz soluciona numerosas dificultades que aparecen en la prictica
cuando se trata de decidir el tipo de representacién de un élgebra, tiene varias hipétesis y condi-
ciones técnicas que no siempre son sencillas de verificar. Quizds la condicién més restrictiva de
este criterio es que sélo puede aplicarse a dlgebras standard (distributivas con un cubrimiento Ga-
lois simplemente conexo). Afortunadamente, las dlgebras con la propiedad (IIP) a estudiar aqui
resultaron ser 6 bien de tipo de representacion infinito 6 bien standard, por lo que este criterio fue
una herramienta fundamental en la resolucién del problema. A pesar de ello, en muchos casos el
Criterio de Bongartz no es aplicado directamente. Se usan otras técnicas para reducir el problema
de determinar el tipo de representacién de un algebra A al de determinar el tipo de representacién
de otra algebra A’ a la cual se le aplica el Criterio de Bongartz. En general para trasladar el

problema de un algebra A a otra dlgebra A’ se combinan los siguientes resultados:

i) Si A tiene la propiedad (IIP) y J es un ideal (bildtero) idempotente de A entonces A/J
también satisface la propiedad (IIP).
ii) Si A es de tipo de representacién finito y A’ es un cociente de A por un ideal (bilatero) J
entonces A’ es de tipo de representacién finito.
ili) Sea A = KQ/I y P; el A - médulo proyectivo indescomponible asociado al vértice i de Q.

Entonces Endy(P;) es un anillo local.

Particularmente iil)} permite conocer por ejemplo qué elementos son inversibles en
Enda(P;) y con ello efectuar cdlculos y “sustituciones” que determinan un algebra A’ isomorfa al

dlgebra A que se desea estudiar. Esto reduce el problema sobre A a un problema sobre A’.



Combinando las técnicas mencionadas, se estudia cada caso en detalle y se obtiene una lista

completa de todas las dlgebras con la propiedad (ITP) de tipo de representacién finito.

El trabajo estd dividido en cuatro secciones. La primera seccién estd dedicada al estudio de
las reiacicnes sobre las dlgebras con la propiedad (IIP). Incluimos alli los resultados probados por
M.I. Platzeck en [P2] para un mejor entendimiento de la descripcién de las relaciones sobre éstas
algebras dade que la misma es de importancia central en la resolucién de nuestro problema de
clasificacién. Las dos secciones siguientes contienen definiciones técnicas y resultados relativos a
la teoria de cubrimientos de K - categorias localmente acotadas necesarios para la ultima seccion.
Especificamente, la seccién 2 estd dedicada al grupo fundamental y el cubrimiento topolégico
universal de un grafo. La seccién 3 trata sobre funtores de cubrimiento Galois y el cubrimiento
Galois universal de una K - categoria localmente acotada. Damos alli la construccién del mismo
e incluimos también el Criterio de Bongartz para tipo finito que es esencial en la resolucién de
nuestro problema. Por 1ltimo, la seccién 4 es la parte principal de este trabajo. Se incluyen alli,
en forma detallada, todos los cdlculos realizados para la resolucién del problema de clasificacién.
Esta seccién ha sido dividida en subsecciones en las que se estudian, respectivamente, diagramas
de Dynkin con uno, dos, tres y cuatro lazos y diagramas que contienen un subdiagrama de la forma

. Al final de la seccién 4 se prueba que la lista de dlgebras obtenida es completa.

Quisiera expresar mi agradecimiento, especialmente a mi directora de tesis Dra. M.I.Platzeck,
por su apoyo y dedicacién durante el desarrollo de este trabajo y por haberme brindado la posi-
bilidad de conocer verdaderos especialistas en el tema; algunos de los cuales me ayudaron con
importantes y tiles comentarios. Agradezco especialmente a los Dres. Ibrahim Assem, Flavio

Coelho y Jose Antonio de la Pefa por sus interesantes comentarios y sugerencias.



PRELIMINARES

Sea K un cuerpo. Una K - dlgebra A se dice bdsica si en la descomposicién, A = 117, de A

como suma de A - médulos proyectivos indescomponibles, P; = P; para i # j.

Teorema. Para toda K - 4lgebra A de dimensién finita, existe una iinica (a menos de isomorfismos )
K - dlgebra A" de dimension finita y bdsica tal que las categorias mod A y mod A, de A y A’ -

mdédulos finitamente generados, son equivalentes. (es decir, A y A’ son Morita equivalentes.)

Nota. El Teorema. anterior es valido en general para anillos semiperfectos. (Anderson - Fuller,

pag. 309).

De acuerdo a este teorema, para estudiar la categoria mod A (si A es una K - &lgebra de
dimensién finita) es posible suponer, sin pérdida. de generalidad, que A es bésica.

En este trabajo todas las dlgebras serdn bésicas, conexas y de dimensién finita sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado K fijo. La palabra ideal significard ideal bildtero y por A - médulo
entenderemos A - médulo a izquierda.

Es bien sabido que toda élgebra A bésica, de dimensién finita sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado K, es isomorfa al cociente KQ(A)/I de un dlgebra de caminos KQ(A) donde Q(A) es un
diagrama finito y conexo, e I es un ideal admisible de KQ(A). Recordemos que un ideal I de
KQ(A) es admisible si para algin entero n, J» C I C J?, donde J es el ideal generado por todas
las flechas de Q(A). Se llama diagrama ordinario de A al diagrama Q(A) con un nimero minimo
de vértices tal que KQ(A)/I ~ A, para algtin ideal admisible I.

Para un diagrama @) dado, notaremos con @ al conjunto de vértices de Q y con @; al conjunto
de flechas de Q. Si « es una flecha de @, s(a) y e(a) denotaran, respectivamente, a los vértices
origen y final de a. Un lazo es una flecha « tal que s(a) = e(a). Para un vértice k, un monomio
en lazos en k serd, 6 el punto k (monomio trivial) 6 un producto [] a}* donde los a; son lazos para.
todo 1.

Si A= KQ(A)/I es un dlgebra y k € (Q(A))o, notaremos con Sy, al A - médulo simple asociado
a ky con Py al cubrimiento proyectivo de 5.

Recordemos que dado un diagrama () se puede construir la K - categoria Ag de caminos, cuyos
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objetos son los vértices de @ y dados dos vértices z e y en Q el espacio de morfismos Ag(z,y)
consiste de combinaciones lineales formales de caminos de z a y. Algunas veces consideraremos

equivalentemente al dlgebra de caminos K@ como la K - categoria Ag.



1. RELACIONES EN LAS ALGEBRAS
CON TODOS SUS IDEALES IDEMPOTENTES PROYECTIVOS

Sea A un algebra. Si M y N son A - médulos, la traza, 7as(IV), de M en N es el submédulo de
N generado por todas las imagenes homomérficas de M en N. Se sabe que si P es un A - médulo
proyectivo entonces 7p(A) es un ideal idempotente de A y tales ideales se obtienen de esta manera.
Ademds, si P = A.e, con ¢® = ¢, entonces 7p(A) = A.e.A

Se dice que un dlgebra de artin A tiene la propiedad (IIP) si:

(ITP) Todos los ideales (bildteros) idempotentes de A son proyectivos como A -

moédulos a izquierda.

En la primera parte de esta seccién describimos las relaciones sobre algebras con esta propiedad.
Esta descripcién fue hecha por M.I.Platzeck en [P2] y la incluimos en este trabajo para una mejor
comprension ya que la misma tiene un rol central en la resolucién de nuestro problema.

En la segunda parte utilizamos estos resultados para dar una descripcién més precisa de las
relaciones sobre un dlgebra de caminos A = KQ/I con la propiedad (ITP) cuando @ es un diagrama
con a lo sumo un lazo en cada vértice.

Comenzamos recordando algunos resultados de [P1] y [P2] validos para 4lgebras con la propiedad

(IIP).

Proposicién. Sea A un dlgebra (de artin) con (IIP) y sean P y P’ A - mddulos proyectivos

indescomponibles tales que Homa (P, P') # 0. Entonces 7p(P') =~ P" para algin r > 0.

Es consecuencia inmediata de esta Proposicién que si P 'y P’ son A - médulos proyectivos
indescomponibles no isomorfos y Homa (P, P’) # 0 entonces Hom (P, P) = 0. De aqui, si A tiene
la propiedad (IIP), los A - médulos proyectivos indescomponibles P, ..., B, pueden ordenarse de
modo tal que Homa(P;, P;) = 0 para i < j. En particular, el diagrama ordinario Q(A) de A no

tiene ciclos orientados que involucren flechas que no son lazos.

Proposicién. Sea A = KQ(A)/I una K - 4lgebra de dimensién finita con (ITP). Si Q(A) no tiene

lazos entonces A es hereditaria, es decir, I = 0.



Es bien conocido que las algebras A = KQ(A) hereditarias de tipo de representacién finito
son aquellas tales que Q(A) es un diagrama de Dynkin. Luego, por la proposicién anterior, para
clasificar todas las K - algebras A con la propiedad (IIP) de tipo de representacién finito sélo
debemos estudiar A = KQ(A)/I, donde Q(A) es un diagrama con lazos.

En el resto de esta seccién A = KQ/I serd un algebra con la propiedad (IIP) donde Q es
un diagrama de n vértices con lazos. Podemos suponer ademés que los A - médulos proyectivos
indescomponibles no isomorfos Py, ..., P, estan ordenados como dijimos anteriormente.

Si Py, ..., P, esun conjunto completo de A - médulos proyectivos indescomponibles no isomorfos,

notaremos Py a la suma HP"" Sigue inmediatamente de la definicién de dlgebra con la propiedad
itk
(IIP) que 75 (P) =[] P;i-”k donde j € {i : Homa(P;, P;.) # 0}, j # k.

Una K - combinacién lineal ¢ de caminos de k en j define un morfismo ¢, de P; en P, dado por
@e(Y) = 7.¢, para y € P}, y todo morfismo de P; en Py es de esta forma. Ademds, la imagen de
. estd contenida en Tp, (Py). Asi, una m - upla (¢,...,cn) de K - combinaciones lineales ¢; de
caminos con origen en k y fin en j; # k define un morfismo, que también designaremos (cy,. .., ¢m),
de [ ] PJ‘.ij * en 7p (Py), donde d; es el nldmero de ¢; en la m - upla que son combinacién lineal de
caminos de k en j.

Ademas, cuando digamos que (¢1,...,¢,) define un tal morfismo daremos por sobreentendido
que los ¢; son como se acaba de indicar arriba.

Como A tiene la propiedad (IIP), 75 (Fi) = L[P;l”"", para todo k. Luego para cada k > 0,

. . di
existe un monomorfismo @y = (¢g,1,- -+, Chm,) 11 P P —s Py ocon Im ¢y, = B, (Pr).

Observacién 1.1. El A - médulo 75 (Py) estd generado por todos los caminos 6 de k en j con
j # k. Luego si ¢y : H P;l""“ — Tﬁk(Pk) es un isomorfismo, todo camino é de k en j (5 # k)

(Pj,Pr)#0
estd en la imagen de ¢ y por lo tanto puede escribirse de manera unica en la forma:

§=dr(V61,- - V6me) = Z’Y&,i Ch,i

donde 75 ; es combinacién lineal de caminos del final de ¢, ; en el final j de §. Como los A - médulos
proyectivos indescomponibles Py, ..., P, estdn ordenados de manera que Homp (£, P;) =0si4 < j

entonces s, €s cero si e(eg;) > e(6) = j. O sea, se puede suponer que la expresién de § como



imagen de la my - upla ¢y, es de la forma:
(1) 6= Vs Chy
1€S
donde S = {i : final de ¢;; < final de § = j}.

Nos referiremos a la expresién (1) como la expresidn de § en los ¢ ;.0

Para cada k > 0 elegimos un tal isomorfismo ¢r = (ck,1,-- s Chme) = [ P;””" — 75 (Pk). En
lo que sigue ¢, denotara el isomorfismo elegido a menos que se indique lo contrario y (1) ser4 la
expresiéon de un camino 8 : k — j, j # k en los ¢ ;. Estas my - uplas seran de gran utilidad en
el estudio de las relaciones de A.

Comenzamos dicho estudio con la siguiente Proposicién que da un conjunto de generadores del
ideal I de las relaciones de A.

Designemos con £ al conjunto de relaciones de A que sélo involucran lazos.

my
Proposicién 1.2. Sea § = {6 — du(v51,. -, Y6,mp) = 6 — Z'yg,,;ck,i € KQ(A), 6 camino de
i=1

kenj, j#k k=1,...,n} EntoncesSUL es un conjunto de generadores del ideal I de las

relaciones de A.

Demostracion. Consideramos relaciones r de k en j y hacemos induccién en n — k.

Sin —k =0, osea, si n =k, entonces r es una relacién de n en n y por lo tanto estd en
L. Supongamos que la Proposicién es vilida para relaciones ' que comienzan en el vértice ¢ con
n—t<n-—k osea, t > k;es decir, supongamos que toda relacién ’ que comienza en t > k

pertenece al ideal generado por SUL. Sear € I, r = Z)\,sé con As € K y § un camino de k en j.
5

Si k = j entonces la relacién pertenece a L. Si k # j, entonces cada § tiene una expresién tinica
My

de la forma é = Z’yg,ick,,,; . Reemplazando en r tenemos

i=1

r=> Ab=3 Xs (O vsicki) = > O Xevs) i = ¢ (D Aevs) €T
5 5 i i s 5

Luego Z)\(s’)/g'i € I porque ¢ es monomorfismo.

5 .
Como s(vs.:) = e(cki) > k, (los ¢, no son lazos), aplicamos la hipétesis de induccién a la

relacién Z)\mg,,; , de donde resulta que Z)‘é’)’é,i € (SU L) para todo 1.
s 5
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Entonces:

S8 = S As(6=D sacka) + Y As(D vsickd)
5 5 ; 5 :
= Y (6= sicks) + D (O Aevsi)ck
5. % 7 8

y ambos sumandos pertenecen al ideal generado por S U L, lo que termina la demostracion. [l

En lo que sigue la siguiente notacién serd til.
. d; .
Si ¢ = (cr,02,...,¢m) : [I P — Py, ( 3°d; = m ) es un monomorfismo y ¢y es una K -
combinacién lineal de caminos con origen en k y fin en e(c;), diremos que “c; puede reemplazarse

por ¢y ” silam - upla ¢/ = (¢, co,...,¢m) : [ Pfj —— P, es un monomorfismo e I'm ¢’ = Im ¢.

. d; .
Lema 1.3. Si ¢ = (c1,---,¢m), ¢ = (¢}, ¢2,...,cm) : [[P;7 — Py son homomorfismos cou
Im ¢ =Im ¢’ y ¢ es un monomorfismo entonces ¢’ también lo es. Es decir, ¢y puede reem plazarse

/
por cj.

. d; . . e

Demostracion. (ci,cz,...,¢m) : [1P;7 — Im ¢ es un epimorfismo por hipétesis. Como ¢ es
d; . .

un monomorfismo [[ P;” = I'm ¢. Luego, la longitud de Nuc (¢}, ca,...,cn) es 0y por lo tanto

Nuc (¢}, ¢a,...,cnm) =0. 0

Los préximos resultados describen las relaciones sobre édlgebras con la propiedad (IIP). El
principal es el siguiente teorema que prueba, en particular, que los ¢g; de la my - upla ¢y =
(¢k1s---,Chm,) pueden elegirse de la forma B®a, donde B*) es una flecha con origen en k y a es

un monomio en lazos en k, para cada k=1,...,n.

Teorema 1.4. '(M.I.Platzeck) Para cada k > 0 existe una my, - upla Dy = (dy;), donde cada
di; es un producto Ba con 3 una flecha con origen en el vértice k que no es un lazo, y a un

) .k . PR
monomio en lazos en k tal que Dy, : H P — 15 (Py) es un isomorfismo. Mas ain, si

(Py,Pr)#£0
Dy = (dk,,y- -+ ,dk,m,) s un tal isomorfismo satisface las siguientes condiciones:

a) El ideal I de las relaciones de A estd generado por expresiones que solo involucran lazos y

expresiones de la forma:

Ba’ — z YBa Bk a (ﬁ(k)a)

B aeDy,
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donde B, %) son flechas con origen en k que no son lazos, a y a’ son monomios en los
lazos en k, los g,/ gy, son K - combinaciones lineales de caminos con origen en e(B) y
k=1,...,n.

b) Toda flecha con origen en k que no es un lazo aparece en la my, - upla Dy,.

c) Si Z 'yﬂ(k)a(ﬂ(k)a,) € I y los vz, son caminos con origen en e(fB(k)) entonces todos
ﬁ(h',)aepk
los v, € I, para cada k=1,...,n.

Para demostrar el teorema veremos que se puede reemplazar sucesivamente a los ¢ ; de la my

- upla ¢y hasta obtener una my, - upla de la forma requerida en el mismo. Comenzamos probando

el siguiente lema.

Lema 1.5. Supongamos que ci,1 € ¢) es una combinacién lineal de caminos con final en el vértice
7y k1 = 8Ba + E 8i.r (Bia,.) donde B3, B; son flechas qiie no son lazos, a y los a, son monomios
1,7
en lazos en k, 8; », 6 € A y Ba # (;a, para todo i,r. Entonces, o bien:
a) ck1 puede reemplazarse por SBa.
o

b) ¢k puede reemplazarse por c¢i. 1 — 6f3a.

my.

Demostracion. Como fBa € Tlgk(Pk), Ba = ny,;ck,,;. Si algin v, ¢ rad A entonces tal v, es
=1

inversible en A y por lo tanto ¢, = 7,7 fa — 27: l'y,;cky,-,. Luego ¢, » puede reemplazarse por fa
T

obteniendo una nueva my, - upla (¢ ;) tal que ¢} ; es igual a Ba 6 cg,; segin i sea igual o distinto

ar. Sir=1,valea). Sir#1, ¢ = cy1 puede reemplazarse por ¢} ; — éc}. , = cx,1 — 6fa, en
cuyo caso vale b).

Podemos suponer entonces que 7, € rad A para todo r. Escribimos:

My mg
pa = Z'Yick,i =n(6Ba + cx,1 — 6fa) + Z’Yick,i
i=1 i=2
My
Sea 2’ = yi(ck,1 — 6Ba) + Z’y,;ck,,;. Entonces tenemos la siguiente expresion:
=2

(+)  Bo=mbfa+s
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con 2/ € Im (ck1 — 6610,¢k,2, - ->Ckymy) = N1 Sea N = Im (Ch1,---,Ch,m,). Queremos probar
que N = Nj.

Como ¢i,1 = (ck,1 — 6Ba) + 6fa, sigue de la ignaldad (%) que N C Ny +rad N, pues 71 € rad A.
De aqui, N + N; = N; +rad (N + N;) y por el Lema de Nakayama resulta que N C N;. Esto
implica que N = N;. Es decir, los morfismos (Chity- s Chomy) Y (Cky — 8bra, ... ,Ck,m,,) tienen la

misma imagen y por el Lema 1.3 se puede reemplazar cx,) por ¢x,1 — 6fa.l]

Corolario 1.6. Sea ¢y, el isomorfismo elegido anteriormente. Entonces se puede reemplazar cada
ck,i por un producto de la forma Ba donde B es una flecha con origen en k que no es un lazo y a

es un monoinio en lazos en k.

Demostracién. Supongamos que algin ¢ ; no es de la forma Ba. Podemos suponer que i = 1y
aplicar reiteradamente el Lema 1.5. de la siguiente manera. Supongamos ¢, 1 = 6fa + S 6 r(Biay)
como en el Lema anterior. Entonces por el mismo lema ¢, se puede reemplazar por Ba 6 por
c;c,l =cp1—6Ba =3 6, (Bia,). Stcka fue reemplazado por c;c,l aplicamos nuevamente el Lema
anterior a la my - upla (c;c,l,ck.,g, .e-1Ckom,)- Reiterando este proceso se obtiene el reemplazo

deseado.d
Estamos en condiciones ahora de demostrar el Teorema 1.4.

iy d; .

Demostracién del Teorema 1.4. Sea ¢ = (Ck1y---»Chymy) HPjJ"‘ — Tp, (P;,) un isomorfismo.
Por el Lema 1.5 existe una my, - upla Dy = (di.1,- - -, dk,m, ) con cada dy; de la forma (a, donde
3 es una flecha que no es un lazo, a es un monomio en lazos y tal que Dy y ¢ tienen la misma

. . djx .
imagen. De aqui Dy : H P *y Tﬁk(Pk.) es un isomorfismo.
(P, Pi)#0
Luego la condicién ¢) se satisface porque Dy es un monomorfismo. Probemos ahora la condicién

b).

Sea f3 una flecha con origen en k. Veamos que [§ aparece en la my, - upla Dy. Esto sigue de que
el ideal I es admisible.

En efecto, como 8 no es un lazo y comienza en k, § € 7p, (Pg). Luego [ estd en la imagen de
Dy, v de aqui tiene una expresién de la forma 8 = Y ¥p,idk,;. Esto contradice el hecho que todas

las relaciones son admisibles pues cada dy; es un camino en radK@Q y es diferente de 3. Hemos
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probado entonces b).

Probamos ahora a). Sea Dy como arriba en la demostracién de b). Para cada flecha

que no es un lazo y cada monomio o’ en los lazos en el vértice k, consideremos la expresién

Ba’ = Z Ypar pF)a B*a de Ba’ en los f®a y sea S’ = {Ba’ — Z Yoo’ S a BFa
B aeDy B aeDy,
B es una flecha con origen en k, @’ un monomio en

lazosen k, k=1,...,n}.
Veamos que &’ U L genera al ideal I de las relaciones de A.

De acuerdo a la Proposicién 1.2, el conjunto S U £ genera I, donde

S={6— Z V5.6 8% g e KQ(A), § camino de k en j, j # k} . Basta probar entonces que
B acDy
toda relacién 6 — Z Vs, p(k)a B*)a de S pertenece al ideal generado por S’ U L.
Bl aeD),
Como k # 7, el camino é§ puede escribirse como § = yBa’ donde @’ es un monomio en lazos en

k, B es una flecha que no es un lazo y -y es un camino de e(3) en j.
Sea fa’ = Z Voo R a B*) g la expresién de Ba’ en los B®)q. Multiplicando esta expresién

B aeDy
por v obtenemos:

6 =pfa = Z (Y Ypar pora) Ja
BRI aeD)

De aqui

6 — Z ’Ya,ﬁ(kmﬁ(k)a = Z (V-Ygar g0 = Vs,800a) ﬁ("")azo
B aeDy, B*)aeDy,

en A = KQ/I. Por c) sabemos que los elementos 2z, = 7 Ygar gtha — V5,804 de KQ estén en I,

para todo B¥la € Dy. Luego

§— Y WpwaBPa = a3 (Vpwa+ TV pwa = Vg pwa) Ba

BR)aeDy B acDy,
= 7. (fa' - Z YBa’ 3% e ﬁ(k)a) + Z Zﬁ(k)aﬂ(k)a
B acDy B aeDy

El primer sumando estd en el ideal (S’) generado por &', y el segundo pertenece a I.radK Q. Esto
prueba que § C (§') 4+ I.radK Q. Como S U L genera I sigue que I C (§"U L) + I.radKQ. Del
Lema de Nakayama sigue entonces que I = (S U L). Esto termina la demostracién de a) y del

Teorema 1.4.03
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La siguiente Observacién es consecuencia inmediata del Teorema 1.4 v la Observacién 1.1 y serd

de gran utilidad en los préximos resultados.

Observacién 1.7. Para cada k > 0 elegimos el isomorfismo ¢y : [ P;”* — 75, (Py) como en el
Teorema 1.4. Entonces la Observacién 1.1 se puede reescribir de la siguiente manera. Todo camino

§:k — j, k # j tiene una expresién tnica de la forma:

6= Z Y8.8(k)a (ﬂka)

BracgpnS

donde cada s gro €s combinacion lineal de caminos del final de 3% en el final jdeéy S = {B*a €

¢ : final de B* < final j de 6}.
Como otra consecuencia inmediata del Teorema 1.4 tenemos la siguiente observacion sencilla.

Observacién.1.8. Sea Q un diagrama con lazos e i un vértice tal que existe un lazo « en 1.
Entonces si no existen flechas en Q con origen en %, la tnica relacién que involucra al lazo o es

oJ =0, para algin j > 0.0

Es bien conocido que el dlgebra de caminos del diagrama - = - llamada algebra de
Kronecker, es de tipo de representacién infinito. Se sabe también que el dlgebra
KQ/rad*(KQ) donde @ es el diagrama O'O es de tipo de representacién infinito y de aqui
también son de tipo de representacién infinito KQ y KQ /T para todo ideal admisible I de K Q.

Como nuestro objetivo es clasificar las dlgebras A con la propiedad (IIP) de tipo de repre-
sentacién finito, veremos luego que podemos suponer que ninguno de los diagramas anteriores es
subdiagrama de Q(A). O sea, que Q(A) es un diagrama sin flechas dobles y con a lo sumo un lazo
en cada vértice.

Usamos los resultados de [P2] arriba mencionados para probar a continuacién un teorema que
da una descripcién més precisa de las relaciones sobre dlgebras con la propiedad (IIP) dadas por
un diagrama con a lo sumo un lazo en cada vértice. Este teorema serd esencial en la clasificacion

de las dlgebras con la propiedad (IIP) de tipo de representacién finito.
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Teorema 1.9. Supongamos que hay un tinico lazo « en k y sean 3y, ...,B; todas las flechas con

origen en k. Entonces la my, - upla del Teorema 1.4 puede elegirse de la siguiente manera:

(ﬂl’ﬂ1a7 s )ﬁlarlaﬁzaﬂQO{, s aﬁ?arza s 7:8t1ﬂf,a7 - wgtart)

Demostracidn. Sea (B1a', fac®,. .. frot) ¢ J. umamy - upla como en el Teorema 1.4. Pro-
7 ki

1<j<t
baremos por induccién sobre t que esta my, - upla puede reemplazarse por

(B, Bra, ..., 1™, Ba, By, ..., Bac™, ..., B, Byer, ..., Bra™) donde r;+ 1 es el cardinal de J; para
cada j.

Sea j; = e(f;). Podemos suponer que j; < ja < --- < j; pues en caso contrario renombramos
las flechas ;.

De la Observacién 1.7 sigue que cualesquiera sean 7 y s, la expresién de §;a° en los Bia™,. . .,
Bratt, iy € J;, j=1,...,t es de la forma:

1) Bia®=> Y i Bia®
=1 4,€J,
Veremos primero que se pueden reemplazar todos los productos B, i, € J; por
Bi,Bre,. .., fra™.

El Teorema 1.4 asegura que la flecha 3; aparece entre los productos $1a, i; € J;. Supongamos
por el absurdo que sélo es posible reemplazar r de los restantes productos f1a't, 41 € J;, conr < 7.
Obtenemos entonces una nueva my, - upla
(Bro’t, ..., Brat)i ey, donde Jy = J{UJY, J{ ={0,1,...,r} ymin { € J{'} =r+dcond > 1.
Consideramos todos los posibles conjuntos J; con card J{ =r + 1 y elegimos uno con d minimal.

Teniendo en cuenta la expresién (1) resulta que para cada 0 < j < d, ,31 a”*7 tiene una expresion

unica de la forma:

(2) ﬂla”-" = Z’)’i,j ﬁlo/’ + Z Yi,j ,310_’7", €O 73,4 € rad A, Vi € J{,
=0

weJy
En efecto: si para algun g € J{', 7i,,; ¢ rad A entonces 7, ; es inversible y por lo tanto
.
pra’® =l (Bra™t - Z’Yi,jﬁ] a — Z Yi,;Bi1e’)
=0

ieJy
i 1o
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es decir, se puede reemplazar o por Bra”t7, con 0 < j < d, lo que contradice la minimalidad
de d. En particular, y(-4q),; € Tad A para todo 0 <j < d.

Haciendo j = 1 en la igualdad anterior (2), tenemos que BT tiene la siguiente expresion:

.
Pra’t? = (ﬁlarﬂ)-ad_l = Z’Y‘i,iﬁlai+d—l + Z’Yi,lﬁla“_d_l

1=0 iEJ{'
= Z Vi Bred T+ Z Yot +
0<i+d-—1<r i+d—1>r
i€ J] 1€ J]
()
+ Z’Y‘i,lﬁlaﬂ_d_l
i€y
(+2)
Reemplazamos en () y (¥#) a cada f1a*T7! por su expresién en los Biatt, ... B,
i; € J;, 3 =1,...,t. Veremos que el coeficiente de Bra”t4 tanto en (*) como en (xx) estd en rad A,
lo cual es una contradiccién por la unicidad de la expresién de Bramt% en los o, ..., Bratt.

Recordemos que r +j € J”, Vj =1,...,t. La segunda afirmacién resulta de que ;1 € rad A

sii € J”. Suponemos entonces i € J!, esto es, i < r + 1 y estudiamos el coeficiente de Lot
1 P 1> ] Yy

Es claro que el coeficiente de B;a" ¢ es cero en el primer sumando de ().

€n

Notemos que como estamos considerando i < r + 1, en el segundo miembro de () se tiene
r<i+d—1<r+d De (2) sigue entonces que el coeficiente de Bra”t4 en la expresién de
Braitd=1 enlos B, . .., Biat, estd en rad A lo que termina la demostracion del caso ¢ = 1.

Seat>1y1<s<n. Suponemos que se pueden reemplazar los productos
Bratt, ..., Be1ab-t, ;€ d;, j=1,...,5s—1por Bi, P, ..., et B, Bsm1x,
Bs—10" =1 y veremos que también se pueden reemplazar de la misma forma los fBsa’s,
is € Js.

De manera andloga al caso t = 1 suponemos por el absurdo que no se pueden reemplazar todos
los productos s, iy € J; v elegimos J, tal que J, = J; U J, con J: ={0,1,...,r} maximal,
min {i € J/} =r+d y d > 1 minimal.

Por la Observacién 1.7 tenemos que para cada 0 < j < d, B.a"t7 tiene una expresién tnica de
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la forma:

Ts—1

1 T2
B, = Z’}’h,j prah + Z%,j foa? + -t Z Viuori Bomro*t +

11=0 l9=0 ls—1=0
T
lv
> Vi Bso + Y Bec
L.=0 e

con v, ; € rad A, sily € J ( por la minimalidad de d).

Haciendo j = 1 en la igualdad anterior se tiene que la expresién de B,a"t% en los 3,01, . .., Bia’,
con 0 <i, <r,paran=1,...,8s -1y, €J,sin>s—1,es la siguiente:
Ts—1
3) = (B,a’ ) Z’Y/l,l Grab el oy Z Vi1 By_jal—1td=1
1, =0 I =0

.
Latd—1 — latd—1
+ [ D v Bee + Y M B

1,=0 laeJy
()
Nuevamente, reemplazando en (3) cada B;ait¢~1, 4 =1,...,5 por su expresién en los fja't,. ..,
Batt, 0 <4, <rT,paran=1,...,s—1, 4, € J, paran>s—1y ufilizando la Observacién

1.7 tenemos que el coeficiente de B,a"+% en (3) es cero salvo en (%). Recordemos que estamos
suponiendo que e(3;) < --- < e(B:). Procediendo como en el caso ¢t = 1, se prueba que el

coeficiente de Bsa™t¢ en (3) (x) estd en rad A, lo cual es una contradiccién. O

Observacién 1.10. Como consecuencia inmediata del teorema anterior y el Teorema 1.4 obten-
emos la siguiente descripcién de las relaciones de A = K@/I cuando A tiene la propiedad (IIP) y
existe a lo sumo un lazo en k para todo k.

Sean ﬁyc),ﬂék), R (k) todas las flechas con origen en k y o un lazo en k. Elegimos la my, -

upla ¢, como en el Teorema anterior, es decir

(6,600, ., pOas, 60 P, g 50, (e, e

yer ey M9 ... nk ) Mng

y sea para cada 1 < s < ny

TJL

ﬂgk)arl,k+1 Z Z 71(‘9)13(k)a 5

i=114;=0
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la expresién de ﬁgk)a”S-kJrl como imagen de la my, - upla elegida. Entonces el ideal I de las relaciones

de A esté generado por el conjunto £ de todas las relaciones en los lazos en A y el conjunto

ng Tik

{ ,ng)a"'s,k'*‘l - Z Z 71(3)ﬂ](k)alj> §= 1,- sy g, k > 0 }

j=1 ;=0

O

Observacién.1.11. Otra consecuencia del Teorema 1.9 es la siguiente. Sea @ un diagrama que
contiene al diagrama (3 a LN » O como subdiagrama y sea A = KQ/I con la propiedad (ITP).
Si of =0, Ba=~'3son 1'e1acione; de X entonces vt =0 en A.

En efecto, por el Teorema 1.9, 3, Ba,. .., Bai~! son coordenadas del isomorfismo

Qg : H P, — 75 F,. Por otro lado, se tiene la siguiente igualdad en A:
i#a,b

0=pa" =78 = ¢a(v")

y como ¢, es un isomorfismo, 4** =0 en A. [

Ejemplos.

1) Sea @ el diagrama (1) L

QC N

a) A =KQ/ < a® Ba,vy* > es un dlgebra con la propiedad (IIP) tal que Tﬁl(P1) = 7p,(P) =
Py, 75, (Py) = 7p, (P2) = 0. Por el Teorema 1.9, B define un isomorfismo P, — 7p, (Pr).
Notemos que A = KQ/ < of, Ba,y? > es también un algebra con la propiedad (IIP) con
1p,(Py) =~ Py y Tp,(P2) = 0, cualesquiera sean ¢, j.
Otro ejemplo de dlgebras con la propiedad (IIP) definida por el diagrama @ con relaciones

es el siguiente:

b) A =KQ/ < a*,fa—B v2 >. Aquf rp,(Py) ~ P, también, pero a diferencia del ejemplo
a) el grado de nilpotencia de « en A determina las posibles potencias no nulas de v en A

como prueba la Observaci’on 1.11.

¢) A=KQ/ < o?, Ba® —yB,~* > tiene la propiedad (IIP), 7p,(P1) = P} y (B, Bc) define un

isomorfismo de P¥ — 7p,(P1).
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En forma analoga a la Observaci’on.1.11, se prueba usando que (3, fo) es un isomorfismo

de P, — 7p,(P1), que si o = Ba? —y6 = 0 en A y A tiene la propiedad (IIP) entonces

~13] = 0 donde [£] denota la parte entera de %.

1 B 2
LN
oW 7%

A =KQ/ < a?, Bya, Biae—88, > es un algebra con la propiedad (IIP) y B, (P1) =1p, 11 P (P1)

2) Sea Q el diagrama

P, ][ P; y un isomorfismo est4 dado por (81, 82). Probaremos més adelante que esta algebra es de
tipo de representacién finito.

A= KQ/ < o? Bia — 6f, B20? > es un ejemplo de un &lgebra con la propiedad (IIP) con
T (P1) ~ P[] P2 de tipo de representacién infinito como probaremos luego. De acuerdo al

Teorema 1.9, (81, B2, f2c) define un isomorfismo entre B, (P)y P ]] P2
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2. GRUPOC FUNDAMENTAL DE UN GRAFO.
CUBRIMIENTO TOPOLOGICO UNIVERSAL DE UN GRAFO ORIENTADO

Informalmente podemos decir que un grafo es un espacio topolégico que consiste de una coleccién
de puntos, llamados vértices, y una coleccién de lados. Cada lado es homeomorfo a un intervalo de
la recta real y une dos vértices 6 es homeomorfo a un circulo y une un vértice dado con sf mismo.

Esta seccidn esta dedicada a describir el grupo fundamental de un grafo y mostrar como se
construye un cubrimiento topolégico universal de un grafo orientado. Con respecto al grupo fun-
damental de un grafo enunciaremos importantes y conocidos resultados que no demostraremos aqui
y cuyas demostraciones pueden verse en [Ma).

Comenzamos con la definicién de grafo como objeto topolégico.

Definicién. Un grafo es un par que consiste de un-espacio de Hausdorff X y un subespacio Xj,
llamado “el conjunto de vértices de X”, que satisface las siguientes condiciones:
a) Xo es un subespacio cerrado y discreto de X.
b) X — X es la unién disjunta de subconjuntos abiertos ¢;, donde cada #; es homeomorfo a
un intervalo abierto de la recta real. Los abiertos ¢; son llamados “lados”.
¢) Para cada ¢; su borde Z; — ¢; es un subconjunto de X, que consiste de uno o dos puntos,
Si ¢; — ¢; consiste de dos puntos entonces el par (%, 4;) es homeomorfo al par ([0, 1}, (0, 1));
si &; — ¢; consiste de un punto entonces el par (%;,4;) es homeomorfo al par (51,5 —{1})
donde S; es el circulo unitario del plano.
d) X tiene la topologia débil. Esto es: un subconjunto A C X es cerrado (abierto) si y sélo si

ANY; es cerrado (abierto) para cada lado ¢;.

Notemos que esta definicién de grafo conincide con la definicién de complejo CW unidimensional,
es decir, topolégicamente un grafo es un complejo CW y por lo tanto toda la teoria de complejos

CW es aplicable.
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Ejemplos.

1 N\

es un grafo conexo.

2) Para cada entero n > 0, sea C,, el circulo del plano zy con centro en el punto (1/7,0) y radio
1/n. Sea X la unién de todos los circulos C,, y sea Xo = {(0,0)}, es decir, existe sélo un vértice.
Es facil verificar que las condiciones a), b) y c) se satisfacen. Sin embargo la condicién d) no se
satisface. En efecto, 4 = {(1/n,0)}nen es un subconjunto de X tal que AN ¥; es cerrado para

cada lado #; pero A no es cerrado con la topologia del plano inducida en X.

Es importante aclarar que este tipo de espacios (ejemplo 2)) no son objeto de estudio en este
trabajo pero el ejemplo ayuda a comprender el significado de la condicién d) que en el caso en que
X tiene sélo un nimero finito de lados se satisface trivialmente pero puede no satisfacerse si X

tiene un ndmero infinito de lados.

Un lado # de un grafo esta orientado si se ha elegido una direccién positiva para el mismo, o sea,
un orden en f — /. Esta orientacién se indica poniendo una flecha con origen en el menor elemento
y final en el mayor elemento de ? — £. Si # es homeomorfo a un circulo y une el vértice zg con si
mismo se pone una flecha de 7o en xo. Llamaremos vértice inicial, s(£), de un lado orientado ¢ al
vértice de comienzo de la flecha en £ y vértice final, e(£), de ¢ al vértice final de la flecha en ¢. Es
claro que todo lado tiene dos posibles orientaciones.

Un grafo se dice orientado si todos sus lados lo estdn y es lo que se denomina en teoria de
representaciones un diagrama.

Si @ es un diagrama, designaremos con Q°F al diagrama que tiene el mismo grafo que @ y
orientacién opuesta, es decir, cada lado de Q°? estd orientado en sentido opuesto al correspondiente

lado en Q. Si £ es un lado en Q indicaremos {1 al correpondiente lado en Q°P.

Definicién. Si @ es un diagrama a y b son vértices de @ llamaremos paseo en @ de a en b a una

sucesion finita de lados orientados, o sea una sucesién finita de flechas, 7, ...42f; con ¢, € Q 6
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2; € Q°P, s(fy) = a, e(f.) = b,y tal que el vértice final de ¢;_; coincide con el vértice inicial de ¥;
para todo i. El paseo se dice reducido si £; # ﬁ,,i"_ll para todo ¢, esto es £; y £;_1 no son el mismo lado

con orientaciones opuestas. Un paseo se dice cerrado si comienza y termina en el mismo vértice.

Un caso especial de grafos conexos son los denominados arboles. Un drbol es un grafo conexo
que no contiene paseos reducidos cerrados.

Notemos que todo subgrafo conexo de un arbol es también un drbol y que en un arbol todo par
de vértices distintos puede ser unido por un 1inico paseo reducido.

El teorema principal acerca de la topologia de un drbol es el siguiente que dice que el grupo

fundamental de un arbol con base en cualquier vértice es trivial.

Teorema. Todo drbol es contractil.

Es claro que todo grafo contiene subgrafos que son arboles, por ejemplo un subgrafo que con-
siste de un sélo vértice. El conjunto de todos los drboles que son subgrafos de un grafo dado es
parcialmente ordenado por inclusién y es ficil probar, usando el Lema de Zorn, que contiene un
elemento maximal.

El siguiente Teorema (c.f [Ma), cap.6, teo.4.3) trata sobre la naturaleza de los drboles maximales

en un grafo.

Teorema. Sea X un grafo conexo y T un subgrafo de X que es un arbol. Entonces T' es un arbol

maximal si y sélo si T contiene todos los vértices de X.

Sea X un grafo conexo, vp un vértice de X y T un arbol maximal en X. Sea {£) : A€ A} el
conjunto de lados de X no contenidos en T'. Elegimos una orientacién para cada uno de los lados
£y; y sean ay y by los vértices inicial y final de £y respectivamente. Asociamos a cada lado £, un
elemento o) € 7(Q,vp) como sigue. Existe un tinico paseo reducido Ax en T de vg en ay y un
unico paseo By en T de by en vy. Entonces ay es la clase de homotopia del paseo B)fyAx. Si
a) = vp omitimos el paseo Ay y andlogamente si by = vy omitimos el paseo By. Entonces tenemos

el siguiente Teorema conocido (c.f. [Ma]) acerca del grupo fundamental de un grafo conexo.

Teorema. El grupo fundamental, 7(X,vg), de un grafo conexo X con base en el vértice vy es un

grupo libre sobre el conjunto de generadores {a, A € A}.
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Notacién. Sea @ un diagrama y « un paseo en (. Notaremos [} a la clase de homotopia de a.
Ejemplos.

1) Sea Q el diagrama - 5 - =3 -
1 2 B 3

Sea T el siguiente drbol maximal de @ : A ; LN ;
Entonces 7(Q, 1) es el grupo libre generado por [y~ !871an], o sea, n(Q,1) = Z.

2) Sea @ el diagrama, (1) £2

El grupo fundamentalo;r(Q, 1) es isomorfo a Z y un generador es [a], lo cual sigue inmediatamente
de la descripcién anterior sobre los generadores del grupo fundamental elegiendo : 2, ; como arbol
maximal en Q.

En este caso puede obviarse esta construccién pues s esun retracto por deformacion del
diagrama @) y es bien sabido que el grupo fundamental del circulo es isomorfo a Z. Notar que el

grupo fundamental con base en el vértice 2 también es isomorfo a Z y un generador es [Baf™1].

N g oy
3) Sea @ el diagrama - =3 - =3 -
Y B2 613
Elegimos el siguiente drbol maximal T’ en @) : Lo, ; 2, 5

Entonces el grupo fundamental, 7(Q, 1), de @ con base en el vértice 1 es un grupo libre con dos

generadores a = |3y o] v b = [By ' By Lo fo).

Nos ocuparemos brevemente ahora de espacios de cubrimiento de un grafo. Comenzamos enun-
ciando un conocido teorema que dice que cualquier espacio de cubrimiento de un grafo es también

un grafo en una manera natural. La demostracion de este teorema puede verse en [Ma] pag. 201.

Teorema. Sea X un grafo conexo con conjunto de vértices Xg. Sea (Y,p) un espacio de cubrim-

iento de X y sea Yy = p~1(Xy). Entonces, Y es un grafo con conjunto de vértices Yy.

En particular si  es un diagrama con conjunto de vértices Qo y (Q,p) es un cubrimiento de Q
entonces Q es un diagrama con conjunto de vértices p~1(Qo). Los lados de Q estan orientados de
la siguiente manera: si £ es un lado en Q que une los vértices @y by p(a) = a, p(b) = by p(f) = ¢

entonces ponemos una flecha en £ de @ en b si en £ hay una flecha de a en b.
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Describiremos ahora como se construye un cubrimiento topélogico universal W de un diagrama

Q) con base en un vértice vy de Q.

El conjunto de vértices Wy de W es el conjunto de clases de homotopia de paseos en Q con
origen en vg. Las flechas en W se definen de la siguiente manera. Sean w; y wy vértices de W.
Para cada flecha 6 en @) hay una flecha Ewl,w tw) — wa siy sélo sl existen paseos representantes
Q1Y q2 en @ de wy y we respectivamente tal que gz = 6q;.

Notemos que una flecha 6 en @ puede originar varias flechas en W que difieren en sus extremos.
A pesar de ello, con frecuencia designaremos § : w; — Wy @ Gup, 10y -

La proyeccién de cubrimiento p : W — @ estd dada de la siguiente manera: para cada vértice
wy de W, p (wp) = e(a), donde a es cualquier paseo en () representante de wg y si 6 es una
flecha en W de w, en ws originada por una flecha § en @ tal que existen paseos q, y ¢z en Q
representantes de w; y wo respectivamente, con ga = ¢, entonces p (§) = 8.

Observemos que la proyeccién que acabamos de definir induce un morfismo de K - algebras de
KW en KQ y también un funtor K - lineal F' entre las K - categorias definidas a partir de los
diagramas W y Q.

El grupo fundamental 7(Q,vo) del diagrama @ con base en el vértice vy de @ actia libre y
transitivamente sobre W de la siguiente manera: si [o] € 7(Q,vp) y wo es un vértice de Wy
Qo es un paseo en () representante de wp entonces [a].wg = [goa] y si & es una flecha en W que
une los vértices wy y w; originada por una flecha § en Q tales que existen paseos qo y ¢ en Q
representantes de wp y w) respectivamente, con ¢; = 6qg entonces definimos [a}g como la flecha
[q0c] — [q1a]. (Notar que esta flecha también esta originada por é pero tiene distintos vértices que
3).

W'y qo es un paseo en (@ representante de wp entonces [a].wg = [goa] y si 8 es una flecha en W
que une los vértices wy y w; originada por una flecha é en @ tales que existen paseos qp y q; en Q
representantes de wp y w) respectivamente, con q; = 8qq entonces definimos [a].g como la flecha
[goca] — [q1e]. (Notar que esta es también una flecha originada por § con vértices inicial y final

distintos a los de §).

En la préximas secciones trataremos los llamados funtores de cubrimiento y funtores de cubri-
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miento Galois entre K - categorias definidos por la accién de un grupo y veremos que el funtor F'
inducido por p es un cubrimiento Galois de la K - categoria Ag, definido por la accién del grupo
fundamental 7(Q,vg) sobre W.

Finalizamos esta seccién con un ejemplo que muestra cual es el cubrimiento universal del dia-

grama - -— - =3 -,
Ejemplo.
(04
Sea @) el diagrama, : A ; = . Construimos el cubrimiento universal de () con base en 1.
B

Ya hemos visto que 7(Q,1) ~ Z y un generador es a = [y} ay].

Las clases de homotopia de paseos de 1 en 1 son los elementos del grupo fundamental 7(Q, 1),
es decir, las potencias enteras de a. Como la accién de 7(Q, 1) sobre el cubrimiento universal W
es transitiva, las clases de homotopia de paseos de 1 en 2 son : y.a”, n € Z y de paseos de 1 en 3
son de la forma (ay).a™, (8v).a™, n € Z.

Luego el diagrama W es el siguiente

[~ fﬁ*/] B+ ] (o] [ﬁ‘f o]

[ K I

r=1a=154] B (v=18-1an]

A
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3. FUNTORES DE CUBRIMIENTO GALOIS. CUBRIMIENTO GALOIS
UNIVERSAL DE UNA K - CATEGORIA LOCALMENTE ACOTADA

Presentamos en esta seccién la teorfa de cubrimientos Galois que juega un importante rol en el
estudio de algebras y sus médulos .
En nuestro caso particular estas técnicas de cubrimientos nos permitirdn resolver completamente

el problema de clasificacién de las dlgebras con la propiedad (IIP) de tipo finito.
3.1 Cubrimientos Galois entre K - categorias localmente acotadas

Definicién. Una K - categoria A es una categoria tal que para todo par de objetos z, y de
A, el conjunto, A(z,y), de morfismos de = en y tiene estructura de K - espacio vectorial y las
aplicaciones composicién A(z,y) x A(y, z) — A(x, z) son K - bilineales, cualesquiera que sean los

objetos z,y, 2z de A.

Definicién. Diremos que A es una K - categoria localmente acotada si es de la forma A = KQ/I

donde @ satisface las siguientes condiciones:

a) @ es localmente finito, esto es, el nimero de flechas que salen y llegan a un vértice es finito.
b) Para cada vértice z € Qo existe un nimero natural N, tal que el ideal 7 de las relaciones de
A contiene todos los caminos de longitud mayor o igual que N, que comienzan o terminan

en .

e I es un ideal admisible de KQ, esto es, I es un ideal de K@ contenido en el ideal generado por

todos los caminos de longitud > 2.

Recordemos que si A es una K - categoria un A - mddulo es un funtor M : A? — Mod K,
donde Mod K es la categorfa de K - espacios vectoriales, y un A - médulo M es finitamente
generado si es cociente de una suma finita de funtores representables de A°? — Mod K.

Notaremos con Mod A a la categoria de A - médulos, con mod A a la subcategoria llena de
Mod A de A - médulos finitamente generados y con ind A a la subcategoria llena de mod A

cuyos objetos son representantes no isomorfos de los A - médulos indescomponibles finitamente



27

generados.

Sea A = KQ/I una K - categoria localmente acotada y G un grupo de automorfismos de A.
Entonces el grupo G acttia sobre Mod A por traslaciones, es decir, para cada A - médulo M y cada

g € G se define M9 =M og.

Recordemos que G actia libremente sobre A si g.= # = para cada objeto = € Ayg#lenG.

Definicién. Un cubrimiento Galois entre las K - categorias A y A definido por la accién de un

grupo G de automorfismos de A es un funtor F : A — A que satisface las siguientes condiciones:
a) G es un grupo de automorfismos K - lineales de A que actia libremente sobre A.
b) Fog=F, VgeG.
¢) F es suryectiva sobre objetos y G actia transitivamente sobre la fibra F~!(a) para todo
objeto a de A.
d) F es un funtor de cubrimiento, esto es, las aplicaciones inducidas:

] Alw,y) — AF(2),0)

F(y)=a

I Aw.#) — Ale, F(=)

F(y)=a

son biyectivas para todo objeto = de AyadeA.

Daremos algunos ejemplos de cubrimientos Galois.
Ejemplos.3.1.1.

1) Sea A una K - categoria localmente acotada y G un grupo de automorfismos K - lineales que
actiia libremente sobre A.
Se define la categoria cociente A/G de la siguiente manera. Los objetos de A/G son las érbitas
determinadas por G en el conjunto de objetos de A; v si designamos con O, la G - érbita del

objeto a de A, un morfismo f: O, — O, en A/G es una familia f = (,fz) € H A(z,y) tal

T €O,
y € Op
que g., f= = gyfor Para todo g € G. La composicion de morfismos en A/G estd dada en la forma

natural.
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La proyeccién canénica 7 : A — A/G que asigna a cada objeto a de A su G - érbita O,, y 2

cada A - morfismo f : a — b la familia 7 f = (y7fz) € H A(z,y) definida por 7 f = g fg~!
x € Oy
« S O,

sia=g.z, b=g'y, 9,9 € G, es un funtor de cubrimiento Galois definido por la accién del grupo

G.
Ademés, 7 es universal con respecto a la propiedad mo g =, Vg € G. Es decir, todo funtor
F: A — A que satisface F og = F, Vg € G se factoriza a través de 7, o sea, existe un funtor

H:A/G — Atal que F=7H.

Es facil ver que H es un isomorfismo si F' cs un funtor de cubrimiento Galois.

2) Sea A=KQ/ < o’ > la categoria localmente acotada definida por el diagrama @ : o
~ (a4
con relaciones y sea A la K - categorfa localmente acotada definida por el siguiente diagrama

infinito Q

con las relaciones ¢yj-1...0 4105 = 0, Vi € Z. Sea G el grupo de automorfismos de A
generado por el morfismo 7 definido como sigue: n(a;) = @it1, n(b;) = bir1, () = aig1, N(Bi) =

Biy1, Vi € Z. Entonces G ~ Z. El funtor F’: A — A definido por F(a;) = 1, F(b;) =2, F(ay)

o, F(B;) = B Vi € Z es un cubrimiento Galois de A definido por la accién del grupo G.
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El funtor inducido por F del cociente A/G en A que identifica Oq, con 1, Op, con 2, el dnico
morfismo de O, — O,,, inducido por las fechas a;, con la flecha oy el dnico morfismo de

Oa, — Oy,, inducido por las flechas §;, con la flecha § es el isomorfismo H mencionado en 1).

3) Sea @ un diagrama y (W, p) el cubrimiento topolégico universal de ) con base en el vértice vy
construido en la seccién 2. En la misma seccién mencionamos que la proyeccién de cubrimiento
p: W — @ induce un funtor F, : Ay — Ag, donde Aw y Ag son las K - categorias
construidas a partir de los diagramas 1% y () respectivamente.

Es facil ver que F, es un funtor de cubrimiento Galois definido por la accién del grupo funda-

mental 7(Q,vg) sobre W.

4) Consideremos un diagrama @ y un ideal admisible I de la categorfa de caminos KQ.

Sea 7™ : Q' — Q una aplicacién suryectiva de diagramas tal que la imagen w(I’) del ideal
admisible I’ de KQ' esta contenida en I. Sea G un grupo de automorfismos del diagrama Q' que
preserva las relaciones I’. Entonces 7 : (Q',1") — (Q,I) es HNamado el cubrimiento Galois del
diagrama. con relaciones (@, I) definido por el grupo G si el funtor inducido F' = K : KQ/I' —
KQ/I es un cubrimiento Galois dado por la accién de G sobre K Q/r.

En general, identificaremos la aplicacién 7 con el funtor de cubrimiento K.

Notar que el ejemplo anterior 2) estd dado como cubrimiento Galois de diagramas con relaciones
y que en el ejemplo 3) la proyeccién de cubrimiento define un cubrimiento Galois de diagramas con

relaciones.

3.2. Construccién del cubrimiento Galois universal de una K - categoria local-

mente acotada.

Sea A = KQ/I una K - categoria localinente acotada. Veremos ahora como construir un
cubrimiento Galois F : (Q, ) — (@, I) llamado el cubrimiento Galois universal de la presentacion

(Q,I) de A. Tal cubrimiento est4 definido por la accién de un grupo cociente del grupo fundamental

W(Q) UO) de Q

Para cada par de vértices =,y de @ sea I(z,y) el conjunto de relaciones r de I que son K -
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8
combinaciones lineales de caminos de = en y, es decir, 7 = E A\;u;, CON ; un camino de z en ¥,
i=1
para todo %.
Sea m(I) el conjunto de relaciones minimales de I. Recordemos que una relacion

8
r = ZAiui de I(z,y) es minimal si m = 2 y para todo subconjunto no vacio J € {1,...,5},

i=1
ZAiui ¢ I(ZE, y) .
ieJ
Gea W el cubrimiento topologico universal del diagrama @ con base en el vértice vy y sea
N(Q,m(I),vo) el subgrupo normal del grupo tundamental 7(Q,vo) generado por todos los elemen-
tos de la forma [w™* p~tqw) donde w es un paseo con origen en vg, Py g son caminos con origen en
ki
el vértice final e(w) de w tales que existe una relacién minimal r de la forma r = up+ ! q—i—Z)\iui
i=1

con p, i € K— {0}y wi#p,qpara todo 1.

N
/e/%(;\//'
; g

El grupo N(Q,m(I ),v0) actia sobre W por restriccién de la accién del grupo fundamen-
tal m(Q,v0). Sea Q el diagrama de Orbitas W/N(Q,m(I),v0) determinado por la accién de
N(Q, m(I),vo) sobre W definido de la siguiente manera. Los vértices de O son las érbitas O, de
vértices w; de W. Dados dos vértices w, wo de W, existe una ﬁecha? : Ow, — Ow, 81Y s6lo si
existe una flecha 8 : wy — wo en W. Recordemos que las flechas 5 de W son inducidas por una
tinica flecha 6 de @ ( c.f. §2)

En el ejemplo anterior 3) vimos que la proyeccién de cubrimiento p : W — @ induce un funtor
de cubrimiento Galois F, : Aw — Ag. El funtor F, induce un nuevo funtor F de Ay en Ag
definido de la siguiente manera : |

F(Ou,) = (), cualquiera sea el paseo representante o de wo
F( 5 Ouw, — Ow,) =6 5 es inducida por la flecha § en @
Identificando A5 con K Q y Ag con KQ, sea T el ideal de KQ generado por las preimagenes por

F de elementos de m(I), esto es,

I={F7'(t), te m(I)}
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El grupo cociente 7(Q,I) = 7(Q, vo)/N(Q,m(I),vp), que es llamado el grupo fundamental de la
presentacidn (Q,I) de A, actia libremente sobre K Q/ I en la forma natural, es decir, la accién del
cociente m(Q,I) = (Q,v)/N(Q, m(I),v) sobre KQ/I es la inducida por la accién de 7(Q,vo)
sobre W. Luego el funtor F : As — Ag induce canénicamente un cubrimiento Galois que
notaremos F entre las K - categorias localmente acotadas KQ/I y KQ/I definido por la accién
del grupo cociente 7(Q,I) sobre KQ/I.

El funtor de cubrimiento F es llamado el cubrimiento Galois universal de la presentacién @, I)
de A.

Algunas veces diremos que K Q/I es el cubrimiento Galois universal de la presentacién (@, I) de
A entendiendo que el funtor de cubrimiento Galois KQ/I — KQ/I es el funtor F' que acabamos

de definir.

Daremos ahora algunos ejemplos para ilustrar la construccién descripta.

Ejemplos.3.2.1.

4:’)/2:

1) Sea A = KQ/I la K - categoria definida por el diagrama Oi LN ?W con relaciones «
fa? —yf =0.
El grupo fundamental 7(Q,1) de @ con punto base en el vértice 1 es un grupo libre con dos
generadores a = [a] y b= [71v4].
Como b~1a? = [~ 1y~ 1[].[e?] = [B71v18a?] € N(Q,m(I),1) se tiene que a® es congruente
con b médulo N(Q,m(I),1). De aqui resulta que
m(Q,I) =7(Q,1)/N(Q,m(I),1) = <@ > ~Z, donde @ indica la clase de a médulo N{(Q,m(I),1).

El diagrama de érbitas Q determinado por la accién del grupo fundamental

m(Q,I) =n(Q,1)/N(Q,m(I),1) sobre el cubrimiento topoldgico universal W de A es el siguiente:
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Or Oy

O(p1a O.
Plo =

O, 2 O\g1u2

O3 O,s

0,4 Olp1us
.

O\p1us O,us
e

Llamaremos ; a la flecha de Oy — Ogit1, B a la flecha de Oy — Opglas, y i a la flecha
de Ojgjai — Ogjai+2, Vi € Z. Notar que Ojgjqitz = O[’y[%lﬁaj] donde [%] es la parte entera de Ly
7 =00 1 segun ¢ sea par o impar.

El funtor F': Ay — A¢ inducido por la proyeccién de cubrimiento universal est4 definido sobre
objetos por Oy — 1, Oglas — 2 y sobre morfismos por oy — «, ;i — B,

Yi — 7.

Elideal I de KQ generado por las preimagenes por F' de relaciones minimales de I esta generado
por el conjunto {a’aitlait2ai T3, B0t ot =B, viviv1, 1 € LYy A = KQ/I es el cubrimiento
Galois universal de A.

El grupo G de automorfismos de A isomorfo a m(Q,I) ( ~ Z) que actia sobre A tal que Q es el
diagrama de 6rbitas de A /G estd generado per el automorfismo

Oai - Oai'Ha O[ﬁ]ai - O[,B]a“‘l) Qy — Q41, ,Bi - ﬁi+la Yi T Yi+1s Viez. U
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El siguiente es un interesante ejemplo dado por J.A. de la Pefia en [JAP], cap. II, 2.2, que
desarrollaremos en detalle a pesar de que esta dlgebra no satisface la propiedad (IIP) y por lo
tanto no forma parte de las dlgebras a clasificar en este trabajo. El ejemplo es interesante porque

el grupo fundamental de la presentacién (@, ) de A es un grupo finito isomorfo a Z,.

(074} (s3]
2) Sea @ el diagrama : = ; = ; con las relaciones ajag = 5109, oo =10 y
Bo < 1~

A= KQ/I la K - categoria definida por Q con esas relaciones.

Ya hemos visto en la seccién 2 que el grupo fundamental de @ con punto base en el vértice 1,
7(Q, 1), es un grupo libre con dos generadores a = [B; ' ap] y b = [B5 ' 57 a1 Bo) -

Como b = (b.a).a™ = |65 Blarag ). [ag ' fo] y claramente [By ' Blaray '] €
N(Q,m(I),1) resulta que b es congruente con a™! médulo N(Q,m(I),1) y de aqui, el grupo
cociente 7(Q,I) = 7(Q,1)/N(Q, m(I),1) est4 generado por la clase, b, de b médulo N(Q,m(I),1).

Como ademds, b = [ﬁalﬁflalﬂ]’]‘alﬂo] = [ﬁo—lﬂ]’lalaoaglﬂl_lalﬂo] =
[ﬁ({]ﬂf]alao].[aalﬁflalﬁo] e N(Q,m(I),1) se tiene que m(Q, ) ~ Zs.

Sea W el cubrimiento topoldgico universal de Q. Recordemos que el subgrupo

N(Q,m(I),1) de m(Q, 1) actia sobre W por restriccién de la accién de 7(Q, 1) que es la siguiente:

[a].w = [q.a], cualquiera sea el representante g de w en Q

[a]. (wy 4, wy) =6, donde § es la flecha de @ que origina a &
cualesquiera sean o] € 7(Q,1), w un vértice de W'y w1'—6~> wo una. flecha de W. Recordemos
también que si Q es el diagrama de érbitas W/N(Q, m(I),1) entonces m(@Q, I) actiia sobre @ de la
siguiente manera. Dados T € 7(Q, I), O, un vértice de Q y

8wy wp * Ow, — Oy, una flecha de Q

T.0y = Oy
— gml,mg 3:mul mwg
T. (Oml — Ou:g) = Omwl — Ofmv2

Mss atin, Q tiene la propiedad que
Q ~ Q/n(Q,1) ~ W/N(Q,m(I),1) / n(Q,1)/N(Q,m(]),1) ~ W/m(Q,1).
Dado un vértice w de W sea Op,, la érbita del vértice O,, de @ por la accién de 7(Q, I).

Entonces los isomorfismos (de K - categorias) Q ~ W/n(Q,1) ~ Q/7(Q, I) identifican el vértice 4



34

de Q con el vértice O,, de W/m(Q,1) donde w es la clase de homotopia de cualquier paseo en Q

de 1 en i y el vértice O,, con el vértice Op,, de Q Es decir,

1~ Opy ~ Oom
2~ Olay) ~ Oo[aol

3~ Olayao] ™ O0ja,00)

Luego el conjunto de vértices Qo de Q es la unién disjunta O¢,,, Y Oo,,, Y 00, a0 (pues
Q/m(Q,1) ~ Q).

Como para cada vértice w de W, Op, = { 1.0, .0u } = { Ow, Ounw } se tiene que
Qo ={ O Os; Olag)s Osfals Ofaraals Obfensasal }-

Es claro que existen flechas Oy outleal, Olao)s O RaLOLUR Oyep] inducidas por la flecha ag

Q1 p[ag).blayapl . . . .
20220, Obpjaga) inducidas por . Para simplificar

de Q y Ofaq) —Heoll2120), B cols Obfaol

HY . .o — "o o= / —— "o =
notacién llamaremos & a Bo(1),ag]s X0 & P0b,blac)s X1 @ Olfag],farao] Y X1 & lblag),blarao]

Veremos ahora que el diagrama Q) es el siguiente:

1

Onp g Olapl al Olay apl
- _———) . ———-—) -

Os Oblag) Objayap)

donde S, B son flechas inducidas por By y By, B por bi.
b_ob,b[ﬂol

Es claro que fy induce flechas Oy M Oio1> Ob Oyipy)- Veamos que ellas son
respectivamente las flechas que hemos llamado (3§ y B en el diagrama (). Para probar que B es
la flecha EO“]:[ﬂO] basta ver que Oy(ag] = Ogo)-

Para ello escribimos, b.[ag] = [aoB5 67 @1 Bo) = [y By ea].[Bo] con
[0y By en] € N(Q,m(I), 1).

Luego como [y induce una flecha O} — Op[q,), también induce una flecha

B.(Om R Ob[ao]) de 5‘0[1] en E-Ob[aoh 0 sea, de Ob en BQ.O[QO] = O[ao] (pues b? € N(Q,m(]), 1)

que es precisamente la flecha que denominamos fy en ().



35

Veamos por tltimo que existen flechas Opfag) — Olarao] ¥ Olao] — Obja; o) inducidas por By
que son respectivamente las que hemos llamado 3 y 51" en ().

De manera andloga a la de recién, basta probar que B; induce una flecha
Oblao} — Olaraol

Como acabamos de ver Qoo = Ojg,) ¥ s claro que B31 induce una flecha
Olso) — Oip.po)- Basta probar entonces que Ojg, g,) = Olaao)» 10 cual sigue inmediatamente de
que [B180] = [B1 800 a1~ ].[arao) con [Bifocorar "] € N(Q,m(I), 1).

Finalmente se tiene que A=K Q/f , donde I es el ideal de KQ generado por el conjunto
{ ol —BiBh; ar”ao” =B Bo”; Brog—aifBo; Bi" oo’ — o/ Bo” } es el cubrimiento Galois universal

de Q definido por la accién del grupo fundamental 7(Q, I) de la presentacién (Q,I) de A.
3) Diagramas con relaciones cero.

Se dice que @ es un diagrama con relaciones cero si las relaciones minimales de Q estan dadas
por caminos.

Por ejemplo, el diagrama O —ﬁ—>0 con a? = Ba = B = 0 es un diagrama con relaciones

o ¥

cero, pero si consideramos el mismo diagrama con las relaciones a? = fa — B = 0 no lo es pues
Ba — v =0 es una relacién minimal dada por una combinacién lineal de caminos.

Es claro entonces que si @ es un diagrama con relaciones cero, e [ es el ideal de k@ generado
por estas relaciones, el subgrupo normal N(@Q,m(I),vp) del grupo fundamental 7(Q,vg) es trivial.

De aqui, el cubrimiento Galois universal de A = kQ/I coincide con el cubrimiento topoldgico
universal W del diagrama Q. Mas atin, W es el cubrimiento Galois universal de @ definido por

la accién del grupo fundamental 7(Q,vo). Ademés, W es un arbol y tiene relaciones cero pues las

relaciones en W son levantamientos de las relaciones cero de ). U
Daremos algunos ejemplos de cubrimientos Galois de diagramas con relaciones cero.

a) Sea @ el diagrama O io con relaciones a® = fa = 42 = 0. El cubrimiento Galois
@ v

universal de A = kQ/ < o?, Bo,¥? > esta dado por el siguiente diagrama tridimensional:
8 P g g
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* ’ Y . | 'y , 4
{' LF/v I >
|

N i .
<
¢

Aqui el grupo fundamental 7(Q, 1) es el grupo libre generado por a = [a] y b= [B716"'é0].

b) El cubrimiento universal del diagrama < C——F-—»D 4

PN

con relaciones a? = fio = Paa = by = 4% = 0 esta dado por el siguiente diagrama tridimen-

sional:

«
. o “
(4 f
¥ — 7
y A 3
f/' /’ Iy L < ?z v (‘5. ;‘/, $ ) FZ ’
" {
o
of
=<
s § . — 1 v
v '

En este caso m(Q,1) es el grupo libre con generadores a = [a]; b= [ L6-18);

c=[By 167160
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3.3. Cubrimientos Galois y tipo de representacién finito.

Esencialmente enunciaremos aqui un criterio para decidir si un &lgebra es de tipo de re-
presentacién finito usando cubrimientos Galois. Este resultado fue probado por K. Bongartz y serd
la herramienta principal en la resolucién de nuestro problema de clasificacién.

Comenzamos con algunas definiciones y un Lema de P. Gabriel que reduce el estudio del tipo

de representacién de un algebra A al de un cubrimiento Galois cualquiera de A.

Definicién. Una K - categoria localmente acotada A = KQ/I se dice localmente de tipo finito si
para cada vértice 7 de Q) existe sélo un nimero finito de A - médulos indescomponibles que tienen

a i en el soporte. Es decir, si el conjunto {X € ind A : X (%) # 0} es finito para todo i € Qo.

Se dice que un subdiagrama @’ de Q es lleno si Q' define una subcategoria llena de mod A, es
decir, para todo =,y € @ los caminos de = en y en Q' coinciden con los caminos de = en y en Q)
y toda relacién de I(x,y) es una relacién en @'

De la definicién de localmente de tipo finito resulta que si A = K@/I es localmente de tipo
finito entonces todo subdiagrama finito lleno Q' de @ define una subcategoria localmente acotada

de tipo finito.

Sea A = KQ/I una K - categoria localmente acotada y G un grupo de automorfismos de A que
actia libremente sobre A.

Entonces vale el siguiente Lema, cuya demostracién puede verse en [Gal, 3.3 y 3.6.
Lema 3.3.1. A/G es localmente de tipo finito si y sélo si A lo es.
Recordemos que bajo estas hipdtesis sobre A y G la proyeccién candnica m : A — A/G es

un cubrimiento Galois de A/G. De aqui, el Lema anterior permite reducir el estudio del tipo de

representacién de A al estudio del tipo de representacién de cualquier cubrimiento Galois de A.

L . . 2
Como aplicacién del Lema 3.3.1 consideremos el diagrama @ : - LN y sea

RG =

A=KQ/ <a'>.
En el ejemplo 2) de 3.1 construimos un cubrimiento Galois A=KQ /1: de A.

El diagrama Q contiene un subdiagrama lleno de tipo Ds y es bien conocido que un diagrama
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de tipo Djs define un algebra hereditaria de tipo infinito.

Luego A no es localmente de tipo finito y del Lema 3.3.1 sigue entonces que A es de tipo de
representacién infinito.

Sin embargo, si consideramos el dlgebra A = KQ/ < o3 >, Q no contiene ningiin subdiagrama
lleno correspondiente a un dlgebra hereditaria de tipo infinito y de aqui que el Lema anterior no
permite asegurar nada acerca del tipo de representacién de A.

Este sencillo ejemplo muestra la necesidad de utilizar otro tipo de criterio para decidir el tipo

de representacién de un algebra.

Vamos a introducir ahora una serie de definiciones necesarias para enunciar el Criterio de Bon-

gartz para tipo de representacién finito.

Definicién. Una categoria localmente de dimensién finita es una K - categoria A que satisface las
siguientes condiciones:

a) Para cada = € A el dlgebra de endomorfismos A(z,z) es local.

b) Objetos distintos de A son no isomorfos.

¢) Para todo par =, y de objetos de A, A(z,y) tiene dimensi6n finita sobre K.
En particular, si A es localmente de dimensién finita y dimg A(z,y) < 1 para todo par de objetos
x e y se dice que A es schurian. Notemos que una K - categoria de caminos A = KQ/I es schurian

si existe a lo sumo un camino no nulo entre cada par de vertices x, y de Q.

Definiremos ahora los grupos de homologia simplicial de una K - categoria localmente acotada

schurian A = KQ/1I.

Paran > 1 sea S,A el conjunto de sucesiones (2o, Z1,...,%,) de objetos distintos de A tal que
la composicién

A(zo,z1) X A(Z1,22) X -+ X A(Zn—1,Zn) — A(xo, xn)

es no nula. Es decir, S, A es el conjunto de sucesiones (2, Z1, ... ,%y) tales que existe exactamente
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un camino no nulo que une los vértices mg y =, y pasa por los vértices x1,...,Tn_1-
Por definicién SoA es el conjunto de objetos de A y SiA se identifica con el conjunto de pares
(z,y) tales que A(z,y) # 0.
Denotamos con C, A el grupo abeliano libre generado por S, A.
Los grupos C, A dan origen a un complejo diferencial C, A
LA S oA S CoA

n

con d(zg,...,Tn) = Z(—l)i(mo, T 1y Tidly -« Tn)-
i=0
Los grupos de homologia de este complejo se notan por H,A y se Haman los grupos de homologia

simplicial de A.

Definiciones. Dados dos vértices z,y de @, la desigualdad z < y significa que @ contiene un
camino de = a y. Se define el intervalo [z,y] como el conjunto {2 € Qo : 7 < 2 < y}; y @ se dice
intervalo finito si todos los intervalos [z, y| de @ son finitos.

Un conjunto C de vértices de Q se dice convezo si para todo z,y € C el intervalo [z,y] C C.
Se tiene entonces la siguiente definicién de simple conexidad en sentido simplicial.

Definicién. Una K - categoria localmente acotada A = KQ/I es simplemente coneza si tiene las

siguientes propiedades:

a) A es schurian.
b) @ es conexo, sin ciclos orientados e intervalo finito.

¢) Hi(A) =0.

En general puede ser complicado calcular el primer grupo de homologia simplicial Hy(A) de
A. Vamos a definir ahora la nocién de punto separante en una K - categoria de dimensién finita
A = KQ/I. Veremos luego que bajo ciertas condiciones si todo punto de A es separante entonces
Hy(A) =0.

Recordemos que un vértice a de un diagrama Q es una fuente si ninguna flecha de Q termina

en a.

Definicién. Sea A = KQ/I una K - categorfa de dimensién finita. Una fuente a de @Q se dice

separante si rad P, es suma directa de A - médulos indescomponibles no isomorfos cuyos soportes
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estan contenidos en diferentes componentes conexas del subdiagrama de Q obtenido quitando el
vértice a. Un vértice arbitrario z de Q se dice separante si z es una fuente separante para la
subcategoria convexa de A dada por el subdiagrama lleno de Q cuyos vértices son los y € Qp tales
que existe un camino no nulo de z a-y, es decir, y 2 . La categoria A se dice separada si todos

sus vértices son separantes.
Ejemplos.3.3.2.

1) Sea A la K - categoria definida por el diagrama de Kronecker : = ) El vértice 1 no es

separante.

2) Sea Q el siguiente diagrama
b [E >
.o
v
.// \\.
PN
LA
y A =KQ/ < we— v, we—0¢, Ba—by, T8, p6 >. Todos los vértices de Q, excepto el vértice

a, son separantes.

3) Es inmediato de la definicién de punto separante que si Q es un arbol, toda dlgebra A = KQ/I

es separada. Es decir, todos los vértices de () son separantes.

4) En el cubrimiento Galois A = KQ/I del ejemplo 3.1.1.2) todos los puntos de @ son separantes.

Lo mismo ocurre con el ejemplo 3.2.1.1).

Es necesario recordar ahora que a un conjunto parcialmente ordenado S se le puede asociar una
K - categoria K S definida de la siguiente manera. Los objetos de K S son los puntos de S; y para
cada par z,y de puntos de S, KS(x,y) es el K - espacio vectorial unidimensional generado por un

camino 6,, #0dezaysiz <yycerosi & y. Para x <y < z se define 6., 0 Syx = 0z
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Ejemplo.3.3.3.

Sea S el conjunto ordenado dado por el siguiente diagrama de Hasse:

S\,
N\

Entonces K.S es la K - categoria definida por el siguiente diagrama con relaciones:

N\
N

%

Dado un objeto s de una K - categoria localmente acotada A = KQ/I con @ sin ciclos orientados

?

notamos con A, al conjunto {t € A : A(%,s) # 0} con el siguiente orden parcial.
t <t <= existe un camino no nulo de t a s que pasa por ¢’

Dualmente se define A® como el conjunto {t € A : A(s,t) # 0}.
Asi, se pueden construir las categorias KA; y KA® que serédn subcategorias de A. Mas atn,
como A es localmente acotada KA; y KA® también lo serdn y por lo tanto estaran dadas por

diagramas con relaciones.

Ejemplos.3.3.4.

1) El conjunto parcialmente ordenado S del ejemplo 3.3.3 es el conjunto A4 si se considera A = KQ

donde @ es el diagrama

aN
%

2) Sea Q@ el siguiente diagrama con relaciones
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Mostramos a continuacién el conjunto Ay v la K - categoria KAy4.

AN
/ /

| N

/\q KA

3) Sea Q el siguiente diagrama conmutativo

y sea A el lgebra determinada por Q con relaciones de conmutatividad. Entonces A = KAs.

En lo que sigue, dado un diagrama ¢ indicaremos con |Q| al grafo no orientado de Q.

Definicién. Una K - categoria A es llamada A - libre sl no contiene una subcategoria llena

B~ KQp con |Qg| = Ap, n>1.

En el ejemplo anterior 2) A es A -libre; sin embargo la K - categoria A del ejemplo 3) no lo es

pues el subdiagrama lleno de vértices 1,2,3 y 4 es de tipo Ay

Observacion.3.3.5.
1) Si Q es un diagrama cuyo grafo no orientado es un &rbol y A = KQ/I, entonces para todo

vértice s las subcategorias KAy y KA® son A - libres.

2) El hecho de que una K - categoria localmente acotada A sea A - libre no implica que para todo
objeto s de A las subcategorias KA también lo sean. En efecto, si A es la K - categoria del

ejemplo 3.3.2.2), A es A - libre y sin embargo la subcategoria K'A; no lo es. KA, estd dada por

!
N
N

el siguiente diagrama conmutativo.
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La reciproca tampoco es cierta. Es decir, si para todo objeto s de A la subcategoria KA, es A
- libre no necesariamente A lo es. Basta considerar A = K@ donde Q es el siguiente diagrama de

tipo Aq

A
N

g

La siguiente Proposicién da condiciones suficientes para que el primer grupo de homologia

simplicial de A = KQ/I sea cero.

Proposicién.3.3.6. Sea A = KQ/I localmente acotada, schurian, () conexo, sin ciclos orientados
e intervalo finito y tal que para todo s € Qq las categorias KA, y KA® son A - libres. Si A es

separada entonces Hy(A) = 0.

Demostracion. La idea de la demostracién es la siguiente. Se prueba usando el Lema 2.7 de [BrG]

que Hi(A) = lim H;(A,) donde las A,, son subcategorias finitas llenas K Q, /I, de A obtenidas
—

inductivamente de manera que (Qn+1)o — (@n)o €s un punto extremo (maximal o minimal ) de

(@n+1)o- Se aplica luego la Proposicién 2.2 de [Bo] para probar que Hy(A,) = 0, para todo n.0]

Es facil ver, usando la Proposicién que acabamos de probar, que los cubrimientos Galois A =
KQ/I construidos en 3.1.1.2) y 3.3.2.1) son simplemente conexos.
Notemos que en estos casos verificar las hipétesis de la Proposicién anterior es mucho més

sencillo que calcular el grupo H;(A).

Observacién 3.3.7. Si Q es un diagrama conexo cuyo grafo no orientado es un arbol y A = KQ/I
es de dimensidn finita, se satisfacen las hipétesis de la Proposicién 3.3.6, y ademés todo punto de A
es separante (c.f. Ejemplo 3.3.2.3)). Por lo tanto, H;(A) = 0. M4s atin, de acuerdo a la definicién

de simple conexidad, A es simplemente conexa.

Definicién. Un élgebra A es llamada standard si es de dimensién finita, distributiva y bésica y

admite un cubrimiento Galois F : A — A con A simplemente conexa (en el sentido simplicial
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definido aqui).

Recordemos que A es distributiva si y sélo si Aa, b) es uniserial como A(a, a)—A(b,b)— bimédulo
para todo a,b € A.

Por ejemplo, sea Q el diagrama 1—[3% 9 2—[1{)3 yA=KQ/ < o2, Bacr >.

Es claro que A(2,3) es uniserial como A(2,2) — A(3,3) - bimédulo.

El K - espacio vectorial A(1,2) estd generado por 1 y afi. Como todo A(1,1) — A(2,2)— sub-
bimédulo de A(1,2) es un K - subespacio vectevial de A(1, 2) resulta que los dnicos A1, 1)—A(2,2)—
sub-bimédulos de A(1,2) son K31 y K (af1). De aqui, es uniserial como A(1,1)—A(2,2)— bimédulo

y la Unica serie de composicién es
A(1,2) 2 KBy D K(af) 20

Anslogamente se ve que la tnica serie de composicion de A(1,3) como A(1,1) — A(3,3) - bimédulo
es

A(L,3) 2 K(B251) 20

Sin embargo, si @ es el mismo diagrama , el dlgebra A = KQ/ < a? > no es distributiva pues

A(1,3) admite dos series de composicién como A'(1,1) — A’(3,3) - bimnédulo que son
A'(1,3) 2 K(B251) 20

A'(1,3) 2 K(B20f1) 20

Proposicién 3.3.8. Los siguientes diagramas con relaciones determinan dlgebras distributivas.

a) Un diagrama de Dyukin de tipo A,.
b) O conaf=0.
C) O1—.. oo™ ,n>17 ak:O

% ?

d) 5 0O, ofF=Ha=0

) 0fhoBE, at=qt=fa—rf =0
« 2l
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Demostracién. Para a), b) y c), la Proposicién sigue inmediatamente de que cualesquiera que sean
ayben A, A(a,b) es uniserial como K - espacio vectorial y el hecho general que toda serie de
composicién de A(a,b) como A(a,a) — A(b,b)— bimédulo es una serie de composicién de A(a,b)
como K - espacio vectorial.

Probemos ahora que las dlgebras de d), e) y g) son distributivas. Llamemos A4 al dlgebra dada
en el inciso d). Para cada par de elementos a y b en Ag daremos la tinica serie de composicién de

Ag(a,b) como Ag(a,a) — Ag(b,b) - bimédulo. Andlogamente para los incisos ) y g).

Ag(1,2) 2 KB, 2 K(afy) 2 K(e?41) 2... 2 K(@*18) 20
A4(1,3) 2 K(B2B1) 20

A4(2,3) 2 KfB2 20

Ae(1,2) 2 KB 2 K(Bia) 20

Ae(1,3) 2 K(B2f1) 2 K(f2B1r) 20

Ae(2,3) 2 KBz 2 K(f2v) 20

Ag(1,2) D KBy 20

Ag(1,3) 2 Kfi 2 Kfiae 20

Ay(2,3) D K6 20

Observemos que en e) la relacién fia = vB2 es esencial para que Ac(1,3) sea uniserial como
Ao(1,1) — Ae(3,3) - bimédulo. Con esta relacién se tiene que K(Bf1c) = K(B2761) lo cual
determina la unicidad de la serie de composicién dada arriba.

Consideremos ahora el dlgebra A del inciso f). Si 1 <4,j < n entonces

A, )~ K (O LN i—-...—; ) (4,7) y por b) es uniserial. Andlogamente si
(a2
1<i,j<n, A~ K (; = ...5-~...—n O )(4,J) que también es uniserial como A4, 1) —A(F, 7)
¥
- bimédulo.

Veamos que A(1,7n) es uniserial como A(1,1) — A(n,n) - bimédulo. Si A(1,n) # 0 entonces

existe un camino § = §F de 1 an con § un camino de 2 a n y se tienen los siguientes isomorfismos
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de K - espacios vectoriales. En i), A(1,n) ~ Ké + Kvb + K~% + ... + Ky'71'6 y enii)
A(l,n) ~ KB + Kfa + KBa? +- -+ KBco*~'. Mostramos a continuacién las dnicas series
de composicién de A(1,n) como A(1,1) — A(n,n) - bimédulo, para i) y ii) respectivamente.

Aln) D K6 D Kv6 2 K4*6 2---2 Ky 71620

A(l,n) D KB 2 Kfa 2 KBa® D2 KBo*"1 20

Estamos en condiciones ahora de enunciar el Criterio de Bongartz para tipo de representacion
finito. La demostracién de este importante Teorema puede verse en [Bo].
Llamaremos lista [BHV], a la lista de dlgebras mansas ocultas dada por D. Happel y D. Vossieck

en [HaV] y por K. Bongartz.

Teorema.3.3.9. Sea A un dlgebra standard de dimensién d y sea A — A un cubrimiento Galois
con A simplemente conexa. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
1) A es de tipo de representacion finito.

2) A tiene las siguientes propiedades:

a) Para todo s € A las categorias K A,y K A® sou A - libres.
b) A 1o contiene una subcategoria convexa llena B ~ KQg con |@Qp| = Azat1-

¢) A no contiene ninguna subcategoria convexa llena dada por uno de los diagramas de la lista

[BHV].

Para finalizar esta seccién volvamos al ejemplo A = KQ/ < o® > donde Q es el diagrama
16 2

Lo

: Vamos a aplicar el Teorema 3.3.9. anterior para probar que A es de tipo de representacién finito.
Sigue de la Proposicién 3.3.8 que A es un dlgebra standard . En el ejemplo 3.1.1. 2) construimos
el cubrimiento Galois universal A = KQ / I de A el cual esta dado por un diagrama de arbol. De
la Observacién 3.3.7 resulta entonces que A es simplemente conexa y satisface la propiedad 2)a)
del teorema anterior. La propiedad 2)b) es claramente satisfecha por A ya que A tiene dimensién
d =7y Q no contiene subdiagramas convexos llenos de tipo A, con r > 4. Ademés Q no contiene

ningdn subdiagrama convexo lleno de la lista [BHV] que es la condicién 2)c) del Teorema 3.3.9.
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4. ALGEBRAS CON LA PROPIEDAD (IIP) DE TIPO
DE REPRESENTACION FINITO

Ya vimos en la seccién 1 que para clasificar todas las K - dlgebras A = K Q/I con la propiedad
(IIP) de tipo de representacién finito podemos reducirnos a estudiar los casos en que () es un
diagrama con lazos, a lo sumo uno en cada vértice, y no contiene al diagrama de Kronecker como
subdiagrama.

Sea @ un tal diagrama con lazos y A = KQ/I. Si Py,..., Py, son los A - médulos indescom-

ponibles, notaremos con e; al elemento idempotente de A tal que P; = A.e;.

Comenzaremos estudiando diagramas @ en las siguientes condiciones.

I. Q es un diagrama de Dynkin con un lazo en alguno de sus vértices.
II. Q es un diagrama de Dynkin con dos iazos en vértices distintos.
II. Q es un diagrama de Dynkin con tres lazos en vértices distintos.
IV. Q contiene un subdiagrama de la forma . w
Veremos en cada uno de estos casos cudles son las dlgebras A = KQ/I con la propiedad (IIP)
de tipo de representacién finito. Mostraremos ademds que esto resuelve completamente nuestro
problema de clasificacién.
Antes de comenzar con el estudio de los diagramas de I, II, III y IV queremos dar una. Proposicion
que es corolario inmediato de la descripcién de las relaciones sobre las algebras con (IIP), y una

Observacién que serdn de gran utilidad.

Proposicién.4.1. Sea A = KQ/I un 4lgebra con la propiedad (IIP) y J un ideal idempotente de
A. Entonces A/J también tiene la propiedad (IIP).

Observacién.4.2. Sea A = KQ/I un 4lgebra que satisface la propiedad (IIP) y sean ¢;,,. .., ¢,
los elementos idempotentes de A correspondientes a los vértices 41,...,% de @. Como
A.(ei, +---+¢;,).A es un ideal idempotente de A, resulta de la Proposicién anterior que

A = A/A.(e;, + - +e;,).A tiene también la propiedad (IIP). Ademds el 4lgebra A’ estd dada
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por un diagrama @’ que se obtiene a partir de @ quitando los vértices 4, ... Jir y si Q' es un
subdiagrama lleno de Q el ideal I’ de las relaciones de A’ es igual a I'N KQ@'. De aqui resulta, que
toda relacién de A’ es una relacién de A.

Esto y el hecho de que todo cociente de un dlgebra de tipo de representacion finito es de tipo de
representacién finito serdn de gran utilidad en la resolucién de nuestro problema de clasificacion.
En efecto, supongamos que se desea determinar cudles son todas las algebras A = KQ/I que
satisfacen la propiedad (IIP) y son de tipo de representacién finito. Supongamos ademis que se
conoce cudles son aquellas algebras A’ = KQ'/I’ con las mismas propiedades que A y tal que Q'
es un diagrama lleno obtenido a partir de @ quitando algunos vértices. Basta considerar entonces
ideales T de A tales que A’ = KQ'/I' = KQ'/INKQ' es de tipo de representacién finito. Esto nos
permite establecer prioridades en los célculos y estudiar cada caso utilizando resultados obtenidos

anteriormente.[]

Estudiaremos ahora los casos I, I, IIT y I'V mencionados.

I. Q ES UN DIAGRAMA DE DYNKIN CON UN LAZO
Comenzamos esta seccién estudiando diagramas de tipo A, con un lazo.
I.1. Q es un diagrama de tipo A, con un lazo en alguno de sus vértices.

Comenzamos con el diagrama mds sencillo de los de este tipo.

I.1.1. Sea @ el diagrama ¢ . Es claro que el dlgebra A = KQ/ < a* > con i > 0 tiene la
[a7

propiedad (IIP) y es isomorfa al cociente K[x]/ < z* > del anillo de polinomios K [x]. Se

sabe que estas 4lgebras son de tipo finito. Més ain se conoce una descripcién completa de

los A - médulos indescomponibles.

1.1.2. Sea @ el diagrama O LR 2 i — -
&
Por el Teorema 1.9, A = KQ/I tiene la propiedad (IIP) si y sélo si

I =< &, Ba? > con 0 < j < i. Veamos entonces para que valores de 4,j,n las relaciones
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ot = Bal = 0 definen un algebra de tipo de representacién finito. Probaremos que A es
de tipo de representacién finito exactamente en los siguientes casos:
n=2 1=2,3

n>2 1=2
b) o = pPa=0, Vi,n

a) o’ =0, con {

n=21i=34,5

c) o = fa? =0, con{ )
n=1i1=3

El siguiente diagrama @ con las relaciones indicadas define el cubrimiento Galois uni-

versal A de A. El grupo G que actia sobre A tal que A /G =~ A es isomorfo a Z.

ﬁ4\
p
s

Como @ es un arbol, sigue de la Observacién 3.3.7 que A es simplemente conexa. Es
facil ver, usando la Proposicién 3.3.8, que A es standard y por lo tanto, estamos en las
condiciones del Teorema 3.3.9 (Criterio de Bongartz para tipo finito).

La condicién 2a) del Teorema 3.3.9 se satisface trivialmente cualesquiera sean 4,j y n
pues Q es un 4rbol (cf. Observacién 3.3.5). Para probar la condicién 2b) observemos que
d=dimg(A) >n+(n—1)+({—1) = 2n+i—2 pues Q tiene n vértices, n —1 flechas que
no son lazos y a,a?, ..., ! son caminos no nulos en A. Luego, 2d +1 = 4n +2i —3 >
sup(2n+j—2,n+i—-1)y O no contiene subdiagramas convexos llenos de tipo A, con
r > sup (2n +j —2,n+4—1). Indicamos a continuacién subdiagramas maximales de Q

de tlpO A2n+_7‘—.2 y An—l—‘i—-l'
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Las relaciones dadas en a), b) y ¢) anteriores determinan un algebra A que sa-
tisface ademds la condicién 2¢) del Teorema 3.3.9, es decir, Q no contiene ningun subdia-
grama convexo lleno de la lista [BHV]. Luego, en estos casos, A es de tipo de representacién
finito.

Vamos a probar que estas son las inicas relaciones que determinan lgebras de tipo finito.
Para ello veremos que se puede elegir, en cada uno de los casos restantes, un subdiagrama
lleno Q' de Q de tipo infinito. El resultado sigue entonces del Lema 3.3.1.

Mostramos a continuacién los diagramas Q’ elegidos en cada caso.

Sij=1iei>4,es decir, si tenemos la relacién o = 0 con i > 4, Q' es de tipo Ds:

ML
1

Parai=3yn >3, Q esde tipo Ey:

i

. - —

Sij=n=2ei>6, Q eselsiguiente diagrama de la lista [BHV].

*/k

|

T

Paraj=2, n>3, i=4, Q es de tipo Eg:
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Enelcasoj=2 i=3 n=4, Q es de tipo Eq:

T
y

Finalmente, si j = 3 se puede elegir el mismo subdiagrama que en el caso

J=0,124

Observacién 4.3. Es bien conocido que un algebra A es de tipo de representacién finito si y
sélo si A°? lo es. Sin embargo, no es cierto que AP satisface la propiedad (IIP) siempre que A la
satisfaga. Por ejemplo, en el caso anterior b),

AP = KQ°P/ < (a°P)!,a°?(3°P > donde o y (3°P denotan, respectivamente, a las flechas a y
con orientacién opuesta; y A°? no tiene la propiedad (IIP) pues no todas las relaciones comienzan
en lazos.

De aqui, es necesario estudiar por separado un diagrama ) y su opuesto. Esta tarea se facilita
debido a que si Q es un cubrimiento Galois de A = K'Q/I se puede construir un cubrimiento Galois
de A°P con el mismo grafo no orientado que Q. Basta considerar el diagrama Q°P con las relaciones
correspondientes.

En realidad, cuando @ es un diagrama de Dynkin con un lazo en el vértice %, vale el siguiente
hecho més general. Si @’ es un diagrama que se obtiene a partir de ) cambiando la orientacién
de algunas de las flechas 3 con origen en i, el cubrimiento Galois universal de A’ = KQ'/J es un
arbol que tiene el mismo grafo no orientado que Q cualquiera sea el ideal admisible J. De hecho,
para construirlo basta cambiar la orientacién de las flechas de @ que estan en la fibra de las flechas
invertidas en el diagrama @ y considerar las relaciones correspondientes.

En adelante designaremos con @g,,... 3, al diagrama obtenido a partir de ) cambiando la ori-

entacién de las flechas 3i,...,0, v si Q es el cubrimiento Galois universal de A = KQ/I y de-
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signaremos con Qp, g, al cubrimiento Galois universal de Ag, . 5 = KQpg,,..p,/J obtenido a
partir de Q como acabamos de indicar arriba.
Indicaremos con el mismo nombre que en @ a las flechas de Qg,,.. s, que hayan preservado

su orientacién y con B;” a la flecha §; con orientacién opuesta. Andlogamente en el cubrimiento

Qs,,..5,.-0

Consideraremos en 1.1.3. el diagrama Qg obtenido cambiando la orientacién de la flecha 8 en

el diagrama @ de 1.1.2.

op

LI.1.3. Si Q es el diagrama de 1.1.2, Qg es O &—— o ...... — oy Qg arriba definido es el

siguiente arbol infinito.

Ber

Por la Observacién.1.8., la tinica relacién a estudiar en este caso es o = 0 con ¢ > 1. De
la Observacién anterior 4.3 sigue que Qp con la relacién of = 0 es un cubrimiento Galois
de KQp/ < o >. M4s precisamente, es el cubrimiento Galois univerdal de KQg/ < o >.
Ademais, ]\g =K Qg / < a* > es simplemente conexo, con grupo Z y se ve en forma analoga
al caso I.1.2 que se satisfacen las hipbiesis del Teorema 3.3.9. Usando dicho Teorema se ve
facilmente qué sin=2e1=236n>2ei=2 entonces KQp/ < o' > es de tipo
finito.

Veamos que vale también la reciproca. Esto sigue de que en los casos restantes, Qg
contiene subdiagramas convexos llenos del mismo tipo (Dynkin extendido) que los indicados

en los casos andlogos de 1.1.2. Esto termina el caso 1.1.3. y el estudio de los diagramas de
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la forma ¢ — ... —.

Estudiaremos ahora dlgebras definidas por diagramas del tipo | — g —...— ,.
le4
1.1.4. Sea Q: i 2 O Pz, 3—~—...—n Y A=KQ/I Porel Teorema 1.9 que A tiene la
(o4

propiedad (IIP) siy sélo si I =< o, Bia”, Boa® > coni>1y0<rs<i.

Veamos cuando las relaciones o' = 310" = fra® = 0 determinan un algebra de tipo
finito.

De acuerdo a la Observacién.4.2, basta estudiar sobre A aquellas relaciones tales que las
algebras cocientes A} = A/A.e;. Ay Ao = A/A.(es + -+ e,).A, que también satisfacen la
propiedad (IIP), son de tipo de representacién finito. Tales dlgebras fueron estudiadas en

[.1.2 y son de tipo de representacién finito en los siguientes casos:
i) o' =pfia=0
i) o' = Ba=0
i) o' =Fra=Lra=0
Veamos que A es de tipo de representacién finito si y sélo si se tiene uno de

los siguientes casos.
a) o’ =Ba=0, n<4.

b) o’ =6a=0, n<6.

1=2, Yn
) n=3,V:
t = = =0 ’
c) a = fia=pfa con n=—d i<5
n=2>5,6,1<3

Para ello construimos el cubrimiento Galois universal de A. El mismo est4 dado por el

siguiente drbol infinito @) con las relaciones correspondientes.
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Usaremos el Teorema 3.3.9 (Criterio de Bongartz para tipo finito) para probar que
las relaciones dadas en a), b) y ¢) determinan algebras de tipo finito. Verificaremos a
continuacion las hipétesis del mismo.

Que A = KQ/ < at Bia”, fea® > (cond,r, s como en i), ii) y iii)) es simplemente conexa
y la condicién 2a) del Teorema 3.3.9 siguen de que Q es un 4rbol (cf. Observacién 3.3.5 y
3.3.7). Usando la Proposicién 3.3.8 se prueba facilmente que A es standard. Para probar la
condicién 2b) del Teorema 3.3.9 notemos que d = dimy A > n+(n—1)+(i—1) = 2n+i—2
pues @ tiene n vértices, (n — 1) flechas que no son lazos e (i — 1) potencias de a son no
nulas en A. Luego, 2d+1 > 4n+2i—4 > n+1i— 1, y 2)b) sigue entonces de que Q no
contiene subdiagramas convexos llenos de tipo A, con r > n + 1 — 1. Esto resulta de la

maximalidad del siguiente subdiagrama de Q de tipo Apy,—;.

) ___{E_., ......
(- | l
{lednu.h J"L

Es facil ver que con las relaciones dadas en a),b) v ¢) Q no contiene subdiagramas
convexos llenos de la lista [BHV]. Es decir, en estos caso se satisface también la condicién
2)c) del Criterio de Bongartz y por lo tanto se obtienen &lgebras de tipo de representacién
finito.

Anélogamente a1.1.2., para probar que los casos a), b) y ¢) son los uinicos que determinan
algebras de tipo finito, mostraremos a continuacién, para cada uno de los casos restantes,
un subdiagrama lleno Q' de Q de tipo infinito.

Tanto para el caso a) como para el caso b), si i > 3, Q' es de tipo Ds:



)

o)

Para las relaciones dadas en a), si n > 5, Q' es de tipo Er:

Consideremos por tltimo las relaciones dadas en ¢).

Sin=4yi>6, Q esde tipo Fg:

Sin=56yi>4, Q esdetipo Ey:

Paran=7yi>3, Q esde tipo Eg:

55
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I.1.5. Consideremos el diagrama Qg, 8,, 1 — 9 9 ——3—...——q
Anslogamente al caso 1.1.3. la dnica relacién a estudiar aqui es ot =0coni>1.
El dlgebra A = KQp, 5,/ < & > es de tipo de representacién infinito pues
su cubrimiento Galois universal Qg, s, contiene un subdiagrama lleno de tipo Dy como

mostramos a continuacion.

op
I.1.6. Sea ahora el diagrama Qg,, 1 i (2 g g —...—p

Del Teorema 1.9 resulta que A = KQg,/I tiene la propiedad (IIP) si y sélo si [ =<
ot Brad > coni>1y0<j<i. Siademés A es de tipo de representacién finito, entonces
las dlgebras Ay = A/A.e;. Ay Ag = A/A.(ea +--- + e,).A también satisfacen la propiedad
(IIP) y son de tipo finito. Luego, por la Observacién.4.2. y los resultados obtenidos en

1.1.2 y 1.1.3 basta estudiar las siguientes relaciones en A:

b) ot =Ba=0,41=2,3

¢) o =pa?=0,i=3,4,5

Veamos que A es de tipo de representacién finito si y sélo si a? = f1ja =0y
n < 4.

De manera ansloga a los casos considerados anteriormente se ve que tanto A como el
cubrimiento Galois de A dado por el diagrama Qge, satisfacen las hipétesis y las condiciones

2a),b) y c) del Teorema 3.3.9. cuando o? = Sy =0y n < 4. De aqui, A es de tipo finito
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en este caso.

Tal como hemos hecho en los items anteriores, para probar que estas son las tnicas
relaciones que determinan dlgebras de tipo finito mostraremos, en cada uno de los casos
restantes, un subdiagrama lleno Q' de Qﬁz de tipo infinito.

Para la relacién dada en a), Q" es de tipo Dj:

Con las mismas relaciones de b) con i =2y n =5, Q' es de tipo FEy:

|-

Finalmente para las relaciones dadas en c), Q' es de tipo Dy:

I.1.7. Consideremos ahora el diagrama Qg, : 1 Bat N (2 9 = g—...—,
Se ve facilmente, por las mismas razones que en el caso anterior 1.1.6, que las relaciones
a estudiar son las mismas a), b) y ¢) alli dadas.
Usando el cubrimiento Galois @, de A y el Teorema 3.3.9 se prueba facilmente que

2 = Bra = 0 es de tipo de

cuando n < 6 el dlgebra A definida por las relaciones a
representacion finito. Probemos ahora que estas son las tinicas relaciones que definen

un algebra de tipo finito.
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Para las relaciones dadas en ¢) con n > 7,Qg, contiene un subdiagrama convexo lleno

de tipo Fg:

|

En los casos restantes se pueden elegir subdiagramas llenos de Qﬁl del mismo tipo que

los elegidos en los casos analogos de 1.1.6. O3

El caso 1.1.7 completa el estudio de las algebras dadas por diagramas de tipo
1 — (2 5 —...~— ,. Consideraremos a continuacién dlgebras definidas por diagramas de la
forma |—5— 93—4—...—n

Sea @ un tal diagrama. Si n < 4 entonces @ es uno de los estudiados anteriormente.
Supongamos entonces n > 5. Por la Observacién.4.2, si A = KQ/I satisface la propiedad
(ITP) entonces el dlgebra cociente Ay = A/A.ey.A también. Ademds, A, es de tipo finito si
A lo es y basta estudiar sobre A aquellas relaciones tales que A; es de tipo finito. Como A,
es el dlgebra de caminos de uno de los diagramas estudiados en 1.1.4, 1.1.5, [.1.6 y [.1.7,
usaremos los resultados alli obtenidos.

Consideraremos casos de acuerdo a la orientacién de las flechas adyacentes al lazo.

1.1.8. Sea Q: ; — N 3 O e, 4——..—p conmn>>s,
(43
Sean A y Ay como arriba. Teniendo en cuenta que n > 5 y utilizando los resultados de
I.1.4 vemos que A; tiene la propiedad (IIP) y es de tipo finito en los siguientes casos:
a) & =Fa=0n=>5

b) o =Ba=0, n=256,7

n=29,1<9H
¢) o =pia=Pra=0, con n==6,71<3
7=2

Consideremos entonces A definida por estas relaciones. Por el Teorema 1.9 A satisface

la propiedad (IIP). Veamos cudndo A es un dlgebra de tipo de representacién finito.



59

Comenzamos considerando las relaciones dadas en a) y b). El cubrimiento Galois uni-
versal de A estd dado por el diagrama @ indicado maés abajo en (*) (con las relaciones
correspondientes). Tanto en el caso a) como en el caso b) se pueden elegir subdiagramas

llenos de Q de tipo Eg como sigue.

T4 . € . . . . > - — >
-Ll c-gl

. —  ———

a ) b)
Supongamos ahora A definida por las relaciones de ¢). El siguiente diagrama Q con las

relaciones indicadas es el cubrimiento Galois universal A.

. &
.

- L"-w
~

Q es un arbol y se ve ficilmente que se satisfacen las hipdtesis y las condiciones 2)a) y
b) del Teorema 3.3.9. Sii =2y n <7 entonces vale también la condicién 2)c) del
Teorema y de aqui A es de tipo de representacién finito en este caso.

Veamos que vale la reciproca. Si 7 > 2 cualquiera sea n se puede elegir el siguiente

subdiagrama, lleno de @ de tipo Fs.




60

Luego las relaciones de ¢) definen un algebra con la propiedad (ITP) y de tipo

finitosi y sélosii=2yn<T.

B B2

1.1.9. Sea @ un diagrama de la foorma ; —9—3 O —4—...—, conn>25 Sila
(a4

orientacién de las flechas 3, y 82 no es la del caso 1.1.8. anterior, () es uno de los siguientes

diagrarhas:
a) 1—2 S 3 O+——'82 4.7 n
[a3
b) 1 —2 A8 ——,
(a4

Veamos que en cualquiera de los dos casos a) 6 b) no existen dlgebras con la propiedad
(IIP) y de tipo finito dadas por estos diagramas.

Sea @ el diagrama de a) y A = KQ/I con la propiedad (IIP). Entonces el ideal I de
las relaciones de A es de la forma I =< of, S’ > con 0 < j < i. Por la Proposicién
4.1. Ay = A/A.e;.A también tiene la propiedad (IIP) y de 1.1.6 sigue que A, es de tipo
de representacién finito si y sélo si a? = fia = 0y n = 5. Luego por la Observacién 4.2.
basta estudiar estas relaciones sobre el dlgebra A. Veamos que en este caso A es de tipo
de representacién infinito. Esto sigue de que el cubrimiento Galois universal de A estd
dado por el siguiente diagrama Q que contiene un subdiagrama convexo lleno Q' de tipo

Eg. Mostramos a continuacién los diagramas Q y @’.

o~

Q
Supongamos ahora que Q es el diagrama dado en b) y sea A = K@Q/I con la propiedad

(IIP). El &lgebra A/A.e;.A que también tiene la propiedad (IIP) fue estudiada en 1.1.5 y
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alli se probd que es de tipo infinito. Luego, A es de tipo de representacién infinito.

Con el caso 1.1.9 finalizamos el estudio de los diagramas de la forma

1— 9 — (3 3—4—...—n . Para completar el estudio de los diagramas de tipo A, con un
lazo en cualquiera de sus vértices sélo resta estudiar los diagramas de la forma
1— . Ok— ...—p conn>k+3yk>4

Sea () un tal diagrama y A = KQ/I satisfaciendo la propiedad (IIP). El cubrimiento Galois
universal A = KQ/I de A se construye de manera andloga a los casos anteriores (donde k < 4) y

es facil ver que Q) contiene al siguiente diagrama de tipo E; como subdiagrama convexo lleno.

B

Esto prueba que no existen dlgebras A = KQ/I con la propiedad (IIP) y de tipo finito,
siQesdelaforma ;—...— Oyr— ...—, conn>k+3yk>4y concluye la parte

I.1. Continuaremos la seccién 1. considerando diagramas de Dynkin de tipo D,, con un lazo.

I.2. Q es un diagrama de tipo D, con un lazo en cualquiera de sus vértices.

I.2.1. Sea @ el diagrama ay — . —n ,n >3
a4
Es claro que A = KQ/I satisface la propiedad (IIP) si y sélo si I =< o* > con 7 > 1.
Cualquiera que sea i > 1 el siguiente cubrimiento Galois Q de A contiene un subdiagrama.

lleno Q' de tipo D;. Mostramos a continuacién ambos diagramas Qy Q.
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Luego A es de tipo de representacién infinito cualquiera que sea 7 > 1.

1.2.2. Con la notacién de la Observacién 4.3. sea @) el diagrama de 1.2.1 y consideremos
Qs : (21 LA — =y ,n >3
Sea A = KQgp/I con la propiedad (IIP). Si n > 7 el cubrimiento Qp de A, construido a
partir del diagrama Q de 1.2.1., contiene un subdiagrama convexo lleno de tipo Eg que es

el siguiente.

Luego si n > 7 A es de tipo infinito.

Supongamos entonces 3 < n < 7. De manera andloga a los casos anteriores, se ve que es
condicién necesaria para que A sea de tipo de representacién finito que
Ay = A/A.e,q1.A lo sea. Como A, también tiene la propiedad (IIP) signe de aqui y 1.1.2

que basta estudiar las siguientes relaciones en A:

b) o = f%a =0

¢) of =Ba% =0, i=34,5

Sea Qﬁ el diagrama construido a partir del diagrama Q de 1.2.1 cambiando la orientacién
de la flecha 8. Por la Observacion 4.3, Qﬁ con las relaciones correspondientes en cada caso,
es el cubrimiento Galois de A.

Tanto en el caso a) como en el caso ¢) se puede elegir un subdiagrama convexo lleno de

Qﬁ de tipo D5 como sigue.

Luego, las relaciones de a) y c) determinan ambas algebras de tipo infinito.
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Veamos ahora que con las relaciones dadas en b),

n=23, Vi
(%) A es de tipo finito <<= n=4, i=2,3,4
n==5,1=2

Es facil ver que si i,n son como arriba, Qﬁ satisface las hipdtesis y las condiciones 2) a),
b) y ¢) del Teorema 3.3.9. de donde resulta que A es de tipo de representacién finito.
Para probar la reciproca, mostraremos a continuacién diagramas de tipo infinito que

pueden elegirse como subdiagramas llenos de Q3 en los restantes casos.

»

|

‘ l
A
v

X N.4 435 N5 (. 423

Con esto terminamos el caso 1.2.2 probando (*).0J

La siguiente Observacién prueba que no existen 4lgebras con la propiedad (IIP) y de tipo finito

!
dadas por un diagrama de tipo — O —

|
Observacién 4.4. Sea D el diagrama o O bz y sea A = K'D/I un algebra con la propiedad
(IIP). El cubrimiento Galois universal de A estd dado por un 4rbol infinito D con relaciones, que

es el siguiente.
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Como A tiene la propiedad (IIP) toda relacién de A comienza en el lazo a y de aqui, cualquiera
sea la orientacién de las flechas By, Ba, fBs, se puede elegir en D el siguiente subdiagrama lleno de
tipo D4.

y
tn l (’L
o<

Esto prueba que A es de tipo de representacién infinito. (]

De la Observacién 4.4 anterior sigue que no es necesario estudiar aquellos diagramas que con-

tengan al diagrama D como subdiagrama lleno.

I.2.3. Sea Q el diagrama ; — | -*-Li Op—...— 2 <k < n.

n
[24
Sik<nyA=KQ/I tiene la propiedad (ITP) entonces A es de tipo infinito.
En efecto, el siguiente diagrama Q con las relaciones correspondientes es un cubrimiento
Galois de A y como A tiene la propiedad (IIP) se puede elegir un subdiagrama convexo

lleno de tipo Dk+2 en Q.

._l...._pr‘_.__ _
| * )
g

&

Estudiamos ahora el caso en que k = n, esto es @ es un diagrama de la forma
L.
(a3
Sea A = KQ/I. Si 8 es una flecha con final en el vértice n, A tiene la propiedad
(IIP) si y s6lo si I =< o' >. De manera ansloga al caso 1.2.1 se prueba que A es de tipo
de representacién infinito cualquiera sea ¢ > 1. Supongamos ahora que [ es una

flecha con origen en el vértice n.
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Como en los casos estudiados anteriormente, se ve que las tinicas relaciones a estudiar
son aquellas tales que el dlgebra A; = A/A.e,11.A es de tipo finito. Tales relaciones fueron

determinadas en 1.1.2. y son las siguientes:
a) a®>=0
b) o =Pa=0, Vi

¢) a®=6a*=0

El cubrimiento Galois universal de A est4 dado por el diagrama Q de (1) con la o-
rientacién correpondiente de las flechas que estdn en la fibra de 3, k = n y las relaciones
correspondientes.

Es facil ver que con las relaciones dadas en b) A y el cubrimiento que acabamos de dar
satisfacen las hipétesis y las condiciones 2) a), b) y ¢) del Teorema 3.3.9. Por lo tanto, las
relaciones de b) definen un dlgebra de tipo de representacién finito.

Se prueba de la misma manera que en 1.2.2 que las relaciones dadas en a) y c)
determinan algebras de tipo infinito.

Esto completa el caso 1.2.3 y el estudio de los diagramas de Dynkin de tipo D, con un

lazo en cualquiera de sus vértices.

Finalizamos la seccién I estudiando a continuacién diagramas de Dynkin de tipo E,, p = 6,7,8

con un lazo.

I.3. Q es un diagrama de tipo E, con p=6,7,8 con un lazo en alguno de sus

vértices.

Estudiaremos élgebras definidas por diagramas de la forma
(*) 1—2—I3_-.-ko_---_p—-1

conl <k<p p=6,7,8
Sea Q un tal diagrama. Supongamos primero que k = p, es decir ) es un diagrama como el de

arriba con un lazo en el vértice p, y sea A = K@/I con la propiedad (IIP). Claramente, el cociente
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AN =A/A(eg+ - +ep_1).A = KQ'/I' estd dado por uno de los diagramas estudiados en 1.2.1,
1.2.2 y 1.2.3 con relaciones y tiene también la propiedad (IIP). Ademés A’ es de tipo finito si A lo
es. Sigue de 1.2.1, 1.2.2 y 1.2.3 que A’ tiene la propiedad (IIP) y es de tipo finito si s6lo si @' es el

diagrama O Lol conedi= Ba =0, i=2,3,4.
o
Podemos suponer entonces que @ es el diagrama

y considerar sobre A las relaciones o = fo = 0, 4 = 2,3,4. Es facil construir el cubrimiento
Galois universal de A y ver que el mismo estd dado por un diagrama que contiene un subdiagrama

convexo lleno de tipo Eg. Por lo tanto, A es de tipo de representacién infinito.

Supongamos ahora que @ es el diagrama de (x¥) con k =16 2y sea A = KQ/I con la propiedad
(ITP). Por el mismo razonamiento de arriba, basta estudiar sobre A aquellas relaciones tales que el
cociente A’ = A/A.(eq +e5+--- +ep—1).A es de tipo de representacién finito. Por la Observacion
4.4, A’ estd dada por uno de los diagramas de 1.2.1, 1.2.2 6 1.2.3 y tiene también la propiedad
(ITP). Anélogamente al caso k = p basta considerar entonces el caso en que @ es de la forma
(O? 1 LR g — .. —p—1 ¥ A estd definida por las relaciones ot = fa=0.

Probaremos que A es de tipo de representacién finito si y sélosip=6-e 1< 3.

El cubrimiento Galois universal A = KQ / I se construye de manera ansloga al caso 1.2.2 y tanto
A con L satisfacen las hipétesis del Teorema 3.3.9 (Criterio de Bongartz para tipo finito). Es facil
ver que si p = 6 e 1 < 3 entonces se verifican las propiedades 2)a),b) y ¢) del Teorema. De aqui
resulta A es de tipo de representacién finito cuandop=6e¢ < 3.

Veamos ahora que vale la reciproca. Esto sigue de que en cualquiera de los casos restantes Q
contiene un subdiagrama lleno Q' de tipo Ep. Mostramos a continuacién tal subdiagréma Q' en

cada caso.

. . - . . . l
& *l
v M
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Por 1ltimo supongamos que @ es el diagrama (%) con 3 < k < p— 1. Entonces A’ = A/A.e;.A
estd dada por un diagrama @’ de los estudiados en 1.1.2, 1.2.2 6 1.2.3 y tiene la propiedad (IIP).
Ademds, A’ es de tipo finito si y sélo si Q' es de la forma — | —. .. Ll 9 con las relaciones
o = fPa=0, Vi

Por la Observacion 4.3, basta estudiar entonces el caso en que @ es el diagrama
—l_ L (2 con las relaciones o = Ba =0, 7 > 1.

Notemos que el caso p = 6 fue estudiado cuando consideramos k =1 6 2. Supongamos p = 7,8
y veamos que A es de tipo finitosi y sSlosip=7e i=2.

Razonando de manera ansloga a los casos anteriores sigue usando el Teorema 3.3.9 quesip =7
e 1 = 2 entonces A es de tipo de representacion finito. La reci{proca sigue de quesip=7e 7> 3
6 p = 8, el cubrimiento Galois universal de A contiene un subdiagrama lleno de tipo Eg como

mostramos a continuacion.

Esto completa el estudio de las algebras con la propiedad (IIP) y de tipo finito dadas por
un diagrama de tipo E,, p = 6,7,8 con un lazo. Hemos probado que si @} es un tal diagrama

A = KQ/I tiene la propiedad (IIP) y es de tipo de representacién finito en los siguientes

casos:
5 | ; p=6,1<3
a — L ], = :0, .
) 91—>2 p—1 con « Ba {p=7,7'=2
b) 1_2_|“—...£—Op—1’ cona' =pPa=0,p=71i=2
o

Esto finaliza la seccién I dedicada a las dlgebras con la propiedad (IIP) dadas por diagramas de
Dynkin con un lazo. En la seccién II estudiaremos élgebras con la propiedad (IIP) dadas por un

diagramas de Dynkin con dos lazos.
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II. @ ES UN DIAGRAMA DE DYNKIN CON DOS LAZOS EN VERTICES
DIFERENTES

Anélogamente a la parte I., comenzamos estudiando los casos en que ) es un diagrama de
Dynkin de tipo A,, con dos lazos.

Particularmente interesante y de gran utilidad en lo que sigue, es el estudio del diagrama Q :
(Qj , 2 2 (73 . Si A = KQ/I tiene la propiedad (IIP) entonces entre las relaciones minimales de A
aparece la relacién

k—1

Bk =" Pi(v)Bod, k21

J=0

donde P;(y) es un polinomio en +y para todo j. Se presenta entonces aqui una nueva dificultad que

es la de trabajar con polinomios arbitrarios.
IL.1. Q es un diagrama de tipo A,, con dos lazos.

De acuerdo a lo dicho anteriormente es conveniente comenzar estudiando el diagrama

Olf_’2o
« ¥

1I.1.1. Sea Q el diagrama O, LN 20Oy A= KQ/I con la propiedad (IIP).
o ¥
Es claro que como no existen caminos del vértice 2 en el vértice 1, 7p, P2 = 0y que como
A tiene la propiedad (IIP), 7p, P, ~ P§, con k > 0. Estudiaremos por separado los casos :
a) Tp, P =Py

b) Tp2P1’_\_’P2k, k>1

a) De acuerdo al Teorema 1.9, (8) : Py — 7p, P, define un isomorfismo y la expresién de Ba

en 3 es de la forma

(¥)  Pa=P(y)B, P(y)e K[y

Del Teorema 1.9 sigue también que si o = 4/ = 0 con 4,7 > 1 son las relaciones de
A que solo involucran lazos entonces el ideal I de las relaciones de A ests generado por
o'y, Ba— P(vy)B. De aqui y del hecho que I es un ideal admisible resulta que P(y) es

un elemento no inversible de K[v].
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Supongamos primero que P(vy) = 0. Entonces I =< o, 4/, fa >y el cubrimiento Galois

universal de A estd dado por el siguiente drbol infinito () con las relaciones correspondientes.

Vamos a probar que cuando P(7y) = 0 en la expresién (x), A es de tipo de repre-

sentacion finito si y sélo si est4 definida por las relaciones o = 7% = fa =0, Vi.

Sij >3, Q contiene al siguiente diagrama de tipo E7 como subdiagrama convexo lleno

de donde resulta que A es de tipo de representacién infinito en este caso.

d > - {j.

| f i

Probemos ahora que para j = 2, A es de tipo de representacién finito. Para ello usaremos

el Teorema 3.3.9.

La Proposicién 3.3.8 prueba que A es standard, y como @ es un 4rbol satisface las
hipétesis y la condicién 2)a) del Teorema 3.3.9. (cf. Observaciones 3.3.5 y 3.3.7).

La condicién 2)b) del mismo teorema sigue de que d = dimg A = i + 4, entonces
20+1=2i+9 > 2 +2y Q no contiene subdiagramas convexos llenos de tipo A, con

7> 2i+ 2. Esto sigue de la maximalidad del siguiente subdiagrama A,; o de Q.
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Es facil verificar que Q satisface adem4s la condicién 2)c), es decir, Q no contiene ningin
subdiagrama convexo lleno de la lista [BHV]. Esto prueba que el dlgebra
A =KQ/ < a',Ba,v* > es de tipo de representacién finito y concluye el caso P(y)=0en

la espresién (x) de Sa.

Observacién 4.4. Notemos que el siguiente diagrama Q' con relaciones define también

un cubrimiento Galois de A para el caso anterior.

Aqui el grupo que actia es isomorfo a Z, mientras que en el cubrimiento universal el
grupo que actia es el grupo libre con dos generadores n(Q, 1) =< [a]; [87 78] >.

En realidad, Q' es un cociente del cubrimiento Galois universal Q por el subgrupo normal
H =< [a™1f71v6] > del grupo fundamental 7(Q,1).

Si bien este cubrimiento parece ser rés sencillo no es simplemente conexo, y por lo tanto
no sirve para aplicar el Teorema 3.3.9. En efecto, (zo,21) + (21,¥1) — (%0, ¥1) — (%0, y0) es
un elemento no nulo del primer grupo de homologia H,(Q’).

Este ejemplo muestra ademds que la hipétesis de simple conexidad sobre el cubri-
miento en el Teorema 3.3.9 es absolutamente necesaria, pues si no lo fuera, considerando las

relaciones a® = Ba—yB =73 = 0en Q y Q' cou las relaciones correspondientes, se satisfacen
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las condiciones 2)a), b) y ¢) del teorema y sin embargo A = KQ/ < a8, fa —v8,7* > no

es de tipo de representacién finito (cf. [BoG], 7.6). O

Volviendo al estudio del caso II.1.1, supongamos ahora que P(v) # 0 en la expresién (%)
de fa. Como ademés P(y) es no inversible P(y) = ¢,7" +---+c.Y" conc, # 0en K y
r > 1.

Consideraremos a continuacién los casos r =1y r > 1.

Caso r = 1: Vamos a probar que A = KQ/ < a*, ¥/, Ba — (cay™ + - +c17)B > es
isomorfa al 4lgebra
AN=K (9 £>O/) / <o, v, Bo—+'B >, lo cual nos permite trasladar el problema sobre
Aaun problex;yla sobre A’.

Como P(+) es no inversible en K[y] y ¢1 #0, P(y) = yu con . = ¢, 7"~  +-- - +¢1 que
es un elemento inversible en K[y]. Haciendo la sustitucién 4/ = yu la expresién (+) de Ba

es la siguiente:

(x4)  Pa=B

Veamos que con esta sustitucién el dlgebra A’ = K (O —&O) / <o, ¥, Bo— B > es
,Y/

[e3

isomorfa a A. Para ello basta probar que K[v]/ < 7‘7:7>2 K[Y])/ <+"” > lo cual sigue del

siguiente Lema mds general.

Lema. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y A una K - dlgebra finitamente generada.

Supongamos ademds que A es un anillo local con ideal maximal 9. Entonces si v genera 90,

A~ Kly]/ <" > donde n es el menor natural tal que M™ = 0.

Demostracién. Por una versién débil del Teorema de los ceros de Hilbert (cf. [AMc], 7.10) se tiene

que A/M ~ K y de aqui, A= K +9 = K + Ay.

Como A es un anillo artiniano local existe un nimero natural n mfnimo tal que 9™ = 0. Luego,

A=K+ Ay=K+(K+A)Vy=K+EKy+Ay’ = =K+ Ky+ Ky +---+ Ky" 1 ~

Kh/ <~y >0

Podemos reducirnos entonces a estudiar el tipo de representacién de A’. Vamos a probar que
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las relaciones of = 47 = 0, B = 7' determinan un dlgebra A’ de tipo de representacién
finito exactamente en los siguientes casos:
i) j=2, Vi
i) 7=3,3<i<5
Esto probara que A es de tipo de representacion finito sélo cuando est4 definida por las

relaciones siguientes de 1) 6 2):

1) aizr}/jzoa ,BOf:(Cl’Y),B) 4] 7&01 j:2)3> ]SZ
2) &' =9"=0, Ba= (2’ +17)B, c1,c2 £0, 3<i <5
Probaremos primero , usando el Criterio de Bongartz para tipo finito, que tanto las
condiciones de i) como las de ii) definen un dlgebra A’ de tipo de representacién finito.

El siguiente diagrama infinito Q con relaciones es un cubrimiento Galois de A’.

Notemos que todos los puntos de Q son separantes y que Q satisface las hipétesis de la
Proposicién 3.3.6, por lo tanto H, (A) = 0. Més atin, A es simplemente conexa.

De la Proposicién 3.3.7 sigue facilmente que A es standard y de aqui, se satisfacen las
hipétesis del Teorema 3.3.9.

Veamos que la condicién 2)a) del Teorema 3.3.9 se satisface para todo vértice s de Q.
Es decir, para todo vértice s de Q las categorfas KAy y KA® son A - libres.

Basta probar 2)a) para las categorias K'A,. Si s es un vértice en la fibra del vértice 1 de

Q entonces KA, es la categoria de caminos de un diagrama de Dynkin de tipo A;.
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Si s es un vértice en la fibra del vértice 2 de @ entonces KA, est4 dada por el siguiente

diagrama y por lo tanto es A - libre.

Sea d = dimg (A). La condicién 2)b) del Teorema 3.3.9 resulta inmediatamente de que
2d+1>d > iy Q no contiene subdiagramas convexos llenos de tipo A, con r > 4, lo cual

sigue de la maximalidad del siguiente diagrama de tipo A;.

(i-1)
(tetas

Es fécil ver que en las condiciones de i) 6 ii) Q satisface también 2)c) del Teorema 3.3.9,
es decir, () no contiene ningiin subdiagrama convexo lleno de la lista. [BHV]. Luego A’, y

en consecuencia A, son de tipo de representacién finito en estos casos.



74

Veamos ahora la reciproca. Para ello mostramos a continuacién, en cada uno de los

restantes casos, un subdiagrama convexo lleno de Q perteneciente a la lista [BHV].

1 f
< . ¥ <
v MR 2
-——-ﬂ-
«
oL
=
o
-
N . 4 M P
L7,4;/}7/‘\' : Azt 423

Esto concluye el caso en que 7 = 1, es decir el caso en que el coeficiente ¢, de y en el
polinomio P(7) es distinto de cero.

Estudiaremos ahora el caso 7 > 1 en P(7). Esto es, el menor coeficiente no nulo de P()
es el coeficiente ¢, de v" con 7 > 1.
Casor > 1: En este caso P(y) = ¢,y +--- -ty cone, #0y r > 1

Como K es algebraicamente cerrado se puede suponer que ¢, = 1 pues en caso contrario
haciendo la sustitucién 4" = (¢,)+~ se obtiene un 4lgebra isomorfa a A y en las condiciones
deseadas.

Luego P() = c,7™ + -+ + 7" y se tiene la siguiente inclusién de ideales de A
I Cc<d, fa—v"B, vHBy >=J jzr+123

Veamos primero que si r > 2, Ay = KQ/J es de tipo de representacién infinito de donde
resulta que A es de tipo de representacién infinito.
El cubrimiento Galois universal de Ay esta dado por el siguiente diagrama Q. con las

relaciones correspondientes:
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Notar que tal subdiagrama no es convexo si r = 2. Por tal razén consideramos el caso r = 2

por separado.
Sea r = 2, es decir, P(y) = c,¥" + - +72%. Cuando j > 4 se puede elegir en Q. el siguiente

diagrama de la lista [BHV| como subdiagrama convexo lleno.

De aqui resulta que A es de tipo de representacién infinito en este caso

Resta estudiar entonces el caso j = 3 ( es decir v> = 0 en A). En este caso P(y) = 7? y de aqui

debemos estudiar cuindo las relaciones o = 42 = 0, Ba = 7?3 definen un 4lgebra A de tipo de

representacién finito.
Probaremos que A es de tipo de representacién finito si y sélo si ¢ = 2.

Si i = 2 el siguiente diagrama @ con las relaciones correspondientes es el cubrimiento Galois

universal A de A.
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Es sencillo verificar que se satisfacen las hipétesis y las condiciones 2)a), b) y c) del Criterio de
Bongartz y por lo tanto A es de tipo de representacién finito cuando z = 2.
La reciproca sigue de que si ¢ > 3 entonces se puede elegir en Q el siguiente subdiagrama convexo

lleno de tipo Eq:

Con esto terminamos el P(y) # 0 en la expresién (x) de Sa y completamos también el caso a)
en el cual consideramos 7p, Py > P;.
Para el caso b), en que 7p, P} =~ P¥ con k > 1, tenemos el siguiente Teorema.

Recordemos que si S es un conjunto de generadores de un ideal I escribimos I =< § >.

Teorema 4.5. Sea ) el diagramna ; LN Z y A = KQ/I con la propiedad (IIP). Supon-
« v

gamos que o = 0, v* = 0 con i,t > 1 son las relaciones de A que sélo involucran lazos. Si

7p,(P1) =~ Py*1, con k > 1 entouces A es de tipo de representacion infinito.

Demostracion. Sea ¢1 = (8, Ba, ..., Ba*) : PyT —s 7p,(Py) el isomorfismo dado por el Teorema

1.9. Como Ba**! pertenece a 7p,(Py), tiene una expresién en los Ba? de la forma:

(x) Bkt =" Pi(y)Be?, Pi(y) € K[

=0
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k
De la Observacién 1.10 sigue que el conjunto {a*, ", Ba**! — Z P;j(7)Ba’} genera al ideal I de

las relaciones de A. De aqui, como I es un ideal admisible de I7(= 63, Py(7y) en la expresién anterior
(*) debe ser un elemento no inversible de K|v].

Supongamos que todos los P;(7) de la expresién (*) son no inversibles y consideremos separada-
mente los casos k =1y k> 2.

Caso k > 2: Como cada P;(y) es no inversible admite un factor v y por lo tanto se tiene la siguiente

inclusion de ideales de KQ:

k
=< o, 4f, BaFTt — Z Pi(7)Bc’ > C <o oty > = J
=0

Claramente esta inclusién de ideales induce un epimorfismo de K - dlgebras A — KQ/J = A’.

El dlgebra A’ estd dada por el diagrama O 5, con las relaciones of = BaFtl =0 que ya vimos
@

es de tipo infinito cuando k > 2. Luego A es de tipo de representacién infinito en este caso.

Caso k = 1: En este caso la expresion (*) es la siguiente:

(xx)  Ba® = Py(7)B + Pi(v)Be

Para probar que A = KQ/ < o*,Ba? — Pyf3 — P Ba, v > es de tipo de representacién infinito
consideraremos por separado los casos Py(y) = Pi(y) = 0y Py(), Pi(7y) no simultdneamente
nulos.

Si Py(y) = Pi(y) = 0 entonces A = KQ/ < o*,Ba?,4" > cont > 1, i > 2 y el siguiente

diagrama @, con las relaciones correspondientes, es un cubrimiento Galois de A con grupo Z.
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Se ve inmediatamente que Q contiene un subdiagrama convexo lleno de tipo Ay y por lo tanto
A es de tipo de representacién infinito.

La técnica a seguir cuando Py y P; no son simultdneamente nulos es anéloga a la del caso k > 2:
se sumerge al ideal I en un ideal J tal que ¢l élgébra A" = KQ@/J es de tipo de representacién
infinito. Como existe un epimorfismo de K - algebras A — A’ resulta que A es de tipo de
representacién infinito como queriamos demostrar.

Supongamos entonces Py y P no simultdneamente nulos. Como ambos polinomios son no

inversibles en K[v] tienen una expresién de la forma:
Po(7) = (ko + Qov)Y"

Pi(y) = (k1 + Qu)y°

con Qo,Q1 € Klv], 1 <r,s<t—1y ko, ky € K. Es claro que k; es no nulo si P; lo es.
Consideremos separadamente los casos r > 1y r = 1.

Sir > 1 entonces 2 < r+ 1<ty se tiene la siguiente inclusién de ideales de KQ:
I=<d', fo® = Py’ — Piy°fa, ' > C rad®KQ =< o®, Bo®, B, yBa, v* >

Veamos que A’ = KQ/rad* KQ es de tipo de representacién infinito. Esto sigue de que el diagrama
Q construido en el caso Py = P, = 0, con las relaciones correspondientes, es un cubrimiento Galois

de A’ que contiene un subdiagrama lleno de tipo Ag.
Supongamos ahora r = 1. Entonces la expresién (x*) de Ba? es la siguiente:
(xx%)  Pa® = (ko + QoY)¥B + (k1 + Q17)7*Be, l1<s<it-1
Estudiamos por separado los casos Py =0y Py # 0.
i) Si Py(y) = 0 entonces
I=<d', Ba? — (k1 + Quy)v*Ba, ' > C < o, Ba?, yBa, v° >=J

Sea A’ = KQ/J. El diagrama Q construido en el caso Py = P, = 0, con las relaciones
correspondientes, es un cubrimiento Galois de A’ que contiene un subdiagrama lleno de

tipo A4. Luego A’ v en consecuencia A, son de tipo de representacién infinito.
P 4 g2 Y ) |%
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ii) Supongamos ahora Py(y) # 0. Entonces Py(y) = (ko + Qov)y con ko # 0 y ademés

Ba? # 0. Luego, i > 3. Veamos primero que si i = 3 entonces A = KQ/ < o3, pa? —
Pyf3 — PifBa, v > no satisface la propiedad (IIP).

Si i = 3 entonces 0 = fa3 = Pyfa + Pifa? en A y reemplazando Sa? por su expresién

(*%) se tiene la siguiente igualdad en A:
0= pBa’ = PPy + (Po + PP)Ba = (B, Ba)(FoP1, Py + PY)
Como (A, fa) es un isomorfismo de P — 7p, P; resulta que P, -+ P? = 0. Esto es,

0=Po+ P = (ko + Qov)y + (k1 + Q17)%7%* = v(ko + Qo + (k1 + Q1) y* ™)

Como ko #0y 25 —1>0, u=ko+ Qoy+ (k1 +Q17)?y2*~! es un elemento inversible de
Klvy] y de aqui v = 0 en A, lo cual es una contradiccién.
Hemos probado que si A tiene la propiedad (IIP) entonces i > 4. En este caso se tiene

que:
I =< o', Ba? — Py — P,fBa, > =
= <o, fa® — (ko + Qo) — (ks + @B, ¥ > C <o, fo? — 4B, YBa, 2 >=J
El lgebra A; = KQ/J es de tipo de representacién infinito pues su cubrimiento Galois

universal, dado en el ejemplo 3.2.1.1) de la seccién 3, contiene un subdiagrama convexo

lleno de la lista [BHV] que es el siguiente:

Luego el 4lgebra A = KQ/I es de tipo de representacién infinito lo cual termina el caso
r=1en Py(v).

El siguiente lema asegura que la demostracién del teorema est4 completa.l]
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Lema.4.6. Con las hipdtesis del teorema anterior, los polinomios Pj(vy) en la expresién (x) de

Ba*t1) son no inversibles para todo j =0, ... k.

Demostracién. Consideramos el isomorfismo $; = (8, Bq, ..., o) elegido en la demostra-
cién del teorema. anterior y la expresién (x) de Sa**?! en los Ba? dada también alli.

Supongamos por el absurdo que vale la siguiente condicién

(1) En la expresion () de Ba*+! en los S’ existen indices ji,...,j, con s > 1 tales que Pj.(7)

es inversible para todo 1 < i < s.

Notemos que podemos hacer esta suposicién porque k > 1. Para k& = 0 la condicién (1) nunca, se
cumple pues la expresién () de Sa es fa = Py(y)B y ya dijimos que Py(y) es no inversible en esta
expresién porque las relaciones consideradas son admisibles.

mj,

Paracadai, 1 <i<s, ebcublmos Pj,(v)= Za(J ‘)'yl y sea d = 12111<1 Jr- Entonces la expresién
<r<s

(x) de Ba*t! es la siguiente:

BaFtt = () P(v)Ba”) + (D Pi(7)Ba?) =

1<i<s J#7i

= (a{ B’ +af? a2 + - +af" Bor) + . ZQJ )per’)

donde ¥Q;(v) = P;(v) si j # ji y 7Q;.(7) = P;,(7) — af’*) para todo 1 <i < s.

Luego se tiene la igualdad:
(Bl — o o — ... o)) = (3 Q)6
=0
de donde sigue, por la minimalidad de d, la siguiente igualdad:

ﬁad(ak—}-l—-d _ a(()jl)ajl—-d _ agj'z)ajg—d . (d) ZQJ 'y)ﬁoﬂ
j=0

3 _ ] T ] o d . -
Sea u = ofti=d _ agj Dgi=d _ agj Dgia=d _ ... _ ag. Como a,g ) 0, u es un elemento inversible

del anillo K{a].

De aqui se tiene que:
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k
Multiplicando en el segundo miembro (ZQj('y)ﬁaj) por u~! y reemplazando cada Ba” por su
7=0
respectiva expresién en los o’ cada vez que r > k se tiene una expresién

k
Bat =1.0> S;(vBa’), S;(v) € K]

=0

De aqui resulta que

k
0=pBa*— 7. _Si(7)Ba’) =

7=0
= (B, Ba,..., ") (=7.S0(7), =71-51(7) -, 1 = ¥Sa(V), - -+ s =75k (7))
Luego, como (8, B, . .., Ba*) es un isomorfismo todas las componentes de
(=7-So(7), =7v-S1(7), - - -, 1 = ¥Sa(w), ..., —=¥.Sk(7y)) deben ser nulas. En particular, debe ser

1 —7S4(v) = 0 lo cual es una contradiccién porque 1—vSg(7y) es un elemento inversible de K[v].00

Observacién.4.7. Sea Q el diagrama O, LR » O y A= KQ/I con la propiedad (IIP).
o ¥
Por el estudio hecho en 11.1.1, A es de tipo de representacién finito si y sélo si esta
definida por las relaciones siguientes relaciones de i), ii), iii) 6 iv):
i) ot =42 =0, Vi

i) o =9 =0, Ba=cyB, c#£0, j<i, 1=2,3

’y3 :0’ IBa: (6272 —I—Cl’y)ﬂ’ C1,C2 # O, %= 3,4,5

0, fa=cy*B, c#0

iii) o

2

Il
Il

iv) o =~3
Es claro que el dlgebra A definida por las relaciones de ii) es isomorfa a la definida por las
mismas relaciones con ¢ = 1. Vimos ademads, en I1.1.1, que si A estd definida por las relaciones de

ili) haciendo la sustitucién v = (coy + ¢1)7y se obtiene un dlgebra isomorfa a A y definida por el

. I5) .
diagrama (O -— O con las relaciones:
@ %

i) of =47 =0, fa=7'B, j<i, j=2,3

Luego, si A satisface la propiedad (IIP) y es de tipo de representacidén finito entonces

A es isomorfa a un algebra A’ dada por las relaciones de i), ii) con ¢ =1, iii’) 6 iv).
g p b b
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Sea Q' un diagrama que contiene al diagrama @ como subdiagrama y A’ = K Q'/I' satisfaciendo

la propiedad (IIP). Entonces el dlgebra A” = A’/A’ ( Z e;) A’ tiene también la propiedad (IIP) y
ista,b
estd dada por el diagrama @ de arriba con relaciones.

Si ademds A’ es de tipo de representacién finito entonces A” también lo es y por lo tanto A" estd
definida por las relaciones de arriba con ¢1,¢2,% y j en las condiciones de i), ii), iii) 6 iv) de arriba.
Maés atin, si 8 es el inico camino (que no involucra lazos) que une los vértices a y b entonces toda
relacién de A’ es una relacién de A’ (cf. Observacién.4.2).

En conclusién, para determinar todas las dlgebras A’ de tipo de representacién finito basta
estudiar las definidas por un conjunto de relaciones que contiene a las relaciones de i), ii), iii) 6 iv)

de arriba. O

El préposito ahora es estudiar los diagramas @ de la forma

1— ..— 9 i —ﬁ—— Ok— ... —qeconi>1 i+1< k< n Comenzaremos con el caso
¥

i=1, k=14+4+1=2. Esdecir, Q es de la forma 9£9i~

Sea Q un tal diagrama y A = KQ/I con la propiedad (IIP). Es facil ver, usando el cubrimiento
Galois universal de A, que si el ideal I estd generado por relaciones que sélo involucran a los lazos
a y <y entonces A es de tipo de representacién infinito.

Supongamos entonces que entre los generadores del ideal I aparecen ademas relaciones que

involucran alguna flecha que no es un lazo. Damos a continuacién un Lema que en adelante sera

de utilidad.

Lema.4.8. Las siguientes algebras definidas por diagramas con relaciones sou de tipo de re-

presentacion infinito.

1 B 5
a) (Q’ﬁ_’&?—?, a?=~=0, fra=7"p1, fry=0 (6742 =0)
b) &9&’9, a? =7 =pia=0, fra=7P,

Demostracidn. Para la demostracién usaremos la misma técnica que venimos utilizando en casos
anteriores. Esto es, construimos en cada caso el cubrimiento Galois universal A = KQ/I del
dlgebra A definida y mostramos un subdiagrama convexo lleno de @ de tipo de representacion

infinito.
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Observacién.4.9 Sea @ un diagrama de Dynkin con dos lazos, n > 3 vértices y que contiene al
diagrama (2 5, (’YD como subdiagrama.

Sea A = KQ/I con la propieddd (ITP). Si entre las relaciones de A aparece la relacién fo =
V2B, ceK, ¢ # 0 entonces A es de tipo de representacién infinito. En efecto, en estas condiciones

existe un cociente de A que es isomorfa a una de las 4lgebras definidas en el Lema.4.8.0]

Recordemos que nuestro préximo objetivo es estudiar las slgebras A = K Q/I con la propiedad
(ITP) definidas por diagramas Q de la forma (3 L3 (3 S

De acuerdo a las Observaciones 4.7 y 4.9 si Q es un tal diagrama y A = K Q/I es de tipo de
representacion finito entonces toda relacién de A que involucra a a, 8y v 6 bien es una relacién
cero 6 bien es una relacién de la forma Ba = (coy? + ¢19)8 con ¢; # 0.

Consideraremos para empezar, en 11.1.2, el caso en que Q es un tal diagrama y todas las
relaciones de A son relaciones cero.
1.2, Sea Q : O 2 ¢

a ¥
las relaciones de A son relaciones cero. Entonces A estd dada por uno de los siguientes

L y sea A = KQ/I con la propiedad (IIP) y tal que todas

diagramas con relaciones.

a) OiO—é* o—, =y =Ba"=6y=0,1<r<il<s<j,
147

b) 0L 0od ., di==Ba"=0, 4 jr>1 r<i
« ¥
o) 0L od L~ ai=y=py=04jr>1 r<j
a v
d) Qﬁgi_’ ai:7j=ﬁ7T:67s:0>lSrSi:ISSSj)

no simultdneamente r =i, s = j.

En estos casos el cubrimiento Galois universal de A estd dado por el siguiente arbol

infinito @ con las relaciones correspondientes.
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Vamos a probar que A es de tipo de representacién finito si y sélo si Q@ es el

diagrama dado en a) con n = 3 y las relaciones a? = 72 = Ba =6y =0.

Usaremos el Criterio de Bongartz para tipo finito (Teorema 3.3.9) para probar que si
@ es el diagrama de a) con n = 3 y las relaciones de arriba entonces A es de tipo de
representacién finito.

De la Proposicién 3.3.8 sigue que A es standard. Ya hemos visto que si Q es un diagrama
de 4rbol entonces satisface las hipétesis y la condicién 2)a) del Criterio de Bongartz (cf.
Observaciones 3.3.5 y 3.3.7).

Para verificar la condicién 2)b) observemos que d = dimgA > 4 (pues a, B, vy & son
linealmente independientes en el K - espacio vectorial A). Luego 2d+1 > 9y Q no contiene
subdiagramas llenos de tipo A4, con r > 6.

Es muy sencillo verificar que en este caso también se satisface la condicién 2)c) del
Criterio de Bongartz ya que cualquier subdiagrama lleno de Q es un 4rbol y existen sélo 6
diagramas que son arboles en la lista [BHV].

Esto prueba que A es de tipo de representacién finito en este caso.

Para probar que éste es el tnico caso tal que A es de tipo de representacion finito
mostraremos, en cada uno de los casos restantes, un subdiagrama convexo lleno de Q de

tipo infinito.
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a) nd3 ' <) 3 4)
Esto completa el caso 11.1.2. O

Estudiaremos a continuacién, en I1.1.3, I11.1.4, I1.1.5 y I.1.6 algebras A = KQ/I con

Q: O, L O i3 ... —n, 12> 3y tales que no todas las relaciones de A son relaciones cero.
o ¥
I1.1.3. Sea Q el diagrama LN O 2 LA —n ysea A = KQ/I con la propiedad (IIP)
o v

y en las condiciones de arriba. Por las Observaciones 4.7 y 4.9, basta estudiar cuando las
relaciones a* = 47 = 67" = 0, fa = +f definen un algebra A de tipo de representacién
finito. Vamos a probar que A es de tipo de representacién finito exactamente en

los siguientes casos:

r=1=75=232
6
i)y n=3, j=2,1<5
r=1, 5
1=7=3
1=7=2
i) n>3, r=1, 6

i=3,7<3, n<6

El cubrimiento Galois universal A de A estd dado por el signiente diagrama Q con las
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relaciones correspondientes.

Es facil ver que todo vértice s de Q es separante y que para cada s las categorias KA,
vy K A* son A - libres (notar que esta tltima propiedad es la condicién 2)a) del Criterio de
Bongartz para tipo finito). Con esto A es un cubrimiento simplemente conexo de A (cf.
Proposiciéon 3.3.6).

Por otro lado, usando la Proposicién 3.3.8 se prueba fécilmente que A es un algebra
distributiva y por lo tanto A es standard. Estamos entonces en las condiciones del Criterio
de Bongartz para tipo finito.

Es sencillo ver que para 4, j, 7 y m en las condiciones de i) 4 ii), se satisfacen ademés las
condiciones 2) b) y c) del Criterio de Bongartz y por lo tanto A es de tipo de representacién
finito en estos casos.

De manera andloga a los casos anteriores probaremos la reciproca mostrando, en cada
uno de los casos restantes diferentes a i) y ii), un subdiagrama convexo lleno Q' de Q de
tipo de representacién infinito.

Sin=3yr=j=2ei>3, se puede elegir Q' como el siguiente diagrama de la lista

[BHV].

Paran =3. r=1, 1> 5, 2 < j < i podemos elegir al siguiente diagrama de la lista

[BHV] como subdiagrama Q.
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Cuandon =3, r=1, j =3, 1 2 4, elegimos Q' perteneciente a la lista [BHV] como

sigue:

Sea ahoran >3y r =1.

Parai=3, n > 6 elegimos Q' del mismo tipoqueenelcason =3, r=1, 1 > 5.

Esto concluye el caso I11.1.3.00

I1.1.4. Estudiaremos ahora el diagrama Qs donde @Q es el diagrama de I1.1.2. Es decir, Qs es el

. 5°F
diagrama (&, 2, Qo &— ... —p
(23 Y
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Sea As = KQs/I con la propiedad (IIP) y tal que no todas las relaciones de As
son relaciones cero. Por el mismo razonamiento del caso anterior I1.1.3, para determi-
nar todas las dlgebras As de tipo de representacién finito sélo debemos estudiar el caso
I=<a' ), fa—vB > con 1 < j <i. Recordemos que la desigualdad j < i sigue de la
Observacién 1.11.

Veamos que As es de tipo de representacién finito si y sélo si i = j=2yn=3.

Sea Q el cubrimiento construido en I1.1.3. El diagrama Qs construido a partir de Q, cam-
biando la orientacién de las flechas que estén en la fibra de § y considerando las relaciones
correspondientes, es el cubrimiento Galois universal de As.

Se ve fécilmente que sii > 3 entonces Qs contiene al siguiente diagrama de la lista [BHV]

como subdiagrama lleno.

Por otro lado, tanto As como el cubrimiento dado por Qs estdn en las condiciones del
Teorema 3.3.9 y es sencillo verificar las propiedades 2)a), b) y ¢) del mismo cuando i = j = 2
y n = 3. De aqui, As es de tipo de representacién finito en este caso.

Sin embargo, si se consideran estas relaciones sobre Qs para n > 3 se obtiene un algebra
de tipo de representacién infinito. En efecto, Qs contiene al siguiente diagrama de la lista

[BHV] como subdiagrama convexo lleno.

I1.1.5. Sea Q el diagrama dado en I1.1.3. y @45 el diagrama obtenido a partir de @ cambiando la

ﬂop §°P
Og &— ... —,
Y

orientacién de las flechas By §: O, «
«
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Veamos cudles son las dlgebras Ags = KQps/I con la propiedad (ITP) y de tipo de
representacién finito. Recordemos que estamos suponiendo que no todas las relaciones de
Ap,s son relaciones cero.

Por las Observaciones 4.7 y 4.9 s6lo debemos estudiar el caso en que entre las relaciones
de Ap s aparece la relacién de conmutatividad $°Py = a3°?. Como A s tiene la propiedad
(IIP) ésta es la tnica relacién de Ag s que no sélo involucra lazos.

En este caso Ag s es el dlgebra opuesta del dlgebra A de I1.1.3 con 7 = j. De alli resulta
entonces que Ag s es de tipo de representacién finito si y sélo si esta definida por

las relaciones a? = y2 =0, Py = a3°P.

I1.1.6. Sea Q el diagrama de I1.1.3. y Qg el diagrama obtenido a partir de @ cambiando la

orientacién de la flecha 3, es decir, Qg es el diagrama 9 1 i (3 9 3, e —n.

Sea Ag = KQg/I con la propiedad (IIP) y tal que no todas las relaciones de Ag son
relaciones cero. Por el Teorema 1.9, el ideal I de las relaciones de Ag es de la forma
I =< at, 47, pory" — SPk(a)ﬂOPWk, 6v° > con 1 < 7,8 < j. De acuerdo a las Obser-
vaciones 4.7 y 4.9, bast’:i:gstudiar cudndo las relaciones o = 47 = §y° = 0, B%Py = o3P
determinan un dlgebra de tipo de representacién finito.

Recordemos que por la Observacién 1.11 se puede suponer que 1 < i < g

Probaremos que Ag es de tipo de representacién finito si y sélo si s = i = ji=2

yn=3,6s=1ei, jy n satisfacen alguno de los siguientes casos i) 6 ii).

t=2,7<5
1) n=a3, 6
i=7=3

i) 3<n<7 i=j=2

Si s = j entonces Ag es el dlgebra dual del slgebra Ag de I1.1.4 y por lo tanto es de tipo
de representacidn finito parai=j =2y n = 3.
De manera andloga a los casos anteriores usaremos el Criterio de Bongartz para tipo

finito para probar que tanto las condiciones dadas en i) como las dadas en ii) determinan
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un algebra de tipo de representacién finito cuando s = 1.

Supongamos que s = 1 y que estamos en las condiciones de i) ¢ ii). Sigue inmediatamente
de la Proposicion 3.3.8 que Ag es distributiva.

Por otro lado, si Q es el cubrimiento construido en I1.1.3, entonces Qg, con las relaciones
correspondientes, es el cubrimiento Galois universal de Ap en estos casos. De la misma
manera que se probé en 11.1.3 que Q (con las relaciones alli consideradas) es simplemente
conexo se puede probar que Qg (con las relaciones correspondientes al caso que estamos
considerando) es simplemente conexo. Notar que las relaciones consideradas sobre Q en
I1.1.3 son andlogas a las que estamos considerando aqui.

Luego Ag es un dlgebra standard y estamos en las condiciones del Criterio de Bongartz
para tipo finito. Més aln, es facil ver que tanto en i) como en ii) el cubrimiento Galois
universal Ag = K Qp/I de arriba satisface las condiciones 2)a), b) y ¢) del Criterio de
Bongartz y por lo tanto Ag es de tipo de representacién finito en estos casos.

Tal como hemos hecho en los casos anteriores, para probar que las condiciones de i)y
ii) son las tnicas que determinan 4lgebras de tipo de representacién finito, mostraremos a
continuacién, para cada uno de los casos restantes, un subdiagrama convexo lleno Q;a de
Qp de tipo de representacién infinito.

Sis>1, s#jyj>2se puede elegir Qg de tipo Ds como sigue:

Supongamos ahora s = 1.
Cuandon = 3, j > 5 e = 2 se puede elegir Qb como el siguiente diagrama perteneciente

a la lista [BHV].
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6
Esto termina el caso I1.1.6. y el estudio de los diagramas de la forma O 1 O—..
a
Estudiaremos a continuacién los diagramas de la forma

1— ... = O — O — ... —, conn>4yk>1

Sea @ un tal diagrama y A = KQ/I tal que todas las relaciones de A son relaciones cero.
Entonces A’ = A/A(ey + -+ + ex—1)A es una de las dlgebras consideradas en I1.1.2 y por lo tanto

es de tipo de representacion infinito. Luego A es de tipo de representacién infinito.
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Podemos reducirnos entonces a estudiar los casos tales que entre las relaciones de A aparece una

relacién de la forma Bo = v con 8 una flecha y «, 7 lazos (cf. Observaciones 4.7 y 4.9).

Observacion.4.10. Sea Q un diagrama como arriba y A = KQ/I con la propiedad (IIP) tal
que entre las relaciones de A aparece una relacién de conmutatividad que involucra a 39, a y .
Entonces el cubrimiento Galois universal de A estd dado por el siguiente diagrama conmutativo Q

con las relaciones cero correspondientes.

Por otro lado, de acuerdo a la Observacion 4.2, el dlgebra A’ = A/ A(kzlei)A satisface la
propiedad (IIP) y estd dada por el diagrama @’ que se obtiene de @ quitando Iosiie}rtices 1,..., k=1
Mss atn, A’ = KQ'/INKQ' y para determinar cudndo A es de tipo de representacién finito basta
considerar relaciones de A tal que A’ es de tipo de representacién finito. Claramente, las 4lgebras

A’ fueron estudiadas en 11.1.2, 11.1.3, I1.1.4, 11.1.5 y I1.1.6 vy los resultados alli obtenidos serdn de

gran utilidad en lo que sigue.OJ

I1.1.7 Sea @ el diagrama ;| — ... &Ok &Ofi vie. —pn conn>4yk>2ysea
a ¥

A = KQ/I con la propiedad (IIP).
Estudiamos cudndo las relaciones o = v/ = 37" = f1a® =0, fra = 3 con
1<j,5<14, 1<r<jdefinen un algebra A de tipo de representacién finito.

Probaremos que A es de tipo de representacién finito si y sélosir=s=1,

. k=2, Vn
1=7 =2, .
2<k<n<bh

Veamos primero que si no estamos en las condiciones de arriba para 7, s, 1, j, n entonces

A es de tipo de representacién infinito. Para ello usamos la misma técnica que en los
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casos anteriores. Esto es, mostramos para cada uno de los casos restantes, un subdiagrama
convexo lleno Q' de tipo infinito del diagrama Q dado en la Observacién.4.10, el cual define
el cubrimiento Galois universal de A.

Sir>16s>1614> 3 se puede elegir Q como uno de los siguientes diagramas de la

lista [BHV]:

. S> 14

Paran > 5y k > 2 elegimos Q de tipo E; 6 perteneciente a la lista [BHV] segin

n=k+2én>k+42.

1“?"

v

N f;\ {AT. (5' . F)‘ N F’
y !

n= Ryz n> Rt

Anélogamente a los casos anteriores sigue usando el Criterio de Bongartz para tipo finito

k=2, Vn
queparar =s=1,1i=75 =2, A es de tipo de representacién finito.
2<k<n<b

Hemos completado asi el caso I11.1.7. O

II.1.8. Sea ahora @ el diagrama |— ... _; —> (2 E — O k41 — .. —n L k>1, n>

k+2. !

Vamos a probar que si A = KQ/I tiene la propiedad (IIP) entonces es de tipo
de representacién infinito.

Para ello basta ver que A’ = A/A(e; 4+ +ex_2 +exy3+ -+ e,)A, que también tiene
la propiedad (IIP), es de tipo de representacién infinito.

Claramente el dlgebra A’ est4 dada por el diagrama

B1

Ba Bs .
k=1 —0Ok — Ogy1 — ry2 con relaciones.
o ¥
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De la forma que tienen las relaciones en las dlgebras con la propiedad (IIP) resulta que
no existen relaciones en A’ que involucren a la flecha 3;. Observando cuidadosamente el
estudio hecho en I1.1.7, y la analogia existente entre ambos casos, se ve que A’ sélo podria
ser de tipo finito si estd dada por las relaciones o = 42 = 0, faa = vf,03y = 0. Sin
embargo, es facil construir el cubrimiento Galois universal de A’ en este caso y ver que
contiene un subdiagrama convexo lleno de la lista [BHV], lo que prueba que A’ es de tipo
de representacién infinito. Mostramos a continuacién el cubrimiento y el subdiagrama

elegido.

hd

o

Esto termina el caso 11.1.8.0J

Consideremos ahora el diagrama Q : | — ... o 9 & -ﬁ—z—)? F —n  ,y Sea
A = KQ/I con la propiedad (IIP).

Consideramos por separado los casos en que 1 es una flecha con origen en k y 3 es una
flecha con final en k.

Si 3; es una flecha con final en &k entonces A es de tipo de representacién
infinito.

De acuerdo a la Observacién.4.10. y a los resultados obtenidos en II.1.4 basta probar
que A' = KQ/ < o?, 4%, Bya — yB2 > es de tipo de representacién infinito en este caso.
Esto sigue de que el cubrimiento Galois universal de A’ contiene al siguiente diagrama de

la lista [BHV] como subdiagrama convexo lleno.
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Supongamos ahora que 3; es una flecha con origen en k. Andlogamente a lo recién visto

basta estudiar cuando el dlgebra A = KQ/ < o', 7, Bacx — v, Bicx > es de tipo de
representacion finito. Probaremos que A es de tipo de representacién finito si y sélo
sin=k+2<66n=k+4<66n=k+3<5y A esta definida por las relaciones
o> =42=0, faa =P, Bra =0,

El cubrimiento Galois universal de A estd dado por el siguiente diagrama Q con rela-

ciones:

.

. (_fn_l_p,i .......

Es fécil ver,usando el Criterio de Bongartz para tipo finito, que en las condiciones de
arriba A es de tipo de representacién finito. Probaremos la reciproca mostrando, en cada
uno de los casos restantes, un diagrama Q' de la lista [BHV] que puede ser elegido como
subdiagrama convexo lleno de Q.

Sin=k+2 > 6 elegimos Q' como sigue:

Para n = k 4+ 4 > 6 se puede elegir Q' como el siguiente diagrama;:
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St

S e e

S
Finalmente si n. = k 4+ 3 > 5 elegimos Q' como sigue:

=7

B

Esto concluye el caso 11.1.9.0

I1.1.10. Sea ahora @ el diagrama ;— ... s (&‘) P Pa ®)] ﬂ—4. R
Veamos que toda dlgebra A = KQ/I que tien:: la propiedad (IIP) es de tipo de
representacién infinito.
Para ello construimos el cubrimiento Galois uni.versal A=K Q/ Ide A y elegimos en él

un subdiagrama convexo lleno de tipo infinito D, como sigue.

I ¥

Notar que el diagrama elegido es un subdiagrama lleno de Q pues A tiene la propiedad

(IIP).

Con el caso II1.1.10 hemos completado el estudio de los diagramas

1*—...—@01‘:&...ﬁ—sok_*.jﬁ—(i...—-n conk>1,j21,n24.
o ¥
Continuaremos estudiando el caso k = 1, J > 1. Es decir, Q es un diagrama del tipo
) 5
O1—...— Ok =2 ...—, con3<k<n.
« B ¥

Observacién.4.11. Del Teorema 1.9 resulta que si @ es un diagrama del tipo de arriba y A =

KQ/I tiene la propiedad (IIP) entonces las relaciones de A que involucran alguna flecha que no es
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un lazo son relaciones cero. De aqui, el cubrimiento Galois universal de A es un dlgebra A = KQ/I

con @ un arbdl infinito. Mds ain, @ es el siguiente diagrama:

o2 ane o @

. — ' ~
\-v/' J’ .
i ~
1/ — l/ [P
3 P L l
o i > - =_ > e
— L e/ a
'

Como Q es un 4rbol, por la Observaciones 3.3.5 y 3.3.7 A es simplemente conexa y satisface la

condicién 2) a) del Criterio de Bongartz para tipo finito (Teorema.3.3.9).00

En el estudio de los diagramas de la forma O, i .P—L O & Ll ies — o
. a ¥
con 3 < k < n consideraremos casos segin la orientacién de las flechas 8, 6,, & y k < n 6
k = n. En cualquiera de estos casos, nos referiremos al cubrimiento A dado en la Observacién
anterior como el cubrimiento Galois de A entendiendo que se considera la orientacién adecuada de
las flechas que estan en la fibra de 3, 6,, 8, y las relaciones correspondientes.
Comenzamos estudiando el caso k = n. Es decir , @ es un diagrama del tipo

O —...— 0O .

II.1.11. Sea @ el diagrama (3 1 AN On y A= KQ/I con la propiedad (IIP). Por el
Teorema 1.9, A tiene la propiedad (IIIZ) siysélosi I =<a*,47,Ba” >, 1 <r <i Vamos
a probar que A es de tipo de representacién finito si y sélo si a* = o = 72 =0
cualesquiera sean i y n.
Consideramos el cubrimiento Galois universal de A dado en la Observacién.4.11. El
grupo que actia sobre Q es el grupo libre con dos generadores

©(Q,1) =<|a], [B7)...671456...0] >.
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Veamos primero que si no se tienen las relaciones de arriba entonces A es de tipo de
representacion infinito. Para ello mostramos que en cada caso @) contiene un subdiagrama
convexo lleno @ de tipo infinito.

Si 2 < r <7 se puede elegir Q como el siguiente diagrama de tipo Dj:

| /P' ..... —/.—"__)-
&1/" *1/'

Sir =1y j > 3 entonces se puede elegir Q de tipo E; y subdiagrama del siguiente
diagrama, :

L .o

L o
7

!

Usaremos el Teorema 3.3.9 para probar que las relaciones o' = fa = vy? = 0, V;i,n

e

definen un dlgebra A de tipo de representacién finito.

Sigue de la Proposicién 3.3.8 que A es standard y por la Observacién anterior 4.11, que
Q satisface las hipétesis y la condicién 2a) del Teorema 3.3.9. Veamos ahora que se satisface
la condicién 2 b) de dicho Teorema.

Como @ tiene n vértices, y ,...,a'"1, v son elementos no nulos y linealmente indepen-
dientes en A resulta que d = dimgA > n+(i—1)+1 =n+i. Luego, 2d+1 > 2n+2i+1 >
2n + 2i — 2 y la condicién 2b) sigue entonces de que Q no contiene subdiagramas llenos de
tipo A, con r > 2n + 2i — 2. Esto sigue de la maximalidad del siguiente diagrama de tipo
Asnioi—2. ()

La condicién 2 c) del Teorema 3.3.9 se verifica facilmente. Esto termina el estudio de este
caso probando que A es de tipo de representacién finito si y sélosi o = fa =~ =0, V1, n.

g
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II.1.12.

I1.1.13.

) // /
b

%ZLLLU |

Con la notacién dada en la Observacién 4.5, vamos a considerar ahora el diagrama Qs,

siendo @ como en I1.1.11. Qs es el siguiente %‘) 1 LN L& (73 n -

Del Teorema 1.9 sigue que A = KQj /I tiene la propiedad (IIP) si y sélo si
I =< ai,'yj,,Bar,tﬁo”fys >coni,j>1y1l<r<i 1<s<j. Usaremos el Criterio de Bon-
gartz para tipo finito (Teorema 3.3.9) para probar que A es de tipo de representacién
finito si y sélo si estd definida por las relaciones i) 6 ii) siguientes:

i) o' =Ba=~+*>=0, Vi
ii) o =Pa=86Py=" =0, Vi,j

Sea A = KQs /1 el cubrimiento Galois universal de A dado en Observacién 4.11.

Por la Proposicién 3.3.8, A es un algebra distributiva y por la Observacién 4.11 se
satisfacen las hipétesis y las condicién 2) a) del Teorema 3.3.9. Resta ver entonces que en
los casos i) y ii) valen también las condiciones 2)b) y ¢) lo cual es inmediato.

La reciproca sigue de que si no estamos en los casos i) 6 ii) Qs contiene un subdiagrama
convexo lleno de tipo E.

Con esto finalizamos el caso 11.1.12.0J

op

Sea ) como en I1.1.11 y consideremos Qs : (2 1 AR (7) n -

Ya hemos observado anteriormente (cf. Observacién.1.8) que si los vértices en donde
hay lazos no nace ninguna flecha, el algebra tiene la propiedad (IIP) si y sélo si el ideal
de las relaciones estd generado por relaciones que sélo involucran lazos. En nuestro caso
A = KQp/I tiene la propiedad (IIP) si y s6lo si ] =< af,+7 >, i,7 > 1.

Es muy sencillo construir un cociente del cubrimiento Galois universal de A que contenga
un subdiagrama lleno de tipo A,, lo cual prueba que A es de tipo de representacién

infinito.



j i

O

Con este ultimo caso se completa el estudio de los diagramas de tipo

9 P (73 B T con 3 < k < n cuando n = k. Consideraremos a continuacién el
caso n > k. Sea @ un tal diagrama y A = KQ@Q/I con la propiedad (IIP). Recordemos que por
la Observacién 4.2., el dlgebra A" = A/A.(ek41 + - - + en).A también la satisface. Mas atin, A’
estd dada por un diagrama @’ de los estudiados en I1.1.11, 11.1.12 y I1.1.13 y es de tipo finito si
A lo es. De aqui, para hallar todas las dlgebras A = KQ/I con la propiedad (IIP) y de tipo de

representacion finito basta considerar @) tal que @’ es el diagrama de I1.1.11. 6 I1.1.12.

I1.1.14. Sea @ el diagrama (o? 1 ﬁ»—ql—» @) % cee oy m>30
Vamos a probar que si A = K Q/} tiene la propiedad (IIP) entonces es de tipo
de representacién infinito. Por el Teorema 1.9 A tiene la propiedad (IIP) si y sélo si
I =<a'y,Ba",697° > con 1 <r<i, 1 <s<jsiby esuna flecha con origenenn— 16
I =<a', vy, Ba” >, 1 <r <isibyes una flecha con final en n — 1.
Consideremos el cubrimiento Galois universal A'= KQ/I de A dado en la Observacién
4.11. y veamos que se puede elegir en Q un subdiagrama convexo lleno de tipo E; y

subdiagrama del siguiente diagrama:

S .

2

= £,
el
/

S

B
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I1.1.15.

I1.1.16.

Esto prueba que A es de tipo de representacién infinito.(

Sea @) el diagrama O, £ «ﬁ—oké—Q .. —n ysea A =KQ/I. Probemos que si
o ¥

A tiene la propiedad (ITP) entonces es de tipo de representacién infinito. Esto

sigue de que el cubrimiento Galois universal Q de A dado en la Observacién 4.11 contiene

al siguiente diagrama de tipo Dy 3 como subdiagrama convexo lleno.

/.
< \ Q/.-—x——-’
1 B 677 82
Sea @ el diagrama de I1.1.14 ysea Qs, : O —2 ... — O — ... —n,
o v
3<k<n.

Sigue del Teorema 1.9 que A = KQ/I tiene la propiedad (IIP) si y sélo si
I =<a 3, Bar, 6779, a7t >, 1 <r <i, 1 <s<j 1<t<j Veamos cudndo
las relaciones definidas por un tal ideal I determinan un dlgebra de tipo de representacién
finito.

Supongamos primero que n =k + 1y k > 3. De manera analoga a los casos anteriores

tenemos que si A = KQ/I tiene la propiedad (IIP) y es de tipo finito entonces las dlgebras
cocientes Ay = A/ < a >y As = A/A.e41.A también. De aqui, y los resultados obtenidos
en 1.1.4 y I1.1.12 sigue que para determinar todas las dlgebras A = KQ/I con (IIP) y de

tipo finito basta estudiar los siguientes casos:
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a) ' =Pa=686y=+>=0, Vi
b) o?=6"y=9"=0
¢) &’ =6Py=8y=7"=0
d) o =Ba=68"y=9*=0, Vi
e) & =Pa=6"y=6y=7" =0, Yi,j

Probaremos que A es de tipo de representacién finito exactamente en los si-

guientes casos:

. (’n:
i) o' =fa=6"y=+*=0, in:

) o = fa =6y =8y =7 =0,
n=5i=2 j=3
n>5 j7=2, Vi
Sea Q) el cubrimiento Galois universal de A dado en la Observacién 4.11. Veamos primero
que si no estamos en los casos i) 6 ii) entonces A es de tipo de representacién infinito. Para
ello mostraremos en cada uno de los casos restantes, un subdiagrama lleno Q' de Q de tipo
infinito. Comenzamos con las relaciones dadas arriba en a).
Para las relaciones dadas en a), Q' es el siguiente diagrama de tipo E; -

of

S .-
D __._/'___‘f,

Tanto en el caso ¢) como en el b) se puede elegir Q' de tipo D,, como mostramos a

continuacion.
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by s
17
-« /7'
—

Notemos que las relaciones dadas arriba en i) corresponden al caso d) con ciertas condi-
ciones sobre i y j. Analogamente, las dadas en ii) corresponden al caso e).

Supongamos que A estd definida por las relaciones de d) y que no estamos en las condi-

n=4,12>4
ciones de i). Estoes, ¢ n=25, 1> 3.
n>6

Veamos que cada una de estas condiciones definen algebras de tipo infinito. Esto sigue
de que en cualquiera de estos casos se puede elegir un subdiagrama lleno Q' en Q de tipo

Eg que es subdiagrama del siguiente diagrama.

Supongamos ahora que A estd definida por las relaciones de e) y que no estamos en las
condiciones de ii). Veamos que A es de tipo infinito.
Sin =4, i > 4, j > 3 se puede elegir Q’ de tipo Fg, en Q Tal diagrama Q’ es el

siguiente:
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Para i =2, j > 4, (V n), Q contiene un subdiagrama lleno de tipo E; que es subdia-

grama de:
5
g

A

|

Cuandon =5, j =3, i > 3 se puede elegir Q' de tipo Fg como sigue.

-/.
e r ¢

Por dltimo si n > 5, i = 2, j > 2 el diagrama Q' es de tipo Eg y es subdiagrama del

siguiente diagrama:

Anédlogamente a los casos anteriores se ve ficilmente, usando el Teorema 3.3.9, que en
los casos i) y ii) A es de tipo de representacién finito.

Supongamos ahoran > k+2y k > 3 y veamos que A es de tipo de representacion
k=3,4, i=2
i=k=3

Al igual que en los casos anteriores estamos en las condiciones del Criterio de Bongartz

finito si y sélosi o' =y =fa =61y =6y=0, n=k +2, {

para tipo finito y usando este criterio se prueba ficilmente que si A est4 definida por dichas
relaciones entonces es de tipo de representacién finito.
Para probar la reciproca mostraremos a continuacién, para cada caso, un subdiagrama

lleno @’ de Q de tipo infinito. Tales casos son los siguientes:
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-/.
5 .=
o
</ bl

Sean=4k+2 Sik=3, i>46k=4,i>3se puede elegir Q' de tipo Eg como

mostramos a continuacién:

- /'
- - el
S m—>
< k
- M
.1 L ,
.LJ k<3 iy “&:‘\) A23
Por tltimo si k > 5 Q' es subdiagrama del siguiente diagrama.
/.
/.
A
‘|
Esto completa el caso 11.1.16.00
I1.1.17. Sea @ el diagrama O ,; A& O & — N> kysea A= KQ/I conla
o ¥

propiedad (IIP). Como ya hemos observado, es condicién necesaria para que A sea de tipo
finito que el dlgebra cociente Ay = A/A(eg41 + -+ + en)A, que también tiene la propiedad

(IIP), satisfaga la misma condicién.
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De los resultados obtenidos en 1I.1.12 sigue que A; satisface la propiedad (IIP) y es de
tipo finito en los siguientes casos:
a) o =fa=+*=0, Vi
b) o' =fa=86y=79 =0, Vi,j
Consideremos por separado las relaciones de a) y b) sobre A y veamos cuando A es de
tipo de representacién finito.
Sea Q el cubrimiento Galois universal de A que dimos en la Observacién 4.11.
Las relaciones de a), cualquiera sea 4, determinan 4lgebras de tipo infinito pues Q contiene

al siguiente diagrama de tipo D5 como subdiagrama leno.

Lo
s

Basta estudiar entonces bajo que condiciones sobre 7, j, k y n las relaciones dadas en
b) determinan algebras de tipo finito.
Si n > k + 2 se puede elegir en Q un subdiagrama lleno de tipo Fg y por lo tanto A es

de tipo infinito. Tal subdiagrama es el siguiente.

§. . —
5, . .«/gz
9

Supongamos n =k + 1. Paran > 6, A es de tipo infinito pues @ contiene un subdia-

grama lleno de tipo Fg y subdiagrama del siguiente diagrama.
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Podemos suponer entonces n < 5. Usando el Criterio de Bongartz para tipo finito
(Teorema 3.3.9) se prueba facilmente que si k = 3,1 =23, =26 k=4, ei =2
entonces A es de tipo de representacién finito.

Veamos que estas son las inicas condiciones sobre 4, j, k, n tales que las relaciones de
b) determinan 4lgebras de tipo finito. Para ello mostramos a continuacion, en cada uno de

los casos restantes, un subdiagrama lleno de Q de tipo infinito.

- .
e el <
/ / Y 's
.| -
J*
‘ . k=3, §23 22
kaf’, J)z, <2y '/' /. /.4.,__' ./
/ “T’- . -8 k-8
- 7
e =
; P
‘|
41 k=4, 123

Con esto finalizamos la seccién I1.1. en la que estudiamos diagramas de tipo A4, con dos lazos. En
la seccién 11.2 siguiente estudiaremos diagramas de Dynkin de tipo D,, con dos lazos en cualesquiera

de sus vértices.

I1.2. @ es un diagrama de tipo D,, con dos lazos.

Si @ es un diagrama de tipo D, con dos lazos en cualesquiera de sus vértices, entonces es uno
de los siguientes.
8.) O — “‘Ok_-n*"n
O

b) Ol_‘l—“-'—n

) 1—!— =0 — . — 0, —...—n, 3<i<j<n
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Estudiaremos primero los diagramas de a) con k = n. Comenzamos con una Observacién que

serd de utilidad en el estudio de dichos diagramas.

L . O n . Sigue del Teorema 1.9 que si
Y

A = KQ/I tiene la propiedad (IIP), y existen relaciones en A que involucran alguna flecha que no

Observacién.4.12. Sea Q: O,

es un lazo entonces tales relaciones son relaciones cero de la forma fa’ = 0 6 647 = 0. De aqui, el
cubrimiento Galois universal de A est4 dado por un 4rbol infinito @ con relaciones. Tal diagrama

Q es el siguiente.

. s ¢
.:/ ' ~
) — ‘*1_/ ' Y 5
4.'/ . :'/. Ed g -
: al___f'
:/
. ¥ ¥
L3 '-’/v 7' — -
o *l .
/ /

Para diferentes orientaciones en las flechas # y § de Q nos referiremos a este cubrimiento en-
tendiendo que se consideran, en cada caso, las orientaciones adecuadas para las flechas de @ que

estdn en la fibra de 8 y § y también las relaciones correspondientes.(]

I1.2.1. Sea Q el diagrama O ; LN oL n O . Sabemos que si A = KQ/I tiene
« v
la. propiedad (IIP) y es de tipo finito entonces el 4lgebra cociente A/A.eniq.A también.

Luego, por los resultados obtenidos en 11.1.12 podemos suponer que n < 5.

Al mismo tiempo, las dlgebras A/A.e;. Ay A /A.en.A, que también satisfacen la propiedad
(IIP), son de tipo finito si A lo es. Luego, por los resultados de 1.2.2 y 1.2.3 para determinar
cuéles son todas las 4lgebras A con la propiedad (ITP) y de tipo finito basta estudiar el

caso en que A estd definida por las relaciones o = fa = §y =9/ =0 con 7,7 > 1.
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Veamos que

A es de tipo finito <=
n=4,1=2 j<3

n="5i=j=2

Notar que en las condiciones anteriores, n + J<T.

Usando el Teorema 3.3.9 se ve facilmente que si i = 2 y n 'y j satisfacen algunas de
las condiciones anteriores entonces A es de tipo de representacién finito. Para probar la
reciproca consideremos el cubrimiento Galois universal @ de A dado en la Observacién.4.11.
y veamos que en los casos restantes se puede elegir en Q un subdiagrama convexo lleno Q’

de tipo infinito.

Sin+j > 7 siempre se puede elegir Q' de tipo Eg como mostramos a continuacion.
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Sin=4,i>3, j=2,3 se puede elegir Q' de tipo E; como sigue.

d
—

L
—
e
!,*
j,c

Por dltimosin =5, j =2, i > 2 elegimos @’ de tipo £ como mostramos a continuacién.

I1.2.2. Si Q' es un diagrama obtenido a partir del diagrama anterior (2 cambiando la
orientacién de alguna (6 ambas ) de las flechas Sy 6§ y A’ = KQ'/I tiene la
propiedad (ITP) entonces A’ es de tipo de representacién infinito.

Esto resulta inmediatamente de que el diagrama @ dado en la Observacién 4.12 contiene

un subdiagrama lleno de tipo D, que es el siguiente:

——— .

. ~
—
TP P
De aqui, si A’ tiene la propiedad (IIP) es de tipo de representacién infinito. [J

Con el caso I1.2.2 completamos el estudio de los diagramas dados al comienzo de la seccién I1.2

en a) con k = n. Consideraremos a continuacién los diagramas de a) con n > k.

I1.2.3. Sea Q : Olﬁig— ...ik O —...—q,conn >k, k>3 Veremos quesi A=KQ/I
« Y

tiene la propiedad (IIP) entonces es de tipo de representacién infinito.
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El cubrimiento Galois universal de A estd dado por un diagrama @ que se construye de
manera andloga al de la Observacién.4.12 y es facil ver que Q contiene un subdiagrama
convexo lleno de tipo D, como mostramos a continuacion.

P

El siguiente caso completa el estudio de los diagramas dados en a) al comienzo de la seccion II.

I1.2.4 Sea Q el diagrama O LR (‘) — ...~y y A=KQ/I con la propiedad (IIP).

Probaremos que A es deqtipo de representacién infinito.

Si todas las relaciones de A son relaciones cero, entonces
N =A/<a, eq, ... e, > tiene también la propiedad (IIP) y por la Observacién 4.3 es
de tipo de representacién infinito. Luego A lo es.

Supongamos entonces que esto no ocurre. De la Observacién.4.10 resulta entonces que
la relacién Ba = 3 aparece entre las relaciones de A. Probemos que A es también de tipo
infinito en este caso.

Notemos que en estas condiciones no es posible usar la Observacién 4.3 para concluir
que A es de tipo infinito porque A’ lo es, ya que si bien
N =A/<a, eq, ...,e, > estd dada por el diagrama  — (ID — , no tiene la propiedad
(IIP) pues entre las relaciones de A’ aparece la relacién ~vB = 0.

Construyamos entonces el cubrimiento Galois universal A=K Q/ I, de A, y veamos que

existe un diagrama de la lista [BHV] que es subdiagrama convexo lleno de Q.
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R

A - o
e [~

B A

Q
Observemos que si se considera el diagrama @), que se obtiene a partir de () cambiando
la orientacién de la flecha 3, y Ag = KQp/I satisface la propiedad (IIP) entonces el dlgebra
cociente A’ﬂ = Ag/ < @, eq, ...,e, > también la satisface y estd dada por el diagrama
— I — . Luego, sigue de la Observacién 4.3 que A;, es de tipo infinito y de aqui A es de

tipo de representacién infinito.[]

Estudiamos a continuacién dlgebras A = KQ/I con @ como en b) del comienzo de la seccién

I1.2.

O
I1.2.5. Sea Q comoenb): ;1 — ! — ...—, yA=KQ/I con la propiedad (IIP).

El caso n = 3 fue estudiado en 11.2.1 y I1.2.2. Supongamos entonces n > 4 y veamos A
es de tipo de representacién infinito.
Por la forma que tienen las relaciones sobre las dlgebras con la propiedad (I1IP) tenemos

que el cubrimiento Galois universal de A estd dado por un rbol infinito @ con relaciones.

El diagrama Q es el siguiente.
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Es facil ver que independientemente de cudles sean las relaciones de A, @ siempre con-
tiene un subdiagrama convexo lleno de tipo Eg como mostramos a continuacién.

1

) ——— .

De aqui A es de tipo de representacion infinito.Od

Por tltimo consideraremos a continuacién los diagramas dados en c) al comienzo de la seccién

1I.2.

I1.2.6 Sea Q@ el diagrama L — == Oif‘*...‘— Oj—..—m comt23, j<ny
o ¥

A = KQ/I con la propiedad (IIP).

Veremos que A es de tipo de representacion infinito.

Sij>i+1entonces A = A/A.(ej+---+en).A tiene la propiedad (IIP) y estd dada por
un diagrama de tipo D, con un lazo. Estas algebras fueron estudiadas en la seccion 1.2 y
allf se prob6 que son de tipo de representacién infinito.

Supongamos entonces j =i+ 1 y sea Sj el conjunto de relaciones minimales de A que
no sélo involucran lazos.

Si todas las relaciones de Sy son relaciones cero, entonces el cubrimiento Galois universal

Q de A contiene un subdiagrama convexo lleno Y de tipo D, or lo tanto A es de tipo
g p yp P
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infinito. Mostramos a continuacién los diagramas Q y @'.

e e
< / ¥, -~ v
"/ ]'/ //v
. e
_ 7 /1 e .
e = —
. = /:/ — ~
ST Q
./
4.-../-—-—ﬁ.{ -------
o/
e ~

Supongamos ahora que Sy contiene una relaciéon de conmutatividad de la forma
Ba” = y°B (6 v°F = a’"fF) con a”,y* # 0. Por la Observacién 4.10 podemos suponer
r=s=1.

En este caso el cubrimiento Galois universal de A est4 dado por el siguiente diagrama Q

que contiene un subdiagrama convexo lieno Q' de la lista [BHV].

N S SRS A

R ]

VAN S SN s
. S

O

Finalizamos asf el andlisis de las 4lgebras con la propiedad (IIP) dadas por diagramas de tipo D,,
con dos lazos. Los resultados aqui obtenidos serdn de utilidad en la seccién I1.3 siguiente dedicada

al estudio de los diagramas de tipo E,, con dos lazos, p = 6,7, 8.
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II.3. Q es un diagrama de tipo E, con dos lazos.

Vamos a probar que toda dlgebra A dada por un diagrama de tipo E, con dos lazos
y con la propiedad (ITP) es de tipo de representacién infinito.

Si @ es un diagrama de tipo E,, p = 6,7 6 8 con 2 lazos entonces @ es uno de los siguientes

diagramas:
8) O1—a2—la—...— Opr—...—p1; 2<k<p
b) 1 —20 —!— ... — Ok— p-1; 3Sk<p
C) 1—2—‘—— —“Oz— _OJ— p—1 3<2<]Sp

Comenzamos estudiando los diagramas de aj.
Supongamos primero que k = 2, es decir, ) es de la forma
O1— Og—lg—y ... — p—1 - De acuerdo a la Observacién 4.2, el dlgebra
A =A/A.(es +--- + ep—1).A satisface la propiedad (IIP) y estd dada por el diagrama
9 1 L3 O o —l3 — y relaciones. Tales algebras A’ fueron estudiadas en la seccién I1.2.6 y alli
se probé’yque son de tipo de representacién inhinito. Luego A es de tipo de representacién infinito.
Si k = 3 sigue de la Observacién.4.4 que A’ = A/A.(e; +e5 +--- + ep—1).A es de tipo de
representacién infinito y de aqui, también lo es A.
Supongamos por tiltimo 3 < k < p—1 en Q. Claramente si A = KQ/I tiene la propiedad (IIP)
las relaciones de A son todas relaciones cero y de aqui, su cubrimiento Galois universal estd dado

por un diagrama de arbol Q que es el siguiente.

- "
e = 4 . i
o . e
'7./ .
"/ /
— Y
&« — —
- L 7
-/
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Mostraremos a continuacién que cualesquiera sean las relaciones tal que A tiene la propiedad
(IIP), se puede elegir en Q un subdiagrama lleno Q' de tipo infinito. Distinguimos los casos
k<p-1yk=p—1 Enelprimer caso Q' es de tipo D,. En el segundo Q' es de tipo E7 y es

subdiagrama del siguiente diagrama Q"

- "l ~h
Q’ kR < I . @

/

Finalmente, si Q es un diagrama como en a) con k = py A = KQ/I tiene la propiedad (IIP)
entonces A" = A/A.(es+---+e,_1).A también tiene la propiedad (IIP) y est4 dada por el diagrama

O
O — — I —  que fue estudiado en I11.2.5. Al se probé que A’ es de tipo de representacién

infinito y de aqui A también lo es.

Consideremos ahora los diagramas dados en b) al comienzo de la seccién 11.3. Sea Q un tal dia-
gramay A = KQ/I con la propiedad (IIP). Si k < p—1 6 k = p entonces el &lgebra A’ = A/A.e;.A
satisface también la propiedad (IIP) y estd dada por un diagrama del tipo O — | — ... —
k= o —p-1, k<p-—16 Ol—?—‘ i —n,

Estas dlgebras fueron consideradas en 11.2.4 y 11.2.5 donde se probé que son todas de tipo de
representacion infinito. Luego A es de tipo de representacién infinito.

Supongamos ahora que k = p— 1 en @ (como en b)). Entonces el cubrimiento Galois universal

de A estd dado por el siguiente 4rbol infinito Q.

¢ ¥ X s
L —

LS

V «l = ¥

/c ./' / -—-—-’ -----
[ ——-/.
3 /
-/.
? : p ‘
n/ .
.___/'
l/
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Es facil ver que si A tiene la propiedad (IIP) entonces Q contiene un subdiagrama lleno de tipo
Ds que es el siguiente.
* ey o / .
. /
2

De aqui resulta que A es de tipo de representacién infinito lo que completa el estudio de los

diagramas de b).

Por tltimo, sea @ un diagrama como en ¢) y A = KQ/I con la propiedad (IIP). Entonces
A’ = A/A.e;.A es un dlgebra que también satisface la propiedad (IIP) y estd dada por un diagrama
de tipo D,, con dos lazos de los estudiados en la seccién I1.2. De los resultados alli obtenidos sigue
que A es de tipo de representacién infinito.

Con esto completamos el estudio de los diagramas dados en c) y la seccién I1.3.

III. Q ES UN DIAGRAMA DE DYNKIN CON 3 LAZOS

Sea Q un diagrama de Dynkin con tres lazos y A = K Q/I con la propiedad (IIP) y sea L4 el
conjunto de relaciones de A que sélo involucran lazos. Es facil ver que si £, genera I entonces A
es de tipo de representacién infinito. Podemos suponer entonces que existe una relacién r que no
estd en Ly,

Recordemos que una relacién r = Z&i de I, con 6; caminos de v a y, se dice minimal si
i€
Z‘Si ¢ I para todo subconjunto no vacio Jo & J. Sea Sp €l conjunto de relaciones minimales
i€Jo
r=38; de A con §; un camino de z en y, # 1. Por lo supuesto arriba Sp # 0.
Analogamente a las secciones anteriores comenzamos estudiando los diagramas de

Dynkin de tipo A,, con 3 lazos.

Lema.4.13. Sea Q un diagrama de tipo Az con un lazo en cada vértice y A = KQ/I con la

propiedad (IIP). Si A es de tipo de representacion finito entonces I estd generado por relaciones
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que sélo involucran lazos y relaciones de Ja forma fa =cyff conc € K, ¢# 0, f wua flecha y a y

v lazvs.

Demostracidn. @ es uno de los siguientes diagramas:

) olhoe o

23} @y o3

) ool }

g a3

3 ool

(L3 9 g

Vamos a considerar los siguientes casos para el conjuno Sp:

a) Sa contiene dos relaciones cero de la forma fo con J una flecha y a un lazo.
b) Sa contiene una relacién cero de la forma o’ y una relacién de la forma
Ba — (cav? + ¢c1v)0 con ¢y, ¢y no simultdncamente nulos, 8, B’ flechas y a, o, v lazos.

¢) S contiene dos relaciones de la forma Fa — (c2y? + ¢1v)3 con f una flecha y «, v lazos.

Observemos que si Sa contiene sélo una relacién de Ja forma Ba — (cav? + ¢17) 8 entonces existe
un cociente de A en las condiciones. de a) ¢ b). Andlogamente, si Sp contiene alguna rc:]a.cﬂén Cero
de la forma fat con 7 > 1 entonces existe un ~ocicnte de A en las condiciones de a) 6 b){

Comencemos estudiando el caso a). Vamos a probar que A es de tipo de represontaciékl infinito.
Para ello usaremos la misma técnica que venimos usando en casos anteriores. Esto es, construimos
el cubrimiento Galois universal A = KQ/I de A y clegimos un subdiagrama convexo lleno de @
de tipo de representacién infinito.

Mostramos a continuacién el cubrimiento y el subdiagrama elegido segun (J sca ¢l diagrama de

1), 2) 6 3).

*)
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Consideremos ahora el caso b). Tenemos entonces una relacién de la forma f'a’ = 0 y otra de

la forma fa = (cgv? + ¢1v)B en A, con B,  Bechas y «, o, lazos. ’

Si ¢y # 0 entonces u = cpy+¢y es inversible en K[] y haciendo la sustituciéon 4 = uy se obtienc

un dlgebra isomorfa a A, en las condiciones de b) con c; = 0. Més aiin, si ¢; = 0 se puede suponer

que ¢; = 1. En resumen, cuando ¢; # 0 en b), basta estudiar el caso '’ =0, Ba =~ con £,

flechas y o

, v lazos.

Mostramos a continuacién que A es de tipo de representacién infinito en estas condicioncs.

.
I
e —

L'_‘
i e | r
P ] 7
I_/—rj) L ™ ~
— o
b s
< : "
S
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A
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Estudiemos ahora el caso b) con ¢; = 0. Veamos que en todos los casos existe un cociente

A’ de A que es una de las dlgebras dadas en el Lema.4.8. De aqui resulta que A es de lipo de
representaciéon infinito.

Si ¢; = 0 se puede suponer que ¢; = 1 y tenemos entonces relaciones de la forma f'a’ = 0
y Ba = 7%03 en A, con 3,0 flechas y a, o y v lazos. Indicamos a continuacién las distintas
posibilidades para las relaciones y un dlgebra A’ elegida segin @ es el diagrama de 1), 2) é 3).

Escribiremos en 1) las correspondientes al diggrama @ de 1) y andlogamente en 2) y 3).

1) a) frog = adfy, faaa =0, AN =KQ/(I+ < az>)
b) facs = a2fBs, frou =0, A = KQ/(I+ < ar >)

2) Pray = adf, Paas =0, N =KQ/(I+ < az>)

3) Brag = a3f, Poay =0, AN =KQ/(I+ < az>)

Consideremos, para terminar, el caso ¢). Esto es, se tienen en A dos relaciones fa = (cyy? +
aBy Ba = (chy? + )8

Si ¢y = ¢ = 0 entonces no hay nada que demostrar. Supongamos entonces ¢y 7% 0.

Veamos primero que si ¢; y ¢} son no nulos entonces A es de tipo de representacién infinito.

Basta probar que el cociente

N = KQ/ < o, o, ¥, 2 Ba— B, fo — v B, v6, 7?8 > de A, es de tipo de

representacién infinito.

Es muy sencillo construir el cubrimiento Galois A = KQ/I y ver que segin @ sea el diagrama
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de 1), 2) 6 3) Q contiene a uno de los siguientes diagramas de la lista [BHV] como subdiagrama

convexo lleno.

En lo que sigue probaremos que A es de tipo de representacion infinito mostrando que existe un
cociente de A isomorfo a un élgebra en las condiciones del caso b).

Si ¢y = ¢} = 0 se tienen las relaciones fa = 37?8y o’ = c’27’2ﬂ’ y el cociente
A = KQ/(I+ < 4'* >) de A es una de las algebras consideradas en el caso b).

Supongamos que ¢; =0y ¢ # 0.

Si ¢y = 0 tenemos las relaciones fa = y23y '’ = cy'B en A con B, ' flechasy a, &, 7, v
lazos y el cociente A’ = KQ/(I+ < v? >) de A est4 en las condiciones de b).

Si ¢f # 0 consideramos por separado los diagramas de 1), 2) y 3).

1) 1) Biog = 3By, Peag = (cha? + cjas)Bz. El cociente A’ = KQ/I+ < a3 > esté en las
condiciones de b).
ii) ooy = adfs, fiar = (cha? + cjar)Bi. El cociente A’ = KQ/I+ < a? > es isomorfo
a un algebra en las condiciones de b) haciendo la sustitucién o = [cha3 + cjas] (mod
I+ < a2 >).

2) iy = a3, fraz = (chad + cjan)fa. El cociente A’ = KQ/(I+ < o >) esté en las
condiciones de b).

3) Biaz = a2f, Poay = (chad + cas)Bs. Andlogamente al caso anterior 1) ii), el &lgebra
A = KQ/(I+ < a? >) es un cociente de A isomorfo a un algebra en las condiciones del

caso b).

Hemos completado asi la demostracién del Lema. O

Daremos ahora una sencilla Observacién que es consecuencia de la Observacién.1.11 que serd. de

utilidad.
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Observacion.4.14. Sea @ el diagrama 9 LN Oy A el slgebra definida por el diagrama Q y
las relaciones of =47 =0, Ba = (ca7y* +17)B cgn ¢, # 0. Entonces j < 1.

En efecto, como ¢; # 0, ¢y + ¢; es un elemento inversible de K [v] y haciendo la sustitucion
4" = (cay + 1) se tiene un algebra isomorfa a A definida por el diagrama (2 2, O con las

5
relaciones of = 4"/ =0, Ba =B (cf. Obs.4.7). Luego por la Observacion.1.11, 7 < .00

Sea A = KQ/I con la propiedad (IIP), con @ un diagrama de tipo As con un lazo en cada
vértice. Si el conjunto Sp consiste sélo de una relacién de la forma Ba = cyp con 3 una flecha
y «, v lazos y ¢ # 0 entonces A es de tipo de representacién infinito. Es sencillo construir el
cubrimiento Galois universal de A en este caso y verificar que contiene un subdiagrama convexo
lleno de tipo Ay

De aqui y el Lema 4.13 anterior, para determinar cuales son todas las algebras A = KQ/I con
la propiedad (IIP) y de tipo finito cuando @ es un diagrama As con 3 lazos, sélo resta estudiar
el caso en que el conjunto Sp contiene exactamente dos relaciones de conmutatividad de la forma
Ba = ¢yf con a, 7 lazos y ( una flecha y ¢ # 0. Es facil ver que en todos los casos se puede
suponer ¢ = 1. Probaremos que en algunos casos se obtienen 4lgebras de tipo de representacion

finito.

II1.1. En las condiciones de arriba, A = KQ/I estd dada por uno de los siguientes diagramas con

relaciones.

1) oﬁboﬁ? ot = =65 =0, fra=9P1, Py =062, k< j <
[2] Y

) 0folo ai=y =8 =0, fa=1b, BE=1b ik
[ Y

3) O&_O_ﬁ_a)? ,aizfyj:ékzo,ﬁl’}’:aﬁl,ﬁf)’:éﬂ?,i,kfj
2] o

Notar que las condiciones sobre i, j, k siguen de la Observacion.1.11.
En cualquiera de estos casos el cubrimiento Galois universal de A estd dado por el

siguiente diagrama @ con las relaciones correspondientes.
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S ——— e o

Es facil ver que tanto en 1) como en 2) y 3) este cubrimiento es simplemente conexo y
usando la Proposicién 3.3.8 obtenemos que A es un algebra standard. De aqui, estamos en
las condiciones del Criterio de Bongartz para tipo finito.

Veamos en cada caso cudles son las relaciones que determinan algebras de tipo de rep-
resentacion finito usando dicho criterio.

1) A es de tipo de representacién finito exactamente en los siguientes casos:
i) i=j=k=2
i) i=3,7=23 k=2
Es facil ver que las propiedades 2)a),b) y c) del Criterio de Bongartz se satisfacen cuando
1,7,k estan en las condiciones i) 6 ii) que acabamos de indicar.

Para probar la reciproca mostraremos a continuacién, para cada uno de los casos restan-

tes, un subdiagrama convexo lleno de Q de tipo infinito.

Az4

2)  Veamos que A es de tipo de representacién finito exactamente en los si-

guientes casos:
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Anélogamente al caso anterior usando el Criterio de Bongartz se ve que si 4,7 y k
satisfacen cualquiera de las dos condiciones anteriores entonces A es de tipo finito.
Sin embargo, en los casos restantes Q contiene un diagrama de la lista [BHV] como

subdiagrama convexo lleno como mostramos a continuacién.

l——-’-g——-‘"q———é- I'———cj[n.———-l .—--——-)-
ie-2, A2y ’
Azl 3 l, ~ 2y

Esto prueba que A es de tipo de representacién infinito en estos casos.
3) En este tltimo caso A es de tipo de representacién finito si y sélo sii=j = 2.
De manera ansloga a los casos anteriores se ve facilmente usando el Criterio de Bongartz

que si i = j = 2 entonces A es de tipo de representacién finito.

La reciproca sigue de que si j > 3 se puede elegir en Q el siguiente subdiagrama convexo

lleno perteneciente a la lista [BHV].

Con esto completamos el caso IIL.1 y también el estudio de los diagramas de tipo A3 con

un lazo en cada vértice.

Para completar el estudio de los diagramas de Dynkin de tipo A, con 3 lazos estudiaremos a
continuacién el caso n > 3. Para ello consideraremos por separado los siguientes casos:

Q: 1—... % O— ... 1O — ... —_1n(‘§) —ma S L2 k4,

a) C C

m > 1+ 1, no simultdneamente ,l=4k+1, m= [+1

b) @: 1— ...~k O —0 g1 O ky2—---—n
o 10 )
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Comenzamos con los diagramas de a).

Observacién.4.15. Sea Q un diagrama como en a) con > k+1y m > 1+ 1.

Si A = KQ/I tiene la propiedad (IIP) entonces A es de tipo de representacién
infinito.

En efecto, en estas condiciones todas las relaciones de A son relaciones cero y su cubrimiento

Galois universal estd dado por el siguiente drbol infinito @ con las relaciones correspondientes.

. T %,
4, i : et l
e . /l ..... /_:_i
L ~ P :
< e
' P N

‘

En Q se puede elegir el siguiente subdiagrama convexo lleno de tipo D, lo cual prueba que A

es de tipo de representacién infinito.

<y

O

Podemos suponer entonces que I = k+1 6 m =1+ 1. En realidad basta estudiar sélo uno de

estos dos casos. Estudiaremos a continuacién ei caso m = [ + 1.

IML2. Sea @ : 1 — ...0% 25 ... & ,062% O — ... —ayA=KQ/Iconla
[ Y
propiedad (IIP).

Por la Observacién.4.2, A’ = A/A(e; + -+ + ex + €142 + -+ - + e,)A tiene la propiedad

(IIP) y estd dada por el diagrama —- ...« O LN O
¥ &
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Ya hemos visto en la seccién II que si A’ es de tipo de representacién finito entonces
entre las relaciones de A’ aparece la relacién B3y = c6f33 con c € K.
Como las relaciones de A’ son también relaciones de A, para determinar tales algebras
A de tipo de representacién finito podemos suponer que B3 = 6033 es una relacién en A.

Luego el cubrimiento Galois universal de A esta dado por el siguiente diagrama Q:

4 :
_ IR S S
l <
. | b

Si k > 1 entonces Q contiene un subdiagrama convexo lleno de tipo D, que es el siguiente:

TR

De aqui A es de tipo de representacién infinito si k£ > 1.

Anilogamente, si n > | + 1, Q contiene un subdiagrama convexo lleno de tipo F;

subdiagrama del siguiente diagrama:

b 4 4 e e fmm—— ey

o N

Luego A es también de tipo de representacién infinito sin > 1+ 1.

Resta estudiar entonces el caso k =1y n =1+ 1. En este caso @ es el diagrama

On LN ﬁz‘loﬁ"n O.
« ¥ Fo)
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Por el Teorema 1.9, A = KQ/I tiene la propiedad (IIP) si y sélo si
I =<at, 47, &, Bia”, Bay®, By — 6By >conl<r<i, 1<su<j 1<s<t.

El édlgebra A/ < a > también tiene la propiedad (IIP) y fue estudiada en 11.1.2 y II.1.6.
Alli se probd que esta algebra es de tipo de representacion finito si y sélosin < 7 y se
tienen las relaciones 72 = 82 =0, By =0, B3y = 63s.

Claramente basta estudiar entonces cuando las relaciones o = 2 = 62 = 0, fia” =
B2y =0, P37y = 603 definen un dlgebra A de tipo de representacién finito.

Sir > 2 entonces Q contiene al siguiente diagrama de tipo D,. como subdiagrama convexo

lleno:

._%ﬁ”“.4%ﬂ%m

Esto prueba que A es de tipo de representacién infinito si r > 2.
Supongamos r = 1 y probemos que A = KQ/ < of, 72, 82, Bic, Bay, B3y — 603 > es

de tipo de representacién finito si y sélo si

1=3,i=2,3
(%) 6
l=4,i=2

Usaremos el Criterio de Bongartz para probar que si [ e ¢ satisfacen cualquiera de las
condiciones de (%) entonces A es de tipo de representacién finito.

De la Proposicién 3.3.8 sigue facilmente que A es un dlgebra distributiva. Por otro lado,
todo vértice s de Q es separante y las K - categorias K As y KA® son A - libres.

En efecto, si s estd en la fibra de un vértice a < I entonces KA, y KA® son categorias

dadas por un diagrama de arbol (finito), subdiagrama del siguiente arbol infinito:
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.....

y si a > | entonces las categorias K As y KA® son subcategorias llenas de la K - categoria

determinada por el diagrama

Luego A es un cubrimiento simplemente conexo de A (cf. Proposicién.3.3.6). De aqui
A es un algebra standard y estamos en las condiciones del Criterio de Bongartz para tipo
finito.

Como vimos arriba, la condicién 2)z) del Criterio se verifica y es facil ver que también se
satisfacen las condiciones 2) b) y ¢) de dicho Criterio cuando [ e 7 estén en las condiciones
de ().

De aqui resulta que si [ e i satisfacen cualquiera de las dos condiciones de (*) entonces
A es de tipo de representacién finito.

La reciproca sigue de que en cualquier otro caso distinto de los dados en (*) se puede
elegir un subdiagrama convexo lleno Q' de Q de tipo Eg. Q' es subdiagrama del siguiente

diagrama:

Esto termina el caso I11.2.
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Para completar el estudio de los diagramas dados en a) ( anterior al caso II1.2) falta estudiar

los casos @ : 1—...Oe—ql—...<ﬁ—glo—ﬁ3+l+1(6j—...—n y
o v
B B
Q: 1*—...O<—L..-&>10~——>3 l+1%)_‘--~__n
o v

Estudiaremos sélo el primero de estos diagramas pues el otro caso se estudia exactamente igual.

1.3 Sea Q: | — gf’—‘ LI NN O —..mm

Probaremos que si A = KQ/I t;ene la propiedad (IIP) entonces es de tipo de
representacién infinito.

Por un razonamiento andlogo al hecho en el caso anterior I11.2, es suficiente probar que
si entre las relaciones de A aparece la relacién de conmutatividad 3y = 833 entonces A es
de tipo de representacién infinito.

En este caso el cubrimiento Galois universal de A estd dado por un diagrama similar al
diagrama Q dado en el caso anterior I11.2 y es facil ver que contiene al siguiente diagrama

de tipo D, como subdiagrama convexo lleno.

B L T T NP S S Y

B T T T L L J, TS ———)

Esto prueba que A es de tipo de representacion infinito.

Con esto completamos el estudio de los diagramas dados en a) (anterior a III.2). Continuaremos
ahora con el estudio de los diagramas dados en b). Esto es, estudiaremos a continuacién diagramas

de la forma, 1_‘"~-kO'_Ok+1_0k+2_---_n-

Observacién.4.16. Sea @ un diagrama de la forma
P — (2 ﬁ—liH O ﬁii+2 (63 —i43...—n y A= KQ/I con la propiedad (IIP).

De acuerdo a la Ogservacién 4.2, el cociente A’ = A/A(e; + -+ ei1 + ey + -+ en)A de
A, que estd dado por un diagrama de tipo Az con un lazo en cada vértice, también satisface la
propiedad (IIP).

Como ademaés toda relacién de A’ es también una relacién de A y A’ es de tipo de representacién

finito si A lo es, sigue del Lema 4.13 que para determinar cudles son tales algebras A de tipo
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de representacién finito podemos suponer que entre las relaciones de A aparecen B = B (6

By = aBy) y Bay = 6B2 (6 P26 = vB2).

En estas condiciones el cubrimiento Galois universal de A estd dado por el siguiente diagrama

3.

Para diferentes orientaciones de las flechas 3; y (2 nos referiremos al cubrimiento Q como el
cubrimiento Galois universal de A entendiendo que se consideran en @ las orientaciones correspon-
dientes de las flechas que estdn en la fibra de 8, y B2 y las relaciones adecuadas.

Por otro lado, el dlgebra A” = A/A(e; +---+e—1+eip3+ -+ en).A también satisface la
propiedad (IIP) y estd dada por uno de los diagramas estudiados en I11.1 con relaciones. Por la Ob-
servacién 4.2 basta considerar en A relaciones tales que el algebra A” sea de tipo de representacién

finito.

II1.4. Sea A = KQ/I en las condiciones de la Observacién anterior 4.16. y Sp el conjunto de
relaciones minimales de A que no sélo involucran lazos.
Entonces Q es uno de los siguientes diagramas y Sp contiene exactamente dos relaciones

de conmutatividad de la forma Ba = 8 con 8 una flecha y a, lazos.

) — a0t~ 024
« v F)

2) 1—1-6‘0'31"’0‘32_0& n )n>
o 07 6

N oo -, x4
o ¥ )

I
¥
—
(&5
~

También consideraremos aquf los casos 1 = s(a) 6 n

Comenzamos estudiando el caso 1).
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Probaremos que A es de tipo de representacién finito exactamente cuando s(a) =
1, s(p) =3, n =4y se tienen las relaciones a® = 42 = 62 = 0, 1o = y0, Boy = 682, 6 = 0.

Sigue aplicando el Criterio de Bongartz para tipo finito a A y a su cubrimiento Galois universal
construido en la Observacién.4.16, que en las condiciones que acabamos de indicar A es de tipo de
representacién finito.

Para probar la reciproca procedemos de manera anéloga a los casos anteriores. Esto es, mostra-
mos en cada uno de los casos restantes un diagrama Q' de la lista [BHV] que es subdiagrama

convexo lleno del cubrimiento Q de A.

Si s(a) # 1 elegimos Q' como sigue:

<
Para el caso s(a) =1y e(n) =3 6 s(u) =3 y pué # 0 en A se puede elegir Q' como el siguiente

diagrama:

—— .

4
B

Por iiltimo, si s(a) =1y n>5, Q esel siguiente:

Esto concluye el caso 1).
Veremos ahora que si @ es el diagrama de 2) y A = KQ/I tiene la propiedad (IIP)

entonces A es de tipo de representacién infinito.
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Esto sigue inmediatamente de que el cubrimiento Galois universal de A dado por el diagrama
O de la Observacién 4.16 contiene a uno de los siguientes diagramas de la lista [BHV] como

subdiagrama convexo lleno.

Sy % & Sty = L,

Consideremos para terminar el diagrama Q de 3). Veamos que A = KQ/I es de tipo de
representacién finito si y sélo si s{a) =1, n=4y A esta definida por las relaciones
o2 =2 =68 =0, fy=ap, Py =200, pé = 0.

Anélogamente a los casos anteriores se prueba usando el Criterio de Bongartz para tipo finito
que en las condiciones de arriba A es de tipo de representacion finito.

Probemos la reciproca. Distinguimos los casos s(a) # 1 6 s(a) = 1. Mostramos en cada caso
un diagrama Q' de la lista [BHV] elegido como subdiagrama convexo lleno del cubrimiento Q de
A.

Sis(a)#1lyn2>59, Q' es el siguiente:

Supongamos s(¢) = 1. Mostramos el diagrama Q' elegido seginn > 5 6 n = 4y a?#0.

.

<| d. .
|l B o

¢y . o e & ey

_ 2
V\_4/a¢7ﬁo

Esto completa el caso II1.4.
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Para terminar con la seccién III probaremos que no existen dlgebras A = KQ/I con la propiedad
(HHP) y de tipo de representacién finito dadas por un diagrama de Dynkin de tipo D,, 6 E,,

p=16,7,8 con 3 lazos. Esto se da en el siguiente Lema.

Lema.4.17. Si A es un &lgebra que satisface la propiedad (IIP) y estd dada por uno de los

siguientes diagramas entonces A es de tipo de representacion infinito.

| >
2 G5 NL.?} S paseo b Lo 20

. aseos /eow 22,
g ye— — ) S de Long 22

Demostracién. Consideremos primero el diagrama @ de a) y sea A = KQ/I. Supongamos que § es
un paseo de longitud mayor que cero. Como A tiene la propiedad (IIP), A’ = A/ < a3 > también
la tiene. Ademds A’ estd dada por un diagrama @’ de la forma O — (ID — ...— yporlo
visto en I1.2.5 A’ es de tipo de representacién infinito. De aqui resulta que A también lo es.
Supongamos entonces que ¢ es de longitud 0. Si todas las relaciones minimales de A que
involucran a las flechas i y f#3 son relaciones de conmutatividad de la forma S;a; = axf; con
»=1,3y 1 <3k < 3 entonces el siguiente diagrama Q, con las relaciones correspondientes es el

cubrimiento Galois universal de A.

3 3
L :/' A
Y 0
i
b 2
Sl

. .

Més atin, @ contiene a uno de los siguientes diagramas de la lista [BHV] como subdiagrama
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convexo lleno:

e
s P — .
ok‘l l,dl 1 1 K l
I——ﬁ '_——’- ————, c——

Luego A es de tipo de representacién infinito en este caso.

Recordemos que notamos con Sy al conjunto de relaciones minimales de A que no sélo involucran

lazos.

Si no estamos en la situacién anterior, es decir, si existe alguna relacién cero en S,, entonces
tal relacién es de la forma B1af =06 Bz =0, 1 <1i,5 <3y porel Lema 4.13 A/A.eq. A es de
tipo de representacién infinito. De aqui, A es de tipo de representacion infinito, lo cual termina la
demostracién del lema cuando Q es el diagrama dado en a).

Supongamos ahora que @ es el diagrama dado en b). Es claro que las relaciones de Sy son todas
relaciones cero de la forma Ba® = 0, con 3 una flecha y o un lazo. Luego el cubrimiento Galois
universal de A estd dado por un drbol infinito Q con relaciones. Mostramos a continuacién que en

este caso siempre es posible elegir un subdiagrama convexo lleno de Q de tipo Eg, de donde resulta

que A es de tipo de representacién infinito.

o1

Esto completa la demostracién del lema.]

m



IV. Q ES UN DIAGRAMA CON LAZOS Y CONTIENE UN SUBDIAGRAMA

DEL TIPO
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Estudiaremos primero el diagrama = - ——- con un lazo en cualquiera de sus vértices.

N~

Comenzamos con algunas observaciones que serdn de utilidad a lo largo de toda la seccién.

Observacién.4.18.

1) Sea Q el diagrama *G

b,
R

y sea A = KQ/I con la propiedad (IIP). Entonces T P1 Pz""2 11 P3¢, dg,d, > 1y por

el Teorema 1.9, ¢ = (61,51, ..,510% 71, B, Bac, ..., 20?2~ 1) define un isomorfismo de

P2d 211 P —s 7, P1. De aqui Bra® y Bra® tienen en A una tnica expresién como

imagen de ¢ de la siguiente forma:

d,, —1 do—1

1) Ba® =D kpio” + Y kibfaa’
r=1 s=0
dy—1

@) ot = 3 Kthal
Jj=1

Usando las expresiones (1) y (2) y €l hecho que ¢ es un isomorfismo sigue que fya® =0

en A y que todos los k, son nulos en (1). En efecto, supongamos que no todos los K

de la expresién (2) son nulos y sea jp el menor indice j tal que k7 # 0. Andlogamente

supongamos que no todos los k. en la expresién (1) son nulos y sea d = min {r : k. # 0}.

Entonces tenemos las siguientes igualdades en A:

dy—-1
(*)  Brata T~ k) = ZZ k. 5B50°
s=0
(**) ﬁgaio(adr—jo _ k(/i/2_1ad2—_7'o—1 L k;,o) -0
Como kj, y d son no nulos, los elementos u = k,’;;ai"“_jo +o K+ KLy v
a’~% — ... — kg son inversibles en K[a] de donde sigue que S0/ =0y

da—1 da—1

ﬂlad = Z k;éﬂgas’lll—l = Z 636,62045
s=0 s=0
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2)

3)

IvV.1.

en A. Ambas igualdades son una contradiccién ya que 3»a?® y Bra? son coordenadas del
isomorfismo ¢.

Resulta entonces, de lo anterior y el Teorema 1.9, que
do—1

A=KQ/ <o, fra®2, fiat — Z kB2 >.
s=0

De manera anéloga a 1) se prueba que si @ es el diagrama
A = KQ/I tiene la propiedad (IIP) y 75, P1 =~ PQd“’ [I P, dy, d, > 1 entonces Boa® =

0 en Ay Bia% tiene una expresién de la forma:

do—1

(1) fat = Zk;5Ps(’)’)ﬂ2as
s=0
donde Ps(7y) € K[y para todo s.
Es util recordar que de acuerdo al estudio hecho en 1.1.4 el dlgebra

N = K( LI )/ <o, Bia?, Baa >, i > 2 es de tipo de representacién infinito.
(a3

Sea @ el diagrama O . n, ¥ A con la propiedad (I1IP). Entonces

N

2
Tp, P1 =~ P2 ] P2 y de acuerdo a la Observacién.4.18. 1)
da—1
A=KQ/ < da, Bra®, Brat — Z k.6B2a® > con da,d,, > 1.
s=0

Estudiaremos cuando A es de tipo de representacién finito de acuerdo a la cantidad de
copias de los proyectivos Py y P, que aparecen como sumandos de Tp, P1. Probaremos que
A es de tipo de representacién finito exactamente cuando esta definida por las

1=2,3, long(6) =1

relaciones o’ = fa =0, fia =8, con { i =2, long(6) =2

a) Supongamos primero que 75 P1 =~ Py [[ P,. Entonces ¢ = (81,02), foa=0en Ay la
expresién (1) de fia es la siguiente:
(1) Pra=kSBs, keK

Veamos primero que si k = 0 en (1') entonces A es de tipo de representacién infinito.
Para ello construimos el cubrimiento Galois universal A = K Q/ I de A y mostramos que se

puede elegir en Q un subdiagrama convexo lleno de tipo .
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o
TSP S G SIS T S ui.ﬁ.li..i_f:
l -
l < F—d e— iy .
Q

Supongamos ahora k # 0 en (1’). Podemos suponer que k = 1.

Veamos que A es de tipo de representacién finito si y sélo si o = fa =0,

Bia = 6, con { i=2,3, long(6) =1
' i =2, long(6) =2

Sea A definida por las relaciones que acabamos de escribir. A(a,b) es uniserial como
A(a,a) — A(b,b) - bimédulo para todo a y b en A y de aqui A es un &lgebra distributiva. El

cubrimiento Galois universal A de A estd dado por el siguiente diagrama @ con relaciones

y el grupo G que actia sobre A de modo que A/G ~ A es isomorfo a Z.

Se ve facilmente que A es separada, es decir, que todo punto de L es separador y que
para todo s € Q las subcategorias K As y KA® con A - libres. Luego, por la Proposicién

3.3.6 y la definicién de simple conexidad se tiene que A es simplemente conexa. Estamos
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Iv.2.

entonces en las condiciones del Criterio de Bongartz para tipo finito (Teorema 3.3.9) y es
facil ver que se satisfacen las propiedades 2) a), b) y ¢) de dicho teorema. De aqui A es de
tipo de representacién finito en estos casos.

La reciproca sigue de que en los caros restantes Q contiene a un diagrama Q' de la lista

[BHV] como subdiagrama convexo lleno. Mostramos a continuacién tal diagrama @’ para

cada caso.
: N
- N N
N, \-\ S
- N
S .
iaﬂ'fov\%ﬁ—.\ ;;3/ {onzaé-.z_ (owca§>,3

En los casos siguientes probaremos que A es de tipo de representacién infinito mostrando

que el dlgebra A’ de la Observacién.4.18. 3) es cociente de A.

b) Supongamos que 75, P1 = P[] Pd+ cond, > 2. Entonces ¢ = (B, Bicv, ..., a®n Tl B,)

B2cc =0 en A y la expresién de Bja? como imagen de ¢ es la siguiente:
(1) Bra* = k{68
con dp, > 2. Luego el dlgebra A’ de la Observacién.4.18. 3) es isomorfa a A/ < 6 >.

¢) Para terminar supongamos que Tp, P1 = P2 1] P4+ con dy > 2. Entonces por la Ob-
dy

servaciéon.4.18. 1), A = KQ/ < o, fra®?, pyat — ilkgé,@gas > con dy > 2. De aqui

resulta que KQ/(I+ < fia, § >), que es cociente dgzl({, es isomorfa al dlgebra A’ de la

Observacién.4.18. 3).

Hemos completado entonces el caso IV.1.00

Sea @ el diagrama ’~—?‘——7 4 con 61, 69 paseos y 2 < k < n.
Tk
R}o‘
2
Si A = KQ/I tiene la propiedad (IIP) entonces A/ < v > es un lgebra hereditaria dada

por un diagrama de tipo A, y por lo tanto es de tipo de representacién infinito. Luego A
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es de tipo de representacién infinito.

Observacién.4.16. Sea ' un diagrama que contiene al diagrama ) de IV.1 como subdiagrama

lleno, y sean %1, 19, %3 los vértices de Q correcpondientes a tal subdiagrama. Digamos que @) es el

Ly .
—_— %

N

A5

Sea A’ = KQ'/I' con la propiedad (IIP). Entonces por la Observacién 4.2,

N =N/ A’.(Zej).A’ = KQ/I donde Q es el diagrama de IV.1 e [ = I'UKQ. Més aiin, de aqui
J#ik
resulta que toda relacién de A” es una relacién de A’. Ademds es condicién necesaria para que A’

diagrama

sea de tipo de representacién finito que A” lo sea.
Luego por los resultados obtenidos en IV.1, para determinar cudndo A’ es de tipo de repre-
sentacién finito basta considerar relaciones que incluyan a {af, facr, f1a — B2} con i = 2,3 si

long(6) =164 =2silong(s) =2.0

LS
IV.3 Sea QQ el diagrama —-O —f.
™
Veamos que si A = KQ/I tiene la propiedad (IIP) entonces es de tipo infinito.
De acuerdo a la Observacién anterior basta probar que si ;o = §3; es una relacién
en A entonces A es de tipo de representacién infinito.
En estas condiciones el siguiente diagrama Q, con las relaciones correspondientes, es el

cubrimiento Galois universal de A.

2L

| ™

e

-

e

19
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Como A tiene la propiedad (IIP) el siguiente diagrama de tipo Dy es un subdiagrama

convexo lleno de Q.

T

Esto prueba que A es de tipo de representacién infinito.

IV.4 Sea Q el diagrama C ———-§2—>/6 ‘{5—
A

* 4

y sea A = KQ/I con la propiedad (IIP). Probaremos que A es de tipo de repre-
sentacién infinito.

De manera andloga al caso anterior y de acuerdo con la Observacién.4.16, basta probar
que si B1a = 63> es una relacién en A entonces A es de tipo de representacién infinito.

En estas condiciones el cubrimiento Galois universal de A estd dado por un diagrama
Q similar al del caso anterior. Mostramos a continuacién un diagrama de tipo Ds que
puede ser elegido como subdiagrama convexo lleno de Q lo cual prueba que A es de tipo

de representacion infinito.

IV.5 Consideremos ahora el diagrama Q - C ——F‘—-» .
TN
P
Andlogamente a los casos anteriores, basta estudiar el algebra
A=KQ/ < a? Pea, fra—vB2 >. Vamos a probar que A es de tipo de representacién

finito si y sélo si long(é) = 1.
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El cubrimiento Galois universal de A est4 dado por el siguiente diagrama Q con rela-

ciones.

Es facil ver que A es un édlgebra distributiva, es decir que para todo
a, b e A, A(a,b) es uniserial como A(a,a)—A(b,b) - bimédulo. Por otro lado el cubrimiento
Galois universal A = K Q/ I, de A, es un dlgebra separada tal que para todo vértice s de
Q, las subcategorias K As y KA® de A son A - libres. Luego, por la Proposicién 3.3.6. A
es simplemente conexa y de aqui estamos en las condiciones del Criterio de Bongartz para
tipo finito (Teorema 3.3.9). Se ve que se satisfacen las propiedades 2) a), b) del criterio de
Bongartz y que si long(6) = 1, Q satisface también la condicién 2)c). Luego A es de tipo
de representacion finito en este caso.

La reciproca sigue de que si long(6) > 1, digamos § = 6261, entonces se puede elegir un
subdiagrama convexo lleno de Q de tipo D5 como mostramos a continuacién.

DS

L4

. <

Observemos que si las mismas relaciones son consideradas sobre el diagrama C—.

oL \, ’/é'

AN

rr,_\

se obtiene un algebra de tipo infinito. En efecto, su cubrimiento Galois universal se

construye de manera anéloga al caso anterior y contiene al siguiente diagrama de tipo E7
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como subdiagrama convexo lleno.

De aqui resulta que no existen dlgebras con la propiedad (IIP) y de tipo finito

dadas por este diagrama.

IV.6 Sea Q@ el diagrama g: ——-Y"—?f'
["\./_f’/' \
Vamos a probar que toda dlgebra A = KQ/I con la propiedad (IIP) es de tipo
de representacién infinito.
Anélogamente a los casos anteriores basta probar que las relaciones o2 = foa =0, Bia =
632 definen un élgebra A de tipo de representacién infinito.
El cubrimiento Galois universal de A se construye de manera andloga a los casos ante-
riores y es facil ver que se puede elegir en Q un subdiagrama convexo lleno Q' de tipo E;.

Tal diagrama @’ es un subdiagrama del siguiente diagrama.

h™

Veremos a continuacién que toda dlgebra dada por el diagrama -+ ——+  con dos lazos

en cualesquiera de los vértices 1, 2, 6 3 es de tipo de representacién infinito.
En particular resulta que no existen algebras dadas por un tal diagrama, que satisfagan la

propiedad (IIP) y sean de tipo de representacién finito.
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Observemos primero que si se afaden dos lazos en dos vértices cualesquiera del diagrama,

“— - el dlgebra A obtenida es de tipo de representacién infinito. Esto sigue de que el

N
dlgebra separada de A/rad’A es de tipo de representacién infinito. En efecto:
a) A I

N

. ———

b) C__,, AN
7

%

y
N

c) _._.___;D
% -
O

Es un hecho conocido que si un 4lgebra A es de tipo de representacién finito entonces para todo
A - médulo M, End (M) es también de tipo de representacién finito. El mismo resulta de que el
funtor Homa(M,.) : mod A — mod End (M)°P define una equivalencia entre la categoria de los
moédulos con una presentacién en add M y mod End (M)°P.

Usando este resultado y el hecho que toda 4lgebra dada por el diagrama -——s .  con dos

N/

lazos es de tipo de representacién infinito resulta que afiadiendo dos lazos en cualesquiera de los

vértices 1, 2 6 3 del diagrama -3 se obtiene un algebra A de tipo de representacién

1
N
infinito. En efecto, Enda (Py[] P[] P3) es un algebra dada por el diagrama con

dos lazos.

Probaremos a continuacién un Lema que serd de utilidad en la demostracién del Teorema prin-

cipal de este trabajo.
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Lema.4.19. Si Q es un diagrama de tipo A,, con 4 lazos y A = K Q/I tiene la propiedad (IIP)

eutonces A es de tipo de representacién infinito.

Demostracion. Sean oy, as, a3, a4 los lazos de Q y supongamos que existe un cociente A’ =
KQ'/I' de A tal que Q' es de la forma 9 by (&D 2 9 ps 9 . Veamos que A’ es de tipo
1 2 3 a

infinito. Un simple razonamiento permite deducir que A’ tiene la propiedad (IIP) ya que A la tiene
y Q" es un diagrama con 4 lazos (al igual que Q). Sea Sp/ el conjunto de relaciones minimales
de A’ que no sélo involucran lazos. Supongamos que todas las relaciones de Sa son relaciones de
conmutatividad de la forma fB,a; = oy 3; para algin 1 < 4,7,k < 3.

Notemos que por la Observacién 4.10. no es necesario estudiar relaciones de conmutatividad de
la forma B;af = a}f; con 7y s > 1 pues tales relaciones siempre ;leternlillan algebras de tipo de
representacién infinito.

En estas condiciones tenemos las siguientes posibilidades para el algebra A’.

i1) LI ORI , ol =0, By =1, 1=1,2,3
o @ a3y (= 2)

. 81 2 Ba . ; _

12) B — O e— 0O, fii=0;nfi, i=1,2 Bzay = azfs,
[} (23] [£ %] Gq

adi =0, i=1,2,3

i3) 9 — O — O —=0, Bioy=o0of, fraz=asfs, fraz = aybs,

o2 O3 Qg

a¥ =0,1=1,23

i4) Loy By By
oy (s5) @3

O, o =0, By =01l 1=2,3, Brog =By

Para probar que en cualquiera de estos casos A’ es de tipo infinito es suficiente mostrar un

subdiagrama convexo lleno de tipo infinito del cubrimiento Galois universal A’ = K Q' /I de A’

{,4) : '\2)
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Supongamos ahora que el conjunto Sy, contiene alguna relacién que no es de la forma Ba = 74
con [ una flecha y «, v lazos. Entonces existe un cociente A" de A’, con la propiedad (IIP) y dado
por un diagrama de tipo A3 con 3 lazos y tal que Sy~ contiene una relacién cero y una relacién de
conmutatividad de la forma fo = v8 con 3 una flecha y a, <y lazos. Sigue del Lema.4.13. que A”
y en consecuencia A’ y A son de tipo de representacién infinito.

Con esto hemos probado que si existe un cociente de A dado por un diagrama de tipo A4 con
un lazo en cada vértice entonces A es de tipo de representacién infinito.

Supongamos que esta condicién no se satisface. Entonces es posible hallar un cociente
A= KQ'/I', de A, que también satisface la propiedad (IIP), donde @’ es un diagrama de la forma
9 T 9 KA ctQ & 9 con 6 y p1 una sucesién de 75 y 7, flechas respectivamente, rs y T, > 1.
Plrobemos que2 N e: de ti;)o de representacién infinito.

Sirs > 2 entonces se puede hallar un cociente A”, de A’, con la propiedad (IIP) y dado por un
diagrama de la forma — é) T 9 — . Por lo visto en I1.1.10, A” es de tipo infinito y de
aqui, también lo son A’ y A. 2 3

Andlogamente, si r, > 2 entonces se puede hallar un cociente A” de A’, que también satisface la
propiedad (IIP), dado por un diagrama de la forma — — g)w 9 — — . Sigue de los resultados

, 3
obtenidos en II.1.7, I1.1.8, 11.1.9 y I1.1.10 que A”, y de aquzl' A’ son de tipo de representacién
infinito.

Consideremos por 1ltimo el caso rs = T, =1, esto es, @’ es un diagrama. del tipo
Ol —...— O 2 o Em ,m > 4. Sea A" = A’/ < g >. Esta 4lgebra tiene la propiedad
o [2%] Q3 (o2

(ITIP) y fue estudiada en II1.4 donde se probé que es de tipo de representacién infinito. Luego A’

y A son de tipo de representacién infinito, lo cual termina la demostracién del lema. O

Estamos en condiciones ahora de probar el resultado principal de este trabajo. En él se da la
lista de todas las dlgebras basicas, conexas sobre un cuerpo algebraicamente cerrado K, con la

propiedad (IIP) y de tipo de representacién finito.
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TEOREMA. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces toda K - algebra basica,
conexa A con la propiedad (IIP) y de tipo de representacién finito es isomorfa al dlgebras de

caminos de uno de los siguientes diagramas con relaciones.
1) Un diagrama de Dynkin sin relaciones.
2 0, ot=0

(24

3 015 . —n, n>2

i) n=2 i=3,4,5

i) n=1i=3

) Ore— . ai=o, {z) 77,:2,2::2,3'
o i) n>2 1=2

5) li(é)‘ﬁ"'w"’ o =pfa=0,Vn<A4.

6) 1—~>(&‘)£>...—n, a?=Ba=0,Yn<6

7) 1<ﬁ—1(2£2—>--.—n

a) o?=pfa=0, n<4.

b) o?=fa=0,n<6

i) 1=2,Vn

W) n=3,W

i) n=4,i<5
w) n=25,61<3

C) ai:ﬂ1a=ﬂ2azo7

8 1— &0, a?=fa=a=0, n<7



9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

i) n=3, Vi
olﬁ,lﬁ_”mn’ 3<n<7, o=pa=0, i) mn=4,i<4
N i) n=5 i=2

B8 i .
R ‘_"‘nOa a:[)’a:O,Vz
B ; p=6,7_3
O1r = —'— ... —p, & =Pa=0, {p 7 =2
—_— ﬁ*ﬁ(j, a?=pa=0
oo
o ¥

b) o'=+"=0, fa=~48 {jzz’w
TV ERPE=I L 23 o348

a) a2 =72=Ba=43=0, n=23
b) ®*=42=0, Ba=~83, n=3

C) a’=’)’7=5’)’=0,,80-’=’)’,3, 72j:
S
e P TES i=1,37<3, n<6
050, a?=92=0, fa =10
a vy
0L0—, a?=92=0, fy=0af
(24 Y
B B2 P ad — —
O—0O0— ... —,,n>3, o' =91 =0, fiy=af, Poy=0
o ¥
=2, <5
i) n=3, {7. 7=
1=37=3

i) 3<n<7,i=5j=2
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18) 1 ‘&‘OA &O& T n, 012:’)’2=,8101=ﬂ3’)’=0,
« v
k=2 Vn
o= ,
Baa = 4 {k>2,n=5
n=k+2<6
19) 1—.”¢iokﬁioﬁln.»n,a%ﬁzma=aﬂw=vm, n=k+3<5
; ! n=k+4<6
B8 B2 i 2 ;
200 0= ... 20, o' =Pa=~"=0,Vin
¥

[

21) oL L
(a4

n

=G

a) o' =fla=+2=0, Vi,n
b) o' =fra=Pyy="=0, Vi,j

3 6 1
2 o, 5 . & o
« Y

n=4,1=23
n=2_3, 1=2
i) n=4,

a) o' =4 =Ba=6v=0, n=k+1, {

{Vﬁj=2
b) o =9 =fBa=6v=6y=0, n=k+1,
) n=5i=2 j=3

i) n>5, =2 Vi

. {ﬂ k=3,4,i<2, j=
nE=kEtL 1) k=1qi=23
1) n=4,3i<3

28) 0 LB o a=fa=fy=1=0, { |
a ~ W) n=5,1i=2

2) 0, 51— 26, ai=yi=fa=6y=0
@ 7y
=2, 7<4
'L=3,4,]:2

i) n=4,i=2 j<3



151

25) Oﬂ(ﬁ—ﬁi’?, of =41 =6F =0, fia =B, Loy = 60, {
o 5

26) O&O&?, o =41 =68 =0, Bia =01, £26 = s, {
« ¥

27) 0E 00, o=y =8 =0, fa=b, fab =,
k=3, i=23

<G
|2
e
Qﬂ
I
2
il

2 52=,81a:ﬂ2’)’=0, /83'7:6/8:% {

2) 0HOFOL, A== 82 =8 =0, fia=1p, Bry =50,

31) gﬁz—g—‘ig—”:, 0 =92 =8 =fra= 6 =0, By = of, fsy=00;
B, : i) 1=2,3, long (§) =1
32 —, ' = - 07 = 6 3 .
) (2\ o o = brc bra =6 { i) 1=2, long (§) =2

33) O— 042=ﬁ2a=0, Broe = 60,

Demostracién. Los célculos hechos en I, ILIIT y IV prueban que todas las dlgebras de esta lista
satisfacen la propiedad (IIP) y son de tipo de representacién finito. Veamos ahora que la lista esta
completa. Para ello probemos que si @ es un diagrama que no fue estudiado en LII MIS61IVy
A = KQ/I tiene la propiedad (IIP) entonces A es de tipo de representacién infinito.

Si @ no es un diagrama de los estudiados en I, II, III 6 IV, entonces @ se puede construir
agregando lazos a un diagrama @’ de un 4lgebra hereditaria, donde una de las siguientes condiciones

se satisface. O bien,
a) @' no es un diagrama de Dynkin y no contiene al diagrama como subdiagrama.
6

b) Q' es un diagrama de Dynkin y @ es un diagrama con més de 3 lazos.

Si estamos en el caso a), es decir, @' no es un diagrama de Dynkin y no contiene al diagrama

como subdiagrama, sean oy, g, ..., o, los lazos de Q. Supongamos que I es un ideal
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admisible de KQ tal que A = KQ/I tiene la propiedad (IIP).

De la hipétesis resulta que en la expresién de los generadores de I, dada en el Teorema 1.4
cada sumando pertenece al ideal J =< al,...,a™ > generado por todos los lazos de Q. En
efecto, un tal sumando es de la forma yfBa, donde f es una flecha, a un monomio en y v es una
combinacién lineal de caminos. Como Q' no contiene a como subdiagrama resulta
que ¥ es un polinomio en lazos en el punto final de 8 6 una constante de K. Claramente si a es
no trivial, el sumando yfBa pertenece a J. Si a es el monomio trivial entonces como I es un ideal
admisible resulta que v € rad A y por lo tanto v € J. Se tiene entonces I C J. Luego, el dlgebra
AN = KQ/J ~ K@ es un cociente de A de donde resulta que A es de tipo de representacién
infinito porque A’ lo es. .

Supongamos ahora que () es un diagrama como en b) y que A = KQ/I satisface la propiedad
(IIP). Haciendo un sencillo andlisis se ve que existe un cociente A} = K@, /I, de A, también con
la propiedad (IIP), donde @, es uno de los siguientes diagramas.

i) Un diagrama de Dynkin de tipo A,, con 4 lazos.

Y
ihn
il S ———, con 6 un paseo.
) (; 0, p
Qi

iii) C —— I T 20) con 3, 6, u paseos.
<, ¢ L)-a.,L <5

Veamos que A, es de tipo infinito, con lo que quedard demostrado que A lo es.

El caso i) fue estudiado en el Lema.4.19. Supongamos (; como en ii). Si § es un camino de

longitud 1, es decir una flecha, el dlgebra sepairada de K@, /rad (K@) es de tipo de representacion

infinito de donde resulta que A; también lo es. En efecto:

|

SR S e
O AN
~

C O D y—
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@ i
]

o |
ol S
O N\,

Supongamos § de longitud mayor que 1, digamos § = §26; con &; una flecha y 65 un camino de
longitud por lo menos 1. Entonces el cociente A’ = Ar/A(ees,y + Ce(61)+1 T -+ €,)A tiene la
propiedad (IIP) y es el algebra dada en a) del Lema.4.17.

Finalmente si Q; es el diagrama de iii) existe un cociente A, = KQy/I de Ay, que también
satisface la propiedad (IIP), con Q5 como en b) del Lema.4.17. lo que completa la demostracién

del teorema.d
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[AR1]

[AR2]

[AR3]

[AR4]

[ARS5]

[ARS]

[APT]
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[BoG]

[BrG]

[CLS)
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