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En lo que sigue supondremos conocidas la terminologia y nota-
ciones de
-~ Temas de la Teoria de Grafos -I- Nociones Basicas -
Informe Técnico Interno Nro. 29 -INMABB- 1991
- Temas de la Teoria de Grafos -II- Transitabilidad -I-
Informe Técnico Interno Nro. 48 -INMABB- 1995
Las numeraciones de las referencias bibliogrificas que se citen
extenderdn a las de dichos informes internos.

CAPITULO 3
TRANSITABILIDAD

En este trabajo completaremos lo iniciado en el citado Informe
Nro.48, donde hemos desarrollado los paréigrafos 3.1 a 3.7 del
presente capitulo.

3.8 CADENAS Y CICLOS

En la definicidén de camino se hace uso explicito de la orienta-

cibn de sus arcos, los cuales sblo pueden ser '"recorridos en un

Unico sentido". Antes de definir la nocidn similar para el caso

no dirigido recordemos que si bien las "nociones no dirigidas"

estédn ligadas al concepto de arista, y no al de arco, suele ser

conveniente definirlas también con referencia a configuraciones

dirigidas, pues recurriendo a la relacidén biyectiva entre arcos

de un multidigrafo y aristas de su sostén es posible reencontrar
todas las propiedades que son deducibles en multigrafos y ademis
obtener otras no expresables dentro del contexto no dirigido.

En particular, en nuestro caso podremos, o no, admitir recorrer

un mismo arco (una misma arista) en ambas direcciones y esto nos
lleva a introducir dos conceptos.

Dado un multidigrafo (o un multigrafo) G = (V,U) diremos cadena

de longitud L a toda sucesidén C ; xl,ul,xz,uz,...,xL,uL,xL+1

vértices y de arcos (de vértices y aristas), no necesariamente

de

»
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u, # u, ; tal que u, tiene por extremos los vértices x. , X.
i 3j 1 i 1+1



eventualmente xi= X. Si ademés, se exige que cuando u

+1° i j

entonces X, = X. , X, = X. ; C es cadena orientable.
i 3 i+l Jj+1

Las cadenas de longitud L , también se diridn L-cadenas.

H
c

Cada vértice serd admitido como cadena nula (o de longitud cero)

Nuestras nociones de 'cadena" y '"cadena orientable" correspon-
den, respectivamente, a las de "pseudochaine" y "chaine" de Roy
(R 1), pero no suelen ser distinguidas por otros autores

Diremos, de manera informal, que en las cadenas orientables sus
aristas se recorren siempre en el mismo sentido.

Si G es un multidigrafo y C : xl,ul,xz,.....,x ,u es una

X

L'"L" "L+1

de sus cadenas orientables, podemos clasificar sus aristas dis-

tintas de bucles en "arcos adelante" ("arcos atrés") si son de
X, X.

1+1) (¢ i+l

en cualesquiera de esas clases.

la forma (xi, ,xi)). Los bucles pueden incluirse

Obviamente dicha clasificacidn carece de sentido en cadenas de-
finidas directamente sobre multigrafos.

Una cadena C: x_,u,,X., . . ,X_,u_,X es si > si u, 2 u,

17917%2 'Y ¥pey S simple i i

vy elemental si xi = Xj cualesquiera sean i®j, 1i,j « {1,...,L+1)
excepto, eventualmente, X, = X .
P 1 L+1

De otra forma, una cadena no nula es simple si cada una de sus
aristas ocurre una Unica vez en la sucesién que lo define vy
elemental si en cada uno de sus vértices inciden a lo sumo dos
elementos de dicha sucesidbn.

Si C: X, ,u,,x .+ .,X es no nula, X, = a Y

1 1 2[ . ! LIuLIXL+1 l
XL+1 = b diremos que C tiene extremos a,b o también que a,b
esthn conectados por €. Si a # b la cadena es abierta caso con-

trario es cerrada (en a).

Ocasionalmente, haciendo referencia implicita a la sucesidn que
la define, también diremos que C esti recorrida desde a hacia b.



Las cadenas elementales abiertas (cerradas) con n vértices sue-
len notarse Pn ( Cn)°

A cada arista u = [a,b], a#b, pueden asociarse las cadenas ele-
mentales abiertas : a,u,b ; b,u,a y las elementales cerradas,
no orientables : a,u,b,u,a ; b,u,a,u,b.

En forma similar a lo convenido para el caso dirigido convendre-
mos que las cadenas nulas son simples y elementales, pero no les
asignaremos carActer de abiertas o cerradas. Ademas, supuesto no
haya lugar a confusién al referirnos a cadenas omitiremos expli-
citar sus vértices y su longitud.

Nétese que, sblo si G carece de aristas paralelas una cadena esta
bien definida por la sucesidén de vértices en los gue incide.

Ejemplo

Dado el multigrafo G 2

[ 8

/c cg
b 1o O
4

3

e

1,a,2,a,1,b,3 cadena no orientable, abierta, L=3.
4,9,5,f,4,9,5 " orientable, abierta, L=3.
1,b,3,4,4,e,4,f,5 " simple, no elemental, L=4.
1,a,2,c,3 " simple, elemental, abierta L=2.
4,f,5,q9,4 cerrada, simple vy elemental.
4,e,4,9,5,f,4 " cerrada, simple no elemental.
1,b,3,b,1 cerrada, elemental no orientable.

Se deja al lector verificar:

1- Toda cadena simple es orientable.

2- Todo vértice no aislado pertenece a infinitas cadenas cerra-
das, de longitud par.

3- La longitud de cada cadena simple coincide con el nlmero de
sus aristas.

4- En cada vértice de una cadena elemental cerrada de longitud
L 2 3 1inciden exactamente dos aristas distintas.

5- Toda cadena elemental abierta es simple y orientable.

6- Las cadenas elementales cerradas, excepto si son de la forma
x',u,x'",u,x' con x' # x''(devienen de recorrer en sentidos-
opuestos la arista u), son simples y orientables.



Una cadena de G es euleriana Chamiltoniana) si es simple y con-

tiene todas las aristas ( si es elemental y contiene todos los

vértices) de G. Si admite una tal cadena cerrada G es euleriano

(hamiltoniano); si solo es abierta G se dice dibilmente euleria-
no (débilmente hamiltoniano).

Es claro que toda exposicidn cuyo esquema determine un multigra-
fo euleriano podrd ser recorrida, transitando una Unica vez por
cada uno de sus corredores.

Por otra parte, recurriendo a la relacibén entre cada multigrafo
Y su simetrizado y como consecuencia de resultados conocidos,
(Prop. 3.9.1 y 3.9.2) resultard que cualquiera sea el esquema de
la exposicidn, podré recorrérsela totalmente transitando exacta-
mente dos veces, y en direcciones opuestas, cada uno de sus pa-
sillos.

Uno de los primeros teoremas en teoria de grafos es el siguiente:
- Cualquier grafo completo, de orden n > 3, admite cadenas hamil-
tonianas cerradas.

i C : a=x,,u., . . . , =
S1 a xl u1 uLxL+1

sucesidn se construye la cadena ¢ . b:xL+1,uL, O |

b, invirtiendo el sentido de 1la

, X, =a

171

que se dir4 opuesta de C.

En particular, cada arista distinta de bucle da lugar a dos ca-
denas respectivamente opuestas. Ellas no serdn distinguibles si
omitimos explicitar sus vértices.

Es claro que C vy ¥ contienen los mismos elementos y cada uno
de ellos con igual multiplicidad. Ademés, es fAcil ver que si
son de longitud L :

- 3 i R . s ., = u .o
c =¢ siy sblamente si X, Xl e92-i u, L+1-1i

En particular y como los vértices interiores de cadenas elemen-—
tales son distintos entre si resulta

7- Las Unicas cadenas elementales C tales que C = ¢ son los
bucles y las de longitud dos que resultan de recorrer una
misma arista en ambos sentidos.

Es claro que si una cadena es no elemental, modificando la se-
cuencia en que se toman sus elementos ( forma en que se la re-



recorre ) se pueden determinar otras cadenas.

Asi por ejemplo

Dado utilizando dos veces el vértice 2 y
: a b una unica vez cada uno de los otros
\\\\\\%//’\\\' elementos se construyen las siguien-
//////'\\\(__,/'J tes cadenas eulerianas.

4 —d '

Clz a,b,c,d ; C2: a,c,b,d ; C3= El: d,c,b,a ; C4= EZ: d,b,c,a
Creemos oportuno hacer la siguiente observacidn anldloga de otra
dada para el caso dirigido.

Las cadenas estdn dadas por sucesiones y deben diferenciarse de
los conjuntos de aristas y de vértices que las componen.

No deberian considerarse subgrafos. No obstante, esta identifi-
cacidén es muy frecuente. '

Con el fin de enfatizar tal situacibédn y en forma similar a la
indicada para el caso dirigido podriamos decir s-cadena (como
apbcope de subgrafo cadena ) al multiconjunto de los elementos
que la componen, independientemente del orden y de la multipli-
cidad que tienen en ella.

Pero, por razones similares a las dadas para el caso dirigido,
por comodidad y aceptando lo que es habitual, usaremos el voca-
blo "cadena" también en el sentido de "s-cadena'.

Este abuso de lenguaje lleva a identificar las cadenas opuestas
Y permite afirmar

C coincide con su opuesta sblo si es cerrada.

Tal el caso de las cadenas a,b,b,a en cualesquiera de los si-
guientes esquemas

b

En forma similar a lo dicho para el caso dirigido, notemos que
el libro de Busacker-Saaty (B 1) es, de los consultados, donde
mis enfAsis se pone sobre la confusién a que puede llevar el
abuso de notacibn precedente.Alguna mayor precisidn al respec-
to puede verse en 3.15.



Omitiremos las definiciones precisas de subcadena y concatena-
cibn de cadenas, pues se corresponden en forma natural con las
andlogas del caso dirigido.

Razonando en forma similar a la usada para demostrar 3.1.1.a)
se tiene la

Proposicibn 3.8.1.a)

Toda cadena de extremos a,b (eventualmente a=b) contiene subca-
denas elementales arista disjuntas dos a dos que permiten cons-
truir, concatendndolas, una cadena elemental de extremos a,b.

Los argumentos ya indicados hacen que por abuso de lenguaje, la
reformulemos como

Proposicibn 3.8.1.5h)

Toda cadena de extremos a,b (eventualmente a=b) contiene una
cadena elemental de extremos a,b.

De 3.8.1.b) es claro que una cadena es elemental si y sdlo si
no contiene propiamente otra de iguales extremos; es decir, si
s6lo si minimal en sentido conjuntista.

Véase que distintas cadenas elementales que conecten los mismos
vértices pueden tener longitudes distintas.

Con argumentos similares a los del caso dirigido resulta la

Proposicibn 3.8.2.

a) Toda cadena C de extremos a,b ( eventualmente a=b ) puede
descomponerse en una cadena elemental C' de extremos a,b, v
en un conjunto de cadenas cerradas.

b) 8i C es simple las cadenas cerradas son disjuntas entre si y
con C'.

Corolario

Toda cadena cerrada simple resulta de concatenar cadenas cerra-
das elementales, arista disjuntas dos a dos.

Como para el caso dirigido la descomposicidén a que se hace refe-
rencia no estl, en general, univocamente determinada.



Ejemplo

3 a 2 b 3 c 4 d 5
{
La cadena € : 1,a,2,b,3,c,4,e,3,b,2,f,4,4,5 se descompone en

la elemental 1,a,2,f,4,4,5 vy la cerrada 2,b,3,¢,4,e,3,b,2

que a su vez resulta de concatenar en 3 las elementales y cerra-
das 2,b,3,b,2 ; 3,c,4,e,3.

La misma cadena C puede también descomponerse en las elementa-

les 1,a,2,b,3,¢,4,4,5 ; 4,e,3,b,2,f,4

Si C es una cadena cerrada (nho nula) orientable, diremos «ciclo
(generado por C) a la clase de equivalencia de todas las cadenas
que pueden obtenerse a partir de C por permutacidn circular de
sus elementos.

Un multigrafo que carece de ciclos se dice aciclico.

Notemos que si se admitiera que las cadenas nulas son cerradas
todo vértice constituiria un ciclo y que si no se pidiera a las
cadenas que los generan ser orientables las que resultan de re-
correr una arista en ambos sentidos generarian ciclos y en este
caso sblo los grafos discretos serian aciclicos.

Clasificaremos los ciclos en : simples, elementales, eulerianos,
hamiltonianos, opuestos, etc., si lo son, respectivamente, las
cadenas que los generan.

En particular, con cada par de aristas paralelas a, b, de extre-

mos X,y, X # y, se determinan las 4 cadenas elementales cerradas

orientables de longitud dos x,a,y,b,x ; y,b,x,a,y ; X,b,v,a,x ;
v,a,%x,b,y. Ellas generan pares de ciclos opuestos entre si.

De acuerdo con referencias leildas, un libro de lectura recomen-
dable para los interesados en ciclos es el de Voss (V 2), mien-
tras que en (Ch. 5) se dan condiciones necesarias y suficientes
para la existencia de ciclos, y en (B 12) una extensa recopila-
cidén de resultados sobre circuitos y ciclos, asi como compara-
ciones entre problemas relativos a dichas nociones.

81 la cadena cerrada C es de longitud L y minimal, en el sentido



de no ser obtenido por concatenacidn reiterada de alguna subca-
dena propia, el ciclo C que ella genera se dira de longitud L.
Si L es par {(impar) diremos que C es ciclo par (ciclo impar).

La paridad de los ciclos estd presente en numerosos resultados.

Varios de éstos serén citados en 3.14.

De momento sbélo puntualizaremos

a) que G contiene ciclos impares si y sbélo si tiene ciclos ele-
mentales impares. Véase que no cabe substituir impar por par.

b) que en (B 17) se dan condiciones suficientes para la exiten-
cia de ciclos pares.

c) que segﬁn veremos, en Prop.3.9.4, la paridad de ciclos lleva
a enunciar una caracterizacién de los multigrafos bipartidos.

La concatenacidn de ciclos se entendera definida en forma simi-
lar a la concatenacién de circuitos y como para el caso dirigi-
do, sugiriendo una univocidad sblo valida en casos particulares
si €. es obtenido por concatenacidén de C, con C_ es frecuente
J fu 3 1" 1 2
decir "C,. es unién de C_ y C_ ",
3 1 2

Razones similares a las del caso dirigido llevan a designar con
el vocablo "ciclo", también a las cadenas cerradas y al subgra-
fo que determinan sus elementos. Tal haremos, supuesto que del
contexto resulte claro en que sentido se usa el término.

Notemos que la distincién entre dichas nociones es fundamental,
en particular en cuestiones de recuento. La identificacién de
referencia se utiliza explicitamente al referirse a la dualidad
entre ciclos simples y "cociclos", como asi también al conside-
rar los correspondientes vectores asociados.

Obviamente, las tres cadenas cerradas : a,b,c ; b,c,a ; c,a,b ;
definen un mismo ciclo de longitud tres; las respectivas opues-
tas generan el ciclo opuesto y que ambos estin constituidos por
los elementos de un mismo "triangulo".

La identificacién de cada ciclo con el correspondiente conjunto
de sus elementos lleva a no distinguir entre ciclos opuestos y
permite afirmar:

- Existen grafos uniciclicos.

- Un ciclo es elemental si vy sb6lo si es minimal en sentido con-
juntista.



- Un ciclo elemental es un grafo regular de grado 2.

- Todo ciclo es unibén de ciclos elementales

- Todo ciclo simple es unibn de ciclos elementales sin aristas
comunes entre si, no siempre determinados univocamente.

En forma similar a lo observado para el caso dirigido, notemos
que seglin la terminologia de (T 1) las cadenas simples abiertas
(cerradas) se dirian cadenas (ciclos) vy que el calificativo de
elemental se substituiria por el de simple.

Digamos de paso que Mateti-Deo (M 18),(M 19) al comparar la efi-
cacia de diferentes algoritmos para determinar ciclos(circuitos)
elementales observan que los Unicos ''grafos reducidos"; ( es de-
cir, sin vértices aislados, sin bucles, sin aristas pendientes y
tales que para cualquier vértice de grado 2, sus adyacentes son
a su vez adyacentes entre si ) que ademAs carecen de ciclos ele-
mentales arista disjuntos entre si son

| . | ,/\, ./.I\.
K3 K3 3 Ky Ko tul

En Bollobds (B. 18 Ch.3) se extiende el resultado anterior al
caso de multigrafos, en (T.11) se da una nueva demostracién del
mismo.

Un grafo de orden n se dice completamente ciclico ("pancy@lic")
si contiene ciclos elementales de longitud k, cualquiera sea k,
con 3 < k = n.

Esta nocién fue introducida por Bondy, quien en (B 19) conje-
turd : Toda condicidn no trivial que implica G es hamiltoniano
también implica G es completamente ciclico, excepto en casos
particulares bien determinados, y da ejemplos que apoyan esta
cbnjetura. La misma fue reconsiderada en (M 20), donde se pro-
pone ademds una conjetura similar, pero restringida al caso de
grafos bipartidos de orden par, y a ciclos de cualquier longi-
tud par entre 4 y el orden del grafo ("bipancyclic graphs").

En 3.14 vy a continuacion de Prop. 3.9.4 daremos referencias de



otros trabajos en los cuales se considera esta temitica.

Si en G hay al menos una cadena de extremos a, b 1la distancia
d(a,b) entre ellos es la menor de las longitudes de las cadenas
que los conectan. Caso contrario, se conviene que la distancia
que los separa es infinita.

Es claro que d(a,b) > 0 ; que d(a,b) = 0 siy sblosia=>»>
Y que vale la propiedad triangular d(a,b) + d(b.c) > d(a,c).

’

Algoritmo para determinar las distancias o clerto veriice X
prefijado, arbitrario. .
1> Se marca con 0 el vértice X, Y se aplica 22, para m = 0.
22 8i 8§ mz>= 0 es el conjunto de los vértices marcados, se
m .
marca m+l cada vértice no marcado, adyacente de los de
S Y se reitera 22, aplidfandolo a § .
m m+1
Las marcas asignadas a los vértices, conectados con X
distancia al mismo.

, dan su

En 3.13, y como consecuencia de resultados vinculados a poten-
cias de matrices ser4 indicada otra forma de determinar 1las
distancias entre vértices,

Seﬁalemos que las nociones de estructura aciclica, en Teoria de

Grafos y en Quimica no son coincidentes.

En efecto, cada par de aristas paralelas determina un ciclo vy

por lo tanto todo multigrafo propiamente dicho contiene ciclos,

pero la molécula de acetileno, representada habitualmente por
He =g se incluye entre las aciclicas.

En cambio, se considera ciclica la del benzeno C6 H6 , que se
esquematiza

C e 11

11
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Nbétese que utilizando grafos valuados se las representaria, res-
pectivamente, por

H c Cc IT

H

3.9 CONEXIDAD

Es facil ver que cualquiera sea el multigrafo G= (V,U) la rela-
cidén R definida por

X € R{(a) si y sblo si, x = a, o x estd conectado con a,
es una relacién de equivalencia en V.

Los submultigrafos de G inducidos por los vertices de cada una
de las clases de la particibn que determina R son las componen-
tes conexas de G.

M4s precisamente, el submultigrafo de G inducido por xi y los
vértices conectados con x., constituyen la component.e conexa
Gi (generada desde Xi)

Para determinar la componente conexa ue contiene a cierto vér-
tice a pueden aplicarse cualesquiera de los métodos para hallar
cadenas con un extremo en a que daremos en 3.10, y en parti-
cular, aplicar a partir de a , tanto como sea posible la regla
R* (ver 3.10). También podriamos emplear operaciones matricia-
les (ver 3.13). Otra forma mis eficiente la da el siguiente

Algoritme pora delerminar las componentes conexoas de un multi-
grofo finito.

En cada paso los vértices se clasificarén en : no marcados, mar-

cados no explorados, marcados y explorados.
Inicialmente todo vértice es no marcado.

11



1) Si existen vértices no marcados se elige uno de ellos; se lo
marca y se pasa a 2). Caso contrario, todas las componentes
conexas fueron determinadas.

2) Se elige un vértice x, marcado no explorado, y se marcan sus
adyacentes ain no marcados. Ahora x se considera explorado y
se pasa a 3).

3) 8i es factible se reitera 2). Caso contrario, se ha determi-
nado la componente conexa que induce el vértice marcado ini-
cialmente, al aplicar 1), y se vuelve al paso 1).

Visto que la descomposicidn de G en componentes conexas G. estd
univocamente determinada y como todo ele@ento de G perte%ece a
una Unica de ellas, a diferencia de lo senalado al estudiar las
componentes fuertemente conexas, se tiene que :

Cualquiera sea el multigrafo G puede ponerse G = |J G. (don-
de la unidn se supone extendida al conjunto de todas las
componentes conexas Gi)'

Resumiendo :
G es conexo (o simplemente conexo) si estld constituldo por una
tinica componente conexa ; o sea, si es trivial o bien cada vér-
tice estd conectado con todos los restantes. Caso contrario G
es disconexo.

De otra forma : Un multigrafo no trivial es conexo si y sblo si
todos sus pares de vértices estdn a distancia
finita.

Seglin veremos, para el anAdlisis de numerosas cuestiones bastari
limitarse a los conexos.

Usando la mencionada correspondencia entre las nociones dirigi-
das de G y las no dirigidas de su sostén G~ se tienen :

- Un multidigrafo es conexo si y sblo si lo es su sostén.

- 8i G es fuertemente conexo, es conexo. La reciproca es falsa.
Se deja al lector ver que :

- Todo multigrafo conexo de orden n tiene al menos (n-1)
aristas.

- 8i G es grafo sin bucles de orden n Yy tiene al menos 1+[n;1]
aristas, es conexo.

- G y G - {u} tienen el mismo nlmero de componentes conexas
si y sbélamente si la arista u pertenece a un ciclo de G.

12



Ahora estamos en condiciones de enunciar dos importantes Yy CO-
nocidos resultados cuya demostracién omitiremos.

Proposicibn 3.8.1

Un multigrafo admite ciclo euleriano si Yy sblamente si, elimina-
dos sus eventuales vértices aislados es conexo, Y todos sus Vér-
tices tienen grado par.

corolario : G es débilmente euleriano si y sblo si, eliminados
sus eventuales vértices aislados es conexo y tiene
exactamente dos vértices de grado impar.

Proposicibn 3.9.2
Un multidigrafo sin vértices aislados admite circuito euleriano
si y sblo si es conexo Y palanceado (es decir, en todo vértice
x se tiene que d T =4 ).
X X
Corolario : G es débilmente euleriano, si y sblamente si carece
de vértices aislados, es conexo y es balanceado ex-
cepto en dos vértices a, b ; en los cuales se tiene
+ - + -

da = da + 1 db = db - 1.

Destagquemos que pese a la similitud, entre las nociones de tra-
yecto euleriano / hamiltoniano ambos problemas presentan grados
de dificultad completamente diferentes. En particular, para es-
tudiar la existencia de ciclos (circuitos) hamiltonianos no se
han encontrado condiciones necesarias Y suficientes tan genera-
les, y sencillas, como las formuladas previamente para el caso
euleriano. Para el problema hamiltoniano, a excepcibén de casos
particulares, sblo se han dado, condiciones gsuficientes, y con-
diciones necesarias. Algunas serin indicadas en 3.14.

gi G es conexo, la eliminacién de uno © mis de sus vértices pue-
de llevar a la determinacién de un G'€ G, no conexo o bien cone-
X0 pero trivial.

El minimo nimero de vértices que es necesario eliminar para lo-

grarlo, se denomina conexidad de G Y se lo nota #(G).

gi x(G) = h el conexo ¢ se dice h-conexo.

véase que todo conexo sin ciclos no trivial, es 1-conexo Yy dque
el completo de orden n , con n > 2, es (n-1)-conexo.

13



Por otra parte, si G es un grafo conexo sin bucles, x(G) no es
mayor que el maAximo grado de sus vértices.

La siguiente es una nocidén sumamente importante sobre la cual
volveremos oportunamente.

Se dice &rbol a todo grafo conexo sin ciclos.

En particular : todos los vértices aislados y todas las cadenas
elementales abiertas son Arboles.

Nbétese que la admisidén de las cadenas nulas o de las cadenhas no

orientables como generadoras de ciclos obligaria a modificar el
concepto de Arbol.

Para algunos autores, en particular en (B 3 ), la nocibdn Aarbol
presupone la existencia de al menos dos vértices.

La nocibn andloga para el caso dirigido ser& denominada arbo-
rescencia ( o arhbol con raiz ).

A veces y fundamentalmente en la bibliografia dedicada a la in-
formitica, los "&rboles" y los "Arboles con raiz" se dicen res-
pectivamente, "Arboles libres" y "Arboles".

Se deja al lector demostrar la

Proposicibn 3.9. 3.

S1 T es de orden n, n > 2, cualesquiera de las siguientes afir-
maciones permiten asegurar que T es Arbol (de orden n).

1- T es conexo sin ciclos.

2- Cada par de vértices de T estld conectado por una Unica cadena
3- T es conexo y tiene exactamente (n-1) aristas.

4- T carece de ciclos y tiene exactamente (n-1) aristas.

5- T es conexo minimal ( quitdndole una arista deja de serlo ).
6- T es aciclico maximal (agregidndo una arista se crea un ciclo)

Asi{ entonces, cualesquiera dos de las tres afirmaciones siguien-
tes permiten afirmar que G es Arbol de orden n

G es conexo de orden n ,
- G es aciclico de orden n ,

G tiene exactamente (n-1) aristas.
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Se dice &rhbol cubriente de G, a todo subgrafo cubriente que ade-
mas es Arbol.

Es facil ver que
Un multigrafo es conexo si y sbélo si contiene un arbol cubriente.

A continuacidn daremos dos interesantes resultados.

Proposicitin 3.9.4
Un multigrafo G es bipartido ( o bicromitico ) si y sblo si
carece de ciclos de longitud impar.

Demostracién
Es inmediato que si G es bipartido, todos sus ciclos (si exis-
ten) son de longitud par.
Para verificar la afirmacidn reciproca supondremos, sin pérdida
de generalidad, que G es conexo vy luego de colorear "rojo" un
vértice x, arbitrario, aplicaremos tanto como sea posible 1a
siguiente regla

Si y estd coloreado de rojo ( azul ) colorearemos de azul

| ( rojo ) todos sus adyacentes no coloreados previamente.

Del procedimiento indicado resulta que cualquiera sea la suce-

sidén elegida para colorear a partir de x los vértices de G, se

tiene que el vértice X (coloreado de rojo) constituye con cada

uno de los pintados rojo (azul) un par de vértices extremos de

una cadena elemental de longitud par (impar).

Por ello y ya que no existen ciclos de longitud impar, el color

asignado a los vértices, a partir del rojo x, es independiente
del orden en que se los colorea.

Asi entonces, aplicando la regla anterior se determina, en el
conjunto de vértices, una particidén con dos clases bien defini-
das, a saber : la de los rojos Yy 1la de los azules. Ademés, si
hubiera pares de vértices de igual color adyacentes existirian

ciclos de longitud impar, en contradiccidn con lo supuesto.
Por lo tanto, G es bipartido.

Otra forma habitual de demostrar el resultado anterior hace uso
de la nocidn distancia, que permite clasificar 1los vértices de
los grafos conexos en términos de 1la paridad de su distancia a
uno prefijado.
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De la Prop. 3.9.4 resulta que ningin bipartido es completamente
ciclico. Pero cabe estudiar la nocibén anldloga que resulta limi-
tdndose a considerar los ciclos de longitud par. En particular,
en (E 10)se dan condiciones suficientes para que los bipartidos
con p vértices en cada clase admitan ciclos de longitud 2k,
cualquiera sea 2 € k < p.

Esta temdtica también fue estudiada en (S 10) y (S 11).

Proposicidn 3.9.5.
Si G es un grafo conexo sin bucles de orden n > 3, tal que ca-

da par de vértices estd conectado por una Unica cadena de lon-

gitud dos, en G existe un Unico vértice que es adyacente de to-
dos los otros.

De la proposicibdn anterior, habitualmente denominada '"teorema
de la amistad" cabe la siguiente reformulaciébdn
Si en una reunidén cada par de asistentes tiene exactamente un

amigo comin hay en la reunidn un Gnico asistente que es amigo
' de todos los presentes.

Demostraciones del resultado anterior fueron dadas por Erdos ,

Rényi y Sés (E 11), Higman (H 23), Longyear-Parsons (L 8), Wilf
(W 8), Lucchesi (L 9).

Wilf lo demuestra por reduccibébn al absurdo viendo que la confi-
guracioén correspondiente seria un plano proyectivo imposible de
construir. En (E 11) se lo obtiene luego de un anilisis exhaus-
tivo de posibilidades y de cierto resultado de geometria proyec
tiva. En (L 8) se recurre a argumentos de recuento vy en (L 9) a
una sucesidn de lemas que llevan a una contradiccidn.

Corolario: G tiene n = 2m + 1 vértices y estd formado por m
tridngulos, todos con un mismo y uUnico vértice comin

Del esquema siguiente resulta que lo afirmado en la Prop. 3.9.5
no puede extenderse al caso en que cada par de vértices tiene,
al menos,un adyacente comun.

///////.\\\\\\\‘

En (B 20) se obtienen resultados acerca de la paridad del nGme-




ro de cadenas y de ciclos en grafos todos cuyos vértices tienen
igual paridad y se demuestra que los '"grafos de amistad gene-
ralizados" respecto de los cuales Kotzig conjeturd que no exis-
ten, debieran ser de orden impar. La conjetura indicada fue es-
tudiada en (B 21).

3.10 ALGUNOS ALGORITMOS PARA DETERMINAR CADENAS

3.10.1 dlgoritme poro determinor codenos obiertas elementales

CON WD de sus extremos en un vbriiece &4, prefiiardo,
arbiirario.

1) Marcar el vértice @ con 0 vy sus adyacentes con (1,a).
Pasar a 2) y reiterarla tanto como sea posible.

2) Para cada i > 1, si x esté marcado (i,z) se marcan (i+1,x)
los adyacentes de x que aln no estén marcados.

Las aristas que conectan n con sus adyacentes y aquellas cuyos
extremos fueron marcados, respectivamente, (i,z); (i+1,x) deter-
minan cadenas abiertas elementales con un extremo en .

Mas precisamente, si w esta marcado (j,s) se ha determinado una
cadena elemental de longitud j con extremos o, W. Las eristas
que la componen quedan fijadas, en "forma regresiva", comenzando
Por w merced a las segundas componentes de las marcas. En par-
ticular, la arista de dicha cadena con extremo w es [s,w].

Las marcas que se ponen por aplicacién de la regla 2) no estén,

en general, univocamente determinadas. Varilndolas se obtienen
otras de las cadenas buscadas.

Ejemplo b
Dado T

el e
\./ of

c

€
[ ]

algunas de las marcas que pueden asignarse a los vértices apli-

cando las reglas anteriores, est&n indicadas en las columnas M1

M2’ M3 de la tabla que sigue.



M M M M M

1 2 3 4 5

a 0 0 0 0 0

b (1,a) (1,a) (1,a) (1,a) (1,a)

c (1,a) (1,a) (1,a) (2,b) (2,b)

d (2,b) (2,c) (2,b) (2,b) (3,c)

e (3,4) (3,£) (3,4) (3,4) (4,f)

f (2,c) (2,¢c) (4,e) (4,e) (3,c)
Las cadenas maximales definidas por M1 son : a,b,d,e ; a,c,f ;
las que fija M2 son : a,b ; a,c,d ; a,c,f,e y las que determi-
na M, son a,c ; a,b,d,e,f

3

Si modificamos el algoritmo y permitimos marcar solamente algu-

nos de los vértices adyacentes a los ya marcados, pueden obte-
nerse, entre otras, las columnas M4 Y Ms.

M4 da las cadenas a,b,c; a,b,d,e,f ¥y M a,b,c,f,e; a,b,c,d.

5

Por otra parte, la correspondencia biyectiva entre las cadenas
(cadenas elementales) de un multigrafosG con los caminos (cami-
nos elementales) de su simetrizado G (Prop. 3.11.1) permite

hallar cadenas (cadenas elementales), adaptando lo visto en 3.4
y en 3.6.

A continuacién veremos algunos resultados que pueden deducirse
por aplicacidén reiterada de la siguiente regla R*, cuya imple-
mentacidén es simple.
Regla R*
No recorrer una misma arista dos veces en el mismo sen-
tido vy si se estd en un vértice x no tomar la arista
que nos ha conducido a X por primera vez excepto no
haya otra posibilidad.

Veamos que
Si G es conexo, su aplicacibn reiterada tantas veces como
sea posible, a partir de un vértice arbitrario a, termina

cuando se estd en el vértice a vy todas las aristas de G
han sido recorridas una vez en cada sentido.
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En efecto, cada vez que se llega a un vértice x # a las aris-
tas de U han sido recorridas (k+l) veces "hacia x" y k veces
"desde x".X Luego, si x # a es posible aplicarla al menos otra
vez . En cambio, si x = a vy alguna de las aristas incidentes en
a aun no fue recorrida, R* puede reiterarse al menos dos veces.
En consecuencia la posibilidad de reiterar R* sblo queda ago-

tada cuando se estd en a vy todas las aristas alli incidentes
fueron recorridas dos veces.

. ’ .
Para ver que toda arista de G sera recorrida exactamente en dos
oportunidades, una vez en cada sentido, supongamos que tras va-
rias aplicaciones de la regla R* se obtuvo la sucesiébn

a=a,a, . . .,aL £ a donde supondremos que : a designa al
[+ 1 4 L

i-ésimo de los Vertices "alcanzado por primera vez".

Un razonamiento similar al hecho para el caso X = a permite
deducir que si no fuera factible reiterar R*, toda arista inci-
dente en a , y en particular la que permitid alcanzarlo por
primera vez fue recorrida en ambos sentidos. Caso contrario se

habria operado sin respetar la regla R*, y con esto finaliza la
demostracién.

Nétese que aplicando reiteradamente la regla R* se alcanza todo
vértice adyacente de otro ya alcanzado. Por lo tanto :

.

- Reiterando tanto como sea posible la aplicaciébén de la regla

R* a partir de cierto vértice a, se determina la componente
conexa que contiene a.

El algoritmo precedente da un método para recorrer toda exposi-
cidén transitando cada corredor, una vez en cada sentido, y tam-
bién para resolver el problema del laberinto (ver 3.12).

Ademas da lugar al siguiente :

3.10.5 Algoritmo de Tarry (T 12) para constatar si existen
cadenas Jde extremos a, b, v en {al caso determinar
une elemental.

- Comenzando en a Yy en tanto no se incida en b, aplicar
reiteradamente la precedente regla R*.

- Indicar para cada vértice distinto de a cual es la aris-
ta que permitié alcanzarlo por primera vez.
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Una vez alcanzado b, 1las marcas hechas permitiran determinar,
a partir de b, wuna cadena elemental de extremos a, b.

Parece oportuno notar la existencia de ciertas semejanzas entre
el Algoritmo de Tarry (para cadenas elementales) con el de Tre-
maux (para caminos simples dado en 3.4.1). Ambos permiten cons-
tatar la existencia de las configuraciones buscadas y hallarlas
considerando cada arista (arco), ninguna, una o dos veces y en
este Gltimo caso, una vez en cada sentido. Adem&s, ambos son
"algoritmos locales", en el sentido de que para aplicarlos no
es necesario recurrir en cada etapa al conocimiento de todo el

grafo (digrafo); basta solamente con el del ‘"entorno de cada
vértice".

La aplicacidén reiterada de la Regla R*, base del Algoritmo de
Tarry permite, dado un multigrafo conexo G, recorrer todas sus
aristas en exactamente dos ocasiones, una vez en cada sentido y
volver al punto inicial, o equivalentemente, determinar un cir-
cuito euleriano de su simetrizado.

Fraenkel (F 4) propone un algoritmo, basado en el de Tarry, que
permite volver al punto inicial, recorriendo cada arista al me-
nos una vez, y algunas a lo sumo una vez en cada direccién.

3.11 ALGUNAS RELACIONES ENTRE CAMINOS Y CADENAS

Una manera de vincular los conceptos camino y cadena es la que
resulta de asociar a cada multidigrafo (multigrafo) su sostén
(su simetrizado).

Recordemos al respecto que

I) dado un multidigrafo G diremos sostdin de G al multigrafo G~
que se obtiene substituyendo cada arco (a,b) de G por una
arista [a,b] de G~

En tales casos, por comodidad, y sobreentendiendo que cada arco

(a,b) se ha substituido por la arista [a,b] es habitual referir

la nocidén a G, omitiendo mencionar explicitamente al sostén.

Asi por ejemplo diremos cadera del mul ttdigrafo G a toda cadena
de su sostén G~.

La convencién indicada permite afirmar:
'1- Todo camino de un multidigrafo G es cadena orientable de G.
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Para ver que la reciproca es falsa basta tomar por G al di-
grafo constituido por dos arcos con un mismo vértice final.

2- Dado el digrafo G = (V,['), si x. = [(x,) F_l(x.) la su-
i+1 i 1

cesidén de vértices xl,xz,x3, Coe Xy define una cadena de G

II)dado un multigrafo G, conservando sus vértices, y sus bucles,
pero substituyendo cada arista u = [x,y] (con x # y) por un
par de arcos opuestos u = (x,v); U = (v,x) se obtisne un mul-
tidigrafo simétrico G°, que diremos simetrizado de G.

Por razones de comodidad y sin afectar lo precedente convendre-
‘ . . N
mos en considerar a cada bucle como opuesto de si mismo (u = u).

Nbétese que <
1) si G tiene aristas, G # (G )". o
2) a cada arista de G distinta de bucle corresponde en G un

par de arcos opuestos. El circuito, de longitud 2,que ge-
neran no tiene correlativo en G.

Algunos autores, entre otros (D 1),(H 2),(H 5) proponen, para
cuando se estudian nociones no dirigidas, en configuraciones

dirigidas,designarlas anteponiéndoles el prefijo =emi al vo-
vocablo de la correspondiente nocibén dirigida. Asi por ejemplo,
designan semipath a toda cadena generada a partir de un camino
(path) vy semicircuit a todo ciclo sostén de un circuito.

El carcter involutivo de la relacidn "ser arco opuesto" permi-
tirfa ver que la ambiguedad existente en la asignacién de los
nombres u,ﬁ a los arcos de GS correspondientes de la arista u
no seri, en lo que sigue, fuente de problemas.

Una vez fijada dicha designacién, dada en el no orientado G la
cadena C : p=X_,u . . o,u X =
PExy My "L L+t
tituyendo en la sucesidn que la define la ocurrencia ui de la
arista u por aquel de los arcos u , U de la forma (xi,xi+1)
. S .
que le corresponde, se obtiene en G un camino qs Pp =2 dg, de

q (eventualmente pP=q) y sus-

longitud L.
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Procediendo anidlogamente con la sucesibébn que define la cadena ¢
se obtiene un camino CZ: q=>p cuyo j-ésimo arco es opuesto
del (L+1-j)-ésimo arco de Cl. Lo resumiremos poniendo C2 =‘?f1

s . .
Véase que C_1 = % en G si vy sblamente si C = E en G.

Nétese que adn cuando C y ¢ sean distintas puede suceder que
cierto i-ésimo arco de C coincida con el i-ésimo de C = ¢ .

1 2 :
En efecto, dado

a2 Y

*3

Nt~

o=

y si convenimos en designar los arcos de Gs de forma que sean
a=(1,2); b=(2,3); ¢=(2,3) ; la cadena C : 1,a,2,b,3,c,2,a,1 es

distinta de ﬁ:l,a,2,0,3,b,2,a,1 pero 01: a,b,g,g ; % : a,c,ﬁ,é.

De la correspondencia dada poco mAs arriba resultan

1) ¢, (C

1 ) carece de pares de arcos opuestos si y sblamente si

2 C es orientable.

2) C (CZ) es elemental si y sb6lo si C es elemental.

3) 8i C es simple, también lo son C1 Y CZ'

4) si C, (C

1 ) es simple y carece de pares de arcos opuestos,

2 . .
C es simple, Yy por ende orientable.

De donde la

Proposicibn 3.11.1

Existe una correspondencia biyectiva natural que respeta longi-
tudes y extremos entre las cadenas (las cadenas elementales) de
G v los caminos (los caminos elementales) de su simetrizado.

Recordemos, que a diferencia de la indicada correspondencia bi-
\ . s
yectiva entre las cadenas de G, y los caminos de G , -sblo puede

afirmarse que cada camino de un digrafo determina una cadena en
su sostén.

P . . s
El numero de caminos elementales cerrados de longitud dos en G
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coincide con la suma del doble de aristas distintas de bucle en
G més el de las cadenas elementales, cerradas de longitud dos,
generadas por pares de aristas paralelas (son 4 por cada par).

Asi entonces, si notamos cg este Gltimo conjunto y G contiene m

aristas distintas de bucles, el niimero de 2-caminos cerrados en

S

G es ‘ c = 2.m + I cg |.

gs ‘

Visto que exactamente dos (cuatro) elementos de ¢ (c ) contienen
los mismos arcos {aristas) puede afirmarse la g

Proposicibn 3.11.2 .
Si G tiene m aristas distintas de bucle y cg subgrafos ciclos

elementales de longitud dos, el nimero de subdigrafos circuitos

S * *
elementales en G es cgs =m+ 2. ¢

3.12 CAMINOS Y CADENAS - ALGUNAS APLICACIONES.

Seguidamente ejemplificaremos algunas aplicaciones de los con-
ceptos que nos ocuparon. Otras, mAs interesantes, son las rela-
tivas a caminos y cadenas extremales, en configuraciones valua-
das. La diversidad de problemas que pueden abordarse con estos

conceptos, es motivo de la gran cantidad de algoritmos propues-
tos al efecto.

Todo juego unipersonal puede reducirse a un proceso por etapas
y estudiarse mediante un digrafo en el cual los vértices repre-
senten posiciones permitidas (estados alcanzados) vy en los que
hay arco (x,y) cuando las reglas del juego permiten que se pue-
da pasar de X a y, efectuando una sola jugada. Si toda jugada
es reversible, el juego podra representarse por un grafo.

Un ejemplo de lo dicho es el conocido juego "salir del laberin-

to", practicado ya en la Mitolodia Griega por Teseo, luego de
matar al Minotauro, en el palacio de Knossos.

Es bien sabido, que un laberinto esta constituido por pasillos,
que conectan entre si encrucijadas o llevan a puntos de retorno

obligado y que hay dos puntos distinguidos : entrada y salida.

Cada laberinto puede ser asociado a un grafo planar en el cual
las aristas representan los pasillos vy los vértices a sus res-
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pectivos extremos.

En las figuras que siguen (reproduccibn de las dadas en (0 2))
esquematizamos el laberinto de los jardines del Hampton Court Y
Su correspondiente grafo.

Figure 3.3.1a.

o]

Recorrer exitosamente un laberinto equivale a determinar, en el
grafo asociado, wuna cadena con extremos en su entrada Y en su
salida.

Seglun Ore (0 2) el primer procedimiento sistemldtico para resol-
ver el problema parece ser el de Wiener (W 9), dado en 1873.
Otros que lo mejoran, son los que resultan de aplicar los algo-
ritmos de Tarry, Tremaux, y Trakhtenbrot (T 13).
Aplicdndolos, un caminante puede salir del laberinto, supuesto
dque convenga en
- indicar en cada encrucijada cual es el corredor que
lo 1levé a ella por primera vez,
— marcar cada corredor utilizado cada vez que lo hace
- emplear cada corredor a lo sumo dos veces y tomarlo
por segunda vez sblo si no tiene otra opciédn.
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Por otra parte, tomando como base el algoritmo de Tarry, Fraen-
kel (F 4) propuso otro, que lo mejora, pues permite recorrer un
grafo conexo y volver al punto imicial empleando todas las aris-
tas una vez y algunas de ellas, eventualmente todas, una vez en
cada sentido.

Para considerar el problema del laberinto y algunos otros pro-
pios de la teoria de grafos, Rosenstiehl (R 18),(R 19) adoptd
un enfoque algebraico que le permitidé reencontrar el algoritmo
de Tarry-Tremaux y proponer otro que motiva el del "arco nuevo"
de Rosenstiehl-Bermond (ver (B 4 Ch.4))

Los métodos precedentes llevan a emplear, eventualmente, todas
las aristas del grafo, pero esto no parece ser apropiado pues
la "distancia" entre la entrada y la salida es, en general, me-
nor que el nimero de aristas. Por ello Ore (0 2),(0 3) propone
un método de "cubrimiento progresivo", que si bien es de forma-
lizacién compleja parece haberse mostrado eficiente cuando fue
empleado.

El método, que podria aplicarse alin en grafos infinitos consis-
te en "visitar" los vértices que distan D+1 de la entrada, sélo
después de haber "visitado" todos los que est&n a distancia D.

Todo laberinto en el cual desde cada posicién alcanzada hay a
lo sumo ocho opciones posibles puede ser representado por una
matriz cuadrada de 0 y 1. En (H 24 Ch.3) se enuncia un algorit-
mo para abordar tal situacién.

Por otra parte, el grafo asociado a cada laberinto es plano, vy
si conserva este caricter alin despuds de agregarle la arista de
extremos coincidentes con su entrada y su salida, puede optarse
por el siguiente método : al llegar a cada encrucijada elegir,
para salir de ella, el corredor que se encuentra mds a la dere-
cha (ver (B 3), (B 4)

Para mayores referencias relativas al problema en cuestibn pue-
den consultarse, Konig (K 1 Ch.1),Lucas (L 7),Rouse-Ball (R 20)

También el juego de ajedrez y el de damas podrian analizarse en
un digrafo,cuyos vértices correspondieran a cada una de las po-
sibles conformaciones del tablero y con arcos (p,q) cuando me-
diante una sola jugada se pudiera pasar de la configuracién re-
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presentada por p, a la correspondiente de q.

En este caso cada partida quedaria representada por un camino
con uno de sus extremos en el vértice posicidbdbn inicial.

No obstante, por la magnitud del nlmero de conformaciones posi-
bles este método carece de aplicabilidad..

Otros entretenimientos muy antiguos y conocidos que pueden enca-
rarse en términos de caminos o de cadenas son los siguientes. En
ellos el numero de situaciones posibles es pequeﬁo y la pregunta
podria resolverse mentalmente.Veamos como hacerlo utilizando con-
ceptos de la teoria de grafos.

A) A la orilla de un rio se encuentran un lobo, un repollo y una
oveja al cuidado de un pastor que debe trasladarlos a la otra
ribera.

Seri posible efectuar el cruce, si sbélo se dispone de un bote
en el cual el pastor puede trasportar, por vez, a lo sumo uno
de los objetos : repollo, oveja, lobo ?

A los efectos del andlisis vy para determinar los estados posi-
bles notemos que el bote, sbélo puede ser remado por el pastor y
que no pueden dejarse sin vigilancia cercana, los pares consti-
tuidos por el lobo y la oveja o el repollo y la oveja.

Estas prohibiciones implican que en la ribera opuesta no tengan
cabida los pares : pastor y repollo; pastor y lobo. Tampoco po-
dr4 estar el pastor alejado simultdneamente de los tres objetos
a cruzar.

Observemos ademds dque no hay diferencia esencial entre las si-
tuaciones que se presentan con "el bote en medio del rio" o "el
bote en la orilla opuesta'".

Para indicar que en la margen izquierda se encuentran el lobo vy
el repollo mientras que en la restante (o viajando en el bote)
estidn el pastor vy la oveja pondremos (L,R/P,0).En forma similar
indicaremos los distintos estados que pueden presentarse.

De los "a priori" 16 estados posibles las restricciones indica-
das sblo dejan 10. Ellos son : (P,L,O,R / ®) ; (® / P,L,O,R) ;
(p,L,O/ R) ; (P,O,R/ L) ; (P,L,R/ O); (P,O/ L,R) ;

(L,R / P,0) ; (L / P,O,R); (O/P,L,R); (R/ P,L,O) . }

Las transiciones de un estado a otro son reversibles vy llevan
al siguiente grafo.
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(PLOR/D)e

(L.R/P,0)
(R/P,L,0) (P.,OR/L)
/ R
(P,LR/O)e ¢ (O/PR]L)
— . /
(L /O.R,P) (P.L,O/R)
e (P,O/R,L)
e (B/P,ORL}

Las dos cadenas que representan a las dos soluciones &ptimas, im-
plican 7 cruces del rio. En una de ellas el bote ser& ocupado,
sucesivamente, por: P,0 ; P ; P,L ; P,O0 ;P,R ; P ; P,O.

B) Se tiene una jarra de 5 litros llena de agua y otra de 2 li-
tros vacia. Ser4 posible mediante trasvasamientos y vaciados
totales, quedar con dos litros en una de ellas vy ninguno en
la otra ? 1Idem, con un dGnico litro en alguna de ellas ?
Cuintas soluciones hay ,cudl es el menor ntmero de operacio-
nes necesarias ?

Para construir el digrafo asociado al problema llamemos A (B)
al recipiente con capacidad de 5 (2) 1litros e indiquemos con
(a,b) que en ellos hay, respectivamente, a (b) litros.
Obviamente, a, b enteros tales que : 0 £ a5 ; 0<Xb< 2
0 £ a+b £ 5,

.
’

Las operaciones admitidas permiten pasar de una alcanzada confi-
guracién (a,b), a cualesquiera de las siguientes: (a,0); (0,b);
(a+b,0); (0,a+b) si a+b = 2 y (a-(2-b),2) caso contrario.
Excluido el vértice (0,0), el digrafo a considerar es

/(0,2)7:_—3(2.0)
(5,00 ——=>(3.2)

\(3.0)1_-> (1,2) >(1,0)<——2(0.1)

Del digrafo resulta que, evitando trasvasamientos innecesarios,
hay dos formas de llegar al estado (0,2) empleando, respectiva-
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mente, 2 o 4 trasvasamientos y una Gnica manera de alcanzar los
estados (1,0);(0,1)

C) Se tienen tres jarras, con capacidades de 8, 5 y 3 litros,
respectivamente. La primera esti llena y las dos restantes
vacias. Ser4 posible colocar exactamente 4 litros en dos de
ellas, sin utilizar otras mediciones que las que permiten
las jarras ? De cuéntas formas ?

Como los sucesivos trasvasamientos sbélo permitirdn alcanzar va-
lores enteros, "a priori" hay exactamente 24 formas de repartir
los 8 litros en los recipientes dados, pero por las restriccio-
nes del problema sblo hay 16 ternas aceptables.

En el digrafo en cuestidén, vy evitando volver a estados anterio-
res hay 16 soluciones factibles, y todas ellas requieren de al
menos 7 trasvasamientos.

D), Dos maridos celosos y sus respectivas esposas deben atrave-
sar un rio en un bote que sblo admite dos personas.
Puede efectuarse el traslado cuidando que nunca queden so-
las parejas que no son matrimonios?
Cuiles son las soluciones bptimas?

Véase que ser&n necesarios al menos 5 cruces del rio.

E) Dos canibales y dos misioneros deben atravesar un rio en un
bote que solamente admite dos personas por vez Si los cuatro
pueden remar pero el nUmero de canibales no puede superar al
de los misioneros presentes en el mismo lugar, excepto si no
los hay, puede efectuarse el cruce?

Cuantos cruces del rio son necesarios como minimo?

Las restricciones del problema llevan a la construccién de un
grafo con 10 vertices. Las cuatro soluciones optimas imkplican
cinco cruces del rio.

Si se impone la restriccidn suplementaria de que nunca queden’
ambos canibales sblos, el problema admite una UGnica solucidn.

La variacién en el nGmero de misioneros, o de canibales o de la
capacidad del bote, llevan a otros problemas similares. Un an4-
lisis de estas generalizaciones puede verse en Bellman, Cooke y
Locked (B 22 Chap.7)
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3.13 EVALUACIONES MATRICIALES

Hasta aqui hemos puesto énfasis en las representaciones topolb-
gicas y hecho sblo breves referencias a las dadas por tablas o
por matrices.

Veamos ahora algunas de las consecuencias que resultan del uso
de la matriz precedencia, o de la matriz adyacencia, y de apli-
carles "operaciones reales" o bien "operaciones booleanas".

Sobreentendiendo el uso de la conocida relacién entre un multi-
digrafo y su multigrafo sostén, recordemos que dado un multidi-
grafo G = (V,U) con sus vértices etiquetados 1,2,3, . . . ,n
(n 2 1) su matriz de precedencia P(G) = ( p. .) Yy su matriz de

1,3
adyacencia A(G) = ( a, ,) son definidas, respectivamente, por

4

nimero de arcos de la forma (i,j), eventualmente i=j,

e
"

v}
i

aristas " [(i,31, !

£ 11 . .. 1111
/\ .21 . 1.21
e 28 ), P(G)={1 . . 1 . A(G)={1 2 . 1
b N\\\\\:ili/,///ﬂ‘ 1. ... 111.1
1 1.
a 3. ho5 " B

Puede verificarse que para las matrices anteriores se tiene

) = 8% y =121 . A%(G) = 44431
trJ 3 2 46231
21 4 26 31
11 3334,
1 111 1
En este caso éZ) = 3 cuenta los tres caminos de longitud dos

2,1
que llevan desde el vértice 2 al v&rtice 1, a saber : d,a; e,a;

g,f
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2 . . .
A su vez él)l = 4 1ndica que hay cuatro cadenas de longitud
dos con ambos extremos en el vértice 1, a saber : 1,a,3,a,l

i,b,1,b,1 ; 1,c,2,c,2 ; 1,£,4,f,1

.
’

Proposicibn 3.13.1 (r) r
a)8i P es la matriz precedencia de G, la componente p, |
da el nGmero de caminos i = j de longitud r. 13
. . . (r) r
b)Si A es la matriz adyacencia de G, la componente a. . de A
da el ntimero de r-cadenas con extremos i,j. 1.J

Demostracidn ,

Consideremos el caso de la matriz de precedencia, razonemos por
induccibén. Un proceso andlogo permitiria demostrar b).

La validez de lo afirmado es inmediata para r = 1 (también para
ro= 0, identificando vértices con un caminos de longitud nula y
P con la matriz identidad I). (r-1)

Por otra parte, por hipbtesis inductiva, p K,

mero de r-caminos 1 =2 j, incidentes en k. !
De esto, visto que todo r-camino 1 = j se obtiene concatenando
un arco (i,x) con un (r-l)-camino x = j , cualquiera sea X,
y puesto que dos r-caminos i =2 j son distintos si y sblo si
se diferencian en sus respectivos arcos iniciales o en sus sub-
caminos finales de longitud r-1, se infiere la validez de a).

.p da el na-

i,k

Corolarios:

1) j es accesible desde i (j est& conectado con i) si y sblo si

(r) (r)

existe alglin r para el cual pi i # 0 (a, | #0).

4 7

2) el vértice i es extremo de un camino cerrado (cadena cerrada)

de longitud r, si y sblo si piri = 0 ( a(r; Z 0 ).

’ 1,

3) si la distancia entre i, j es finita, ésta coincide con el

(r)

menor entero r para el cual a, . = 0 , i = j.

32k
4) si el vértice i1 no es aislado, a;

. . ) . r . .
5) si G contiene al menos una arista, la matriz A es distinta

# 0, cualquiera sea k.

de la matriz nula, cualquiera sea r > 0.
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(h)
i,]
el nlmero de h-caminos elementales i = j, cualquiera sea

6) si G carece de caminos cerrados de longitud L < r; p da

1< h =< r+l.
7) G carece de caminos cerrados si y sblo si existe un k tal

0

. i k . .
que cualquiera sea k > ko , P es la matriz nula; es decir

si vy sblo si P es nilpotente.

8) G carece de caminos cerrados si y sbdlamente si para todo r

(1€r<n) vy cualquier i (1€i%n) se tiene que piri = 0.

9) 81 Q = thh, 1<h<L ; qi ] da el nuhero de caminos no nulos,

’

de longitud menor o igual que L, que llevan desde i hasta j.
. . h .
10) Si G es digrafo de orden n Yy en Q = EhP , 1*h<n , se sus-

tituyen los qi ; no nulos por qi j = 1 y se conservan los

14 14

nulos, se tiene la matriz precedencia de su digrafo clausura

transitiva Gx,

Para hallar la clausura reflexivo-transitiva bastaria sustituir

los q =0 por q, ., =1 ( o poner pi i = 1 vy calcular las

4

i, i 1,1
potencias P, para 1 £ h < n-1 )

Del ejemplo que sigue (donde r=1) resulta que la cota indicada
en 6) no se puede mejorar. En efecto, dado G

b
' P3(G) = . 4
a [2]
T\\_/7.

. ' 3
Y puede verificarse que el 4 de P (G) representa tanto a los
caminos simples (no elementales) b,a,c ; c¢,a,b como a los
caminos no simples b,a,b y c,a,c.

Obviamente, del Corol. 3 resulta un método alternativo del dado
en 3.8 para evaluar distancias entre vértices.
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Para muchos problemas en grafos, y en particular cuando sdlamen-
te interesa conocer si existen caminos 1 = j (cadenas de extre-
mos i, j) pero no su cantidad, en lugar de operar en "modo real"
puede recurrirse al "modo booleano".

Para ello, a cada multidigrafo G con vértices 1,2,3, . . ,n se
asocia su matriz de precedencia booleana P = (Ei .) Y su ma-
triz de adyacencia booleana A = (gi J.) tales que rJ
B, j = f 1 si existen arcos (i,3j)
! L 0 caso contrario.
a. . = 1 si hay aristas [i,]]
1,3 .
0 caso contrario.

Ademds,las operaciones habituales de suma y producto se substi-
tuyen, respectivamente, por las de disjuncibén lébégica (o supremo
v ) v de conjuncibn légica (o infimo A ), definidas por:

v 0 1 ~ 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 1

Nbétese que la implementacidn de las '"operaciones booleanas" es
mids facil que la de las "operaciones reales'" pero que con ellas
no es factible contar.

Ahora, el producto de composicién habitual € = A « B definido

por ci,j = E ai,k'bk,j se reemplaza por el
producto de composicidén booleano € = A o B definido por
Si,9 = V3 x By

El producto en cuestibn es asociativo pero no conmutativo.

Como es natural, la "potencia booleana" de una matriz cuadrada

JLo1_ (B (P11

M se define por I ; = Mo , para h z 1.

Operando al modo booleano en el ejemplo 3.12.1 tendremos
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11 . . ] 111 1 .] 11 11 .] [1 1 1 1 1]
11 1. 1. 1 .11 11111

P=i1 1 R[Z]= 11 A=j1 1 . 1 5[2]= 11111
1 . 11 111 .1 1111.

i 1 .] 1 ] | 1. 111 1]

Puede verse que ahora se tiene un 1 en "los mismos lugares' dgque
antes habia valores no nulos.

Aplicando operaciones booleanas y razonando como para el caso de
la Prop.3.13.1 se demuestra la

Proposicibn 3.13.2
a) Si P es la matriz precedencia booleana de G, Bi[§] =1 si
y sblo si existe al menos un r-camino de longitud i = j.

b) 8i A es la matriz de adyacencia booleana de G, entonces en G

hay al menos una cadena de longitud r, de extremos i,j, si ¥y
[r] '

’

sblo si a.

La proposicidén anterior admite corolarios similares a los de la
Prop. 3.13.1 que no involucran recuento. 8Si G tiene n vértices
pueden enunciarse ademds los siguientes

[i]

a) La matriz precedencia de su clausura transitiva esvi P ,
1 < 41i<n vy la de su clausura reflexivo-transitiva
i i n-1 .
r=1vy, e v vt o™t 0 <0

T suele decirse matriz de accesibilidad de G.

b) Los elementos no nulos de la i-ésima fila (j-ésima columna)
de T A Tt dan los vértices de los circuitos que contienen
al vértice 1 ( j ).

c) Las filas (columnas) idénticas de A# =V A[i], 0£i<n ; dan

las componentes conexas de G. En particular, G es conexo si

y sblo si todas las componentes de A# son 1.
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La validez de a)(ver (H 16),(T 7),(T 8)) es consecuencia direc-
ta de lo siguiente

- si M es una matriz de 0 y 1 con todas las entradas de su

diagonal principal 1, entonces M[2]= M[z]

AL viM[i];ogiSh.

v Mv I Y en

general

La matriz de accesibilidad permite detectar fAcilmente la even-
tual existencia de puntos no alcanzables desde algln otro prefi
jado, o la errores ocultos en la matriz P supuesto que la re-
lacidén considerada sea de precedencia estricta.

De las proposiciones 3.13.1 vy 3.13.2 resulta que una forma de
decidir sobre la carencia de circuitos es verificar si alguna
potencia (booleana o real) de la correspondiente matriz de pre-
cedencia es nula. Otras maneras, mucho mis eficientes, pues no
presuponen multiplicar matrices fueron dadas en 3.3.

En especial, de Prop.3.13.1 Corol.7 y del hecho que toda matriz
cuadrada de enteros no negativos puede considerarse matriz de
precedencia de algln multidigrafo se deduce la siguiente Prop.
3.13.3 propia de la teoria de matrices. Ella, que es una re-

formulacién de 3.3.2 fue dado en (M 16),

(M 17) y propone un método eficiente para evaluar si una cierta
matriz es nilpotente.

Proposicibn 3.13.3

Una matriz cuadrada de enteros no negativos es nilpotente si y
s6lo si cualquier submatriz principal tiene al menos una fila o
una columna de ceros.

En (M 16) se demuestra la

Proposiciétn 3.13.4
Si G = (V,I') es de orden n, carece de circuitos Yy P es su

matriz de precedencia booleana, la reducciédn transitiva de &
tiene matriz P - V. B[l]

i ; con 2 < i <n

El método anterior no es aplicable si existen caminos cerrados
pues éstos estdn presentes en todas las potencias de P.
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En (M 16) se indica que la idea subyacente en la Prop. 3.13.4
justifica la préxima Prop. 3.13.5 para cuya formulacidén necesi-
taremos el concepto que sigue.

Se dice que el digrafo G = (V,U) es k-ksima potencia del di-
grafo H = (V, U') cuando (x,y) = U, si vy sblo si en H existen
caminos X = y de longitud menor o igual que k.
En tal caso, H suele decirse k-&sima rai%z de G.

Asi entonces, si |V| = n, la n-ésima potencia de H coincide con
su clausura transitiva.

Proposicibn 3.13.5
Si G carece de circuitos vy su matriz de precedencia booleana P

satisface P = ¥ Q[l] ; 1< 1i<h; entonces G es h-ésima

potencia del digrafo cuya matriz de precedencia es (.

En 3.2 y 3.5 hemos considerado algunos métodos para determinar

las componentes fuertemente conexas de un digrafo.

Otros dos son los siguientes

A) El1 asignado a Foulkes ((K 5),(K 14)) dque puede resumirse en
lo siguiente N
Hallar la matriz T de accesibilidad y calcular N =T A T
Los vértices de las distintas componentes buscadas estén de-
terminadas por las filas (columnas) de N que son idénticas.

En realidad, y seguin indicamos en 3.5, la existencia de un uno
en todas las componentes de su diagonal principal permite razo-
nar directamente sobre T, sin necesidad de calcular N, pues si
la i-ésima y la j-ésima fila (columna) de T coinciden entonces
los vértices x,, X. est&n en una misma componente fuerte, y re-.
ciprocamente.

Notemos que si  la i-ésima fila (columna) y la j-ésima fila (co-
lumna) de T «+ T coinciden, i ,jJ estin en una misma componente
conexa. Para ver que la reciproca es falsa basta considerar el
digrafo de arcos (a,b) , (a,c).

B) La propuesta por Maghout (M 6) que hace uso de la siguiente
operaciébn.
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Se dice producto puntual (o de Hadamard) de las (p qu)—matri—
ces A, B a la matriz € = A x B tal que c. .=a, ,. b, ..

i,] 1,3 1,]
Obviamente, este producto es asociativo y conmutativo. Ademis,
aplicado a una matriz de 0 y 1 es idempotente.

De lo deducido en Prop. 3.13.2 resulta la validez de la

Proposicibn 3.13.6

Si P es la matriz de la clausura transitiva del digrafo G ;

~

- ~t ' ' '
P su traspuesta v B =P X P , existe un circuito que con-

tiene los vértices i, j si vy solo si bi,j = pi,j'pj,i = 1.

Corolarios N ~t

1) G carece de circuitos si y sbélo si P X P es una matriz
nula.

2) Dado un vértice i, los restantes vértices de la componente
fuertemente conexa que lo contiene son aquellos vértices
tales b, . =1

ll
[i]

Nétese que en la Prop. 3.13.4 puede substituirse P - V. P

. i
por P x Q, con @ matriz complemento de Vi g[l].

3.14 RESULTADOS VARIOS

De la lectura, de los respectivos comentarios, en Mathematical
Reviews y en Zentralblat fur Mathematik nos permitimos agregar,
a titulo informativo, los siguientes resultados.

En (Z 4) se determina, para digrafos sin circuitos, con m aris-
tas y de orden arbitrario, una relacibdn de recurrencia tipo Fi-
bonacci para hallar el nUmero méximo de caminos entre un par de
vértices y en (Ch 6) se demuestra por induccioh que todo digra-
fo de orden n con d > k contiene un circuito de longitud
L £ 2500 + (n/k).

Erdos observd que todo multigrafo G sin bucles contiene un sub-
grafo bipartido cubriente H tal que d (H) = d (G)/2. De dicho
resultado se deduce (T 14 Th 6.2) que todo digrafo de orden
n, con al menos 4n arcos contiene un ciclo tal que cada par de
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arcos consecutivos tienen direcciones respectivamente opuestas.

En (B 23), (B 24) vy (B 25) se obtienen expresiones relativas al
nimero asintético de ciertas configuraciones etiquetadas. Una
temitica similar fue estudiada en (R 21).

En (B 26) se dan condiciones suficientes para que un digrafo
admita caminos de longitud prefijada y en (S 12) se demuestra
que 31+un dlgrafo fuertemente conexo de orden n = 2r + 3 = 7,
con d >=r ; d = r tiene al menos 3r + 6r + 3 arcos, admite
circuitos de loﬁgitud L > n-1, confirmando asi una conjetura de
(H 25), donde se estudia, para digrafos fuertemente conexos, la
existencia de circuitos de longitud determinada, en funcién del

numero de vértices y de arcos.

Si G es 2-conexo de orden n = 2k vy sus vértices tienen grado
d = k, entonces G tiene ciclos elementales de longitud L = 2k.
El resultado anterior fue obtenido por Dirac (D 7). En (B 27) se
da una nueva demostracidén del mismo y se reencuentran algunas de
sus generalizaciones. También en (B 28) se estudia la existencia

de ciclos con longitudes acotadas inferiormente.

Thomassen muestra, en (T 15), que decidir si un arco pertenece
a un circuito par (impar) es arduo, y que si bien es facil de-
terminar si un digrafo contiene circuitos de longitud impar,
es dificil decidir sobre la existencia de los de longitud+par.
Ve tambien que para todo natural k existen digrafos con dx > k
que no contienen circuitos de longitud par. En iT 16) ve que
todo digrafo fuertemente conexo con d Z 3 v d > 3 contiene
circuitos de longitud par.

En (T 17) se estudian digrafos 2-conexos que no admiten pares
de circuitos disjuntos y en (T 18) se prueba que para todo nd-
mero natural k existe otro, f(k), tal que si d = f(k) el

digrafo tiene al menos k circuitos disjuntos, y verifica, pa-
ra el caso k=2, una conjetura hecha en (B 12), y segin la cual

f(k) = 2k-1.

En (E 12) vy como consecuencia de resultados dados en (T 17) se
dan condiciones suficientes para que exista un vértice pertene-
ciente a todo circuito.Los fuertemente conexos con esta propie-
dad fueron estudiados en (2 5). Cuestiones anAlogas, para el
caso no dirigido fue considerada en (M 21).
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Otros dos resultados que tienen en cuenta la paridad de los ci-
clos son
- A excepcidn de tres grafos, cualquier 2-conexo no bipartido
con grado r > 3 contiene ciclos pares e impares, con dos o
mis diagonales (V 2).
- 8i G es 2-conexo, no bipartido, con al menos 2r+1 vértices
que tienen grado r > 3, G contiene un ciclo impar (par) de
longitud L = 2r-1 (L = 2r) (V 3).

En (M 22),(M 23),(M 24) Monien estudia la complejidad de deter-
minar los ciclos pares (impares) mAs cortos en grafos y en gra-
fos valuados, dando algoritmos para hallarlos

Dentro de la problemitica anterior, pero para el caso dirigido,
Marcu estudia en (M 25) los circuitos de longitud par en digra-
fos conexos y en (M 26) da una condicibdn necesaria y suficiente
para que todo circuito elemental de un digrafo sea de longitud
par y otras dos para el caso de digrafos fuertemente conexos.

Se sabe que un multigrafo admite ciclo euleriano si y sblo si
es conexo y todos sus vértices tienen grado par.

Para la existencia de ciclos hamiltonianos no se conocen condi-
ciones necesarias y suficientes igualmente generales. Solamente
se han dado condiciones necesarias y condiciones suficientes.
Entre éstas, la conocida de Ore (0 4)
Si el grafo G es de orden n, carece de bucles, y cualesquie-
ra sean los vértices no adyacentes u, v, la suma de sus res-
pectivos grados es mayor o igual que n, G admite ciclo ha-
miltoniano.

En particular, si cada vértice es adyacente de al menos la mi-
tad de los vértices de G, entonces G es hamiltoniano.

Es obvio que los grafos completamente ciclicos son hamiltonianos
y es fécil ver que la reciproca es falsa. No obstante varios re-
sultados apoyan las conjeturas de Bondy (B 19) y Mitchem-Schmei-
chel (M 20), ya citadas en 3.8.

En particular, en (B 29) se demuestra que si G eszgrafo hamilto-
niano sin bucles, de orden n = 2, con al menos n/ 4 aristas

’
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es completamente ciclico, o bien es el bipartido completo K

P = n/2 , y se observa que la antedicha condicibn suficiente

de Ore implica que si G es de orden n tiene al menos n2/4 aristas
aristas.

Por otra parte, Bauer-Schmeichel (B 30) recurren a un resultado
de (S 13) para mostrar que las tres condiciones de suficiencia
tipo Ore, para la existencia de ciclos hamiltonianos, dadas por
Fan, Chvat&l y Bondy, respectivamente, pueden extenderse, e im-
plican que el grafo es completamente ciclico, o pertenece a una
clase especial bien determinadas.

La conexibn entre los grafos hamiltonianos, y los completamente
ciclicos también fue estudiada en (A 6),(B 31),(B 32),(B 33),
(B 34),(B 35),(B 36),(H 26),(S 10)y (8 13).

Para el caso dirigido Meyniel (M 27) demostréd
Un digrafo sin bucles fuertemente conexo de orden n > 3, tal

que cualesquiera sean los vértices no adyacentes X, y se

. + - + . .
tiene : d +d + 4 + d >  2n-1 es hamiltoniano.
X X Y Yy

Como corolario de lo precedente obtiene las condiciones de su-
ficiencia de Camion (C 7), Ghouila-Houri (G 20), Woodall (W 10)
y la vya citada de Ore (O 4).Al respecto ver (B 37),(D 8).

Benhocine (B 38) mejora el resultado anterior, asi como otros
dados en (O 5), (T 19).

Se dice cincha ( circunferencia ) de G a la longitud del més
corto ( mids largo ) de sus ciclos elementales.

Erdos y Gallai (E 13) demostraron que si c es natural mayor gque
uno v G es grafo de orden n, con ms de (n-1)c/2 aristas dis-
tintas de bucles, la circunferencia de G es mayor gque cC.

Otra prueba del mismo resultado puede verse en Woodall (W 10)
donde ademds se dan condiciones suficientes para la existencia
de circuitos y de ciclos hamiltonianos, o de ciclos que tienen
su longitud acotada inferiormente.
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Lewin (L 10) dedujo para digrafos sin bucles una propiedad si-
milar, pero de enunciacibdn mas compleja, y did una nueva demos-
tracién del resultado anterior.

Por otra parte, se sabe (B 39) que dados los naturales c¢ Yy k
es posible construir grafos k-regulares con cincha ¢ Y que

a) si k>3 y ¢ =2.r= 4 ellos son de orden n > nrc con

) 2 r-1 r
nrc z 2 {1+(k-1)+(k-1)"+ . . . +(k-1) } = 2((k-1)"-1)) / (k-2)
Se conocen pocos para los cuales vale la igualdad anterior.Para
ellos ¢ € {4,6,8,12} vy los minimales que la satisfacen para c=4
son los bipartidos K. . .

kk
b) si k>3 ; ¢c=2.r +1=>5 ellos son de orden n > nrc
con n__z 1+ (((k=1)"- 1).(k / (k-2))
En (B 40),(D 9) se demostrd que la igualdad sblo puede darse si
c=5y ke {3,7,57}.

Interesantes resultados que toman en cuenta el "exceso" n - n

fueron obtenidos (B 39),(B 41),(B 42). re

3.15 TERMINOLOGIA FRECUENTE

En la lista que sigue damos los nombres mAs frecuentes con que
los autores de lengua inglesa o francesa, designan a las nocio-
nes que hemos introducido en este capitulo e indicamos alguna
bibliografia en donde se los utiliza.

camino : chemin B3 / B4 / K5 / K7 / Ri
directed walk B5 / H2 / 82
" path s1
" sequence 02
" edge " M1
arc sequence Ch2 / W2
arc progression B1
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camino simple : chemin simple B3 / B4 / K5 / K7 / R1

directed walk D1

" trail B5 / H2 / 82

" path 02 / M1 / W2 / Ch2
path progression (si es abierto) Bl
cycle " {si es cerrado)

camino elemental : chemin élémentaire B3 / B4 / K5 / K7 / R1
directed path (o path) H5
" way M1

simple path (si es abierto) Ch2
" cycle (si es cerrado)
" directed path S1
directed path (si es abierto) D1 / 82
" circuit (si es cerrado)
" path (si es abierto) H2 / B5
" cycle (si es cerrado)
simple path progression (si es abierto)| B1
" cycle " (si es cerrado)
cadena : chaine B3 / B4 / K5 / K7
pseudochaine R1
chaine (si es orientable)
walk B5 / H2 / 82
path Si
edge sequence Ch2 / M1 / 02
" progression Bl
cadena simple : chaine simple B3 / B4 / K5 / K7 / R1
walk D1
trail B5 / H2 / 82
path 02 / M1 / W2

chain progression (si es abierta)| Bi1
circuit progression (si es cerrada)
chain (si es abierta) Ch2

circuit (si es cerrada)

cadena elemental : chaine élémentaire B3 / B4 / K5 / K7 / R1

simple path s1
chain W2
path (si es abierta) D1 / 82

circuit (si es cerrada)
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path (si es abierta) B5 / H2

cycle (si es cerrada)

simple chain progression (si es abierta)| B1
" circuit progression (si es cerrada)

arc (o simple path) (si es abierta)| 02

circuit (si es cerrada)

En (B 1) se conviene en eliminar el termino "progression" al
referirse al conjunto de arcos (aristas) dgue componen un ca-
mino (una cadena).

Asi por ejemplo, el conjunto de las aristas de una "simple
chain progression" constituyen un "simple chain".

Las cadenas cerradas se dicen "pseudo-cycles" en (B 4}, pero
"cycles" en (B 3). En (B 4) se reserva el nombre de "cycle' para
las cadenas cerradas simples y el de "circuit" para los caminos
cerrados simples.

En Luchessi (L 9) las cadenas se dicen '"passeio" y las simples
"trilha". A su vez las elementales abiertas (cerradas) se deno-
minan "caminho'" ("circular").
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Ejercicios

3-1) Dado el multigrafo

a) determine algunas de sus cadenas de longitud L = 1,2,3.
Cuales de ellas son orientables, simples, elementales?
b) determine sus cadenas cerradas de longitud 2,3

c) determine sus ciclos de longitud 2,3.

3-2) Demuestre que:
- toda cadena de extremos a,b contiene subcadenas con los cuales puede construirse
otra elemental, también de extremos a,b.
- G contiene una cadena de extremos a,b si y sélo si contiene una cadena elemental
de extremos a,b.
- si cualquiera sea el vértice z se tiene d, " <1 y do <1 toda cadena del sostén de

G determina un camino de G.

3-3) Pruebe la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones:
- toda cadena simple es orientable
-7 K 7 es elemental
- elemental abierta es simple.

-7 7 7 cerrada, de longitud L #2, es simple.

”» ”» » 3

- 7y simple genera ciclo.

- genera ciclo.

3-4) Vea que G carece de bucles y de aristas paralelas si y sélo si todo ciclo tiene al

menos tres aristas.

3-5) Demuestre que si G es un grafo sin bucles y el grado de sus vértices satisface
d,>h>1; entonces es posible : .
- construir en ¢ al menos una cadena elemental abierta de longitud L > h.

» ” » »

- cerrada de longitud L > h + 1.
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Vea que las cotas dadas no son mejorables y que la afirmacién anterior no es vali-

da si G admite bucles o es multigrafo propiamente dicho.

3-6) Muestre que si dos ciclos de ¢ incluyen una misma arista e, entonces G contiene

un ciclo que no contiene e. Puede ademas elegirselo elemental ?

3-7) Sean p,g,r tres vértices de un grafo y Clip=lyeens@y =q; Col p=yqyeeemes Y =T
cadenas de longitud minima entre p,q y p,r , respectivamente. Vea que si a,b son
vértices que pertenecen a C'; y C, entonces a==z, ; b= x; coni<j si y solo si

a=y; b=y, conl<m.

3-8) a) Vea que en K, , n > 2, cualesquicra scan los vértices z,y , @ # y, existen
cadenas de longitud L =1,2,3,...n—1 que los tienen por extremos.
b) Construya, para >3 un grafo de orden r, distinto de K, que contenga al

menos dos vértices extremos de cadenas de longitud L=1,2,... r—1.

3-9) Escriba la matriz adyacencia del multigrafo de 3.1 y calcule sus segunda y
tercera potencia. Vea que para cada par i, j los valores obtenidos coinciden

con el ntumero de sus cadenas de extremos i, j.

3-10) Vea que si A(G) es la matriz adyacencia de un multigrafo G, cada componente
% de A"(G) da el nimero de sus cadenas de extremos i, j, de longitud r.
b
Deduzca, de lo precedente una forma de calcular las distancias entre vértices.

3-11) Sea G un grafo y A su matriz de adyacencia. Vea que :
- (Az)i, ; es el nimero de vértices adyacentes al par de vértices i, j.
- (4?%),,; es el grado del vértice i menos el nimero de bucles con soporte .

Valen afirmaciones similares para el caso de multigrafos propiamente dichos?

3-12) Vea que si G es grafo de orden n, entonces:
- si es conexo tiene al menos (n— 1) aristas, distintas de bucles.
- si tiene m >n aristas, G contiene al menos una cadena cerrada.
- 81 carece de bucles y tiene al menos 1 + ("2' 1) aristas, es conexo.
- si carece de bucles y cualquicra sea z, d;>(n—1) / 2, es conexo.

Cuales de las afirmaciones anteriores pueden extenderse al caso de multigrafos?
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3-13)

3-14)

Demuestre :

a) que en todo multigrafo conexo cualesquiera dos de sus cadenas elementales
de longitud méxima tiencen por lo menos un vértice comiim, Podria afirmar
que también tienen una arista comun?

b) que si G contiene exactamente dos vértices de grado impar, ambos estin

en una misma componente conexa.

Supuesto que G es un grafo sin bucles, de orden n, con m aristas, determine la
verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

-sim>n, G es conexo.

-slm>n, G contiene ciclos.

-sim<n-1,G es disconexo.

-sim<n-2, G es aciclico.

- sl m=n-2, G tiene al menos dos componentes conexas no triviales.
-sim=n+1, G ticne al menos dos ciclos.

Cudles de las precedentes son validas también si ¢ admite bucles ?

3-15) Demuestre :

3-16)

a) Un multigrafo G es conexo si y s6lo si, para toda particién de su conjunto de
vértices en dos clases disjuntas no vacias, 4, B ; existen aristas de ¢ con extre-
mos en ambos conjuntos A, B.

b) Todo conexo no trivial conticne al menos un vértice que no es de corte (recor-
demos que z, se dice de corte, siy sélosi G-z contiene mas componerntes co-

nexas que G).

Vea que todo conexo no trivial contiene al menos un vértice que no es de corte.

3-17) Vea que, supuesto n > 2, las siguientes afirmaciones son equivalentes

1) T es conexo sin ciclos.
2) Cada par de vértices de T esta conectado por una unica cacdena.

3) T es conexo y tiene exactamente (n-1) aristas.

4) T es aciclico y tiene exactamnente (n-1) aristas.
5) T es conexo minimal (quitandole una arista deja de ser conexo).

6) T es aciclico maximal (agregandole una arista se crea un ciclo).
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3-18)

3-19)

3-20)

3-21)

Vea que si G es conexo, G —u es conexo si y solo si, u pertenece a por lo menos
un ciclo de G.
Vale una afirmaciéon analoga si se substituyen, respectivamente, conexo, arista y

ciclo, por fuertemente conexo, arco y circuito?

Vea que el menor niimero de aristas necesarias para que en un grafo de orden n

todo par de vértices, y cada uno consigo mismo, esté conectado por cadenas de

longitud dos es 2n— 1.

Vea :

a) que si un multigrafo conexo tiene 2k > 0 vértices de grado impar, para cubrir
sus aristas son necesarias al menos k cadenas simples, abicrtas, arista disjuntas
dos a dos.

b) que si en el multidigrafo conexo G = (V,U) se verifican ;

dy =d;  cualquiera sea z € V — {a,b}
dy —dg = df —dy =k

G puede ser cubierto por k caminos a—b, arco disjuntos dos a dos.

Pruebe que un grafo es euleriano si y sblo si sus aristas se pueden orientar de ma-

nera que el digrafo resultante sea euleriano.

3-22) Vea que cualquiera sea el multigrafo G, con el agregado de a lo sumo un vértice y

3-23)

un namero adecuado de aristas se obtiene un multigrafo euleriano que contiene G.

Suponga tener un patio rectangular con baldosas negras y baldosas blancas.
Puede dar alguna condicién de suficiencia que le permita asegurar que sera posi-
ble, partiendo de una baldosa blanca, retornar a la misma, pasando de una a otra
de sus adyacentes (es decir, con un lado comin), empleando solamente baldosas

blancas v a lo sumo una vez cada una de ellas.

3-24) Recurra a la construccién de un multigrafo adecuado y al teorema de Euler para

demostrar que no es posible trazar una curva continua que corte exactamente una

vez cada uno de los 16 segmentos de la siguiente figura.
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3—25) Un grafo culeriano G se dice alcaloriamente euleriano desde z si toda cadena simple
con extremo 1inicial x puede extenderse a una cadena euleriana cerrada. Pruebe

que G es alcatoriamente euleriano si y sélo si todo ciclo de 7 incide en .

3-26) Determine, aplicando el algoritmo dado, las distancias del vértice A a todos los

restantes del siguiente grafo.

Verifique el resultado recurriendo a la correspondiente matriz de adyacencia.

3-27)  Se dice diametro de G a la mayor de las distancias que separan sus pares de
vertices. Muestre que si G tiene diametro mayor que tres, su complemento tiene

diametro menor que tres.

3-28) Vea que el ntimero minimo de cadenas simples, sin aristas comunes, necesarias

para cubrir todas las aristas de un grafo ctihico de orden n, es n/2.

3-29) Vea que las veintiocho fichas del dominé pueden colocarse una tras respetando las
reglas del juego; cs decir, de forma que las mitades contiguas contengan igual
cantidad de puntos.

Si se retiran las siete fichas que contienen en una de sus mitades seis puntos,

también serd posible colocar las restantes fichas respetando la regla precedente?
3-30) Resuelva, con conceptos de la tcoria de grafos, los signientes entretinimientos

- Tres misioneros y dos canibales deben cruzar un rio en un bote que puede llevar,
a lo sumo, a dos personas. Como debe organizarse ¢l traslado de manera que en
ningan momento ni lugar los canibales superen en ntimero a los misioneros, ex-

cepto si el numero de éstos presentes es nulo.



- Usando su carro, un granjero tiene que llevar a la ciudad dos toros y tres ovejas.
El camino hacia la ciudad es barranca abajo y en ese sentido puede transportar
hasta dos animales por vez; en el sentido contrario solo puede llevar un animal.
Se supone que si el granjero no esté presente el nimero de ovejas debe ser nulo o
bien superior al de toros. Vea que es posible efectruar el traslado a la ciudad,

pero que no seria posible hacerlo hacia la granja.
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