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En lo que sigue supondremos conocidas 1la terminologia y nota-

ciones de : Temas de la Teoria de Grafos -I- Nociones BAsicas.
Informe Técnico Interno Nro. 29, INMABB, 1991

Las numeraciones de las referencias bibliogréficas que siguen,

extenderdn a las de dicho trabajo.

CAPITULO 3
TRANSITABILIDAD

En este trabajo sbélo se incluir&n sus primerosg siete parigrafos,
los ocho restantes serdn motivo de otro informe técnico.

Muchas e importantes propiedades de la Teoria de Grafos estén
referidas a las distintas formas en que se pueden conectar vér-
tices. Por tal motivo consideraremos seguidamente varias nocio-
nes que estdn ligadas a la idea de "recorrer" o "transitar" un
multi-di-grafo. A tal efecto son utilizados, en forma explicita
o implicita, los conceptos "camino" y "cadena". Dichas nociones
son aptas para encarar el andlisis de situaciones muy diversas.
Habitualmente, éstas se plantean en configuraciones valuadas y
las soluciones estén ligadas con la determinacién de "caminos,o
cadenas, optimales" respecto de algln criterio adecuado al pPro-
blema que se analiza.

En 3.15 daremos una tabla con los nombres mis frecuentemente
asignados en la bibliografia de lengua inglesa y/o francesa a
los conceptos que consideraremos a continuacién.

Observemos de paso que segin indica Roy (R 1), las nociones que
en lengua francesa se denominan "circuit" y "cycle" correspon-

den a las que, habitualmente, en lengua inglesa se denominan
"cycle" y "circuit", respectivamente.



3.1 CAMINOS Y CIRCUITOS

Dado un multidigrafo G = (V,U) diremos camino de longitud L
(L > 1) (o mids brevemente L=-camino) a toda sucesién de vérti-
ces y de arcos C xl,ul,xz,uz,xs, . . .,xL,uL,xL+1 donde
u, = (x.,X. i

1 177141
eventualmente xi = X

) ; 1< 1i<£L ; no necesariamente ui F uj ;

i+1’
Admitiremos adem&s que cada vértice define un camino nulo (de

longitud cero).

Un camino Xp/Ups o ; L2 1; se dird simple si

u_,x
"TLTL+1
ui P uj Y elemental si xi 2 xj , Cualesquiera sean i # j,

i,j = {1,...,L+1} excepto, eventualmente, x1 = xL+1 gue pueden

corresponder a un mismo vértice.

De otra forma, un camino no nulo es simple si cada uno de los
arcos que lo componen ocurre una Gnica vez en la sucesidn que
lo define y elemental si sus vértices son distintos dos a dos,
excepto ocasionalmente, el inicial de su primer arco y el final
del dltimo, los que pueden ser iguales, o equivalentemente, si

cada uno de sus vértices es extremo inicial (final) de a lo més
uno de los arcos.

Convendremos que todo camino nulo es elemental y simple.

La nocidn caminoc es esencial y habitualmente, al considerarlos
omitiremos la mencién de sus vértices y de su longitud.

Ejemplo 3.1.1

7 1,2,3,4,3,7 camino no simple, L = 6
a 1 <;;> 3 9//’5\\\d' 1,2,3,7 ., Simple no elemental
°\\\;£////\\\g/,/ 1,3,7 " " y elemental
4’5'6 " " "
5 6

M.



Es fAcil verificar que

- La longitud de cada camino simple coincide con el nGmero de
arcos gue lo componen.

- Todo camino elemental es simple. La reciproca es falsa.

- 81 G carece de arcos paralelos y sblo entonces, cada camino
puede darse también por la sucesidn de vértices en los que
incide.

En el ejemplo anterior a los dos caminos 1,3,7 v 1,3,8 corres-
ponde la misma sucesibén de vértices a,b,c,d.

Dado un camino C: ul,uz, . . ,uL ; L2 1 ; si a es el vértice
inicial de u1 Yy b el vértice final de uL diremos que C lleva
desde a hasta b. Lo indicaremos con C : a = b.

No incluiremos en esta notacidén a los caminos nulos

Si C: a3 b , eventualmente a = b , diremos que a (b) es el
vertice inicial ¢ final ) de C. Los vértices que corresponden
a xz,. . .,xL se dicen interiores

Si C no es elemental su vértice inicial ( final ) también puede
ser interior.

8i C: a = b se dir4 indistintamente: a precede b; b es sucesor
de a; Db es descendiente de a; b exs accesible desde a aes
ascendiente de b, Si a = b, entonces a es ascendiente (sucesor)
impropio de si mismo.

Un camino no nulo C : a3 b se dird abierto siawx b vy
cerrade ( en a ) si a = b.

En el ejemplo anterior:

1,3,4 es camino simple, no elemental, abierto.
3,7 " simple, elemental, abierto.
5,6 " " " cerrado (en c).
’6’4 " 1] " " (en b)'
4 5 1 " n 1" (en e)'

Es conveniente convenir que los conceptos "abierto" y "cerrado"
no se apliquen a los caminos nulos.

Cada arco distinto de bucle define un camino abierto y cada bu-



cle uno cerrado, ambos de longitud uno y elementales. Si un bu-

cle es reiterado k veces se obtiene un camino cerrado de longi-
tud k.

Se dice camino euleriano Chamiltoniano) de G a todo camino sim-
ple (elemental) que contenga todos los arcos (vértices) de G.

G se dird euleriano (hamiltoniano) si contiene un camino eule-
riano (hamiltoniano) cerrado, y débilmente euleriano Chamilto-
niano) si sélo contiene caminos eulerianos (hamiltonianos) que
son abiertos.

Se deja al lector verificar que:

- Todo multidigrafo finito G _que carece de caminos cerrgdos
tiene vértices de entrada (d =0) y vértices de salida (d =0)
La reciproca es falsa.

- G carece de caminos cerrados si y sblo si todos sus caminos
son elementales. Mas précisamente :
- S8i no hay caminos cerrados de longitud L < h todo
L-camino, L £ h+l, es elemental y reciprocamente.

- G = (V,U) carece de caminos cerrados si y sbélo si cualquie~
ra sea V'S V el submultidigrafo inducido por V' tiene en-
tradas y salidas.

Dado un L-camino C: ul,uz,us, . .,uL el vértice inicial de u1
0 el h-camino u1 gt .,uh se dir4 h-subcamino inicial de C.
Andlogamente, el vértice final de u. o el camino u .U

L L-h+1’"
es el h-subcamino final de C, (0 < h < L).

L

En general, C': u ,u . . (1 £ i< i+h-1 £ L) define

i+1’ i+h-1
un h-subcamine ( o h=-seccibn ) de C.

Si C' es subcamino de C, C es extensidn de C'.
Cualquiera sea C: p = g , excepto si p es entrada (9 es salida)

el camino C puede ser extendido desde su extremo inicial (fi-
nal) por un arco de vértice final p (inicial qa).

8i G contiene un camino cerrado, con reiteraciones del mismo es
posible determinar caminos de longitud arbitrariamente grande.



En tal caso, para indicar que la longitud mixima no estid acotada
superiormente diremos que G admite caminos de longitud infinita.
Reciprocamente, si un multidigrafo finito admite tales caminos,
contiene caminos cerrados.

Véase que:

- Un camino Uy Uy, oo Y L 22 ; es elemental ~ eventual-
mente cerrado - si y sblo si sus subcaminos Upreeees LRI {
Uy,e....,u son elementales y abiertos.

En tal caso, también son elementales y abiertos u Y u

1

En particular, el camino ul,u2 es elemental si y sblo si care-

ce de bucles.

La operacién que introduciremos seguidamente fue empleada impli-
citamente al hablar de caminos de longitud infinita. Con el fin

de que esté definida para todo par de caminos, diremos camino

vacio ( ~ ) a la sucesién vacia de arcos y de vértices.

Es claro que el concepto camino vaclo difiere del de camino
nulo, el cual corresponde a una sucesiédn vacia de arcos.

Algunos autores denominan "vacio" al camino que decimos "nulo".
Dados los caminos, eventualmente vacios, C

y C., por concatena-

1 2
cidn ( o composicidn ) de C, con C_, se obtiene el camino

1 2
C3 : Clo C2 tal que
a) si Cl: xl,ul,xz,uz, .,xh,uh,xh+1 20
CZ: xi,vl,xé,vz, . .,xi,vk,x£+1 20
C3:[ XpoUg, o 0LV, .,vk,xl'{+1 si X1 xi coinciden
~ en caso contrario.

b) Si C1 b Cz es el camino vacio, 03 es vacio.

De la definicidén resulta que 1la concatenacidén es una operacidn
asociativa, no conmutativa, tal que C o A = A o C = A.

Notemos que si los caminos se indican por sus sucesiones de ar-
cos vy de vértices esta operacidn carece de neutro.



En efecto si C : u,v,w tiene vértice inicial p vy final q, e
indicamos con {p},{q}, los respectivos caminos nulos que ellos
definen, se tiene C = {p}C = C - {q}.

En cambio, si indicamos los caminos sblo por sus arcos, hacien-
do caso omiso de sus vértices, los caminos nulos y el vacio son
indistinguibles vy quedan representados por una sucesibn vacia
de arcos, la que es neutro de la operacién de concatenacién.

Sabemos que toda operacidn * asociativa (operacibn * asociativa
con neutro A) definida en un conjunto M induce una estructura
de semigrupo (M,*) ( de monoide (M,*,A) ).

Asi entonces, la concatenaciédn introduce en el conjunto de los
caminos de G, incluido el camino vacio, bien una estructura de
semigrupo cuando los caminos se dan explicitando sus vértices y
sus arcos, o bien una de monoide, cuando de los caminos sblo se
indican sus arcos.

Recordemos que los conceptos semigrupo y monoide suelen desig-
narse intercambiando los nombres que hemos elegido.

Bajo el nombre de "composicibédn latina" (ver (K 5),(K 7),(K 13),
(H 16)) se propone un método inspirado en el habitual producto
de matrices, que responde a la operacién precedente Yy permite
enumerar todos los caminos de longitud L ( L 2 1 ) que satis-
facen ciertas propiedades prefijadas, a saber: ser elementales,
ser simples, incidir hasta k veces en un mismo vértice, etc.
Sobre esto volveremos en (3.6).

Proposicidn 3.1.1.2a)
Todo camino C : a =2 b (eventualmente a = b) contiene subcami-
nos elementales, sin arcos comunes entre si, tales que por con-

catenaciédn de ellos es posible construir un camino elemental
C': a=b

Demostracibdn
Si C es elemental, la vilidez de lo afirmado es inmediata.

i ra= JU , 0 o . .,Uu LX
S1 € :a= x4, L' L+l

siofh que lo define existen al menos dos ocurrencias de un mismo

=b es no elemental, en la suce-

vértice. Supongamos que xi es la primera de las que tienen %esta

caracteristica y que xj (1 £1<3j=<L) es la Gltima de las



ocurrencias del mismo vértice representado por xi.

En tal caso ui, . . . .,uj es un camino no nulo, cerrado en

1
xi Y elimindndolo se obtendr& otro, también de la forma a = b.

Mas precisamente

- s8i a#= xi # b modificando sblo un par de secuencias de ar-

cos se construye el camino ul,. . ’ui—l’uj” . ,uL.
- si xi= a | xj = b ) basta retener el subcamino uj,. . ,uL
u,.,. . .,u.
( 1’ ’ 1_1 )

En los tres casos el razonamiento puede reiterarse tanto como

sea necesario, hasta determinar finalmente un camino elemental

C': a3 b ; obtenido por concatenacién de subcaminos de C, ele-

mentales arco disjuntos dos a dos y asi acabar la demostracién.

De la demostracién dada es obvio que todos los arcos de C' per-
tenecen a C. Por esto y adn cuando para obtener C' se han mo-
dificado algunas secuencias de arcos, haciendo abuso de lengua-

je es habitual reformular la proposicibdn anterior en la forma:

Proposicidn 3.1.1.b)
Todo camino C : a = b ( eventualmente az=b ) contiene al menos
un camino elemental C': a = b.

En realidad sucede que todo camino no elemental,. C : a= b se
obtiene concatenando caminos abiertos que llevan a construir un
camino elemental a = b, con otros cerrados e incidentes en los
vértices extremos de dichos caminos abiertos.

En el Ejemplo 3.1.1 operando de acuerdo con el método indicado
al demostrar la Prop.3.1.1.a) del camino 1,3,4,5,6 se obtiene
el elemental 1,5,6. Nbtese que otro, elemental, con arcos del
camino dado es el 1,3. Los tres llevan desde a hasta c.

Se deja al lector demostrar

- La restriccién empleada al demostrar la Prop. 3.1.1.a) para
elegir, en cada reiteracién del proceso, x (x. ) como la pri-
mera (Gltima) de las ocurencias reiteradas' de’cierto vértice,
hace que el camino elemental C': a = b esté univocamente de-
terminado.



Eliminando dicha restricciédn pueden obtenerse otros, también
elementales, a 2 b. Tal el caso del 1,3 indicado poco antes.

- Un L-camino es no elemental si y sbélo si puede obtenerse por

concatenacibén de un subcamino inicial de longitud 1.2 0, de

1
otro, central cerrado de longitud 12 # 1 vy de un subcamino
final de longitud 13 = 0, con l1 Y 13 no simultineamente
nulas y tales que 11 + 12 + l3 = L.

Nétese que las particiones del tipo indicado no estin univoca-
mente determinadas.

Asi por ejemplo el 4-camino p,4d,p,r del digrafo

P admite una particioh del tipo indicado

T N con 1,=0,1=2, 1=2 7y otra
\L/ con 1. =1,1=2, 1=1.

1 2 3

Muy frecuentemente, un abuso de lenguaje similar al que hemos
indicado poco m&s arriba es el que lleva a identificar un cami-
no simple con el conjunto de sus elementos; o sea, con el sub-
digrafo inducido por sus arcos.

Notemos al respecto que el concepto "camino" lleva implicito el
de "sucesién" y que por lo tanto admite ocurrencias reiteradas

de un mismo elemento, situacidn que no es admisible considerén-
dolo como "conjunto".

Para enfatizar, cuando nos referimos al conjunto de elementos
de un camino y no a la sucesibén que lo determina podriamos con-
venir en designarlo s=-camino ( como apdcope de subdigrafo ca-
mino) pero esto nos llevaria a una terminologia innecesariamen-
te pesada, puesto que del contexto podremos deducir, en cada
circunstancia, cudl es la interpretacidn adecuada.

Al referirnos a caminos no simples cabe una observacién aniloga
pero respecto de "multiconjuntos" ( es decir, de conjuntos con
eventuales ocurrencias repetidas de sus elementos). Por lo pre-
cedente y de acuerdo con lo que es usual emplearemos el vocablo
camino para referirnos, tanto a la sucesidén de arcos y vértices
que lo determina como al multiconjunto de sus elementos.

’



Creemos oportuno indicar que de los libros consultados el que
mayor énfasis pone en destacar dicho abuso de lenguaje es el de
Busacker y Saaty (B 1). Al respecto pueden consultarse detalles
que incluimos en 3.15.

El indicado abuso de lenguaje 1lleva a identificar los caminos
elementales con los minimales en sentido conjuntista (es decir,
con los que no contienen propiamente otro camino de iguales ex-
tremos) y a decir, cuando C = C 8 C que C es unién de C . c
sugiriendo asi una conmutat1v1dad que no existe. z

Lo precedente lleva a enunciar la

Proposicién 3.1.2
a) Todo camino C : a 2 b (eventualmente a = b) es unién de un
camino elemental C': a 2 b y de caminos cerrados.

b) 8i C es simple, dichos caminos cerrados son arco disjuntos
con C' y entre si.

Por aplicacidn reiterada de la proposicidn anterior resulta que
los caminos cerrados a los que se hace referencia pueden supo-
nerse elementales, de donde el

(oreolario

Todo camino cerrado simple es unidén de caminos cerrados ele-
mentales, arco disjuntos dos a dos.

Nétese que la descomposiciédn implicita en la proposicién ante-
rior no esti siempre univocamente determinada.

As{ por caso, el camino 1,3,4,5,6,7 del Ejemplo. 3.1.1 puede
suponerse obtenido por concatenacion del camino abierto 1,3 con
el cerrado 4,5,6 vy el abierto 7; o bien, a partir de los abier-
tos 1 ; 5,6,7 v del cerrado 3,4.

Dado un camino cerrado C : u_, R
1 2 L
circuito (generado por C) a la clase de todos los caminos que

u ,u (L > 1) diremos

se obtienen a partir de C, por permutacidn circular de sus ele-

m t . : Y ’ . . A 4 !
entos Lo notaremos (C) u1 u2 uL (ul)

Si C es minimal, en el sentido de no ser obtenido por concate-



nacién de alglin subcamino propio consigo mismo, el circuito se
dird de longitud L .

En el Ejemplo 3.1.1 1los tres caminos : 4,5,6 ; 5,6,4y 6,4,5
definen un mismo circuito de longitud tres.

Clasificaremos los circuitos en simples, elementales, eulerianos
o hamiltonianos cuando gozen de esas caracteristicas los caminos
que los generan.

Es inmediato que cada camino cerrado define, en forma canébnica,
un circuito y que a cada circuito de longitud L pueden asociar-
se los L caminos cerrados minimales que lo generan.

Esto es lo que induce muy frecuentemente, a identificar el con-
cepto ‘"circuito" con el de ‘"camino cerrado" (que a su vez se
confunde con el de "“s-camino").

Al respecto notemos, que de acuerdo con la terminologia de To-
ranzos (T 1), nuestros caminos simples (caminos elementales) se
dirian "caminos" ("caminos simples") si fueran abiertos y "cir-
cuito" ("circuito simple") en el caso de ser cerrados. Algo si-
milar ocurre con ciertos autores de lengua inglesa (ver 3-15).

Distinguir entre circuitos y caminos cerrados es fundamental en
problemas de recuento o de enumeraciébn asi como al aplicar con-
catenacidén. No obstante, por comodidad de expresidén, siguiendo
la costumbre, y sobreentendiendo que el significado correspon-
diente se deduce del contexto en el que se lo usa diremos "cir-
cuito" o "camino cerrado", indistintamente.

Con tal convencién podremos afirmar: _

- En cada vértice x de un circuito elemental dx = dx =1,

- Un subdigrafo cubriente, unién de circuitos elementales dis-
juntos dos a dos, es un 1-di-factor.

- Todo circuito simple es unidén de circuitos elementales sin
arcos comunes entre si.

Respecto de la concatenacidn de circuitos cabe la siguiente ob-
servacién.

Dados dos caminos cerrados 01 )4 02 con al menos un vértice en

10



comin, es factible elegir adecuadas permutaciones circulares de

sus elementos, de forma que los caminos resultantes Ci Y Cé

sean tales que el extremo final de uno coincida con el inicial
del restante y puedan concatenarse, dando asi lugar a un camino

cerrado C3.

Salvo casos particulares 1la sucesién que lo determina no queda
univocamente determinada ni aflin a menos de permutacibdn circular.
No obstante, para todo 03 asi obtenido, el nGmero de ocurrencias

de sus elementos se mantiene.

Tal el caso, por ejemplo, si C1 Y C2 tienen mé&s de un vértice

comin o si alguno incide mds de una vez en el vértice comin.

En particular, con los circuitos 3,4,(3) v 4,5,6,7,9,(4) del
Ejemplo. 3.1.1 pueden obtenerse : 3,4,5,6,7,9,4,(3) y también
3,7,9,4,5,6,4,(3).

Pese a la ambigliedad y sobreentendiendo que se ha fijado uno de

los posibles caminos C3 apelando al citado abuso de lenguaje

diremos, de acuerdo con lo habitual, que el circuito definido
por C3 se ha obtenido por concatenacién de C1 con C2.

Notemos que es frecuente decir "C3 es unibn de C1 con Cz".

De acuerdo con referencia leidas, en (B 12) se hace una extensa
recopilacién de resultados, conjeturas y bibliografia relativas
a circuitos, asi{ como interesantes comparaciones con cuestiones
similares para el caso no dirigido y en (R 8) se estudia el nG-
mero de digrafos sin circuitos

En 3.14 citaremos algunos otros de los trabajos en donde se
profundiza el estudio de las nociones due nos ocupan.

Para numerosos y variados problemas de la Teoria de Grafos sera

Gtil emplear, en lugar de las habituales operaciones del cuerpo
real, ciertas "operaciones generalizadas", cuya eleccidn depen-

11



derd del problema a resolver. En particular, aplicaciones de
las "operaciones booleanas" pueden verse en Camion (C 5) Fortet
(F 1),(F 2), Hammer-Rudeanu (H 16), Maghout (M 6), etc. Algunas
de sus aplicaciones a problemas de transitabilidad seré&n consi-
deradas oportunamente.

Recurriendo a las operaciones booleanas, Hens (H 17) estudia el
problema de hallar, en digrafos fuertemente conexos,un conjunto
de circuitos linealmente independientes y el de determinar un
conjunto con un nimero minimo de vértices cuya eliminaciédn lle-
ve a un digrafo sin circuitos distintos de bucles. Para resol-
verlos, supone conocer todos los circuitos elementales Y reduce

el problema a otro, de programacidn lineal entera, que resuelve
siguiendo los lineamientos dados en Fortet y Camion. E1l enfoque

indicado también puede verse en Hammer-Rudeanu.

Por otro lado, en (M 7) se dan "algoritmos de aproximaciédn" pa-
ra determinar un conjunto minimo de vértices cuya eliminacién
lleva a eliminar todos los circuitos y se estudia el problema
andlogo para el caso no orientado. A su vez en (L 3) se estudia
la determinacidn, con el mismo objeto, de conjuntos minimos de
arcos y de vértices.

Otra cuestién de interés, que estd vinculada con el mismo pro-
blema es la siguiente

Como aproximar la relacidén I' por una de orden I'' (I''< ry 2

Referencias bibliograficas Y comentarios pueden verse en (D.2).

Por otra parte, muchos problemas de transitabilidad equivalen a
resolver sistemas de ecuaciones lineales en estructuras alge-
braicas apropiadas.En particular, en Gondran (G 7) se generali-
za un trabajo de Carré (C 6) y se da un interesante andlisis de
como diferentes problemas de transitabilidad pueden resolverse,
dentro de estructuras algebraicas que dan cabida a variantes de
algoritmos clésicos para resolver dichos sistemas (Jacobi-Gauss
-Seidel) como asi también, formular algunos otros.

La misma temdtica fue tratada en (G 8),(G 9),(G 10 Ch.3),(G 11)
En Roy (R 9), donde se sigue la formulacién de Gondran, se hace
un extenso estudio de éstas "algebras de caminos".

Adem4s de los numerosos trabajos citados en (G 7),(G 10), (R 9)
Yy de los que citaremos en 3.5, otros en los que también se han
considerado operaciones generalizadas, para abordar cuestiones
de caminos, son (K 14),(M 8),(M 9),(M 10),(M 11),(R 10).

12



En particular, en (M 9) se ve que ciertos problemas de transi-
tabilidad no tienen cabida dentro de las formulaciones clasicas
de "algebras de caminos" y se los estudia en una estructura al-
gebraica mds general. Los algoritmos dados aparecen como gene-
ralizaciones de otros, para hallar caminos optimos en digrafos
valuados. En (M 10) se da una versidén resumida del (M 9).

3.2 ACCESIBILIDAD Y FUERTE CONEXIDAD

Al conjunto de vértices de cada multidigrafo G puede asociarse
la siguiente relaciédn de preorden (reflexiva Yy transitiva) :
rPs si y sblosi r =8 o bien s es accesible desde r.

Este relacién que diremos preorden de accesibilidad P es ademis
de orden (reflexiva, transitiva, antisimétrica débil) si y sébdlo
si G carece de caminos cerrados distintos de bucles.

Mas precisamente, si G = (V,I') es un digrafo sin caminos cerra-
dos distintos de bucles vy sblo entonces, su relacibdn de prece-
dencia I' determina una relacién de orden.

Recordemos al respecto la cita (D 2) y digamos que en (G 12) y
(G 18) se caracterizan los grafos cuyas aristas pueden orientar-
se de forma que el digrafo resultante sea el de una relaciédn de
orden. A su vez en (G 19) se da un algoritmo para resolver este
problema. El caso particular en que G es &rbol fue considerado
por Wolk (W 6),(W 7).

Por otra parte, sabemos que a cada conjunto finito V ordenado
estrictamente por la relacion < puede asociarse su Diagrama de
Hasse (digrafo sin bucles H = (V,U) tal que (a,b) e U si b4
sélo si a es cubierto por b; es decir, si y sélo si a < b Y no
existe otro ¢ tal que se satisfagan a < ¢ < b).

Para el caso de 6rdenes amplios ( < ) corresponderia asignar un
bucle a cada uno de sus vértices, pero esto, habitualmente, se
omite. As{ entonces, en ambos casos H carece de circuitos Yy de
"arcos superfluos".

Un interesante problema vinculado con lo dicho es el siguiente:
Cuando es factible asignar orientaciones a las aristas de un

grafo sin bucles de forma que resulte el Diagrama de Hasse
de algin conjunto ordenado ?

13



Es claro que wun tal grafo debe ser "libre de tfiangulos", es
decir, no debe contener como subgrafo a K_. »
Nesetril-Rodl (N 3) demostraron que dicha condicién también es
suficiente para el caso de grafos planares mientras que para el
caso general no caben caracterisaciones tan simples.

La cuestibén de los grafos libres de triAngulos cuyas aristas no
admiten orientaciones que los transformen en Diagramas de Hasse
aparece vinculada con la posibilidad de colorear los vértices
de un grafo de forma que los adyacentes tengan colores diferen-
tes. Deben tener al menos 11 vértices, tal como el hallado por
Grotzsch (G 13) y por Mycielski (M 12) ; reproducido en Pretzel
(P 1). Notemos al respecto que en su interesante trabajo de re-
copilacién, Pretzel observa que el citado grafo fue construido
como ejemplo de grafo libre de tridngulos, 4-cromitico.

La blsqueda de conexiones entre la Teoria de Conjuntos Ordena-
nados y la de los Grafos fue abordada por numerosos autores.Con
referencia a este tema sbélo citaremos (P 2),(R 11),(R 12),(R 13)
Yy (T 4). En (R 13) se da una extensa lista de resultados propios
de la teoria de grafos que pueden aplicarse en la de los conjun-
tos ordenados.

Si P es un preorden de accesibilidad y ponemos r E s cuando se
satisfacen ambas r P s ; s Pr se tiene que B es una relacidn
de equivalencia (reflexiva, simétrica, transitiva). La designa-
remos relacidén de interaccesibilidad.

Las clases que ella determina estan constituidas por un Gnico
vértice o son tales que para cada par de vértices x, y existe
un camino x =3y y otro ¥ = x; o equivalentemente, existe un
circuito que los contiene.

Los submultidigrafos de G que inducen los vértices de esas cla-
ses de equivalencia son sus componentes fuertemente conexas.
Si es (nica, G es fuertemente conexo.

En particular, G = (V,') es fuertemente conexo si y sblo si

para todo x ; I'(x) =V ( idem F—l(x) =V )

La posible existencia de arcos no incluidos en circuitos impide
afirmar que todo multidigrafo puede obtenerse como unidén de sus
componentes fuertemente conexas.
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La nocién "cadena" (ver 3.8) nos permitird introducir, en forma
similar, las de "conexidad" y "componente conexa".

Una determinacién por recurrencia, del nGimero de digrafos fuer-
temente conexos de orden n y de aquellos de orden n con m aris-
tas, puede verse en (L 4).

La precedente relacién de equivalencia E nos lleva a construir,
a partir de un multidigrafo G, otro que notaremos ch y dire-
mos cociente de G por fuerte conexidad.

Mas precisamente, las componentes fuertemente conexas de G se
identifican con los vértices de ch , que tiene tantos arcos de
la forma (x,y) como arcos (p,q) con p« X, e vy hay en G.

De la definicidn resulta inmediato que ch carece de circuitos.

Ejemplo 3.2.1

o's @

> J;i o @
G \,3

Gy, \\\\\Q&GJ}
> >6
o

Se dice condensado (reducido) de G al digrafo obtenido a partir
de ch identificando los arcos paralelos.

Su relacién de precedencia define una de orden sobre el conjun-
to de sus vértices, los que a su vez representan clases maxima-~
les de vértices de G, interaccesibles dos a dos.

Obviamente, los vértices de G que pertenecen a las clases maxi-
males (minimales) de su condensado no tienen descendientes (as-
cendientes) fuera de los que estin en su propia clase y a los
de las restantes clases no se puede volver luego de abandonarla.
La determinacién de las componentes fuertemente conexas de un
multidigrafo G es de interés en numerosos problemas y en parti-
cular para simplificar el andlisis de la transitabilidad en G.
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3.2.1- Algoritmo para determinor las componentes fuertemente
conexos de un multidigrafo finito .

1) Inicialmente ningln vértice esti marcado. Se elige un vér-
tice y se lo marca con + y con -

2) 8i X estd marcado + se marca + todo vértice 2z tal que
exista arco (x,z) y se reitera 2) tanto como sea posible.

3) S8i x estd marcado - se marca - todo veftice 2z tal que
exista arco (z,X) y se reitera 3) tanto como sea posible.

4) Los vértices marcados con ambos signos pertenecen a la com-
ponente fuertemente conexa que contiene al vértice marcado
en ocasién de aplicar 1).

5) 8Se los excluye del multidigrafo en estudio Y se vuelve al
paso 1, excepto no haya mis vértices que considerar.

En (K 5, Cap 3- 27) se da una versidn matricial del mismo Y se
indica que el método fue propuesto por Malgrange.

Es claro que para determinar las componentes en cuestiédn de ca-
da conjunto de arcos paralelos basta elegir uno. Por ello sin
pérdida de generalidad puede suponerse que G es digrafo.

En tal caso, las componentes fuertemente conexas de (V,') estén
determinadas por la clausura reflexivo-transitiva de .

Mas precisamente, el método dado corresponde al hecho de que la

componente fuertemente conexa del digrafo (V,I") que contiene al

vértice x es el subdigrafo inducido por [(x) N F—i(x).

Las componentes fuertemente conexas también pueden hallarse re-
curriendo al siguiente concepto.

Una matriz A es reducible si existe wuna permutacién n tal
que si Il es la matriz con n, . = 1 si j = n(i)

1.3 0 caso contrario
en la matriz particionada
A’ A'
A' = n—choH = }1 %2 ambas matrices A, ; A!
A21 A22 11 22

son cuadradas y al menos una de las restantes es nula.
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Es claro que las filas y columnas de A' devienen de una adecua-
da renumeracién de las de A. 8Si estld elegida adecuadamente, la
matriz A' toma la forma "triangular superior"

Aa
A con matrices A., , 1 £ i £ h,
Al 22 ii

cuadradas, posiblemente nulas’

hh

Proposicibn 3.2.2
Si P es la matriz precedencia de un multidigrafo G, dos
de sus vértices estin en una misma componente fuertemen-
te conexa si y sblo si, para cierta matriz de permuta-
cién M1, sus correspondientes columnas y _filas estédn en
un mismo bloque diagonal de la matriz [1 ~oP.ll.

Corolario: G es fuertemente conexo si y sblo si su matriz de
precedencia es irreducible.

Aplicando lo anterior al Ejemplo. 3.2.1, y para la siguiente I,
donde en lugar 0 pondremos . , se tiene :

F 1 . . . . . o] 0°'1. 12 0 0 0 O
1 . 1 0.0 0 1 0 O
. .1 TTTYUTTI0. 2 1 0 O
1 = . 1 P'= V10 0 0
T R ST ST &
R 0 ‘10 1

= . . . . . 1 ] i :1..0..0:}

Un algoritmo no matricial para determinar componentes fuertemen-
te conexas es, entre otros, el de Tarjan (T 5).

En (F 3) se da un algoritmo para determinar conjuntos minimales
de aristas de cierto grafo G, cuya contraccién lleva a la cons-
truccién de un digrafo fuertemente conexo. Dicho algoritmo vale
también para configuraciones valuadas.

Luego, en 3.5 y 3.13, indicaremos otras formas de hallar compo-
nentes fuertemente conexas.
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Se sabe, Robbins (R 14), que asignar direcciones a las aristas
de un grafo de manera que resulte un digrafo fuertemente conexo
es posible si y sbélo si el grafo es conexo sin istmos ( o sea,
es 2-conexo (ver 3.9)). En (A 3) se propone para ello un algo-
ritmo que recurre a la determinacidn de un afbol cubriente.

En (N 4) se vuelve sobre resultados de (N 5) que extienden el
de Robbins y en (S 6) se estudia la posibilidad de restaurar 1la
fuerte conexidad de un digrafo, reorientando los arcos que res-
tan luego de eliminar uno.

Por otro lado, algunos de los resultados ligados con ésta tema-

tica e incluidos en Lovasz (L 5) fueron reencontrados por Berge
en (B 13) v (B 14).

En (D 3) se da un procedimiento que permite, dadas arbitraria-
mente dos orientaciones fuertemente conexas de un mismo grafo,

obtener una de ellas a partir de la otra.

Otro importante problema relacionado con la accesibilidad es el

de la "reduccién transitiva"; es decir, el de determinar en un
digrafo G wun conjunto minimal de arcos tal que el subdigrafo

inducido por ellos permita recuperar todos los caminos de G.

Para el caso de digrafos (V,I') sin circuitos, se obtendri el
Diagrama de Hasse del conjunto V, ordenado por I,

De acuerdo con referencias leidas, los primeros en abordar este
problema han sido Moyles-Thompson (M 13) y Hsu (H 18). Sus res-

pectivos algoritmos requieren modificaciones.

Noltemeier (N 6) demuestra que para el caso de digrafos finitos
sin circuitos dicha reduccidn es Gnica vy esti compuesta de los
arcos cuyos extremos no son conectados por caminos de longitud
L > 2. Ademds, da un algoritmo que mejora el de Hsu.

Este problema también fue resuelto por Roy (R 15). En (P 3) se
analizan que condiciones imponer a G para que los resultados de

Roy puedan extenderse a grafos infinitos.

En (M 14) se dibé un algoritmo para hallarla, supuesta la fuerte
conexidad y en (M 15) otro, para digrafos arbitrarios.

A su vez el dado en (G 14) para el caso de digrafos sin circui-

tos se funda en una modificacién del de Roy-Warshall (ver 3.5)
para hallar clausuras transitivas.
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Otra forma de calcular 1la reduccidn transitiva de un digrafo sin
circuitos, que hace uso de 1la representacién matricial booleana
fue propuesta por Marimont (M 16). Véase Prop. 3.13.4.

Un problema similar al anterior, que parece ser mas accesible,
es el de construir un digrafo H con nimero minimo de arcos, no
necesariamente subdigrafo de G, tal que las respectivas clausu-
ras transitivas de H y de G coincidan.

Un algoritmo para resolverlo en el caso de digrafos sin circui-
tos fue dado en (A 4), donde ademids, se ve que la complejidad
computacional de determinar 1a reduccibn transitiva equivale a
la de hallar la clausura transitiva.

Dicho problema y el de hallar la clausura transitiva, de digra-
fos sin circuitos fue estudiado por Goralcikovi Y Koubek (G 15)
quienes proponen un algoritmo que mejora el dado en (A 4) vy es
posible extenderlo para hallar las clausuras transitivas de di-
grafos arbitrarios. En (G 16) proponen un algoritmo para hallar
las reducciones transitivas de digrafos sin circuitos bas&ndose
en uno de Schnorr (8 7) para hallar clausuras transitivas.

En (L 6) se analizan, simulténeamente, 1la determinacién de 1la
clausura y la reducciédn transitiva mejoréindose algoritmos dados
en (I 1). A su vez, en (B 15) vy en (H 19) se consideran rela-
Ciones entre ambos pProblemas para el caso de ciertos digrafos.

Un par de interesantes problemas a considerar en digrafos fuer-
temente conexos son los siguientes:
i) Existe alguna relacién entre las longitudes de los distintos
caminos cerrados que contiene ?
ii) Hay algln valor L tal que partiendo de un vértice X, arbi-
trario, pueda llegarse a todos los restantes y al propio x
con caminos de longitud L ?

Ejemplo 3.2.2

El digrafo G dado a continuacién contiene, entre otros, los ca-
minos cerrados : a,b,c,d,f,9,c,d4,a / a,b,c,d,a / a,e,c,d,a /
a,e,f,g,c,d,a / f,9,c,d4,f / cuyas respectivas longitudes son :
8’ 4[ 4’ 6, 4.
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Visto que los caminos cerrados elementales de G tienen longitud
4 o bien 6 resulta que en G todos los posibles caminos cerrados

a construir tendrén longitud L =44+ 2.k, para algin entero
no negativo k.

Para considerar los problemas 1i); ii), siguiendo la linea de
(K 15 Cap.1) recurriremos al siguiente Lema 3.2.3.

Otra aproximacidén puede verse en (D 4), donde se recurre al re-
sultado : si G es fuertemente conexo el miximo comlGn divisor de
las longitudes de sus circuitos coincide con el de las longitu-
des de sus circuitos elementales y con su "indice de imprimiti-
vidad".

Lema 3.2.3 :

Un conjunto de enteros positivos n,,i € I, que es cerrado bajo
adicién contiene, excepto a lo sumo un numero finito, todos los
miltiplos de su mdximo comun divisor, o equivalentemente, con-
tiene todos sus miltiplos "suficientemente grandes".
Demostracién

Si el m.c.d. del conjunto en cuestién es d > 1, dividiendo por d
todos los ni se obtiene un conjunto de enteros primos entre si
Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, puede suponerse que el
m.c.d. de los enteros dados es d = 1. En tal caso, se sabe, es
posible expresar 1 como combinacion lineal entera de dichos en-
teros, o sea, tener : 1 = n1a1 + n2a2 + . . .+ nkak (afs Z).
Si agrupamos, separadamente, los n, con coeficientes positivos y
aquellos de coeficientes negativos, como por hipbtesis, el con-
junto dado es cerrado bajo adicidn deben existir, en el conjunto
dado, dos enteros positivos m , n tales que m - n = 1.

8i g es suficientemente grande (por caso gq > n.(n-1) ) podemos
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poner q = a.n + b = (a-b).n + b.m; con a2 n-1; 0< b < n-1.
Como por hipébtesis el m.c.d. de los enteros considerados es d=1,
el valor q debe estar en el conjunto en cuestién y esto termina
la demostracién.

Corolario
Si di es el m.c.d de las longitudes de los caminos cerrados que
contienen cierto vértice i,todos los mhltiplos "suficientemente

grandes" de di son longitudes de algln camino cerrado que con-

tiene el vértice i.

En efecto, si Nii es el conjunto de las longitudes de los cami-

nos cerrados que contienen i, de a

M

N.. ; be N.,. resulta
ii ii
que ( a + b ) = Nii' Luego, del Lema resulta que todo miltiplo

"suficientemente grande" del valor di esti presente en Nii'

En particular, en el digrafo anterior di = 2, cualquiera sea el

vértice i y se tiene que a excepcién del 2 todos los restantes

pares son longitud de algiin camino cerrado.

Proposicibdn 3.2.4

Si G es un multidigrafo fuertemente conexo y d el maximo comin

divisor de las longitudes de sus caminos cerrados, entonces
'Las longitudes de sus caminos i 3 j son congruentes mod. 4,
|cua1esquiera sean los verftices i,j, no necesariamente i # j.

Demostracién

Por hipdtesis G es fuertemente conexo Y por lo tanto el conjun-

to Nij' de las longitudes de los caminos i = j, es no vacio.

Conservando la notaciédn del corolario anterior veamos ahora que

cualesquiera sean i, j wvale di = dj = d.

En efecto, supuesto a e Nij , b e Nji por Corolario anterior vy

para k suficientemente grande se tienen : a + b + k.dj € Nii;
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a+b+ (k+1).dj € Nii'
Asi entonces, a + b + k.dj + dj = «.di + dj = 3.di, con a < f3,

o, naturales; de donde, dj es miltiplo positivo de di'

Asimismo, de b+ a+ k'.di & ij Yy b + a4+ (k'+1).die ij
se obtendrd que di es miltiplo positivo de dj'

Por lo tanto 4. = 4. = 4.
1 J

Supuesto ahora que : ae N,. , be N,. , ¢c = N,. se tiene que
1] J1 1]

(b + a) & N Yy (b +c¢c) e ij ; por lo tanto ambas (b + a) y

i3
(b + ¢) son mOhltiplos de d.

En consecuencia, a = ¢ (mod. d) y esto termina la demostracidn.

De lo precedente resulta que si G es fuertemente conexo

i) las longitudes de sus caminos i = j son de la forma

k.d + tij para cierto 0 = tij < d ; en consecuencia
son congruentes con tij mbédulo d. En particular, los
cerrados son congruentes con tii = 0 (mod. 4).

ii) Adem&s, a partir de cierto ko’ cualquiera sea k > ko ,

resulta que k.d + tij es la longitud de algGn camino

i j.

iii) 81 p = Nij Y 9e Nji entonces (p + q) = Nii' Por
lo tantop + q = kld + tij + kzd + tji = k3d + tii de
donde t. .. 6 + t.. = 0 (mod. 4)

ij ji

iv) 8i p = Nij Y ge Njk entonces (p + q) Nik' Por
lo tanto kld + tij + kzd + tjk = k3d + tik de donde
tij + tjk = tik (d)

De lo anterior resulta que la relacién R definida por iRj si

y sblo si tij 0 (mod. d) (mls precisamente tij = 0) es una
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relacién de equivalencia en el conjunto de vértices. Sus clases

se dirdn "clases resto mod. 4" o mis brevemente "clases R.".

d
Como en G hay caminos de longitud L « {0,1,2, . . ,d,d+1,....}
puede afirmarse que hay exactamente d clases Rd.
De tij + tjk = tik (mod. 4 ) resulta que tij = tik si1 vy
sblo si tjk =0 es decir, si y sbélo si ambos 3j, k estéin en
la misma de las clases R..

d
Luego, si hay un camino i = x de longitud L = k.4 + tij re-—
sulta que x pertenece a la Rd—clase tij Yy todos los caminos
i 2 X tienen longitud L = tij (mod. 4) ; de donde la
Proposicidn 3.2.5

Si G es fuertemente conexo y el m.c.d. de las longitudes de sus
caminos cerrados es d 2 1 entonces su sostén G~ es d-partido.
Luego, sus vértices pueden partirse en d clases tales que: si
d > 1, los de una misma clase son no adyacentes entre si)

Si se supone que para recorrer cada arco es necesaria una unidad
de tiempo, la longitud de cada camino coincide con el tiempo que
lleva recorrerlo.

Con esta convencibdn y lo visto mas arriba puede afirmarse la
Proposicidn 3.2.6

Si G es fuertemente conexo vy el m.c.d de las longitudes de sus
caminos cerrados es d, cada "mensaje" enviado desde i en t = 0,

alcanza en tiempo T

]

tij (mod. d) sdbélamente a vértices de la

Ra

vértices de la Rd—clase tij son alcanzados simult&neamente.

-clase tij' Ademds, si T es suficientemente grande, todos los

Notemos que el "mensaje" vuelve a cada una de dichas clases con
periodo d y que si d = 1 hay una Gnica clase. En este caso
a partir de un tiempo ‘"suficientemente grande" el mensaje se
recibe simultAneamente en todo vértice.
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Ejemplo 3.2.3

En el siguiente digrafo hay caminos cerrados de longitud 2,3,5,
6,etc.; luego d = 1 vy todos los vértices pertenecen a la misma

e

d
a < .

A

A continuacidén se indican los tiempos en los cuales es recibido,
en cada vértice, un mensaje emitido en a, para t =0 .

a 0 2 3 4 5 Puede verse que a partir de t = 5
b 1 3 4 5 todos los vértices lo reciben si-
c 2 4 5 multineamente.

d 3 5

"Ejemplo 3.2.4

En el digrafo del Ejemplo 3.2.2 los caminos cerrados tienen lon-
gitudes 4,6,8,10,12, etc. pero no los hay de longitud impar y el
m.c.d. a considerar es d = 2.

Su grafo sostén es bipartido y sus clases estan formadas,respec-
tivamente, por los vértices {a,c,f} , {b,d,e,qg}.

La siguiente tabla indica tiempos en que sus vértices son alcan-
zados por un mensaje originado en a, ent = 0.

QOO0 W
WNRWNPRP O
(SUNE RS RS IS
NN g o
W W oo o

A partir de T = 4 todos los vértices de la clase {a,c,f} son
alcanzados en tiempos 2.k y a partir de T = 5 en tiempos 2.k+1
se alcanzan todos los de la clase {b,d,e,f}.

3.3 CONFIGURACIONES SIN CIRCUITOS

Para destacar la importancia que puede tener el conocimiento de
la presencia de circuitos ( o equivalentemente, la de caminos
cerrados ) observemos que
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- a toda relacién de orden corresponde un digrafo que carece
de circuitos distintos de bucles

- 81 G representa una situacién que involucra relaciones de
precedencia estricta, 1la existencia de caminos cerrados
implica la de errores en los datos que llevaron a la cons-
truccidén de G; es decir, denuncia la inconsistencia de los
datos considerados.

Por otra parte, puede ser de interés observar que los digrafos
sin circuitos permiten representar sistemas de "ecuaciones en
cascada'; es decir, del tipo

= M4 = . > 2.
fl(xl) k ; xh fh(xl,xz,. °'xh-1) ; h2 2
Asi{ por ejemplo
:orfe:p?zdexalxststema x1 =k ; x2 = fz(xl) ; x3 = f3(x1,x2) ;
4 " T4 71772737

Si G es un multidigrafo sin circuitos y sbélamente entonces es

factible

a) numerar sus vértices de manera que cada arco sea de la forma
(i,j) con i < j. Asi entonces, el numero asignado a cada
vértice es estrictamente menor que el de todos sus sucesores

b) introducir un orden lineal en su conjunto de arcos, noténdo-

los de forma que si el vértice final de v coincide con el
inicial de w entonces v = u ; w = u con h < k.

¢) idem b) pero con h > k. h k

Es claro que si la denominacioh de los arcos respeta b) y en
el orden asi inducido u, es el primero de los arcos con vértice
inicial x. Para hallar “"todos los caminos que lo tienen por ex-

tremo inicial, bastarid limitarse a considerar, sbélamente 1los u

- . h
con h > 1.

Una afirmacién similar cabe para el caso de caminos con vértice
final prefijado.

El concepto "pila", que daremos en 3.7 nos permitir& construir
un tal orden.
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Constatar la existencia de caminos cerrados (o equivalentemente
de pares de caminos a =3 b ; b 2 a) a partir de la definiciébn
o de los resultados que daremos en 3.13 al considerar operacio-
nes matriciales presupone un proceso tedioso y poco préactico.

En cambio, visto que si G carece de caminos cerrados tiene vér-
tices de entrada y vértices de salida el problema que nos ocupa
puede abordarse, en forma cbédmoda, con el siguiente

3.3.1 - Algorilmo para verificar st un muliidigrafo fintto G
carece de caminos cerradoes.

1) Marcar todos sus vértices de salida (entrada) y pasar a 2).
2) De los vértices restantes marcar todos aquellos que tengan
ahora, todos sus sucesores (predecesores) inmediatos marca-

dos y reiterar 2) tanto como sea posible.

El multidigrafo en cuestién carece de caminos cerrados si y sé-
lamente si todos sus vértices han sido marcados.

Otra forma de enunciar el algoritmo anterior es la siguiente:

1) Eliminar de G todas sus salidas (entradas) notar G'al multi-
digrafo resultante y pasar a 2)

2) Reiterar 1) aplicéndolo a G', en tanto sea posible.

Utilizando la matriz de precedencia y refiriéndonos en particu-

lar al caso de los vértices de salida, el algoritmo anterior
admite la siguiente forma, que es f&cil de implementar.

1) Marcar todas las filas con todas sus componentes nulas.
Eliminar dichas filas f , sus correspondientes columnas c.
Yy pasar a 2). 1 1
2) Reiterar 1) en la matriz recién construida.

La configuracién estudiada carece de circuitos si y sblo si el
algoritmo lleva a eliminar todas las filas y columnas.

En forma similar podria operarse considerando entradas Y colum-
nas en lugar de salidas y filas, o también, analizando simulta-
neamente filas y columnas.

De lo precedente cabe la siguiente reformulaciédn dada por Mari-
mont (M 17).
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3.3.2 Una matriz es de precedencia de un multidigrafo sin ca-
minos cerrados, (es decir, es de precedencia estricta)
si y sbélamente si cualquier submatriz principal tiene
al menos una fila con todos sus elementos nulos.

Segln veremos en 3.13, de 3.3.2 resulta una forma cdémoda para
determinar si una matriz es nilpotente.

Si hay caminos cerrados, aplicando el algoritmo anterior tanto
como sea posible se obtiene una "matriz residual’ que carece de
filas y de columnas constituidas sélo por ceros.

Del ejemplo que sigue resulta, que en tal caso, no puede afir-
marse que todos los vértices representados en ella pertenecen a
circuitos (idem, que al aplicar el algoritmo 3.3.1 sélo quedan

sin marcar los vértices que pertenecen a caminos cerrados).

a b c

a 1 1 .

a, —>b—> ¢ b . . 1
c . . 1

Una tal matriz no da informacioh completa sobre eventuales in-
terrelaciones entre los circuitos de G, salvo en casos especia-

les (ver (H 21),(H 22). Para un estudio ms profundo puede re-
currirse al digrafo cociente ch.
Por otra parte, el concepto "pila" ( ver 3.7 ) permite resolver
el problema anterior aplicando un algoritmo que seglin senalan
en (D 5) es, en general, mis eficiente que el de Marimont.

Una caracterizaciébén Gtil es la siguiente.

3.3.3 -G carece de caminos cerrados si y sblo si es posible dar
una particidén de su conjunto de vértices en niveles N.
(i 2 1) tales que si X = N. todos sus sucesores estén
en niveles Nr conr > j.

En particular, si todos los vértices de cada nivel de G tienen
sus sucesores inmediatos en el nivel siguiente, suele decirse

que G es secuencial.

Los niveles quedan ordenados en forma total vy estricta por la
relacién Ni < Nj si y sblo si i < j.
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M&s precisamente:
Si G carece de caminos cerrados aplicando las siguientes reglas
es posible fijar un "ordenamiento por niveles ascendentes".

1) Las entradas de G constituyen N Yy se pasa a 2) aplicéndola

1

a G1= G - Nl.

2) Cualquiera sea i > 1; si Gi es vacio el ordenamiento ha ter-

minado, caso contrario las entradas de Gi conforman Ni+1 b'é
se pasa a 3).
. .= G, - N, i i+ i.
3) S8e nota Gl+1 G1 Nl+1 Y se repite 2) para (i+1l) en vez de i

A partir del ordenamiento generado por las reglas precedentes,
para hallar otros, también por niveles ascendentes, basta rei-
terar la operacidn que sigue :

Si X € N_ y todos sus sucesores estédn en niveles Nk' k2k>h
trasladar x hasta algGn Nr con h<r < kb' °

En forma andloga, pero considerando las salidas en lugar de las
entradas puede darse un "ordenamiento por niveles descendentes".

Las particiones que inducen 1los ordenamientos por niveles as-
cendentes Yy los ordenamientos por niveles descendentes suelen
ser diferentes.

El método que hemos indicado para fijar un ordenamiento por ni-

veles ascendentes es fAcilmente adaptable para el empleo de la
matriz de precedencia ( idem de precedencia booleana).

Al respecto enunciaremos el siguiente procedimiento que segln
(K 5, Cap.3.28) fue propuesto por Demoucron.

3.3.4.-8ean: G=(V,U) un multidigrafo sin circuitos, P su matriz
de precedencia, S1 el vector que resulta de sumar todos

los vectores filas de P y V1 el conjunto de vértices a-

sociados a las componentes nulas de Sl'

Los vértices de V1 son las entradas de G y con ellos se
compone el nivel Nl'
Si Vv'= (v - Vl) = @ el ordenamiento ha terminado, caso
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contrario se calcula el vector S2 sumando sébélo las filas

de los vértices de V’.
Las componentes nulas de 82 que no figuran en S1 deter-

minan los vértices V2 del nivel Nz.

Si VvV'- V2 =0 el ordenamiento ha terminado, caso con-

trario se reitera lo anterior aplicéndolo a Vi'=(Vv'-~ V2).
Y asi{ sucesivamente.

El método anterior también puede ser utilizado para detectar si
hay caminos cerrados. Efectivamente, si existen circuitos y sb6-
lo entonces alguno de 1los Si(i 2 1) carece de componentes nulas

Los anteriores métodos de ordenamiento por niveles estin impli-
citos en los dados para constatar la existencia de caminos cer-—
rados Yy sin modificaciones esenciales pueden adaptarse para

"ordenar por niveles los arcos ". ‘

Asi por ejemplo , dado

b
ar’BzzaL\\L\\aﬁg__‘_d
\\_—/‘ s
q

los niveles ascendentes de sus vértices son N1= {a,d}; N
N3= {c} vy los de sus arcos Ni = {p,d,s}; Né = {r}

2= {b};

Considerando niveles descendentes tendriamos N = {c}; N_= {b,d};
N3= {a} para vértices y Ni = {q,r,s} ; Né= {p} en arcos.

Los ordenamientos por niveles de vértices, o de arcos, ayudan a
elegir, para el caso de mutidigrafos sin circuitos, representa-
ciones topolégicas mas claras y ficilmente manejables. Son uGti-
les también para el manejo de la informaciédn en computadoras.

Por otra parte, los ordenamientos precedentes pueden extenderse
parcialmente a los multidigrafos G que admiten caminos cerrados.
Basta, para esto, aplicarlos a las respectivas configuraciones
cociente. En tal caso todos los vértices de una misma componen-

te fuertemente conexa de G pertenecerdn a un mismo nivel en ch

29



3.4 ALGUNOS ALGORITMOS PARA DETERMINAR, CAMINOS

El problema de hallar caminos, presenta variaciones de distinta
indole. Por ejemplo, puede interesar :la determinacién de todos
ellos o de sOlo algunos; idem pero restringiéndonos a los cami-
nos simples, o a los elementales, o a los que tienen longitudes
acotadas, o extremos prefijados, etc. Por lo tanto los algorit-
mos propuestos para tratar esta cuestidédn son muy diversos y nu-
merosos.

En 3.13 veremos que para decidir sobre el nGmero (o la existen-
cia) de caminos a = b con determinada longitud, cualesquiera
sean los vértices a,b, puede utilizarse el producto de matrices
(o de matrices booleanas). Por esto, para hallar caminos, son
frecuentes los algoritmos que recurren a procesos inspirados en
el producto de matrices. En particular, un andlisis de varios
"algoritmos matriciales" puede verse en (K 14 Vol. II).

Pero habitualmente seria mas eficaz, pues exigen menor numero de
operaciones, optar por otros, basados en el uso de ordenadores,
O en el Algoritmo de Roy-Warshall (3.5), que permite determinar
la clausura reflexivo-transitiva de una relacién (las componen-
tes fuertemente conexas de un digrafo) sin recurrir al producto
de matrices.

La idea bisica de dicho algoritmo es

Fijada una numeracidn de los vértices Y procediendo recursiva-
mente sobre k, determinar a partir de k = 1, caminos i = 3
con todos sus vértices interiores numerados a lo sumo k.

Oportunamente (3.6) daremos algoritmos fundados en el mismo.

A continuacidén nos referiremos a procedimientos para determinar
caminos, sustentados en otras operatorias.

Un procedimiento que permite determinar todos los caminos sim-
ples ( elementales ) de un multidigrafo G, con vértice inicial
prefijado, arbitrario, pero que implica "reiterar semiestrellas
positivas" es el del '"diagrama arborescente" que esbozamos a

continuacién.
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Dado el digrafo

Algunos de sus caminos simples de vértice inicial 1 estan indi-
cados en el esquema

Una adecuada modificacidén del mismo permitiria determinar todos
los caminos elementales, maximales, de vértice inicial 1, o sea
a,d,g; a,e,f,g; b,c,d,9; b,f,q.

En general vy en virtud del nGmero de operaciones involucradas
este método es poco conveniente, ademis,si sélo interesaran al-
gunos de los caminos el procedimiento anterior seria inGtilmen-
te largo.

Formalizando la idea de "avanzar tanto como se pueda y retroce-
der lo minimo necesario" puede darse el siguiente

3.4.1- Algoritme de Trémaux (citado por Lucas (L 7)) para veri-
ficar st existien caminos a = b y en tal caso determi-
nar wno de ellos, gue sea simple.

1) Hallar, para algln vértice v1 un camino simple 01 i a s v1

Y pasar a 2)

2) 8i b= Ci ( 121 ) el camino hallado es uno de los que
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llevan desde a hacia b y el objetivo est4d logrado.

Caso contrario, si existen arcos de vértice inicial A aln no
tomados en cuenta para hallar Ci se lo extiende con alguno de
el camino simple a = v, construido

+1 i+l
Y se reitera 2). aplicdndolo a i=i+1. Si no hay tales arcos

ellos. Se nota Ci

pasar a 3).

3) Eliminar (por superfluo) el arco final de Ci (i21) de-
signar Ci+1 el camino asi obtenido y volver a 2) aplican-
dola al nuevo camino, excepto si Ci+1 es el camino nulo que

determina el vértice a y se han utilizado todos los arcos

de extremo inicial a. En este caso no hay caminos a = b.

4

La finitud del nimero de arcos en G permite deducir que si al
considerar la etapa 2 omitimos el an4lisis relativo al vértice
b y las reglas se reiteran tanto como es posible, todos los ar-
cos de los caminos de vértice inicial a serdn superfluos en al-
guna etapa.

Asi entonces, si b es accesible desde a, cualesquiera sean las
sucesivas elecciones de arcos, se determinari un camino simple
a=b.

Por otra parte, es claro que cualesquiera de éstos puede reen-
contrarse mediante elecciones oportunas al aplicar el método en
cuestidn.

Nbétese que el algoritmo dado lleva a que cada arco se considere
en 0, 1, o 2 oportunidades y en este caso, una vez en el senti-
do de su orientacién y la otra en el opuesto.

Por otra parte, sélo requiere "informacién local",en el sentido
de que en cada etapa puede aplicarse sin necesidad de conocer
el digrafo en su totalidad.

8i ademas, para cada vértice se indicara cual fue el arco que
permitidé alcanzarlo por primera vez, podrian determinarse cami-
nos elementales de vértice inicial a.

Visto que todo vértice es accesible desde si mismo, al menos de
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forma impropia, resulta que el conjunto de los vértices accesi-
bles desde ¢« coincide con el de los marcados mediante la apli-
cacién del siguiente procedimiento:

Se marca « Yy se reitera tanto como posible la regla :
Si p estd marcado y existe arco (p,q), se marca q.

Fundado en la misma idea se inscribe el siguiente

3.4.2- Aigoritme para hallar, supuesto que b es accesible desde
@, caminos a =3 b de menor longtitud.
1) Se marca a con 0 vy se pone Ao = {a}.
2) Sea Am (m 2 0) el conjunto de vértices marcados m.
8i b e Am se pasa a 3), caso contrario se marcan m+1l
los vértices finales de arcos cuyo vértice inicial fue
marcado m Yy se reitera 2) aplicindolo a A

m+l’
3) Se determina, en forma regresiva vy a partir de b un

camino a=X.,,X.,.....,X =D con arcos X.,X, ;
ol 1' ’ m ( ll l+1)l

I‘A\

X, A, ; 0= 1 m.
i i
La justificacién del algoritmo puede hacerse por induccién.

Otro problema de sumo interés es el de enumerar y/o contar los
caminos elementales y por lo tanto simples.

Este problema, para el cual se han propuesto numerosos métodos,
ser4 considerado en 3.6.

A continuacién reformularemos algunos de los resultados del ex-
tenso trabajo monografico de Derniame Yy Pair (D 5) en donde se
ensaya una descripcidén algebraica unificada de problemas rela-
tivos a caminos. En particular, a partir de algoritmos para ha-
llar caminos se resuelven mediante homomorfismos problemas re-
lativos a la existencia de ellos o a la evaluaciédn de su nUmero.

El esquema adoptado permite abordar problemas atinentes a "lon-

gitudes generalizadas", en donde la longitud de un camino puede
representar : costo, tiempo, probabilidad, capacidad, etc.
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Conservando, en lineas generales, la notacibén de (D 5) conside-
raremos en el conjunto de las sucesiones finitas de caminos las
operaciones : agregar a continuacibn (U) y producto (o) defi-
nidas, respectivamente, por

a)
) ] 1) — [ ] §
(c1 cz, . .,ch) U (cl,cz, . .,ck) (C1'Cz' . ch c1 2 . ,ck)
b)
[} - o ? o L ° L]
(C1'Cz' ,C ) o (c1 2, .,ck) = (c1 Ci» ¢y C)» c, Cy
' ' ° ! . .« ° l,.., © ',.., -] '
+1Cpe C Kk’ Cp° C1. C,e Co, c, Cy c, c1 ch ck

En términos informales, el producto o de dos sucesiones es la
sucesién que se obtiene concatenando todos los elementos de una
con todos los de la otra.

Por lo tanto extendiendo lo visto en ocasién de definir la con-
catenacidn de caminos resulta que la operacién o introduce en
el conjunto de sucesiones una estructura de semigrupo no conmu-
tativo si los caminos se indican por vértices y arcos, pero una
de monoide si de los caminos sblo se dan sus arcos.

Por otra parte, es claro que la operacion U es asociativa, no
conmutativa y que la sucesién vacia A (sucesiédn carente de ca-
minos) es neutro para dicha operacién. Asi entonces, en dicho
conjunto la operacién U introduce una estructura de monoide no
conmutativo para el cual

(C1 CZ' 'Ch) g A = A o (C ,C) = A.

1:Cor h

Para los algoritmos que siguen convendremos que K[x,y,1] denota
una sucesién de caminos X = Y con longitud L £ i y que cada
arco (x,z) serd indicado sz

Por comodidad, si x (resp. y) se supone prefijado vy por ende
constante, en lugar de K[x,y,i] pondremos K{y,i] (resp. K[x,i])

3.4.3- Algoritmo para determinar todos los caminos de longt tud
L £ p, con extremo final y, prefijodo, arditrario.

1) K[x,0] = {vy} si

X Y
A si ¥« Y.

Non
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2) Reiterar, para los sucesivos i =1,2,..p, Y para todo

U (C._ o K[z,i-11))

vértice x K[x,i] = K[x,i-1] u (zev %z

Si ademds, en cada etapa se indicaran los arcos ( vértices ) de
los distintos caminos hallados el proceso anterior permitiria
determinar caminos simples (elementales)

Por otro lado, la existencia de caminos X =3 y o la evaluacién
del nilmero de ellos resultan de los siguientes algoritmos, que
pueden obtenerse por homomorfismos a partir del 3.4.3 (ver D.5).

3.4.4- Algorilmo para constatar la existencia de caminos x = y,
de longitud L £ p , con y prefijado, arbitrario,

1) k[x,0] = 1 si x=v
0 si x#v.
2) Reiterar para los sucesivos i = 1,2, . .,p Y para todo
vértice x

kix,i] = klx,i-1]1 « (zzv (cxz ~ klz,i-11))

donde c

%z 1 si hay arcos (x,z)

0 caso contrario
v ; ~ denotan las operaciones de supremo e infimo.

3.4.5- Algoritmo para contar los caminos x =2y , de longitud
L = p, con y prefijado, arbilrario.

1) kI[x,0] = 1 six=1yv
0 sixmy
2) Reiterar para los sucesivos i = 1,2, . .,p Y para todo
vértice x.

k[x,i] = k([x,i-1] + § (|cxz| . klz,i-11).
zeV

donde |cle es el nGmero de arcos (x,z) y +, . denotan las
operaciones de suma y de producto habituales.

Otros de los algoritmos dados en (D 5) para determinar los ca-
minos Xx =3 y cualesquiera sean Xx,y, se basan en las ideas que
sustentan el procedimiento de Dantzig para hallar distancias, o
en el de Roy-Warshall (3.5), o en el concepto de pila (3.7).
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Segﬁn se especifica, de las experiencias hechas resulta que el
fundado en la nocién pila es, generalmente, mis eficaz gue los
restantes.

En numerosos algoritmos se recurre explicitamente a érdenes to-
tales prefijados sobre los conjuntos de vértices o de arcos.
Para algunos, dicho orden es arbitrario, para otros debe satis-
facer requerimientos particulares. Dentro de esta Gltima clase
se incluye el que daremos a continuacién.

3.4.6- Algoritmo para determinar en un multidigrafe G, sin ca-
minos cerrados, todos sus caminos de extreme final y ,
con y arbitrarto, prefijado.

Lo puntualizado al comienzo de 3.3 permite suponer que en este
caso los arcos de G se han designado ul, uz,...., um de forma
tal que

si el vértice final de ui coincide con el inicial de uj, i> 3.

A efectos de la formalizacidén convendremos que el vértice ini-
cial ( final ) de cada arco ui seri notado wi ( zi ).

Asi{ entonces, cada vértice admitiri tantas designaciones wl(z )
como arcos lo tengan por vértice inicial (final).

1) _ {y} si x=y
K[x,0] = si X2 vy

2) Reiterar para los sucesivos ui=(wi,zi) , 1 e {1,2,3,...,m}
K[wi,1] = K[Wi,l—l] U ( (wi,zi) o K[Zi,l—l] )
K[x,i] = K[x,i-1] si x# wi.

La eficacia del algoritmo resulta de lo siguiente:

- por aplicacién de las reglas dadas se determinan caminos de
longitud L = i; i e {0,1,2,....,m} con vértice final vy.

- cualquiera sea x, todo camino C: XYy con primer arco
u k £ i, estd contenido en K[x,i]

La dltima afirmacién puede demostrarse por recurrencia sobre 1i.

En efecto, si el primer arco de C es uk , X = wk. 8i k < i

36



por hipbtesis inductiva C estd en K[x,i-1] vy por lo tanto en
K[x,i]. En cambio, 8i k=1, C = (wi,zi) o C' donde C' es el
camino nulo {y} o cierto camino de vértice final y, con primer

arco u h € k-1. También ahora, por hipbétesis inductiva, tene-

hl
mos que C est& en K[x,i].

Ejemplo Sea G

.
v
v

v
-

. >
d [
Una ordenacién de los arcos, compatible con las exigencias del

algoritmo, es la que resulta de considerar la sucesidén de los
indices en el siguiente esquema

Con el orden total asi inducido vy las notaciones convenidas se
tiene: a=w_; b=z _=w_=w_ ; Cc=2Z_=2Z =W =w_ ; d=w_ ; e=z ; y=z =z .
6 6 "3 "5 3 4 "1 "2 4 1 ¢ Y23y

Aplicando el algoritmo tendremos:

para i=0 que K[x,0] = {y} six =y ; A si x = v,

para i=1 si X=c=w, K[wl,l] = Ay ((wl,zl) a A) = A
" si x#c K[{x,1] = K[x,0]

para i=2 si x=c=w, K[w2,2] = K[w2,1] u ((wz,zz) a {y}) = u,
Y si x#w2 K[x,2] = K[x,1]

En la siguiente tabla se resumen las sucesivas sucesiones de ca-
minos que resultan aplicando el algoritmo en cuestién.
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Para obtener los de su i-ésima columna deben conocerse todos los
de la columna (i-1).

i 0 1 2 3 4 5 6
Y {v} {y} {y} ({y} {v} {v} {v}
a A A A A A A u6u3u2 ; u6u5
b A A A u3u2 u3u2 u3u2 : u5 u3u2 ; u5
A A u2 u2 u2 u2 u2
d A A A A u4u2 u4u2 u4u2
e A A A A A A A

3.5 CLAUSURAS TRANSITIVA Y REFLEXIVO-TRANSITIVA

En 1.3 hemos definido, de acuerdo con lo que es habitual, como
"clausura de una relacidén R respecto de cierta propiedad P " a

la que es intersecciébn de todas aquellas que contienen R y sa-
tisfacen P.

Si no hay tales relaciones, la clausura en cuestidébn es vacia.

En dicha ocasidén hemos observado que nuestra "clausura reflexi-
vo-transitiva" habitualmente es designada "clausura transitiva'".
Al respecto, Roy (R 15) observa que ésto no es algebréicamente
correcto pero la adopta por concesidén al uso habitual y propone,
para la que denominaremos "clausura transitiva" el nombre "“fer-
meture p-transitive". En (D 5) se la designa "fermeture transi-
tive stricte" y en (H 16) "fermeture transitive algébrique".

Dada una relacién "€ V x Vv la determinacién de su clausura
reflexiva es inmediata, pero no vale igual afirmacién respecto
de su clausura transitiva, la que estd estrechamente ligada con
los caminos del digrafo (V,[).
*
En efecto, dado G = (V,I") vy notando " a la clausura transitiva
*x
de I' resulta que vy eI (x) si v sblo si G contiene al menos un

camino no nulo desde x hasta y (eventualmente x = Y).
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Mas precisamente :

A cada digrafo G = (V,I') puede asocilrsele su clausura refle-
xiva incorporéndole un bucle en cada vertice que no sea ya so-
porte de uno ; su clausura transitiva G* = (V,F*) poniendo

*
gael” (p) si sélo si en G existe al menos un camino no nulo

ol

desde p hasta Y su clausura reflexivo-transitiva ( o de
-~ -~ ~ X
(G,’'), con =T o I ( I= identidad )

preorden ) G

Es ficil verificar que

M

* *
1- I = u I =(ruit)
2- ' =" e = Y, I'", para i 2> 1.

i

En particular, si I' es definida en un conjunto de n elemen-
* i )

tos I' = Ui r,1<1i%<n.

x
3- X es soporte de un bucle en G si y sblo si x pertenece a

caminos cerrados de G.

4- < X, ' > es fuertemente conexo si y sblo si F(x) =V

’

(o equivalentemente F_d(x) = V) cualquiera sea el vértice x.
*
5- G es fuertemente conexo si y sblo si en G hay arcos (x,vY),

(y,x) cualesquiera sean los vértices x,y ; x # v.

Retomando lo afirmado en 3.2 respecto del preorden de accesibi-
lidad se tiene

3.5.1 8i G = (V,I') carece de caminos cerrados distintos de bu-

cles y sblo entonces, el preorden asociado a su clausura
reflexivo-transitiva, es un orden.

~

En este caso en G pueden reflejarse todos los conceptos propios
de la teoria de los conjuntos ordenados.

Oportunamente consideraremos distintas representaciones matri-

ciales de un mismo multidigrafo G Y veremos como, operando con
ellas, puede obtenerse informacidén respecto de sus caminos, es
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decir, sobre las clausuras citadas.
En dicho contexto serid necesario recurrir a reiterados produc-
tos de matrices, pero ésto es poco praético.

Para decidir sobre la existencia de caminos a 3 b un procedi-
miento eficaz, f4cil de implementar y que no conlleva producto
de matrices es el propuesto, independientemente, por Warshall
(W 5) v por Roy (R 15),(R 16), ver también (H 16).

Aplicado a las matrices de orden n requiere del orden de n3
operaciones booleanas, similar al del que implica efectivizar
un Unico producto de dichas matrices.

Al formalizarlo matricialmente el mismo utiliza explicitamente
el orden total, pero arbitrario, que se induce en el conjunto
de vértices al atender a sus respectivas designaciones.

En términos coloquiales el algoritmo consiste en repetir, tanto
como sea posible y a partir de la matriz de la relacién, la si-
guiente operaciébn.
ICcopiar todos los 1 de la fila k, en cada fila que tenga un 1
en la columna k.

Véase que la operacidn anterior equivale a incorporar un arco
(1,3) supuesto que existan previamente los arcos (i,k); (k,j) vy
a conservar los restantes.

En términos algebriicos 1la operacidn indicada implica pasar de
una matriz booleana de componentes ai 3 a otra de elementos
b, . conb, ., =a. . a, a, .). '
i,j i, 1,5 Y (i~ 3, 5)

Al aplicarlo a partir de la matriz precedencia de un digrafo G
se obtiene su clausura transitiva vy aplicéndolo a partir de 1la
correspondiente a la clausura reflexiva de G se tiene la de su
clausura reflexivo-transitiva.

Para hallar la clausura reflexivo-transitiva de G = (v,[') puede
calcularse I'* y luego incorporar bucles, si es necesario, o
bien determinar directamente la clausura transitiva de " U 1I.

Creemos, que la primera de las maneras indicadas es mas fructi-

fera, pues si bien hallarla a partir de ' U I puede presentar
algunas ventajas formales (por ejemplo : lleva a considerar ma-
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trices booleanas con diagonal unidad), ello implica perder in-
formacidn (por ejemplo, saber si cierto vértice pertenece a un
circuito de G).

3.5.2 ALGORITHO DE ROY-WARSHALL poara determinor lo clausura
transitiva de una relacidn.

Dado el digrafo G = (V,I') de vértices 1,2,. . ,n Yy su matriz

de precedencia P(G) sean
0

C = P(G)
k k - - -

Ck = (c, ,) econ c¢. . = ck % v cg 1 A ck % ) ; 1< k<n
i,3 i,3 i,3 i,k k,]

. . . k .
Por recurrencia resulta que las sucesivas matrices C (0<k<n)
son tales que

c? j =r 1 si hay arco (i,j) o existe camino i = j (no nece-
! sariamente i # j) con todos sus vértices interiores
numerados a lo sumo k.
0 en caso contrario.

En efecto, los eventuales arcos se conservan y ademés, existen
caminos i % j (posiblemente i = j) con todos sus vértices inte-
riores numerados a lo sumo k: si Ya existen caminos i = j con
todos sus vértices interiores numerados a lo sumo k-1 o si hay
caminos i 3 k ; k= j con sus respectivos vértices interio-
res numerados a lo sumo (k-1).

k
Como en las matrices C se satisface lo dicho Y G es de orden n

n L.
C" da su clausura transitiva.

Es faéil verificar que el algoritmo anterior aplicado a una ma-
triz simétrica da una matriz de igual caricter.

Ejemplo 3.5.1

Aplicaremos, ahora, el metodo anterior para hallar la clausura
transitiva del siguiente digrafo
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m 111.
3 \6 . 1
S S N
.3 \\$5 11
=] 1 -
111 . T 11
.. 1 .1
1 111 .. 11 3 2
= C=C
¢ 11
1 .1
11111 1] 111111
. .11 1 .1 . 111
C4_ 111111 111111
- 11 1 111
.1 .11 1) | -1 .111

Obviamente, para tener la matriz de la clausura reflexivo-tran-
sitiva del digrafo considerado basta agregar, en la Gltima de
las matrices halladas un 1 en la componente de posicibn §5,5.

Del algoritmo resulta que una componente gf_} =90 deviene
ck = 1 si sblo si ck_1 ck_1 =1 ’J
i, ° Y ik ~ %k,
.. k k-1 k k-1
Adem4s, fijado k ci,k = ci,k ; ck,j = ck,j ; por lo tanto

el valor de c,

’ ?

para obtener c? interesa sblo para i=k=j.

Seglin destaca Sahni (S 1), lo precedente y algunas otras
. ' . , . n
clones permiten simplificar el programa de cdlculo de C .

rela-

En (Z 3) se propone
construidos "ad-hoc".

implementarlo empleando A&rboles con raiz,

Por otra parte, como todas las componentes de valor 1 en cierta

42



h . . . . .

C , se mantienen en las posteriores, la siguiente operacidn L
. 0 .

(que enunciaremos para cuando C = P + I) da una forma préactica

, k
de operar para obtener las sucesivas C .

A partir de Co =P+ I vy conocida Ck_l, verificar para cada
k-1 _ ) " on ) k-1 _ k-1 _ k-1 _
ci,j = 0, si hay una "L de términos Ck,k = ci,k = ck,j = 1.
. , k ) k
Si tal "L" existe, ci j = 1 ; caso contrario ci j =0
’ ?

Si Cn es la matriz clausura reflexivo-transitiva vy sus i-ésima
Y Jj-ésima fila (columna) coinciden, visto que los elementos de
su diagonal principal son 1 puede afirmarse que los respectivos
vértices estdn en una misma componente fuertemente conexa.

n n n R .

En efecto, de ¢. . = ¢, . =¢. . =1y la supuesta identidad de
1,1 J[J 1IJ n

la i-ésima y la j-ésima fila (columna) resulta ¢, . =1 vy por

14

lo tanto, que ambos i,j pertenecen a una misma componente. Por
otra parte, si ambos vértices estén en una de esas componentes

las respectivas filas (columnas) sin iguales.

Asi entonces, en tal caso, los conjuntos maximales de filas (o
de columnas) iguales fijan la particién de vértices cuyas clases
inducen las componentes fuertemente conexas de G.

En el ejemplo anterior ellas estan dadas, respectivamente, por
los vértices 1,3 // 5 // 2,4,6.

Aplicando el método matricial indicado en 3.2 al Ejemplo 3.5.1
y para la siguiente matriz de permutaciébn [I

F 1 . . . . ] "1 1 1 1 1 1]

1 1 1 1 1 1 1

.1 . . 0. 1 1 1 1

n= . tendremos 1 01 1 1
. . . .1 1 1 1 1

i .1 ] i . 1_
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Por otra parte en (P 4) v (K 16) se estudia la fuerte conexidad
de digrafos aleatorios y en (B 16) la existencia de subdigrafos
cubrientes, fuertemente conexos, minimales.

En 3.13 veremos otras maneras de hallar las componentes fuerte-
mente conexas, pero recurriendo al uso de potencias de matrices

El algoritmo de Roy-Warshall fue objeto de generalizaciones.

En particular, Tomescu en (T 6), (T 7) considerd matrices a va-
lores en semigrupos con orden de semireticulado. En (T 8),(T 9)
se limita al caso de operaciones booleanas. En (T 7) indica que
Nolin en (N 7) utilizando una estructura algebraica similar ha
propuesto otra generalizacién del método y en (T 10) da una me-
jora del método estudiado en (T 8).

Destaca dque el cilculo en cuestidn esta ligado con la determi-
nacion de clausuras reflexivo-transitivas, asi como con proble-
mas de transporte, de distancias o de capacidades.

Por su parte Robert y Ferland (R 17) lo extienden a estructuras
que incluyen como caso particular a las booleanas. Muestran la
utilidad de dicha generalizacidn indicando aplicaciones de ella
a problemas relativos a caminos, a distancias, a transportes Yy
a maquinas secuenciales.

3.6 CAMINOS ELEMENTALES

Muchos de los métodos para estudiar la transitabilidad recurren
al uso de matrices definidas "ad-hoc" y operadas de acuerdo con

reglas basadas en el habitual producto de matrices, aln cuando
son computacionalmente poco eficaces, vya que ello presupone la
ejecucidén de un elevado nimero de operaciones.

Posiblemente el mé&s conocido de los métodos que caben dentro de
dicho esquema es el denominado "Multiplicacién Latina", al cual
nos hemos referido brevemente en 3.1. E1l mismo refleja en tér-
minos matriciales la operacidén de concatenacién y permite enu-
merar simultineamente, todos los caminos de un digrafo que sa-
tisfacen ciertas restricciones prefijadas. Ellos quedan deter-
minados por sucesiones de vértices.

En 3.4 hemos dado varios algoritmos para determinar caminos con
diferentes condiciones restrictivas. Nuestro objetivo ahora es
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considerar el caso de los caminos elementales.

A este respecto, el citado método de "multiplicacién latina"
implica aceptar exclusivamente, sucesiones de vértices sin ele-
mentos repetidos, a excepcibdn de que sean el primero y el Glti-
mo de la misma.

Mas precisamente, dado un digrafo se construye la matriz M
poniendo mi . ij si hay arco (i,j)
+J %] en caso contrario.

[2] (2]

En M cada componente mi 3 contiene todas las ternas ikj
’
de elementos i # k # j tales que mi K 20 v mk j 2 O o bien
’ ’
esm, . =60 si tales ternas no existen.

Andlogamente, M contiene todas las (h+1)-uplas i, . . ..k, ]

sin elementos repetidos excepto quizds i = j, posibles de cons-
(h-1]

m. .
ik li

supuestos i # k # j , o bien es vacio si tales sucesiones no

truir con h-uplas i, . . .,k < y pares k,j em

existen.

En (K 5),(K 7),(K 13),(H 16) se da una formulacién ligeramente
distinta de la precedente, consideri&ndose una matriz M' cuyos
elementos responden a la siguiente definicién :
S T
! 7 caso contrario

Poniendo . en lugar de © ilustraremos este método aplicéndolo
al siguiente ejemplo.

b . ab . ad . b . d
////7\\\$@£> M = ba . bc é Mr=|2 c :
a . . cc c . . c
\i,\/j db dc . . b ¢
aba adb abc+adce . adba . adbc abcd
M[2] . bab . bad+bcd M[3] . badb+bcdb Dbadc .
=} . cdb cdce . = lcdba . cdbc
dba . dbc ded . . . dbad+dbcd
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La validez de los resultados obtenidos es fAcilmente verificable
en el esquema precedente.

Para extender el método anterior al caso de multidigrafos pro-
piamente dichos, basta observar que la sustitucién de cada con-
junto de arcos paralelos por uno Gnico, con iguales extremos,da
lugar, a partir de cada multidigrafo G a un digrafo G'cuyos ca-
minos elementales determinan, previas adecuadas substituciones
de arcos, los caminos elementales de G.

En (Ch 4) hemos hecho una revisién de numerosos métodos para e-
humerar o contar caminos elementales, y hemos propuesto uno que
es aplicable directamente en multidigrafos, y que sirve de base
a otro para decidir sobre la existencia de tales caminos.

El método en cuestidn, que recurre a ciertas matrices y opera-
ciones especiales, permite contar los caminos elementales i 2> 3
de longitud L (1 £ L £ n) que tienen un mismo arco inicial. La
informacidn contenida en dichas matrices permite construirlos.

Destaquemos, que en la bibliografia de (Ch 4) fue omitida, por
desconocimiento, la muy completa e interesante publicacibn de
Kaufmann y Pichat (K 14).

Otro método, también considerado en (Ch 4) y en (K 14 Cap 25 B)

mas eficaz pues presupone menor ndmero de operaciones, pero que
no lleva a determinar, directamente, todos los caminos de igual

longitud es el siguiente, que se basa en el dado Algoritmo de
Roy-Warshal.

De acuerdo con este método, los caminos elementales de cada di-
grafo G se ir&n determinando en un orden que es independiente
de sus respectivas longitudes y sdlo depende del que induce la
designacién de sus vértices.

3.6.1 Algoritmo pora determinar los caminos elementales.

Sea G un digrafo de orden n Y P(G) la matriz tal que

pi 3 = i,] si existe arco (i,j)
! o en caso contrario
. . 1 1
A partir de P(G) se construye la matriz Q = (qi j ) con
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qg. . = pP. . si i=1 o j=1 ; o bien

p. . / el conjunto de sucesiones de la forma 1i,1,j
con i# 1= j, eventualmente i = j, siempre

que pi’1 208 v pl,j z 0.

Nétese que en Q1 quedan representados todos los caminos elemen-
tales de longitud uno y aquellos de longitud dos cuyo vértice

interior es el 1.

. -1
En general, a partir de Qh + 1 £ h-1 < n, se construye Qh

cuyo elemento qg i es qi j
’ ’

nes que resultan de concatenar las sucesiones i, ...,h conte-

agregado al conjunto de sucesio-

idas \ iy
nid en ql’h qh,J

que la sucesibén i,...,h,...j carezca de elementos reiterados,

con las sucesiones h,....,j e supuesto

excepto posiblemente i = j.

La recurrencia que lleva a la construccibén de Qh permite afir-
mar que en ella quedan indicados todos los caminos elementales
de longitud uno y aquellos (abiertos o cerrados) con todos sus
vértices interiores numerados menor o igual que h.

Como todo camino elemental es arco no tiene al menos un vértice
interior 1 £ i € n, al hallarse Q quedan determinados todos

los caminos buscados.

Ejemplo

Dado %K/“\\ Y poniendo . en lugar de ©
/l>4 . 1,2 1,3 1,4

2\ 2,1 . 2,3 .
P(G)=
w ( ) ) ) ) 3’4
4,1 4,2 . .

. 1,2 1’3 1I4
1 2,1 2,1,2 2,3/2,1,3 2,1,4
Q =
. . . 3,4
4,1 4,2/4,1,2 4,1,3 4,1,4

omitiendo, por razones de espacio, las '"comas" entre los digitos
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se tendrén :

121 12 13/123 14
2 21 212 23/213 214
Q = ) i ) 34
41/421 42/412 413/423/4213/4123 414/4214
3 121 12 13/123 14/134/1234
Q= 21 212 23/213 214/234/2134

. . . 34
41/421 42/412 413/423/4213/4123 414/4214/4134/4234/42134/41234

. 4 . . 3
la cuarta fila y la cuarta columna de Q coinciden con las de Q ; los
restantes elementos de las tres primeras columnas son,respectivamente

lra.) 121/141/1421/1341/13421/12341 — 21/2341 - 341/3421
2da.) 12/142/1342 — 212/2142/2342/23412/21342 - 342/3412
3ra.) 13/123/1423 - 23/213 - 3413/3423/34213/34123

Consideraciones similares a las hechas con referencia al método

por multiplicacién latina permiten extender el procedimiento
anterior al caso de multidigrafos propiamente dichos.

Por otra parte notemos que el algoritmo anterior puede aplicar-
se, sin mayores modificaciones, para determinar caminos simples
de multidigrafos.

En efecto, si en vez de los vértices extremos de los arcos to-
mamos en cuenta sus respectivas designaciones, el metbédo prece-
dente permite, previo modificaciones inmediatas, determinar los
caminos simples de cualquier multidigrafo.

Asi por ejemplo, dado

a
s
k_d/
tendremos
a/b . . . a/b .
. c . 1 . . c .
P(G) = | 4 ) el 2 "l a adaszab . e



a/b ac/bc .

Q2 _ . . c .
"1 da da/db dac/dbc e
. 3 4
Finalmente, Q° = Q estin dadas por
acd/bcd a/b/acdb/bcda ac/bc ace/bce
cd cda/cdb c ce
d da/db dac/dbc e/dace/dbce

. . .

Puede verificarse que la matriz anterior enumera todos los ca-
minos simples del digrafo del ejemplo.

Ahora, pero a diferencia de lo que sucede al determinar caminos
i i+l )
elementales, puede suceder que al pasar de Q "a Q se modi-

fique la fila (columna) i-ésima.
3.7 PILAS ASOCIADAS A UN MULTIDIGRAFO

Frecuentemente, al considerar multidigrafos gin circuitos con-
viene fijar en su conjunto de arcos un orden tal que si el ex-
tremo final de u coincide con el inicial de v entonces u es
precedido, en dicho orden, por v.

El arco final de cada camino precede, en un orden asi fijado, a
los restantes arcos del mismo camino.

Una manera de lograr tal ordenacién es emplear la nocién "pila
asociada".

Antes de dar la definicidn correspondiente digamos que el con-

cepto "pila" estéd ligado con el de monoide y formaliza la si-
guiente idea.

En una pila sus elementos sbélo pueden agregarse o quitarse de a
uno por vez Y esto de forma tal gque en cada instancia sbélo se
altera su "extremo superior" (o "cabeza").

Del método operatorio adoptado resulta que el primero (Gltimo)
de los elementos incorporados es el (ltimo (primero) en ser re-

tirado. Por esto, en la bibliografia en legua inglesa son fre-
Cuentemente designadas "LIFO list” (Last In - First Qut).
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La nocién "pila" se muestra Util en cuestiones de tratamiento
de informacidn y en particular en teoria de lenguajes. Aparecen
naturalmente al considerarse programas de computacidn para cuya
ejecucidén es necesario apelar a subprogramas auxiliares,los que
deben ser completados antes de volver al programa principal, y
esto en orden inverso del fijado por sus respectivos llamados.
Es Util también para abordar problemas relativos a caminos Y a
componentes fuertemente conexas.

Esta nocién permite dar, al respecto, algoritmos que suelen ser
mds eficientes que los formulados basindose en otras ideas.

Fué introducida en 1962 por Genuys (G 17) y utilizada, por Pair
(P 5) vy por Derniame (D 6) en sus respectivas tésis doctorales.
En su relacién con caminos tambien fue ampliamente utilizada en
(D 5) v (K 14 vol. II).

El conjunto M de sucesiones finitas de elementos de cierto con-
junto U, incluida la sucesién vacia A y la operacién de conca-
atenacién * determinan el monoide (M,*,A).

Se dice pila sobre U a toda sucesiédn finita (mo,ml,mz, . . ,mk)
de elementos de dicho monoide, tal que:
1) mo = mk = A
2) para cada i = {1,2, . . Kk} existe ai U tal que
= * i
s mi mi_1 ai ( 1 es una entrada de ai)
m, =m, * (. ( i es una salida de a. )
i-1 i i i

Otra forma habitual de enunciar estas condiciones es :
m_q (mi) es el factor izquierdo de m, (mi 1); de lon-

gitud menor (mayor) en uno que la de mi (mi 1).

Los distintos m, (0= 1= k) son los estados de la pila ( son

palabras del monoide) y el Gltimo elemento de cada m, # A es

la cima del estado m (oel i-esimo tope de la pila).

La mayor de las longitudes de las palabras contenidas en una

pila es su altura.
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Una pila sobre U es simple si ninguno de sus elementos tiene mas
de una entrada y simple cubriente si ademads en ella aparecen to-
dos los elementos de U.

Dos pilas construidas sobre el conjunto U = { p,q,r,s } son :

m m m
o ™ M 3 4 5 M M Mg
P, A p pq pPq9 pags pad  pq p A
P, A p Pq par  pq p A

En la primera pila, que es de altura cuatro, 2 y 3 son entradas
de q, mientras que sus respectivas salidas son 7 y 6.
La segunda pila es simple tiene siete estados y altura tres.

En una pila simple
1) a € mi si vy sblo si : entrada de a4« £ i < salida de «.

2) si o esta presente en cierto estado m. Y {3 es el tope de
dicho estado, entonces o = 3 o la entrada de a es anterior

a la de f3.

A continuacién supondremos que G = (V,U) es un multidigrafo sin
circuitos. Con tal hipbtesis las siguientes reglas dan una pila
(simple) asociada a G, segln arcos.
1) 8i m,
) i-1
X , entonces : si existe un arco w de vértice inicial x

es no vacio y su Gltimo arco v tiene vértice final

que ain no ha entrado en la pila, i es entrada de w ; caso

contrario i es salida de v

2) Si m, es vacio y existe un arco w que atn no ha entrado

i-1

en la pila, entonces i es entrada de w ; caso contrario mi 1

es el (iltimo estado de la pila.

De la definicidén resulta que los estados de la pila asociada a
G son caminos simples Yy que si el i-ésimo estado corresponde a
un camino de longitud L =2 1, su cima es el dltimo arco del ca-
mino en cuestién.
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Distintas pilas simples asociadas al siguiente digrafo

son A A VA i
1 1 2 5
V 1,4 1,3 2,5 5,6
1 % 4 6 1,4,6 1 2,5,6 5
/275\/‘ 1,4 1,4 2,5 A
N 1 1,4,6 2
1,3 1,4 A
1 1
A A

Proposicibn 3.7.1 :

8i G carece de circuitos, el extremo final de v
el inicial de w Y ambos aparecen en una pila,
salida de w precede a la de v.

coincide con
entonces, la

En efecto, si la salida de v
entrada de w seria anterior a i. !

Si la salida de w fuera posterior a i ; w seria uno de los
arcos del estado m, que es un camino con Gltimo arco v pero
entonces existiria = = un camino desde el vértice inicial de w

al inicial de v. Luego, habria un circuito, en contradicciédn
con lo supuesto.

se produjera en el estado i, la

Resulta as{ que el orden de salida de los arcos de una tal pila
satisface los requerimientos necesarios para aplicar el algo-
ritmo 3.4.6.

El concepto anterior, de pila (simple) asociada a G puede ex-
tenderse al caso de multidigrafos que admiten circuitos
(ver(K 5),(D 5)).

Por otra parte, sabemos que si no hay arcos paralelos los cami-
nos pueden darse, indistintamente, por la sucesién de sus arcos
o la de sus vértices. Esto permite hacer corresponder a cada
pila asociada por arcos, otra expresada en términos de sus vér-
tices. Estas Gltimas pueden ser, también, introducidas en forma

directa y de acuerdo con 1lo observado en (D 5) son, en general,
mas coémodas para operar.
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Ejercicios

3-1) Dado el multidigrafo Q

N~ /]

a) determine algunos de sus caminos de longitud L = 1,2,3.

Cuales de ellos son simples y cuales son elementales?
b) determine sus caminos cerrados de longitud 2,3.

c) determine sus circuitos de longitud 2,3.

3-2) Demuestre que:
- si un multidigrafo finito carece de entradas, o de salidas, admite caminos
cerrados. Que puede afirmar de la reciproca ?
- G carece de caminos cerrados si y solo si todos sus caminos son elementales
- todo camino ¢—b contiene subcaminos con los cuales puede construirse otro
a—b, elemental.
- todo camino cerrado de longitud impar contiene al menos un camino cerrado

elemental de longitud impar. Puede substituire impar por par ?
3-3) Vea que la concatenacién de caminos es una operacién asociativa.

3-4) Vea que si G es un digrafo sin bucles tal que el max., (min. d,7, min. 4] )>h>1
entonces : | G tiene al menos un camino abierto de longitud L > a.
» ”

cerrado » L>h+1.
Puede afirmar lo mismo si G es multidigrafo?

3-5) Vea que si G carece de circuitos y sdlo entonces es posible numerar sus vértices de

modo que todos los arcos sean de la forma (i,j) con i< j.

3-6) a) Si existen caminos elementales a—b, b—a; se puede afirmar que existe un camino

cerrado simple que incida en ambos vértices?

b) Si C: p—¢ es un camino que incide en r (p #r #¢), puede afirmar que existe
un camino elemental p—¢ incidente en r ?
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3-7) Dado un multidigrafo ¢ notaremos U, (U;) al conjunto de sus arcos con vértice
final (inicial) z. Sea & un vértice de G tal que oyl=lu =4y HY(H ) un
conjunto de k caminos cuyo conjunto de arcos iniciales (finales) coincide con U ,;"
( Uy )- Vea que si el nimero de caminos cerrados en h, contenidosen HT |J B~
es w, eligiendo una adecuada biyeccién Uy, — U,;*' se podra :

- 810<w<k1 extender, sin crear circuitos, los caminos de ¥ + y los de H ™.

- siw=1% engendrar con los & caminos cerrados un {nico circuito.

3-8) Vea que todo circuito no elemental C, de longitud Z, da lugar a dos o mis
circuitos elementales C; de longitudes L, talesque c=y Cii L=Y L,
3-9) Escriba la matriz precedencia del siguiente digrafo y calcule sus segunda y tercera
potencias. Vea que en cada una de ellas, los valores de sus componentes i,§ coinci-
den, respectivamente, con el nimero de caminos i—j de longitud dos, y tres.

3-10) Demuestre que si P es la matriz precedencia de G, ¥ P' es su r-ésima potencia,
entonces p,("} da el nimero de caminos i—j de longitud r.

3-11) Dado un multidigrafo G, sea ¢~ su sostén, y G* su opuesto. Vea que si P (4) es la
matriz precedencia de G ( adyacencia de G") entonces :
- P(G*)= P(G) (t = traspuesta).

- AG")= P(G) + P(G)'- D(G) donde D(G) es la matriz de elementos d ;=0

si i # j y d; igual al nimero de bucles de soporte i.

3-12) Sea G un digrafo y P su matriz de precedencia. Vea que :
- (P.P‘),-, ; da el nimero de sucesores inmediatos del par de vértices i, j.
- (P.P); ; ” predecesores ” ”

- (P.PY);,;+(P'P);; da el grado del vértice i menos el niimero de bucles con

soporte i.
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3-13) Demuestre que un multidigrafo G admite un conjunto de caminos cerrados sim-
ples, arco disjuntos dos a dos, tales que incluyen a todos los arcos de G si y sdlo
si es balanceado, es decir, si y solo si cualquiera sea su vértice z , se tiene que

- _ g+
dy =d;f.

3-14) Vea que todo multidigrafo euleriano sin vértices aislados es fuertemente conexo.
Vale también la reciproca?

3-15) Demuestre la validez, o bien la falsedad, de :

a) todo multidigrafo fuertemente conexo de orden n contiene al menos n arcos.

b) para todo n >1 pueden construirse digrafos fuertemente conexos con exacta-
mente n arcos.

c) todo digrafo fuertemente conexo tiene un subgrafo cubriente C, que es cami-
no. Se puede afirmar que C es elemental 7

d) un multidigrafo G sin vértices aislados es fuertemente conexo si y sélo si
existe al menos un circuito que contiene a todos los arcos de G

e) si G carece de vértices aislados y todos sus arcos pertenecen a algin circuito,

G es fuertemente conexo.

3-16) Demuestre que si G es un digrafo de orden =, sin bucles y sin vértices aislados,

tal que: min., {min. d; , min. d;' } >(r—1) / 2 , entonces G es fuertemente
conexo.

3-17) Vea que si convenimos en notar (4,B) al conjunto de arcos con vértice inicial en
A y vértice final en B, el multidigrafo G = (V,U) es fuertemente conexo si y sélo

si para todo 4, ##ACV, se tiene que (4, 4) y (4,4) son no vacios.

3-18) Verifique, aplicando distintos métodos si el digrafo dado por la siguiente tabla
carece de circuitos y en tal caso represéntelo por niveles ascendentes y por niveles
descendentes

e o]l fels |o]s]
T(z) |b,d,f |c,e| P ] ¢,9 | h | b,d! h ! |
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N,

3-19) Dado el digrafo /l l /
ae
l/

aplique : a) el algoritmo 3.4.1 para determinar un camino simple a—i

b) " 3.4.2 " ”  a—i de menor longitud

c) » 3.4.3 ”  todos los caminos de vértice final i, con L< 3.

3-20) Sea G el digrafo definido por la siguiente matriz de precedencia. Determine, utili-
zando los distintos métodos indicados, su clausura transitiva , su clausura refle-
xivo-transitiva y sus componentes fuertemente conexas.

Utilice el grafo cociente G e Para dar una representacion topologica adecuada.

a b ¢ d e f g9 h& i 3
a 1 1 1
b 1 1 .
¢ .1 1
d 1 1 1
e 1 1
i 1
9 1
A1 1
i 1 1
i1

3.21) Determine, aplicando diferentes métodos, los caminos elementales del digrafo

T

N~

3.22) Vea que si G es un torneo de orden n (es decir, es un digrafo de orden =, sin bucles

tal que para todo par de vértices z, y existe el arco (z,y) o bien el arco (y,z)) se
tiene que L7, (45 =iy (n-1-47)
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