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Abstract

L. Iturrioz y A. Monteiro, determinaron las &lgebras de Tarski con un nimero finito
de generadores libres [11]. Este resultado fué comunicado en una Reunion Anual de
la Unién Matemética Argentina, realizada en 1965. Los detalles de las demostra-
ciones 1o habfan sido publicados y se encontraban en manuscritos de A. Monteiro.
Los autores de este trabajo conjuntamente con R. Cignoli, los redactaron, tomando

como base los citados manuscritos. [12].
L. Monteiro [17], generalizd los resultados indicados en [10],(ver [16], pg. 36).

La nocién de « dlgebra de Tarski monddica ” fue introducida por A. Monteiro y L.
Tturrioz [10], como una generalizacion del concepto de 4lgebra de Boole monadica.
Siguiendo a R. Cignoli [3], preferimos denominar a estas algebras, ()-4lgebras de
Tarski. A. Figallo [7] determiné la Q-3lgebra de Tarski F QT(n), con un nimero
finito de generadores libres y calculé el nimero de sus elementos. En este trabajo,
siguiendo una metodologia sugerida por L. Monteiro y utilizando algunos de los re-
sultados que obtuvimos en [19], indicamos una forma mucho més sencilla de calcular

el nimero de elementos de F QT(n) , en funcion de n.

A fin de facilitar la lectura de estas notas vamos a indicar las demostraciones de

varios resultados que se encuentran dispersos en la bibliograffa indicada.

1 Nociones Previas

Definicién 1.1 Un dlgebra (A, —,1) del tipo (2,0) se dice un dlgebra de Tarski si:

T1) ¢ — (y — 2) = 1.

T2) (z o (- ) = (@ =) = @@= 2 =1
T9) z —»1=1.

Ty) Siz—y=1 ¢ y—az=1entoncesT=y.

T5) (z —y) > =2



Recordemos que un algebra (A, —,1) del tipo (2,0) que verifica las propiedades T1 a T4
se denomina un dlgebra de Hilbert o un dlgebra implicativa. [1], [2], [4], [5], [13], [14], [15],
[16].

La siguiente axiomatica se encuentra entre los muchos resultados manuscritos que dejara

A. Monteiro sin publicar (ver [15]). A continuacién indicaremos las demostraciones en
detalle.

Teorema 1.1 Un dlgebra (A, —,1) del tipo (2,0) es un dlgebra de Tarski si:
M1)1—-z=u=z.

M2) x -z =1.

M3) z—(y—2)=(z—y)—(z—2).

Mp) (z—y)—y=(y—z) -z

Dem. Veamos que de T1 a T5 se deducen M1 a M4.

M1) Utilizando sucesivamente T5 y T3 tenemos:
t=(z—o1l)-z=1->z.

M2) Utilizando sucesivamente T1 y M1 tenemos:
l=z2—>(1—-2)=z—>=z.

Antes de probar M3 y M4, necesitamos probar algunas reglas de célculo.

M5) 2 - (z—y)=z—>y.
Es una consecuencia de T1, T2, T4, M1 y M2. En efecto:
Por T1 tenemos : (i) 1=(z —y)— (z = (z > y)).
Por T2 tenemos : (i) (z = (z — y)) — ((z — z) = (z — y)) = 1. Luego
aplicando M2, (z — (z — y)) — (1 — (z — y)) = 1, de donde resulta, teniendo en
cuenta M1, que : (ii) (z — (z = y)) — (z — y) = 1. De (i) e (ii) resulta por T4,
que se verifica M5.

M6) Siy — z =1, entonces (z = y) — (z — z) = L.
Utilizando sucesivamente T2, la hipotesis, T3 y M1 tenemos:
l=(z—-(y—2) 2oy > (@@-2)=@-1)—-((z-y) - (z—2)=
lo((z—y) = (z—2)=((z—y) — (z— 2)).

M7) Siz—y=1 e y— z=1 entonces z — z = 1.
Utilizando sucesivamente T2, las hipotesis, T3 y M1, y M1 tenemos:
l=(z—(y—2) = (5 y) = @ 2) = (e > 1) = (1o (- 2)) =
lo(z—2)=2z— 2



M8) Siz — y =1 entonces (y — z) — (z — z) = 1.
Es una consecuencia de T1, T2, M1 y M7. En efecto :
Por T1, tenemos (i) (y — z) = (z — (y — 2)) = 1.
Por T2, (z — (y — 2)) = ((z = y) — (z — 2)) = 1, luego aplicando la hipédtesis
(z—=(y—2)—= (1 = (z— 2z)) =1, luego por M1:
(i) (z = (y — 2)) = (z — z) = 1. De (i) e (ii) resulta, aplicando M7, que se
verifica MS8.

M9) z— (y—2) =y — (z— 2).
Es una consecuencia de T2, T1, M7 , M8 y T4.
PorT2: (i) (z = (y—2)—=((z—y)— (z—2) = 1.
Por T1 sabemos que : y — (z — y) = 1. De aqui resulta por M8 que :
(i) (z = y) = (z = 2)) = (y = (z — 2)) = 1. De (i) e (ii) resulta por M7 que :
(i) (2 = (y = 2)) = (y = (2 = 2)) = 1.
Luego también se verifica : (iv) (y = (z — 2)) = (z — (y — 2)) = 1.
De (iii) y (iv) resulta por T4 la propiedad M9.

M3) z—(y—2z)=(z—y)— (z— 2).
Es una consecuencia de T1, T2, T4, M8 y M9.
Por T2, (i) (2 — (y — 2)) = (= 3) — (¢ = 2)) = 1.
En la demostracion de M9 vimos que utilizando T1,T2 y M8, resulta:
((z—y)—(z—2)) > (y = (z — 2)) =1, luego por M9 tenemos :
i) ((z = y) = (2 = 2)) = (x = (y = z)) = 1. De (i) e (ii) resulta por T4 la
propiedad M3.

M4) (z = y)—»y=(y —z) >z
Utilizando sucesivamente TH, M9, M3, M3, M2 y T3 tenemos:
(oY) -y = ((y—o2)—2)=
(2 —y) > ((y—2z)—y)] =y
(z—=y)—=((y—2)—>y)) =
(z—=y) =y —z)—y)
(z—=y)—=((y—2z)—(y—2)=
(z—oy)—1=1
Cambiando z por y en la igualdad anterior tenemos:
(9 - 2)— ) = (G —v) > y) = 1.
Luego aplicando T4, resulta M4.

(2 —y) — )]

)

Veamos ahora que de M1 a M4 se deducen T1 a T5.

T3) Utilizando sucesivamente M2, M3 y M2 tenemos:
ztol=z—o(z—oz)=(z—2)>(z—>oz)=1

T4) Supongamos que z —y=1 e y — x=1.Por M4 sabemos que
(y > z) = z=(z — y) — vy, luego utilizando las hipdtesis : 1 -z =1 — y,
de donde resulta por M1 que z =y.



T1) Utilizando sucesivamente M3, M2 y T3 tenemos:
s (y—a)=(zoy) = (@ 2)= (2 —y) —1=1.

T2) Utilizando sucesivamente M3 y M2 tenemos:
(= (y—2)—=((z—-y)—(—-2)=
(@=@—2)—=(e—=(y—-2))=1L

T5) Utilizando sucesivamente M4, M3, M2 , M1 y M2 tenemos:

D((z—=y)—z)mz=(z-(2-y)—>(@-oy)=
(z—2)—>(z—y)) > (z—y)=
A=(z=y)—-(@-y)=@E-y)—(zoy) =1
Utilizando sucesivamente M3, M2, y T3 tenemos:

i)z—o((z—oy)—z)=(@->(2->y) > (@-o2)=
(z—=(z—y)—1=1.

Luego de i) y ii) resulta por T4 que se verifica T5. a

Es bien conocido que si (A, A,V,0,1) es un algebra de Boole y ponemos por definicién
r—y=—-zVy;, z,y€ A, entonces (A, —,1) es un algebra de Tarski.

Probemos que en una algebra de Tarski se verifican:

M10) ((a = b) = b) - a = b— a.
Aplicando T5, M9, M3 y T5 obtenemos: b—a = b— ((a = b) = a) =
(e=b)—(b—a)=(a—=b—=b)—-((c—-b—a)=((amb)—b—a.

M11) ((a = b) —b) —>b=a—b.
Se deduce de M4 y M10 como sigue: ((a = b) = b) = b = ((b—a) = a)—b =

a — b.

Dados z,y € A notaremos z <y si £ —y = 1, entonces por las propiedades M2,
T4, M7 y T3, resulta que A es un conjunto ordenado con ultimo elemento 1.

Vamos a probar que A es un conjunto ordenado reticulado superiormente, mas precisa- -
mente, probaremos que si a,b € A el supremo de los elementos a y b, es el elemento :
(a — b) — b.

En efecto, por M9 y M2 tenemos que a — ((a = b) = b) = (a - b) = (a = b) =1
y como por T1 b — ((@ — b) — b) = 1 entonces: S1) a < (a — b) = b y
b<(a—b)—b

Sea s = (a — b) — b y probemos: S2) Si a <t y b<t entonces s <.

Utilizando sucesivamente M3, una de las hipdtesis y T3 se obtiene :

i) (s—a)>(s>ot)=s—>(a—>t)=s5—>1=1

Ademas por M10 :



i) s—a = ((a—b)—-b—oa=0b—>a.
De i) y ii) obtenemos:

i) (b—a)—(s—t) =1,
de donde resulta por M8 ((s »t) - b) = ((b = a) 2 b) = 1.
Por T5 ((s »t) »b) =-b=1 yporTl b— ((s = t) — b) = 1. Por lo tanto
por T4 obtenemos:

iv) b = (s—1t)—b.
Por M3, una de las hipétesis y T3 resulta:

V) (s>2b)—o(s—ot)=s—(b—t)=s—1=1.
Por M11 obtenemos:

vi) s—=b=((a—=b) —=b)—ob=a—b
De v), vi) obtenemos:
(a—b)—> (s—1t) =1. Por M8 resulta ((s = t) = a) — ((a—b) — a) = L.
Por T5 ((s »t) 2 a)—a =1
Por T1 a — ((s = t) = a) = 1, luego por T4 obtenemos:

vil) a = (s = t) — a.

Utilizando v) y vii) en iii) se deduce:

[((s =) = b) > ((s—>1) »a)—(s—1) =L

Por M3 [(s = t) = (b — a)] — (s = t) = 1, de donde se obtiene por T5 s —t = 1,
estoes s < t.

Acabamos asi de probar que : | aVb=(a — b) — b.

M12) (a — b))V (b— a) = 1.
Utilizando sucesivamente M3, T5, M10 y M2 deducimos:
(a—=b)V(b—a)=[a—b—(b—oa)]—(b—a)=
[((a = b) > b) — ((a — b) » a)] = (b—a) =
((a—b)—b)—»d—(b—a)= (0= (ba=1

M13) a = (bVc) = (a = b))V (a — ¢).
En efecto, utilizando M3 obtenemos: (a — b) V (a — ¢) =
[(a—b)—(a—c)—(a—c)=(a—=(b—¢) o (a—c) =
a—((b—oc)—c)=a—(bVe).

Mi14) zV (z —y) = 1.
Se deduce de la definiciéon de supremo, M3, M1 y M2 .
zV(E—oy) =(@=@-oy)-2@Eoy) =(z-z)>(z-y) > (z—y) =
Q-o@-oy)—(z-oy)=@-oy)-(E-y) =1



Lema 1.1 5i un dlgebra de Tarski A, tiene primer elemento 0, entonces A es un dlgebra
de Boole, donde el complemento booleano de a € A es —a = a — 0 y el infimo de los
elementosa yb€ A es aANb = —(b— —a).

Para probar este lema, demostraremos previamente una serie de reglas de célculo.

M15)

M16)

ML17)

M18)

——a = a.

En la férmula M10, poniendo & = 0 tenemos:

(e >0) -0) >a=0-—>a,ycomo 0<a entonces 0 - a = 1, luego
(1)) ——a—a=1.

Por M9 y M2 tenemos que a — ((a = 0) - 0) = (¢ - 0) = (a — 0) = 1, esto
es (i) a = ——a = 1.

De (i) y (ii) resulta por T4 que a = — — a.

a<b siysolosi —b< —a.

Si a<b entoncespor M8 —b=b6—-0<a—0 = —a.
Si —b< —a entonces a = ——a<—~—5b = b

aV —a=1.

Aplicando sucesivamente las definiciones de supremo y negacién, M3 y M15 tenemos:
aV-a=(a— —-a)—= —a=(a—(a—0)—(a—0=a— ((a—0) —0)=
a———a=a—a=1. R

-1 =0.
En efecto -1 =1—-0=0.

Probemos ahora que elemento —(b — —a) es el infimo de los elementos a y b.

)

12)

(b —a)<a y —(b——a)<b

Por T1, —a < b— —a , luego por M16, —(b — —a) < a.
b—>—-a=b—(a—0)=a—>(b—0)=a—> b

Luego como —b<a— —b = b — —a obtenemos por M16 y M15, que:
—(b— —a) <b.

Si(l) t<a y(2) t<b entonces t < —(b— —a).

De (1) resulta —a < —t, luego por M6 b — —a < b — —t, y por lo tanto (3)
—(b— —t) < —(b— —a).

Por aplicacién de M9, M3, (2) , M1 y M16 obtenemos

4 —-(b—=-t)=b—->({t—0))—=0=(t—>(b—0)—0=
((t—=0)—-(t—-0)-0=(1-(t—-0)—=0=(t—>20—>0=——t =1

De (3) y (4) resulta ¢t < —(b — —a).

Acabamos asi de probar que : | a A b= —(b — —a).
M19) —aAa=0.
En efecto —aNa=—(a > ——a)=—(a —a)=-1=0.
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M20) a —» (aAb) = a—b.
Usando sucesivamente M3, M3, M3, M2 , M1 y M13 resulta que:
—(aANb) =a— —(b——a)=a—[(b—(a—0)) >0 =

(@— (b= (2—0)) = (=0 =[a=b)—(e—(a—0)—(a—0) =
((a = 8) > ((a— a) = (a— 0))] — (@ — 0) =

(a—8) = (a— 0)]  (a—0) =

(a—b)V(a—0) =a—(bV0) =a—b

(

M21) (aVbd) = c = (a—c)A(b— ).
De a<aVby b<aVb resulta por M8,

I1) (aVbd) —»c<a—cy (aVb) —c<b—ec

I2) Si t<a—cy t<b—c,entonces t <(aVb)—c
Sea v = (aVbd) > c,w =aVb entonces v = w — c. Aplicando M9, la
definicién de supremo y M13 resulta :
() (@ — ¢) = (= )] V [(b— ) — (w— o] =
[0 — (a2 ) > ] V [w— (b ) = )] =
(w—(aVe)V(w— (bVe) =w— (aVbVe) = (aVb) — (aVbVe) = 1.
De (i) resulta, aplicando T3, M13, M3, las hipétesis y M1 que :
Lmtol = [t (o €)= (w )V — (b= ) — (w— )] =
(t = (a= &) = (t— (> NVt = (b ) = (£ — (w — 0))] =
1= =(w—0)]VL = (t = (w—0)] =
(t— (> )V (E— (w—0) =t (o) = - ((aVB) )
(bAc) =

M22) a — (bAc (a = b)A(a—c).

I a—- (bAc)<a—b y a—=(bAc)<a—c
De bAc <b resulta por M6 que ¢ — (bA¢c)<a—b ;yde bAc<c
resulta por M6 que a — (bAc¢) <a—ec

I2) Si t<a—by t<a—c entonces t <a— (bAc).
En efecto, utilizando M3, M3, M3, una hipdtesis, M3, M3, la otra hipdtesis,
M1 y M2, se tiene:
t—(a—(bAc) =t—(a— —(c— —b) =
t—=(a—=((c=(—0)—-0)=t—[la>(c—(—0))—(a—0)]=
t—=[(a—=c)—(a—(6—0)) —(a—0)] =
[(t—=(a—c)—=(t—(a—(—0))—({t—(a—0))=
[l—=(t—(a—(6—0)]—=(t—(a—0)) =
t—((ea—=b)—=(a—0)]—=(t—(a—>0)) =
(t—=(a—=0b)—>(t—>(a—=0)]—(t—(a—0)) =
1l-(t—=(@a—0)>t—(a—0)=(t—>(a—>0)—(t—(a—0)=1.

M23) zA(yVz) = (zAy)V(zAz).
Sabemos que en todo reticulado se verifica la desigualdad (zAy)V(zAz) < zA(yVz).
Sea v = xA(yVz), como ¢t <z e i<yVz tenemos que :
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a) t—z =1,

b) t = (yVz) =1

Probemos que i — ((z Ay)V (zAz)) = 1.

Utilizando sucesivamente M13, M22, a), M13 y b) tenemos:

i— (5 Ay V (8A2) = (i = (£ A9) V(i = (2A2)) =
(C=2)AE—-y)V({([E-2)A(t—2)=1A0E—=y)VIA(E—2) =
t—oy)Vi—z)=i—-(yVz) =1

Tenemos asi que (A, A,V, —,0,1) es un reticulado distributivo con primer y
ultimo elemento, donde cada elemento tiene un complemento; luego A es un algebra
de Boole. Observemos ademas que :

M24) a > b = —a Vb
En efecto, usando M4, M9, M3 y M15, se tiene
—aVb=(-a—=b—-b=(b——-a)——-a=(b-o(a—0)—(a—0) =
(a—=(b—-0)—>(a—>0 =a—>((b—0—>0)=a———b=a—b

M25) (—a — —b) —» —=b = b — —a.
Aplicando M9, M14, M20 y M3 se obtiene :
(—a——-b)—>-b=(—a—(b—-0)—>-b=(b—o(-a—0)— -b=
bo——a)>—-b=(boa)—=-b=(b—o0a)—=(b—0)=b—>(a—>0) =

b— —a.

La propiedad M25 nos dice que :
—aV —b=>b— —a luego —(—aV —b) = —(b— —a) = aAb.

Definicion 1.2 Una parte no vacia S de un dlgebra de Tarski A se dice una subdlgebra
de Tarski de A si S es invariante por el operador — , es decir, si x,y € S entonces
r—yeSl.

Lema 1.2 Si A es un dlgebra de Tarski entonces el conjunto [p) = {r € A:p <z} es
un dlgebra de Boole, cualquiera que sea p € A.

Dem. Probemos que [p) es una subélgebra de Tarski de A, es decir, si z,y € [p)
entonces z — y € [p).

Por Tl y <z —y, ycomo p <y entonces ¢ — y € [p). Luego ([p), —,1) esun
algebra de Tarski con primer elemento p y por lo tanto es un algebra de Boole. O

Observemos que si z € [p) entonces el complemento de z en [p) lo obtenemos calculando
z — p, luego el infimo de dos elementos z,y € [p) es zAy = (y — (z — p)) — p.
Acabamos asi de ver que un algebra de Tarski A es un conjunto reticulado superiormente
con ultimo elemento, en el cual [p) es un algebra de Boole, cualquiera sea p € A.

Supongamos ahora que R es un conjunto reticulado superiormente con 1ltimo elemento
l,enelcual [r) = {y € R:r <y} esun dlgebra de Boole , cualquiera que sea r € R.
J.C. Abbott [1], [2] probd que R es un dlgebra de Tarski. Indicaremos una demostracién
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de este resultado.

Por hipétesis [r) es un algebra de Boole, para todo r € R. Fijado r € R, si z € [r)
existe el complemento booleano de z en [r). A este elemento lo notaremos ~r)

luego : (1) ~E) T T 1y (2 ~Ir) l1=r.
Como zVy € [y) entonces existe el complemento booleano de zVy en [y).
Pongamos por definicion z — y = ~Iy) (zVy); z,y€ R, entonces (%) y <z — y.

Ml) l—oz :N[.'E) (1V$) ZN[m)l = z.
M2) T —x :N[:c) (ac\/x) ZN[:U).’E = 1.

M4) (z—y)—y=(y—z)>2z=zVy.

En efecto, por (x) y <z —y, luego (z o y) >y = ~Iy) ((z > y)Vy) =

~y) @28 =~y () @YD) =2V

Anélogamente (y — z) —» ¢ = yV z, luego se verifica M4.

Probemos:

L) (a—>b) > a=a.
Como por (%) b SN[b) (a Vb), entonces 1 = (aV bV ~[b) (aVvbd) =
aV (bv ~[b) (aV b)) = aV ~b) (aVb), luego (a = b) - a =
~la) ((a = b)Va) =~a) [(N[b) (aV b))V al =~la) 1 = a.

L)a—(b—oc)=b—(a—c).
a—(b—c) ~[b— ¢) (aV (b—¢)). Como ~) (aV(b—e))A
(aV(b—¢) =c , N[C)(aV(b—»c))V(aV(bﬁc)):1,
a =~ (aV(b—c))V(b—c)elb—c)y aV(b— c) € [b— c), entonces :
@M@V (b= ) = [~ @V (5= )V (b— I A(aV (b)) =
[N[c) (aV(b—=c)A(@aV(b—o)]V[b—=c)A(aV(b—¢))] =cV(b—c) =

b—ec

aV(aV(b— ¢)) =~ (aV(b— ¢))V(b— c)V(aV(b—¢)) = 1V(b—¢) = 1.
Luego :

~b— c) (aV (b— ¢)) =~¢) (aV({(b—=¢)V(b—c),ycomo ¢<b— g,
estoes, cV(b—c¢) = b—c entonces: a— (b—¢) =

~lb— o) (aV (b—c)) =~¢) (aV(b—c))V (b— c). Luego como aV c,

b— ¢ € [c) entonces a — (b—c¢) = (N[c) (aVe)A ~le) (b—-c)V(b—c) =

((@= A~y b= ))V(b—=e) = (a=c)V(b—c)ALl =

(a > c)V(b—c).

Anélogamente b — (a = ¢) = (b—¢)V (a — ¢), y se verifica I).
L)Yz—(z—y) =z—y.

Se deduce de I; pues:

z=(@—y)=((z—y)—2)= -y =2y

9



L)(z—=2)-(y—oz)=(222)>(y—2)
Se deduce de I, y M4 como sigue:
(z—=2)=2@—2)=y—-((z—-2)>2)=y—(z—-2)>a) =
(z = z) = (y — z).

Is) (z—y)—z) >z =(z—y)—2) = (- 2).
A partir de M4, I5 e I; obtenemos:
(z—y)—2)m2=(2-(@—>y) > (z—y) =
(z=(@—-y)—=(e-@—-y)=((z—y) —2)—(z—2)

Is) Si z <y entonces z —y = 1.
En efecto z — y =~y) (zVy) =y Y = 1.

L) (e=(y—2)) > (z-y) - (z—2) =1
Resulta de aplicar sucesivamente Iy, I, M4, Is e Ig.

(z-@W—2)—-((z—oy)—(z—2) =
(zoy)—=le—>W—2)—(z—2) =
(z—y)—y—(z—2) > (z—-2)] =
(z—y) = ((g—22)—y) —y) =
(z—-y)—lz—=2)—y) = (z—y)] =L
L)Siz—-y=1ey—z =1 entonces z = y.
Por hipdtesis ~ly) (:ny)zl,N[w) (yVez) =1, luego
x:w[m)lzny::ch:fv[y)lzy
Iy) Si <y entonces y - z<z— 2
De z <y resulta zVz<yVz, entonces y — 2 =™~1) (yVz)<
N[Z)(:sz)szz.
Ip) ((z —=y) = (z—2) = (- —2) =1
De y<z—y resultapor el que (z > y)—>(z—2)<{y—(z—>2) =
z — (y — z), entonces de Ig sigue [qo.

De I7,1 e I3 se deduce :
M3)z—(y—2) = (z—y) — (z— 2).

2 (-algebras de Tarski

Definicién 2.1 [10] Un dglgebra (A, — ,V, 1) del tipo (2,1,0) se dice una Q-dlgebra de
Tarski si (A, —, 1) es un dlgebra de Tarski y :

Q) Ve — z = 1.
Qs3) Y((z — Vy) = Vy) = (V2 — Vy) — Vy.
Q4) V(& —y) = (V2 - Vy) =
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Teniendo en cuenta que zVy = (z — y) — y, entonces (J3 nos dice que:

V(z VVy) = Vz VVy.
En una @)-algebra de Tarski A se verifican las siguientes propiedades:

®s) VVz = Vz.
Se deduce de Q3 y @, pues: VVz = V(Vz VVz) = VVz VVzr = Vz.

@s) Si z <y entonces Vz < Vy.
Como Vz <z <y entonces por Q3 se tiene Vy = V(yV Vz) = Vy Vv Vz, porlo
tanto Vz < Vy.

@7) Si z = Vz, y = Vy entonces z —y = V(z — y).

Por @4 (1) Y(z — y) < Vo — Vy. Ahora bien como y < z — y entonces
Yy < V(z — y), de donde Vz — Vy <Vz — V(z — y) por lo tanto

(Vz - V(z — y)) - V(z — y) < (Vz — Vy) - VY(z — y), lo que implica que
VeVV(z — y) < (Vz — Vy) = V(z — y). PeroVaVV(z - y) = V(z — y)VVVz =
Y((z — y) VVz) = V((z — y) V) = V1 = 1,pues se verifica M14. Por lo tanto
de aqui resulta (Vz — Vy) = V(z — y) = 1 de donde (2) Vz — Vy <V(z — y).
De ()y(2) 22—y =Vz—Vy =V(z—y).

Sea VA = {Vz : 2z € A} , entonces @1, @5 y (7 permiten concluir que VA es
una subalgebra de Tarski de A. Si A es una ()-algebra de Tarski con primer elemento,
sabemos que A es un algebra de Boole. Si ponemos por definicién Jz = —V — z, entonces
(A, A, V, —, 3, 0, 1) es un algebra de Boole monadica. [8], [9], [18]. Por otro lado se
tiene que:

Lema 2.1 Si A es un dlgebra de Boole monddica y ponemosz — y = —zVy , Ve = —J—=z
entonces (A, —,V,1) es una Q-dlgebra de Tarski y vale:

P (@) Ay —2)=(@Vy) - =
i) Iz —>k)=Ve >k ,sikedA

Dem. Es facil verificar que A es una -algebra de Tarski. Ademas,
(z—=2)AN(y—2)=(—zV2)A(-yVz)=(—zA-y)Vz=—(zVy)Vz=(zVy) > 2
yIz—k)=3(—zVEk)=F—2zVk=-VaVk=Vz—k. o

Definicién 2.2 Una parte no vacia S de una Q-dlgebra de Tarski A se dice una
Q-subdlgebra de Tarski de A si S es una subdlgebra de Tarski de A y verifica: St z € S
entonces Vr € S.

Si A es un algebra de Tarski (respectivamente una Q-algebra de Tarski) y X C A
notaremos con T'S(X)(respectivamente QT'S(X)) a la subdlgebra de Tarski de A (res-
pectivamente @-subélgebra de Tarski de A) generada por el conjunto X, esto es, a la
interseccién de todas las subdlgebras de Tarski de A (respectivamente (J-subalgebras de
Tarski de A) que contienen a X. Del lema 2.1 se concluye que:

11



Lema 2.2 Si A es un dlgebra de Boole monddica y X C A entonces (z — 2)A(y — z) €
QTS(X), para todo z, y, z € QT S(X).

Lema 2.3 Si A es un dlgebra de Boole, X C A entonces BS(X) = TS(X U {0}),

donde con BS(X) notaremos a la subdlgebra booleana generada por X .

Dem. Como A es un algebra de Boole, también es un algebra de Tarski. Observemos que
como 0 € BS(X) y X € BS(X) entonces BS(X) es una subdlgebra de Boole, luego
una subélgebra de Tarski que contiene al conjunto X U {0}, por lo tanto T'S(X U{0}) C
BS(X).

Por otro lado X C XU{0} C TS(XU{0}) y como TS(X U{0}) es un algebra de Tarski
con primer elemento, entonces es un algebra de Boole. Luego BS(X) C ST(X U{0}). O

Definiciéon 2.3 Un subconjunto D de un dlgebra de Tarski A se dice un sistema deductivo
56

D,) 1€ D,
Dy) Si 2z, t -y €D entonces y € D.

Dada una parte X C A , se denomina sistema deductivo generado por X y se nota
SD(X) a la interseccién de todos los sistemas deductivos que contienen a X. Es claro
que SD(X) es un sistema deductivo, y que es el menor sistema deductivo que contiene

aX.S1 X = {a} notaremos SD(a) en vez de SD({a}).

Lema 2.4 Sea A un dlgebra de Tarski , a € A entonces SD(a) = {h€ A:a < h} =
{heA:a— h =1} = [a).

Dem.

1) El conjunto D = {h € A:a < h} esun sistema deductivo.
Es claro que 1 € D.
Supongamos que z, x — y € D entonces a < z
l=a—-(z-y)=(@—-z)-(e—-y =1-(a—-y) =
a <y luego ye D.

z — y. Como
— y resulta que

2) Como a € D, D es un sistema deductivo que contiene al elemento a y entonces
SD(a) C D.
Reciprocamente, sea h € D entonces a < h y por lo tanto a — h = 1 € SD(a).
Como a € SD(a) se tiene que h € SD(a) con lo que D C SD(a).

O

Definicién 2.4 Un subconjunto D de una Q)-dlgebra de Tarski A se dice un Q)-sistema
deductivo si D es un sistema deductivo y se verifica D3) St z € D entonces Yz € D.
En forma andloga se define el concepto de ()-sistema deductivo generado por una parte X

de A y se nota QSD(a) en vez de QSD({a}).
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Lema 2.5 Sea A una Q)-dlgebra de Tarski y D un Q-sistema deductivo de A, entonces
la relacion ¢ =y siysdlosi v -y, y— x € D, es una relacidn de congruencia

definida sobre A.

Dem. Como D es un sistema deductivo es bien conocido que = es una relacién de
equivalencia compatible con la implicacion. Veamos que si =y entonces Vz = Vy.
Como z =y entonces z -y €D y y—z €D, yporlotanto V(z - y)e D y
Y(y — z) € D.

Como V(z —»y) > (Ve »Vy) =1€D y Viy—z)— (Vy =>Vz) = 1€ D entonces
Ve —-VyeD y Vy —Vz €D, en consecuencia Vzr = Vy. a

Luego la importancia de (), radica en el hecho que permite probar que = es una
relacion de congruencia.

Lema 2.6 Sea A una Q)-dlgebra de Tarski. Si = es una relacion de congruencia definida
sobre A entonces D(1) = {z € A:z =1} es un Q-sistema deductivoy z =y sy
solosi z —vy, y—z¢€ D(1).

Dem. Como 1=1 entonces 1€ D(1).

Supongamos que z, z — y € D(1), entonces z =1, z -y =1.De z =1 resulta
que 2 > y=1—y =y ycomo ¢ —y =1 tenemos que y =1 y entonces y € D(1).
Si z € D(1) entonces z =1 y por lo tanto V2 =V1 = 1 y entonces Vz € D(1).

Ademéas si z =y entonces 1 =z oz=z—>y y y—ozrz=y —>y = 1, luego
r—y, y—z€ D).

Siz—y, y—oz€D() estoes 2z —y=1, y—=z=1 resultaque z =1 -z =
(y—z)mz=yVe=zVy=(z—oy)—oy=1l—-y =y. O

Lema 2.7 Sea A una Q-dlgebra de Tarski, a € A. Entonces QSD(a) = SD(Va).
Dem.

1) SD(Va) es un @-sistema deductivo.
En efecto: Si ¢ € SD(Va) entonces Va < z, esto implica que Va = VVa < Vz y
entonces Vz € SD(Va).

2) Como Va < a, a € SD(Va) y por lo tanto QSD(a) C SD(Va). QSD(a) es, en
particular, un sistema deductivo que contiene a Va y entonces SD(Va) C QSD(a)
con lo que el lema queda probado.

a

Definicién 2.5 Dadas dos Q-dlgebras de Tarski A y A’ , un Q-homomorfismo de A en
A’ es una aplicacidn h: A — A que verifica :

Hi1) h(z — y) = h(z) — h(y).
H2) h(Vz) = Vh(z).
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Si h es epiyectiva (inyectiva), k se dird un epimorfismo (monomorfismo). Si k es epimor-
fismo y monomorfismo diremos que es un isomorfismo y notaremos A = A'.

Si h: A— A" es un epimorfismo diremos que A" es una imagen homomérfica de A.
Si A es una -algebra de Tarski, D un Q-sistema deductivo de Ay a € A, indicaremos
con |a|p 6 la| la clase de equivalencia médulo D determinada por a, e indicaremos con
A/D al conjunto de las clases de equivalencia médulo D, algebrizado en forma natural:

1) 2] = ly| = |z —yl.
2) |Vz| = V|z|.

Entonces por métodos habituales se prueba que A/D es una Q-4lgebra de Tarski, que
tiene dltimo elemento |1| = D y que la aplicacién ¢(a) = |a| de A en A/D es un
@-homomorfismo que verifica @(A) = A/D. Al dlgebra A/D se la denomina &lgebra
cociente de A por D.

Definicién 2.6 Sea A una Q-dlgebra de Tarski. A se dice simple si:
1) A tiene mds de un elemento.

2) Las unicas imdgenes homomdrficas de A son isomorfas a A 6 a una Q-dlgebra de
Tarski con un sélo elemento.

Lo anterior es equivalente a decir que A es simple si y sélo si los dnicos @Q-sistemas
deductivos de A son Ay {1}.

Lema 2.8 A es una Q-dlgebra de Tarski simple si y sélo si A es un dlgebra de Boole
monddica simple, [6].

Dem. Dado que la revista citada anteriormente es de poca difusién, indicaremos la
demostracién de este resultado. La demostracién de la condicién necesaria difiere de la
indicada por A. Figallo en [6].

(<) A es un élgebra de Boole monddica simple s{ y sélo si JA = {0,1} = VA. Luego
el dlgebra de Tarski (A, —, V, 1) es simple, dado que sus tnicos @-sistemas
deductivos son {1} y A.

En efecto, {1} es un @Q-sistema deductivo y si D es un (Q-sistema deductivo
D # {1} entonces existe d € D, d #1 de donde resulta que Vd = 0 por lo tanto
0 €D yentonces D = A.

(=) Sea A una @-algebra de Tarski simple. Como A tiene mas de un elemento existe
te A, t# 1. Luego z, = VtEVA y 2, #1 pues z, = Vt <t < 1.
Probemos ahora que si u,v € VA, u#1, v#1 entonces u = v.
Como A es simple entonces (1) @QSD(u) = A 6 (2) QSD) = {1} ¥y
(3) QSD(v) = A 6 (4) QSD(v) = {1}
Como @SD(y) = SD(Vy), si se verifica (2), como VYu = u , tenemos que
{1} = @SD(uv) = SD(u) = {h € A: u < h}. De aqui resulta que u = 1.
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Absurdo.

Anélogamente se prueba que no puede darse (4). Luego QSD(u) = A = QSD(v),
de donde (5) SD(u) = SD(v). Se tiene entonces que {h € A: u<h} =

{ge A: v<q}.

Como u € SD(u), de (5) resulta (6) v < u. En forma andloga de v € SD(v)
y (5) resulta (7) u<w, luego u = v.

Acabamos de probar que VA = {1, z, }. Veamos que z, es el primer elemento
de A, esto es z, < z cualquiera se z € A, o lo que es equivalente z, — 2z = 1
cualquiera sea z € A.

Como Vz < z; entonces z, —» ¥z <z, — z. Como Vz € VA = {1, z,} entonces
si Vz = 1 tenemos que z, - Vz = z, > 1 = 1 y en consecuencia z, — z = 1.
Si Vz = z, entonces 2z, »Vz = 2, >z, = 1 yentonces z, — 2z = 1. Luego A
tiene primer elemento y en consecuencia A es un algebra de Boole monadica y como
VA esta constituido por el primer y el dltimo elemento de A, A es un &algebra de
Boole mondadica simple .

3 Determinacion del nimero de elementos de la
(2-algebra de Tarski con n generadores libres

Notaremos con FMB(n) (respectivamente FQT(n)) al dlgebra de Boole monédica
(respectivamente Q-algebra de Tarski) con n generadores libres .

Sean G*(respectivamente (), conjuntos con n generadores libres de FMB(n) y
FQT(n) respectivamente. Como FMB(n) es, en particular, una Q-4lgebra de Tarski,
podemos considerar la @-subdlgebra de Tarski generada en FMB(n) por G*, que
notaremos QTS(G*).

Lema 3.1 QT'S(G*) = FQT(n), [6].

Dem. Por las mismas razones expuestas en la demostracion del lema 2.8, indicaremos la
demostracién de este resultado, la cual difiere en algunos aspectos de la indicada por A.
Figallo en [6]. Sea f:G — G* una biyeccién. Como FM B(n) es, en particular, una
@Q)-algebra de Tarski, f se puede extender a un Unico @-homomorfismo A : FQT(n) —
FMB(n). Ademés h(FQT(n)) = h(QTS(G)) = QTS(h(G)) = QTS(G*).

Veamos que A = QTS(G*) es la Q-dlgebra de Tarski con n generadores libres. Para
ellosea a:G* — A', A" Q-dlgebra de Tarski arbitraria. Si A" tiene un tnico elemento
es claro que «a se puede extender a un unico ¢)-homomorfismo h,,.

Si A" es simple entonces A’ es un algebra de Boole monédica simple y como G*
genera libremente a FMB(n), « se extiende a un dnico homomorfismo monéadico
ho : FMB(n) — A'. Luego R : A —s A, la restriccién de h, a A, es un Q-
homomorﬁsmo que extiende a «.

Si A’ no es trivial ni simple, entonces por técnicas usuales se prueba que A’ es isomorfa
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a una Q-subédlgebra A" de P = II{A'/M, M € M}, donde M es el conjunto de los
Q-sistemas deductivos maximales de A'. Se tiene ademés que A’ /M es una Q-algebra
de Tarski simple, luego un élgebra de Boole monadica simple, y por lo tanto P es un
élgebra de Boole monddica. Si A : A — A" es el isomorfismo en cuestién entonces
B(A) = A" CP.

Sea v = f o a:G* — P, entonces existe un homomorfismo monadico

hy, : FMB(n) — P que extiende a ~v. Como «(G*) C A entonces ~(G*) =
(Boa)(G*) = Ba(G™)) C A(A) = A”, luego QS(1(G")) C A",

Sea h: A — P, larestriccién de h, a A. h es un Q-homomorfismo que extiende a 7.
En efecto, h(g) = ha(g9) = 7(g) cualquiera sea g € G*. Se tiene entonces que :

h(A) = K(QS(G") = QS(h(G") = QS(hy(G)) = QS((G™) C A”. Luego

§ =pF'oh:A— A esun Q-homomorfismo y ademis :

5(9)G= B (Ag)) = B (hy(9)) = B7((9)) = BTN (Blalg))) = alg), para todo
g € G, O

Corolario 3.1 FQT(n) es finita.

Dem. Como QST(G) C FMB(n) y FMB(n) es finita, podemos afirmar que
FQT(n) es finita . =

Si X es un conjunto finito notaremos con N(X) al ntmero de sus elementos. Si B es
un algebra de Boole finita, no trivial, con & 4tomos, notaremos con A(B) al conjunto de
todos sus dtomos, y para z € B, con A(z) al conjunto de todos los dtomos de B que
preceden a z, entonces es bien conocido que:

Lema 3.2 1) A(zVy)=A(z)U A(y),

2) Az Ay) = Alz) N Aly),

8) Si N[A(z)]=t, 1 <t <k entonces N[[z)] = 2NHEBIN-NAR)] = gk-t,
Recordemos algunos resultados sobre las dlgebras de Boole monadicas libres obtenidos en
[19] que usaremos més adelante.

Sean € Ny FB(2" — 1) el algebra de Boole con 2" — 1 generadores libres y G =
{91, 92, - ,99n_1} un conjunto de generadores libres de FB(2" —1).

Sea P = Fy X By X --- X Eyn |, donde E; = FB(2" — 1), para 1 <1 < 2", luego P es un
algebra de Boole.

Sea H = {1,2,...,2"}, luegosi h € H, h =1+ f: h,2""', donde h, € {0,1} C Z.
=1
Consideremos V = {v(i) 11 <2 <27} C P tal que:

. 1 si h=:
4) VS):{ , I<h<om
0 si h#i
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y W={wl):1<i<2"} CP, donde:

) gzn_(i_h) Si h < Z
5) wi) ={1 si h=i, 1<h<2"

Gh—i si 1<h

I

entonces : 6) K = BS(W) es una subdlgebra booleana finita de P, luego condicional-
mente completa, y por lo tanto induce un operador existencial 3 sobre P, esto es (P, I)
es un algebra de Boole monddica. [8], [9].
Sea G = {g): 1<i<n}CP donde

_ 0e FB(2"—1) si h;=0€Z
7) gl =

l1e FB(2"—1) si h;=1€Z

En [19] probamos que P = MS(G) = BS(V U W), donde con MS(G) notamos a la
subalgebra monadica de P generada por G, y que G es un conjunto de generadores

libres de P. Luego P = FMB(n).

Observemos que N[A(FMB(n))] = 2™ x 2",
Ademas en [19] se demuestra que:

8) Si ¢ es un elemento fijo, 1 < ¢ < 2", entonces:
{Wg) 01 S h S 2n} = {17g1ag27" . )92"—1}'

9) Av =wl | 1< <2m

Si B es un dlgebra de Boole y t € N, sea B(B,t) = {(b1,bs,...,b0:) : b € {0,1} C
B,1<i:<t}ysiz,y€ B,pongamosz+y=(—zAy)V(zA—y). Luegoz+0==zy
z+1=—z.

Si X ={z1,29,...,2:} C Bybe B(B,t), notaremos con my(X) o mas sencillamente m,

al elemento /t\ (z; +b;), y m(X) ={my : be B(B,t)}.

1=

En {1] probamos que my # 0, cualquiera sea b € B(FMB(n),n) y que m(G) tiene 2"
elementos. Sea m(G) = {m; : 1 <1< 2"}
Ademais se demostré que si a € A(FMB(n)) entonces:
2n
a=m; A /\(Elmz—l—b,),
=1

donde b € B(FMB(n),2") y b; = 0.

Lema 3.3 Sia € A(FMB(n)) entonces VgV a € QT S(GQ), cualquiera sea g € G.
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Dem. De lo expuesto precedentemente
271
VgVa=(m; VVg)A(VgV /\ (Fm; + b)) = (m; VVE) A [_[\l(Vg V (Am; + b))], para

algin 5,1 <5 <27, talqueb _O
Probaremos a continuacién que:

a) m;VVg =z; - Vg ,conz; € QTS(G) y
b) VgV (Am; + b;) =y; — Vg, con y; € QTS(G).
Para demostrar a) debemos considerar los siguientes casos:

ar) Sim; = Z\l g(), del lema 2.1 i) resulta,

n n n

m;VVg = (AgV)vve= A" vVe) = A\((g" - Vg) = Vg) =

=1 =1 =1
= (V (" - Vg) —»vVg=1z; » Vg,

=1

donde z; = \/ (¥ — Vg) € QTS(G).

=1

as) Sim; = /n\ —gl, por el lema 2.1 i), tenemos

1=

m;VVg = (A —-g?)vvg= A(-g?VvVvg)= A? — vg)=
=1 =1 =1
= (Vg”) - Vg=2; > Vg, donde z; = \/ g € QTS(G).

=1

-
Il
—

as) Sim; = /e\S gl A /\ —g®, donde {S,T} es una particién de {1,2---,n}, entonces

m; VVg = /\( )V Vg) ) A A( —gvvg) =

s€ES teT
= A(g"® — Vg) — Vg) A A (g — Vg).
sES teT

Poniendo y, = g(®) — Vg € QT'S(G) e y =g® € QT'S(G) y usando el lema 2.1
i) se obtiene

n

m;VVg = Ay = Ve)A ANy — Vg)= Ay — Vg) =
sES teT =1

= (\Vy) = Vg=2; - Vg, donde z; = \/ y; € QTS(G).

1=1
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Para probar b) debemos considerar:

b1) Si b; = 0, por el resultado obtenido en a) y el lema 2.1 ii),
VgV (Im; +b;) =VgVvIAm; =I(m;VVg) = A(z; —» Vg) =Vz; -» Vg = y; — Vg,
donde y; = Vz; € QT S(Q).

b2) Si b; = 1 entonces
VgV (dm; +b;) = VgV —3m; = (—Im; — Vg) - Vg = (Im; VVg) — Vg =
3(m; V Vg) — Vg = A(s; — Vg) — Vg = (Va; — Vg) — Vg = y; — Vg, donde
yi =Vz; - Vg € QTS(G).

De a), b) y el lema 2.1 resulta que:
on on
Vg Va=(z; > Ve)A A — Vg) = (2 — VE) A (V. 9:) — Vg) =

2n 2n
(z;V V yi) = Vg € QTS(G), pues z; V V y; € QTS(G). O
=1 1=1
Lema 3.4 QTS(G) = U [Vg®), donde [Vg®) = {z ¢ FMB(n) : Vg < z}.
=1

Dem. Sea X = J Vg®).
=1

a) X es una ()-subélgebra de P.

al) 1 € X, pues 1 € [Vg?), cualquiera sea i, 1 < i < n.

a2) Siz,y € X entonces z — y € X.
Por hipétesis Vg < y para algtn i, 1 <i < ny como y < z — y, tenemos
que z — y € X.

a3) Si z € X entonces Vz € X.
Por hipétesis existe 7, 1 <4 < n, tal que Vg < z, luego Vg() =V Vgl < Vg
y por lo tanto Vz € X.

b) G CX.
Dado g € G, como Vg < g entonces g € [Vg) C X.

De a) y b) resulta que QT'S(G) C X.

Ademaés si z € X entonces Vg < z, para algin g € G, de aqui z = VgV z =

VgVV{a : a € A(z)} = V{VgVa : a € A(z)}, y porlo vistoen el lema 3.3, z € QT S(G).
O

Lema 3.5 Si GG es un conjunto de generadores libres de FMB(n) y Gy, Gy C G, son
tales que N|G4] = N[G)],entonces:

a) N[geﬂGl[Vg)] =N[96Q;2[Vg)]-
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b) NIA( A Vg)l = N[A( A Vg)].

QEG1 gEGz

Dem. Como N[G4] = N[G,], sea @ : Gy — G una biyeccibn y f: G — G, la
aplicacién definida por:

a”l(g) si geGy—Gy .
g si g¢ Gy <Gy

Es facil probar que f es una biyeccién, que verifica: (i) f(G1) = Gs.
Sea hy : FMB(n) — FMB(n) el unico homomorfismo que extiende a f.

Como hy(FMB(n)) = h;(MS(G)) = MS(hs(G)) = MS(f(G)) = MS(G) = FM B(n)

entonces Ay es suryectiva y por ser F'M B(n) finita, h; es biunivoca.

{a(g) si g € Gy — Gy

?

Teniendo en cuenta que h; extiende a f e (i) resulta: (ii) hy( V Vg) = V Vg.
g€Gy g€Gs

En efecto hf( V Vg) = V Vhs(g) = V Vf(g) = V Vg. Andlogamente se prueba

9€G1 g€G 9€G1 9€G2

(iii) hs( A Vg) = A Vg. Observemos que si a € A(FM B(n)) entonces o’ = hs(a) €

9€Gy g€G2
A(FMB(n)).
Probemos que (x) N[[ V Vg)]= N[ V Vg)].

geGL g€Ga

Seat €[ V Vg)entonces V Vg <t yporlotanto hs( V Vg) < hy(t). De aqui

9€G, 9€G 9€GL
resulta, teniendo en cuenta (ii) que \ Vg < hy(t) y entonces hy(t) €[ V Vg).

gEGz g€G2
Sea z € [ V Vg), luego (iv) V Vg <z = hy(w), con w € FMB(n). Consideremos
g€eG> g€Gy

el elemento r=wV \ Vg€ [V Vg). De (iv) resulta, teniendo en cuenta (ii), que
g€G g€G1

hy(r) = hs(w) Vhs( V Vg) =2V V Vg=z

g€GH 9€G2

Entonces la restriccién f’ de hy al conjunto [ \/ Vg) establece una biyeccién entre [ \/ Vg)
9€G1 9€Gh
y [ V Vg), de donde se concluye (x).

9€G2
Por otro lado, como [ V Vg) = (N [Vg), para i = 1,2, resulta la parte a) del lema.
9€G; 9€G;

Sea a € A( A\ Vg), entonces a < A Vg ya € A(FMB(n)), por lo tanto, teniendo
9€Gy 9€G1

en cuenta (iii), a’ = hy(a) < hy( A Vg) = A Vg y ademids o’ € A(FMB(n)). Luego

geG 9€G2
tenemos que hs(A( A Vg)) CA( A Vg).
9€Gy g€G2

Sea a’ € A( A Vg), como h}' es un isomorfismo, a = hi'(a') € A(FMB(n))y

9€G2
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ademds a = h7'(a’) < A (Vh7'(9)) = A Vg, de donde a € A( A Vg) y por lo tanto

9€G, 9€G1 9€G
hi(A( A Vg)) = A( A Vg),y como ks es biunivoca, resulta la parte b) del lema. O
9€Gy 9€G,

Ahora bien, por el lema 3.4 sabemos que FQT(n) = QTS(G) = 6 [Vg).
=1

Usando una férmula bien conocida de célculo combinatorio, el lerriz 3.5, y las propiedades
3), 1) y 2) indicadas en el lema 3.2, obtenemos:

NIFQT(n)) = N[UVe®)] =

=31y () I ve ) =

= S ()Y vl =

= i(_1)3+1 <n>2(2n x 2771 — N[A(\/{Vg(” l1<r< J})]) =
i=1 J

— Zn:(_l)ﬂl (n)Q(gn x 2771 — N[ {A(vg) : 1 <r < j}) —
=1 J

r=1

(n>2(2" Ve (i)N[A(/\{Vg“) 1< s <r})))
; .

El problema se reduce entonces, a calcular para cada r, 1 < r < n, el nimero de dtomos
que precede al infimo de r elementos del conjunto VG = {Vg® : 1 <i < n}.

Teniendo en cuenta el lema 3.5, b), podemos tomar por conveniencia el conjunto:
{Vg(n—(s*l)) , 1 <s<r} CVG.

Dador,1 <r < n, sea

X" /\ g(n=(s=1))

s=1
Probaremos que x(") tiene sus primeras 2" — 2"" coordenadas iguales a cero y las dltimas
2777 coordenadas iguales a 1.
Supongamos que existe A, 1 < h < 2" — 277" tal que X%T) = A gg"_(s_l)) = 1, esto
s=1
equivale a decir que g}f‘(s‘“) = 1 para todo s, 1 < s < r, entonces hn_(;—1) = 1 para
todos, 1 <s<r.
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Ahora bien,

h = 1+Zh 271> 1+ Z 2"‘1=1+2"—1—2—:2"‘1=
i=n—(r—1) 1=1

= 2" —(2” T—1)=2"—-2""T"+1>2"—-2""". Absurdo.

Para probar que las tltimas 2"~" coordenadas de x(") son iguales a 1, es suficiente ver que
cualquiera sea s, 1 < s < n, g"~(*~1) tiene las dltimas 2"~* coordenadas iguales a 1, lo
que equivale a probar que h,_(,_1) = 1, cualquiera sea h , 2" — 277 + 1 < h < 2",

Supongamos que existe A, 2" — 2" + 1 < A’ < 2" tal que hy—(s—1) = 0. Entonces

o= 14 Y A2T'<1+ Y 2Tl=142n—1-2n0 =

=1 =1
i#En—(s—1) i#n—(s—1)

= 2" _2"7°% « 2" _92"° 4 1. Absurdo.

De lo anterior, 4) y 9) tenemos:

r gn__gn-—r gn_gn—r
A vgr=6-1) = wx() = 3 _ x() = —3( \/ V(i)) = A —w®,
s=1 1=1 =1
n_gn—r
La coordenada h-ésima de Vx{") es /\ ——W,(l), que es igual a cero para todo h,

1 <h<2%—2"T" pues por definicién w(’) =

Por otro lado, si h > 2" — 27" 4+ 1, de 8) resulta que la coordenada h-ésima de Vx(")
es infimo de 2" — 2"7" elementos del conjunto {—g1,—gs,...,—gan_1} C FB(2" — 1).

Luego cada una de las dltimas 2"~ coordenadas de Vx(") es un polinomio minimo en
las 2" — 1 variables gy,9s,...,gsm_1, entonces es supremo de 2(2"~1)-(2"-2"7") —

22"7"=1 4tomos de FB(2" — 1).

Podemos concluir entonces que Vx(?) es supremo de 27" x 22"7"-1 = 92" "+n-r-1)

dtomos de FMB(n), y por lo tanto :

r=1 r

n 2"—1 d _ 1)+l J 2" "+n—-r-1)
N[FQT(n an ’“() ST 02 ].
J

j=1

Tenemos asi que N[FQT(1)] = 23, N[FQT(2)] = 225(2* - 1),
NIFQT(3)] = 2%9(3.2%3 — 3.2%5 4 1) > 2992,
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